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Resumo

O trabalho estuda o papel da negagao na logica, abordando os fragmen-
tos positivos da légica proposicional, de forma a atender a dois problemas:
a obtengao de teoremas de completude independentes da negacao e o pro-
blema de paradoxos positivos, como o Paradoxo de Curry. Para o fragmento
cldssico, estuda-se o método construtivo de completude proposto por Leon
Henkin. Investigam-se as razoes pelas quais este método nao pode ser es-
tendido para fragmentos nao-classicos que conseguem evitar a ocorréncia
da objecao de Haskel Curry como, por exemplo, os das légicas n-valentes
de Jan Lukasiewicz e os (por nés denominados) intuicionistas de Wilhelm
Ackermann, quer pelas caracteristicas da implicagao, quer pela presenca de
um tipo de argumento infinito. O estudo conjunto do método de Henkin
e do fenomeno da trivialidade positiva permite estabelecer um processo de
decidibilidade da logica positiva classica através de um sistema de tablos
que utiliza somente recursos metalinguisticos positivos, e propor uma re-
discussao a respeito do papel da negacao em logica através do conceito de
paratrivialidade. Nesse contexto discutimos, do ponto de vista conceitual, a
relagao da légica positiva com o infinito, as possibilidades de se obter uma
logica de primeira ordem completa sem negacao e o vinculo filoséfico entre
verdade e significado.

Palavras-chave: logica positiva, completude construtiva, para-
doxos positivos, trivialidade positiva, tablos positivos, paratrivia-
lidade.



Abstract

This work studies some problems connected to the role of negation in
logic, treating the positive fragments of propositional calculus in order to
deal with two main questions: the proof of the completeness theorems in
systems lacking negation, and the puzzle raised by positive paradoxes like
the well-known argument of Haskel Curry. We study the constructive com-
pleteness method proposed by Leon Henkin for classical fragments endowed
with implication, and advance some reasons explaining what makes diffi-
cult to extend this constructive method to non-classical fragments equipped
with weaker implications (that avoid Curry’s objection). This is the case,
for example, of Jan Lukasiewicz’s n-valued logics and Wilhelm Ackermann’s
logic of restricted implication. Besides such problems, both Henkin’s method
and the triviality phenomenon enable us to propose a new positive tableau
proof system which uses only positive meta-linguistic resources, and to mo-
tivate a new discussion concerning the role of negation in logic proposing
the concept of paratriviality. In this way, some relations between positive
reasoning and infinity, the possibilities to obtain a first-order positive logic
as well as the philosophical connection between truth and meaning are dis-
cussed from a conceptual point of view.

Key-words: positive logic, constructive completeness, positive
paradoxes, positive triviality, positive tableaux, paratriviality.
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Introducao

Num artigo de 1930 (vide [48]), considerado hoje um cldssico no tema,
Jan Lukasiewicz e Alfred Tarski apresentaram alguns resultados do grupo
de pesquisa em légica matemdtica de Varsévia (principalmente devidos a
Lukasiewicz) na época dirigido pelo primeiro, versando, principalmente, so-
bre a questao da axiomatizagao e interpretacao das légicas n-valentes e
infinito-valentes.

O artigo nao se reduz a esses topicos, mas pretende estabelecer uma
metodologia geral para o estudo do cédlculo proposicional e, com esse in-
tuito, no §4 de [48] é introduzido o “calculo proposicional restrito”, assim
chamado pelo fato de nao conter nenhum simbolo de negagao. Os axiomas,
a semantica e alguns teoremas desse cdlculo (incluindo o da completude,
enunciado sem prova) sao ali discutidos.

A problemaética a respeito do papel da negacao na légica, contudo, tem
raizes muito mais profundas. Paul Bernays, o mais assiduo colaborador de
David Hilbert em Gottingen, também pensava de forma independente de
Lukasiewicz e Post nas questoes hoje vistas como fundamentais em Légica
desde sua Habilitationsschrift:! de acordo com [54], Bernays j& tinha resul-
tados sobre semanticas tabulares antes da invencao vagamente atribuida a
Ludwig Wittgenstein, sobre completude e decidibilidade antes da demon-
stracao da completude do calculo proposicional classico atribuida a Emil
Post (cf. [35]), e (embora isso seja de interesse menos imediato aqui) mesmo
sobre semanticas gerais trivalentes e quadrivalentes independentemente de
Jan Lukasiewicz.

No que concerne particularmente a logica positiva, a énfase em separar o
conectivo da negacao dos demais conectivos estava ja essencialmente ligada
as preocupacoes de Hilbert acerca do finitismo. Em uma conferéncia em 1923
perante a Sociedade Matematica de Gottingen, Bernays recomenda explici-

1Sua tese pés-doutoral, equivalente & Tese de Livre-Docéncia no Brasil, intitulada
Beitrage zur azxiomatischen Behandlung des Logik-Kalkiils, Universidade de Gottingen,
1918.



tamente que “seria de interesse investigar o papel da negacao”. Apesar de,
anos mais tarde e independentemente, Laszlé Kalmar ter publicado uma
elegantissima demonstracao construtiva da completude do cédlculo proposi-
cional cléssico [28], a questao estava longe de ser vista como concluida. Tanto
que mais uma demonstracao veio a luz por Willard Van Orman Quine [36]
2

Se existe, entdao, um interesse notavel e justificado por demonstracoes de
completude do célculo proposicional, nao é menor o interesse intrinseco que
oferece uma prova de completude do calculo proposicional cldssico positivo
e de seus fragmentos. Um estudo mais detalhado do calculo proposicional
positivo (em particular, positivo-implicativo) pode servir como instrumento
para se esclarecer as condigdes minimas que fazem com que um fragmento
do célculo proposicional seja completo e para refletir sobre os mecanismos
para se obter uma tal demonstracao de completude, em particular sobre o
papel da negacdo no patamar metamatematico. Como parte fundamental
desse estudo, incluimos um apéndice onde distintas axiomaticas da légica
positiva classica sao consideradas com mais detalhe.

Ainda mais, a existéncia de paradoxos positivos, como o de Curry, pro-
posto em [15], oferece uma oportunidade inica para se aprofundar no signifi-
cado e dificuldades da logica puramente implicativa, e fazer uma releitura
de conceitos como os de trivialidade e derivabilidade. O estudo deste para-
doxo e das possiveis saidas nos leva naturalmente a nos aprofundar em pelo
menos dois tipos de sistemas: os nao-classicos n-valentes e os nao-classicos
intuicionistas. Essa variedade de aproximagoes ao tema revela-se também
na literatura especializada, onde podemos distinguir pelo menos duas abor-
dagens que nos conduzem a légica positiva: a perspectiva classica e a per-
spectiva nao-classica . Tal divisao é extremamente oportuna para salien-
tar um aspecto da légica positiva também presente em [48] e resumido na
seguinte pergunta: Qual é a relacdo entre os fragmentos da légica positiva
cldssica e os das logicas n-valentes, das infinito-valentes e da intuicionista?
No que diz respeito a trivialidade implicativa, podemos obter uma resposta
a objecao de Curry tentando enfraquecer a implicacao que gera a situacao
paradoxal. Existem pelo menos duas formas de se obter um tal enfraqueci-
mento: introduzindo-se mais valores de verdade (com o intuito de se evitar
um uma propriedade da implicagao classica conhecida como Lei da Absor¢do
(vide Lema 1.2.1)) ou controlando-se a regra de Modus Ponens; ambas pos-

2Ainda alguns anos antes que Quine visitasse a Universidade de Sao Paulo como Pro-
fessor Visitante a partir de 1942, onde publica um de seus primeiros livros (cf. [37], nunca
traduzido do original em portugués.)



sibilidades serao avaliadas no momento oportuno. Este panorama inclui-se
no que podemos chamar de problemética do raciocinio positivo.

Contudo, a logica positiva continua a oferecer novas perspectivas, em
particular no que diz respeito as possibilidades de se pensar a metamatemaética
de forma mais restrita, isto é, sem negagoes. Dentro deste quadro, podemos
considerar a situagao de “trivialidade positiva” imanente ao Paradoxo de
Curry para construir sistemas de prova. Uma contribuicao original deste
trabalho é a proposta de um sistema de refutagdo via tablos que utiliza so-
mente recursos metalinguisticos positivos, aporta uma visao particularmente
rica e sugestiva dos limites e do significado da implicacao, apresentando de
uma outra maneira as condigoes que fazem com que uma logica seja trivial,
independentemente da negacao. Além disso, a proposta dos novos tablos
favorece uma perspectiva completamente inovadora no que diz respeito a
aplicacdo de métodos de prova automdticos ou semi-automaticos (isto é,
passiveis de serem mecanizados). As implicagoes de tal abordagem quanto a
questao de mecanizacao porém permanecem aqui na forma apenas especu-
lativa, esperando que possa interessar a uma vindoura investigacao. E claro
que propor sistemas de prova baseados no raciocinio positivo em nada ajuda
a ressolver os dilemas a que nos referimos acima. Nesse caso, porém, nossa
atitude é outra: ao invés de nos deter pelos dificeis problemas da légica
positiva, queremos realgar suas potencialidades.

Todas estas abordagens técnicas, contudo, contornam as principais pre-
ocupacoes filoséficas genuinas que motivaram esta pesquisa, tais como por
exemplo: a existéncia de mecanismos para se reconhecer uma negacao impli-
cita, escondida nos meandros da linguagem. Nesse sentido, existem negagoes
explicitas e outras ocultas? Mais ainda, quais sao os limites expressivos de
uma légica positiva? Serd que a auséncia de negacao leva inevitavelmente
a introduzir algum tipo de infinitude no nosso sistema?? Seriam essas as
razoes da preocupacao de Hilbert e sua escola em separar a negacao dos
demais conectivos, ou acreditaria Hilbert precisamente no contrario, isto é,
que a negacao envolve algum tipo de regresso ao infinito? De fato, é muito
importante salientar a relagdo entre a reducao ao absurdo (que precisa de
negacao na meta-linguagem) e um tipo de regressao ao infinito (que em teo-
ria nao dependeria de negagao alguma), questao esta levantada por Smullyan

3Na secdo 1.2.1 apresentamos evidéncias positivas para ambas as perguntas: de fato,
usamos um tipo de negagao implicita ao demonstrarmos o Teorema de Completude para
légica positiva (a letra proposicional ¢ ou a férmula atémica v ) e o conceito de infinito é
imanente & propria defini¢ao da configuragio para as férmulas falsas (pois precisamos de
um conjunto infinito de novas varidveis proposicionais).



em [45].

Por dltimo, como pode um sistema 16gico lidar com o fato de nao haver
um simbolo definido para os argumentos falsos, ou que deixam de ser ver-
dadeiros? N&ao enfraquecemos demais o nosso conceito de verdade com
tal procedimento? Serd que a exclusao da negacao é apenas um artificio
sintatico que diminui de forma aceitavel a capacidade de expressao do nosso
sistema? Serd que nao estariamos reproduzindo formalmente uma discussao
(classica na filosofia analitica, vide [16] e [46]) sobre a relacao entre signifi-
cado e verdade?

Advertimos o leitor de que ndo € nossa intencao tentar responder direta-
mente a nenhuma dessas questoes. Se alguma coisa se aprende ao se estudar
légica simbdlica ou formal é que tais questoes sao demasiado dificeis para
serem atacadas em conjunto, e que apenas uma delas consumiria muito mais
do que os recursos de uma dissertacao de mestrado. Contudo, na medida em
que nosso estudo nos aproxima de tais questoes, tampouco fugimos toma-
dos de algum tipo de panico filoséfico, mas tomamos consciéncia de quao
(perigosamente?) nos aproximamos delas.

Confessadas nossas reais intengoes, podemos entdo com mais alivio notar
que, no escopo da filosofia tradicional, deve-se chamar a atencdo sobre o
interesse que uma abordagem positiva pode produzir, por exemplo, numa
leitura do argumento de Aristételes no livro IV da Metafisica contra aqueles
que duvidam do principio de nao contradicao, chamando a atencdo sobre a
seguinte questao: nao seria logicamente mais acertada uma leitura positiva
da refutacao aristotélica? No que segue, como afirmamos, a logica positiva
serd estudada a partir das trés perspectivas mencionadas: a classica, a nao-
classica e a partir da abordagem metamatematica dos métodos de prova.

No Capitulo 1 estudamos a légica proposicional positiva L™ em detalhes,
analisando suas propriedades bésicas e a completude. Avaliamos também
outras demonstracoes de completude, e esclarecemos o papel do paradoxo
de Curry e sua derivacio em L.

No Capitulo 2 estudamos, por um lado, as possibilidades de se obter
uma resposta a essa objecao, quer introduzindo sistemas de logica positiva
nao-cldssica usando sistemas n-valentes (como por exemplo a hierarquia L,
de Lukasiewicz ou algumas 16gicas paraconsistentes) quer estudando os sis-
temas introduzidos por Wilhelm Ackermann. Por outro lado, examinamos o
problema da completude de tais sistemas, tentando esclarecer as principais
dificuldades ao trabalhar com uma implicacao diferente da padrao.

O Capitulo 3 é devotado a um sistema de tablos puramente positivos e
a definicdo do conceito de paratrivialidade, central ao abordarmos objecoes
do tipo da de Curry, e 1til no estudo geral do fenémeno da trivialidade.



Demonstramos, ainda, a correcao e completude desses tablos com relagao a
uma semantica diddica.

No Capitulo 4 conectamos os resultados técnicos com questoes conceitu-
ais de dois tipos: de um lado, problemas da logica matemdtica, como, por
exemplo a pergunta pela negacgao implicita e o infinito e a (possivel) prova
de completude para légica positiva de primeira ordem; de outro, problemas
filosoficos tradicionais como o da refutagao aristotélica e o da relagao entre
significado e verdade.

Dessa forma, tentaremos colocar em sua devida perspectiva algumas
questoes que surgem da légica matematica, mas que colocam indagacoes
conceituais de seu préprio interesse, como esperamos deixar claro no decor-
rer do trabalho. Ao mesmo tempo manteremos o esforco de tentar abrir ca-
minho a alguns temas e a certas questoes que poderao resultar em proveitoso
trabalho futuro, na direcao da plenitude do pensar sem negacao.



Capitulo 1

A légica proposicional
positiva classica L™

Neste capitulo estudaremos a logica proposicional positiva (lgica positiva
cléssica) tal como apresentada por Alfred Tarski e Jan Lukasiewicz em seu
artigo de 1930. Demonstraremos os teoremas da correcao e da completude
da légica proposicional positiva, seguindo os parametros gerais estabelecidos
por Leon Henkin [26] e avaliaremos outras provas conhecidas [40], [34], [43]
e [17]. Examinaremos, na mesma dire¢ao de Henkin, as condigdes minimas
envolvidas em uma prova de completude. Estenderemos o método de Henkin
para outros fragmentos positivos com conectivos diferentes da implicagao, e
examinaremos a prova da completude de um sistema puramente implicativo
diferente da de [43]. Como uma pequena contribuigao original, propomos
uma demonstragao da independéncia dos axiomas de [26], comprovando uma
conjectura de Henkin a esse respeito. Seguindo um uso informal, usamos os
verbos “provar’e “demonstrar” (e seus derivados) como sinénimos.

Alem disso, discutiremos alguns problemas dos sistemas positivos, em
particular dos sistemas implicativos, como expostos em [15], e apontaremos
algumas respostas possiveis a argumentos desse tipo, respostas estas que
serao examinadas detalhadamente no capitulo seguinte.

1.1 Os elementos de L™

Na metodologia geral estabelecida por Tarski e Lukasiewicz para o estudo
do célculo proposicional, os subsistemas (ou fragmentos) do sistema cléssico
desempenham um papel fundamental, desde que as légicas finito e infinito-
valentes introduzidas por Lukasiewicz sao subsistemas da légica proposi-



cional classica. Em particular, sdo examinadas numa secao desse trabalho
(segundo suas préprias palavras) aquelas “sentencas onde nao ocorre simbolo
de negacdo algum” ! [48]. Chamaremos a este conjunto de sentencas de frag-
mento positivo da légica proposicional cléssica, e o sistema que ele gera de
LT. Estabeleceremos as propriedades do cdlculo proposicional positivo, se-
gundo a ordem do artigo de Tarski e Lukasiewicz de 1930, apresentando as
definigoes, os axiomas e a semantica de tal sistema logico. Além do mais,
adicionamos uma demonstracao do Metateorema da Deducdo. Apesar de
este resultado ser de importancia capital na metodologia da légica, e de se
tratar de um teorema a respeito da derivabilidade 1égica (e nao de um teo-
rema dos sistemas 16gicos) seguiremos um uso generalizado referindo-se a
ele como “Teorema da Deducgao”simplesmente.

1.1.1 Linguagem e semantica de L™

Na presente secao apresentamos as principais defini¢oes do sistema de légica
proposicional positiva L tal como introduzidas por Tarski e Lukasiewicz
em [48].

Definigao 1.1.1. Definimos a linguagem de LT da seguinte maneira?:

1. Simbolos Primitivos: Um conjunto infinito enumerédvel de varidveis
proposicionais: {p1,p2,...Pn, .-

2. Conectivos: Um conjunto unitério de conectivos bindrios, {—}

3. Simbolos Auxiliares: "(7, )"
Definigcao 1.1.2. Formulas:
Caso 1.1.2.1. Qualquer varidvel proposicional € uma formula atémica.
Caso 1.1.2.2. Toda formula atémica € uma formula.

Caso 1.1.2.3. Se a e (3 sao férmulas, entao (a« — () € uma formula.
Quando ndo houver risco de confusdo, omitiremos os parénteses externos
das formulas. Doravante denotaremos o conjunto das formulas da linguagem
L™ por For L™.

Definigao 1.1.3. Regras de Inferéncia:

1Salientamos a equivaléncia entre o significado do termo ‘sentenca’ nesse artigo e o
de ‘férmula’. Doravante, serdo considerados como sinénimos neste trabalho para evitar
confusoes.

2Respeitamos as definicdes originais de Tarski e Lukasiewicz.



e Modus Ponens: Dadas o, formulas

a,a — 3

g

e Substituicdo de uma variavel por uma férmula: se « é féormula, p uma
varidvel proposicional e § uma férmula, entdao definimos por inducgao
na complexidade da férmula®:

Caso 1.1.3.1. Se « for atémica

ofp\fl= a seap
ofp\Bl= B sca=p

Caso 1.1.3.2. Se a =9 — v, entdo:

alp\ Bl =d[p\ Bl —p\ 0]

Definigao 1.1.4. Uma matriz para L™ é uma tripla ordenada 9 = [A, B, f],
que contém dois conjuntos disjuntos ndo-vazios A, B (com elementos de qual-
quer natureza), e uma funcao f de duas varidveis, definida em AU B. A
matriz M[A, B, f] é dita normal se x €B e y €A sempre implicarem f(z,y) €
A.

Definicao 1.1.5. A funcéo h é dita uma funcdo que atribui valores na ma-
triz M para LT, M = [A, B, f], se satisfizer as seguintes condigoes:

1. A funcao h é definida para cada o €For L.
2. Se p é uma variavel proposicional, entao h(p) € AU B.
3. Se a, 3 €For LT, entao h(a — 3) = f(h(a), h(B)).
Dizemos que uma férmula « é satisfeita pela matriz M = [A, B, f],

denotado por M | «, se h(a) € B para cada fungdo h que atribui
valores nesta matriz.

3 A nocéo de complexidade de uma férmula é a usual. Salientamos, ainda, que usaremos
a substituigdo como regra dedutiva somente na demonstracdo do Teorema de Completude,
como serd oportunamente mencionado.
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Em termos intuitivos, os conjuntos A e B agem como conjuntos ar-
bitrarios de valores-verdade, onde o primeiro representa os valores nao-
distinguidos e o segundo representa os valores distinguidos. A noc¢ao de ma-
triz normal exige apenas que a implicacao produza valores nao-distinguidos,
quando o antecedente da implicacao ¢é distinguido e o consequente é nao-
distinguido. Nos demais caso a interpretagdo da implicacao é totalmente
livre. Na verdade, podemos nos restringir aqui (e também no caso dos
demais fragmentos da légica cldssica positiva) a matrizes com conjuntos
unitdrios A = {0} e B = {1}. O interesse de Lukasiewicz e Tarski era
também estudar as relacoes entre logica positiva e légicas n-valentes, por
tanto usavan matrizes arbitrarias. Optamos contudo por matrizes da forma
acima, por fidelidade aos textos originais.

Definicao 1.1.6. O sistema L' do cdlculo proposicional é o conjunto das
formulas satisfeitas por todas as fungoes h definidas sobre a matriz 9T =
[A, B, f], onde A= {o}, B={1} e a fungdo f é definida pelas férmulas
f(o,0) = f(0,1) = f(1,1) =1 e f(1,0) = 0.

Notamos que, desta forma, os valores da funcao h (que atribui valores
na matriz) ficam totalmente determinados.
1.1.2 Axiomatica e o Metateorema da Deducgao

Definicao 1.1.7. O seguinte conjunto constitui uma base axiomaética para
Lt:

Ax1l. b+ a— (8 — a)
Ax2. by (a—=f) = ((B—=7) = (@ —7))
Ax3. b+ ((a— ) = a) >«

A seguir, provamos dois lemas proposicionais que usaremos na demons-
tragao do Teorema da Dedugao para Lt (que depois serd usado na demons-
tragdo construtiva de sua completude).

Lema 1.1.8. F;+ a — «

Dem.:
L Fpra—=((a—a)—a) = [((d—=a)—a)—a) - (a—a)) [Ax2]
2. Frra—((a—a)—a [Ax1]
3. FL+(((a—>a)—>a)—>o¢)—>(a—>a) [MPleQ]
4. Fir (a—a)—a)—a [Ax3]
5. Frpra—a [MP 3 e4]
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Lema 1.1.9. a — (a = ) Fr+ a—

Dem.:

L a—(a—p) [Hip]

2. ((a=p)—a)—=a)=[la=(a=p8) = ((a—B) —a) = (a—pB))] [Ax2]

3. ((@a—=p)—a)—a [Ax3]

4 (a—=(a—pP) = ((a—=p) —a)—=(a—p)) [MP 2, 3]
5. ((a—=p) = a) = (a—p) [MP 1 e 4]
6. [((a—=p)—a)—=(a—=p)]—(a—p) [Ax3]
T.oa—=f [MP 5,6]

Teorema 1.1.10. Teorema da Deducdo para LT: Se T' é um conjunto de
formulas, o e B sao formulas e ', b+ B, entao '+ a — (.

Dem.:
Seja (1,02 ..., 0y uma prova de [ a partir de I' U {a}, onde 5 = (.
Vamos provar, por indugao sobre 1 <i <n que ' -7+ o« — [3; para cada i.

Para n = 1 temos os seguintes subcasos
[ é um axioma, ou
BT, ou
a=p

Nos dois primeiros subcasos a prova ¢é estritamente andloga: I',a Fp+
(por hip). Mas se 3 é axioma ou 3 € ', pelo Ax1 temos 7+ 3 — (o — [3).
Dai, por MP, temos I' -+ o — .

Se o = 3, entao -+ a — « pelo Lema 1.1.8 e, portanto, I' F;+ a — (. Isto
esgota o caso n = 1.

Se n # 1, assumimos que I' -7+ a — [ para k < i e vamos
demonstrar para n = 4. Entdo, ou 8 é um axioma, ou g € I,
ou a = f3, ou B é o resultado de aplicar MP em f; e 3,, com
j < i,m < . Nos tres casos iniciais, a demonstragao é estritamente
analoga a do caso n = 1. Vamos demonstrar, portanto, o subcaso
restante.

Por hipétese, temos I' Fp+ o — Bj e I' Fp+ oo — B, isto é T' =+
a — (8 = Bi). Mas, pelo Ax2 T' Fr+ (o — B5) — ((8; — Bi) —
(v — (;)), e, entao por MP obtemos

I'kr+ (Bj — Bi) = (a — B;). Por mais um uso do Ax2, temos
Dhpea— (8= 8) = (8 = B) = (@ — B)) = (@ — (@ -
Bi))l-

Entao, por MP com a hipétese de indugao

'+ (B — Bi) = (= Bi)) = (@ — (o — B)). Usando de
novo MP concluimos I 7+ o — (o — f3;), mas pelo Lema 1.1.9
a— (a— 0;) Fr+ a— fi e, portanto, I' -7+ o — G; .
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1.2 O método de Henkin

Na presente se¢cao, demonstraremos construtivamente o teorema de comple-
tude para LT com relacdo & semantica da Definicdo 1.1.6 e também para
outros fragmentos do cédlculo proposicional que nao contém simbolos de
negacao, como para as extensoes de LT que formam as légicas positiva-
disjuntiva LV e positiva-conjuntiva L. Exploramos o método de Henkin
como proposto em [26], por considerd-lo o mais simples e conceitualmente
claro dos métodos disponiveis e por nao ter sido ainda muito (nem razoavel-
mente bem) explorado: muito mais que uma técnica para completude con-
strutiva, o método de Henkin permite ainda obter de forma imediata os
axiomas de fragmentos que estendem L.

Ressaltamos, contudo, que o nosso enfoque é diferente do de outras
provas de completude para estes fragmentos (como as de [40], [34], [43] e
[17]), examinadas detalhadamente na préxima secd@o em dois aspectos fun-
damentais: vamos tomar L™ como o fragmento mais simples da lgica po-
sitiva e, a partir dele, vamos construir a prova para os outros casos (quer
dizer, nossa demonstracao pretende ser minimal); na verdade, vamos dar
uma demonstragao detalhada e construtiva, sem recorrer a demonstragoes,
defini¢gbes ou teoremas alem dos disponiveis em cada um dos sistemas exa-
minados. Para tanto, vamos demonstrar alguns lemas proposicionais que
nos permitirdo aplicar sem restricoes o método de Henkin a L.

O formato de apresentacao de tais demonstragoes é, basicamente, 0 mesmo
de Mendelson em [33], representando as premisas e derivagdes como uma
tabela numerada e assinalando as aplicacoes do Teorema da Deducao.

Lema 1.2.1. F+ (o — (o — () — (. — ()

Dem. :
Basta aplicar o Teorema da Deducao no Lema 1.1.9

Lema 1.2.2. F;+ ((a = 8) = 0) = [(a =) = ((v = 8) — 5)]

Dem.:
1. (a—p)—p [Hip]
2. a—y [Hip)
3. v—8 [Hip]
4. (a—=7)=[(v—B) = (a— p)] [Ax2]
5 (v—=B) = (a—p) [MP 2 e 4]
6. a—p [MP 3 e 5]
. B [MP 6 e 1]
8. (a—=p)—=B, a—y,y—LBF+ 8 [De 1, 2,3e7]
9. (a—=B)—pB, a—mvykr (y—p)—p [Teorema 1.1.10 em 8]
10. (a—pB) = Blrr+ (=) —=[(y—B) — F [Teorema 1.1.10 em 9]
1. Fpy ((@—=p)—B) = [(a—~) = ((y— B) = B)] [Teorema 1.1.10 em 10]
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Lema 1.2.3. ¢ b (=) = [(B—=7) = ((a = B) = 5) = )]

Dem.:

e I ol

9.

10.
11.
12.
13.
14.
15.

o — 7y

B—

(a—p)—p
(a—=0)—=8) = (a—=7) = ((v— B) — B)]
(@—=7)—=((v—B) — 5

(y—pB)—p
(v=B8)—=B)—=(B—=7)—((v—8) =)
B—=7—=(v—=08 —n)

(y—=8) =y

(v=08)—v) —~

o

a—vy, B—=7 (a—B)— BFr+v
a—y, Bovkp+ ((a— B)—p) —
a— gkt (B—7) = [((a—p)—8

Dem.:

[Hip]

(Hip]

(Hip]

[Lemal.2.2]

[MP 3 e 4]

[MP 1 e 5]

[Ax2]

[MP 6 e 7]

[MP 2 e §]

[Ax3]

[MP 9 e 10]

[De 1, 2, 3 e 11]
[Teorema 1.1.10 em 12]
[Teorema 1.1.10 em 13]

Fi+ (@—=7) = [(B—=7) — (((a—08) [Teorema 1.1.10 em 14]
Lema 1.24. F;+ (o = 7) — [((a — B) —

o=y [Hip]

(a—pB) =7 [Hip]

((a—=B) =) —[(@a—=7) = (e = B) = a) = a) = )] [Lemal.2.3]

(a—=7) = ((a—=pB) =) > a) =) [MP 2 e 3]

(= pB) =) = a)—y [MP 1 e 4]

(@a—=B)—a)—a [Ax3]

v [MP 5 e 6]

a—7, (= B)—ybr+ vy [De 1,2 e 7]

a—=ykpr ((a—=8) =) —~ [Teorema 1.1.10 em 8]

Frv (a—=7) = [(a—B) =) —19] [Teorema 1.1.10 em 9]

1
2
3
4
5.
6.
7
8
9
1

0.

Lema 1.2.5. b+ (a — (B — 7)) — [(a — 8) = (o — )]

Dem.:

e

9.

10.
11.
12.

a—(B—7) [Hip)
a—f [Hip]
(a—=p)=((B—7) —(a—1) [Ax2]
B—=7) —(a—n) [MP 2 e 3]
(@a=(B—=)—=[((B—=7)—=(a=7)—=(a—=(a—=7)] [Ax2]
(B—=7) = (a—=7)) = (a—(a—=7))] [MP 1 e 4]
a—(a—9) [MP 4 e 6]
(@ = (a—=9) = (a—7) [Lemal.2.1]
a— [MP 6 e 8]
B—17), a—= B+ a—y {Del,2e9]

a—(
a—(B—=7) ki (@a—=B) = (a—7)
Frv (@ = (B—7) = [(a—B) = (a—7)]

“Esta demonstracao faz parte de [17].
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Lema 1.2.6. F+ (a — () = [(a — (8 — 7)) = (o — )]

Dem.:

1. (a—p0) [Hip]

2. (a—=(B—7)) [Hip]

3. (= (B—=17)) = lla— ) = (a =) [Lemal.2.5]

5 (a—B) - (a—7) MP 2.3

5 (a—7) [MP 1,4]

6. a—p8,a— (8= a—ny [De 1, 2 e 5

7. a— Bt (a— (B—=7) — (a—7) [Teorema 1.1.10 em 6]
8. Fr+ (a—=p)—=[(a = (8—7)) — (o — )] [Teorema 1.1.10 em 7]

1.2.1 A completude de L™

Para estabelecer se um fragmento implicativo do cdlculo proposicional classico
é ou nao completo, segundo Henkin [26], precisamos garantir algumas condigoes
minimas:

1. Um conjunto nao-vazio de conectivos bindrios, pelo menos contendo
—.

2. Simbolos auxiliares®.

3. Modus Ponens como regra de inferéncia.

4. O Teorema de Dedugao (que, na demonstracao padrao, depende de H1
e H2).

5. No minimo o seguinte conjunto de férmulas derivaveis (como axiomas
ou teoremas)":

Hl. a — (0 — «)
H2. (o« — () = [(a = (B — 7)) = (a — )]

H3. (a —7) = [((a = B) =) =]

5Para simplificar a escrita, Henkin introduz a convencio de associar & esquerda logo
depois de ".”; contudo, por coeréncia com nossa linguagem inicial, vamos manter os pa-
rénteses como simbolos auxiliares.

5 A rigor, Henkin explica como novos axiomas, por exemplo para a conjuncio, podem ser
estabelecidos observando-se as tabelas-verdade. Adiamos essa explicagdo para a préxima
secdo, onde serd de fato relevante.
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Por 1.1.1, 1.1.3 e 1.1.10, L* satisfaz as condigoes (1-4). E importante
observar que H1=Ax1, H2=Lema 1.2.6 ¢ H3=Lema 1.2.4. Entao, de fato,
o préprio LT satisfaz aos critérios de Henkin. Uma vez estabelecidas estas
condigoes, vamos entrar na demonstracao do Teorema da Completude para
L™, lembrando que vamos reproduzir (esclarecendo detalhes) os argumentos
de Henkin. Para tanto, é preciso demonstrar o seguinte lema:

Lema 1.2.7. Seja h(p,),...,h(py) uma funcao que atribui valores para
L™ as diferentes varidveis p1,...,pn. Seja o uma férmula que contém so-
mente estas varidveis pi,...,pn e h(a) o valor associado a o pela mesma
atribuicao. Seja vy uma formula qualquer, definamos o* como (o — ) — ~y
ou o — 7, se h(a) =1 ou h(a) = o respectivamente. Entdao, pi,...,p5 Fr+

o,

Dem.: Por indugao no comprimento de .
Caso 1.2.7.1. Seja a = p;.

Entao (pela defini¢ao de demonstragao a partir de um conjunto de férmulas)
(pi =) Fr+ (pi =) e (pi =) = vFr+ (pi — ) — 7 e, portanto, em
qualquer caso p; Fp+ pj = a.

Suponha o = 8 — § e suponha, como hipdtese da inducao, que o lema
vale para (3, 0.

Caso 1.2.7.2. () =o.

Dai, g* = (8 — 7), h(a) =h(f— ) =1e a* = ((a« — ) — 7). Por
hipétese da inducao, p;},...,p} Fr+ B — 7, mas, pelo Lema 1.2.4

Fr+ (B —7) = [(B—d) — ) — 7] e MP, temos pi, ..., p;, Fr+ (8 —
§) =) —y)=a"
Caso 1.2.7.3. h(d) = 1.

Dai, 0" = ((0 = 7) =), Ma) =h(f =) =1,ea" = ((a = 7) = 7).
Por hipétese, temos pj,...,p} Fr+ (0 — v) — 7. Pelo Ax1, temos § Fp+
B — 4, e usando MP obtemos ¢, (5 — §) — v br+ 7. Portanto, usando o
Teorema 1.1.10, concluimos (f — §) — vy Fr+ § — 7, e, dai, por MP temos
(B—0)—~,(6 =) —~Fr+ 7. Logo, pelo Teorema 1.1.10

(0 =) = ~vkFp+ ((B—9) =) — v e, entao, pi,....,p5 Fr+ (((B —
§) =) =) =a".

Caso 1.2.7.4. Suponha h(B) = 1,h(d) = o.
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Dai, 5* = (8 — ) = v, 6" =0 — v, h(a) =0 e a* = (o — 7). Por
hipétese, pi,...,ph Fr+ (86— ) — v e pi,...,ps Fr+ 6 — ~. Entao, por MP
8,8 — 6 Fr+ 6. Por MP de novo temos (3,5 — 6,0 — v Fr+ v e, entao,
usando o Teorema 1.1.10

B — 68,0 = v+ — . Dai, por MP temos (6 — ) — 7,08 — 4, —
v Fr+ . Portanto, usando o Teorema 1.1.10

§ =78 —=7) =~k (B—0) — 7. e entao, pi,...,p5 Fr+ (B —
d) — ) = a*, o que da conta do ultimo caso a demonstrar l.

Teorema 1.2.8. Teorema de correcdo para LT :
|—L+ a = M ): [0

Dem.: Por indugdo no comprimento da deriva¢do formal de «, isto € de
a1,...,0n,

Caso 1.2.8.1. Suponha n = 1.

Nesse caso, o é um axioma. Mas podemos verificar através das seguintes
tabelas verdade que Ax1-3 sao tautologias

a|f|f—-ala—(f— )
ojo] 1 1
o[1] o0 1
1jo] 1 1
11 1 1
a|fla—=Bl(a—=B)—al((a—=p)—a)—a
ojo] 1 0 1
0[1] 1 0 1
1{o] o 1 1
11 1 1 1
a|Bly|la—=B|B—oy=nla-y=0|n—0=p|(a—08)—0
ojofo] 1 1 1 1 1
ojof[1] 1 1 1 1 1
o[1[0] 1 0 1 1 1
0[1[1] 1 1 1 1 1
1{ojo] o 1 0 0 1
1{of1] o 1 1 1 1
1{1]o] 1 0 0 1 1
1(1]1] 1 1 1 1 1
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Entao M = a.
Caso 1.2.8.2. Sejan # 1.

Se e ¢ um axioma, entao a prova decorre como no caso 1.2.8.1. Se existem
1 <14, j <n tais que a; = a; — « supomos (por hipdtese de indugdo) que
h(ca;) = 1 e h(o; — a) = 1, mas, pela defini¢ao de f, h(a) = 1, isto é M = «,
e a inducao se conclui l.

Teorema 1.2.9. Teorema de completude para LT :
m ): o = |_L+ «Q

Dem.: Sejam pi, ..., p, as diferentes varidveis que aparecem em «. Pela
Definigao 1.1.5 temos para cada uma das 2" atribuigoes possiveis h(p,), ..., h(pn),
o valor calculado h(a). Dai, pelo Lema 1.2.7, se 7 é uma férmula bem for-
mada arbitraria e p}, a* sao definidos como antes, temos para cada um dos
2" conjuntos possiveis I';, = {p}, ..., p} },

Lnbps (@ —7) =

Isto implica que para cada um dos 2"~ ! conjuntos I'_; = {r},.-pi_1}
temos

Pn — 7, anl |_L+ (a - 7) -7

Pn—7) =7 Thabpr (@—9)—7y

Usando o Teorema 1.1.10, obtemos
Lpoibpe (o —9) = (@ =) =)

Looibpr (o =) =) = (=) =)

Mas, pelo Lema 1.2.4 e a regra de substituicao, temos
Frt [(on =) = (@ =) = N = [(((pn = 7) =) = (@ = 7) =) = (@ =) = )]
e MP duas vezes, temos

Lhorbpe (@ —9) =7

Se continuarmos assim, vemos que para cada ¢ =n — 1,n — 2,..,2, 1, obte-
mos, para cada um dos 2" possiveis I'; = {p}, ..., p }

Likbpe (@ =) =7
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Se i = 1, temos
=k (=) =7, (11 —=7) =)k (@a—=7) =~

e, pelo Teorema 1.1.10 e oLema 1.2.4, temos

Fr+ (@ =) =y
Como v é uma férmula qualquer, em particular é verdade

Fr+ (@ — o) =«
Mas, temos Fr+ (o — «) (Lema 1.1.8) e, dai, por MP, temos

Fr+

[}

O teorema da completude que obtivemos é totalmente construtivo, baseia-
se somente nas propriedades da implicacao e, além do mais, explora uma
relagdo entre a implicagao e a negagao, tirando partido do fato de que a
negacao pode ser vista como um mero caso particular da negacao: intu-
itivamente, @« — ~ torna-se -« e (@ — 7) — 7 torna-se ——a se 7y coin-
cidir com uma particula minimal (“bottom” ou “falsum”). Em especial,
Henkin em uma nota a rodapé em [26]", esclarece que Alonzo Church, seu
orientador de doutorado, chamou-lhe a atencao para a similaridade de seu
procedimento como o hoje conhecido (mas, segundo todas as evidéncias,
pelo préprio Henkin desconhecido) método de Lazl6 Kalmar em [28]. O
método de Kalmar consiste sucintamente em internalizar o efeito semantico
das varidveis de uma férmula por meios sintaticos, de tal forma que se
P1,-..,Pn SA0 as variaveis de a e h é uma valoragao binaria cldssica, entao
P, ...,py - a*, onde

g4 pose h(pi) =1
' —p; se h(p;) =0
para 1 <i <n (andlogo para «).
Dessa forma, renomeando as varidveis podemos ter h(p1) = ... = h(pm) = 1,
e h(pm+1) = ... = h(pn) = 0 e obteremos: p1,...,Pm, Pm+1s---, Pn F
e, dai, py Ve, ...,pm V&, Pmt1 V..., py Ve a* Ve para uma nova

variavel ¢ que nao ocorre na prova.

"pégina 44, nota.
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Fazendo uso das equivaléncias p — ¢ < —pVcee (p — ¢) — ¢ < pVe obtemos

(pr—=¢c) =)oy ((pm — ¢) =€)y (Pmt1 =€)y, (P — ) F a*, onde
. a—c se o é ~«
R .
(d = ¢c)—c sea”éa

Isso nos leva, entao, diretamente ao método de Henkin partindo do método
de Kélmar mas sem introduzir nenhum tipo de negacao ewplicita em LT.
Além do mais, este método usa uma idéia de infinito potencial ao definir
— como o conjunto de férmulas {a — v | vy é férmula} Na seguinte se¢ao
vamos estender o método para fragmentos que tém outros conectivos além
da implicac@o (seguindo uma sugestao de Henkin), em particular em nossos
exemplos para os fragmentos que contém conjungao e disjuncao e disjuncao
exclusiva.

1.2.2 Completude dos fragmentos positivos L", LV e L

Para comecar, é preciso ajustar as definicoes sintaticas e semanticas 1.1.2,
1.1.4 e 1.1.5 respectivamente para as extensoes da légica implicativa positiva
por acréscimo da conjuncao (L"), da disjun¢do (L") e da disjungao exclusiva
(L!). A nogdo de matriz normal devera, agora, refletir as propriedades
minimas que assegurem a interpretacao do respectivo conectivo adicional.

Defini¢ao 1.2.10. Férmulas L”: O caso das férmulas atomicas permanece
igual.

Caso 1.2.10.1. Se a e 8 sao formulas, entdo o — 3 € uma formula.
Caso 1.2.10.2. Se a e 3 sao formulas, entao a A\ 3 € uma formula.

Definigao 1.2.11. A matriz de L" é uma quddrupla ordenada 0 = [A4, B, f, g],
que contém dois conjuntos disjuntos A, B (com elementos de qualquer tipo),

e duas funcoes f, g de duas varidveis, definidas em AUB. A definicdo de ma-
triz normal é analoga a Definicao 1.1.4, onde agora acrescentamos a funcao

g que interpreta o novo conectivo A.

Definigao 1.2.12. A fungao h' é dita uma func¢do que atribui valores a ma-
triz M = [A, B, f, g] para L se satisfizer as seguintes condigoes:

1. A funcao h' é definida para cada a € For L".

2. Se p é uma varidvel proposicional,entdo h'(p) € AU B.
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3. Se a, 8 €For L, entao h'(a — B) = f(h'(a), ' (B)).
4. Se a, 3 €For L, entao h'(a A B) = g(W (a), ' (B))
Dizemos que uma férmula « é satisfeita pela matriz 0 = [A, B, f, g],

denotado por M | «, se h/(«) € B para cada fungao h' que atribui
valores a esta matriz.

Definig¢ao 1.2.13. O sistema L” do cédlculo proposicional é o conjunto de to-
das as sentengas (vide 1.2.10) que sao satisfeitas pela matriz 0t = [A, B, f, g],
onde A = {o}, B = {1} sendo a fungao f definida pelas férmulas

f(070):f(031):f(171):1

f(l,O) = 0;

enquanto a funcao g é definida pelas férmulas

g(1,1) =1

9(070) = 9(07 1) = 9(170) = 0.

Definigao 1.2.14. Férmulas LY: O caso das férmulas atomicas permanece
igual.

Caso 1.2.14.1. Se a e 8 sao formulas, entdo o — 3 € uma formula.
Caso 1.2.14.2. Se a e 3 sao formulas, entao oV 3 € uma formula.

Definigao 1.2.15. A matriz de LY é uma quddrupla ordenada § = [A, B, f, j],
que contém dois conjuntos disjuntos A, B (com elementos de qualquer tipo),
e duas funcoes f, j de duas variaveis, definidas em AUB. A defini¢do de ma-
triz normal é analoga a Definicaol.1.4, onde agora acrescentamos a funcao
j que interpreta o novo conectivo V.

Definicao 1.2.16. A funcao h” é dita uma funcao que atribui valores a
matriz J = [A, B, f, j] para LV se satisfizer as seguintes condigoes:

1. A funcao h” é definida para cada o €For LV.

2. Se p é uma varidvel proposicional,entao h”(p) € AU B.
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3. Se a, 8 €For LY, entao h'(a — B) = f(Rh"(a),h"(B)).
4. Se a, 3 €For LY, entao h"(a Vv ) = j(h" (), h"(B))
Dizemos que uma férmula « é satisfeita pela matriz J = [4, B, f, j],

isto é J = «, se b/ («)) € B para cada fungao h” que atribui valores a
esta matriz.

Definicao 1.2.17. O sistema LV do cédlculo proposicional é o conjunto de
todas as sentencas que sao satisfeitas pela matriz J[A, B, f, j|, onde A = {o},
B = {1} sendo a funcao f definida pelas férmulas

f(070)=f(0a1)=f(171)=1

f(l,O) = 0;

enquanto a funcao j é definida pelas férmulas

j(o,1) = j(1,0) =j(1,1) =1

j(o,0) = o.

Definigao 1.2.18. Férmulas L*: O caso das férmulas atomicas permanece
igual.

Caso 1.2.18.1. Se a e 8 sao formulas, entdo o — 3 € uma formula.
Caso 1.2.18.2. Se a e 3 sao formulas, entdo oY 8 € uma formula.

Definigao 1.2.19. A matriz de LY é uma quadrupla ordenada & = [A, B, f, k],
que contém dois conjuntos disjuntos A, B (com elementos de qualquer tipo),
e duas fungoes f,k de duas varidveis, definidas em A U B. A definicao de
matriz normal é a mesma para K, onde agora acrescentamos a fungao k que
interpreta o novo conectivo Y.

Definicao 1.2.20. A funcao h” é dita uma funcdo que atribui valores a
matriz R = [A, B, f, k] para LY se satisfizer as seguintes condicdes:

1. A funcéo h" é definida para cada o €For L.

2. Se p é uma varidvel proposicional, entao h"'(p) € AU B.
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3. Se a, 8 €For L7, entao h'"'(a — B)f(h"(a), h™(B)).
4. Se a, 8 €For L¥, entdo b (a Y B) = k(h" (), K" (3))

Dizemos que uma férmula « é satisfeita pela matriz 8 = [A, B, f, k|,
isto é R = a, se h"'(a) € B para cada funcao b’/ que atribui valores a
esta matriz.

Definicdo 1.2.21. O sistema L* do célculo proposicional é o conjunto de
todas as sentencas (vide Definicao 1.2.18) que sao satisfeitas pela matriz
R = [A, B, f, k], onde A= {0}, B={1} sendo a funcao f definida pelas
férmulas

f(0,0):f(O,l):f(l,l):l

f(l,O) = 0;

enquanto a funcao k é definida pelas férmulas

k(o,1) = k(1,0) =1

k(o,0) = k(1,1) = 0.

Para estes casos, Henkin estabelece o seguinte procedimento: além dos
trés axiomas da implicagdao, podemos estabelecer diretamente quatro axio-
mas para L\, LY e L* respectivamente, pois A, V e ¥ sdo funcdes bindrias
e geram 22 atribuicdes. Vamos comecar com L, onde Axiomas de L=
Axiomas de LT+Ax1"-4" com

(=7 =7 —=[B—=7)—=7)—=(0OA8) =) —7)]

Ax1M. (

Ax2". ((0—=7) =) = [(B—7) = (0AB) = )]
@—=7—=B—=7—=7—=(0AB)—
@—=7)—=I[B—=7)—((6AS) =)

O método heuristico para se estabelecer estes axiomas consiste em de-
terminar as valoragoes das férmulas em cada linha da tabela-verdade ou em
cada argumento da funcao que atribui valores ao respectivo sistema, e usar
a convencao a — 7 quando a atribuigao para « for 0 e (a« — ) — v quando
for 1. Se o = ®(3,9), isto é, se « introduz um novo conectivo, a convengao
é a mesma mutatis mutandis.

Ax3". )]

Ax4N.
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Lema 1.2.22. Seja I/ (p,), ..., h'(pn) uma funcdo que atribui valores para L™
as diferentes varidveis pi,...,pn. Seja a uma formula que contem so estas
varidveis p1,...,pn € h'(a) o walor associado a « pela mesma atribuicdo.

Seja v uma formula qualquer e defina o* como no Lema 1.2.7. Entao,

* *
DIy Dy FLA QF.

Dem.:

Por inducao na complexidade de «.
Para o caso atomico a demonstragao é analoga a do caso atéomico no Lema
1.2.7.

Se a = ( — 0), a demonstracao é estritamente andloga & do Lema 1.2.7.

Seja @ = 6 A . Mas, como A é bindria, temos 22 casos diferentes,
dependendo dos diferentes valores possiveis para § e § e usamos g, como
definida em 1.2.13. Supomos por hipétese da indugao que o lema vale para

5,0 .
Caso 1.2.22.1. ¢(6) = g(B) = 1.

Entdao 0* = (0 = 7) = vef = (B —=7) = ve(@AP)" = ((an
B) — ) — . Por hipétese de inducdo pj,...,p5 Frr (0 — 7) — v e
Pty Dl Fon (B — v) — 7, mas, pelo Ax1”, temos Fn ((6 — 7) — ) —

(B =) =) = ((6AB) =) — )] e, dai, por MP pT,....pj; Fra (6 —
v) — ) — (60 AB) = ) — 7) e por MP de novo, temos pj, ..., p} Fpa

(6AB) =) =y =(6AB)
Caso 1.2.22.2. ¢(6) =1, g(8) = o.

Entdo 0" = (0 =) mvef = (B—=7) e (AL =((6AB) — 7).
Por hipétese de indugao pi, ...,ps Fra (6 = v) = yepl,....ps Fin (B — ),
mas, pelo Ax2", temos Frn ((6 =) =) = [(B—7) = (6 AB) — 7)]
e, dai, por MP, temos pj,....,p} Frr (B — ) — ((0 AB) — 7) e por MP de
novo, pi, ..., pi Fpa (A B) — v = (6 A B)*

Caso 1.2.22.3. g(0) = o0, g(f) = 1.
Anélogo, usando Ax3"

Caso 1.2.22.4. ¢(6) = g(B) = o.
Anélogo, usando Ax4” H.

Teorema 1.2.23. Teorema de Corregdio para L

Fira = MNEa

24



Dem.: Por induc¢ao no comprimento da derivagao formal de «, isto é, de
A1y ..y Opy.

Caso 1.2.23.1. Sejan =1

Logo a é um dos axiomas Ax1-Ax3 ou Ax1"-4". Verificamos Ax"4
através da seguinte tabela-verdade e salientamos que os outros casos sao
analogos

S|B v 6= n|0|OAB)|A|0—=X|n—(0—N)
01010 1 01 0 1 1 1
0101 1 171 0 1 1 1
0|10 1 010 0 1 1 1
011]1 1 171 0 1 1 1
11010 0 171 0 1 1 1
1101 1 111 0 1 1 1
11110 0 110 1 0 1 1
1111 1 111 1 1 1 1

Com (6 =) —=v=n08—=7=0,(0A3) —=v=2A
Entao M = o

Caso 1.2.23.2. Sejan # 1.

Se a é um axioma, a demonstracdo é como acima. Caso contrario,
existem 1 < i, j < n tais que o; = o — « e a, = a. Supomos (por
hipétese de indugao) que h/(a;) =1 e h'(a; — «) = 1, mas, pela defini¢ao
de f, () = 1, isto é N |= «, e acaba a indugao M.

Teorema 1.2.24. Teorema de Completude para L
NEa = ko

Dem.:

A prova é andloga a 1.2.9, onde agora utilizamos o resultado de 1.2.221.

Vamos demonstrar agora o Teorema de Completude para LY, tomando
como axiomas de LV os axiomas de L™ mais os Axiomas de LV, Ax1V-4",
com

Ax1V. (6§ —=7) =) = [((B—7) =) — (6VB) — ) —7)]

Ax2Y. (0 =) =) = [(B—=7) = ((0VE) =) =)
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Ax3Y. (6 =) = [(B—=7) =) — ((6VB) =) =)
Ax4V. (6 —7) = [(B—=7) — ((6VE) —7).

Os axiomas sao heuristicamente determinados de forma andloga aos de
L7, isto é, a partir das linhas da tabela verdade de V.

Lema 1.2.25. Seja b (p,),..., K" (pn) uma fungio que atribui valores para
LV as diferentes varidveis p1, ..., pn. Seja o uma formula que contém sé estas
varideis p1, ..., pn e f(a) o valor associado a v pela mesma atribui¢do. Seja
v uma formula qualquer e defina o como em 1.2.7. Entao, pi, ...,p;, Frv a*.

Dem.:

Por inducao na complexidade de «.
Para o caso atomico a demonstracao é analoga a do caso atomico no Lema
1.2.7.
Se a = ( — 0), a demonstracao é estritamente andloga & do Lema 1.2.7.
Seja a = 0V 3. Temos, entdo, 22 casos diferentes, dependendo dos diferentes
valores possiveis para § e § e usamos j como definida em 1.2.17. Supomos
que o lema vale para d, 8 como hipdtese da inducao. Temos 4 casos:

Caso 1.2.25.1. j(0) =1 = j(B) = 1.

Entao 6* = (0 - v) = vye =B —79) —~ve bV = (6V
B) — ) — . Por hipétese de inducao pj,...,p5 Frv (0 — 7) — v e
piynpl v (B — ) — 7, mas, pelo Ax1Y, temos Fpv ((§ — ) —
) = (B =) =) = ((06VE) — ) — )] e dai, por MP temos
Py, enps Fov ((B—7) — ) — ((60VB) — 7v) — 7) e, por MP de novo
PlsesPp v (6VB) =) =y =(0VE)”

Caso 1.2.25.2. j(0) =1, j(B)=o.
Anélogo, usando Ax2V.

Caso 1.2.25.3. j(0) =0, j(B)=1.
Analogo, usando Ax3V.

Caso 1.2.25.4. j(0) = j(B) = o.

Entao 6* =0 - vef* =0 —->~ve (6VE)* = ((6d VB — 7). Por
hip6tese pi,...,p5 Frv (6 — ) e p},....,pk Frv (8 — 7), mas, pelo Ax4",
temos (0 — ) — [(B— ) — ((0 VB) — 7v)] e, dai, por MP com a hipdtese
da indugao, temos pi,...,p5 Frv (8 — ) — ((0 V 3) — 7) e por MP com a
hipétese da indugao pj,...,p} Frv (Vv B) =y = (5 V B)*
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Teorema 1.2.26. Teorema de correcio para LV
Fiva = JE«

Dem.: : Por indugao no comprimento da derivacao formal de «, a1, ..., ay,
De novo, para o fragmento puramente implicativo de LV, ver Teorema 1.2.8.

Caso 1.2.26.1. Sejan =1

Entao a é qualquer elemento do conjunto Ax1V-4" e devemos verificar
através da tabela-verdade que é vdlida. Escolhemos Ax"2 (os outros casos
sao provados analogamente).

OB |v[0|n| VB |A|ln—=XA|0—(n—N)
0/0]0|1]1 0 1 1 1
0j0j1 1|1 0 1 1 1
01010 1 0 1 1
01111 1 1 1 1
11010]0]1 1 0 0 1
110111 1 1 1 1
111]0]01]0 1 0 1 1
1111 ]1]1 1 1 1 1

Comd—y=0,—-y=n0VE —~v=A\
Entao J E «

Caso 1.2.26.2. Sejan # 1

Se a é um axioma, a demonstragao é como acima. Caso contrario, exis-
tem 1 <4, j < n tais que a; = oy — « e o, = . Supomos (por hipdtese
de indugao) que h’(a;) =1 e h”(a; — a) = 1, mas, pela definigdo de f,
h'(a) =1, isto é J = «, e acaba a indugao W

Teorema 1.2.27. Teorema de Completude para LY
JEa = Fpva

Dem.: :
A prova é andloga a 1.2.9, onde agora utilizamos o resultado de 1.2.25M.

Vv . . .
Para L=, basta estabelecer os axiomas que introduzem o novo conectivo,
desde que as demonstracoes dos teoremas de correcao e completude sao
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quase idénticas as de LY.8 A seguinte é uma base axiomética para L¥: HI-
H3+Ax1¥ — 4% com

Ax1E (6 =) =) = [((B—=7) =) = ((0YB) =)
Ax2% (6 —=7) =) —=[B—7) — ((6YB) =) =)
Ax3%. (6 =)= [((B—=7) =) — ((6YB) =) =)
Ax4”. (6 =) = [(B—=7) = ((6YB) = )]

1.2.3 A independéncia dos axiomas de Henkin

Respondendo a uma conjectura de Henkin® e a uma sugestdo de Walter
Carnielli'® demonstramos nesta secio a independéncia de H1, H2 e H3 os
quais, como estabelecido em 1.2.1, podem ser derivados dos axiomas de L.
A demonstracao de independéncia deve satisfazer a uma condicdo: preservar
Modus Ponens (MP), que é a tnica regra de derivacao em [26]. Em geral,
afirmamos que uma matriz 9’ preserva MP se concorda com 9 nos valores
0, 1(sendo este dltimo o nico valor distinguido), isto é se 9 C M. Além do
mais, sabemos que 7+ a — « e, portanto, M’ = a — «, o que quer dizer
que a diagonal sempre tem valor distinguido. Por outro lado, vamos tentar
modificar a tabela minimamente, para simplificar a prova (por exemplo,
introduzimos somente um valor de verdade a mais e preservamos a primeira
coluna e a ultima linha, ou seja, o comportamento classico da implicacao
quando 1 é o valor do consequente e 0 o valor do antecedente e, além do mais,
fixamos % — % = 1 e estabelecemos a seguinte convengao: se f(a) < f(3),
entdo a — (§ =1 ). Portanto, o conjunto das matrizes trivalentes possiveis
M’ pode ser representado pela seguinte tabela

— |1 % 0
1 (11710
T

IS NRNE
0111

Levando isto em consideracao, obtemos $),, representada pela seguinte
tabela (sendo 1 o tnico valor distinguido)

8Somente muda o caso que envolve o Ax1”.
9[26], p 47.
0Quem propés o contra-modelo para H3.
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— |1 % 0
111(0]0
T

5 (1]1]0
011|111

Tomando h*(a) = 3,h*(3) =1 e h*(y) = 0, entdo 9, = H2, H, = H3,
mas 9; ¥ H1. Como $, preserva MP, entao concluimos que H2, H3 ¥ H1.
Para o caso de H2, seja ), (com 1 como tnico valor distinguido)

—>1%O

1
mEHL
2 [111]3
0 111

Tome h'(a) = Z,h'(B) = 2 e h'(y) = o, entdo 9, = HI, $, |= H3, mas

2

9, ¥ H2. Como $), preserva MP, entao H1, H3 ¥ H2.

Para o caso de H3, seja 5 (com 1 como unico valor distinguido)

— |1 % 0
T

} 11510

5 (1]1]0

011|111

Tome h"(a) = 2,h"(B) =0 e h'(y) = %, entdo H; = HI, H; = H2, mas
3 # H3. Como §; também preserva MP, entao H1, H2 » H3.
Dessa forma, os trés axiomas H1, H2 e H3 sao independentes, como a

intuicao de Henkin havia previsto.

1.3 Outras demonstragoes de completude

As demonstracoes do teorema de completude para L™ e suas extensoes L e
LV apresentadas até aqui ndo sao, obviamente, as tinicas existentes na lite-
ratura especializada. Nosso levantamento bibliografico revelou pelo menos
quatro demonstracoes alternativas de completude para LT, uma para L" e
duas para LV.

E importante, porém, avaliar essas provas para compreender a natureza
do problema envolvido, e para que se possa obter algum grau de sucesso
nessa avaliagdo devemos estabelecer alguns critérios. Um deles esta dire-
tamente relacionado com a motivacao filosofica deste trabalho, a saber, a
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preocupacao pelo minimalismo conceitual: como podemos obter um sistema
correto e completo usando a menor quantidade de pressupostos? Do ponto
de vista minimalista, um sistema que atinge o objetivo com economia de
meios €, por si mesmo, interessante pois determina um roteiro metodolégico,
resultando em maior expressabilidade ou poder dedutivo com a menor quan-
tidade de definigoes e pressupostos envolvidos, ou seja, o maior impacto com
a estratégia mais simples. KEis nosso primeiro critério e a sua justificativa.
De outra parte, um aprofundamento no estudo da implicagao deveria estar
acompanhado por uma tentativa real de afastar métodos alheios a prépria
implicacao, ou seja, esta, pelo menos do ponto de vista sintatico, deveria
ser estudada implicativamente. Esta escolha envolve uma questao que sera
abordada no Capitulo 3: um sistema sem negacao tem uma seméantica que
inclui um tipo de negacao (o 0 na nossa matriz) e, dai, o grande problema da
negacao é simplesmente deslocado para o nivel metamatemético de nosso sis-
tema. Minimalismo e abordagem implicativa sao, portanto, nossos critérios
de adequacao ao examinar uma prova de completude para L.

1.3.1 A prova de Rose

Logo depois da publicacao de [26] e seguindo de perto o que chamamos de
método de Henkin, Alan Rose [40], numa comunica¢do muito curta, apre-
senta uma demonstracao de completude que resulta particularmente inte-
ressante para nosso trabalho. Ali, Rose completa uma prova que Tarski e
Lukasiewicz sé enunciaram em [48]: tendo um fragmento do célculo proposi-
cional onde a implicagao é definida como primitiva, podemos demonstrar que
se esse fragmento é fracamente completo, entdo também é fortemente com-
pleto. Denotamos com o conceito de ‘fracamente completo’ a propriedade de
um sistema ter como teoremas somente suas tautologias, ou seja, de haver
um sistema que nao sabe lidar com férmulas que nao sao tautologias. Com
o conceito de ‘fortemente completo’ denotamos o fato de um sistema poder
derivar uma férmula a partir de outra que nao é tautologia. Portanto, neste
segundo caso pode acontecer que a derivagao seja falsa (pois a férmula a ser
derivada nao precisa ser tautologia). A intuicao da prova é fazer depender o
valor de verdade da férmula total do valor de verdade da férmula que esta-
mos tentando derivar. Trabalhando com a implicagao como tnico conectivo
temos a seguinte solucao: fixar o valor do antecedente da férmula na qual o
consequente ¢é a férmula que desejamos derivar. Esta demonstracao de com-
pletude forte tem, portanto, o mesmo objetivo da nossa, mas ela comeca
supondo que o sistema é fracamente completo e usa a regra de substituicao.
O teorema que temos que demonstrar é o seguinte:
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1. Teorema: Se num fragmento do céalculo proposicional a implicagao
material é definida em termos das fungOes primitivas, entao qualquer
formalizagao fracamente completa do sistema fragmentario que tenha
por regras de dedugao a de substituicaio e Modus Ponens, é também
fortemente completa.

Para tanto, Rose introduz um novo axioma a la Henkin: ®(pq,...,pp)
que recebe o valor 0 (ou F) quando, para todo 7, p; recebe o valor de verdade
ti. Levando isto em conta, vamos aplicar a regra de substituicao da seguinte
maneira:

(i) Se ti = 1, entao substituimos x; por x — x.

(ii) Se ti = 0, entao substituimos z; por (z — ) — y.

Vamos chamar de ¥(z,y) a férmula resultante da substituigao. Mas

f(zi — x;) = 1 sempre (denotaremos este fato por T), e dai, quando f(y) = o,
entao f((z; — x;) — y) = o, ou, equivalentemente, f(T — y) = ose f(y) = o.
Dai, o valor de ¥(x,y) s6 depende do valor de y. Levando isto em conta,
podemos examinar a seguinte férmula:

U(z,y) —y.

Pela andlise anterior, se f(y) = 1, entao f(Vf(z,y) — y) = 1, pois

f((T — y) — y) s6 depende de y e, analogamente, quando f(y) = o
f(Uf(z,y) =0e f(¥f(z,y) —y) =1

Portanto, ¥(z,y) — vy é uma tautologia, e, pelo teorema da completude
fraca, - (¥(x,y) — y). Mas, por hipdtese temos - ¥(z,y) e, dai, por MP,
temos F y, obtendo o Teorema de Completude forte.

Assim, aplicando a regra de substituicdo de certa maneira, obtemos a com-
pletude desejada para um sistema puramente implicativo. E preciso ob-
servar, porém, que foi necessario introduzir um novo axioma e, assim, a
demonstragao foge do critério de minimalismo estabelecido. Além do mais, o
novo axioma produzido partindo da atribuicao de valores para ®, faz sentido
intuitivamente quando pensarmos nele como uma disjun¢ao de férmulas ver-
dadeiras e de férmulas falsas; como um tipo de forma normal nao explicita.
E justamente este detalhe o que, a nosso ver, nao é preciso para obter a com-
pletude, incorporar uma forma normal na prova indicaria que a implicacao
nao é suficiente, ou seja, que de algum modo precisamos mais regras além
do Modus Ponens e isso se reflete no forte uso da regra de substitui¢do na
prova de Rose. O que é importante neste artigo é a conexao que se estabelece
entre a prova de completude para um fragmento implicativo e a introducao
da disjuncao, em particular de uma forma normal implicita.

31



1.3.2 As provas de Lopes dos Santos e de Pollock

Na secao anterior observamos como Rose introduz um tipo de forma normal
para obter o teorema da completude forte nos fragmentos implicativos do
célculo proposicional.

Reunimos aqui duas demonstracoes que exploram explicitamente a disjuncao
com o intuito de obter o teorema da completude para o fragmento implica-
tivo. Contudo, essas provas usam roteiros diferentes para aproveitar as
propriedades da disjun¢do, [17] faz uso do método de Kalmar!!, [34] usa
o método geral de Henkin, obtendo a completude por contraposicao dos
conceitos de teoria consistente e de existéncia de modelos, como de habito.
Vamos examinar, esquematicamente, ambas as provas, comecando pela de
Lopes dos Santos.

O seguinte conjunto de féormulas constitui a base axiomatica usada nesse
artigo:

Ax1l. a — (8 — a)

Ax2h. (a— (B —17)) = [(@— B) = (a —7)]
Ax3L. (o> B)—a)—a

Ax4l. o — (BVa)

Ax5l. o — (aVvpB)

Ax6. (a—7) = [(B—7) — (aV ) — )]
AxTE. (aANB) — «a

Ax8L. (aNp) — 3

Ax9L. o — (B— (anp))

Além disso temos Modus Ponens como unica regra, e assumimos os teo-
remas da deducao e da equivaléncia como ji demonstrados.
A idéia desta demonstracao é usar um tipo de forma normal que garanta a
eliminacao das premissas usando a seguinte convengao: para um conjunto
de férmulas K = {01,..., 8.} denotamos por (K)* a férmula « se K for
vazio e a férmula (1 V...V 8, V a caso contrario. Analogamente, denotamos
(K)™® =« se K for vazio e a formula o« — (31 V ... V (3,,, caso contrario.

1 Como ele mesmo reconhece em op. cit, pagina 199, mas sem fazer qualquer mencao
do artigo de Henkin.
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Por Ay; a denotamos o conjunto das partes atomicas v de « tal que 9(y) =
V, onde V é valoracao. Munidos com os axiomas, as regras e estas con-
vengoes, conseguimos provar um lema analogo a 1.2.22. Depois, usando
o conceito de conjuntos exclusivos (intuitivamente, o das premissas ver-
dadeiras e o das premissas falsas) e ajustando este conceito a cada uma
das premissas, demonstramos por inducao o Teorema de Completude.

Com esse teorema e explorando a seguinte equivaléncia proposicional, esta-
belecemos uma traducao'? do célculo implicativo-disjuntivo para o calculo
implicativo:

aVfie(a—p)—p

A seguir, apresentamos uma demonstracao dessa equivaléncia usando os
axiomas acima referidos'? por consideré-la fundamental na compreensio do
método de completude de Henkin.

Dem.: =
1. aVvp [Hip]
2. a—p [Hip]
3. (a— ) —[(B—B8) — (@VF) —B) [Ax6"
1 (8= 8)—((aV ) —f) MP 2 e 3)
5. (aVvB)— B IMP 4,1.1.8]
6. j [MP 1 e 5]
7. aVp, a— Bk B [De 1, 2 e 6]
8. aVptp(a—p)—p [Teorema da Dedugao 7]
9. Fr(aVp)— ((aa— p)— pB) Teorema da Dedugao §]

Para <, precisamos de dois lemas auxiliares':

(@) (e V(= P)) = B) = (aV(a— F))

12Com o termo “traducio” denotamos simplesmente o resultado da substituicdo de
férmulas logicamente equivalentes.

130bserve que para demonstrar nosso Lema 1.1.8 neste sistema (que justifica a passagem
= 3, 4) basta usar Ax1 e Ax3" = Lema 1.2.4, vide a primeira secio do Apéndice.

14 As seguintes demonstrages fazem parte de [6].
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Dem.:

Dem
1.

2.
3.

(aV(a—pB)—p3

a

a—aV(a—pP)
aV(a—p)

g
a\/(OK—>ﬁ))—>ﬁ,Oé|_Lﬂ

a—f)—aV(e—p)

59O XN otE W

(
(
(
(

(b)a Vv (a —f)

aV(a—p) = pkr(a—p)

aV(a—p) = BrFraV(a—pF)
0. Fr(aV(a—pB)—pB)— (aV(a—3))

[Hip]
[Hip]
[Ax5L]
[MP 2 ¢ 3]

[MP 1 e 4]

[De 1, 2 e 5]

[Teorema da Dedugao 6]
[Ax4l]

IMP 7 e §]

[Teorema da Dedugao 9]

[(aV(a—B) = B) = (aV(a—B))] = (aV(a—p) [Ax3]

(aV(a—p)—=p)—(aV(a—p))
aV(a—p)

Podemos demonstrar agora <

Dem
1.

2.

3.

(a—p)—p

[Hip]

a—

[Hip]

g

[MP 1 e 2]

f—avp

[Az4l]

aVp

IMP 3 e 4]

(@—B8)— B, (@— B Fravs
[De 1,2 e 5]

(a—8) = By (a—F) = (V)
[Teorema da Dedugao 6]
a—aVp

[Az5T]
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9. (a—=(avp))—=[(a—=p)—=(aVh) = ((aV(a—=p) = (avp)
Ax6Y]
10.

(
11, (

12. (a—=p)—prr(aVvp)
[MP (b) e 11]

4. ((a—=p) = p) = (aVp)
[Teorema da Dedugao 12]

Assim, trocando cada ocorréncia de aV 3 por (a« — () — 3 e traduzindo
os lemas respectivos, obtemos a completude para o fragmento implicativo.
Finalmente, usando os axiomas e teoremas adequados, estendemos a prova
do fragmento implicativo para o fragmento implicativo-conjuntivo.

A demostragao de Lopes dos Santos compartilha com a nossa a equivaléncia
entre "V'e "—", explorada por nés em 1.1.9 e 1.2.1. Metodologicamente,
porém, a prova de Lopes dos Santos difere da nossa: obtém um teorema da
completude para o fragmento implicativo-disjuntivo e, quase como corolario,
traslada essa demonstragao para o fragmento implicativo. Achamos que nao
é necessaria tal digressao; podemos, de fato, provar a completude de L™ e,
depois, estender essa completude para LV, partindo, assim, do menor frag-
mento possivel e acrescentando alguns detalhes na demonstragao para obter-
mos a completude de fragmentos maiores. Em outras palavras, acreditamos
que nossa prova consegue o mesmo objetivo de uma maneira mais simples e
construtiva.

No caso de Pollock [34], usamos a construgao geral de Henkin: construimos
duas cadéias de teorias usando somente “V", uma contendo as férmulas ver-
dadeiras e a outra as falsas e mostramos, usando inducao, que elas sao, de
fato, disjuntas. Para tanto, usamos

P. Sea eI, entao I' F «

Trans. Se'CAel'F o, entdao A+«

AE. SeT'FaVvpg, Au{alFyedU{B}F~vy, entaoTUAUDF v
Al. Sel'Fa,entao I'FavpBel'FGVa

I. SeTFavpelTU{a}lkF~,entao T~V 3

II. SeTF (a1 V...Vay),entao ' a; V(1 V... Vi1 V ap1 V... V )
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II. SeT'F (a1 V..V ap) V(G V..V Gy),entao ' F ay V...Va, V1 V...V B,

A intuicao da prova consiste em demonstrar que para todo I', P se I' =
P, entao I' + P usando um raciocinio por contraposicao, ou seja, supondo
que I' ¥ P. Para tanto consideramos a enumeracao P, das férmulas dessa
linguagem e definimos I' - XA denotando o fato de existirem Rq,..., R € A
tal que I' H Ry V...V Ry. Logo, definimos indutivamente:

Ay =T

A, caso contrario

{ A, U{P,} se A,U{P,} ¥ B,
An+1 -

A:UAn

new

By = {P}

B _ B, se P, € Apy1
et B, U{P,} caso contririo

B:UBn

new

Onde A, intuitivamente, denota a cadéia das férmulas verdadeiras, en-
quanto B denota a cadéia das férmulas falsas. O seguinte passo consiste em
mostrar que existe uma atribuicao de valores que contém exatamente estes
conjuntos de férmulas e, dai, satisfaz I', enquanto falsifica P. Esta valoracao
substitui o conjunto maximal consistente da construcao padrao e, por exem-
plo, podemos verificar que a V 3 pertence a ela sse o ou § pertencem a ela.
Pollock observa aqui que poderiamos introduzir novos conectivos, fixando
mais condigbes para este conjunto maximal consistente nao-construtivo (por
exemplo, o — [3 pertence a ele sse « nao pertence a ele ou (3 pertence a ele)
e estabelecendo as regras de introducao e eliminacao adequadas.
Pollock fecha seu artigo observando que "V™ e "—" sao interdefiniveis, fato
que temos explorado na nossa demonstracao e ressaltado na prova de com-
pletude anterior. O método de Pollock identifica-se com o nosso num as-
pecto importante: toma um conectivo "V (no nosso caso”— "), demonstra
a completude do sistema usando somente esse conectivo e estende essa prova
para outros conectivos, ou seja, o intuito das demonstragoes é igual. Mesmo
assim, a prova de Pollock nao usa o método de Kalmar, diferentemente da
nossa e da prova anterior: o método de Henkin que Pollock usa é um método
geral. Sua prova é, portanto, minimal mas nao construtiva.
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1.3.3 A prova de Schumm

A prova de Schumm [43] é a tnica que compartilha com a nossa e com a de
Henkin o fato de ter "—" como 1nico conectivo. Os Axiomas 1 e 2 de seu
sistema coincidem com os nossos ¢ o Axioma 3 coincide com 1.2.4.

Usando os seguintes conceitos e os de teoria consistente e maximal consis-
tentel®:

T1. Se o € I', ou « é um axioma, entao I' - «

T2. SeI'Fa—fel'Fa,entao ' - [

T3. Sel'U{a}tF fentao ' a —

T4. Sel'+a,entao TUA F «

T5. Se '+ a entdo A F « para algum subconjunto finito A de T'.

T6. Se I' é maximal consistente, entdao: « — €, ssea ¢ T ou el

T7. Se I' é maximal consistente, entao existe uma valoracao w, tal que para
cada férmula a,w(a) =V sse a € I.

provamos por inducao

T8. Se I' ¥ «, entao existe uma extensao maximal consistente © de I' tal
que a ¢ T.

Dai, supondo que I' ¥ «, obtemos pelos teoremas 7 e 8, que existe uma
valoracao w’ tal que w(y) =V paratodo vy € T' e w(a) = F, isto é T ¥ «v e,
por contraposi¢ao, obtemos o teorema da completude. Esta demonstracao
tem a vantagem de recorrer somente a implicagao, como a nossa. Contudo, a
nossa demonstragao, pelo fato de estar em estreita relagao com a de Kalmar,
é construtiva, pois nao apela para propriedades metamatematicas especiais;
somente usa recursos do sistema e inducao. Nao queremos dizer com isto
que seja mais correta ou necessariamente melhor; simplesmente é mais ade-
quada para nossos objetivos (vide pp 9,23). A prova de Schumm é minimal,
mas nao é construtiva e, por isso, achamos que faz sentido optar pela nossa,
devido aos critérios conceituais e metodologicos acima referidos. Além disso,
nossa prova (seguindo Henkin) pode-se adaptar a outras situagoes.
Portanto, a prova de Schumm é mais geral, embora perca o carater constru-
tivo da nossa (carater herdado do método de Kalmar)

1 .~ . . . . .
5 A definicdo de teoria consistente e maximal consistente é a usual.
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1.4 O Paradoxo de Curry e sua derivacao em L+

Uma prova da trivialidade de alguns sistemas formais, apresentada original-
mente por Kleene e Rosser e um trabalho de Carnap motivaram o artigo
[15], onde Curry ataca a questao das condigOes bésicas para se obter in-
consisténcial® no interior de qualquer 1égica implicativa que satisfaca certos
critérios. O paradoxo equivale ao seguinte teorema!”:

Teorema: “Se ® é um sistema combinatoriamente completo!'® em que existe

uma operacao de implicagdo — tal que para termos «, 8 arbitrarios

L Ya—a
2.Fta—(a—p0)/Fa—(

3. Fa,Fa— B/ Fp

entao cada termo de & é uma assergao. ”

Em termos de nosso trabalho, isto quer dizer que, dado um sistema de légica
de combinadores tendo — como conectivo e 1,2 e 3 como acima, entao cada
formula de & é um teorema, ou seja, & é trivial. Note, porém que um
sistema de légica combinatoria envolve condi¢des em que se aplica a logica
proposicional junto com a prépria légica 2. A condicdo 2 equivale ao Lema
1.2.1 e a 3 a MP. Feitas estas observagoes iniciais, voltamos a demonstragao
da trivialidade de &, através da demonstragao do seguinte:
Lema 1: Se & satisfaz as condicoes do Teorema e se 4’ é um termo qualquer
tal que existe um termo « para o qual o = a — [/, entao + .

Dem.:

Por 1,

Fa—a (i)

Mas, pela hipotese do Lema e a regra de substituicao isto equivale a

Fa— (a—p) (i)

Dai (por 2 e 3)
Fa— 3 (iii)

18Em palavras de Curry. Nés preferimos usar o termo ‘trivialidade’.

"Usamos a versdo original de Curry adaptando-a a nossa linguagem.

B1sto é, temos & nossa disposicio uma regra de substituicio sem restricdes.

19Na, verséo original por um erro de impresséo lé-se F o — 3. Vide a resenha critica
[22].

20N&o pretendemos nos aprofundar nesse ponto; ver a introducio de [15].
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Mas, pela hipétese do lema como « equivale a o« — 3’ temos:
F o (iv)

Dai (por (iii), (iv) e 3)
-3

Obtemos + (3 para (3’ qualquer e, portanto, & ¢ trivial. Em que sen-
tido podemos afirmar que uma logica é trivial segundo este argumento?
Precisamos mostrar que para cada termo (3 podemos obter um « tal que
aba— fea— BF a A inconsisténcia depende da descoberta de um «
com tais caracteristicas e para tanto devemos construir um exemplo onde
a derivacao anterior possa ser reproduzida, ou seja, precisamos de alguns
conceitos adicionais para obtermos a trivialidade positiva (por exemplo, a
nogao de pertinéncia ou algumas nogoes de aritmética que sao produto de
uma interpretacio da teoria®!). Portanto, LT é a légica sujacente de uma
possivel objecao do tipo da de Curry, mas nem sempre que trabalharmos
com LT teremos trivializacdo??. Ela acontece quando representamos um
raciocinio matemadtico que envolve um universo semantico especifico (por
exemplo, conjuntista); L™ pode ser a base da trivialidade, mas a causa de-
pende de uma construgao adicional (neste caso, da construgao de «). O
problema agora é encontrar uma situagao onde o argumento de Curry possa
ser aplicado. Ele mesmo apresenta dois tipos de situagoes onde, de fato,
0 argumento acontece, em ambos os casos usando auto-referéncia: uma re-
construcido do paradoxo de Russell?® e uma reconstrucio do paradoxo de
Epiménides (a rigor, uma construgao andloga & que Kurt Godel faz do para-
doxo do mentiroso). A primeira situagao (que basta para nossos objetivos)
pode ser reformulada da maneira abaixo. Seja, para 3 arbitrario:

a={z:(rex)— B} (i)
Por uma aplicagao de AIA (ver nota) obtemos:

(@€ @) = ((a € a) — p)(it)

210 préprio Curry reproduz o paradoxo usando o conceito de nimero de Gédel, por
exemplo.

22Vide a Secdo 2 do Apéndice para uma versao da trivialidade positiva que nio depende
de uma construgao auxiliar, mas é direta.

Z3Observamos que é preciso aceitar mais uma condicio para se derivar o paradoxo:
toda propriedade define um conjunto; isto é, x € {y: A(y)} & A(x). Chamaremos esta
condigdo de Axioma Irrestrito de Abstragdo e a denotaremos por AIA.
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e a partir dai:
(a €a) = ((a € a) — p)(iii)

((a €a) = p) = (a € a)(iv)

Usando a Lei da Absorgao (item 2 no argumento de Curry) obtemos, a partir
de (iii):
(a € a) = B(v)

e de (v), usando (iv) obtemos:
(o € a)(vi)

e imediatamente, a partir de (v) e (vi), obtemos o elemento arbitrario 3,
e portanto demonstramos o que quer que seja.

A partir dai, como serd mostrado em segoes posteriores, uma solucao
para objecoes desse tipo pode ser fundamentalmente semantica (impedindo
a construcao de a) ou fundamentalmente sintética (revisando as carac-
teristicas da implicagdo usada no Lema). Por outro lado, é importante
observar que esta versao do paradoxo de Russell nao faz qualquer mencao
a negacgao ou contradicdo via negacao, mas sim a trivialidade através da
implicacao. Na nossa leitura, é a implicacao o conceito-base para se obter
trivialidade, enquanto, como explicamos na Se¢ao 1.2, a negagdo vem a ser
um conceito limite, o caso extremo da implicacdo (quando 3 é, de fato algo
falso, isto é L). Portanto, podemos buscar a causa da trivializacao positiva
nas caracteristicas da implicacao em L™, pois em L' valem 2, MP e sub-
stituicao; em outras palavras, podemos tentar uma resposta ao argumento
de Curry com o intuito de evitar a trivializacao de qualquer logica positiva
modificando o comportamento da implicacao clédssica.

Esses meios, porém, podem visar dois objetivos: ou excluir a cldusula 2
como teorema, ou controlar MP (o que pode levar até ao abandono do Teo-
rema da Deducao cléssico, como é o caso de [39]). Optamos pela primeira
alternativa, tentando a construcao de um sistema positivo nao cldssico (nao
bivalente) onde, de fato, a condigao 2, conhecida como Lei da Absorgao nao é
teorema e, portanto, nao podemos trivializar usando o argumento de Curry.
No proximo capitulo examinamos os detalhes desse possivel sistema, e no
capitulo 3 exploraremos o fendémeno de trivialidade implicativa.

Também no préximo capitulo examinamos outra via para evitar o paradoxo
de Curry através das restrigoes da implicagao que estabelece Wilhelm Acker-
mann como apresentadas em [39] e relacionamos-as com nossa proposta.
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1.5 Consideracgoes

Partindo da proposta de Tarski-Lukasiewicz e usando o método estabele-
cido em [26], pudemos, como vimos, demonstrar que o sistema L e suas ex-
tensoes L e LY sao corretos e completos. Examinamos a literatura existente
e concluimos que a prova satisfaz aos critérios metodolégicos de minimalismo
conceitual e construtividade, particularmente valiosos para uma caracter-
izacao adequada da légica positiva. Munidos desses resultados, abordamos
no préximo capitulo o problema da relacio de L™ com alguns sistemas nao
cléssicos, em particular com as logicas n-valentes e com a légica intuicionista.
A abordagem nao-classica da ldgica positiva aponta uma saida para evi-
tar possiveis situagbes como as detectadas por Curry e esclarece a relagao
sintatica entre implicagao e trivialidade, que sera explorada com proveito no
Capitulo 3.
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Capitulo 2

A perspectiva nao-classica

Seria possivel evitar o argumento de Curry, mas conservando a possibilidade
de se ter uma demonstracgao construtiva da completude? Neste capitulo va-
mos mostrar como, de fato, a légica positiva nao se reduz a logica bivalente
cléssica, mas pode ser devidamente modificada para representar o fragmento
implicativo de algumas l6gicas n-valentes (onde possamos evitar o paradoxo
de Curry) e que tem uma estreita relagdo com uma certa nogao de infinito.
Examinamos, ainda, a relacio de Lt com o fragmento positivo de uma lgica
intuicionista (de Wilhem Ackermann) e tentamos precisar em que sentido
ela satisfaz critérios construtivos, além dos referidos no Capitulo 1. Os re-
sultados do capitulo sao essencialmente pessimistas: tudo leva a conjecturar
que qualquer das tentativas de se controlar ou restringir a implicacao leva a
perda da possibilidade de se manter uma demonstracao construtiva da com-
pletude. Esta pode ser uma propriedade bastante profunda da implicacao,
que contudo, para ser demonstrada, exigird métodos muito mais sofistica-
dos. Nosos intuito é investigar esse fato em varios casos especiais e discutir
0s pontos positivos e negativos em cada um deles.

21 L,eLf

Em [48], Tarski e Lukasiewicz estabelecem uma relagao entre L™ e as 16gicas
n-valentes, indicando como deveriam ser adequadas algumas defini¢oes para
estudar estes fragmentos. Essa vai ser nossa primeira tarefa nesta secao.
Além do mais, vamos tomar Ls (a légica trivalente de Lukasiewicz) e inves-
tigar, usando a axiomatizacao de Wajsberg [52], a questao de se o método
de Henkin usado no Capitulo 1, poderia também ser usado aqui para de-
monstrar o Teorema de Completude do fragmento puramente implicativo da
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l6gica referida. Esclareceremos até que ponto tal método pode ser estendido
para uma implicacao muito semelhante a cléssica.

2.1.1 Linguagem de L;}

Definigao 2.1.1. Linguagem L;": Definimos a linguagem de L, da seguinte
maneira:

1. Simbolos Primitivos: Um conjunto infinito enumeravel de varidveis
proposicionais: {p1,p2,...0n, .-}

2. Conectivos: Um conjunto unitério de conectivos, {—}

3. Simbolos Auxiliares: “(7, 7)".
Definigao 2.1.2. Férmulas L;:
Caso 2.1.2.1. Qualquer varidvel proposicional € uma formula atémica.
Caso 2.1.2.2. Toda formula atémica € uma formula.
Caso 2.1.2.3. Se « e (3 sao formulas, entio (o« —, ) € uma férmula.
Definicao 2.1.3. Regras de Inferéncia:

e Modus Ponens: Dadas «,3 féormulas

a, o —y 3

g

e Substituicdo de uma variavel por uma férmula: se « é férmula, p uma
variavel proposicional e f uma férmula, entao definimos por indugao
na complexidade da férmula:

Caso 2.1.3.1. Se «a for atomica

alp\fl= a sea#p
alp\fl= B sea=p

Caso 2.1.3.2. Se a =9 —, v, entdo:
alp\ B] =d[p\ Bl =n vlp\ Bl
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Definigao 2.1.4. Uma matriz para L, é uma tripla ordenada 9t = [A, B, f],
que contém dois conjuntos disjuntos A, B (com elementos de qualquer tipo),
e uma funcdo f de duas variaveis, definida em AUB. A matriz M = [A, B, f]
é dita normal se x €B e y €A sempre implicarem f(z,y) € A.

Definicao 2.1.5. A funcéo h é dita uma funcdo que atribui valores na ma-
triz M = [A, B, f] para L se satisfizer as seguintes condigoes:

1. A fungao h é definida para cada o €For L;}.
2. Se p é uma varidvel proposicional,entao h(p) € AU B.

3. Se a, B €For L}, entao hia —, 3) = f(h(a), h(B)).

Dizemos que uma férmula « é satisfeita pela matriz MM = [A, B, f],
isto é M = a, se h(a) € B para cada funcao h que atribui valores a
esta matriz.

Definigao 2.1.6. O sistema proposicional L) (onde n é um nimero natural
oun = Ny) é o conjunto de todas as sentengas que sao satisfeitas pela matriz
M, = [A, B, f], onde, no caso n = 1 tem-se A =10. No caso 1 <n <Ry
A={-E10<k<n-1}. Nocason=Ng, A={5|0<k<lkleN}
B = {1} e a funcao f é definida pela férmula f(z,y) = min{1,1 — z + y}.
Vamos tomar como exemplo o sistema L, isto é, o calculo positivo triva-
lente. Nesse caso, segundo a definicao geral, teremos A = {g, é} , A={1}
e f(z,y) =1 se z < y, caso contrario f(z,y) < 1. Usamos a matriz M, tal
como foi apresentada por Wajsberg [52] (denotando por 2 o terceiro valor de

verdade e por 1 o tinico valor distinguido® seguindo Wajsberg, onde muitos

autores contemporaneos usam o, -, > ..., 1 para Ly):
—310]1(2
0 |1]1]1
1 10|12
2 12111
Vamos levar em conta a tabela da negagao para demonstrar a equivaléncia

entre axiomas

e’

NI NenlNo)

1
0
2

lUsamos valores o, 1, ..., n.
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2.1.2 Li: Axiomas, Metateorema da Dedugao

Definicao 2.1.7. A seguir temos a base axiomatica para Lg, introduzida
por Lukasiewicz e mostrada completa por Wajsberg :

1. Fpsa— (8 —3 @)

2. Frs (@ —38) =3 (B —=37) =3 (@ —37))
3. Fps ((a =3 —a) =3 @) =3

4. Frs (-8 —3 ~a) —3 (a —3 3)

No capitulo anterior, demonstramos o teorema da completude para um
fragmento que tinha Axl, Ax2 e um terceiro axioma com uma estrutura
similar a Ax3, mas sem negacao, o que sugere que devemos encontrar uma
forma equivalente do Ax3 que evite a ocorréncia da negacao. Usando a
intuigao original de Henkin em 1.2.8, podemos atribuir a -« o sentido de
«a —3 3, procedimento justificado semanticamente assim:

a|a|a—gal(a—ga) —gal| ((a@—ga) —3a) =3«
01 1 0 1

110 0 1

21 2 1 2 1
a|Bla—=sB|a—s(a—3B) | (a—s3(a—3p)) —sa|[la—s(a—3p6)) —sa] —=sa
00 1 1 0 1
01 1 1 0 1
02 1 1 0 1
10 0 0 1 1
1)1 1 1 1 1
112 2 2 1 1
210 2 1 2 1
211 1 1 2 1
212 1 1 2 1

Ambas as férmulas sdo vilidas para qualquer valoragdo possivel, e, além
do mais, com as mesmas entradas obtém-se as mesmas saidas? (observe a

2Esta axiomdtica alternativa foi considerada e justificada pelo préprio Wajsberg em
[52], p 284.
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quarta coluna da primeira tabela e a quinta da segunda): o valor é 0, quando
f(a) =0; é 1, quando f(a) =1 e 2, quando f(«) = 2. Dal,

A3((a —3 7a) =3 ) =3 a < A3'[(a —3 (a —3 0)) —3 a] —3 a.

Observamos que em L}f nao vale a Lei da Absorcao, isto é M; ¥ (a —3
(a —3 B)) —3 (a —3 ), pois basta tomar f(a)=2¢e f(3) =0 e o resul-
tado sera f((a —5 (o =4 3)) —3 (@ —3 B)) = 2, 0 que faz de L] um bom
candidato para contestar a objecao de Curry. Levando em conta os critérios
do método de Henkin, devemos demonstrar o Teorema da Deducao para L;.
Para tanto, temos de usar (como em 1.1.10) Ax1 e Ax2 e os seguintes lemas:

Lema 2.1.8. I—L;r o —3 Qo

Dem.:

1.

2.

3.

4.

5.

Frg (@ =3 ((a =3 (@ =3 @) =3 @) =3 (0 =3 (@ =3 @) =3 @) =3 a) =3 (@ =3 Q)]
[ Ax2 ]

I—L;r a—3 ((a =3 (@ =3 @) —3 Q)

[ Ax1 ]

Frp (=3 (a =3 a)) =3 a) =3 @) =3 (a =3 Q)

[MP1e2]

'_L;’r ((CM —3 (Oé —3 a)) —3 a) —3

[ Ax3’ ]

I—L; a—3

[MP 3e4]

Lema 2.1.9. &+ (o =3 (8 =3 7)) =3 [(0 =3 8) =3 (@ =3 (0 —37))]

Dem.: Vide [52], p 267, Tese 6.

Lema 2.1.10. I—L; (a0 =3 (@ —3 (a0 —3 0))) —3 (@ —3 (a —3 ()

Dem.: Vide [52], p 269, Tese 41.

Teorema 2.1.11. Teorema da Deduc¢do para L;: Se I' € um conjunto de
formulas, o e B sao férmulas e T, « H; 3, entdo T’ I_LgL a —3 (a0 —3 ().

Dem.:
Conservando a definicdo de prova (Teorema 1.1.10) e mutatis mutandis,
temos trés casos a demonstrar, (por indu¢ao no comprimento da prova):

Quandon =1
£ é um axioma,ou
B el ou
a=0
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Nos dois primeiros subcasos a prova é estritamente analoga: I',  F L} 0
(por hip). Mas se 3 é axioma ou 3 € I'\e, entao I' '_Lg,f 3. Pelo Ax1 temos
r I—L3+ B —3 (a —3 (). Dai, por MP, temos I' I—L; a —3 (e, pelo Axl e MP
r I—L3+ a —3 (a —3 3). No ultimo subcaso temos I, I—L; B e a= p(por
hip), mas, pelo Lema 2.1.8, temos I' I—L3+ a —3 « e, portanto,I’ I—L3+ a —3 03,
e pelo AX1 e MP, ' l_L:)T a —3 (a0 —3 ().

Isto esgota o caso n = 1.

Se n # 1, assumimos que ou 3 é um axioma, ou 3 € I', ou a = j3,
ou 3 é o resultado de aplicar MP em (; e 3,,, com j <i,m <1
e vamos demonstrar para n = i. Nos trés casos iniciais, a demon-
stracao € estritamente andloga a do caso n = 1. Vamos demons-
trar, portanto, o tltimo subcaso. Por hipétese de indugao, temos
r I—Lg- a —3 (Oé —3 ﬁj) el I—Lg— o —3 (Oé —3 (ﬁj —3 BZ)) Pelo Ax2
temos

IEps (=3 65) =3 (8] =3 i) =3 (a —3 Bi)]

e pelo Ax2 de novo I’ I—L3+ (v =3 (a —3 B4)) —3 [((v =3 Bj) —3
((Bj =3 Bi) =3 (a =3 Bi))) —3 (a =3 ((8; —3 Bi) —3 (o —3 5))]
e por MP com a hipétese da indugao, obtemos

e (@ =3 05) =3 (85 =3 i) =3 (@ =3 6i) =3 @ —3
((Bj —3 Bi) —3 (o —3 B;))] mas por MP com o Ax2 temos

r l—L; a —3 ((B; —3 Bi) —3 (o —3 f;)). Dai, pelo Lema 2.1.9,
temos

Fpp o =3 ((6) =3 0i) =3 (@ =3 i) =3 [(@ =3 (6; =3 6i)) —3
(a =3 (o —3 (a —3 ;)] e por MP obtemos

UEpr (=3 (85 =3 6i) =3 (@ =3 (@ =3 (@ =3 ).

Pelo Ax1 temos I’ I—L;’r (a0 =3 (B —3 Bi)) —3 (@ =3 (0 =3 (v —3
Bi)) =3 [ =3 ((a@ =3 (85 —3 Bi)) —3 (@ =3 (@ =3 (o =3 5:))))]

e por MP obtemos I’ '_Lj; a —3 ((a =3 (8 —3 Bi) —3 (@ —3
(a =3 (a —3 53i))))-

Dai, pelo Lema 2.1.9 temos

PEpr o= ((a =3 (05 =3 6i) =3 (@ =3 (@ =3 (@ =3 ) —3
(v =3 (@ =3 (85 —3 i) —3 (@ =3 (@ =3 (@ =3 (@ =3 (@ —3
5:)))))]. Mas por MP obtemos

Ihpy (@ =3 (a =3 (85 =3 0i) =3 (@ =3 (@ =3 (@ =3 (@ =3
(@ =3 6i)))))-

Dai, por MP com a hipétese da inducao, obtemos

r I—L; a —3 (a0 —3 (v =3 (v =3 (v —3 (3;))))). Pelo Lema 2.1.10,
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temos

Iy a =3 (a =3 (a—3(a—=3(a—=306)) —sla—s (@ —3
(v —3 (a —3 [;)))] e por MP obtemos T’ FL3+ a —3 (o —3 (a0 —3
(a =3 5)))-

Dai, pelo Lema 2.1.10, temos I I—L; a —3 (@ —3 (o —3 (@ —3
5i))) —3 (@ —3 (o —3 (v —3 B;))) e por MP obtemos I" I—L;)r a —3
(v —3 (@ —3 (;))) mas por um ultimo uso do Lema 2.1.10 e Modus
Ponens obtemos ' I—L; (a =3 (a —3 f;))) B

Salientamos que o Teorema da Deducao para LT depende de uma forma
da Lei de Absorcao que nao é valida em L;. Contudo, em L?{ vale uma Lei
da Absorcao fraca (vide 2.1.10) que usamos na demonstracao do Teorema
2.1.11.

Por outro lado, é natural levantarmos a seguinte questao: por que devemos
modificar a nossa demonstragao de 1.1.10 para o caso de L;? Porque em
L;{ existem contra-exemplos para o Teorema da Deducao de L™. Considere
0 seguinte:

Ma— (8 —v),a = B Fr+ a— . Segundo o Teorema 1.1.10, podemos
concluir (vide Lema 1.2.4) '+ (o — (8 — 7)) — [(a — B) — (a — 7v)],
mas em L}, tomando f(a) =2, f(8) =2 e f(y) = o, teremos

flla =3 (B—=37) =3 (=3 8) =5 (@—37)]) =2

e, entao, pela Definicao 2.1.5

M3 ¥ ((« —3 (B -3 7)) —3 [(a -3 B) -3 (a —3 7))

Mas, de fato, em L3 vale o Teorema da Correcao (vide [52], Teorema 24),
entao

LV (a—3 (8 —37) =3 [(a—38) =3 (@ —357)].

Este fato muitas vezes passa despercebido ou, pelo menos, nao é apre-
sentado com a clareza que deveria, mesmo na literatura especializada:
Por exemplo, Robering em [39](pégina 5, nota) afirma que L3 ‘possui um
Teorema da Deducao sem restrigdes’ e se baseia em [30]. J& nesse livro,
Malinowski apresenta o Teorema da Deducao (denotado por (Ded)) para a
légica classica em termos do operador de conseqiiéncia tarskiano (p 34):

(Ded) peC(X,a)sse a— e C(X).
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Mais para a frente (pp 63-64), estudando as propriedades padrao das cons-
trugoes polivalentes, ele descreve uma ‘matriz standard de conseqiiéncia’,
denotando por Cﬁ/l um operador de conseqiiéncia para a matriz M (em par-
ticular, para M polivalente) e afirma que ‘apresenta uma semelhanga muito
grande com o operador de conseqiiéncia da légica classica’. Em particular,
dados «, 8 € For e X C For:

(—) BEC%(Q,X)Sse a%ﬁEC%(X).

Contudo, Malinowski estd simplesmente estabelelecendo uma semelhanga
estrutural (algébrica) entre operadores de consequéncia, o que nao quer
dizer que ‘(—)’ valha nas mesmas condigbes que ‘(Ded)’, ou, equivalen-
temente, que o Teorema da Deducao da légica classica coincida com, pelo
menos, o Teorema da Dedugao de algumas l6gicas polivalentes. O que temos,
entao, é um operador de consequéncia com propriedades gerais semelhantes
as cldssicas (é finito, estrutural, etc.) e outro de dedutibilidade, que, no
caso da logica classica é denotado por a — 3 e no caso da trivalente por
a —3 (a —3 )3

Provavelmente o problema ao ler essa passagem do livro de Malinowski
provenha do fato de ele usar o mesmo simbolo (“—”) para operadores de de-
dutibilidade diferentes e por isso acreditamos que seria desejavel usar “— n”
ao invés de “—” para evitar confusées como, por exemplo, a que leva Ro-
bering a afirmar que o Teorema da Deducao vale sem restri¢coes para Lg e,
em particular, para seu fragmento implicativo L;, pois, como vimos acima,
podemos construir contra-exemplos que demonstram o contrario.

2.1.3 O problema da completude de L

Encarando as dificuldades de se encontrar uma demonstracao construtiva de
completude para L;, devemos reconhecer dois fatos que representam uma
forte evidéncia negativa para nossa tentativa.

Fato 1: O método de Henkin usado para L* depende da validade de alguns
axiomas, do Modus Ponens e do teorema da dedugao (na versao cldssica
do capitulo 1). Esta versao, porém, nao é valida em Ls, nem, portanto,
em L;{. Logo, é virtualmente impossivel obter lemas proposicionais que
ajudem na demonstracdo dos teoremas de corregdo e completude (como
demonstrados no Capitulo 1). Poderiamos propor demonstrac¢oes usando
0 Teorema 2.1.11 MP e substituicdo, mas, mesmo assim, ficariamos numa

3Vide [14], pdgina 125 para uma explicagdo mais detalhada deste aspecto.
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situagao dificil quando tentassemos demonstrar o andlogo do Lema 1.2.6 em
L; e, portanto, ndo conseguiriamos as ferramentas necessarias para obter-
mos o resultado desejado.

Fato 2: Supondo que o Teorema da Deducao na forma classica coincidisse
com o de L;r, restaria outro problema sério na aplicacdo do método de
Henkin: Qual é a ‘configuragao’ do valor de verdade 27 Para 0 e 1 temos
a —3 v e (a —37y) —3 v como no capitulo 1. Depois de muitas tentativas
para LI, nao foi possivel isolarmos uma configuracio para 2, pois sempre
obtivemos mais que o necessario. Tomemos, por exemplo, @ —3 (@ —3 )
como configuracao de 2 e observemos a seguinte tabela verdade:

o —37 O[_)S( _>3’Y)

1

IR ) Y N R ol R Rl e
N = O —|Oo|N —| O

o
1
1
1
0
1
2
1
1
1

== o N = O] = =

O problema é que o« —3 (o —3 7) nao consegue isolar aqueles casos onde,
se f(a) = 2, entao f(aw —5 (o —5y)) = 1, pois coincide com os casos onde
fla =4 7v) =1, isto é, a —3 (o —3 ) poderia representar também o caso
f(a) = 0. Esta particularidade faz com que nao seja possivel generalizar o
método de Henkin para qualquer logica polivalente, em particular, para a
hierarquia L,, de Lukasiewicz. Resta procurar outro sistema polivalente que
satisfaca as seguintes condigoes:

(1). Deve ter uma implicacdo com um comportamento cldssico o suficiente
para se obter um Teorema da Deducao irrestrito.

(2). Nao pode validar a Lei de Absorgao, para evitar o paradoxo de Curry.

2.2 Outros sistemas n-valentes

Os problemas de conseguir um sistema nao-classico com condicoes adequadas
para se obter o teorema da completude no estilo de Henkin, e evitar o para-
doxo de Curry, embora elementares, nao tém uma solucao nem trivial nem
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imediata. A teoria das légicas multivalentes tal como desenvolvida em [38]
e [30], por exemplo, ndo sugere muito sucesso no que diz respeito aos dois
problemas referidos, o que indicaria que, segundo nossa colocacao anterior
teriamos duas opgoes (possivelmente exclusivas)no que concerne a isitemas
de légica positiva implicativa:

Ou obtemos uma prova construtiva de completude, ou adotamos uma im-
plicagao suficientemente restrita de tal forma a invalidar a objegao de Curry.
Em outras palavras:

(i) Algumas l6gicas polivalentes finitarias controlam o paradoxo de Curry
(como é o caso da légica trivalente Ls de L ukasiewicz), mas possuem uma
estrutura que foge dos requisitos de Henkin, que garantem condicoes sufi-
cientes para completude construtiva.

ou

(ii) Podemos abrir mao de nossa preocupagao para com o paradoxo e obter
fragmentos completos, embora passiveis de trivializagao positiva via Lei da
Absorcao.

Vamos adiar a discussao sobre a (aparente) incompatibilidade de (i) com
(ii) para outra secdo e, a seguir, estudamos o caso das légicas da incon-
sisténcia formal intoduzidas em [12] através de um caso especial, o sistema
LFI1 que pareceria particularmente apto para uma resposta afirmativa pelo
menos ao caso (ii).

2.2.1 O caso das légicas paraconsistentes: LFI1

Desde que os sistemas polivalentes de Lukasiewicz nao sao apropriados para
satisfazer (i) e (ii), examinamos o caso das légicas paraconsistentes que es-
tendem a base positiva (as légicas da inconsisténcia formal intoduzidas em
[12]) tomando uma delas (o sistema LFI1) como exemplo paradigmético.
Concluimos que estas légicas também nao sao adequadas para tratar com
a trivialidade positiva. Para tanto, apresentamos o fragmento implicativo
do sistema LFI1, como introduzido em [13], lembrando as definigdes de lin-
guagem para L™, adotando Modus Ponens como tnica regra de inferéncia e
introduzindo as seguintes defini¢oes de matriz e base axiomatica:

Definicao 2.2.1. O sistema proposicional LFI1" é o conjunto de todas as
sentencas que sdo satisfeitas pela matriz £3J17=[A4, B, g], onde A = {0},
B ={1,;} e a fungdo g é definida pelas formulas

1 1

9(070) = 9(07 1) = 9(07 ;) = 9(57 1) = g(l, 1) =1
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1

9(570) = 9(1’0) =0

Podemos representar esta matriz usando a seguinte tabela-verdade, onde
le % sao os valores distinguidos

—>1%0

1
}1?0
2 (11510
01|11

Definigao 2.2.2. O seguinte conjunto constitui uma possivel base axiomatica
para LFI1T:

1. a— (f— «a)

2. (a=p) = (a—=(B—=7)—=(a—=7)

Observamos que a partir desses axiomas ja podemos obter o Teorema da
Dedugao cléssico (irrestrito). Entretanto, precisamos de mais um axioma
para se conseguir o Teorema da Completude. Desde que a légica paracon-
sistente foi originalmente concebida como conservando uma base cldssica
(estendendo o fragmento positivo, pelo menos na maioria delas, vide [12],
em particular pdgina 32), os axiomas restantes com as condi¢oes requeri-
das podem ser somente (o« — v) — [((« — () — ) — 7] (seguindo a
intuicdo de Henkin) ou ((a@ — ) — «) — « (seguindo a intui¢ao de Tarski
e Lukasiewicz). Mas em ambos os casos, a demonstragao de completude é a
classica. Dai, o fragmento positivo de LFI1 e outras logicas paraconsistentes
(por exemplo P! ou J3 como introduzidos em [44] e [18] respectivamente)
coincide com o da légica classica e, portanto aquelas resultam inécuas para
resolver o problema da trivialidade positiva. Apontamos, ainda, que a sepa-
rabilidade dos valores de verdade através de configuragoes de férmulas (como
proposta em [11]) faz sentido nas l6gicas paraconsistentes no caso de haver
negacao, operador de consisténcia ou qualquer operador diferente da simples
implicacao.

Com os recursos que temos, podemos afirmar que a implicacado material
s6 consegue lidar com o argumento de Curry pagando o preco de enfraque-
cer o Teorema da Dedugao (como no caso de L?{) A rigor, Lz})|r seria um
bom candidato para refutar positiva e minimalmente (sem introduzir novos
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conectivos) a Lei da Absor¢do e controlar a trivialidade implicativa. O
fato de L; aparentemente nao ser completo usando o método construtivo
de Henkin esclarece um ponto na compreensao daquele problema: parece
que nao temos um sistema minimal e completo ¢ la Henkin que invalide
o paradoxo em questao. Uma resposta alternativa é construir um sistema
onde a implicagdo pode ser observada em niveis diferentes ou, inclusive,
onde possamos falar em duas implicagoes. Observamos, entretanto, que
uma possivel resposta paraconsistente-relevante é discutida em [19], usando
uma semantica da pertinéncia no sentido em que nao somente o valor de ver-
dade das proposi¢oes, mas também o contetido (pertinéncia) deve ser levado
em conta. Esta seméantica, contudo, exige que uma nog¢ao de pertinéncia
seja dada como primitiva e, ainda, inclui negacao e, dessa forma, foge a
nossos propositos.. Examinamos a seguir outra proposta nesta direcao, a de
Ackermann, e observamos as semelhancas e divergéncias em relacao a nossa.

2.3 A proposta de Whilhelm Ackermann

Como uma alternativa aos paradoxos que envolvem o principio de com-
preensao ou abstracao, Whilhelm Ackermann, um estudante de David Hilbert,
famoso por seus trabalhos em fungdes recursivas (as conhecidas fungdes
de Ackermann de crescimento rapido), desenvolveu alguns sistemas logicos
onde tal principio pode ser aplicado sem restrigoes, e nao valem argumentos
como o de Russell.*

Esta proposta estava estreitamente vinculada com o programa formalista
de fundamentagao da matematica de seu mestre David Hilbert, e, portanto,
pode ser considerada como uma tentativa de se evitar paradoxos (como o
de Russell) usando meios formais. Como os teoremas da incompletude de
Godel ja eram amplamente conhecidos na época, Ackermann mudou a idéia
original de Hilbert: s6 queria evitar o paradoxo de Curry (nao qualquer
paradoxo) e, além do mais, nao usou a logica cldssica, mas uma légica in-
tuicionista (construtiva e, portanto, mais confidvel segundo o propésito do
Programa de Hilbert, embora Hilbert nao endossasse o intuicionismo). A
proposta de Ackermann pode ser considerada, entdo, como uma parte dos
restos do programa formalista.

Desde que a solucao de Russell e Whitehead para este problema foi estabe-
lecer uma teoria dos tipos ldgicos (restringindo a extensao de cada conceito
a um nivel especifico) e a solugao de Ackermann nao produz uma tal estra-

“A proposta de Ackermann esté contida numa série de artigos [1] e [2]. Complementa-
mos a proposta original com a apresentacdo que dela faz Robering em [39].
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tificacao, ele chamou a légica subjacente a sua proposta de ldgica sem tipos
(typefreien Logik). A intuicao de Ackermann foi, entao, mudar a ldgica
subjacente e nao a matematica, no caso, a teoria de conjuntos.

Nosso roteiro nas seguintes se¢oes consistird em discutir algumas general-
idades nas motivagoes conceituais nessa intuicao, para, logo depois, discutir
os seguintes pontos especificos: (i) as restri¢oes a implicagao, (ii) o conceito
de modalidade, (iii) o exame formal de tais sistemas (introduzindo sua lin-
guagem, defini¢oes e demonstrando os principais fatos em relagao a eles) e
(iv) a idéia de hierarquia de légicas de Ackermann.

2.3.1 Motivagoes conceituais

A proposta de Ackermann, como todo projeto sistemético, é complexa e ex-
tensa. Ela nao se reduz a uma discussao a respeito de sistemas intuicionistas
ou sem tipos®, mas visa uma reestruturacio de conceitos tais como os de
implicacao e dedugao. Como ele estabelece diferentes tipos de implicacao
(a material, denotada em seus artigos por D e a estrita, denotada por —),
precisa aprimorar sua nocao de necessidade, o que, de fato, é levado a cabo
em [3] e que, depois das melhoras introduzidas por Anderson e Belnap, da
origem & uma nova linha de pesquisa, a ldgica relevante, (vide [4], cujos
conceitos e resultados utilizaremos com o intuito de estudar a abordagem
de Ackermann & modalidade). Salientamos que com o exame dos conceitos
moDalis pretendemos complementar a apresentacao de Robering em alguns
pontos que julgamos incompletos. Com efeito, a proposta de [1] ndo é muito
clara em relacao ao carater do operador I' (que denotaremos por Y), mas, o
uso que dele se faz e a intuicdo que o sustenta estao conectados com o con-
ceito de necessidade, e, portanto, devemos esclarecer o tratamento modal de
tal operador.

Depois destas consideragoes iniciais examinamos a seguir a solucao do
paradoxo de Curry usando os sistemas de Ackermann, tal como analisado
em [39)].

Definicao 2.3.1. Dada uma férmula A% e um termo z chamamos {z|A}
um termo de classe se x e A estiverem conectados pelos seguintes principios
de conversao:

t e {z|A} — [t\z]A (absl)

50 que caracteriza explicitamente seu interesse inicial em relacio ao tema.

5Mudamos a convencio das letras gregas para denotar férmulas, pois no sistema de
Ackermann usaremos o operador Y que pode ser facilmente confundido com a letra grega
5.

54



[(t\z]A — t € {z|A} (abs2)

Estas expressoes denotam o fato de podermos trocar em A toda ocorréncia
de x por t, desde que x esteja numa certa relagdo com A (num certo nivel
referencial ou conceitual) e por outro lado, o fato de afirmarmos que, desde
que a troca é possivel, z e A estdao numa certa relacdo de pertinéncia.

Definicao 2.3.2. Chamamos de combinatoriamente completo um sistema
onde valem (absl) e (abs2).

Visando evitar paradoxos como o de Russell, Ackermann aceita predi-
cados parciais que produzem férmulas em que um dos valores de verdade
(classico) nao ocorre e, portanto, nao vale o principio do terceiro excluido.
A justificativa para a auséncia desse principio encontra-se em [1]7. Ao es-
tudarmos a derivabilidade nao estamos estudando, a rigor, o conectivo que
representa a implicacdo, mas as condicoes de possibilidade da dedugao de
uma férmula a partir de outra. Nesse contexto, introduzimos uma constante
l6gica para exprimirmos uma férmula que é sempre derivavel e cuja negagao,
portanto, seria uma féormula que nunca é derivavel, ou seja, uma férmula ab-
surda. Ora, o principio do terceiro excluido aplica-se a féormulas com sentido
passiveis de ser verdadeiras ou falsas, ao passo que uma féormula absurda,
pelo fato de nao possuir sentido, foge dessa condigao. Dai, o estudo da de-
rivabilidade é anterior, por assim dizer, ao estudo do principio do terceiro
excluido pois nao estabelece pontualmente as condi¢oes de verdade de uma
férmula, mas as condicGes nas quais podemos afirmar que uma férmula faz
sentido. E evidente, entao, que a légica de Ackermann tem pelo menos duas
caracteristicas préprias das légicas intuicionistas (a auséncia do principio do
terceiro excluido e a preocupacao com o raciocinio construtivo, neste caso
envolvendo a implicagao), mas devemos notar que tem sido interpretada na
literatura especializada como um sistema n-valente®. Apesar de todas essas
ressalvas, outro tipo de paradoxo pode atingir os sistemas de Ackermann,
por exemplo o paradoxo de Curry?, supondo que tenhamos uma légica que
possua um simbolo A para denotar o falso ou a falsidade, que vale o Teorema
da Deducao e MP como regra de inferéncia, teriamos o seguinte argumento:

Seja ¢ = {z|(z € ) — A}, entao

(I)(cec) — ((c€ec)— L) (absl)

"Pégs 38-39.

8Esta possibilidade serd considerada mais adiante.

9Embora o préprio Curry reduza o paradoxo de Russell a seu préprio argumento (cfr
1.4), aqui somente o primeiro é considerado.
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(2)c € ¢ (hip)
(3)(cec)— A (2,1 MP)

(4) A (2, 3 MP)
(5)(cec) — A (TD 2, 4)
(6)((c€ec)— L) — (c€c) (abs2)
(7)e € ¢ (MP 5,6)

(8) A (7,1 MP duas vezes)

Observamos que esta demonstragao explora o Teorema da Dedugao (em
(5)) e as duas regras de substituigdo (em (1) e (6)) para derivar A e além do
mais, que a passagem de (2) a (4) depende da Lei da Absorgao. Sabemos
que uma forma possivel de se controlar este argumento é restringir (absl) e
(abs2) (o que nos conduz a teoria dos tipos), ou controlar MP ou o Teorema
da Dedugdo (como no caso de L3). Ackermann considera esta tltima como
a melhor opcao. Levando em conta que, segundo ele, se representarmos a
dedutibilidade de B a partir de A por A — B, podemos estabelecer que um
sistema ¢ dedutivamente completo, o argumento de Curry pode ser interpre-
tado como mostrando que um sistema nao é, ao mesmo tempo, dedutiva e
combinatoriamente completo.

2.3.2 Restrigoes a implicagao

O nosso problema aqui é distinguir duas intepretagoes da implicagao: uma (a
material, que até agora temos explorado) onde qualquer prova de B partindo
de A basta (na presenga de algo como o Teorema da Deducao) para estabe-
lecer a demonstrabilidade de A — B; outra (a estrita) onde existe um tipo
de prova que garante alguma conexao entre A e B. A idéia, segundo Robe-
ring, é intepretar dedutivamente a implicagao, tentando esclarecer por qué
A pode ser derivado de B, o que nos leva a introduzir conceitos a respeito
da implicacdo. Nas suas préprias palavras'®:

Suponhamos que S seja o sistema da légica proposicional tal que

A — B é um teorema sse A Fg B. A definicdo da relagao de de-

rivabilidade g vai depender das regras de inferéncia de S. Desde

que — pertence a linguagem de S, existirao regras de inferéncia

para este conectivo, como (MP). Mas, dai, a caracterizacao de

— por meio de g seria circular.

10[39] p 6.
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Devemos ter, portanto, axiomas ou principios para esclarecer a inter-
pretacao dedutiva da implicacdo, mas os novos axiomas, naturalmente, nao
podem coincidir com os axiomas que nao levam em conta as particularidades
da nova implicacdo. Por exemplo!!:

(vg) A— (B — A),

exprime o fato de que se A é derivavel, entdao B — A é derivdvel, mas a nocao
de derivabilidade é metalinguistica e, portanto, nao podemos incorpora-la
a nossa linguagem. Dali, (vq) ndo pode ser um axioma com a intepretagao
dedutiva da implicagdo. Outro exemplo notavel é

(sd) A—(B—C)—[(A—B)—(4—-0)]

que expressa o fato de que se B — C' é derivavel de A, também o sao B e
C, mas, de novo, estamos confundindo a nocao metalinguistica de derivabi-
lidade com a nocao linguistica de implicacao. Desde que, por um lado, nao
valem (vq) nem (sd), e por outro, estamos impondo condigbes adicionais &
implicacao, nao podemos concluir que vale o Teorema da Deducao para a
légica positiva. Em outras palavras, vamos ter que demonstrar uma versao
do Teorema da Deducao que leve em conta essas condigoes particulares.
As referidas restrigbes tém o intuito de fixar niveis implicativos (nao tipos
légicos) onde possamos descrever as caracteristicas da derivabilidade de um
sistema apenas fora dele, ou seja, as relagoes implicativas entre objetos de
um sistema podem ser esclarecidas unicamente usando uma implicacao de
segundo nivel. No caso cléssico, entretanto, existe uma confusao ou identi-
ficacdo de niveis: o Teorema da Deducao é derivavel no interior do sistema,
mas ¢ um meta-teorema (um teorema a respeito de teoremas). Adiando
a apresentacao da hierarquia dos sistemas dedutivos até a proxima secao,
salientamos alguns pontos interessantes na resposta de Ackermann a argu-
mentos como o de Curry:

(1) Nao podemos resolver, segundo ele, o paradoxo se nao relativizarmos
profundamente a nocao de implicagao, chegando mesmo a abandonar os axi-
omas cléssicos e, portanto, o Teorema da Deducao na versao padrao. Acker-
mann explicita dessa maneira uma questao colocada por nés na discussao
do paradoxo: temos de esquecer o carater classico da implicacao para evi-
tarmos argumentos que trivializem positivamente nosso sistema. Podemos
tentar uma solucao aceitando alguns axiomas cldssicos, mas enfraquecendo

" Usamos os nomes (vq) e (sd) para denotar oa Axioma 1 do capitulo 1 (por verum ex
quodlibet) e o Lema 1.2.5 do mesmo capitulo (por self-distribution)
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o Teorema da Dedugao (por exemplo como em Lgr) ou podemos reconstruir
o argumento desde o inicio, erigindo todo um sistema novo (como ele faz).
Provavelmente a principal virtude da proposta de Ackermann seja a sua
radicalidade: enquanto ndés procuramos adaptar um sistema para resolver
nosso problema, ele resolve o problema, esclarecendo onde (no Teorema da
Deducao) e por qué (confusao entre niveis implicativos) aquele acontece, e
depois constréi o sistema.

(2) O Teorema da Dedugao valido nas légicas de Ackermann somente in-
clui os casos onde, de premissas verdadeiras que derivam a conclusao, deriva-
mos efetivamente a conclusao, isto é, do ponto de vista desta légica positiva
intuicionista poderiamos conectar as premissas com a conclusao se tiver-
mos uma derivagao que garante ao mesmo tempo a validade de cada uma
delas e da conclusao. O paradoxo de Curry aconteceria devido ao carater
arbitrario do teorema da dedugao classico: segundo Ackermann, nao pode-
riamos aceitar premissas nao derivaveis e obter uma conclusao derivavel; no
caso da objecao de Curry as premissas nao podem ser derivaveis.

2.3.3 Conceitos preliminares

Nesta secao apresentamos o conteudo técnico do trabalho de Ackermann,
visando esclarecer a relacao entre niveis implicativos, mencionada na secao
anterior.

Definigao 2.3.3. Definimos a linguagem £ contendo as operacoes Y (o-
aria), A,V e —(bindrias). A definicao de férmula se estabelece por aplicagao
recursiva de tais operagoes no conjunto S (infinito enumeravel) de varidveis
proposicionais S = {p,q,r...}. £ também pode ser pensada como a
dlgebra livre £ = (Formgy, Y, A, V, —)

Definicao 2.3.4. Uma substituicdo s é um homomorfismo de £ em £7,
s € HOM (L1, £17). Denotamos por sA o resultado de se aplicar s & férmula
A e, para M C Formg+, sM é o conjunto {sA|A € M}. Caso tenhamos
se€ HOM(L£T,£7),p; € S (1 <i<m),sp; = B; e s¢g = q para todo q € S
diferente de p;, escrevemos A[B1/pi1 ... By/pm] ao invés de sA.

Definigao 2.3.5. Definimos indutivamente a operagdo YA (m € N) da
seguinte maneira'?

Yo0A=A

126 Sentido intuitivo dessa operacéo é basicamente igual ao de um regra de necessidade,
como veremos na se¢ao 2.3.7.
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YA =y — (Y™A)

Intuitivamente, o simbolo Y poderia ser compreendido como “a con-

juncao de todas as verdades‘construtiveis ou verdades derivaveis”, e Y™
simplesmente como uma iteracdo. Dessa forma, ¥ — A significa algo como
“A é infalsificavel”. Discutimos esta questao em mais detalhes na secao
2.3.7.
Temos duas abordagens possiveis para estudar as principais propriedades
do fragmento positivo das 16gicas de Ackermann: A*(a axiomética) e 2T
(usando dedugao natural). A seguir, apresentamos as duas versoes e algumas
demonstracoes importantes a respeito de AT e T,

2.3.4 O sistema AT

Definicao 2.3.6. A seguinte é uma base axiomatica para o sistema AT
Al A— A

A2 (y - A)— (B— ANB)

A3a ANB— A

A3b ANB— B

Ada A— AV B

A4b B— AV B

A5 AA(BVC)— BV(AAC)
(A= BYA(A—C)— (A— BAC)
(A= C)A (B —C)— (AVB — Q)
8 (A= B)A(B—C)— (A—C)
(Y = 4) = (B — A)

A10 (Y = AVB)—((y = A V(Y —B))
A1l (v —-A4)— A

Definicao 2.3.7. As seguintes sao as regras de inferéncia para A™

A A— B

5 (mp)
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13
A

Y — A

(up)

Seja M C Formg+ e A € Formg+. Entao escrevemos ‘M -4+ A’ para
denotarmos que A é derivavel em AT a partir de M. Podemos, a partir desta
definicdo, demonstrar alguns fatos importantes'® a respeito de I 4+ .

Teorema 2.3.8.

Caso 2.3.8.1. IF4+ Y

Dem.:
1. Y=Y [A1]
2. (Y —=Y)—=Y [Al]l]
3.Y [MP 1,2]

Caso 2.3.8.2. A, BlF,+ ANB

Dem.:

1. A [Hip]

2. B [Hip]

3. Yy—A [(up)em 1]
4. (y = A)— (B—AANDB) [A2]

5. B— AAB IMP 3, 4]
6. AAB IMP 2, 5]

Caso 2.3.8.3. AlF4+ B— A

Caso 2.3.84. IF4+ A— Y

Caso 2.3.8.5. A—-B,B—ClFy4+ A—-C
Caso 2.3.8.6. C - A,C - BlF,+ C - AANB
Caso 2.3.8.7. A—-C,B—Clk4+ AVB—C

Como consequéncia destes fatos, obtemos o seguinte lema e o seguinte
corolario

Lema 2.3.9. Se ‘A < B’ abrevia a férmula (A — B) AN (B — A)’. Entdo:
Ay Ay, By« By lby+ A1 ® By — Ay ® By para @ € {/\,\/,—>}

13Na, secdo seguinte introduziremos as restricbes para esta regra, desde que os sistemas
de dedugao natural permitem observar mais claramente suas dificuldades.
1 Demonstramos somente dois, os outros provém dos axiomas e de casos anteriores.
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Coroléario 2.3.10. Seja p qualquer letra proposicional de S. Entdo, A «
Blka+ [A/p]C — [B/p|C

Lema 2.3.11. A—- (B—C(C),C —-Dly4+ A— (B— D)

Dem.:
1. A—-(B—0C) [Hip]
2. C—D [Hip]
3. Y= (C—D) [(up) em 2]
4. Y —(C—D)—[A— (C— D) [A9]
5. A— (C—D) [(mp) 3, 4]
6. (A— (B—C))A(A— (C— D)) [Caso 2.3.8.2 1, 5]
7. (A—>(B—>C))/\(A—>(C—>D))—>[A—>((B—>C)/\(C—>D))] [AG]
8. A— ((B—C)A(C— D)) [(mp) 6, 7]
9. (B—)C’)/\(C’—>D)—>(B—>D) [AB}
10. A— (B— D) [Caso 2.3.8.5 8, 9]
Lema 2.3.12. AAB—Cl 4+ (Y - A) — (B—C)
Dem.:
1. ANB—-C [Hip]
2. (Y—>A)—>(B—>A/\B) [A2]
3. (y—A) —(B—-C0C) [Lema 2.3.11 1, 2]
Lema 2.3.13. ANB—BAA
Dem.:
1. ANB—B [A3D]
2. ANB— A [A3a]
3. ANB—BAA [Cas0238.61, 2]
Lema 2.3.14. A — Bl + (C — A) — (C — B)
Dem.:
1. A— B [Hip]
2. — (A — B) [(up) em 1]
3. (A—-B)AN(C—A)— (C—A)N(A— B) [Lema2.3.13]
4. (C—>A)/\(A—>B)—>(C—>B) [A]
5. (A—=B)A(C — A)— (C — B) [Caso 2.3.8.5 3, 4]
6. —(A—B)—[(C—A)— (C — B)] [Lema 2.3.12 em 5]
7. (C—A)—(C—DB) [(mp) 2, 6]

Lema 2.3.15. Sel- 4+ A — B, entao 4+ (ANC) — B elF+ (CANA) — B

Dem.:
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A— B [Hip]
ANC — A [A3a)
CNA— A [A3D]
ANC — B [Cas02.3.8.51, 2|
CNA— B [Cas02.3.851, 3]

Lema 2.3.16. A - (B—C), A— (C - D)lFy+ A— (B— D)

Sl W=

Dem.:

1. A—-(B—C0O) [Hip]

2. A— (C— D) [Hip]

3. A-(B—-C)NA—(C—D) [Caso 2.3.8.2 1, 2]
4. A— ((B—-C)AN(C — D)) [(mp) A6 e 3]

5. (B—=C)AN(C — D)— (B— D) [AS]

6. A—(B— D) [Caso 2.3.8.5 4, 5]

Lema 2.3.17. A — BlF,+ ANC — BAC

4. ANC —=BNANC
Lema 2.3.18. lF4+ (A= ANDA...AN(A—= Ay)) = (A= (A1N...NAY))

Dem.:
1. A—B [Hip]
2. ANC—B [Lema 2.3.15 1]
3. ANC—C [A3D]
[

Caso 2.3.8.6 2, 3]

Dem.:
Por indugao sobre o niimero m de conjungoes.

Caso m =1 : Pelo A6 temos IF 4+ (A — A1) AN (A — Ag)) — (A —
(A1 /\AQ)).

Caso m # 1 : Por hipétese de indugio temos IF 4+ A7 (A — 4;) —

(A— /\;ml'l(A /), e pelo Lema 2.3.17 temos IF 4+ /\;1"1’2(14 — A;) —
(A— /\mH( i) A (A — Api2)), mas pelo A6 temos IF 4+ ((A —
/\:’jl(Al)) A(A— Amﬁ)) (A — /\;”*12@4 ) e pelo Caso 2.3.8.5
obtemos -4+ ATT2H(A — A;) — (A — NIT2(AY)).

Lema 2.3.19. Se lF 4+ YPA; A ... AYA,, — Ag, entdo - e YIAL A ... A
YIA,, — A para todo j > i

Dem.:
Por hipétese temos IF 4+ YAy A ... A YA, — Ag. Pela Definicao 2.3.5
YIHA A LA YITA, = (Y — (YYAD)) AL A (Y — (YIAL)) e pelo
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Lema 2.3.18 temos IF 4+ ((Y — (YJA)) A ... A (Y — (YIAR))) — (Y —
(YJAL A ... AYIAR)), mas pelo A1l ke (Y — (YJAL AL AYIAR)) —
(YJAL A ... A YIA), e pelo Caso 2.3.8.5, temos IF 4+ ((Y — (YIA7)) A
o N(Y = (YTAR))) — (YJAL A ... AYIA,,), dai pelo Caso 2.3.8.5 com a
hipétese, obtemos -4+ (Y — (YZAD)) A ... A (Y — (YIA))) — Ay.

Teorema 2.3.20. Teorema da Deducgdo para AV : se Ay,..., A, -4+ Ag,
entdo existe um mimero i(efetivamente determindvel) tal que I 4+ Y'A7 A
.../\YiAm%Ao.

Dem.:

Sejal® By, Bsy...By, uma prova de Ag a partir de Ay, As... A,,, onde
Ay = By,. Vamos provar, por indugao sobre 1 < j < h que para cada j existe
um i efetivamente construido tal que I- 4+ YA — B;.

Para h = 1 Ackermann distingue os seguintes subcasos:
Ap é um axioma, ou
Ag = A para algum 1 < k <m

No primeiro subcaso temos IF4+ Ay (por hip). Mas, por (up), temos
lFa+ Y — Ag e pelo A9, Ik 4+ (Y — Ag) — (A1 A ... ANAp) — Ap) e (mp),
temos Ik 4+ (A1 A ... A Ay) — Ap e, entao, ¢ = 0.

No segundo subcaso pelo Al, IF 4+ (Ax — Ap) e,pelo Lema 2.3.15 temos
IFa+ (A1 A ... A Ay) — Ag e, de novo, i = 0, 0 que esgota o caso m = 1.

Para h # 1, supomos que a hipdtese vale para k < j, ou seja para
cada k existe um i efetivamente construtivel tal que IF 4+ Y?A; A
...NY'A,, — By, e vamos demonstrar para n = j. Entao, ou B;
¢ um axioma ou B; = A, para A, com 1 <u < m ou B; é obtido
por (mp) em By e B; com k,l < j ou é obtida por (up) em B; com
[ < j. Nos dois primeros casos, a prova é andloga a do caso m = 1.
Se A; é obtida por (up), temos por hipdtese de indugao I- 4+ Y5A; A
... NY®A,, — Bj e pelo Lema 2.3.14 temos IF 4+ (Y — (Y%A A
.. AY*An)) — (Y — Bj). Mas, pela Definigao 2.3.5, temos que
YSTFLAA LAY AL = (Y — (YSAD))A.A(Y — (Y3A,,)) e pelo
Lema 2.3.18 e o Caso 2.3.8.5 temos |- 4+ Y*TTA AL AYSHA, —
(Y = By).

Se Bj é obtida por (mp) temos por hipétese de inducao I- 4+ Y5 A1 A
o ANYPA, — Bipoelbar YTALANLLOAYTA, — (B — Bj)
com (B — Bj) = B;. Mas podemos tomar ¢t = maz{s+1, r}
e, Dai,pela demonstracao do caso anterior obtemos IF 4+ Y'A; A

5Esta prova é adpatagio direta da prova de Ackermann em [1], p 45.
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... NY'A, — (Y — Byg) e pelo Lema 2.3.19 podemos concluir
lFa+ YPA Ao A YA, — (Br — Bj). Pelo Lema 2.3.16, temos
lFa+ YPAL A LA YEA,, — (Y — Bj), mas, pelo All Fy+ (Y —
Bj) — Bj e pelo Caso 2.3.8.5, temos I 4+ Y'A; AL A YA, — Bj,
e isso conclui a demonstracao M.

2.3.5 O Sistema Xt

Introduzimos o sistema X7 de deducao natural por ser uma versao muito
util na construgao da hierarquia das logicas de Ackermann que nos ajudara
a esclarecer o sentido do conceito de derivabilidade e, ainda, o papel que
ao considerar esse conceito cabe a um possivel Teorema da Dedugao com
restricoes. X7 inclui as seguintes regras:

A/\B(/\elr) ANB

(/\ell)

. B,
- (Yint) B (ANint)

c—-A (C—B
C—ANB

(— Aint)

(Vint,) (Vint;)

AV B

A BO
AV B :

((2) Vel)

A—B A—-C

AVE SO (\/—>znt)
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e ((0) — i)
A Yy — A A—-B B-C
— A(up) I (down) G (trans)
AV B
r—Av (= Vdist)

(Y—>A) \/(Y—>B)

Temos as seguintes restrigoes:

(a) (Vel) e (—int) somente podem ser usadas se todas as hipdteses livres
nas demonstragoes das premissas (B e C, respectivamente) sao exatamente
ocorréncias das férmulas indicadas (A e B no primeiro caso; A no segundo)
e nao hé aplicacoes de (up) nas demonstragoes que dependem das hipdteses.
(b) A regra (—int) ndo admite que B provenha de uma uma hipétese dife-
rente de A (para evitar a validade de (vq)).

Agora podemos colocar nosso problema entre niveis de implicacdo pon-
tualmente. As voltas com o paradoxo de Curry, excluimos o Teorema da
Dedugao de nosso sistema de dedugao natural X e, desde que (MP) é a
regra que envolve a implicagado, a proposta de Ackermann deve atingi-la. De
fato, (MP) nao é regra primitiva em X7, o que quer dizer que podemos us4-
la depois de ter aplicado as outras regras ou, equivalentemente, restringimos
a aplicacdo de (MP) a teoremas: se ja temos mostrado que - A e A — B,
entao podemos concluir - B. Logo, precisamos de uma derivacao de A e
A — B para provar B a partir delas. Nossa regra de (MP) para AT, pelo
contrdrio, deriva B de A e A — B sem restricoes, o que quer dizer que a
implicacao de AT é mais abrangente. Esse fato se reflete em ¥ da seguinte
maneira: podemos detectar duas relagoes de derivabilidade neste sistema,
lFs+ e Fy+, denotando com a primeira a derivagao sem restricoes e com a
segunda a derivacdo estrita. Pode-se demonstrar (usando um argumento
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indutivol®) que, de fato, IF4+ e lFst coincidem (podemos derivar em :+
todos os axiomas de AT e, com base neles, todos os teoremas possiveis para
IF4+) e, portanto, que (MP) pode ser introduzida como regra adicional ou
derivada em X1, desde que a relacao irrestrita de consequéncia de X7 coin-
cide com a de A" e (MP) é regra em AT. Por outro lado, Fx+ é um caso
especial de IFy+, onde todas as hipdteses sao produto de uma sequéncia de
prova finita (no caso, de uma &rvore finita) e onde (MP) pode ser usada
unicamente quando tivermos mostrado tal sequéncia. Como IF4+ e IFs+
coincidem e IF 4+ determina uma relagao de equivaléncia < que abrange os
outros conectivos, podemos estabelecer o seguinte resultado a respeito de
Feo .

Definicao 2.3.21. A=Bsse Abs+ Be Bt A
Lema 2.3.22.

1. = é uma relacao de equivaléncia em Formge+

2. Se Ay = Ay e By = By entao Ay @ By = Ay @ By para @ € {A,V, —}

2.3.6 Uma hierarquia de sistemas dedutivos

O sistema X", com duas relacoes de derivabilidade IFy+ e -y, consegue re-
presentar com exatidao a intuicao de uma hierarquia de sistemas dedutivos:
suponhamos que temos um céalculo onde nao ocorre simbolo de implicacao
algum, isto é, o calculo ko, contendo (Yint), (Aint), (Aely), (Aelp),

(Vint,), (Vint;), mais a seguinte regra de conclusao multipla:

AV B
A B

Doravante a idéia é a seguinte, todos os teoremas que conseguirmos demons-
trar a respeito de ky podem ser traduzidos em termos de — no calculo k;.
Por exemplo, se C' -y, B e Bry, AV B, entao C -y, AV B. Mas B, AV B
por (Vint,) e F, é transitiva (pois é um operador de consequéncia). Dai,
obtemos

(Vmel)

Chry, B
C |—k0 AV B
e podemos traduzir este fato a respeito de teoremas de kg. Usando nossa
CONVEeNgao escrevemos

Fr, C — B
}—le—>A\/B’

15Vide [39],pp 11-12 .
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uma deducdo de nivel superior. Explorando este método de traducéo!”,

construimos o sistema k1, com as seguintes regras:

m(mdto) Se A l_ko B

—

C— A C—>B( nint) C—>A/\B( Aely)
— _—(—
C > AAB m C A r
C’—>A/\B( Ael) C—- A (= vint,)
_ (— — (—
C —-B e C—AVB it
C - B ( \/'t) Y —- AV B ( \/l)
—(— —
C —-AVB R Y—A Y—B °

Y—>A(d ) A—-C B-—C
own AvVvB—C

(V — int)

A—B B—C
A—C

(trans)

Como consequéncia destas regras, obtemos o seguinte conjunto de teore-
mas'®

Teorema 2.3.23.
Caso 2.3.23.1. -, A— A

Caso 2.3.23.2. Y - A+, B— AAB

"Esta “traducéo” simplesmente transforma os fatos relativos ao operador de con-
seqiiéncia em um nivel em fatos relativos a implicagdo no seguinte nivel.
8Demonstramos 2.3.23.2; a prova dos outros casos é semelhante.
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Caso 2.3.23.3. (A—-B)AN(A—C)Fy, (A—BAC)
Caso 2.3.234. (A—-C)N(B—=C)ty, (AVB—C)
Caso 2.3.23.5. Y - A, B— A

Caso 2.3.23.6. Y — AV By, (Y — A)V (Y — B)
Caso 2.3.23.7. Y - Ay, A

Para 2.3.23.2, precisamos de 2.3.23.5, que demonstramos a seguir

Dem.:

1. y—A [Hip]

2. Bly, Y [Yint]

3. Fiy B— Y [(mtdp)em 1]

4. B— A [(trans) 1 e 3]
Demonstramos agora 2.3.23.2
Dem.:

1. Y- A [Hip]

2. B—B [2.3.23.1]

3. B—A [2.3.23.5 em 1]

4. B— AANB [(— Nint) 2 e 3]

Observamos que ks consegue demonstrar as traducoes implicativas de
todos os itens do teorema anterior e que sao equivalentes a Al, A2, A6, A7,
A9 e A10. Dai, com a nossa idéia de niveis implicativos conseguimos nos
aproximar do sistema AT, usando uma relacao de consequéncia mais fraca
que I 4+ (que faz uso de derivagdes a partir de teoremas, denotada por Fy+)
e podemos introduzir o seguinte Teorema da Deducao.

Se Aty B ka_HA — B(mtd,,).

Usando esta idéia para uma sequéncia arbitraria de fragmentos dedutivos,
obtemos o sistema ko, !? caracterizado pelas seguintes propriedades:

1. Todas as instancias dos esquemas axioméaticos de A™ sao teoremas de
koo

2. Set koA e koA — B entao F koo B

3. Se bt koA entao F koY — A

9Uma deducio em koo é uma derivacio em algum nivel k, para algum n.
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Estamos agora em condicoes de responder ao paradoxo de Curry: nao
podemos, no caso das logicas de Ackermann, aplicar o teorema da dedugao,
a menos de termos uma derivacao de um nivel inferior, mas esta derivacao
controla alguns tipos de argumentos, em particular os argumentos que nao
usam teoremas como hipéteses. Como no caso do paradoxo de Curry, temos
uma hipdtese que nao conseguimos demonstrar como teorema (¢ € ¢ — A
na versao de Ackermann), ndo podemos derivar o que resta a partir dela.
Esta restricao ao Teorema da Deducao garante que, se nossas regras sao
aceitdveis, nossas conclusoes obtidas delas também o sdo. Outro ponto cen-
tral na resposta de Ackermann é que ndo podemos obter auto-referéncia im-
plicativa no interior da hierarquia, um sistema é incompleto dedutivamente
(a menos de ko) € 0 poder da derivabilidade nele é exprimivel somente no
sistema imediatamente superior. Argumentos que se referem a implicagao
(no paradoxo de Curry o conjunto ¢) nao podem ser aceitos como demon-
strando alguma coisa nesse nivel implicativo. Observamos, ainda, que o
sistema limite ko, possui um Teorema da Deducao com infinitas instancias
e que, portanto, esclarece um ponto central deste capitulo, no que diz res-
peito a auséncia da negacao e ao infinito, ou seja os sistemas de Ackermann
envolvem efetivamente um Teorema da Deducéo infinito. A negacao parece
introduzir um limite, uma cota para sistemas fortemente vinculados com a
nocao de infinito. Uma questao relevante que surge das consideragoes ante-
riores é a relacdo entre o Teorema da Dedugao de Ackermann (com infinitas

instancias) e a regra w?°.

2.3.7 O conceito de necessidade

No decorrer das segoes anteriores nao examinamos o conceito de necessidade
(denotado pelo operador Y). A rigor, Ackermann nao trata detalhadamente
das modalidades até [3], mas esse artigo contém o sistema axioméatico II,
diferente e essencialmente mais forte do que AT2?'. De fato, Anderson e
Belnap[4] conseguiram demonstrar que o conceito de necessidade de II’ (o
sistema II mais os axiomas e regras moDais) coincide com o do sistema S4 de
Lewis, desde que em II’ conseguimos derivar o axioma caracteristico de S4,
isto é Fiy NA — NN A, onde NA (por notwending, necessario em alemao)
denota ‘necessariamente A’. Além do mais, introduzem uma defini¢do im-
plicativa da necessidade da seguinte maneira: NA = (A — A) — A, o que,
de fato, resulta interessante pois nao faz uso da negacao, diferentemente da

20Para uma explicacio mais completa deste tépico, vide [21]
21Por exemplo, em A' nédo vale a contraposicao (vide [1],p 44) que é um axioma em II.
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proposta original de Ackermann em [3]%2.

Contudo, nés nao temos todas essas ferramentas para esclarecer o conceito
de necessidade para AT. Em [1] Ackermann s6 diz que o operador ' (que
temos denotado por Y) é ‘uma férmula derivavel sem varidveis livres?3’ mas,
mesmo assim, podemos argumentar no seguinte sentido: se Y é derivavel,
entao ao afirmarmos que Y — A, estamos afirmando que A nao pode deixar
de ser derivdvel; caso contrario, para o condicional ser valido, teriamos uma
férmula nao derivavel (a negacao de Y) implicando uma férmula falsa, mas
uma férmula nao derivavel seria absurda e derivaria qualquer coisa, tornando
o sistema trivial. Desse ponto de vista, se Y — A, entdo A é necessario.
A nossa proposta consiste em ler esta derivabilidade como necessidade, as-
sumindo que uma férmula que sempre pode consistentemente ser derivada
tem de ser verdadeira. Logo, é possivel pensar uma seméantica para os axi-
omas modais de AT construida usando um conceito padrao de necessidade
(ou seja, é necessario aquilo que é vélido em todos os mundos possiveis) e
propondo um tipo especifico de relagao de visibilidade entre esses mundos.

2.4 O Problema da Completude para A*

Até este ponto nao temos aprofundado na questdao de uma semantica ade-
quada para A", aspecto central ao tentarmos estabelecer o Teorema de Com-
pletude para tal sistema. Em [39] existem alguns tragos de uma seméantica
algébrica para AT, mas o autor reconhece que nao estd tentando demonstrar
a completude de AT com relagao a essa semantica (vide [39], p 20 nota 9),
mas obter alguns resultados prévios que possam ser tuteis em uma futura
prova de completude.

Em [25] encontramos uma abordagem muito diferente ao mesmo problema,
que envolve dados significativos para tal prova. Nesse artigo Harrop concentra-
se no sistema A (cujo fragmento positivo é AT) e mostra que esse sistema
nao possui um Teorema de Equivaléncia irrestrito, a menos da introducao
de algumas regras derivadas e de um axioma auxiliar. O sistema resultante,
denotado por A”, é uma extensdo prépria do sistema A’, considerado por
Ackermann em [2], possui um Teorema da Equivaléncia irrestrito e, além do
mais, um Teorema da Dedugao com a mesma estrutura do Teorema 2.3.20.
Outro resultado relevante é que —, V, A e — sao independentes em A e,

220nde tinhamos, na péagina 126, as seguintes definicdes: a impossibilidade UA = A —
A (por unmaglich), a necessidade NA = =A — A e a possibilidade MA = (4 — A),
(por maglich).

ZDetalhe importante, pois ele também introduz um céculo de predicados nesse artigo.
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consequentemente, uma prova de completude de AT nao pode explorar ne-
nhum tipo de equivaléncia cldssica entre =, V e — (diferentemente de LT),
mas pode usar somente das propriedades ‘positivas’ de V, A e —.

Por ultimo, Harrop mostra que, por causa das caracteristicas da disjuncao
em A, esse sistema nao pode ser interpretado através de um modelo com
um numero finito de valores de verdade, ou seja, qualquer modelo de A é
infinito-valente. A prova dessa assercao, segundo Harrop, decorre de uma
adaptacao da prova de Godel para o calculo proposicional intuicionista (pro-
posta em [24]) e faz parte de outro trabalho do primeiro autor.

Diante de tais argumentos, vamos fixar trés elementos que consideramos
fundamentais para uma futura prova de completude de A™T.

(i) Desde que — e V sao independentes em A, qualquer resultado que envolva
unicamente a disjuncao pode ser aplicado a A*. Dai, um modelo completo
de AT deve ter um ntimero infinito de valores de verdade.

(ii) Seguindo nossas consideragoes da se¢ao anterior, pode-se pensar em uma
intepretacao modal de AT, lendo Y — A como [JA e construindo modelos
de Kripke que, segundo todas todas as evidéncias apontadas em secoes an-
teriores, devem ser intuicionistas.

(iii) Tais modelos existem desde que o préprio Ackermann demonstrou que
A (e portanto AT) ndo é uma teoria contraditéria. A dificuldade principal
¢é determinar o tipo de relacao de acesibilidade ou visibilidade entre esses
modelos. Por enquanto, podemos afirmar que essa relacao é reflexiva desde
que em A1 temos All (equivalente na nossa leitura ao axioma (JA — A
que determina uma acessibilidade com tais caracteristicas) e nao é transi-
tiva pois em AT nao conseguimos derivar (Y — A) — (Y — (Y — A)) como
teorema (vide se¢ao anterior).

Contudo, reconhecemos que tal descricao é ainda insuficiente e vaga, mas
constitui a base de uma proposta de pesquisa que o presente trabalho nao
pretende desenvolver por causa de restrigoes de tempo e espaco. Entretanto,
mesmo sem dar resposta definitiva a tais problemas, podemos atender a duas
questoes que estao no centro de nossa abordagem a légica positiva: o infinito
e o critério de construtividade.

(a) AT, segundo todas as evidéncias, é uma légica infinito-valente, provavel-
mente modal e esse fato esclarece uma questao que abre este capitulo: existe
uma estrita relacdo entre a auséncia de negacao e o infinito, quer seja do
ponto de vista de ks com um Teorema da Deducao infinito, quer seja do
ponto de vista de At com um modelo de infinitos valores de verdade.??.

24Qutro tipo de infinito seria a equivaléncia -« < para todo 3, o — (3, usada ampla-
mente na demonstracio de completude para L.
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(b) At ¢é uma légica positiva intuicionista, entretanto, nao é construtiva no
mesmo sentido de L™, j& que o método construtivo de completude de Henkin
usado no caso de LT é recursivamente decidivel e por essa razao denomi-
nado construtivo. AT é construtiva no sentido rigoroso do termo, ou seja,
no sentido atribuido & légica intuicionista de Heyting?®, pois o principio do
terceiro excluido nao vale e existe um compromisso com a construtividade
dos condicionais (como ja foi discutido anteriormente).

2.5 Consideragoes

Procurando uma extensao para o método construtivo de Henkin, por um
lado, e uma resposta ao paradoxo de Curry, por outro, examinamos al-
guns sistemas positivos nao-classicos, em particular finito-valentes e intu-
icionistas. No que diz respeito ao primeiro problema, obtivemos evidéncias
para uma resposta negativa, quer nas légicas finito-valentes de Lukasiewicz,
quer nas légicas paraconsistentes. Mesmo assim, isto nao exclui outras abor-
dagens as légicas finito-valentes (por exemplo a algébrica?%), mas esse ponto
foge do escopo da nossa perspectiva neste trabalho. A prova construtiva
de completude depende, no caso da légica paraconsistente, da introducao
de um novo conectivo (que na literatura especializada estd vinculado em
geral com a negacao ou com a nocao de consisténcia, em estreita relacao
com a negacao). No que diz respeito ao segundo problema, acreditamos ter
mostrado (com a ajuda do trabalho de Ackermann) estarmos frente a uma
escolha muito radical: o abandono do Teorema da Deducgao e, portanto,
do método de completude construtiva de Henkin, que daquele depende. O
argumento de Curry coloca uma espécie de né gordio para sistemas com
uma implicacao que incorpore certos aspectos do comportamento classico; a
melhor saida parece ser o enfraquecimento do conceito de derivabilidade e,
portanto, controlar Modus Ponens como regra de inferéncia (é a saida que,
usando deducao natural, examinamos com atengao em 2.3). Outra posibil-
idade é controlar a regra de substituicao no interior de nosso sistema, ou
seja, oferecer uma alternativa na direcao da teoria dos tipos que nao admita
certas relagdes entre termos (por exemplo, € x), mas isto nos levaria a

250Onde, por exemplo, nio valem nem a Lei de Peirce nem H3, vide [6].

26vide [27], onde sdo estudados os fragmentos positivos-conjuntivos das légicas finito-
valentes de Lukasiewicz complementados com alguns esquemas axiomdéticos adicionais.
A existéncia de uma contraparte algébrica desses célculos, conhecida como a classe de
BC K-4lgebras com infimo, mostra que tais fragmentos sdo completos, no sentido em que
uma férmula é teorema seméantico se somente se recebe o valor designado em qualquer
atribuigao possivel. Vide [14] para uma introdugao detalhada ao tema das BC' K-algebras.
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compromissos conceituais com a matematica e com a teoria de conjuntos
cléssicas.

Parece, portanto, frente a questdao da adogao da légica positiva mais ade-
quada concluir o seguinte:

Primeiro, o que se entende por “légica positiva” nao é unicamente determi-
nado e ha diversas gradagbes e nuences nas posicoes que se pode tomar a
respeito (cldssica, intuicionista, multivalente, relevante, etc.). Segundo, tais
escolhas nao podem ser feitas de forma inocente sem refletir na estrutura de
boa parte do construto matematico, através da nocao de conjunto.
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Capitulo 3

Tablos puramente positivos e
a questao da paratrivialidade

Neste capitulo apresentamos uma proposta para um sistema de tablos que
funciona usando a idéia de trivialidade implicativa e que resulta particu-
larmente apto para se obter um processo de decidibilidade e dedutibilidade
alternativo para LT. Ao inves de usar o conceito de contradicao inerente &
nogao de “ramo fechado” e “tablo fechado” (vide [10]), os (chamados por
nds) tablos puramente positivos, utilizam o conceito de ramo trivial e tablo
trivial: o critério de parada nao é agora uma contradicao, mas diretamente a
obtencao de uma trivialidade potencial. Dessa forma, os tablés puramente
positivos se contentam com uma meta-linguagem muito mais frugal (sem
negacao), com interessantes consequéncias para os fundamentos da teoria
da prova. A idéia geral de mostrar como a negacao pode ser um caso par-
ticular da implicacao e, dai, como a implicagdo consegue se aproximar mais
precisamente ao conceito de trivialidade tem sido amplamente explorado do
ponto de vista da Teoria da Prova em [42]. Este capitulo apresenta, contudo,
uma abordagem completamente diferente a uma “teoria da prova positiva”,
que leva ainda mais a novas propostas quanto as possibilidades de se escapar
a objecao de Curry.

Introduzimos as regras e o critério de fecho, salientando de novo que neste
sistema nao temos negacao na linguagem, e, o que é mais interessante,
nao temos sinais na metalinguagem, isto é, nao se trata de tablos assi-
nalados. Obtemos, portanto, um sistema estritamente positivo implicativo
completo segundo as condigoes gerais estabelecidas por Walter Carnielli,
Marcelo Coniglio e Joao Marcos em [10].
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3.1 Trivialidade: o conceito fundamental

O conceito central da proposta é explorar a idéia de trivialidade, no sentido
de obter, a partir de uma férmula, uma nova férmula qualquer, esbocando
uma situacao semelhante & descrita por Curry, onde a trivialidade nao de-
pende de um simbolo diferente da implicagao, mas de uma situacao pura-
mente implicativa. A seguir, apresentamos a linguagem e as regras desse
sistema.

3.1.1 Linguagem, Definicoes

Iniciamos esta secao considerando algumas questoes preliminares referentes
a aplicabilidade ou adequagao dos métodos de [10] para se demonstrar com-
pletude no caso de LT. Para tanto, é preciso esclarecer um ponto funda-
mental: qualquer proposta de tablos que pretenda ser completa segundo os
referidos critérios deve possuir uma seméantica diddica. Em [11] encontramos
a defini¢cao de tais seméanticas, no contexto da seméanticas de Gentzen. Para
tanto, reproduzimos e comentamos ambas as Definicoes 3.1 e 3.2 do artigo
referido.

Definicao 3.1.1. Uma semantica de Gentzen para uma légica L é um
conjunto adequado (ou seja, correto e completo) de valoragoes bi-valentes
b: N — {V, F} dado por cldusulas condicionais (® — ¥) onde ® e ¥ sdo
(meta)férmulas da forma T e L ou

b(1) = wi, ., b() = wit | [ b)) = Wy, (o) = wit (G)

W

onde w] € {V, F}, cada ¢} é uma férmula de L, as virgulas “,” representam
conjungoes e os tragos verticais “|” representam disjungoes. Por melhor
legibilidade em relagao aos textos citados usamos aqui V' e F' como valores
de verdade ao invés de 0 e 1.

Definicao 3.1.2. Dizemos que uma semantica de Gentzen B para uma
légica L constitui uma semantica diddica para L se a relagao de conseqiiéncia
Fp (dada pelas valoragoes em B) é recursiva.

Observamos que uma semantica diddica deve incluir T e 1 como cons-
tantes logicas (representando, respectivamente, a verdade e a falsidade).
Contudo, na semantica de L™ como introduzida no Capitulo 1 nao temos
nenhum desses simbolos definidos, entao nossas valoragoes (denotadas por
) ndo contém esses simbolos, logo T, L ¢ VAL(L™). Por outro lado, uma

75



semantica é diadica se a operacao de consequéncia que ela define é recursiva
(0 que acontece, de fato, com L, pois a definigao de f é recursiva). Entao,
vamos tentar uma demonstracao de completude para um fragmento de uma
semantica diddica que é expressivo o suficiente para se obter o resultado
desejado. Introduzimos as defini¢oes necessarias para construir o sistema de
tablos puramente positivos F'T.

Definicao 3.1.3. Seja P={p, | n € w} um conjunto infinito enumeravel de
varidveis proposicionais, 3 uma assinatura e = = {C,, | n € w} um conjunto
enumerével de comjuntos de simbolos! disjuntos de ¥,, para todo n € w, e
disjuntos de P. O conjunto de esquema de formulas é a algebra livremente
gerada por = sobre .

Definicao 3.1.4. Dados Y, = como acima, uma substituicdo por esquemas
é uma funcao p : 2 — For. Como usual, a substituicao por esquemas
p pode ser estendida a um -morfismo ¢ : For(X, Z) — For, doravante
escrevemos ¢p ao invés de p(¢). Se & C For(X, E), entdo ®p denotara

{60 | ¢ € @}.

Definicao 3.1.5. Seja B um ramo de uma arvore F' de férmulas. Dizemos
que B é um ramo fechado se existir uma férmula « tal que (o — ¢) —
¢, — ¢ € B onde ¢ é uma letra proposicional que nao ocorre em B. Caso
contrario, dizemos que B é um ramo aberto.

Definigao 3.1.6. Uma regra de tablé é um par R = (Prem(R), Con(R)) tal
que Prem(R) é um conjunto finito de For(3, Z) e Con(R) é um subcon-
junto finito nao vazio de subconjuntos finitos nao vazios de For(X, E). Um
sistema de tablos é um conjunto finito nao vazio T de regras de tablo.

Definicao 3.1.7. Seja F' uma arvore de férmulas. Dizemos que F' é fechado
se todo ramo B de F' é fechado. Caso contrério, dizemos que F' é aberto.

Definigao 3.1.8. Seja T um sistema de tablos, e F e F’ drvores de férmulas.
Dizemos que F’ é uma T-extensio de F se F’ é obtida de F por uma ex-
tensao de um ramo aberto B de F pela aplicagao de uma regra de tablo de
T usando alguma substituicao p. Isto é, F' é obtido substituindo um ramo
aberto B de T pelo ramo

B; (¢1p);---; (¢rp)

por alguma substituicdo p e alguma regra (Y,{Yq,...,Yx}) de T tal que
YpCBeY;={é1,;...,;¢r} para algum i com 1 <1 < k.

LQue, intuitivamente, denotam conectivos n-arios.
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Definigao 3.1.9. Seja T um sistema de tablos. Um T-tablo é uma sequéncia
F = {F, }ne, de drvores cujos nés sao férmulas, tal que:

1. Fp tem s6 um ramo (ou seja, é uma sequéncia nao vazia de férmulas);
2. Fp4+1 é uma T-extensao de F,,, para cadan >0

Se T é o conjunto de férmulas de Fp, entdao dizemos que F' é um T-tablo
para T

Defini¢ao 3.1.10. Seja F' = {F,}ncw um T-tablo. Dizemos que F estd
concluido em um dos seguintes casos:

1. F' é uma sequéncia finita tal que cada ramo da tultima arvore de F
fechou; ou

2. para cada n > 0, para cada ramo aberto B de F),, para cada regra
(Y, {Y1,...,Yx}) de T e cada substituigao por esquemas p : Tp C B,
entdo existe um ramo B’ em F,, (para algum m > n) que contém B e
T;p para algum ¢ com 1 < ¢ < k.

3.1.2 Regras

Com as definicoes de seciao anterior e levando em conta que L™ possui uma
valoracao diddica, podemos definir um sistema de tablos para Lt através
das seguintes regras:

(8-8) —c
G—a—c (G0

(B—=0d)—c)—c

Boel(@—c)—c

i) 2L )

(rl) (r2)

(B—c)—c|fB—c

3.1.3 Exemplos

A seguir demonstramos o Ax3 e trés férmulas de L™ através do método dos
Tablos acima definidos
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(B—0)—¢ B—c

(r1)

B—c¢c)—c, d—c B—c

(mp)
c
*

Verificamos que Ax3 é uma férmula valida

(1) Lemal.1.8 8 — 3

(6—p)—c
(r1)

(B—¢c)—c, f—c

(mp)

&
*

Entao, f — (8 é uma férmula valida
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(#3)(8 — ((B—0)) — (8 —9) Lemal.2.1

[(B—(B—=08)—=(B—0)]—c

(r1)

(B—=(B—=16) —c)—c,
(B—08)—c

(r1)
(B—=(B—06)—c)—c,

(B—ec)—c,d—c

(r2)
(B—rc)—c, (B—16)—c)—c
B —c, (B—c)—c
60— c 60— c
r2
(mp) (r2) )
(5—c) e,
* §d—c ’
(B—c)—c
(mp) (mp)
C C
k k

Conseqiientemente, (3 — ((8 — J)) — (8 — 0) é uma férmula valida.

3.2 Completude do sistema de Tablos positivos

Nesta secao demonstramos que nosso sistema de Tablos é correto e completo.
Apoiamos nossa idéia no fato de termos (bi) como regra, o que segundo [10], é
uma ‘condicao critica’ para se obter completude. Este fato pode ser expresso
através da seguinte proposicao, necessaria para se demonstrar o Teorema de
Completude para qualquer sistema de Tablos construido a partir de uma
semantica diddica.

Proposicao 3.2.1. Seja I' um conjunto nao vazio de formulas e T um
sistema de Tablos. Entao existe um tabloé concluido aberto para T", ou existe

um T-tablé fechado para T.
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Dem.: Adaptacao direta da proposicao 181, p 94 de [10]M.
Uma vez verificada a proposicao, continuamos com as demostracoes e definigoes
necessarias para obtermos o Teorema referido. Com efeito:

Definicao 3.2.2. Seja {p1 ...pn} o conjunto das varidveis proposicionais de
a e c uma varigvel proposicional tal que ¢ ¢ {p; ...p,} . Definimos SFor da
seguinte maneira:
SFor(pi...pn) =

{a - cla€ForL" e VAR(a) C {p1...pn}} U
{la 5¢) = claeForLT e VAR(a) C{p1...pn}}.

Definicao 3.2.3. Seja v € Val, I' = {p1...p,} om conjunto das varidveis
proposicionais de o e ¢ uma varidvel proposicional tal que ¢ ¢ VAR(«),
definimos v(p;) tal que

0 sep;=c

o) = { v(p:) sepi# e

Logo: se p; € VAR(«), entao T(p;) = v(p;).

Definigao 3.2.4. Sejav € VAL(L™) e c uma variavel proposicional tal que
c ¢ VAR(a). A extensao de v a SFor é a funcao v : SFor — 2 definida
da seguinte maneira para cada o € ForL™:

1 se v(«)

_ B 1
Wla—e)—e)= { v(c) sewv(a) =0

0
1

v(c) se v(a)

Bl — ) = { 1 se v(«)

Entao v(a) = v(a). Definimos, ainda, I' = {(a = ¢) — ¢ | a € T'}

A seguir, verificamos que (rl), (r2), (bi) e (mp) estao bem definidas com
relacdo as valoragoes (ou seja, que o valor atribuido a uma férmula ou con-
junto de férmulas depende somente das varidveis examinadas ao aplicar tais
regras). Em outras palavras, vamos verificar a seguinte assergao:
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Seja I' = {p1...pp} um conjunto de varidveis proposicionais.
Seja v uma valoracao dessas variaveis. Entao, o valor de I' se-
gundo v depende de v(p;), 1 <i < n.

Para comegar, tomemos (rl):

Suponhamos v((p — ¢q) — ¢) = 1, isto é verdade se v(p — ¢) = 0 ou
v(c) =1 (o que nao pode acontecer, por construgao) mas isto é verdade se
v(p) =1, v(q) = 0.

Tomemos agora (r2):

Suponhamos v(((p — ¢) — ¢) — ¢) = 1, mas isto é verdade se v(c) = 1
(de novo excluido por construgao) ou se v(c) =0 e v(p — q) = 1, e, dai, ou
v(p) =0ev(p —c¢c)=1ouwv(g) =1ev((¢g — c)— c) = 1. Portanto, ou
vip—c)=1louv((¢q—c)—c)=1.

Para (bi), basta observar a restricdo: esta regra pode ser utilizada com
varidveis que estao no ramo (e ¢ nao estd nesse ramo, por construgao).
Para (mp), basta levar em conta o Teorema 1.2.8: o valor de uma aplicagao
de (mp) depende do valor das varidveis ou férmulas envolvidas.

Lema 3.2.5. Seja I' um conjunto finito de varidveis proposicionais tal que
¢ ¢ Var(T'). Entao v(a) = v((« — ¢) — ¢) para toda o € T' (sendo T a
extensdo de v tal que v(c) =0).

Dem.:
Suponha v(a) = 1; logo (av — ¢) = 0, portanto v((av — ¢) —¢) =1 =

v(a).

Se v(a) = 0, entao v(a — ¢) = 1, portanto T((a — ¢) — ¢) =0 =v(a) K

Proposicao 3.2.6. Dada uma regra R com

R— 10&1 N 7% _
8 ... A
ﬂ,il e B
Se v(a1) = ... = U(ay) = 1, ent@o existe j com 1 < j < n tal que
v(17) = ... =v(Bi’) =1
Dem
Suponha, por absurdo, que existe uma regra R e v € Val(L™) tal que
v(a1) = ... = ¥(an) = 1, mas para todo j como definido acima temos
v(f7) =...=v(Bk;’) =0.
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Caso 3.2.6.1. n =0.

Entao, a tnica regra a considerar é (bi). Por hipétese (v — ¢) =0 e
U((a — ¢) — ¢) = 0. Dai, () = 1 e T(c) = 0 e, portanto ((ax — ¢) — ¢) =
1, absurdo.

Caso 3.2.6.2. n # 0.

Devemos considerar (rl), (r2) e (mp) e demonstrar a Proposigao por
inducao na complexidade de a.
Se R=(rl), entao temos por hipétese 7((f — ) — ¢) =1 e v((f — ¢) —
¢)=00uv(d —c)=0.
(i) Se B((B — ¢) — ¢) = 0, desde que, pela Defini¢ao 3.2.3 v(c) = 0, temos
v(f) = 0. Mas, dai v((8 — §) — ¢) = 0, absurdo.
(ii) Se T(6 — ¢) = 0, por um raciocinio analogo ao de (i), obtemos v(d) = 1.
Dai, v((# — ) — ¢) = 0, absurdo.
Se R=(r2), entao temos por hipétese v(((f — J) — ¢) — ¢) = 1, mas
(B — ¢) =0ev((d = ¢) — ¢) = 0. Entdo, pela Defini¢ao 3.2.3 temos
v(c) = 0, e, consequentemente, v(3) = 1 e v(d) = 0, mas, dai, 7(((8 — ¢) —
¢) — ¢) = 0, absurdo.
Se R=(mp) entao temos por hipdtese () = 1, v(f — §) = 1, masv(d) = 0.
Mas, se 7(8) = 1 e (8 — ) = 1, entao v(d) = 1, absurdo, e com este caso
conclui a demonstracao da Proposicao H.

Definicao 3.2.7. Seja v uma valoragao e F' uma arvore de férmulas dizemos
que v satisfaz F, denotado por v |= F' se existe uma ramo B de F tal que

v = B.

Corolario 3.2.8. Dada uma drvore F' e uma valoracdo v, se F' estende F
pela aplica¢ao de uma regra e v = F, entdo v = F'.

Dem.: Suponha, por absurdo, que existe uma drvore F' e uma valoragao
v tal que F’ estende F pela aplicagdo de uma regra e v = F, mas v ¥ F’.
Entao, existe uma regra R tal que v[Prem(R)p] C {1}, mas v[Yp] = {0},
para T € Con(R), absurdo, pela Proposi¢ao 3.2.6H.

Teorema 3.2.9. Teorema de correcdo para Tablés: Seja I’ um conjunto de
férmulas. Se existir um tablé fechado F para T, entdo I’ é insatisfativel.

Dem.: Seja I' como definido acima com ¢ uma varidvel proposicional tal
que ¢ ¢ Var(T'). Suponha que existe um tablo fechado I para I' e uma

valoragao v tal que v(I') = {1}. Entao, pelo Lema 3.2.5 temos 7(I') = {1} .
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Mas F = {F,}ncw ¢ uma sequéncia de arvores comecando por Fy =T e ¥
é uma valoracdo tal que 5(T') = {1}, isto é, T = Fy. Pelo cordlario 3.2.8 e,
por inducdo sobre n, ¥ = F,, para todo n, em particular 7 = F, mas F é
fechado (por hipétese), entao (p — ¢) — ¢, p — ¢ ocorrem em cada ramo e,

daf (por (mp)) ¢ ocorre em cada ramo, absurdo, pois 7(c) = 0 l.

Definigao 3.2.10. Seja T um sistema de Tablos, e seja I’ C SFor(p; ... pn).
Dizemos que I' é um conjunto saturado se:

Satl é aberto, ou seja: para cada férmula oo € For(p; ...py),
{la 5 ¢) = ¢, a—c} ¢T.

Sat2 para toda regra R de T e para cada substituicao por esquemas p:
Prem(R)p C T implica Tp C T, para alguma Y € Con(R).

Proposicao 3.2.11. Seja I' um conjunto de SFor de um ramo aberto de
um tablo concluido. Entao I' é saturado.

Dem.: Direta, usando 3.2.10 .

Proposicao 3.2.12. SeI' C SFor(p; ...pn), entao todo tablé construido a
partir de T' consiste em férmulas de SFor(p1...pp).

Dem.: Direta, aplicando as definigdes de (mp), (bi), (rl) e (r2)M.

Teorema 3.2.13. Teorema de Existéncia de Modelos para Tablés: Se A C
SFor(py...pn) € saturado, entdo existe uma valoragao v tal que:

(a) = 1 se(a—c)—ceA
Y710 sea—cen

Dem.: Definimos

U(pi):{ 1 se(pi—c)—ceA

0 sep; —>c€A

Observe que o Item 1 da Definigao 3.2.10 garante que v atribui um valor de
verdade determinado a cada féormula atomica de A e o Item 2 da mesma
definicao e a regra (bi) garantem que v atribui um valor de verdade determi-
nado a cada férmula de A de complexidade maior. Verificamos, entao que
v estd bem definida. Estendemos v a uma valoragao v : For(p;...p,) — 2
(ou seja v(B — §) =1 sse v(B) =0 ouwv(d) =1.)

Por inducao na complexidade de «, demonstraremos

(a) = 1 se(ad—=c)—ceA
U710 sea—ceA
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Caso 3.2.13.1. « € atomica, entdo vale pela Definicao de v.

Caso 3.2.13.2. Se a = 3 — & vamos demonstrar v(a) = v(8) — v(0).
Caso 3.2.13.3. v(«a) =1

Subcaso 3.2.14. v(8) = 0.

Por hipétese de inducao f — ¢ € A. Suponha por absurdo (5 — J§) —
c € A. Por (rl) temos (6 — ¢) — ¢ € A, absurdo, pois A é saturado.

Subcaso 3.2.15. v(d) = 1.

Por hipétese de indugao (6 — ¢) — ¢ € A. Suponha por absurdo que
(8 — 0) — c€ A. Por (rl) temos 0 — ¢ € A, absurdo, pois A é saturado.
Portanto se v(a) = 1, entdo (o — ¢) — ¢ € A.

Caso 3.2.15.1. v(a) = 0.

Logo v(8) = 1,v(d) = 0. Por hipé6tese de indugao (8 — ¢) — ¢, § —
¢ € A. Suponha, por absurdo, ((f — 0) — ¢) — ¢, logo, por (r2) temos
B—ceAou(d—c)—ceA.

Subcaso 3.2.16. Seja 3 — c € A.

Como, por hipédtese de indugao, (8 — ¢) — ¢ € A, entdo A nao é
saturado (absurdo).

Subcaso 3.2.17. Seja (0 — ¢) — c € A.

Como, por hipoétese de inducao, § — ¢ € A, entao A nao é saturado
(absurdo). Portanto, se v(a) =0, entdao o« — c€ AN

Teorema 3.2.18. Teorema de completude para Tablos: Seja T' U {a} C
For(pi...pn) um conjunto finito de formulas tal que T' = a. Entao existe
um tablé fechado para T U{a — c}, onde c é uma varidvel proposicional que
nao ocorre em {p1...pn}.

Dem.: Suponha que todo tablo concluido para TU{a — ¢} é aberto. Seja
F um tabl6 concluido aberto para TU{a — ¢}, seja A o conjunto de férmulas
de um ramo aberto de F. Logo, TU{a —c} C Ae A C SFor(p1...py) é
saturado pela Proposicao 3.2.11. Pelo Teorema 3.2.13, existe uma valoracao
v:For(py...pn) — 2 tal que

(a) = 1 se(@—c)—ceA
NYZY 0 sea—ceA

Dado que I' C A, entdo v(7y) = 1 para todo v € I'. Desde que a — ¢ € A,
entao v(a) = 0 e, portanto,I' ¥ o absurdo. Entao se I E «, existe tablo
fechado para I' U {ov — ¢} .
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3.3 Consideracgoes

Salientamos que o conceito fundamental no sistema de provas e dedutibi-
lidade descrito até aqui é o de trivialidade, isto é, o fato de uma férmula
produzir outra qualquer (denotada pela letra proposicional c), o que nos
leva a esclarecer um ponto que, em geral, é relegado: a nocao de trivialidade
nem sempre estd vinculada com a nocao de negacao. Em particular, pode-
mos obter trivialidades (como na objecao de Curry) sem ter definido sequer
o simbolo de negagcao.

Para dar conta, de maneira abstrata, de um arcabouco légico que pudesse
lidar com a trivialidade positiva de forma andloga a que o programa paracon-
sistentista trata da trivialidade ligada & negacao, teriamos de controlar nao
necessariamente a ocorréncia de uma féormula e a sua negacao, mas o fato
de uma férmula implicar em qualquer outra, o que nos levaria a introduzir
o conceito de paratrivialidade, significando o fato de existirem sistemas que
s6 sao trivializaveis com alguma condigdo adicional. Nesse sentido, a para-
trivialidade seria um conceito mais geral que a paraconsisténcia pois nem
sequer depende de termos a disposigdo um simbolo definido para a negagao
(fato indispensédvel na légica paraconsistente). Um projeto de trabalho am-
bicioso que nao pretendemos levar a cabo nesta dissertacdo, mas apenas
defender sua relevancia, seria reescrever o tratamento dado & consisténcia
em [12] em termos de um novo operador de trivializacdo. Nesse sentido,
poderiamos pensar em adicionar a légica positiva novas regras do tipo

a? a,a— cke,

ou axiomas como
(@ = (a = (a =) —c

reproduzindo? desta forma todo o desenvolvimento proposto para as LFI’s.

20nde @ denotaria o operador de trivialidade positiva.
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Capitulo 4

Da negacao implicita a
verdade sem sinais

Duas énfases tém norteado este trabalho: de um lado, problemas funda-
mentalmente técnicos (por exemplo, a completude de sistemas de légica
positiva) e de outro indagagoes conceituais (por exemplo, o interesse pelo
cardter construtivo desses sistemas). Remetemos as conclusoes parciais de
cada capitulo com relacdo a esses dois tipos de problemas. Conservando
a divisao original entre os pontos de vista técnico e conceitual, reunimos a
seguir certas idéias que consideramos relevantes quer como fecho de algumas
colocagoes anteriores, quer como perspectivas de trabalho, ou ainda como
conexoes de nosso trabalho com questoes da filosofia tradicional.

4.1 Negacao implicita e o infinito

4.1.1 Negagao espuria e genuina: Smullyan, o infinito e o
absurdo

Em [45], o conhecido légico (e também mégico amador, além de pianista)
Raymond Smullyan introduz o paradoxo do hiperjogo (um jogo que comega,
mas nao termina), com o intuito de apresentar uma prova alternativa de um
teorema de Cantor (a respeito de que nao existe bijegdo entre um conjunto
e seu conjunto poténcia)l. Ao invés disso Smullyan usa um argumento po-
sitivo que deriva um absurdo através do infinito. Esse absurdo decorre do

'Y, sobradamente conhecido que o argumento de Cantor utiliza o método diagonal
(devido a ele préprio).
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fato de aceitarmos uma certa parcela de autoreferéncia® (x pertence a seu
préprio conjunto-sequéncia) e, portanto, resulta extremamente interessante
para discutir a nogao de regresso ao infinito no interior da légica positiva e
a sua relagdo com o absurdo derivado através do paradoxo de Curry. Nesta
secao vamos expor o argumento de Smullyan discutindo seu pretenso carater
positivo e vinculando-o com a questao do infinito, discutida no Capitulo 2.
O primeiro passo é lembrar brevemente o argumento de Cantor para perce-
ber as diferencas com relacao ao argumento usado por Smullyan: Temos
que demonstrar que para qualquer conjunto X, | X |<| p(X) |, onde | X |
denota o cardinal do conjunto X. Para tanto, devemos mostrar que toda
fungao injetora f : X — p(X) ndo pode ser sobrejetora.

Definimos agora o conjunto C = {x € X | x ¢ f(z)}. De fato C C X e,
dai, C € p(X). Vamos demonstrar C' ¢ f[X]. Supomos, na procura de um
absurdo, C' = f(z) para z € X. Dai, temos z € C' < z € f(z) (por hipdtese)
mas z € C < z ¢ f(z) (pela definigao de C'), absurdo.

Smullyan observa que o argumento de Cantor depende necessariamente da
negagao, pois ela faz parte da prépria definicdo do conjunto diagonal C e
expoe a versao de Zwicker para obter o conjunto Z que desempenha o mesmo
papel usando o conceito de finitude ao invés do conceito de negacao. Tendo
obtido uma f’ injetora qualquer que leva x € X no conjunto S, definimos
o conceito de caminho: um caminho é uma seqiiéncia finita ou infinita de
elementos de X tal que para cada termo z da seqiiéncia, z é o ultimo termo
da seqiiéncia ou o seguinte termo é elemento de .S, .

Por exemplo, tomamos x € X. Se S, é vazio, o caminho acaba, caso
contrario, tomamos y € S, diferente de x e terfamos o caminho (x, y);
se Sy € vazio, o caminho acaba, caso contrario, tomamos z € Sy e obtemos
o caminho (z, y, z). Se S, é vazio acaba o caminho; se nao, continuamos
com a mesma construcao. Resumindo, o caminho continua até acharmos um
v € X tal que S, é vazio; caso nao achemos tal v, o caminho sera infinito.
Introduzimos agora a definicao de elemento normal de X como aquele que
gera caminhos finitos e denotamos o conjunto de elementos normais de X
como Z. Usando esse conceito, vamos demonstrar a seguinte assercao>:

O conjunto Z ¢ diferente de S; para todo zx.

20 que estabelece uma relacdo com o paradoxo de Curry.
3Equivalente ao Teorema de Cantor, onde usamos o conjunto Z ao invés do conjunto
C' como exemplo de um elemento de p(X) que ndo pertence & imagem de X por f'.
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Vamos supor, entao, que existe x € X tal que S, coincide com Z e que esse
4. Tomamos y de entre os elementos de S, ou seja,
um elemento normal. Como y ¢ normal, todo caminho que comeca com y
deve terminar e, portanto, o caminho (x, y) deve terminar, quer dizer x
deve ser normal. De outro lado, desde que = é normal e S, é o conjunto dos
elementos normais, x € S, e, dai, existe o caminho infinito (z, z, z...) e
nao é normal, absurdo.

De fato, o argumento nao usa de qualquer negacao na definicao do conjunto
Z, ou seja, nao se baseia na negacao explicita. Vamos mostrar, porém, que
se baseia em dois tipos de negacao implicita.

Por um lado, o argumento precisa da distingao finito-infinito para definir o
conjunto dos elementos normais e para obter o absurdo. Tal distingao nao
pode evitar a negacao pois, mesmo tendo varias defini¢oes estritamente posi-
tivas de conjunto infinito®, fatalmente devemos usar da negacao na definicao
de conjunto finito e vice-versa. A unica saida para tal problema seria evitar
os conceitos de finito e infinito na prova, mas isso é impossivel pelo menos
nesta prova. Tal dificuldade estd no centro de nossa discussao sobre o in-
finito no Capitulo 2: a negacdo é uma cota em um sistema que, de outro
modo, conteria algum tipo de infinito.

Por outro lado, a reducéao ao absurdo de Smullyan depende, obviamente,
da ocorréncia da negacao e, por exemplo, é fundamentalmente distinta e
independente de objecoes estritamente positivas que podem ser expressas
através da implicagdo. Também aqui encontramos uma negacao implicita e
inevitavel na meta-linguagem.

Dessa maneira, a negacao aparece mais sutilmente em dois pontos cruciais
da argumentacao de Smullyan e, portanto, ela ndao poder ser considerada
como uma demonstracao positiva no mesmo sentido, por exemplo, da argu-
mentacao de Curry.

conjunto nao é vazio

4.1.2 Completude para légica positiva de primeira ordem

Neste trabalho consideramos métodos de completude para o calculo proposi-
cional positivo, adiando a questao de uma possivel demonstracao de comple-
tude para légica positiva cldssica de primeira ordem. A seguir apresentamos
algumas consideracoes tteis para uma futura pesquisa nessa direcao.

Seguindo a intuicdo de Henkin para L™ e o esquema de prova apresentado

4Se Z for vazio, entdo, de fato, ndo coincide com S, para algum z, pois todo x é néo
normal e, dai S, ndo pode ser vazio para qualquer que seja o .
5Por exemplo, um conjunto que possui uma bijecio com os naturais.
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em [7] ¢, podemos propor a seguinte axiomética para LT, a légica positiva
classica de primeira ordem:

I. Axiomas proposicionais
l.a— (88— a)
2. (= (—7) = [(a—=B) = (a—1)]
- (

3. ((a—=v)—=(B—=7)—=la—=7)—=((B—=7—7)—(ad—7) —

)]

II. Axiomas de primeira ordem

1. Vz(a — B) — (a — Va3) se x ndo ocorre livre em «.”

2. Vz(a) — «(t) se t é um termo livre para x em a.

Como regras de inferéncia temos:
1. Modus Ponens: a’o;%ﬂ(MP)

2. Generalizagao: #@(GEN)

Existe, porém, uma limitacao séria nessa axiomatica para aplicarmos o
método nao construtivo que o proprio Henkin tornou célebre para o caso
da légica de predicados: quando usarmos raciocinios que envolvem teste-
munhas (constantes), deveremos fixar um significado para férmulas do tipo
Jza(x), mas, desde que V e 3 sao interdefiniveis usando a negagao e somente
temos uma definicdo explicita de V na axiomdtica de L., 3 nao possui sig-
nificado nessa linguagem. Poderiamos tratar o quantificador existencial 3
definido como
Jra(z) = [Va(a(z) — )] — ¢

onde ¢ é uma varidvel proposicional que nao ocorre em «(z). Nos resta in-
vestigar se este tipo de “existéncia” é compativel com a légica de predicados
padrao.

Por outro lado, se superarmos a dificuldade acima apontada, ainda nao con-
seguiremos usar o método de completude nao construtiva de Henkin. Para

50 leitor pode consultar esse trabalho para conferir a definicio de prova e os axiomas
da identidade.
"A definicio de varigvel livre é a usual.
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tanto precisamos refletir sobre uma das apresentacoes do conceito tradicional
(nao-positivo) de teoria consistente. Dizemos que uma teoria T é consistente
se existe uma férmula « tal que T ¥ « e essa definicao, como evidenciam
as provas de completude nao-construtivas examinadas no Capitulo 1, nao
envolve negacao na linguagem.

Entretanto, o método de completude usado nos Capitulos 1 e 3 nao pode
ser usado aqui, desde que nao temos uma construgao envolvendo varidveis
proposicionais e, portanto, é necessario ‘simular’ sintaticamente a negagao
de outra maneira. Essa simulacao, obviamente, deve estar aconpanhada
de uma interpretacao no modelo de LT, interpretacio essa que nao parece
ser muito evidente nem intuitiva. E possivel que ainda seja cedo para ten-
tarmos uma construcao desse tipo, desde que é muito dificil pensar uma
metamatematica estritamente positiva e esse parece ser um desafio para a
16gica positiva classica de primeira ordem?®.

4.2 Algumas questoes filosoficas

4.2.1 Aristételes, De refutatione

No livro IV da Metafisica[41], Aristételes refuta a posigdo de quem aceita
contradigoes, apoiado na divisao linguagem significativa/linguagem assertiva,
segundo a qual corresponde a segunda trabalhar com a nocao de verdade
ou mentira. Quem se contradiz nao afirma alguma coisa falsa, afirma algo
sem significado. Baseados em nosso tratamento de negagoes implicitas (a
triviliade implicativa do Capitulo 3), levantamos a seguinte questdao: nao
poderiamos tratar o argumento de Aristoteles mais adequadamente em ter-
mos positivos? Poderia acontecer que o absurdo que se deriva decorra de
um tipo de negacao implicita, o que esclareceria os limites e a correcao da
sua demonstragao.

Em Metafisica IV, 4 Aristételes apresenta varios argumentos que eviden-
ciam a importancia do principio de nao contradicao. O primeiro deles,
que basta para exemplificar o uso implicito da negacdo, comeca esclare-
cendo que tipo de demonstracao pode-se desenvolver para esse principio,
desde que ele proprio é a base de qualquer demonstragdao. A rigor, nao
demonstraremos que tal principio é verdadeiro (pois esse procedimento se-
ria circular), mas mostraremos que nao é possivel supor que ele seja falso
(1006 al6-18). Ou seja, a hipdtese depende da pessoa que desconfia da va-

8Contudo, pelo menos conhecemos que tipo de complexidade teria essa construcéo: [29]
consegue mostrar que a légica positiva de primeira ordem é NP-completa.
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lidade do principio, mas nao podemos pedir para ela realizar uma assercao
verdadeira ou falsa®, mas uma assercao significativa, comunicdvel (1006 a
18-23). Portanto, Aristételes constréi uma demonstragao refutativa que
depende do objetor proferir alguma coisa com significado. Desde que as
palavras tém um nidmero finito de significados (caso contrario qualquer co-
municagao através da linguagem seria impossivel), entdo ao afirmarmos o
predicado ‘ser homem’ escolhemos um significado definido que garante a
identificacao do objeto designado (1006 a 26 - 1006 b 17). Mas se ‘ser
homem’ significa a mesma coisa que ‘nao ser homem’, entdo nao temos um
significado definido para esse predicado e, dai, ele ndo tem significado em
absoluto e, segundo a particular teoria aristotélica do significado segundo
a qual o significado de um termo corresponde a alguma caracteristica de
alguma coisa real, nao teriamos nenhum objeto no mundo que pudesse ser
designado com essa expressao, pois um objeto com propriedades necessarias
contraditérias nao pode existir (1006 b 18-34). Logo, o principio de nao
contradicao garante a prépria estrutura significativa da linguagem e, conse-
quentemente, a estrutura de qualquer demonstracgao.

Fora a referéncia a teoria essencialista do significado, o esquema formal da
prova de Aristételes distingue claramente entre a negacao na linguagem e
a negagao na meta-linguagem. Com efeito, suponhamos que estamos tra-
balhando com uma légica positiva com uma meta-linguagem nao-positiva.
Sem afirmar ou negar nada na linguagem, examinamos na meta-linguagem os
predicados que podem ser considerados significativos. O ponto de Aristételes
pode ser expresso da seguinte maneira: se a funcao que interpreta os predi-
cados na estrutura respectiva nao consegue isolar os termos que satisfazem
a um predicado daqueles que nao, entdo o predicado estd mal definido, o
que informalmente quer dizer que nao tem significado e, portanto, nao pode
ser verificado. A analogia com o argumento de Ackermann examinado na
secao 2.3.1 é estreita: as condicoes de verdade de uma proposi¢ao somente
podem ser fixadas depois de ter atribuido a ela um sentido ou significado.
Desse ponto de vista, a demonstracao aristotélica pode ser compreendida
adequadamente como evidéncia de uma condicao basica da comunicacao,
nao unicamente como a prova da validade de um principio l6gico. O ab-
surdo de quem duvida do principio de nao contradicao nao é exatamente
considerar uma proposi¢ao como ao mesmo tempo sendo verdadeira e falsa,
mas tentar falar com sentido esvaziando de sentido suas préprias palavras. O
simbolo de negacao, entao, pode ser desconsiderado como parte fundamental
desse raciocinio e, portanto, um estudo detalhado do argumento aristotélico

°Pois as assercioes verdadeiras e as falsas sio governadas pelo principio.
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a partir de uma légica positiva nao é nem impossivel nem insensato.

4.2.2 Verdade sem sinais?

Levando em conta nossa formalizacao da verdade sem sinais (nem na lin-
guagem, nem na metalinguagem), abordamos o problema, sugerido na segao
anterior, da relagao do significado e a verdade, exemplificado nos trabalhos
classicos [46] e [16]: a auséncia da negac@o coloca uma questao profunda:
como distinguir argumento verdadeiros de argumentos falsos? A verdade de
um enunciado é produto de algum tipo de teste, mas nosso teste abre mao
do simbolo para abreviar o fato de o argumento ter falhado. Qual seria o
critério para aceitarmos um enunciado? Poderiamos supor que é seu signifi-
cado (por exemplo, o fato de nao identificar nenhum objeto ou situagao, seria
uma prova da sua falsidade) e, entao, o significado dependeria das condi¢oes
de verdade (como argumenta [16]), ou poderiamos rejeitar esta visao e su-
por que, de alguma maneira, a teoria da verdade nao dé conta de aspectos
fundamentais da teoria do significado (como acontece em [46]). Em termos
deste trabalho, a ocorréncia da trivialidade seria o sinal de o argumento ser
falso e, portanto, o significado do argumento dependeria de uma condicao
implicita: a sua verdade, e esse fato apoiaria a posi¢ao de [16].

Contudo, precisamos distinguir, de novo, dois pontos de vista dos quais tal
problema pode ser abordado. De um lado, tecnicamente a teoria positiva
da verdade nao representa mais do que uma aplicacdo do método semantico
de Tarski, como apontado no inicio do Capitulo 1. Na visao com nuances
algébricos que ele propunha, a diferenca entre as légicas classica e cléssica-
positiva consiste na auséncia de uma fungao undria na matriz que intepreta
o segundo sistema.

De outro lado, a construgao do sistema de tablos no Capitulo 3 a partir
da trivialidade implicativa e a possibilidade de se atribuir uma configuragao
positiva as premissas falsas através da implicacao sao elementos instigantes
do ponto de vista conceitual desde que estamos lidando com uma teoria
que representa a verdade sem usar sinal algum. O raciocinio que desen-
volvimos recorre a sintaxe para preencher essa lacuna: a verdade de uma
proposicao depende de sua ‘forma implicativa’. Assim, mesmo sem repre-
sentacao explicita da falsidade na linguagem, a implicacao é rica o suficiente
para contornarmos a dificuldade de tratar com premissas falsas'?. Nesse
sentido, o estudo das expressoes condicionais na linguagem natural através

10De fato, é a implicacdo o dnico conectivo cldssico que consege dar uma solucio com-
pleta para esse problema, como evidencia a prova de completude proposta por Henkin e
estudada no Capitulo 1.
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de uma légica implicativa poderia satisfazer aos critérios de Davidson em
[16], em particular com relagao ao cardter recursivo que ele deseja para uma
teoria do significado aceitavel, ou seja com relagao ao fato do significado da
sentenca depender dos elementos constituintes.

Entretanto, o maior problema de tal teoria do significado seria a impossi-
bilidade de estudar outro fator importante na linguagem cotidiana: a in-
tencao de comunicar coisas diferentes usando estruturas formalmente equiv-
alentes'!. Uma possivel linha de trabalho para atender essas questdes con-
sistiria em tentar codificar expressoes cotidianas condicionais onde nao us-
amos a negacao e observar até que ponto tais expressoes sao afetadas pelo
fenomeno da trivialidade potencial, agora no contexto de palavras que nao
identificam nenhum objeto ou contetido, pois referem-se a qualquer coisa.
O estudo que propomos poderia pensar-se como uma légica do significado,
onde examinamos o poder expressivo da linguagem natural sem negacao,
determinando se tal l6gica consegue captar pelo menos em parte a idéia da
paratrivialidade no contexto da filosofia da linguagem ou se simplesmente é
impossivel trabalhar com ela fora do contexto da légica matematica.

" Como aponta Strawson em [46], pagina 105.
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Apéndice A

Apeéendice A: Axiomatizacoes
da Logica Positiva Classica

Apresentamos aqui um estudo mais detalhado das axiomatizagoes da logica
positiva classica corretas e completas com relacao a matriz 9t do Capitulo
1.

Podemos estabelecer dois tipos de axiomaticas com as propriedades requeri-
das das apresentadas na literatura especializada (em particular [48], [49],
[50], [26],[17], [20] e [6]), as de trés axiomas (por exemplo a de [26]) ou as de
um unico axioma (consideradas em [48] e [50]). Vamos acolher essa ordem
de exposicao no que segue.

A.1 Axiomaticas com trés elementos

A primeira axiomaética considerada na literatura especializada é a do Capitulo
1 que, apesar de ser apresentada por Tarski e Lukasiewicz é conhecida como
Tarski-Bernays por serem estes os que a introduziram originalmente (vide
[48] pagina 52 e [49], pagina 296):

Al. o — (8 — «)

A2, (a—f)— ((B—=7) — (a—"7))
A3. ((a—)ﬁ)%(})—)a

Outra axiomatica bastante explorada por nés é a introduzida por Henkin
em [26], que consta das seguintes férmulas:
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Hl. a — (0 — «)
H2. (o« — () = [(a = (B— 7)) = (o — )]

H3. (@ —7) = [((a = 8) =) — 1]

Também estudamos no Capitulo 1 a axiomética considerada em [17], cujo
fragmento puramente implicativo consta dos seguintes elementos:

Ax1l. a — (8 — a)

Ax2h. (o — (B —7)) = [(a = f) = (a =)
Ax3L. (0 — ) — a) — a

Existe outra opcao em [20]:

El a— (8 — )

E% (a— (B —17) = [(a—pB) = (a—7)]

E’. (a—7) = [(B—=7) — (= B) = B) = )]

Por tltimo, em [6] s@o consideradas pelo menos quatro axiométicas partindo

de

1. a— (f— «)

2. (a—=(B8—17) = [la—=p)—(a—7)

e establecendo equivaléncias entre os seguintes axiomas

3. (@ — pB) = a) — a (Lei de Peirce))

1

4. (& =) = [((¢ = ) — ) — ] (Principio Campinas)
5. aV (o — f) (Lei de Dummett)
6. (—a) —a)— (aVp) (o Principio Ghent)

O primeiro passo ao examinar essas axiomaticas todas consiste em estabe-
lecer a funcao de cada um dos elementos que as constituem, para, depois,
demonstrar a equivaléncia entre axiomas. No que diz respeito ao primeiro
item podemos observar que, em geral, temos dois axiomas que garantem a
demonstracao do Teorema da Deducao e outro usado na demonstracao do
Teorema de Completude. O primeiro grupo consta das seguintes férmulas

1O nome de “Principio Campinas” e “Principio Ghent” sdo introduzidos nesse artigo
com o intuito de gerar uma discussdo dos axiomas da ldgica positiva cléssica.
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Al. a— (B—a) e
H2. (@ — f) = [(a = (8 —7)) — (@ —7)] ou
Ax2F. (o= (B —1)) = [(a = B) = (o — )]

No caso de [48], porém, a situagdo é um pouco diferente pois para provar
o Teorema da Deducdo precisamos dos trés axiomas (vide Lema 1.1.9 e
Teorema 1.1.10).

Para obtermos o Teorema de Completude temos as seguintes opcoes

A3. ((a—p) —a)—«

H3. (o — 7) — [((a = ) = ) — 7]

E’ (a—7)—=[B—=7) = ((a—=p5)—p) =)
LD. aV(a— 3)

PG. (8 —a) = a) = (aVp)

Supondo que ja& demonstramos o Teorema da Dedugao (TD), provamos a
seguir as equivaléncias entre axiomas, comecando por A2 — Ax2”

A2 — Ax2F
Dem.: Vide Lema 1.2.5

Ax2l — A2

Dem.:

1. a—p [Hip]

2. [B—7 [Hip]

3. B=v—(a—=(B—7) [Ax1*]

4. a—(B—7) [MP 2 e 3]
5. (a—=(B—7)—la—p)—(a—7)] [Ax2"]

6. (a—p)— (a—7) [MP 4 e 5]
7. a—y [MP 1 e 6]
8. a—0,—vkFa—~y [De 1, 2e 7]
9. a—=pFFB—7) —(a—7) [TD §]
10. (a—=pB)=((B—=7) —(a—7)) [TD 9]

Vamos demonstrar A2 < H2

A2 — H2
Dem.: Vide Lema 1.2.6
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Demonstramos H2 — A2
Dem.: Anéloga a da equivaléncia anterior, mudando dnicamente a or-
dem na aplicagao de MP, ou seja, os passos 5 a 7.

A equivaléncia Ax2 «— H2 é trivial, desde que vale o Teorema da
Deducao e a prova depende da ordem na aplicacao de MP.
Provamos agora A3 «— H3

A3 — H3

Dem.: Vide Lema 1.2.4

H3 — A3?

Neste caso, precisamos demonstrar antes (id) = @ — « usando H1 e H2.

L (a—=([@=a)=a)—=a—(a—a)—(a—a) [Ax2"]

2. a— (a—a)—a) [A1]

3. (a—=(a—a))—(a—a) [MP 1 e 2]
4. a— (a—«q) [A1]

5. a— « [MP 3 e 4]

Usando este resultado
1. (a—a)—[((a— ) —a)—a] [H3]
2. ((a—=p)—a)—a [MP (id) e 1]
Estabelecemos agora A3 « E3
A3 — B3
Dem.: Vide Lema 1.2.5
E3 — A3
Para demonstrar este fato precisamos da Lei da Absorgao (abs) = (o —
(o — B)) — (v — (3), uma prova alternativa da qual apresentamos a seguir

L ao(a—p) Hip)

2. « [Hip]

3. a—f [MP 1 ¢ 2]
4 8 [MP 2 e 3]
5. a— (a—f0), akp [De 1, 2 e 4]
6. a—>(a—pB)Fa—p [TD 5]

7. (a—(a—p)—(@—B) [TD

Usando este resultado

*Bsta prova faz parte de [6].

97



S o W=

[((a = B) = ) = (((

a) = [((a = (@ = B)) —

B) —(a—p) —a

7 ((@=p)—a)—a
Demonstramos agora E3 « H33

H3 — E3
Dem.: 4
1. a—7vy
2. B—ovy
3. (a—p)—8
4. (a—p)—~y
5. (a—=7) = [((a—=pB)—7)—1]
6-(@%ﬁ%¥ﬂﬁv
7.
8. oz—>%ﬁ—>% (a—pB) = BFy
9. a—7v, B—=9F({(a—=p)—08)—~
10. a—=vF(B—79) —I[((a—8)—p8) —1]
1. (a—=7)=[B—=7) = ((a—=8)—=B) =)

E3 — H3

a—(a—p)—
(a—=p)—d

(@ = p)) — )]

(Hip]
£
[Mp 2 e (id)]
[Mp 3 e 1]
[Mp 4 e (abs)]
[De 1 e 5]
[TD 6]

[Hip]

[Hip]

[Hip]

[Mp 2, 3 e A2]

[H3]

[Mp 1 e 5]

[Mp 4 e 6]

[De 1, 2,3 e 7]

[TD 8]

[TD 9]

[TD 10]

Dem.: Desde que E? — A3, podemos inserir aqui a prova do Lema 1.2.4
Restam por examinar dois axiomas possiveis (LD e PG) que usam da
disjuncao e por essa razao precisamos introduzir trés axiomas nao estrita-
mente implicativos que envolvem a disjuncao:

Ax4l. o — (BVa)

Ax5E. o — (aVB)

Ax6L. (o —v) —

(B — ) —

((aVB) = )]

Com essas novas ferramentas, vamos demonstrar A3 < LD

A3 — LD Dem.: Vide Capitulo 1, secao 1.3.2, pagina 31.

Dem.:

3BEsta demonstracio faz parte de [6].

“Idem.
5Idem.
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I (0—B)—a [Hip)

2. a—p [Hip]

3. « [MP 1 e 2]

4. (a—=p)—a, a—fFa [De 1, 2 e 3]

5. a—=0F(a—p) —a) -« [TD 4]

6. (@ —p)—[((a—pB)—a)—a [TD 5]

7. a—[((a—pB) —a)—a [A1]

8. (aV(a—p) = (((a—B) —a)—a) [Axble MP 6 e 7]

9. (a—p)—a) —a«a [MP LD e 8]
As equivaléncias LD < H3 e LD « E? sdo resultado das equivaléncias
anteriores.

A.2 O caso do Axioma A1l

Em [50], Lukasiewicz examina o axioma Al (que faz parte de todas as axio-
maticas estudadas na secao anterior) e, generalizando uma idéia de Wajs-
berg, conclui que esta férmula é um caso particular do esquema®

a— (¢ — 1)

ao demonstrar Al a partir de A2, A3 e do referido esquema. Este esquema,
porém, tem de ser usado com a ressalva de que o resultado da substituicao
de ¢ e 1) deve produzir uma férmula com valor distinguido, ou seja, a sub-
stituicao deve gerar uma tautologia.

As colocagoes de Lukasiewicz sdo importantes para nosso trabalho por duas
razoes. Por um lado, aplicando o esquema proposto obtemos outras ax-
iomaticas completas da légica proposicional positiva classica trocando Al
por

A1, a — [(a — B) — (] ou

A1”. a—[B— ((a—7) — B =),

por exemplo. Por outro lado, o autor examina o caso onde a substituicao
gera uma férmula contingente (nao-tautolégica) através de consideragoes a
respeito do que, em nosso jargao, seria uma teoria trivial positiva. Por
exemplo, se tomarmos ¢ = « e ¥ = [, terlamos como axioma a férmula
a — (a — () que nao é tautologia e dai gera qualquer férmula, em particu-
lar A1. O ponto instigante aqui é a proposta de prova da trivialidade que

50nde « é varidvel e ¢ e ¢ denotam, respectivamente, o antecedente e o consequente
de um condicional.
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Lukasiewicz apresenta a partir desse ‘axioma’:

Suponhamos que @ — (o — [3) seja o caso. Entdo, se tomarmos a como
sendo o — (o — f3), teremos por substituicio a — (o — ) — [(@ — (o —
B)) — B] e por MP com a hipétese, obteremos (@ — (o — 3)) — [ e,
repetindo o processo, deduzimos § para 3 qualquer, ou seja, chegamos em
uma teoria trivial. Observamos que Curry necessita de o < (o — () que,
por defini¢do é o — (o — f) A (¢ — ) — « para obter a trivializagao
e Lukasiewicz somente precisa a — (a0 — f3), ou seja, ainda menos que
Curry. Podemos propor, entao, que a objecao de Curry (de 1942) foi revista
por Lukasiewicz em 1948, apesar de que aparentemente nao hé mencao de
Lukasiewicz sobre isso. Salientamos, ainda, que essa abordagem a trivia-
lidade positiva nao precisa assumir como hipdtese nem F @ — « nem a
Lei da Absor¢ao, mas mostra por que nao podemos assumir certas férmulas
como axiomas. Para Lukasiewicz o problema encontra-se nao exatamente
na Lei da Absorcao, mas na escolha de & — (o — 3) como axioma. Nesse
caso, o problema é da prépria logica, nao da teoria matemética que ela visa
representar, diferentemente do argumento de Curry.

A.3 Axiomaticas com um unico elemento

Em [50] sao consideradas 5 axiomédticas de um tdnico elemento e é demon-
strada a equivaléncia de I com Al, A2 e A37. As axiomdticas estudadas
Sa0:

L ((a=p8)=7) =0y —=a)= (6 —a)

IL [0 — (¢t = 0) = (e = B) =) = 8) = ((B— ) = (a = 0)) = n)] —n
IL ((a—pB) = ((v—=08) = n) = [ = (v =) =) = (@ —1) = (6 = n))]
V. (0= 0) = (y=0) =n—((6 = a) = (v = a))]

V.(la=p8)—=0—=08) =0 —=a)=n—(v—a))

"Os axiomas I e II ji tinham sido introduzidos por Tarski e Lukasiewicz em [48] e
Wajsberg em [53], respectivamente. Wajsberg demonstra, ainda, a equivaléncia de II com
Al, A2 e A3.

100



Apéndice B

Apendice B: A
independéncia dos axiomas
de Henkin

Como complemento das tabelas introduzidas na Secao 1.2.3, apresentamos
aqui a justificativa das provas de independéncia de H1, H2 e H3.

B.1 Hi

Temos, pela atribuicao h*:
H1. h*(a) =3 e h*((B — a)) =0e, dai h*(a — (8 — a)) =0

H2. i*(a — B) =1, h'(a — (8 — 7)) = 0 e h*(a — 7) = 0. Logo,
(e = (8—7)) = (@—=7)) =1e dal, i*((a = §) = [(« = (6 —
7)) = (@—=7)]) =1

H3. h*(av — 7v) = 0 e, entdo, em qualquer caso, h*((a — v) — [((a —
f) =) =D =1

B.2 H2

Temos, pela atribuicao h':

H2. W(a — 3) =1, (o« - (8 — 7)) = 1e W(a - v) = 3. Logo
W((a—(8—7) = (@=7)=

1) = (@ =) =3
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H1.

H3.

W(B— a)=1e,dai, (o — (8 — a)) = L.

W(a—7) =3, Wa—p)=1eh'((a > B)—~) =0 logo h'(((a —
B) =) =) =1e, dai h((a =7) = [((a = ) = 7) =1]) =1

B.3 H3

Temos, pela atribuicao h”:

H3.

Hi1.

H3.

Wi — ) =1, i(a — B) = 0 e h'((« — ) — ) = 1. Logo
h'(((a = B) =) =) = fracl2 e, daf, 1" ((a — 7) — [((a = B) —

v) =) =3

(B — a)=1e, dai, V(o — ( — a)) = 1.

W' (a — f) = 0e, dai, (0 = ) = [(a = (B = 7)) = (@ = )]) =
1.
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