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WSTEP

Szanowni Panstwo,

mam zaszczyt i przyjemno$¢ zaprosi¢ Panstwa do lektury monografii
pt. ,,Zastosowanie Wybranych metod i narzgdzi ilo$ciowych w naukach ekonomicznych,
finansach i informatyce”. Jest ona dzietem zbiorowym dziesi¢ciu autorow — pracownikow
dydaktyczno-naukowych Panstwowej Uczelni Zawodowej im. prof. Stanistawa Tarnowskiego
w Tarnobrzegu i powstata dzigki merytorycznemu i opiekunczemu wsparciu Pana Rektora
prof. ucz. dra hab. Pawta Maciaszczyka.

Jestem przekonana, ze kazdy — posrdd rozdziatdéw zaréwno z matematyki i statystyki,
czy finansow, jak i informatyki — znajdzie co$ ciekawego i przydatnego.

Catos¢ rozpoczyna teoretyczny rozdzial matematyczno-statystyczny. Jego istota
i charakter jest odmienny, od pozostalych dziewigciu rozdziatlow praktyczno-
specjalistycznych. Prezentuje on aparat matematyczno-statystyczny niezbedny do
zrozumienia tresci kolejnych kierunkowych juz rozdziatow monografii. Tresci merytoryczne
tego rozdziatu nie sg zaprezentowane w formie systematycznego wyktadu, czy prezentacji, ale
przedstawiaja jedynie sygnalnie i syntetycznie pojecia, definicje, twierdzenia oraz zasady
I metody, ktore stanowia fundament ich zastosowan w naukach ekonomicznych, finansach
oraz informatyce.

Rozdziaty: od drugiego do dziesigtego sg Kierunkowymi rozdziatami
specjalistycznymi i prezentujg rdézne Kkierunki praktycznych zastosowan metod
matematycznych i statystycznych, czyli ilosciowych.

Rozdziaty: drugi i trzeci dotycza zarzadzania finansami. Przy czym pierwszy z nich
dotyczy naliczania odsetek w banku od dyspozytorow kredytow i obligacji. Kolejny zas
traktuje o metodach oceny ekonomicznej efektywnosci projektow inwestycyjnych
i produkcyjnych oraz zawiera analiz¢ wrazliwosci wybranych wskaznikéw finansowych na
zmiany czynnikow je tworzacych.

Rozdziat czwarty prezentuje podstawowe informacje i zasady korzystania z arkusza
kalkulacyjnego na przyktadzie programu MS Excel wraz z oméwieniem wybranych funkcji
finansowych.

W rozdziale pigtym omoéwione sg wybrane narzedzia wspomagajace przetwarzanie
danych informacji, jakimi sg systemy SAS wykorzystywane przede wszystkim w interakcjach
gospodarczych oraz w procesie dydaktycznym na uczelniach wyzszych.

Modele zachowan konsumenta, idea aproksymacji oraz wybrane mikroekonomiczne
funkcje popytu zostaty — wraz z przyktadami — omowione W rozdziale szostym.

W rozdziale siodmym czytelnik znajdzie opis dziatan podejmowanych przez firme
w celu optymalizacji jej finansowego i gospodarczego funkcjonowania w okresie niepewnosci
rynkowej na przyktadzie pandemii COVID 19 i konkretnego przdsigbiorstwa.

Dwa kolejne rozdzialy: 6smy i dziewiagty sa ze sobg $cisle zintegrowane. Oba one
dotycza niedookreslonych uktadow rownan liniowych. Pierwszy z nich — o charakterze
teoretycznym — poswigcony jest rozwazaniom dotyczacym wykorzystywaniu rachunku
macierzowego do rozwigzywania niedookreslonych uktadow rownan liniowych. Kolejny zas



przedstawia praktyczne zastosowanie teoretycznych kwestii rozdzialu poprzedniego
do okreslenia wyceny wartosci rynkowej nieruchomosci.

Monografi¢ konczy rozdziat dziesiaty dotyczacy wybranych narzgdzi wspierajacych
proces sprzedazy ushug finansowych wraz z prezentacja prognoz stuzacych zminimalizowaniu
ryzyka i btedow w procesie planowania sprzedazy w organizacji.

W  wigkszoSci rozdzialow zawarte sg rozwigzane przykladowo zadania
Z wyczerpujgcym komentarzem objasniajgcym.

Niniejsza monografia sktada si¢ z dziesieciu rozdziatow, jednak — zdaniem autorow —
tematyka zastosowania metod ilosciowych nie zostata w niej wyczerpana. Totez planowana
jest kolejna czgsc tej publikacji zawierajaca kontynuacje podjetego i aktualnie rozpoczetego
tematu.

W imieniu catego zespotu autoréw zycze¢ Panstwu owocnej lektury.

Z wyrazami szacunku
Maria Borowska



Maria Borowska, Igor Britchenko

Rozdziat pierwszy

APARAT MATEMATYCZNY I STATYSTYCZNY

Motto:
Swiat, W ktérym Zyjemy jest swiatem wzglednej
stabilnosci | porzgdku. Jest w nim trudny
do zmatematyzowania element fantazji widoczny
W rozwoju naszych uczué, czy w locie lisci gnhanych
jesiennym wiatrem.
(Jozef Zycinski — abp, profesor filozofii)
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Wprowadzenie

Tytul Rozdzialu pierwszego wyraznie wskazuje na jego zawarto$¢ treSciowaq.
Zaprezentowane W nim sg matematyczne i statystyczne pojecia, definicje, twierdzenia, zasady
I metody konieczne i niezb¢dne do wilasciwego odbioru, zrozumienia i efektywnej lektury
nastepnych rozdzialow, w ktorych zastosowany jest ten ilosciowy fundament do réznych
dziedzin wiedzy — zgodnie z tytutem monografii.

Rozdziat podzielony jest na tematyczne podrozdziaty, a te z kolei na zwigzane z nimi
odpowiednie moduty.

Prezentowane sygnalnie tresci ujete sa Syntetycznie i schematycznie — najczgsciej
w formie zwartej tabelarycznej z wykorzystaniem poréwnan i rozumowania przez analogie.

Wybrane zagadnienia sg ilustrowane licznymi przyktadami rachunkowymi wraz
Z rozwigzaniami opatrzonymi wyczerpujacym komentarzem wyjasniajacym.
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1.1.

1.1.1.
1.1.2.
1.1.3.
1.14.

Informacje o jezyku matematycznym

Zdania logiczne

Budowa twierdzen matematycznych
Modelowanie — pojecie modelu
Pojecie kwantyfikacji
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1.1. Informacje o jezyku matematycznym
1.1.1. Zdania logiczne

Zdanie (w logice) jest to wyrazenie W trybie orzekajacym, ktore (w logice
dwuwarto$ciowe;j) jest: albo prawdziwe — ma wartos¢ logiczng 1, albo falszywe — ma warto$¢
logiczng 0.

Zdania ztozone:

. [
negacja: (nie)
koniunkcja: p {S g

: %

alternatywa: p (1) q
- - - . :
implikacja: p © q
roOwnowaznosc: P = q

(wtedy i t(yEI)ko wtedy)
Uwaga:

(1)  ukiad np. zdan: {CF]) oznacza koniunkcj¢: pAQ

) {szg}z(pc»q),czyli: [(p=a)Aa(a=p)]=(p<=q)

1.1.2. Budowa twierdzen matematycznych

Na ogot twierdzenia w matematyce maja postac¢ implikacji:

(poprzednik implikacji) (nastepnik implikacji)
(warunek wystarczajacy dla q) (warunek konieczny dla p)

W twierdzeniach majacych postac¢ implikacji ( p=0q):
— poprzednik implikacji, to zatozenie twierdzenia,
— nastgpnik implikacji, to teza twierdzenia.

Czyli: P =9

zalozenie teza

Niekiedy utozsamia si¢ stowo: twierdzenie ze stowem: teza, a zatozenia sg przeliczane.

12



Oto rodzaje twierdzen na schemacie kwadratu logicznego:

<—tW|erdzen|e odwrotne —— -

TN

twierdzenie przeciwne rownowazno$é twierdzenie przeciwne

l

(| «— twierdzenie odwrotne —» |l =11 p

%4—

p

Niektore twierdzenia matematyczne majace postaé rOwnowaznosci:

(wtedy i tylko wtedy)

nazywaja si¢ one warunkami WKW, czyli warunkami koniecznymi i wystarczajacymi.
1.1.3. Modelowanie!

Jest to budowanie modelu — pewnego uproszczonego obrazu fragmentu

rzeczywistosci. Modelowanie w matematyce, to uzycie jezyka matematyki do opisania
zachowania pewnego uktadu, np. biologicznego, mechanicznego, elektrycznego. Modelem
matematycznym jest np. uktad rownan (rézniczkowych), czy funkcja opisujaca zwigzek
zmiennej zaleznej od zmiennych niezaleznych. Modelowanie matematyczne stuzy do
matematyzacji roznych dziedzin nauki i zycia codziennego.
Modelowanie ekonometryczne polega na budowaniu modelu ekonometrycznego (formalnego
matematycznego zapisu) opisujacego prawidtowosci I powigzania migdzy okreslonymi
wielkosciami ekonomicznymi. Model ekonometryczny pozwala tez dokona¢ wyboru
optymalnych rozwigzan.

Etapy budowania modelu ekonometrycznego:

l. Okreslenie celu budowy modelu.

. Wybdr zmiennej objasnianej i potencjalnych zmiennych objasniajacych.

I1l.  Zbieranie danych statystycznych.

IV.  Dobér zmiennych majacych istotny wpltyw na zmienng objasniang (eliminacja
zmiennych o niskim wspotczynniku zmiennosci).

V. Wybor analitycznej postaci modelu.

VI.  Estymacja parametrow modelu.
VII.  Weryfikacja modelu.
VIII. Zastosowanie zbudowanego modelu do celéw diagnostycznych i/lub prognostycznych.

! Ostoja-Ostaszewska A.: Matematyka w ekonomii Modele i metody, Wydawnictwo Naukowe PWN, Warszawa
20086, s. 144, 205, 253.
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Inne pojecia zwigzane z modelowaniem:

Model zarzadzania organizacja.

Model zarzadzania zasobami ludzkimi.

Model liniowy, nieliniowy.

Model mieszany (w jezyku programowania SAS).
Model probabilistyczny.

1.1.4. Pojecie kwantyfikacji

KWANTYFIKATORY?

ogolny, szczegotowy,

uniwersalny, rodzaje egzystencjalny,
duzy
»dla kazdego x ...” »istnieje X ...”
Hkazdy x ...” »pewien X ...”
vx...; A Elx,\/
Uwaga:
Symbol 3 !... - oznacza: ,,istnieje doktadnie jeden x ...”.

Poprzedzajac form¢ zdaniowa kwantyfikatorem otrzymujemy nowa forme¢ zdaniowa lub
zdanie, np. twierdzenia matematyczne. Czynno$¢ ta nazywa si¢ kwantyfikacja.

KWANTYFIKACJA

rozne rozumienie

matematyka W rénych zarzadzanie wiedzg
dziedzinach
wiedzy
poprzedzanie zdania ilosciowe przedstawianie
logicznego kwantyfikatorem, zjawisk ujmowanych
czyli formutowanie definicji jakosciowo (np. gospodarczych,
| twierdzen matematycznych. ekonomicznych),

czyli mierzenie, zliczanie.

POJECIA POKREWNE KWANTYFIKACJI

klasyfikacja, kwalifikacja,
to systematyczny podziat to zaliczenia osob, przedmiotow
wg okreslonej zasady lub zjawisk do okreslonej kategorii
(segregowanie). — po wczesniejszej jakosciowej

ocenie (warto§ciowanie).

2 Empacher A.B., Sep Z., Zakowska A., Zakowski W.: Maly stownik matematyczny, Wiedza Powszechna,
Warszawa 1997, s. 139.
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1.2.  Liczby, procenty, obliczenia finansowe

1.2.1. Zbior liczb rzeczywistych i jego podzbiory
1.2.2. Pojecie procentu

1.2.3. Typy zadan na procenty

1.2.4. Ciag arytmetyczny i geometryczny

1.2.5. Przyszia warto$¢ pienigdza

1.2.6. Kapitalizacja odsetek

1.2.7. Operacja oprocentowania

1.2.8. Procent prosty

1.2.9. Procent sktadany

1.2.10. Poréwnanie procentu prostego i sktadanego
1.2.11. Rachunek dyskontowy

1.2.12. Przyktady rachunkowe dotyczace obliczen bankowych
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1.2. Liczby, procenty, obliczenia finansowe

1.2.1. Zbiér liczb rzeczywistych i jego podzbiory?

[ - zbior liczb rzeczywistych (interpretacja geometryczna: o$ liczbowa —t )
0, ={xel x>0}; 0 _={xel :x<0}
:0/, Z A 7 ;0
0, =(0,+») 0 _=(-»,0)

[ - zbidr liczb wymiernych (rozwinigcie dziesietne skonczone lub nieskonczone i okresowe)
[ - zbiér liczb catkowitych ({...,-2,-1,0,1,2,...} =—*—*———>

0o ={..,—2-1 0, ={1,2,3,..} =0
[ - zbior liczb naturalnych ({0,1,2,...} ——+—+—>—=—>)

], - zbidr liczb porzadkowych ({1, 2,3,...} o>

+ 1 2 3

+

" - zbidr licz niewymiernych (rozwinigcie dziesi¢tne nieskonczone i nieokresowe)

Spostrzezenia:
0 =0, {0},
Uclclcl
1nl'=g
0=0wu0’
0 =0_u{0jul,

Rozwinig¢cie dziesi¢tne

/\

skonczone nieskonczone 1 nieokresowe
lub nieskonczone i okresowe

3 Borowska M.: MATEMATYKA Materiaty pomocnicze dla studentéw do nauki matematyki, Wydawnictwo
Diecezjalne i Drukarnia w Sandomierzu, Stalowa Wola 2015, s. 20-21.
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Inne podzbiory zbioru liczb rzeczywistych to przedziaty liczbowe:

AR

N

—0 a

(-o0.2)

™ NN

—0

S

<a?+oo)

M

Q
L A4

a

(-0.a)

AR

+00

a b

(@)

AR

a —+00
(a,+oo)
AR

a b

(a;b)

1.2.2. Pojecie procentu

1% azi a;
100

b
(a;b)
Aty

0 =(—oo;+oo)

1% catosci = 1 cze$¢ calosci
100

P
100

1.2.3. Typy zadan na procenty

Oblicz p% liczby A.

Rozwigzanie:

PUA=-A
Np. Oblicz 43% liczby 2021.

Rozwigzanie:

43%2021=2.2021=

100

= 890 — 869,03

100
Odpowiedz: 43% liczby
2021 wynosi 869,03.

Uwaga:
Jezeli p% <100%, to p%
danej liczby jest mniejsze od tej
liczby.

Jakim procentem liczby A jest
liczba B ?

Rozwiazanie:

p%A=B

— 100B
P="%

Np. Jakim procentem liczby
2021 jest liczba 1952.
Rozwigzanie:

p%2021=1952
w5 - 2021=1952

— 1952100

2021

p = 185200
2021

p =96,59
Odpowiedz: Liczba 1952
stanowi 96,59% liczby 2021.

Uwaga:
Jezeli A>B,to p% <100%.

pa=——a

b

(a;b)

Znajdz liczbe A, ktorej p%
jestrowny B.

Rozwigzanie:
A - szukana liczba
p%A=B
% A=B

__100B
A= p

Np. Znajdz liczbe, ktorej 65%
jest rowne 2021.
Rozwigzanie:

2 A=2021

100

— 2021100
A= 65

— 202100
A= 65

A=3109,23

Odpowiedz: Jest to liczba
3109,23.

Uwaga:
Jezeli p% <100%, to szukana
liczba A jest wicksza B .

17



1.2.4. Ciag arytmetyczny i geometryczny?*

Ciag arytmetyczny Zagadnienia Ciag geometryczny
a=A a=G
{aml =a, +r definicja rekurencyjna {am =a, -q
r - roznica (stala) q - iloraz (staly)
a,=a,+(n-1)r wzOr ogdlny a,=a-q""
na,; =1
s, = a +a, n suma n -pocz’qtkowych S, =1 1-q"
2 wyrazow a g ;=1

zastosowanie w matematyce

. . Oprocentowanie ztozone
finansowej

Oprocentowanie proste

1.2.5. Przyszla warto$¢ pienigdza (Future Value — FV)°

Warto$¢ pienigdza jest funkcja czasu. Konsekwencjg zmiennej wartosci pienigdza
W czasie jest to, ze przy podejmowaniu réznych dziatan finansowych, zachodzi konieczno$é¢
porownywania Kwot pieni¢znych pochodzacych z rownych okresoéw.

Oznaczenia i pojecia:
K, - kwota poczatkowa, kapitat,
b - baza cato$¢ «>100%,
C - cze$¢ catoscei,
p - stopa procentowa (odsetkowa) — liczba, o ktérg wzrasta kapital, procent czgsci C
w bazie b:
p ¢
100 b
K, - kapitat koncowy — to kapitat poczatkowy powigkszony 0 odsetki,
D - dochdd, jako réznica miedzy kwotg koncowa, a poczatkowa,
d - odsetki, to wielko$¢ doliczana do kapitatu:

_P oy
100

1.2.6. Kapitalizacja odsetek
—to doliczanie dochodu (odsetek) do kapitatu.

1.2.7. Operacja oprocentowania
— shuzy poszukiwaniu przysztej wartosci pienigdza i polega na ustaleniu kwoty, do jakiej —
po okreslonym czasie — wzro$nie kapital poczatkowy.

4 Tamze, s. 185.
5 Tamze, s. 186.
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1.2.8. Procent prosty®

— to sposob oprocentowania kapitatu K, polegajacy ma tym, ze odsetki (procent) sa naliczane
od stalej kwoty kapitalu poczatkowego K, proporcjonalnie do dlugosci czasu
oprocentowania. Wtedy kapital koncowy obliczany jest wg wzoru:

K, = Ko +155 Ky -n =Ky (1+ 551,
gdzie:
K, - kapitat poczatkowy,
p - oprocentowanie za jeden okres naliczania odsetek,

n - liczba okresow naliczania odsetek,
K, - kapitat z odsetkami po n okresach (latach).

Uwaga:
Kwoty: K,, K, K,, ..., K, tworza ciag arytmetyczny skonczony 0 roznicy: r =5 K,.
Odsetki za okres
1-go roku N miesiecy t dni
P-Ky P-K, n PK, t
100 100 12 100 360

p - oprocentowanie (stopa procentowa)

1.2.9. Procent skladany’
— to sposob oprocentowania kapitatu K, polegajacy na tym, ze dochod w postaci odsetek

(procent) jest doliczany do kapitatu (stanu konta) i procentuje wraz z nim w nastgpnym
okresie (roku). Wtedy kapital koncowy obliczany jest wg wzoru:

K, =K, (1+5) .
gdzie:
K, - kapitat poczatkowy,
p - oprocentowanie za jeden okres naliczania odsetek (ustalona stopa procentowa),

n - liczba okreséw naliczania odsetek,
K, - kapitat z odsetkami po n okresach.

Uwaga:
Kwoty: K,, K, K,, ..., K, tworza ciag geometryczny skonczony o ilorazie: ¢ =(1+ %)
zwanym czynnikiem procentowym. Zatem:

Ki+l = Ki +iKi = Ki (1"'%) )

100
—
q

dlai=12,...,n.

6 Podgorska M., Klimkowska J.: Matematyka finansowa, Wydawnictwo Naukowe PWN, Warszawa 2006, s. 13-
14,
" Tamze, s. 67-83.
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Jezeli kapitat K, umieszczony jest na koncie na n okresow przy zmiennej stopie
procentowej p;, dla i€{1,2,...,n}, to kapital koncowy K, po uptywie n okreséw obliczany
jest wg nast¢pujacego Wzoru:

K, = Ko (L+ 5 ) (L+ 2% ) (1+ 3% ). (1+ 35 ).
gdzie:
0 =1+3%; 0, =1+1%; G, =1+75; ...; 4, =1+15 sa zmiennymi czynnikami procentowymi.
Ponadto, gdy stopa procentowa p dotyczy okresu rocznego, a odsetki sa doliczane k -krotnie

w ciggu roku (np. co kwartal: k =4), to do obliczenia kapitalu uzyskanego w ciggu n lat,
stosujemy wzor:

Oto zwigzek podokresow stosowanych w praktyce z parametrem K :
dla potrocza — k =2,

dla kwartalu — k =4,

dla miesigca — k =12,

dla tygodnia— k =52,

dla dnia— k =365 (lub 360),

dla 7 tygodni — k =2,

dla 19 dni — k =32 (dla roku bankowego) lub k =22 (dla roku kalendarzowego).

1.2.10. Poréwnanie procentu prostego i skladanego

Procent prost Procent sktadany
(dochod w osFt)aci gdsetek (odsetki po roku lub po
L /P Zmianv kapitatu innym okresie oszcze¢dzania

nie jest doliczany do wktadu miany kapita o2y state: Stopie
i nie procentuje wraz z nim w poczatkowego K, przy s eJd P
nastepnym okresie procent‘owej_— Sq dopisywane
oszczedzania) do kapitatu i procentuja wraz
¢ Z nim W nastepnym okresie)

K, =K (1+ io) Kapitat po 1 okresie K, =K (1+ 100)

K, = Ky (1+2-5%5) Kapital po 2-ch okresdach K, =K, (1+ 100)
K, =K, (1+ n %) Kapitat po n okresach K, =K, (1+ %)

Kapitalizacja odsetek, to proces dopisywania (doliczania) odsetek do kapitatu.
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1.2.11. Rachunek dyskontowy?

Dyskontowanie — obliczanie kapitatu poczatkowego K, na podstawie znanego kapitatu
koncowego K, . Jest to dziatanie odwrotne do oprocentowania. Réznice miedzy kapitatem
koncowym, a poczatkowym nazywamy dyskontem (D).

D=K, -K,

n

Dyskontowanie proste:
Wzdr na obecng wartos¢ K, pienigdza po n latach przy oprocentowaniu prostym:

- K
Kapitat poczatkowy: Ky=—2—
1+n-35
K .n--&
Dyskonto D= _“n" "0
1+n--

100

Dyskonto skladane:
Wzor na obecna warto$¢ K, pieniadza, ktory po n latach przy rocznym oprocentowaniu

w wysokosci p% rocznie z roczng kapitalizacja ma warto§¢ K, :

Ko = —1—
(1+%)

1.2.12. Przyklady rachunkowe dotyczace obliczen bankowych

P1.)

Pewien pozyczkodawca ustalit nastgpujace warunki kredytowe: przez 2 lata nalezy sptacac co
miesigc 1% pozyczonej kwoty, przy czym w ostatnim miesigcu oprocz odsetek trzeba oddaé
calg pozyczong kwote. Oblicz, jakg sume trzeba bedzie wptaci¢ pozyczkodawcy w ciaggu 2 lat,
jesli na tych warunkach zaciagniemy kredyt wysokosci 10 tysigcy ztotych.

Rozwigzanie:
K, =10000zt, p%=1%, n=24, K,, - suma do sptacenia po 24 miesigcach
K,, =10000+0,01-10000- 24 =10000 + 2400 =12400

(procent prosty)

Odpowiedz: Suma wptat siega 12400zt.

P2.)
Na konto o oprocentowaniu 1% w skali roku wptacono 10000zt. Oblicz stan konta po uptywie
2 lat, jesli wlasciciel konta nie bedzie dokonywal zadnych wptat, ani wyptat.

8 Sobczyk M.: Matematyka finansowa, Agencja Wydawniczo-Poligraficzna PLACET, Warszawa 2007, s. 42-49.
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Rozwiazanie:
K, =10000zt, n=2
K, =10000-(1,01)° =10201zt

(procent sktadany)

Odpowiedz: Po 2-ch latach na koncie bedzie 10201zt

P3.

Obl)icz zysk po roku oszczedzania 1000zt w trzech roéznych bankach, w ktorych okres
kapitalizacji i stopa procentowa jest nastepujaca:

| bank — 1 roki p%=8%

Il bank — pot roku i p% = 4%

[l bank — jeden kwartat i p% =2%

Rozwigzanie:
Stan konta po roku oszczedzania wynosi:
w | banku: 1000-1,08 =1080zt

w 11 banku: 1000-1,04% =1081, 60zt

w 11 baku: 1000-1,02* =1082, 43zt
Odpowiedz: Zysk wynosi:

w | banku: 80zt

w Il banku: 81zt 60gr

w 11 banku: 82zt 43gr

P4.)
Oblicz zysk, jaki przyniesie kwota 1000zt umieszczona przez 20 dni na rachunku a vista
(ptatno$¢ na kazde zadane) oprocentowanym 0,5% w skali roku.

Rozwiazanie:
20 dni, to 2% = -t roku bankowego (rok bankowy ma 360 dni).

Zysk wynosi: 0,5%-1000- 3 ~ 0,28zt = 28gr
Odpowiedz: Zysk jest rowny 28gr.

P5.)

Jaka kwota bedziemy dysponowac¢ po roku, wplacajac na roczng lokate 4000zt, jesli
poczatkowe oprocentowanie lokaty wynosi 2% w skali roku, a po 9-ciu miesigcach wzrasta
do 2,5% w skali roku.

Rozwigzanie:

Odsetki po poczatkowych 9-ciu miesigcach:
=-0,02-4000 = 60zt

Odsetki po kolejnych 3-ch miesigcach:
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=-0,025-4000 = 25zt

Zatem po roku bedziemy dysponowac:

4000+ 60+ 25 = 4085zt

Odpowiedz: Po roku bedziemy dysponowa¢ kwotg 4085z1.

P6.)

Jakg kwote odsetek otrzyma po dwoch latach tgcznie wiasciciel konta wptacajacy na 6-cio
miesi¢czng lokate 10000zt, jesli oprocentowanie lokaty jest rowne 4%, a podatek wynosi
19%, w sytuacji:

a) wyptacania odsetek co pot roku,

b) nie wptacania, ani nie wyptacania pieni¢dzy z tego konta przed uptywem dwoch lat.

Rozwigzanie:

K, =10000zt, p%=%=2% (brutto) (oprocentowanie po poét roku), n=4 (lokata
pétroczna, 2 lata naliczania)

81% odsetek zostaje po odprowadzeniu 19% kwoty odsetek do skarbu panstwa

a) 0,81-0,02-10000-4 =648zt

b) 10000-(1+0,81-0, 02)4 —10000 = 663,92zt

Odpowiedz:
a) Suma wyplaconych co p6t roku odsetek wynosi 648z1.
b) Po dwoch latach suma odsetek wynosi 663zt 92gr.
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1.3. Przeglad wybranych funkcji elementarnych
1.3.1. lloczyn (produkt) kartezjanski: AxB

- jest to zbior wszystkich uporzadkowanych par elementow, taki, ze pierwszy element pary

nalezy do pierwszego zbioru, a drugi do drugiego zbioru:
A B

(a,b)

AxB
AxB:{(a,b):aeAibeB}

W szczegolnosci: Ax A= A? (kwadrat kartezjanski)

np.

1) ptaszczyzna kartezjanska, to [ x[J = °
0

y (x.y)

2) przestrzen (tréjwymiarowa), to [ x[1 x[] =[1°

1.3.2. Pojecie relacji i jej wlasnosci

Kazdy podzbior S iloczynu kartezjanskiego: AxB nazywamy relacja (binarng)
okreslong na zbiorze A i przyjmujacg wartosci W zbiorze B. Méwimy, ze elementy: ae A

i be B spelniajg relacje S jezeli (a,b)eS:
as b@(a,b)eSchB
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np. A=, Bell, definiujemy relacj¢ S:
XSy xi+y >4

Zatem S [ ? jest zewnetrzem kota 0 $rodku O(0,0) i promieniu r =2

Wiasnosci relacji S < AxB

1) Zwrotnos¢ (refleksywnos¢): Y/a S a

aes

2) Przeciwzwrotno$¢ (irrefreksywnos¢): /U a S a

ae$S

3) Symetria: \/ (aSh=bS a)

a,beS

4) Asymetria (mocna asymetria): / (a Sb=lbS a)

a,beS

5) Antysymetria: \/ (aSbabSa=a=b)

a,beS

6) Spojnosé: Y/ (azb=aSbvbSa)

a,beS

7) Przechodno$¢ (tranzytywnosé): W/ (aSbabSc=asSc)

a,beS
Relacja S okreslona na zbiorze X, ktora jest: zwrotna, symetryczna i przechodnia
nazywa si¢ rownowaznoscia, relacja rownowaznosciowg (ekwiwalencja).
Zbior tych wszystkich elementow Yy, ktore pozostaja z dowolnie ustalonym

elementem X w relacji rownowaznosciowej S nazywamy klasg abstrakcji elementu x
w relacji rownowaznosci:
[x], ={y e X :xSy}
Relacja rownowaznosci dzieli zbior X na dwie roztaczne klasy:
— jedna, to zbior tych elementow, ktore sg z danym elementem w relaciji,
— druga, to zbior tych elementow, ktore z danym elementem nie sa w relacji S .

1.3.3. Pojecie funkcji®

Funkcja f, to okreslona relacja zachodzaca migdzy elementami zbioru D,

a elementami zbioru Y , spetniajaca $cisle okreslony nastgpujacy warunek.

% Borowska M.: MATEMATYKA Materiaty pomocnicze dla studentéw do nauki matematyki, Wydawnictwo
Diecezjalne i Drukarnia w Sandomierzu, Stalowa Wola 2015, s. 55.
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Relacja taka, ktora kazdemu elementowi zbioru D, przyporzadkowuje doktadnie jeden
element zbioru Y nazywa si¢ funkcja.

fixy
D, - dziedzina funkcji Y - przeciwdziedzina funkcji
x - argument funkgji y - wartos$¢ funkcji w punkcie
X - zmienna niezalezna (dla argumentu) x

y - zmienna zalezna od X

Zbior ZW, ={yeY 1y = f (x); xe D} - to zbiér wartosci funkcji f (< przeciwdziedzina Y
funkcji f ). Zawsze jest: ZW, Y .

Wykres funkeji, to zbior: {(x,y):y = f(x); xe D, }.

W zaleznosci od struktury zbioru D, mozemy mowié o funkcji jednej lub wielu zmiennych.
O funkcji f: D, > moéwimy, ze jest to funkcja skalarna (jednej lub wielu zmiennych
rzeczywistych).

O funkcji f: D, >0 ™ méwimy, ze jest to funkcja wektorowa:

Yo = f (X0 X0 X,)

Yo = £, (X, %00 X,)

Y = 0 (X0 Xo0ee00 X))

czyli przeksztatcenie przestrzeni [1" w przestrzen [1™ (np. przeksztalcenia geometryczne).
Np.
0? 02

f

~
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1.3.4. Funkcja skalarna jednej i wielu zmiennych (rzeczywistych)

Funkcja jednej zmiennej (rzeczywistej)

f:0 -l
fixiy=f(x)
~
| | u | |
|0 Il |O Il
xeD, cll yeY cll
y="f(x)

np. popyt na dobro, jako funkcja jego ceny
Wykres funkcji: y = f (x) jest zawarty w przestrzeni dwuwymiarowej:
y

N
[ UX

{(x,y):y: f(x); XEDf}CDZ

Funkcja skalarna dwoch zmiennych (rzeczywistych)
f:0%-0
fi(x, %) y="f(x.X)
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DZ
X, €[]
/m
| | 0
X el 0o 1
(x,%,)eD; c? yeY cll
y="f (Xl’XZ)

np. wielkos¢ produkcji, jako funkcja kapitatu i zatrudnienia.
Wykres funkcji: y = f (X, X,) jest zawarty w przestrzeni trojwymiarowej:

y
y=f (Xl’xz)

A

e

(%% ¥) 1y =T (%.%); (%.%)eD,}c0?

Funkcja skalarna trzech zmiennych (rzeczywistych)
f:0°>0
fi(X XX ) y = (X, %,%)

X

(%, %, %)e D, <l yeY cl

y= (X, %,X%)
np. koszty przedsiebiorstwa, jako funkcja ceny pracy, ceny kapitatu i ceny dostaw energii

Uogodlniajac:
Funkcja wielu zmiennych, to funkcja:
f:0" >0
fi(X X Xy ) Y = (X, %0, X, ), gdzie (X, %,,...,X,)e D, <"
Wykres funkcji: y = f (X, X,,..., X, ) jest zawarty w przestrzeni [J "*

(%X X Y)Y = F (X0 X% )s (X0 X%, ) €Dy <"
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1.3.5. Pojecie funkcji odwrotnej do danej'©

Niech f:D; —Y bedzie funkcja rzeczywista zmiennej rzeczywiste;.

Aby relacja odwrotna: y > x byta funkcja (nie tylko relacja), dana funkcja f musi by¢

f X doktadnie y

jeden

réznowartosciowa (réoznym argumentom muszg odpowiadac¢ rozne wartosci funkcji). Wtedy
relacja odwrotna: y > x jest tez funkcja, czyli kazdemu elementowi y odpowiada doktadnie

jeden element x.
Oznaczenie funkcji odwrotnej do f: f*.

Jezeli:
f:D, —>ZW,
f :X% yeZW, i f -roznowartociowa
to
f1:ZW, - D,
fry g xeD;
Witedy:

(y="f(x)ixeD )= (x="f"(y);yezw,)
Wykresy: funkcji danej f i odwrotnej do danej ™ sa symetryczne wzgledem prostej: y = x
(dwusiecznej kata i 111 ¢wiartki).
np. funkcja f : popyt y na okreslone dobro, jako funkcja f jego ceny x,

funkcja odwrotna f': cena x okreslonego dobra, jako funkcja f ™ popytu na to dobro.

1.3.6. Funkcja liniowa (wielomian | stopnia)
y=ax+b; D, =00, a, b - wspolczynniki (a,beD )
a - wspotczynnik kierunkowy (katowy),
b - wyraz wolny.
Wykresem funkcji liniowej jest prosta:

10 Tamze, s. 59.
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y=ax+ b

Dodl

(0,b) - punkt przecigcia wykresu z osig OY ,

a=tga, a - kat nachylenia prostej (wykresu z dodatnim kierunkiem osi OX )

Wilasnosci

a>0
funkcja rosnaca

a<0
funkcja malejaca

a=0
funkcja stata

y
y=ax+ b

(0.) /(
/ o

a -ostry, to tga >0

y

=ax+ b
y%

A

a - rozwarty, to tga <0

y

a=0",to tga=0

1.3.7. Funkcja potegowa (argument funkcji jest w potedze)!!

Potega liczby x (podstawa potegi): X"; n - wykladnik potegi nel

Dlanell ,:

Dlan=—k; kell :

Dlan=4+; kel ; k>1:

Dlan=%; mel; kel ,; k>1:

Wybrane funkcje potegowe

n

1 Tamze, s. 164.

X"=X-Xe...-Xix2=1; x=0

n czynnikow

1
XK:W;XZO
X =4§x": x>0

1: y =X - funkcja liniowa
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y =X - funkcja kwadratowa

y=1; x#0 - funkcja homograficzna

y=+X; x>0 - funkcja odwrotna do funkcji
y=x"dla x>0

y =3/x - funkcja odwrotna do funkcji y = x*

>

<

)

y=3




1.3.8. Wielomiany!?
Wielomian stopnia n:

W (x)=a,x"+a, X" +a, X" +...+a,X" +a,X+3,
gdzie:
xell,a,#0,aell,ie{01...,n-1}, n - stopieh wielomianu
Np.
1) wielomian pierwszego stopnia W (x) =ax+b (a = 0) - funkcja liniowa
2) wielomian drugiego stopnia W (x) = ax* +bx+c (a#0) - funkcja kwadratowa

1.3.9. Funkcja wykladnicza (argument funkcji jest w wykladniku)*3

y=a"; D, =0,a>0ia=1
dla a>1 dla0<a<1
funkcja rosnaca funkcja malejgca
y yoa ) oo y
1 1
_/' ‘\
X X

D=0, ZW, =0,

1.3.10. Logarytm i jego wlasnosci

liczba logarytmowana

b>0 wykiadnik potegi
f_/% ———
c
log b = C o a =_b
a — N
podstawa logarytmu logarytm podstawa potegi potgga
a>0 ia#l cell

Uwaga:
1) log,,b=1logb (logarytm dziesigtny)
2) log,b=Inb (logarytm naturalny) e =2,718281828...

analogicznie:

3) fa=+a
Wilasnosci:
log,1=0; log,a=1,;
log,a* =k (kel); log,,a“ =% (kel, nell \{0}), a** =b;
log, b =755 log, b = 25

12 Tamze, s. 121.
13 Tamze, s. 169.
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Whasno$ci dziatan (przy stosownych zatozeniach)

na logarytmach na potegach

log, b+log, c=log, bc a’-a =a*
log, b—log, c=log, 2 a’rat=2=a""

log, b° =c-log, b (ab)C =a’

Zwiazek potegowania z pierwiastkowaniem i z logarytmowaniem (przy stosownych
zalozeniach)

_b
o= (a_\/E

pierwiastkowanie)

b _
Sty = b=log, ¢

(logarytmowanie)

1.3.11. Funkcja logarytmiczna, jako funkcja odwrotna do funkcji wykladniczej'*

(v="1 ()= (x=17(x)

(y=a")e(x=log,y); a>0ia=l

dla a>1 dla 0<a<l1
obie funkcje sa rosngce obie funkcje sa malejace
y y
y:ax y:ax

1

1
I ﬂax

1 X L X
y =log,x

Funkcja logarytmiczna (argument funkcji jest liczba logarytmowana)

y=log,x; D, =0,,a>0ia=l

dla a>1
funkcja rosnaca

dla0O<a<1
funkcja malejaca

y

/1 X

Max

y

L X
y =log, x

14 Tamze, s. 173-174.
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Spostrzezenie:
D .=0=2ZW

y=a* y=log,

ZW _, =0, =D

a y=log, x

1.3.12. Notacja wykladnicza

Notacja wyktadnicza ma zastosowanie do zapisu bardzo duzych, albo matych liczb L. Niech

ae(110), nel . Wtedy zapisujemy:

duze liczby
a-10"
np.
L =350000000 = 3,5-10°

A A A A S A

male liczby

a-10™"

L =0,00000007 =7-10"°

1.3.13. Zastosowanie funkcji logarytmicznej — skala logarytmiczna

Jezeli zmiana obserwowanego zjawiska jest wyktadnicza: y=a”* i otrzymywane
wielkos$ci sg bardzo mate, albo wielkie, to zmieniamy skale na skale logarytmiczna.

Np. wyrazenie: y =10"
logarytmujemy obustronnie:
log y =log10”

zmiana skali: logy <>y

y =1og10* = xlog10 = x

czyli y=x
i i =10*
y=10* 10" « zmiana skali ysl
y= y= |og 10* = x logarytmicznej
100+ 6
g 105“ y =10
10" 1 1 g 10
2 S 10
10 2 2 S 10°L
10° 3 3 = 1001
10 T+ . E
- 10 4 4 LT
123 4 X ———
1 2 3 4 X

1.3.14. Homomorfizm, jako odpowiednik funkcji w algebrze

Uwagi dotyczace funkcji: f:D, —»Y

ZW, Y
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ZW, =Y surjekcja

(romowarto$ciowa Xl #* )(2 = f (Xl) = f (XZ)

N
XX, € D, (dowolne) injekcja

4)

surjekcja } = bijekcja
injekcja
Niech A, B - niepuste zbiory (A= # B).
Struktura algebraiczna, to para: (A; dziatania), np. (0,+), (O ,+,-)
Homomorfizm struktur algebraicznych

Fo(A%, %, %) = (Boyoy... o)

f(a,*a,)="f(a)e f(a,);i=12...,n
a,,a, € A (dowolne)

Odpowiednios¢ pojec

homomorfizm funkcja
fi(Ax, %% ) > (B,oy0,,...,0,) f:A>B
epimorfizm surjekcja
monomorfizm injekcja
izomorfizm bijekcja
Uwaga:
W topologii funkcja f , ktora jest:
(1) bijekeja,

(2) funkcja ciagla,
(3) funkcja odwrotna ™ jest ciagta,
nazywa si¢ homeomorfizmem.

Inne uogoélnienia funkcji: funkcja wektorowa
f:D; c0"—>0" - przeksztalcenie na przestrzeni (1" w []"

czyli
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Y= £ (X0 %00 %)

= f ,X ,...,X . HA 1 i
Y = (%%, ) tj. m funkcji o n zmiennych rzeczywistych

Yo = o (X0 X000 X))
1.3.15. Ciag, jako funkcja i macierz, jako funkcja

Ciag, jako funkcja jednej zmiennej naturalnej dodatniej'®

ciag (a,), _ & Dy, —

g = dowolny zbidr,
. dziedzing ciggu ktdrego elementy
jest zbi6r lub podzbiér numerujemy
zbioru liczb naturalnych np. sale dydaktyczne,
dodatnich krzesta w kinie

cigg liczbowy (a,)  : D, cl,—> [

(zbiér liczbowy)

(jw.)
Np.
D (@) g 2 =201
nell | argutn;er;rt]eerp (wartos’c' funkcji)
Jivyr:zu to wyraz ciagu
nell

2) (a,),., :na,=a+(n-1r

r =const (ciag arytmetyczny)
3) (a,),. :n—a,=ag"

g =const (ciag geometryczny)

Macierz, jako funkcja dwoch zmiennych naturalnych dodatnich?®

macierz o n wierszach i k kolumnach: (aij )ijee{{ll,zz,...,nk}} D, <O, x, >0

(aij )ie{l,z,...,n} :(i, J) = a;

jefl,2,...k}

czyli

a11 a12 oo alk

a21 a22 coe azk

=1q Jie 2.0 —
A=) =)
anl an2 coe ank

Np. gospodarka wykorzystujaca n=4 nakladow do wyprodukowania k=5 wynikow

produkcji:

15 Tamze, s. 183.
16 Tamze, s. 283.
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A4><5 = a31

a41

A,
a22

8,
a42

83
a23

A3

Ay,

8, A
a24 a25

Ay s
Ay Qg

Kolumny oznaczajg zapotrzebowanie poszczegdlnych naktadow (czynnikow) produkcji

do wytworzenia kolejnych (wynikow) produkcji.

1.3.16. Funkcja Tornquista

| typ funkcji popytu (dla débr podstawowych, np. chleb):

f(x)=ags;

X+b 7

a,bell ., D; =l

+

y=a (asymptota)

/f(x);'iﬁ

X

Il typ funkcji popytu (dla dobr wyzszego rzedu, np. szynka):

. axt ab,cel,, dlax>c
X)=
(x) 0; dlax e(0;c)

y=a (asymptota)

y=f(x) (Iltyp)

o-

X

[11 typ funkcji popytu (dla dobr luksusowych, np. samochod):

ax 2=t
f _ X+b ?
(x) {0; dlax (0;c)

a,b,cell ,, dlax>c

y=f(x)

y=ax-a(b+c)

(asymptota)

o4
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1.4, Pochodna funkcji i jej zastosowania

1.4.1. lloraz ré6znicowy

1.4.2. Pochodna funkcji w punkcie

1.4.3. Pochodna jako funkcja

1.4.4. Wzory na pochodne

1.4.5. Pochodna, a monotoniczno$¢ i ekstremum funkcji

1.4.6. Pochodne wyzszych rzgdow

1.4.7. Pochodna drugiego rzedu, a wypuktos$¢ funkcji — tempo zmian wartosci funkcji
1.4.8. Elastycznos$¢ funkcji

1.4.9. Niektore zastosowania pochodnej
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1.4.11. Elastycznosci czgstkowe funkcji dwoch (wielu) zmiennych
1.4.12. Przyktady rachunkowe
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1.4. Pochodna funkcji i jej zastosowania’
1.4.1. lloraz réznicowy

Niech f:[1 —[] bedzie funkcja rzeczywista zmiennej rzeczywistej.
lloraz réznicowy jest to iloraz przyrostu wartosci funkcji i przyrostu argumentu:
Af (x)  f(x)-f (%) przyrost wartosci funkcji

AX X =X, przyrost argumentu
y
y=f (x)
f(x A(x; f(x))
X
f (X X X
() Ab(x[; f(x 0))

Sieczna AA

Np. Koszt $redni wytworzenia kazdej jednostki x pewnego dobra p: K, =4%.

1.4.2. Pochodna funkcji w punkcie X,

f'(xo) W}as':ciwa ||mL(X)

o ile istnieje Ax—0 Ax

Funkcja majaca pochodng nazywa si¢ funkcja rozniczkowalna.
y
y=f (x)

y=mx+n

X
f?*&&%

styczna do wykresu w punkcie X,

f'(x)=tga = m

" e
(poczodna funkcji) [ wspdtczynnik kierunkowy
f

w punkcie X, stycznej do wykresu funkcji
() w punkcie Ay (%, f (%))
AK(X)

Np. Koszt krancowy K'(x)=lim ==

AX—0 Ax

" Tamze, s. 218-234.
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1.4.3. Pochodna jako funkcja

Pochodna, to funkcja, ktéra argumentowi x funkcji f przyporzadkowuje jej pochodng f'

w tym punkcie.
f':x— f'(x); xe D;, < D,

1.4.4. Wzory na pochodne (przy stosownych zatozeniach)

f (x) = const f'(x)=0
f(x)=x" fr(x)=nx""
f(x)=a" f'(x)=a"-Ina
f (x)=log, X f'(X) =1k
(c-f (x))' =c- f'(x); c=const.

1.4.5. Pochodna, a monotonicznos$é i ekstremum funkcji

Zalozenie: f rozniczkowalna w przedziale (a;b)

Pochodna, a monotonicznos$¢ funkcji
\/ f'(x)=0= f jeststalaw (a;b)

xe(a;b)

YV f'(x)>0=f 0 w(a;b)

xe(a;b)

YV f'(x)<0=f 0 w(a;b)

xe(a;b)

Pochodna funkcji, a ekstremum funkcji
Warunek konieczny istnienia ekstremum funkcji r6zniczkowalne;j:

( f - rozniczkowalna w punkcie X, € D, J N ( £(%)= 0)

%,—/
warunek konieczny
istnienia ekstremum

I maw x, esktremum

Uwaga:
(f'(x))=0)=(f nie mawx, esktremum)
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Warunek wystarczajacy istnienia ekstremum funkcji rézniczkowalnej
Zatozenia: X, - punkt stacjonarny ( f'(x,)=0)

vV F'(x)>0(f0) A W f'(x)<0(fD)
xe(a;xg) xe(Xq;b)
U

W X, jest max
f: O ) 0 f
réwne f (x;)

f': + — f’
| ~
1 =
Xy X
VvV f'(x)<0(f0) A W f(x)>0(fD)
xe(a;xy) xe(%o:b)
i
W X, jest min
f: O ) 0 f
réwne f (x,)
fr: - + - f
| ~
1 =
Xy X
1.4.6. Pochodne wyzszych rzedéw (przy stosownych zatozeniach)
Funkcja: y="f(x)
Pochodna (pierwszego rzedu): y'=f'(x)

Pochodna (druga) drugiego rzedu: y” =(y')' :(f’(x))' =f"(x)

Pochodna (trzecia) trzeciego rzedu: y” :(y”)' :(f”(x))' =f"(x)
itd.

!

Pochodna n -tego rzedu: y :(y("‘l))’ :(f(”‘”(x)) =f"(x)

1.4.7. Pochodna drugiego rzedu, a wypuklosé funkcji — tempo zmian wartosci funkcji

Jest to problem, czy funkcja ro$nie (maleje) coraz szybciej, czy coraz wolniej. Zalezy
to od znaku pierwszej i drugiej pochodnej tej funkcji.

. Znak | >0 (f0) <0 (f0)
>0 P A I\
f wypukia ro$nie coraz szybciej maleje coraz wolniej
fr<0 f N
f wklesta ro$nie coraz wolniej maleje coraz szybciej
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1.4.8. Elastycznos$¢ funkcji (przy stosowanych zatozeniach)

Jest to przyblizona miara procentowego przyrostu wartosci funkcji dla przyrostu
argumentu tej funkcji 0 1%. Wyraza si¢ ona wzorem:

Ef(x):f'(x)-%x)
fO =Ef(x)>0
fO =Ef(x)<0

Rozne przypadki elastycznosci:

\V4 \V4 \V4 ~

| | | =

-1 0 1 ()
Ef (x)=0

Funkcja f(x) doskonale

nieelastyczna: 1%-owa
zmiana argumentu X
nie ma wptywu
na zmian¢ warto$ci

funkcji f (x).

Y
Ef (x)|<(01)
Funkcja f (x) nieelastyczna:

1%-owa zmiana argumentu X
wywotuje niewielka
(mniej niz 1%-owa) zmiang
warto$ci funkcji f (X)
N J
hd

et (]2
Funkcja f (x) jednostkowo (neutralnie, wzorcowo,

proporcjonalnie) elastyczna: 1%-owa zmiana
argumentu X wywoluje rowniez 1%-owg zmiane
warto$ei funkcji f ().
N _
—~,
|Ef (X)| —

Funkcja f (x) doskonale elastyczna: 1%-owa zmiana argumentu X wywotuje bardzo duza

(wigcej niz 1%-owa) zmiang wartosci funkcji f ().
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1.4.7. Niektore zastosowania pochodnej

Rozniczka funkcji f w punkcie X, - jest to iloczyn pochodnej w tym punkcie
I przyrostu argumentu AX :
d f (X, Ax) = f'(X,)- AX
Rozniczka funkcji i przyrost wartosci funkcji wywotany malym przyrostem argumentu Ax
sg prawie rowne:

f (% +Ax)—f (%)= f'(x)-Ax
Wiasno$¢ t¢ mozna wykorzysta¢ do szacowania przyrostu wartosci funkcji przy matych
zmianach Ax argumentu oraz do obliczania przyblizonej wartosci funkcji po zmianie
argumentu z X, na X, + AX.
Dla matych przyrostow argumentu AX mozna obliczy¢ przyblizong warto$¢ funkcji
dla argumentu X, + AX wg wzoru:

f (X +AX)~ f(X,)+d f(%,AX)
Dla funkcji rzeczywistej n-krotnie rézniczkowalnej uogolnieniem powyzszego WzOru jest
wzor Taylora:

F (X +AX) = (%) +2 £7(%)+ L £7(x)) 4.+ EL £ (%)) 40 (X +AX, X )+

2!

Jego szczegdlnym przypadkiem dla x, =0 i Ax=Xx jest wzér Maclaurina:
f(x)=f(0)+%f(0)+% f"(0)+...+ % 7 (0)+...
Np. Funkcje f (X) =e”* mozna rozwing¢ W nastepujgcy Szereg potegowy:
e =1+ix+ 54X+ +EX +.
Czyli: € =1+ Xx+%+...
Podobnie:

5

sinx=x-%+% -

CoSX=1-% +%+. ..

1.4.10. Pochodne czastkowe (dotycza funkcji wielu zmiennych)*8

Pochodne czastkowe pierwszego rzedu
Niech: f:0% >0
czyli: f:(x,y)z=f(xy) - funkcja dwoch zmiennych

18 Tamze, s. 246.
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Pochodne czastkowe pierwszego rzedu funkcji dwoch zmiennych

wzgledem zmiennej X wzgledem zmiennej y
(y = const.) (x = const.)
ot ! Wias'_ciwa . f(x+Ax,y)-f(x,y) af iy Wlaé_ciwa . f(x,y+Ay)-f(xy)
28 (X’ y) B fx (X’ y)oilegtnieje AI>I<TO Ax o (X’ y) N fy (X' y)o le istnicje AI)IITO Ay

Pochodna funkeji f (x,y):
f(x,y)=[ £/(xy); f;(xy)] - gradient

Uogolniajac:
1) dla funkcji skalarnej f:[0"—[] wielu zmiennych: y= f(xl,xz,...,xn) mamy n
pochodnych czastkowych pierwszego rzedu:

5—;: fo, jsz: fo; %: foi. jxf—n(xl,xz,...,xn)
2) dla funkcji wektorowej f:0" 0" wielu, n zmiennych: vy, =f, (xl,xz,...,xn);
je {1, 2,3,...,m} mamy macierz Jakobiego, ktorej elementami sa pochodne czastkowe (;7’)
ie{1,23...,n}, je{1,2,3...,m} poszczegolnych funkcji (f,f,...,f,) po kolejnych

(X, %,,..., X, ) Zmiennych:

[of  ofy o
¥ % X,
Hp Xy a7
¥ 0% X,
T Ay .
R .

- jezeli m=n, to wyznacznik macierzy Jakobiego nazywa si¢ jakobianem.

Pochodne czastkowe drugiego rzedu funkcji dwéch zmiennych: z = f (X, y) (dwukrotnie

rézniczkowalnej) to macierz Hessego:
2f  &f

oxF oxoy
H(X'y): ?f 8%
¥

Wyznacznik tej macierzy, to hesjan: det H (x,,Y,) .
Uogolniajac: dla funkcji skalarnej f:[0" —[ wielu zmiennych: y:f(xl,xz,...,xn)

macierz Hessego ma postac:

[ o2 2%t ot |
¢ 0% 0%y Tt OxOX,
o f o2 f o2 f
| oxp0x X2 Tt OX0X,
H (X, %0, X, )= 2 "
ot o2 f o2 f
L X 0% X 0%y o2 ]
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Ekstremum lokalne funkcji dwéch zmiennych

Warunek konieczny istnienia ekstremum lokalnego funkcji majacej obie pochodne
czastkowe w punkcie (X,,Y,)e D, :

f ma ekstremum
[{%(XO’ yo) = O]

lokalne w punkcie |= | §
E(Xo’ yo) =0

(Xo’ Yo ) e Dy
rowiazujac ten uktad rownan

otrzymuje si¢ punkty stacjonarne
Warunek wystarczajacy na istnienie ekstremum lokalnego (funkcji majacej w otoczeniu
punktu stacjonarnego (X,,Y,) € D; ciagle pochodne czastkowe drugiego rzedu):

{?—X(XO, ¥o)=0 | (funkcjaf (x,y)

(%, Yp)=0 ma w punkcie
A = (X0, Yo)
detH (%,,Y,)>0 ekstremum
%K—J
hesjan w punkcie lokalne

stacjonarnym

A ponadto:
jezeli %(XO, ¥, ) <0, to tym ekstremum jest maksimum (lokalne),

a jezeli 2—2 Xy, Y, ) > 0, to tym ekstremum jest minimum (lokalne).
J 2 o1 Yo

Uwaga:

1) W przypadku, gdy detH (xo, yo) <0, to w punkcie stacjonarnym (xo, yO) funkcja nie ma
ekstremum.

2) W przypadku, gdy detH (x,,Y,)=0 w punkcie stacjonarnym (X,,Y,), wowczas nalezy
zbada¢ istnienie ekstremum w tym punkcie na podstawie definicji ekstremum lokalnego
funkcji z=f (x,y).

1.4.11. Elastycznosci czastkowe funkcji dwoch (wielu) zmiennych

Elastycznosci czastkowe funkcji skalarnej dwoch zmiennych: z = f (x, y)

E, f(xy)=f(xY) 5 E,f(xy)="f,(xY) 75
Wskazuje, jak zmienia si¢ wartos¢ funkcji Wskazuje, jak zmieni si¢ wartos¢ funkcji
z=f(x,y) jesli nastapi 1%-owy przyrost | z=f(X,y), jesli nastapi 1%-owy przyrost

tylko pierwszej zmiennej X. tylko drugiej zmiennej vy .
Uogolnienie:

1) Dla funkcji skalarnej trzech zmiennych: t = f (x, Y, z) mamy elastycznosci czastkowe:

E.f(xvy.2)=f/(xy,2) o
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E, f(xy.2)=1f/(xy.2) f(xyyyyz)

E,f(x.y.2)="f/(xy,2) T
2) Dla funkcji skalarnej n-zmiennych: y = f (X, X,,...,X,) mamy elastycznosci czastkowe:
f (X %o Xy )=
E, f (%% %)= 1,

X

X XZ""’Xn)‘m

Xp X X ) e

X Xg 1o Xg )

(
(

(X0 X0 Xy ) = fx’n (Xl’Xz'---’Xn)'—f(xl,xz,...,xn)
1.4.12. Przyklady rachunkowe

Uwaga:
Jesli f(x,y) oznacza zalezno$¢ pewnej wielkosci na zmiany czynnikéw X i y, to wartosé
pochodnej czastkowe;j fx'(XO,yO) jest wartoscig krancowsa tej wielkosci (np. popytem

krancowym, podazg krancowa, produktywnoscig krancows, dochodem krancowym, czy
kosztem krancowym) ze wzgledu na zmiang pierwszej zmiennej X.

Podobnie f;(X,,Y,) - jest wartoscia krancows tej wielkosci ze wzgledu na zmiang drugiej
zmiennej y .
Wielkosci te informujg 0 ile zmieni si¢ dana wielkos¢, gdy zmienna X lub y zmieni si¢ 0

jednostke z ustalonego poziomu: (X,, Y, ).

P1)
Wyznaczy¢ macierz Hessego funkcji f (X,y) =y’ +x*y —2xy* + y? —2xy +3x—1.

Rozwigzanie:
Whpierw obliczamy pochodne pierwszego rzgdu:

fy (X, y)(y:wnst_) =2xXy—2y* -2y +3

f,(x, y)(xzconst') =3y? + x> —4xy +2y —2X
Oto pochodne drugiego rzedu:

fo.=2y; fy=2X—4y-2
fo=2x-4y-2; f,=6y—4x+2
Odpowiedz: Macierz Heassego ma postac:

2y 2X—4y -2
2X—4y—-2 6y—-4x+2

P2.)

Wyznaczy¢ elastycznos¢ dochodowa funkcji popytu opisanej wzorem:

a) f(x)=ax"; (a,aell,)
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b) g(x)=ae*; (a>0)
w zaleznosci od dochodu X.

Rozwiazanie:
a) Korzystamy ze wzoru na elastycznos¢ funkceji: E, f (x)= f'(x)-+%.

Zatem E, f (x)=aax"" X =a

X

Odpowiedz: a) E, f (x)=

b) Analogicznie: E,g(x)= g'(x)-ﬁ.

Zatem E,g(X)=aae* -(—%) «

X
aex

Odpowiedz: b) E,g(x)=—%.

P3.)
Zalezno$¢ popytu na dobro A od jego ceny x oraz od ceny y dobra B wyraza si¢ wzorem:

f (X y) 5x? +xy +5y .

X2+y
Dla ukfadu cen tych dobr: (X,,Y,)=(2,3) obliczy¢ realizacj¢ popytu na dobro A ze wzgledu
na 1%-wy wzrost ceny dobra B.

Rozwigzanie:

Nalezy obliczy¢ elastyczno$¢ czastkowa funkcji f (x,y) ze wzgledu na ceng y :

Eyf (meo): f, (XO!yO) Tyu)
dla danych z zadania.
Czyli

E, f(23)=1/(23)

f(g,S)

Zatem

f(23)=%; 1,(23)=%

i po podstawieniu do wzoru mamy:
E,f(23)=%- 53 =18 -0,53369 ~ 53,37%

Odpowiedz: Jezeli cena dobra B wzrosnie z poziomu Y, =3 0 1%, przy stalej cenie x, =2
dobra A, to popyt na dobro A zwigkszy si¢ 0 0k. 53,37%.
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1.5. Zagadnienia optymalizacji

1.5.1. Pojecie optymalizacji
1.5.2. Przyktady rachunkowe
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1.5.  Zagadnienia optymalizacyjne'®
1.5.1. Pojecie optymalizacji

Optymalizacja, to problem rozwigzania zagadnienia optymalizacyjnego polegajacego
na znalezieniu takiego argumentu x" € D, , dla ktérego warto$¢ funkcji skalarnej:

f:D; >0 zwanej funkcja celu, spetnia warunek:

v of(x)>  f(x)
xeDy¢ \{x*} —

f osigga w punkcie X
minimum (lokalne)

albo:

v ()< f(x)
xeDy \{x*} —
f osiaga w punkcie X
maksimum (lokalne)

Czyli rozwigzujac zadanie optymalizacyjne poszukuje sie taki punkt optymalny x*, w ktéorym
wartos¢ f (x") jest optymalna (najlepsza).

1.5.2. Przyklady rachunkowe

P1.)

Wrtasciciel sklepu kupuje w hurtowni gry komputerowe w cenie 80zt za sztuke, a sprzedaje po
130zt. Miesiecznie sprzedaje 40 gier. Sprzedawca zbadat rynek i oszacowal, ze kazda obnizka
ceny gry w jego sklepie o 1zt zwigkszy liczbe sprzedanych gier o jedna sztuke. Jakg powinien
ustali¢ nowa cen¢ wiasciciel sklepu, aby jego miesieczny zysk byt najwigkszy? Oblicz ten
zysk.

Rozwiazanie:
Niech xell . oznacza wysoko$¢ obnizki ceny gry w zi, przy czym: X <130—80[zl], czyli

x <50[zt].

Po obnizce cena gry w sklepie bedzie rowna: 130—x, a liczba sprzedanych w miesigcu gier
bedzie rowna: 40+x. Wtedy w hurtowni sprzedawca zaptaci: (40+x)-80[zt] w miesiacu,

a ze sprzedazy tych gier w sklepie uzyska: (40+x)-(130—x)[zl] na miesiac. Zatem zysk
sprzedawcy, czyli funkcja celu f (x) ma posta:

f (x)=(40+x)(130—x)—(40+x)80 =—x*+10x+2000; x e[l , AXx<50

Jest to funkcja kwadratowa, ktora osiaga dla x =52 warto$¢ maksymalna.

Zatem: X =5 (spelnia zatozenia).

19 Tamze, s. 239.
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Czyli cena po obnizce bedzie rowna: 130-5=125[zt] i da sprzedawcy miesigczny zysk
rowny: f(5)=2025[z1].
Jest to zysk wigkszy od zysku przed obnizka 0 2025—[40-130—40-80] = 25[zt] miesigcznie.

Odpowiedz: Nowa cena po obnizce to 125zt za sztukg. Wtedy miesigczny zysk sprzedawcy
bedzie rowny 2025zt

P2.)
Producent ozdobnych oku¢ do drzwi moze w ciggu tygodnia wyprodukowac¢ ich do 300 sztuk.
Tygodniowy koszt  wyprodukowania X sztuk opisany  jest funkcja:

K (x)=0,002x>+5x+2916. Cen¢ sprzedazy jednego okucia w zaleznosci od liczby
sprzedawanych sztuk opisuje funkcja: C(x)=150-0,1x.

a) Przy jakim poziomie tygodniowej produkcji sredni koszt wyprodukowania okucia jest
najnizszy?

b) Przy jakim poziomie sprzedazy producent osiggnie maksymalny tygodniowy dochod.
Oblicz ten zysk.

Rozwigzanie:
a) Sredni koszt wyprodukowania jednego okucia, czyli funkcja celu k(x), wyraza sig

wzorem:
k(x)="=0,002%* +5+2%; D, =(0;300) N[

X

Funkcja k (x) jest ciagta i do wyznaczenia minimum stosujemy rachunek rézniczkowy:

k'(x)=0,004x~2%¢; D, =(0;300) [ ,

K'(x)=0 <> 0,004x ~ 22 =0

Czyli x=90€ D,

k(x): 0 0

k’(x): - +

| | L~

| | —

0 90 300 x
min

Odpowiedz: a) Sredni koszt wyprodukowania okucia jest najnizszy wtedy, gdy zaktad bedzie
produkowat 90 ich sztuk tygodniowo.

b) Dochdd, jako funkcja celu f(x), jest roznica migdzy warto$cia sprzedazy X sztuk okué
po cenie ¢(x), a kosztami ich produkcji K (x) ma posta¢:
f (x)=x-c(x)—K(x)=-0,002x*-0,1x* +145x — 2016 ; Dy = (O;300>mD .

Nalezy wyznaczy¢ maksimum tej funkcji.
Jest to funkcja ciggta.
Stosujemy rachunek rézniczkowy.
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f'(x)=-0,006x" ~0,2x+145; D, =(0;300) N[,
f'(x) =0« —0,006x*—0,2x+145=0

A =352

x,=139,68~140; x, =-173,01¢ D,
f(x): 0 0

f'(x): + —

| | L~
| | —
0 140 300 x

max
Dla x =140 funkcja f(x) osiaga maksimum.

Maksimum funkcji f (x) wynosi f (140)=9936.

Odpowiedz: b) Maksymalny tygodniowy dochéd, rowny 9936z, bedzie osiagnigty przy
poziomie sprzedazy rownym 140 sztuk w ciggu tygodnia.

P3.)

Wydajnos¢ pracy pewnego robotnika w ciggu o$miogodzinnego dnia pracy w zaleznosci od
liczby t godzin jego pracy wyraza si¢ wzorem:

w(t)=50+9t—t*—$t°.

O ktérej godzinie wydajnoéé robotnika jest najwicksza, jesli rozpoczyna on prace 0 godz. 6°°?

Rozwiazanie:
Nalezy wyznaczy¢ maksimum funkcji celu: w(t)=50+9t—t*—4t> dla te(0;8). Funkcja

w(t) jest ciagla. Stosujemy rachunek rézniczkowy:
W (t)=9-2t—1it*; t<(0;8)
W(t)=0<9-2t-4t°=0

A=16

t,=3;t,=-9¢(0;8)

w(x): O 0

w(x): + -

| | L~

| | =

0 3 8 X
max

Dla t=3 funkcja celu w(t) osiaga maksimum. Zatem po 3-ch godzinach pracy wydajnos¢

tego pracownika jest najwieksza.
Odpowiedz: Wydajnos¢ tego robotnika bedzie najwigksza 0 godz. 9-tej.
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1.6. Informacja o réwnaniach rézniczkowych?°

1.6.1. Zwiazek calkowania z rézniczkowaniem (obliczaniem pochodnej)

[If(x)dx:F(x)+c; cell ]@(f(x)zp'(x)]

calkowanie rézniczkowanie
Catkowanie (obliczanie calki nieoznaczonej, funkcji pierwotnej) jest operacja
odwrotng do rézniczkowania (obliczania pochodnej) — tak, jak dodawanie z odejmowaniem,
mnozenie z dzieleniem, czy potggowanie z pierwiastkowaniem i logarytmowaniem — sa
operacjami matematycznymi (dziataniami) wzajemnie odwrotnymi (przy wszystkich
stosownych zatozeniach).

Zwiazek calki 0znaczonej na przedziale (a;b) Z calka nieoznaczong

T ()i =[F (9T =F (b)-F(2)

funkcja
pierwotna

Wzory na calkowanie:
(cel , przy stosownych zatozeniach)

J.xdx_

n+1

+C, n=-1
n+1

J}dx:fd—xlen|x|+c

_[adx=ax+c; aell , wszczegolnosci: jdX:X+C

X

a
Iaxdx: +c;a>0
Ina
Iexdx:ex+c

jsin XdX =—CcoSX+C

Icosxdx:sinx+c

jl - dx =arctg x+c
+

| 1

N
jkf X)dx =k [ f (x

J(f()xg(x))dx=[ f( dx+J'g

If ( )dx:ln‘f(x)‘+c

f(x)

=arcsinc+c

20 Tamze, s. 260-262.
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1.6.2. Wprowadzenie do réwnan rézniczkowych

Uwaga I:
Przyktad rownania:
1) z jedng niewiadoma X :
ax’ +bx+c=0
wtedy liczba x spehniajaca rownanie jest rozwigzaniem tego roéwnania.
2) z dwiema niewiadomymi:
ax+by=c

wtedy para liczb: (Xr, yr) spetniajgca rownanie jest rozwigzaniem tego rOwnania.

Uwaga Il:
Jezeli W rownaniu niewiadomg jest pewna funkcja: y= f(x), to takie rownanie jest

rownaniem funkcyjnym, np. réwnanie:
1) y-5x=0

dziey = f (x) jest poszukiwana funkcj
2 Siny:y2_4} gdziey = f (x) jestp g funkcjg

Posta¢ réwnania funkcyjnego:

F(x,y)=0,gdzie y= f(x) jest poszukiwana funkcja.

Zatem: F(x, f (x))=0 jest réwnanie funkcyjnym.

Uwaga Il1:
Jezeli w rownaniu wystepuje pochodna poszukiwanej funkcji: y'= f'(x), to takie rownanie
jest funkcyjnym réwnaniem rozniczkowym zwanym réwnaniem ré6zniczkowym, np.:

1) y=2x

2) y'=3y+4

3) y'-(x2 +1): 2xy +5+Y"

gdzie niewiadoma jest funkcja
y=f (X) spelniajgca dane rownanie

Posta¢ réwnania rézniczkowego zwyczajnego rzedu n
F(x, v, Y, y",...,y(")) =0,

gdzie niewiadoma jest funkcja y = f (X) spetniajaca to rOwnanie.
Powyzsze rOwnanie rozniczkowe nazywa si¢ zwyczajnym, bo niewiadoma funkcja y = f (x)
jest funkcjg jednej zmiennej.
Najwyzszy rzad pochodnej funkcji y=f (X) - niewiadomej rownania rézniczkowego —
nazywa sie rzedem réwnania rézniczkowego, np.:

F(xY,y")=0 - rownanie rézniczkowe zwyczajne | rzedu
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F(xy.Y, y”) =0 - rdwnanie rozniczkowe zwyczajne Il rzedu

Jezeli niewiadoma funkcja w réwnaniu rozniczkowym jest funkcja wielu zmiennych,
a rownanie rozniczkowe zawiera pochodne czastkowe, to takie réwnanie nazywa sig¢
réwnaniem rézniczkowym czastkowym.

Kazda funkcja f , ktora podstawiona do réwnania w miejsce funkcji niewiadomej y spetnia

to rownanie, nazywa si¢ calka szczegolng (rozwigzaniem szczegOlnym rownania
rézniczkowego), np. dla rownania rézniczkowego zwyczajnego | rzgdu F (X, Y, y') =0 catka
szczegdlng jest: y = f(x), czyli: F(x, f(x), f'(x))=0.

Zbior wszystkich funkcji spetniajacych réwnanie rozniczkowe nazywa sie calka ogélng
(rozwigzaniem ogolnym roéwnania rézniczkowego).

Np. po obustronnym catkowaniu rownania roézniczkowego:

y'=2x+3

otrzymujemy jego rozwiazanie ogélne: y = f (x)=x*+3x+c; cell , czyli catkg ogdlna.
Znajac ponadto warunek poczatkowy, np. f (0)=5 otrzymujemy rozwiazanie szczegolne:
y=f(x)=x*+3x+5

czyli catke szczeg6lng.
1.6.3. Przyklady réwnan ré6zniczkowych

P1.)
Rozwigz rownanie: Xy' = .

Rozwiazanie:
y = f(x) - poszukiwana funkcja

y' =3 - inny zapis pochodnej
Réwnanie ma postaé:

dy _
Xox =Y

Po rozdzieleniu zmiennych otrzymujemy:
d
J5=1%
Po obliczeniu calek i przeksztatceniu mamy:
In|y|=In|x|+c

Injx}+c

[v|=e
Odpowiedz: Catka ogblna: y=e

Injx}+c

P2)
Rozwigz rownanie: Xyy' =1—Xx°.
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Rozwiazanie:

Czyli xy ¥ =1-x?

Po rozdzieleniu zmiennych:

[ydy=[=tdx

jyd y:.[ﬁdx—jxdx

Po obliczeniu catek:

L =Inlx|-£+c

Odpowiedz: Kazda funkcja y = f (x) spetniajaca rownanie:
Y =Inlx-%+c

jest catkg og6lng tego roéwnania.

P3.)
Rozwigz rownanie: (Xy2 + X)d X +(y - Xzy)d y=0.

Rozwigzanie:
x(y2 +1)d X = y(x2 —1)d y

Iﬁdx:jyzyﬂdy
Oddzielnie liczymy metodg podstawiania kazda caltke:
X —1=t
L:.[ dx=42xdx=dt :%J-%=%In|t|+cl:%In‘x2—1‘+cl

x2-1

xdx=4

y?+1=v
P=[-Ldy=12ydy=dvy=1[2=1Inv|+c, =4I|y’ +1+c,

ydy=%

Zatem

In|y*+1 =In|x* -1 +c
czyli

y2 +1 _ eIn‘x —1‘+c

Odpowiedz: Kazda funkcja y = f (x) spetniajaca rownanie:
y2 _ eln‘xz—l‘ﬂ: _1

jest catkg og6lng tego rownania.
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1.7. Zastosowanie rachunku macierzowego do rozwigzywania ukladéw rownan

liniowych?!

1.7.1. Macierzowa postaé¢ ukladu n réwnan o k niewiadomych

8 Ay ... G X by
ay Ay ... Ay X, ~ b,
anl an2 ank (nxk) Xk (kx1) bn (nx1)
%f_/ %f_/
macierz giéwna (A) kolumna kolumna wyrazéw
uktadu réwnan liniowych niewiadomych (X)  wolnych (b)

gdzie a; ell, b ell, x; el ie{1,2,...,n}, je{l,Z,...,k}
X

Rozwiazaniem uktadu jest wektor X, = %5 spehiajacy uktad rownan.

Xk
Jezeli \/ b, =0, touktad nazywa si¢ uktadem jednorodnym.

ie{l,Z,...,n}

Jezeli 3 by #0, to uklad jest niejednorodny.

ie{l,Z,...,n}

Uktad jednorodny ma zawsze rozwigzanie. Jednym z jego rozwigzan jest rozwigzanie Zerowe:

X, =X, =...=% =0.

Jednorodny uktad nieoznaczony, oprocz rozwigzania zerowego, ma jeszcze nieskonczenie

wiele rozwigzan niezerowych.

2 Tamze, s. 295.
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1.7.2. lstnienie i liczba rozwigzan ukladu rownan liniowych
Uktad réwnan liniowych

ﬁnxk)y(kxl) = b(nxl)

r=rzA=rzA"<n
(tzw. Kroneckera-Capellego)
uktad nie ma rozwigzan

(uktad niesprzeczny)
r=n=k ALBO

(liczba réwnan = liczba niewiadomych)

detA,,, #0 det A, =0

uktad Cramera (uktad oznaczony) —
ma jedno rozwigzanie postaci:

° detAgn,

i T detA

ie {l,2,...,n}
detA, ., =0

_ ALBO
ie{l?..n}det A =9

uktad ma nieskonczenie
wiele rozwigzan
(uktad nieoznaczony)

gdzie:
a, a, ... a b
Au — a‘21 a‘22 aZk b2
a, a, ... a,

n d(nx(n+1))
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ALBO

rozwigzujac uktad oznaczony
(Cramera) k rownan z k
niewiadomymi otrzymujemy jego
rozwigzanie, a gdy k <n, to
rozwigzanie t0 spetnia tez (n - k)

pozostatych réwnan

detA,,, =0
\V/ det A(nxn) #0
12,...n}

ie{ 2

uktad nie ma
rozwigzan
(uktad sprzeczny)

rzA=rzA’
uktad nie ma rozwigzan

(uktad sprzeczny)

(liczba rownan # liczba niewiadomych)

r<k

w macierzy A tego
uktadu znajdujemy
nieznany minor
najnizszego stopnia
(: r) i odrzucamy

rownania, ktorych
wspotezynniki nie
uczestniczyly w tym
minorze oraz
przenosimy na
prawa strong
réwnan sktadniki ze
wspotczynnikami
nie wystepujacymi
w tym minorze
uznajac niewiadome
po prawej stronie,
jako parametry;
powstaty w ten
sposob nowy uktad
r rtbwnah o r
niewiadomych
(uktad Cramera) ma
rozwigzanie
wyrazone pPoprzez
(k — r) pozostatych

niewiadomych
(parametrow) —
zatem uktad ma
nieskonczenie wiele
rozwigzan dla
réznych podstawien
roznych liczb za
parametry
(uktad
nieoznaczony)



A(mxn) - jest macierzag powstata z macierzy A (gtownej uktadu) przez zastagpienie W niej i -tej

by
_ | b,
kolumny, kolumng wyrazow wolnych: b =
b,
Uwaga:
X
X
Czasem wektor niewiadomych X=| |, przy malej liczbie sktadowych oznaczamy
Xk
X
np. X={y
z
1.7.3. Przyklady rachunkowe
P1.)
Rozwigz uktad rownan:
2 -2 3 N 10
5 4 1 |1
3 5 -6 Z -1
1 =2 -1 (4x3) &9 =7 (4x1)
Rozwiazanie:
n=4,k=3
rzA 5 =3, bo najwyzszy stopien minora niezerowego jest rowny:
2 2 3
5 -4 1|=83%#0
3 5 -6

a minor 4-go rzedu nie istnieje

rzAr“4X4) =3, bo najwyzszy stopien niezerowego minora jest rowny 3, a minor 4-go rzedu jest
zerowy (tj. det AY”4X4) =0)

Zatem  r=rzA,; =3= rzArjM) gwarantuje  niesprzeczno$¢ tego uktadow rownan

(tw. Kroneckera-Capellego), czyli uktad ma rozwigzanie.
Rozwigzujemy wiec uktad 3 rownan 0 3 niewiadomych (bez czwartego roéwnania) — jest to
uktad Cramera:
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2 -2 3 X 10

5 -4 1 y| =] 1
3 5 -6 (3x3) z (34) -11 (34)
Stosujemy wzory Cramera:
10 -2 3
s 1 41
-11 5 -6
X= Gme =~ 5= b
2 10 3
oop o1 I sprawdzamy, czy otrzymane rozwigzania uktadu 3 réwnan 0 3
y= ﬁ\ﬁ =162 niewiadomych spetnia 4-te (opuszczone) réwnanie
e %)
2 -2 10
.4 1‘1
3 5 -1
= det Azq) :%:4 J
2 -2 3
gdzie A{3X3)= 5 —4 1 |- elementy tej macierzy uczestniczg W niezerowym minorze 3-go
3 5 -6
stopnia
Otrzymane rozwigzanie spetnia tez rownanie czwarte.
1
Odpowiedz: Rozwigzaniem tego uktadu jest wektor | 2 |.
4
P2.)
Rozwiaz uktad réwnan:
1 2 -11 X 1
4 1 -3 4 y| |4
5 3 -4 5 z| |5
1 501 (4x4) t (4x) 0 (4x)
Rozwigzanie:
n=k=4

1 2
rzAYM) =2,bo 4 1 # 0, a wszystkie minory 3-go stopnia sg zerowe

1 2 1
rzAr“M) =3,bo 4 1 4|=7=0,awszystkie minory 4-go stopnia sg zerowe
1 50

Zatem
rZA =2+ rzA(”4X5) =3 (nie jest spetnione tw. Kroneckera-Capellego)

Wigc uktad nie ma rozwiazania, jest sprzeczny.
Odpowiedz: Brak rozwiazan.
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P3.)
Rozwigz uktad rownan:

X
2 -1 1 -1 3
4 3 7 2 y =11
z
=3 -1 -4 - (34)| ¢ (34)
(44)
Rozwiazanie:
n=3, k=4

3 ‘ =100, a wszystkie

= : : 2
rZAYM) - 2} bo najwyzszy stopien niezerowego minora

(A4 =2, : : .
minory 3-go stopnia zerujg si¢
Zatem w mysl tw. Kroneckera-Capellego uktad jest niesprzeczny (ma rozwiazanie).

Skoro minor _31‘ #0 i r=2, to rozwigzujemy uktad:
{2 —1} {x} _{ 3-z-t }
4 3 (2x2) y (2x2) 11-7z-2t (2x2)
I otrzymujemy:
X 2—-7—4t L _ . N .
T 1,y , gdzie niewiadome t i z uznajemy za parametry odpowiednio: pell i
y 5
gell.
Odpowiedz: Uktad ma nieskonczenie wiele rozwigzan:
X
. 2-p+1Q
1-p—=
. P54 , gdzie p,qell .
o 7=p
z
. t=q
_t_
P4.)
Rozwiaz uktad réwnan:
1 5 -3 -1 X 0
3 4 10 16 y |0
2 -3 2 5 z| |0
6 4 8 20 (4x4) t (4x1) 0 (4x1)
—
b=0
uktad jednorodny
Rozwigzanie:
n=k=4

63



4 ‘ =190 jest niezerowy, a wszystkie minory 3-go

1
rzA,.,) =2, bo minor 2-go stopnia: 3

stopnia sg zerowe
r=2<k =4, wigc rozwigzujemy uktad 2-ch réwnan o0 2-ch niewiadomych x i y:

[1 —5} m _{ 3z+t }
3 4,0 V]py [-102-16t (M)’

ktorego macierz gtowna jest nieosobliwa: 4 #0.

Przyjmujac za niewiadome z i t parametry odpowiednio pel] i qell otrzymujemy
nastepujace rozwigzanie jednostronnego uktadu 4 rownan 0 4 niewiadomych:

X -2p—4q

y —P—q e : : :
= ) dla p,gell, w szczegdlnosci dla p=q=0 otrzymujemy rozwiazanie
z

o q
_t_

zerowe x=y=z=t=0.
Odpowiedz: Uktad ma nieskonczenie wiele rozwigzan (uktad nieoznaczony).
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1.8.  Wybrane elementy statystyki opisowej
1.8.1. Opisowe charakterystyki struktury zjawisk??

(1) Miary $rednie i miary rozproszenia

Miary Srednie Rozproszenia
odchylenie
V =87
(wariancja)
$rednia
/ | \ przecictne standardowe
Klasyczne d W =s
arytmetyczna harmoniczna geometryczna wspdtezynniki zmienno$ci
X X, Xe
Vd Vs
typowy obszar zmienno$ci:
Xtyp(Y,S)
/\ rozstep: R
dominanta mediana odchylenie ¢wiartkowe: Q
D Me wspotczynniki zmiennoS$ci
Pozycyjne
V V
Q QQs
hwartyle: Q. Q2 =Me, Q3 typowy obszar zmiennoéci:
kwantyle
Xtyp(Me,Q)
(2) Miary asymetrii
Asymetria Kierunki asymetrii Sila asymetrii
(D Me Y) asymetria asymetria
S lewostronna symetria prawostronna
D> Me>X D=Me=X D<Me<X
N— -

—

Wskaznik asymetrii: W, = X — D

Wspdlezynnik asymetrii: A, A,
Trzeci moment centralny: M,

Moment standardowy 3-go rzedu: Ass = %

22 Borowska M.: STATYSTYKA Materialy pomocnicze dla studentéw do nauki statystyki, Wydawnictwo
Diecezjalne i Drukarnia w Sandomierzu, Stalowa Wola 2016, s. 17, 21, 25, 27.
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(3) Miary koncentracji

- wielobok koncentracji Lorenza,

- wspolezynnik koncentracji Pearsona,
- moment centralny 4-go rzgdu: m,,

- standardowy moment centralny 4-go rzedu: a, = % )

- eksces: e=a,—-3
1.8.2. Metody analizy dynamiki (zmian w czasie) zjawisk??

Szereg czasowy:
|t

Vo | Yo | Yo ||

n

absolutne (bezwzgledne) wzgledne
- 53 t0 rgznice / \
0 podstawie statej 0 podstawie zmiennej 0 podstawie statej 0 podstawie zmienngj
Y, - Y, (fancuchowe) Y, — Y, (tancuchowe)
i 1 i 1
Y = Y, Y, =Y,
t; tiy ytl & tig
ytH
dlaie{23,...,n}
indywidualne podstawowe indywidualne tancuchowe
(o podstawie statej) (o podstawie zmiennej)
Y Y
ytl yti—l
dlaie{23,...,n}
Inne miary:

- przecigtny poziom zjawiska,
- $rednie tempo zmian w czasie.

Metody badania dynamiki zjawisk:
- metoda indeksowa: okreslenie tempa i intensywnos$ci zmian zjawisk w czasie,
- metody trendu i wahan okresowych:

(a) metoda srednich ruchomych (metoda mechaniczna), np. trzyokresowych

2 Tamze, s. 33-35.
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(b) metoda analityczna aproksymacji funkcji trendu:

/\

funkcja liniowa aproksymacyjna liniowa funkcja
trendu | rodzaju trendu Il rodzaju
Y=o, taot+& yo=a,+at+z
gdzie: gdzie:
Y, - poziom badanego zjawiska w czasie t, f/t - teoretyczne wartosci trendu,

t - czas,
Q,,, - nieznane parametry strukturalne,

d,, 8, - estymatory parametrow o, &, ,

Z, - skladnik resztowy.
& - sktadnik losowy.

1.8.3. Metody analizy wspélzaleznosci zjawisk (analiza korelacji i regresji)?*

zalezno$¢ funkcyjna zalezno$¢ stochastyczna
Y=f (X) (probabilistyczna)
Y=f (X )+ I
(okreslonej wartosci X odpowiada (er'iz ze ;mianq warto$ci jednej Zmiennej
$cisle okreslona jedna warto$é zmienngj Y ) zmienia si¢ rozktad prawdopodobiefistwa

drugiej zmiennej)

Szczegdlnym przypadkiem zalezno$ci stochastycznej jest zalezno$¢ korelacyjna
(statystyczna), kiedy okreslonym wartosciom jednej zmiennej odpowiadajg Scisle okreslone
srednie wartosci drugiej zmiennej.

Sposoby badania zaleznosci korelacyjnej:

(1) szereg korelacyjny,

(2) diagram korelacyjny,

(3) tablica korelacyjna,

(4) rozktad warunkowy (obu cech),

(5) parametry rozktadu warunkowego (obu zmiennych),

(6) rozktady brzegowe (poszczegdlnych zmiennych),

(7) parametry rozktadéw brzegowych (poszczegdlnych zmiennych),

(8) wykres regresji empirycznej,

(9) miary korelacji:
- kowariancja (dla szeregu korelacyjnego i dla tablicy korelacyjnej),
- wspotezynnik korelacji liniowej Pearsona.

% Tamze, s. 38-41.
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1.9. Wybrane zagadnienia statystyki matematycznej
1.9.1. Zmienna losowa?®

- jest to funkcja X :Q —[] okreslona na przestrzeni probabilistycznej Q i przyjmujaca
warto$ci liczbowe z okreslonym prawdopodobienstwem

X :a)l = Xi — X (0).) z prawdopodobienstwem N pi — P(X — Xi)

\ﬁf—/
realizacja zmiennej
losowej X
dlaie{1,2,...,n}
Typy zmiennej losowej
skokowa (dyskretna) ciggla

(zbidr warto$ci zmiennej losowej (zbior warto$ci zmiennej losowej
jest skonczony lub policzalny) jest nieskonczony i niepoliczalny)

1.9.2. Podstawowe parametry rozkladu zmiennej losowej?®

(1) Wartos¢ oczekiwana (Srednia) zmiennej losowej:

Z X.p;; dla zmiennej skokowej

m= EX = 3 40
I xf (x)dx; dla zmiennej ciggle]

(2) Wariancja zmiennej losowej:

Z(xi —m)2 p;; dla zmiennej skokowej

VX = SZX = +oio
j(x—m)2 f (x)dx; dla zmiennej ciaglej

—00

(3) Odchylenie standardowe zmiennej losowej:
SX =X

gdzie f(x) jest funkcja gestosci prawdopodobienstwa

L P(x<X <x+AX)
f(x)=lim ===

% Tamze, s. 55.
% Tamze, s. 57.
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1.9.3. Wybrane rozklady zmiennej losowej skokowej?’
(1) Rozklad dwupunktowy (zerojedynkowy):

a) funkcja prawdopodobienstwa:

w[1] o |
P; ‘ p ’ q=1-p ‘ Zpi:]‘
0; dlax<0
b) dystrybuanta: F(x)=11-p; dla0<x<1
p; dlax>1
c) wykresy:
P(X:xi) F(x)
1T 1+ o—
1-p7T 1-p O
p
0 1 X 0 0

d) parametry rozktadu:
EX =p; $*X =p(1-p)=pq
e) wilasnosci:
- ma zastosowanie w jednorazowej realizacji dos§wiadczenia.

(2) Rozklad dwumianowy (Bernoulliego):
a) funkcja prawdopodobienstwa:
n
P(X = k):(kj p“-q"*; kel

b) dystrybuanta:

c) wykresy:
P(X:xi) F(x)
1T 1T ~—
o—0

o—0
[ I

T I I | | |

np. 01 2 3 - "X o 1 2 3

2" Tamze, s. 58-63.
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d) parametry rozktadu:
EX =np; S°X =npg; q=1-p
e) wilasnosci:
- p=q, to rozklad jest symetryczny,
- p>(, to rozklad jest lewostronnie asymetryczny,
- p<q, to rozktad jest prawostronnie asymetryczny,
- p=Qq i Nn— oo, to granicznym rozktadem jest rozktad normalny,

- p<0,02 i n— 0, to granicznym rozktadem jest rozktad Poissone’a.

(3) Rozklad Poissona:

a) funkcja prawdopodobienstwa:
k

P(X =k)=/1—e‘ﬁ; A=np; kell ; e~2,7182..
k!

b) dystrybuanta:

C) parametry rozktadu:
EX=A=np; S°X =A=np
d) wiasnosci:
- wartosci prawdopodobienstw sg stablicowane dla 4 i k,
- jest rozkladem prawostronnie asymetrycznym,
- ma zastosowanie w kontroli jakosci,
- jest granicznym rozktadem dla rozktadu dwumianowego, gdy p<0,02 i n —> .

(4) Rozklad geometryczny:

realizacje X : x =1, i=12,...
prawdopodobienstwa: p, = p(1- p)i_l
EX =1; 8?X ==£

1.9.4. Wybrane rozklady zmiennej losowej ciaglej

(1) Rozklad jednostajny (prostokatny, rownomierny):

Kazdej wartosci X, €(a,b) . odpowiada jednakowa  gestosé

X b X

prawdopodobienstw f (x).
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funkcja gestosci:

0; dla x<a
f(x)=13%; dla a<x<b
0; dla x>b
b) dystrybuanta:
0; dla x<a
F(x)=q%2; dla a<x<b
0; dla x>b
c) wykresy:
f () Fx)
. 1
; II) X b X
d) parametry rozktadu:
EX =ap; §2x =2
e) wilasnosci:

- zastosowanie do opisu zmian ze stata czestotliwoscia (predkoscia).

(2) Rozklad normalny (Gaussa-Laplace’a):

z parametrami 0N (i, 0)

a) funkcja gestosci:

f(x)=

b) dystrybuanta:

1 ~(x-n)?
27

(o}

F(x)=

c) wykresy:
()

1
o2 7

o2r 2,

7

krzywa normalna
w ksztalcie dzwonu

d) parametry rozktadu:
1

oN2r *,

~(x-)?

+00
xe > dx; 0% =8%X

~(t-n)?

e dt; Xxe(-o;+0); 6>0

e ; xe(-wj+0); 0>0; 7~314; e~2,7182

e

)

1
o\2r

7

+00

J(x-u)e

—00

=

X—u
20'2

)2

dx

73



74

e) wilasnosci:
- rozktad symetryczny
- jest granicznym rozktadem rozktadu dwumianowego dla p=q i n— o0

- ma szerokie zastosowanie do opisu zjawisk spotecznych i przyrodniczych.

(3) Rozklad t-Studenta (Gosseta):

Statystyka: t = X S_lu Jn ma rozktad t-Studenta z k =n—1 liczba stopni swobody.

E(t)=0; S(t)=4/d5 =2 k>3

(1)

t
Wykres funkcji f(t) - krzywa gestosci rozklady t-Studenta ma ksztalt krzywej

dzwonowej nieco sptaszczonej w poréwnaniu z wykresem funkcji gestosci rozkladu
normalnego.
Rozktad t-Studenta ma zastosowanie do wnioskowania o $redniej w populacji z

rozktadem normalnym z nieznanym odchyleniem standardowym. Jest on
stablicowany.

(4) Rozklad »° (chi-kwadrat):

n-— 2
Statystyka: y* = (—2) ma rozktad y° z k =n—1 liczba stopni swobody.
o

Funkcja gestosci rozktadu y? zalezy od liczby stopni swobody k =n—1 i jej wykres
ma rozny ksztatt w zaleznosci od K :
f(£)

ZZ
E(7*)=k=n-1; S(z*)=+2k =/2(n-1)
Rozktad y°> ma zastosowanie do wnioskowania o wariancji o® w populacji z

rozktadem normalnym. Jest on stablicowany.



(5) Rozklad F-Snedecora:

22
Statystyka F = 212 ma rozklad F-Snedecora o k =n -1 i k,=n,—-1 stopniach
2
swobody, gdzie n, - liczebnos¢ pierwszej proby, n, - liczebnos¢ drugiej proby.
Wykres funkcji gestosci rozktadu F-Snedecora:
F(F)

F
E(F)= K 'SZ(F)— 2k2 (K, +k,-2)

kp=2 7 T ki(ky-2) (K —4)

Rozktad F-Snedecora ma zastosowanie do wnioskowania przy pordwnaniu wariancji
dwoch prob wylosowanych niezaleznie z dwoch populacji normalnych o jednakowych
wariancjach i dowolnych $rednich. Rozktad ten jest stablicowany.

1.9.5. Whnioskowanie statystyczne

Jest to uogolnianie wynikow uzyskanych z proby losowej na cata populacje generalna,
czyli podejmowanie decyzji o nieznanych parametrach i rozktadach w zbiorowosci generalnej
na podstawie wynikoéw z proby w warunkach niepewnosci (ryzyka statystycznego) z
wykorzystaniem regut rachunku prawdopodobienstwa.

POPULACJA
nieznany parametr Q =?

np. i, o°, o, p (frakcja)

WNIOSKOWANIE
STATYSTYCZNE

losowa reprezentatywna
(kazda jednostka populacji ma jednakowe (struktura proby musi by¢ najbardziej
szanse znalezienia sie W probie) zblizona do struktury zbiorowosci generalnej)
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1.9.6. Rozklady statystyki z proby?®
Statystyki z proby W, to parametry charakteryzujace probe losowa n-elementowa:
X X,,..., X, Sa one zmiennymi losowymi okreslonymi na przestrzeni prob:
W = f(Xl, XZ,...,Xn)

Podczas wnioskowania statystycznego o populacji na podstawie proby mozna postuzy¢ sig
roznymi statystykami, np. Srednig z proby, wariancjq z proby:

X=13X,, §*=£(x,-XY
i=1

i=1

Statystyka, jako funkcja zmiennych losowych, jest zmienng losowa, ktora ma pewien rozktad
— jest to rozktad statystyki z proby.

Rozklad Sredniej arytmetycznej z proby
Niech X ma rozktad N (y,a), a X, X,,...,X, - to n-elementowa proba losowa.

Srednia arytmetyczna z proby ma rozktad normalny ze $rednig E()z): M 1 wariancja
D(X)=«. Czyli:

X0 N(,u,O'), to X [J N(,u,%)
f(x)

rozklad X

rozktad X

Do wnioskowania o sredniej ¢ w populacji wykorzystuje si¢ odpowiednig zmienng losowa w

zaleznosci od tego, czy znane jest o W populacji, czy nie:

o -zZhane lub o - hieznane
U=%2Jn t=2n-1
o rozktadzie N(0,1) o rozkladzie t-Studentao k =n—-1

stopniach swobody, gdzie
odchylenie standardowe z proby
wyraza si¢ wzorem:

= (B3 (x,-X)

i=1

2 Tamze, s. 66-68.

76



Rozklad wariancji z proby
Niech X ma rozktad N(u,0), a X;,X,,..., X, - to n-elementowa proba losowa o

wariancji S? =ﬁ2(xi - )?)2 . Do wnioskowania o wariancji o w populacji wykorzystuje
i=1

si¢ odpowiednig zmienng losowa w zaleznosci od wielkosci proby:

duza préba
mata proba n>30
n<30

2 _ Z”:(xi—ﬂf (n-1s? Z =J24% -2k -1

o? c?

= o rozktadzie N(0,1)
o rozkladzie ;(2

z k =n-1 stopniami swobody

x

1.9.7. Hipotezy i testy statystyczne

Hipoteza, to przypuszczenie dotyczace populacji. Zamiast weryfikowaé hipotez¢ badana,
buduje si¢ hipoteze zerowa — sprawdzang za pomocg odpowiedniego testu.

Wyrdzniamy hipoteze:
Zerowa alternatywng (badawcza)
H 0 H 1

Hipoteze H, przyjmujemy wtedy, gdy na podstawie testu, hipotezg¢ H, odrzucamy.
Rodzaje hipotez

parametryczne nieparametryczne

- 53 to sady dotyczace warto$ci parametrow - 53 to sady dotyczace np. postaci funkcji
rozktadu populacji rozktadu populacji
H, : parametr Q =Q, H, : populacja ma rozktad G
Q #Q, (dwustronna) H, : populacja nie ma rozktadu G

H,: Q>Q, (prawostronna)
Q < Q, (lewostronna)
trzy
wykluczajace si¢
wersje
hipotezy H,
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Test statystyczny (statystyka testujaca), to reguta sluzaca do weryfikacji hipotez, czyli
podejmowania decyzji odrzucenia lub nieodrzucenia hipotezy H, na podstawie wynikow

proby.
Wyr6zniamy:
Testy istotnosci Testy zgodnos$ci Testy losowoSci
stuzace do weryfikacji hipotez stuzace do weryfikacji hipotezy o shuzace do weryfikacji hipotezy,
dotyczacych parametréw postaci funkcji rozktadu ze proba ma charakter losowy
charakteryzujacych populacj¢ (np. prawdopodobienstwa lub
u, o, o) dystrybuanty zmiennej losowej w

populacji generalnej

Testy weryfikujace sady 0 parametrach populacji nazywaja si¢ testami parametrycznymi.
Testy nieparametryczne stuza do weryfikacji np. zgodnosci rozktadu cechy w populacji z
okreslonym rozktadem teoretycznym lub zgodnosci rozktadow w dwoch populacjach, a takze
losowos$ci wyboru proby — test serii.

Zwiazek pomiedzy dwoma zmiennymi bada si¢ za pomocg testu niezaleznosci.

1.9.8. Weryfikacja wybranych hipotez statystycznych

(1) Weryfikacja hipotezy o $redniej z w populacji normalnej?®

zalozenie:

o -zhane ) o - nieznane, mala proba n <120
populacja
ma
rozktad
N (4,0)
ze znanym odchyleniem . .
standardowym o z nieznanym odchyleniem standardowym
Hy =y, np. Hy D # Hy =y, np. Hy D>
Majac na podstawie N -elementowej Majac na podstawie N -elementowej proby srednig
proby srednia X oraz zadany poziom X i odchylenie standardowe S oraz zadany
istotno$ci « , stosujemy statystyke poziom istotnosci ¢, stosujemy statystyke
testujaca: testujaca t-Studenta z k =n—1 stopniami
U=Xt/n swobody:
_ X-u
o rozktadzie N (0,1) t==> \/ﬁ

Uwaga:
W przypadku weryfikacji hipotezy o $redniej w populacji z nieznanym odchyleniem
standardowym na podstawie duzej proby (n >120) stosujemy statystyke U =%\/ﬁ

(przyjmujemy 7= % ), ktora ma rozktad asymptotycznie normalny N (0,1) .

2 putaska-Turyna B.: Statystyka dla ekonomistéw, Difin SA, Warszawa 2011, s. 236-239.
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(2) Weryfikacja hipotezy o wariancji w populacji normalne;j*°

Zatozenia: populacja ma rozktad normalny N ( U, G) 0 nieznanych parametrach u, o, proba
jest mata (n<30).
H,:o0’=0.;np. H:0% >0

Do weryfikacji hipotezy H, stosujemy statystyke »°:

e e OILE
=

2
%o

ktora ma rozktad y* 0 k =n—1 stopniach swobody.
(3) Weryfikacja hipotezy o frakcji (p) w populacji!

Zalozenia: populacja ma rozktad dwumianowy o nieznanym parametrze P, proba liczy

n>100 jednostek statystycznych.

Ho:p=py; Wzyl alw

H:p<p, Vv Hi:p#p, Vv H,:p>p,

Do weryfikacji hipotezy H, wykorzystuje si¢ wskaznik struktury z proby P =%

n

o rozktadzie normalnym N(F’oﬂ/@)- Po standaryzacji statystyki P =X otrzymujemy

statystyke

0 rozktadzie normalnym N (0,1) .

%0 Tamze, s. 244-245.
31 Tamze, s. 242-243.
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(4) Weryfikacja hipotezy o dwéch $rednich: 4 i 1, w populacjach normalnych3?

zatozenie:
0,,0, - Znane populacja ma rozktad o,,0, - hieznane
N(u.0) ale 0, =0,
ze znanymi warunkami z nieznanymi odchyleniami
standardowymi o, o, standardowymi o,,0,, ale rownymi o, = o,
Hotm = Hilpw =, Hotm = Hilpw# 1,
lub lub
Hyw > py Hyw > py
lub lub
Hyt <, Hyfw <
Majac $rednie: X, i X, z prob odpowiednio Majac $rednie: X, i X, oraz odchylenia
n, i n, elementarnych, stosujemy statystyke¢  standardowe S, i S, z préb odpowiednio n,
testujaca: i n, elementarnych stosujemy statystyke
Uz_a"% testujaca t-Studenta o k =n, +n, —2 liczbie
NS stopni swobody:
o rozktadzie normalnym N (0,1) t= 4%
\/(nl—1>sf+<n1—1>55 (1+2)
Ny-+n,—2 LA

(5) Weryfikacja hipotezy o dwoch wariancjach®

Zalozenia: obie populacje majg rozklad normalny N (o), o nieznanych parametrach s i
o, S, 1 S, - odchylenia standardowe odpowiednio z n, i n, elementarnych prob, przy czym
n >n,.

Wowczas hipotezy H, I H, maja postac:

H,:0l =0’ (Iub H, :2—12:1); H,:0! >0’ (Iub H, :Z—1§>1)
Do weryfikacji hipotezy H, stosujemy statystyke F-Snedecora:
_S
S;
o liczbie stopni swobody (licznika) k, =n, —1 oraz (mianownika) k, =n, -1, przy czym — ze

F

wzgledu na postac¢ hipotezy alternatywnej — koniczne jest takze ponumerowanie prob, aby:
S2>S2.

%2 Tamze, s. 245-252.
3 Tamze, s. 254-256.
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1.9.9. Przyklady rachunkowe

P1.)
Sprawdzi¢ na poziomie istotnosci « =0,05 zasadnos$¢ twierdzenia, ze przecig¢tnie dorosty

cztowiek $pi $rednio 4,5 godziny na dobe zaktadajac wnioskowanie oparte na rozkladzie
normalnym N (z;0,5), jesli na podstawie proby liczacej 625 osob ustalono, ze $rednia

dhugos¢ snu tej grupy wynosi 6 godzin na dobg.

Rozwiazanie:
Stawiamy hipotezg zerowa: H,:u=4,5(= 1) wobec hipotezy alternatywnej H,:u#4,5.

X4 =845 ~75=u,, o rozkladzie normalnym N (0,1).
Jn

625

Stosujemy statystyke U =

Z tablic tego rozktadu odczytujemy dla = 0,05 wartos¢ krytyczng U, =Ug s =1,96.
Obszar krytyczny jest obustronny:

K= (—oo; U, ) (u,;+0) = (—oo;—1,96>u<l, 96; +0).

Poréwnujemy U, =75 Z Uy, =1,96 i mamy:

Ugy, =75 K =(—00;~1,96) (1, 96;+0).

Podejmujemy wigc decyzj¢ o odrzuceniu hipotezy H, na rzecz hipotezy H,.

Odpowiedz: Zatem hipoteze o $redniej rownej 4,5 godziny snu dorostego cztowieka na dobe
nalezy uzna¢ za falszywa.

P2.)
Utarg sklepéw pewnej miejscowosci ma rozkltad normalny z nieznanymi parametrami.
Przypuszcza si¢, ze dzienny utarg jest rzedu 10 tys. zt. Na poziomie istotnosci a =0,05

sprawdzi¢, czy to przypuszczenie jest stuszne, jesli w probie 25 losowo wybranych takich
sklepow otrzymano $redni dzienny utarg X =9,5 tys. zt.

Rozwiazanie:
Stawiamy hipotezg zerowa H, : 1 =10(= £, ) wobec hipotezy alternatywnej H, : z<10.

Stosujemy statystyke t:%\/ﬁ =250 J25=-1,25=t,, o rozkladzie t-Studenta 0 n-1
stopniach swobody. Z tablic tego rozktadu odczytujemy dla a=0,05 i n—1=24 stopni

swobody warto$¢ krytyczna: t,, |, =1, 500 =151, =1,711
Obszar krytyczny jest lewostronny: K =(—0;—t,, ;) =(—o0;~1,711)
Poréwnujemy t,, =-125 z —t,,,, =—1,711 i mamy t,, =-125¢ K =(—o0;—1,711).

Odpowiedz: Podejmujemy wiec decyzje, ze nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy H,.

Zatem
z btgdem 0,05 przyjmujemy hipoteze¢ o tym, ze $redni utarg dzienny tych sklepdéw jest rzedu
10 tys. z1.
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P3.)

W losowo wybranej probie 30 studentéw obliczono wariancje S* =2 papierosy wypalone
dziennie przez tych studentow. Przy zatozeniu, ze rozktad liczby wypalonych papierosow jest
normalny, na poziomie istotnosci a =0,05 zweryfikowa¢ hipotezg, ze odchylenie

standardowe wypalonych papierosow wynosi 3.

Rozwiazanie:
Stawiamy hipoteze zerowg: H,:0°=3"= 9(: aj) wobec hipotezy alternatywnej
H,:0%>9.

(n-1)s?

&

Stosujemy statystyke y° = =22-6,44=u,, o rozkladzie chi-kwadrat z n—-1=29

stopniami swobody. Z tablic tego rozktadu odczytujemy warto$¢ krytyczna )(5'05;29 =42,56.

Obszar krytyczny jest prawostronny:

K = (22 02:490) = (X gs.01+0) = (42,56, +00)

Porownujemy 7% =6,44 Z 44,0 =42,56 imamy 72, & K =(42,56;+).

Odpowiedz: Podejmujemy wiec decyzjg, iz nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy H,.

Zatem z bledem 0,05 przyjmujemy, ze odchylenie standardowe wypalonych papierosow
wynosi 3.

P4.)

W celu zbadania hipotezy, ze 40% uczniow w wieku szkolnym nosi okulary, zbadano 5000
ucznidéw 1 stwierdzono, ze 1500 uczniow tej grupy nosi okulary. Na poziomie istotnosci 0,01
zweryfikowac t¢ hipoteze.

Rozwiazanie:

Stawiamy hipotezg zerowg H, : p=0,4(= p,) wobec hipotezy alternatywnej H, : p#0,4.
k—p 00,4

Stosujemy statystyke u=-——2-=5%0_—_ —_0,019 o rozktadzie normalnym N(0,1). Z

SR
tablic tego rozkladu odczytujemy dla « =0,01 warto$¢ krytyczna U, =U,,, = 2,58. Obszar
krytyczny jest obustronny:
K= (—oo;—ua>u<ua;+oo) = (—oo;—2,58>u<2,58; +00)
Poréwnujemy U, =-0,019 z u,,, =2,58 i mamy
Uy, =—0,019 ¢ K =(—00;-2,58)(2,58;+e0).

Odpowiedz: Podejmujemy wigc decyzje o nieodrzuceniu hipotezy H,, bowiem moze ona

by¢ prawdziwa.
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1.10. O metodach i technikach badawczych

A/NIET > BADAN
jakoSciowe ilo$ciowe eksperymentalne

- charakteryzowanie zjawisk - badanie zjawisk lub - wykonywanie dziatan
lub obiektow badan w sposob  obiektow wraz z okresleniem powodujacych okreslone

opisowy bez okreslania parametrow liczbowych, np.  reakcje i zjawiska wraz z ich

parametroéw liczbowych gromadzenie i przetwarzanie obserwacjg W badanych
w celu dostarczenia nowych danych, ilosciowy opis obiektach, np. eksperymenty

informacji o badanym struktury i dynamiki zjawisk laboratoryjne, terenowe

zjawisku oraz poglebienia
istniejgcej wiedzy

TECHNIKI BADAWCZE

sondaze wywiady obserwacja eksperyment analiza
przypadkow

1.10.1. O metodach ilosciowych (patrz: 1.1.3.)

Model (matematyczny) — uproszczona konstrukcja formalna przedstawiajaca zalezno$ci
miedzy zjawiskami przy pomocy okreslonej funkcji analitycznej. Najcze$ciej ma postac
réwnania (uktadu roéwnan).

Model ekonometryczny — zalezno$¢ zmiennej objasnianej Y od zmiennych objas$niajacych:
X Xy X

Y = (X, X, Xghees X0 €)
gdzie f - funkcja analityczna, & - odchylenie losowe

np. ekonometryczny model liniowy:
Y=o+ X +a,X,+a X, +¢&

Etapy ilosciowego badania zaleznosci mi¢dzy zjawiskami ekonomicznymi.

1) Projektowanie badania (okreslenie celu i metod badania).

2) Organizacja badan (opracowanie strony technicznej badan).

3) Pomiar i opis statystyczny (zebranie i uporzadkowanie danych wraz z ich prezentacja
(tablice, tabele, wykresy) i charakterystyka badanego obiektu lub zjawiska).

4) Whnioskowanie statystyczne w przypadku badania czesciowego (na podstawie proby), czyli
wnioskowanie o populacji na podstawie proby z zastosowaniem statystyki matematycznej.

5) Modelowanie ekonometryczne (wybor zmiennej objasnianej Y , zmiennych objasniajacych
(X,) wraz z postacia analityczng funkcji f do modelu: Y = f (X, X,, X;,..., X,,&) oraz

estymacja parametrow strukturalnych modelu 1 jego werytikacja).
6) Wykorzystanie w badaniach operacyjnych zbudowanego modelu do analizy ekonomicznej
I prognozowania — przez decydentoéw w procesach decyzyjnych.
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1.10.2. Badania pelne, a cze$ciowe — dobor jednostek statystycznych do préby3*

BADANIA STATYSTYCZNE
(badanie empiryczne — obserwacja — prawidtowos¢ w zjawiskach masowych)

/\

pelne, czesciowe,
wyczerpujace niewyczerpujace z proby
(badanie dotyczy wszystkich (badanie dotyczy czg¢sci jednostek —
jednostek zbiorowosci statystycznej) proby — a jego wyniki sa uogdlniane
na catg populacje)

Dobor jednostek statystycznych do préby

W celu rozpoznania prawidtowosci dotyczacych populacji generalnej na podstawie
wynikéw czgsciowych, niezbedny jest: losowy dobor proby (0 znalezieniu si¢ jednostek
w probie decyduje przypadek):

(1) kazda jednostka populacyjna ma szanse znalezienia si¢ W probie,
(2) kazda cz¢s¢ populacji ma szanse bycia proba.

Nie wszystkie schematy losowania umozliwiaja ekstrapolacj¢ wynikow na zbiorowos¢
generalng. Jesli przyjmiemy, ze istnieja dwie zasadnicze metody dobierania prob: losowe
(probabilistyczne) i nielosowe (nieprobabilistyczne), to prawdopodobienstwo zajscia
okreslonych zdarzen mozna oszacowaé¢ tylko w przypadku doboru losowego. Dlatego
stwierdza sig, ze losowy dobor gwarantuje uzyskanie proby reprezentatywnej.

Mowiac 0 losowym doborze préby, mamy na mysli wiele réznych sposobow, ktore
w praktyce badawczej sa mieszane, kombinowane, tak ze ostateczna préba losowa moze by¢
funkcjg Kilku schematow losowania. Do najwazniejszych nalezy zaliczy¢ losowanie
systematyczne (np. co k-ty element lub kolejny zgodnie z liczbami losowymi), losowanie
warstwowe (w ktorym populacje dzielimy na pewna liczb¢ niezachodzacych na siebie
podpopulacji, czyli warstw, miedzy ktore nastgpnie rozdzielone sa czgéci calej proby),
grupowe (w ktérym, podobnie, jak w losowaniu warstwowym, populacj¢ dzielimy na pewna
liczbg niezachodzacych na siebie stosunkowo niewielkich podpopulacji, czyli grup, przy
czym tylko niektore z nich — te losowo dobrane — wejda w sktad ostatecznej proby).

Metoda reprezentacyjna

Metoda reprezentacyjna polega na tym, ze na podstawie wybranej w sposob losowy
czg$ci zbiorowosci (probki) wnioskujemy o cato$ci (tj. o zbiorowosci generalnej). Aby jednak
uzyskane wnioski mozna byto odnie$¢ do catej zbiorowosci, badana zbiorowo$¢ (proba) musi
by¢ reprezentatywna. Oznacza to, ze struktura proby musi by¢ mozliwie najbardziej zblizona
do struktury zbiorowos$ci generalnej (catej zbiorowosci).

Jednostki statystyczne mogg by¢ wybrane do préby dwoma sposobami. Jeden
to wybor przez losowanie, a wiec wybor przypadkowy, dajacy kazdej jednostce badanej
zbiorowosci takie same szanse wylosowania. Na podstawie teorii prawdopodobienstwa
mozna wigc stwierdzi¢, do jakiego stopnia prdoba jest reprezentatywna dla zbiorowosci,

3 Tamze, s. 18-20.
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z ktorej dokonali$my losowania. Drugi sposob to celowa selekcja (dobor celowy). W tym
przypadku w sposob $wiadomy, tj. oparty na jakim$ wstepnym rozeznaniu w zagadnieniu,
typuje si¢ pewne jednostki do proby, a inne si¢ odrzuca.

Podstawowym zagadnieniem w metodzie reprezentacyjnej jest sprawa doktadnosci
badania. Zalezy ona od wielu czynnikéw, m.in. od:

- struktury badanej zbiorowosci,
- zastosowanego schematu losowania,
- liczebnosci proby (musi by¢ dostatecznie duza).

Mozna ogoélnie powiedzie¢, ze metoda reprezentacyjna polega na szacowaniu
nieznanych parametrow zbiorowosci generalnej na podstawie wynikow uzyskanych z badania
proby. Metoda ta pozwala ustali¢ przecigtne wielkosci badanych zjawisk i ich strukture.
Stosuje si¢ ja w wielu dziedzinach, a przede wszystkim w statystyce spoteczno-ekonomicznej,
w badaniach eksperymentalnych i w technice.

Z wielu zastosowan metody reprezentacyjnej przyktadowo mozna wymieni¢
statystyczng kontrolg¢ jako$ci produkcji, badania budzetéw rodzinnych, badania popytu
konsumpcyjnego, wspotczesne spisy rolne.

Wiadomo, ze im wigksza jest liczebno$¢ badanej proby, tzn. im wigksza jest liczba
badanych jednostek, tym odchylenia przypadkowe znosza si¢ doktadniej, co oznacza,
ze prawidtowo$¢ w wystepowaniu zjawisk jest coraz wyrazniejsza w miar¢ wzrostu liczby
obserwacji lub doswiadczen. Dziata tu bowiem prawo wielkich liczb.

Zrozumiale, ze zbiorowos¢ nieograniczona nie moze by¢ zbadana catkowicie. Totez
kazde badanie takiej zbiorowosci, bez wzgledu na liczbe jednostek objetych badaniem, bedzie
zawsze badaniem cze$ciowym. Ze zbiorowo$ciami nieograniczonymi ma do czynienia
np. statystyka ludnosciowa, zajmujaca si¢ m.in. badaniem struktury ludnosci wedlug plci,
wieku i stanu rodzinnego, liczby matzenstw, urodzen, zgonow; statystyka rolnicza, ustalajaca
np. wplyw opadow, temperatury, glgbokosci orki, czy nawozenia na wysoko$¢ plonow.
Z nieograniczonymi zbiorowos$ciami mamy rowniez do czynienia przy statystycznych
badaniach jakosci produkcji seryjnej.

Podejmowanie badan metoda reprezentacyjng jest rowniez czesto dyktowane
koniecznosciag uzyskania wynikow badah w stosunkowo krotkim czasie. Typowym
przyktadem jest tu stosowanie metody reprezentacyjnej przy badaniu wynikow powszechnego
spisu ludnosci.

W wielu przypadkach przeprowadzeniu badania catkowitego stoja na przeszkodzie
wzgledy ekonomiczne lub praktyczne. Dzieje si¢ tak wtedy, gdy badany przedmiot ulega
zniszczeniu (np. cegla przy badaniu na wytrzymalo$¢, zarowka przy badaniu dlugosci
$wiecenia, nasiona przy badaniu kietkowania, konserwy przy badaniu jakosci) lub gdy
wielko$¢ strat, ktore pociggneloby za sobg takie badanie, jest zbyt duza.

1.10.3. Podstawowe wiadomosci o badaniach operacyjnych
Badania operacyjne (c nauki o zarzadzaniu) — teoria podejmowania decyzji wykorzystujgca

metody iloSciowe matematyczne i statystyczne do wyznaczania optymalnych rozwigzan
réznych probleméw w wielu dziedzinach dziatalno$ci cztowieka (np. technicznych,
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ekonomicznych 1 zwigzanych z zarzadzaniem) z zastosowaniem technik komputerowych.
Geneza: metody zarzadzania operacjami wojskowymi w okresie II wojny swiatowe;.

Zatem: badania operacyjne (ang. operations research) — to zespét modeli i metod
poszukiwania optymalnych rozwigzan ze wzgledu na preferencje decydenta. Sg one zwigzane
Z programowaniem matematycznym.

Programowanie matematyczne — zajmuje si¢ gtdéwng konstrukcjg i analizg algorytmow
rozwigzywania problemow optymalizacyjnych.

Typy modeli decyzyjnych

/\

modele deterministyczne modele niedeterministyczne
(decyzja w warunkach pewnosci) (decyzja w warunkach niepewnosci)
modele stochastyczne modele decyzyjne w warunkach
(decyzja w warunkach ryzyka) niepetnej informacji
(ryzyko lub niepewno$¢)

Modele operacyjne — decyzje o krotkim horyzoncie czasowym
Modele strategiczne — decyzje dalekosiezne

Decyzja i jej rodzaje: lepsza
- decyzja dopuszczalna — Wazne:
(zgodna z ograniczeniami) = kryterium
i gorsza wyboru
- decyzja optymalna (najlepsza)

Problem decyzyjny — okreslona sytuacja decyzyjna
Zadanie decyzyjne — zapis sytuacji decyzyjnej z uzyciem modelu matematycznego
(zawierajacego symbole 1 operatory matematyczne dotyczace warunkdéw ograniczajacych,

czy kryteriow wyboru).

Parametry — wielko$ci znane decydentowi wystepujace w warunkach ograniczajacych
(uktadach rownan i nierd6wnosci).

Zmienne decyzyjne — zmienne do ustalenia.

Warunki brzegowe w zadaniu decyzyjnym — np. nieujemnos$¢ zmiennych, ich cigglosc.
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Decyzje dopuszczalne — taki uktad wartoSci zmiennych decyzyjnych, ktére spehniajg
wszystkie warunki brzegowe i ograniczajace badang sytuacje¢ decyzyjna.

Funkcja celu (funkcja kryterium) — kryterium wyboru mierzace stopien osiaggnigcia celu,
ktéry decydent chce osiggnac.

Wybor decyzji optymalnej — wyznaczanie takich wartosci zmiennych decyzyjnych, przy
ktorych warto$¢ funkcji celu osigga warto$¢ najkorzystniejszag (optymalng) — wartos¢
minimalng lub maksymalna.

Opis zadania decyzyjnego (porownaj z: 1.5.):
Niech: D - zbior decyzji dopuszczalnych
d - dowolna decyzja
f - funkcja celu
Zadanie decyzyjne:
Znalez¢ takg decyzje d* e D, ze:

ALBO

f(d*)=max{f(d):deD} f(d*)=min{f(d):d eD}
Uwaga:

Jezeli funkcja celu oraz warunki ograniczajace sg liniowe, to zadanie decyzyjne nazywany
zadaniem programowania liniowego (PL).

Programowanie liniowe w procesach decyzyjnych

Zadanie (model) programowania liniowego polega na znalezieniu warto$ci optymalnej
funkcji liniowej postaci:

n
F (X Xg0eee1 Xy ) = CXp +CoXp ... +C X, = D €,
i1

gdzie: c,,cC,,...,C, - znane wspotczynniki,

X, Xy,..., X, - Zmienne decyzyjne,
F - funkcja celu,

D" ¢;x; = opt. (max lub min).
i1

Ograniczenie procesu optymalizacji ma postaé:

a11X1+a12X2+~~~+a1an(SEZ)b1
8y X +8uX, +...+8,X, = b,

: . 2n"*n

> ax, = b oczyli (b 2)

) Y (< wbz)

i=l,....m

j=l...n

a, X +a,X+...+a,.X = b

(<lb>) ™
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gdzie: a;,b; - znane wspotczynniki
i=1...,m - liczba ograniczen
j=1...,n - liczba zmiennych decyzyjnych

warunki brzegowe: x; >0, j=1,...,n - zmienne decyzyjne

Kazde rozwigzanie (Xl,xz,...,xn) spelniajace ograniczenia 1 warunki brzegowe,

to rozwiazanie dopuszczalne.
Rozwiazanie optymalne — to rozwigzanie spetniajace maksimum lub minimum funkcji celu.

Uniwersalng metoda rozwigzywania zadan prognozowania liniowego jest algorytm
SIMPLEX (wraz z arkuszem kalkulacyjnym Excel i dodatkiem SOLVER).

Przyklad zadania programowania liniowego:

Dane:
S,,S,,S, - zasoby magazynowe odpowiednio w b;,b,,b, - ilosciach.

Nalezy wytworzy¢: P, P, - dwa produkty odpowiednio w X, X, - ilo$ciach.

Do wytworzenia jednostki produktu P, (j=1,2) zuzywa si¢ a; surowca S; (i=1,2,3).
Zysk jednostkowy z wyprodukowania jednej jednostki produktu P; wynosi c; jednostek
pienieznych.

Polecenie:

Wyznaczy¢ optymalng decyzje d” (Xl, Xz) maksymalizujaca catkowity zysk z wytworzenia

produktow P, i P,, przy danych zasobach b,,b,,b, surowcow S,,S,,S,.

Rozwigzanie:
Funkcja celu: F(x,X,)=¢X +C,X, ma osigga¢ maximum.
Jesli (z tresci zadania) wiemy, Ze:
(1) na wyprodukowanie 1-ej jednostki produktu P, zuzywa si¢ a,, ilosci surowca S, oraz
(2) na wyprodukowanie 1-ej jednostki produktu P, zuzywa si¢ a,, ilosci tego samego
surowca S, , ale przy ograniczonej do b, wielkosci tego surowca,

to warunek ograniczenia ma postac:

dlas;: a X +a,x, <b;

analogicznie A, % +a,X, <b,
dla surowcow S, i S, 1< a, X, +a,X, <h,

wraz z warunkami X =0 0 nieujemnosci
brzegowymi: X, >0 zmiennych decyzyjnych

Ww. uktad, to klasyczna posta¢ zadania programowania liniowego.
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1.10.4. Przyklad rachunkowy®

Niech:
e wielko$ci zasobow surowcow S,S,,S, beda ograniczone iloSciami odpowiednio
danymi: b, =24, b, =20, b, =28,
e nalezy wytworzy¢ produkty: P, i P, w ilosciach X, 1 X,, korzystajac z zasobow
S.,S,,S,;,
e zysk jednostkowy z wytworzenia produktow P, i P, jest odpowiednio rowny: ¢, =12
ic, =8,
e do wytworzenia jednej jednostki produktu P, oraz P, zuzywa si¢ odpowiednio a,, =3
i a,=4 ilosci surowca S, , za§ a, =2 i a, =5 surowca S, oraz tylko a, =7
surowca S, .
Wyznaczymy optymalng decyzje: d” (X, X,) maksymalizujaca zysk z wytworzenia produktu
RiP,.

Rozwiazanie:

e Funkcja celu —zysk: F(x,,X,)=12x, +8x,, ktora nalezy zmaksymalizowac.

e Ograniczenia wraz z warunkami brzegowymi:

3x, +4x, <24 X, <-3%+6
2%, +5x, <20 X, <—2x +4
7% +0x, <28 X <4
X =0 X >0
X, >0 X, 20

e Interpretacja graficzna ww. uktadu nieréwno$ci na ptaszczyznie [12, czyli zbioru
dopuszczalnych decyzji (czworokat OABC)

% Wozniak A.: Badania operacyjne w logistyce i zarzqdzaniu produkcjg, Wydawnictwo Naukowe PWSZ
w Nowym Saczu, Nowy Sacz 2010, s. 16-18.
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III|IIII|IIII|IIII IIII|I”I”,I~

3x +4x, =24

1 12 +8x, =671
12 +8x =p(dap= 6?%|
xn=4
122 +8x, =0

Rodzina prostych réwnolegltych (innego koloru), to wykresy funkcji celu:
12x, +8x, = p dla okreslonego poziomu zysku p.

Dopiero najwyzej potozona prosta: 12X, +8X, =67+ ma punkt wspolny: B(4,%)
ze zbiorem dopuszczalnych decyzji — czworokatem OABC.

Zatem optymalna decyzja d"(x,X,)=B(4,%) realizuje maksymalny zysk na
poziomie F(4,%2)=12-4+8-2=67% przy danych ograniczeniach, dla poziomow
produkcji: x, =4 produktu P, i x, =% produktu P,.

Kazda (nizej potozona — jasniejsza) prosta: 12x, +8x, = p dla p <671 jest wykresem
funkcji  zysku  dla  niepelnego  wykorzystania  zasobéw  potrzebnych
do wytworzenia produktéw P, i P, i nie realizuje maksymalnego zysku.

Odpowiedz: Wytworzenie ilosci X, =4 produktu P, i x, =% produktu P, zrealizuje
(przy danych ograniczeniach surowcow S,, S, 1 S;) maksymalny zysk rowny

F(42)=67¢,
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1.10.5. Metody prognostyczne

Etapy prognozowania:
1) definicja problemu prognostycznego,
2) zebranie danych statystycznych i ich analiza,
3) wybor metody prognozowania,
4) postawienie prognozy,
5) ocena trafno$ci prognozy.

Metody prognostyczne
METODY PROGNOSTYCZNE
/ METODY
METODY MATEMATYQZNO-STATYSTYCZNE NIEMATEATYCZNE
(1losc1owe)\A (jakosciowe)
oparte na modelu oparte na modelu - ankietowe
deterministycznym ekonometrycznym - intuicyjne
- kolejnych przyblizen
1-no réwn. mod. ekon. wielorown. m. ekon. - ekspertyz
- klas. mod. trendu - oroste - delficka
- adept. mod. trendu P - refleksji
. - rekurenc.
- M. przycz.-opis. . . . - analogowe
- 0 16w. wspotzalez. .
- m. autoregr. - inne

Niektore metody predykcji:
1) Predykcja na podstawie trendu.
2) Predykcja na podstawie modelu ekonometrycznego.
3) Predykacja na podstawie szeregow czasowych.
4) Metody naiwne.
5) Metoda $redniej ruchome;j.
6) Prognozowanie analogowe.
7) Metody heurystyczne.
8) Scenariusze.
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Zakonczenie

Zaprezentowane w rozdziale merytoryczne treSci matematyczne i statystyczne nie sg
przedstawione w formie systematycznego i regularnego wyktadu — byloby to niemozliwe,
a nawet niewskazane. Bowiem tresci te sa doktadnie omawiane i analizowane na zajeciach
z matematyki 1 przedmiotow pokrewnych. Stad tez nie bylo zadnych powodow,
ani mozliwos$ci ponownego dokonywania takiej prezentacji w niniejszym rozdziale.

Bowiem zawsze mozliwe jest poglebienie zasygnalizowanych tutaj zagadnien
z dost¢pnych zrodet wedtug wiasnych potrzeb.

Zdecydowana wigkszo$¢ teoretycznie zasygnalizowanych fragmentdw poparta jest
rozwigzanymi przykltadowo zadaniami rachunkowymi z wyczerpujacym komentarzem
objasniajacym. Tresci matematyczne 1 statystyczne rozdziatu pierwszego pelnig role
niezbednego teoretycznego fundamentu dla lektury kolejnych specjalistycznych rozdziatow
kierunkowych o charakterze praktycznym.
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Streszczenie

Rozdziat , Aparat matematyczny i statystyczny” prezentuje — zgodnie
z tytulem — te specjalistyczne treéci, ktore sa wykorzystane w kolejnych kierunkowych
rozdziatach monografii.

Zawarte w nim sg odpowiednie pojecia, definicje, twierdzenia, zasady i1 metody
matematyczne i statystyczne, ktore stanowig fundament ich zastosowan w naukach
ekonomicznych, finansach i informatyce.

Materiat rzeczowy rozdziatu podzielony jest na 10 podrozdzialdéw, ktorych tematyka
obejmuje: jezyk matematyczny, obliczenia finansowe, funkcje i ich pochodne, zagadnienia
optymalizacji, roéwnania rozniczkowe, uklady roéwnan oraz statystyke opisowa
I matematyczng. Calo$¢ koncza rozwazania o metodach i technikach badawczych
oraz prognozowaniu. Kazdy rozdziat podzielony jest na odpowiednie tematyczne moduty.

Prezentowane wybrane zagadnienia ujete sg sygnalnie, schematycznie i syntetycznie
w formie zwartej z wykorzystaniem porOéwnan 1 rozumowania przez analogi¢. Prawie
wszystkie podrozdzialy zakofczone sa rozwigzanymi przyktadami rachunkowymi wraz
z wyczerpujacymi komentarzami. Ilustruja one poprzedzajace je treSci o charakterze
teoretycznym.

Stowa kluczowe

twierdzenie, model, kwantyfikacja, procent, kapitalizacja odsetek, funkcja, pochodna,
optymalizacja, catka, rownania rozniczkowe, macierz, uktady rownan, struktura, dynamika
1 wspotzaleznos¢ zjawisk, zmienna losowa i jej rozktad, weryfikacja hipotez statystycznych
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The mathematical and statistical tool

Summary

The chapter ‘The mathematical and statistical tool” presents-according to the title-this
specialistic content which is used in the subsequent vocational chapters of the monograph.
There are the appropriate concepts, definitions, statements, rules and mathematical and
statistical methods included in it which are the fundament of their usage in economic,
financial and computer science.

The content of the chapter is divided into 10 subsections which subject area includes:
mathematical jargon, financial calculations, functions and their derivatives, optimisation
matters, differential equation, equation systems and also descriptive and mathematical
statistic. The whole content of the chapter is concluded by the consideration about the
methods and the research technologies and the forecasting. Every chapter is divided into the
appropriate subject module.

The presented, chosen issues are included perfunctorily, schematically, synthetically,
in the compact form with the usage of the comparison and the analogizing. Almost all the
subsections are concluded by the calculative examples of their solving with the
comprehensive comment. They illustrate the preceded content of the theoretical nature.

Key words
statement, model, quantification, percentage, interest earned, function, derivative,
optimization, integral, differential equation, matrix, equation system, structure, dynamic and
the correlation of the phenomenon, random variable and its layout, the verification of statistic
hypothesis.
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Wprowadzenie

Bank, to instytucja finansowa zobligowana, jak kazda dziatalno$¢ gospodarcza, do
generowania zyskow i1 wartosci dla swoich klientow. Czynnikami produkcji w banku s3:
»przyjmowanie wkladéw pieni¢znych platnych na zadanie lub z nadej$ciem oznaczonego
terminu oraz prowadzenie rachunkow tych wkladow, prowadzenie innych rachunkéw
bankowych, udzielanie kredytow, udzielanie i potwierdzanie gwarancji bankowych oraz
otwieranie 1 potwierdzanie akredytyw, emitowanie bankowych papierow wartosciowych,
przeprowadzanie bankowych rozliczen pieni¢znych, wykonywanie innych czynnosci
przewidzianych wytacznie dla banku w odrebnych ustawach”3®.

Bank jest osobg prawna, dlatego tez jego dzialalno$¢ poddana jest $cistej regulacji.
Okreslone jest to odpowiednimi aktami prawnymi w stopniu szerszym, niz innych podmiotow
gospodarczych. Komisja Nadzoru Finansowego udziela zezwolen na jego utworzenie oraz
odrgbnie na prowadzenie przez niego dziatalnosci. Podstawowe akty prawne to: Ustawa
Prawo bankowe®’, oraz Ustawa o Narodowym Banku Polskim®,

W polskim systemie bankowym, oprocz banku panstwowego, ktorym jest Narodowy
Bank Polski, funkcjonuja nastepujace banki: banki w formie spdtek akcyjnych nazywane
komercyjnymi, banki spotdzielcze, oraz spotdzielcze kasy oszczednosciowo kredytowe.

Badajac strukture bilansu banku widzimy, ze najwigksza cze$¢ aktywoéw stanowia
udzielone kredyty, a pasywa, czyli zrodia finansowania aktywow stanowia gtownie depozyty
sektora niefinansowego. Banki to instytucje podejmujace ryzyko na wtasny rachunek. Wigze
si¢ to ze zwrotem ulokowanych w nich srodkéw na okre§lonych z gory warunkach, oraz braku
zwrotu zaciggnigtych kredytow zgodnie z zawarta umowa kredytowa.

Zaprezentowane ponize] rozwazania dotycza jedynie wybranych kierunkow
dziatalno$ci bankowej, tj. naliczania odsetek od depozytdéw, kredytow i obligacji.

Gléwnym kosztem, jak i1 gléwnym dochodem w banku jest oprocentowanie m. in.
depozytéw, kredytdéw 1 obligacji itp. Do wyliczenia tego potrzebna jest matematyka.
Oprocentowanie to rynkowy koszt kapitatlu, albo inaczej cena, ktorg placi si¢ za pozyczenie
pieniedzy na okreslony czas. Koszt ten wyraza si¢ zazwyczaj, jako procent od pozyczonej
sumy, mierzony w ujeciu rocznym.

Jesli kto$ pozycza pieniadze na krotszy okres, to zaplaci mniej, proporcjonalne do
czasu dysponowania pozyczonymi $rodkami. Pozyczka taka moze mie¢ zaréwno charakter
kredytu, jak 1 rowniez zakupu obligacji wyemitowanych przez potrzebujaca kapitatu
instytucje. Stopy oprocentowania s3 niezwykle istotne dla funkcjonowania gospodarki,
poniewaz ich poziom wptywa na wiele podejmowanych decyzji.

Wysokie oprocentowanie zniecheca do realizacji zakupow na kredyt, jak réwniez
utrudnia przedsigbiorstwom finansowanie biezacych kosztow dziatalnosci (kredyt obrotowy).
Stopy procentowe, oprocz wptywu na decyzje gospodarstw domowych, oddziatujg takze na
decyzje firm w sprawie inwestycji. Wysoki koszt kredytu moze np. powstrzymac firme przed
zbudowaniem nowej fabryki, dzigki ktorej powstatyby nowe miejsca pracy.

3 Ustawa z dnia 29 sierpnia 1997 r. — Prawo bankowe (Dz.U. 2020 r., poz. 1896 z p6zn. zm.), art. 5.

37 Ustawa z dnia 29 sierpnia 1997 r. — Prawo bankowe (Dz.U. 2020 r., poz. 1896 z p6zn. zm.).

3 Ustawa z dnia 29 sierpnia 1997 r. — Ustawa o Narodowym Banku Polskim (Dz.U. 2020 r., poz. 2027 z pozn.
zm.).
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Poziom stop procentowych wptywa, wiec na kondycj¢ gospodarki. Generalnie rzecz
biorac, im wyzsze stopy procentowe na rynku, tym nizszy popyt w gospodarce. Natomiast,
wysokie oprocentowanie zacheca do oszczedzania. Oprocentowanie jest rowniez zyskiem za
powierzone oszczedno$ci na lokacie. Mozna powiedzie¢, ze stopa procentowa jest
wynagrodzeniem za cierpliwos$¢ — oszczgdzajac pieniagdze rezygnujemy z biezacej konsumpcji
na rzecz konsumpcji w przysztosci. Im wyzsze wynagrodzenie, tym che¢tniej podejmujemy
decyzje o oszczedzaniu, bowiem dzigki niemu przyszia konsumpcja staje si¢ wigksza od tej,
ktora moglibysmy zrealizowa¢ obecnie.

Oprocentowanie kredytow 1 lokat wplywa na ceny rynkowe, ktére rownowaza
dostepne oszczgdnosci z popytem na kredyty. Jesli popyt na kredyt jest wigkszy od
dostepnych oszczednosci, to oprocentowanie rosnie. Na ksztaltowanie si¢ poziomu
rynkowych stép procentowych wptywa bank centralny poprzez polityke pienigznag,
a wysoko$¢ stop procentowych ustala Rada Polityki Pieni¢znej. Jezeli nastgpuje wzrost
podazy pienigdza, to obnizane sg stopy procentowe, w przypadku przeciwnym — ma miejsce
wzrost.
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2.1. Zasady i procedury naliczania odsetek od rachunkow bankowych

W dziatalnosci kazdego banku wazne s3 regulaminy wewnetrzne zwigzane
Z dzialalnos$cig podstawowa. W regulaminach tych znajduja si¢ szczegdtowe zasady
I procedury naliczenia odsetek. Zasady te wyrazaja si¢ wzorami matematycznymi stuzacymi
do ich obliczania. W obecnych czasach nikt juz nie nalicza odsetek recznie, do tego stuzg
odpowiednie programy komputerowe, ktére wspomagaja pracg pracownikéw bankowych. Nie
mniej jednak, nalezy posiada¢ podstawowa wiedz¢ zwigzang z tg procedurg.

Odsetki naliczane sg z wykorzystaniem stop procentowych. Ich wysokos¢ okresla
Rada Polityki Pieni¢znej, czyli organ decyzyjny Narodowego Banku Polskiego. Okreslanie
wysokosci stop, ma na celu utrzymanie niskiego i stabilnego poziomu inflacji oraz wspieranie
rozwoju gospodarczego kraju.

Wyrdézniamy cztery podstawowe stopy procentowe: stopa referencyjna, Stopa
lombardowa, stopa depozytowa i stopa redyskontowa.

Stopa referencyjna — okresla minimalng ceng, po jakiej Narodowy Bank Polski
organizuje operacje otwartego rynku na rynku miedzybankowym. Emitowane przez bank
centralny krétkoterminowe papiery wartosciowe, stanowig jedno z najwazniejszych narzedzi,
ktére pozwalaja regulowac wielko$¢ pienigdza w obiegu. Jezeli wprowadza si¢ te instrumenty
do obiegu, to zmniejsza si¢ podaz pienigdza na rynku; jezeli bank centralny je skupuje, to
znaczy, ze wprowadza na rynek dodatkowa gotowke.

Stopa lombardowa — okresla maksymalny poziom oprocentowania kredytow
udzielanych przez bank centralny, bankom komercyjnym. Kredyt ten nazywa si¢ kredytem
lombardowym, ktory jest udzielany pod zastaw papierow wartosciowych.

Stopa depozytowa — okresla minimalne oprocentowanie depozytéw jednodniowych
sktadanych przez banki komercyjne w banku centralnym.

Stopa redyskontowa — to kwota, jaka otrzymuja banki komercyjne za sprzedaz weksli
w banku centralnym, ktore wczesniej nabyty je od swoich klientow.

Zgodnie z ustawg Prawo bankowe (art. 52) do obliczania odsetek przyjmuje si¢
rzeczywistg liczbe dni w roku. Odsetki nalicza si¢ codziennie na zakonczenie danego dnia,
a dopisywane sa do rachunku zgodnie z zawarta umowa bankowg. Dotyczy to zaréwno
rachunkow bankowych, jak 1 kredytow.

2.1.1. Odsetki proste i skladane

Do jednej z podstawowych dzialalnosci banku nalezy prowadzenie rachunkow
bankowych. Sa to rachunki biezace oraz rachunki terminowe. Srodkami zgromadzonymi na
rachunkach biezacych mozemy w kazdej chwili dysponowac, natomiast te umieszczone na
terminowych sg zdeponowane na okreslony czas — termin.

Na oprocentowanie lokaty duzy wptyw ma wysoko$¢ depozytu i czas jego trwania.
Warto wiedzie¢, ze oprocentowanie lokaty moze by¢ state lub zmienne. Banki bardzo czgsto
podaja oprocentowanie nominalne, w ktorym nie sg uwzglednione podatki, czy odsetki.

Odsetki proste — to wynagrodzenie za powierzony bankowi kapitat, a ich naliczenie
nie wplywa na wysoko$¢ kapitatu. Pozostawione sg one do dyspozycji klienta. W praktyce
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bankowej najczgsciej sg one ksiggowane na innym rachunku rozliczeniowym, z ktorego
mozna w kazdej chwili je wyplaci¢. Odsetki proste obliczamy wedlug wzoru:

n-K-i n-K-i
=365 MP0=366
gdzie:
O — kwota odsetek, jaka otrzymamy,
n — liczba dni (okres wykorzystywania kapitatu przez bank),
K — kapital (podstawa naliczania odsetek),
i — stopa procentowa,
365 lub 366 — rzeczywista liczba dni w roku.
Przyklad 1

W dniu 1 lutego 2020 roku (przystepny) Pan Kowalski zalozyl w banku lokate
terminowg w wysokosci 10.000 zi. Na okres 12 miesigcy. Oprocentowanie lokaty 5%
w stosunku rocznym. Odsetki beda naliczane co trzy miesigce i pozostang do dyspozycji
klienta. Obliczy¢ ile odsetek otrzyma Pan Kowalski za rok oszczgdzania

Rozwigzanie:

Do obliczenia odsetek trzeba znaé¢ liczb¢ dni w kazdych trzech miesigcach.
W pierwszym okresie od 1 lutego do 30 kwietnia jest 90 dni (29+31+30), w drugim, trzecim
I czwartym po 92 dni.

Liczymy odsetki z pierwszy okres podstawiajac do wzoru:

g 2010.000-5% _90-10.000-0,05 _45.000 .
B 366 B 366 - 366 7
0 = 122,95 zL.

Za drugi i trzeci okres naliczamy odsetki w ten sam sposob, zmieniajac jedynie liczbe
dni w liczniku:

o _ 92°10.000-5% _92-10.000-005 _45.000 . _
- 366 B 366 ~ 366
0 = 125,68 L.

Czwarty okres naliczania odsetek przedstawia si¢ nastepujaco:
0= 61-10.000-5% 31-10.000-5% 61-10.000-0,05 31-10.000-0,05

e T e 366 * 365
_ 30500 15500 _ o223 4 4247 = 125,80
" 366 365 o

0 = 125,80 zt.

W 2020 r. liczymy odsetki, podstawiajac w mianowniku 366 dni, natomiast w roku
2021 obliczamy analogicznie z tym, ze w mianowniku jest juz 365 dni.
Odpowiedz: Za okres 12 miesigcy Pan Kowalski otrzyma odsetki w wysokosci 122,95 +
125,68 + 125,68 + 125,80 = 500,11 zt.

Odsetki sktadane — to okreslenie na kolejne kapitalizacje odsetek. Jest wiele sposobdw

stosowania kapitalizacji odsetek, a ich czgstotliwos$¢ zalezy od podpisanej umowy z bankiem.
Stasuje si¢ harmonogram od dziennego, po roczny.
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Kapitalizacja odsetek polega na dopisaniu odsetki do wartosci poczatkowej kapitatu,
I wraz z nim w nastgpnym okresie procentuje. Im wigcej okreséw rozliczeniowych, tym
wicksza ich skala, gdyz za kazdym razem ro$nie podstawa ich naliczenia. Do wyliczenia

kapitatu po n latach oszczgdzania stosujemy nastepujacy wzor:
i

100 -k

Kn=K-(1+ wk

gdzie:
Kn — kapital zgromadzony po n latach oszczg¢dzania,
n — liczba lat oszczedzania,
K — kapital poczatkowy,
i — stopa procentowa ,
k — liczba okreséw kapitalizacji w ciggu roku.
Powyzszy wzor nalezy uzupehi¢ o dodatkowe informacje:
stopa procentowa 10% w skali roku, to i = 10,
k liczba okreséw kapitalizacji w ciggu roku: np. co miesigc to k =12,
co kwartat, to k=4,
a jezeli dzienna, to k = 365 lub 366.

Przyklad 2

W dniu 1 kwietnia 2020 roku Pan Kowalski zatozyl w banku lokat¢ terminowa
w wysokosci 10.000 zt. Na okres 12 miesigcy. Oprocentowanie lokaty 5% w skali roczne;.
Bank stosuje kwartalng kapitalizacje odsetek. Obliczy¢ jaka kwotg otrzyma Pan Kowalski na
koniec terminu lokaty.

Rozwigzanie:
Informacje uzupetniajace: i =5, k = 4. Po podstawieniu do wzoru otrzymujemy:

Kn = 10.000 - (1 + —o-—)""* = 10.000 - (1 +0,0125)* = 10.000 - (1,0125)*

= 10.000 - 1,0509 = 10.509
Odpowiedz: Pan Kowalski otrzyma: Kn= 10.509 zt, w tym odsetki: 10.509 — 10.000 = 509 zt.
Na podstawie powyzszych przyktadow, widzimy, ze stosowana przez bank kwartalna
kapitalizacja odsetek jest bardziej optacalna.

2.1.2.Dyskonto

Dyskonto (ang. discount) — jest to metoda obliczania aktualnej warto$ci kapitalu na
podstawie jego oczekiwanej warto$ci, ktorg osiggnie w przysztosci. Dyskontowanie jest to
zatem pomniejszanie warto$ci przyszlej kapitatu o tzw. Kwote dyskonta. Odzwierciedla ona
zmiang warto$ci pienigdza w czasie. Do obliczenia kwoty dyskonta stuzy stopa procentowa,
okreslana mianem stopy dyskontowej. Potocznie, dyskontowanie nalezno$ci przez bank jest
pojmowane jako wykup naleznosci ponizej ich warto$ci nominalnej®.

39 https://www.ekspander.pl/slownik/dyskonto
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Oto podstawowy wzor na dyskontowanie proste:
Ky
P 140t

gdzie:
Kp — kapital poczatkowy,
Kk — kapital konicowy,
0 — wysoko$¢ rocznej stopy procentowe;j,
t — czas wyrazony w latach.

Kwote dyskonta obliczamy na podstawie ponizszego wzoru:

D = Ki- K,
gdzie:
D — dyskonto,
Ky — kapital poczatkowy,
Kk — kapital koncowy.
Zatem: kapital poczatkowy
%
Kp =1 +o0-t

Przyklad 3

W ofercie banku dla statych klientow Pan Kowalski przeczytat: ,,bank oferuje lokate
na okres 1 roku, oprocentowang 5% w skali roku. Odsetki sg ptatne w dniu likwidacji lokaty,
a po roku otrzyma kwote 10.500 z1”. Ile musi dzisiaj wptaci¢ klient, aby otrzymac¢ oferowang
przez bank kwote, a ile wynosi dyskonto?

Rozwiazanie:
Wyliczenie kwoty wplaty:
Ky 10.500 10.500  10.500

K, = = = = = 10.000
P 140t 1+45%-1 1+0,05-1 1,05

K, = 10.000 zt

Wyliczanie kwoty dyskonta:

_Kg-o-t  10.500-5%-1 10.500-0,05 525

= = = = =500
1+o-t 1+5%-1 1+ 0,05 1,05

D = 500 zt

Oto prostszy sposob obliczenia dyskonta: 10.500 zt — 10.000 zt = 500 zt.
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W powyzszych przyktadach zostato przedstawione dyskonto proste rzeczywiste. Jezeli

bank oferowatby lokate np. na 60 dni, wowczas czas trwania lokaty wynosi: t = % .

2.1.3.Stopa nominalna i efektywna

Stopa nominalna jest rowna rocznej stopie procentowej. Przedstawia ona wysoko$¢
oprocentowania lokaty bankowej lub kredytu w skali roku. Stuzy do wyliczenia
oprocentowania w okresie uzyczenia kapitatu.

Efektywna roczna stopa procentowa sktada si¢ z dodatkowych elementoéw, o ktore
zostanie powigkszona poczatkowa kwota lokaty lub kredytu. Przy lokacie uzalezniona jest
ona od stopy nominalnej i okreséw kapitalizacji, natomiast przy kredycie zalezy od
dodatkowych doliczanych prowizji i optat.

Wz6r na obliczenie wysokosci efektywnej stopy procentowej jest nastgpujacy:

S
se=(1+f)k—1

gdzie:
Se - efektywna stopa procentowa,
Sh— nominalna stopa procentowa,
k - liczba okresow w kapitalizacji rocznej.

Efektywna stopa procentowa jest zawsze wyzsza od nominalnej. W rachunkowosci
bankowej termin: efektywna stopa procentowa, uzywany jest do opisania stopy, jaka stasuje
si¢ do wyliczenia przychodu i kosztu odsetkowego.

2.2. Rozliczanie kredytow

Kredyty bankowe stanowig jedno z gléwnych zrédet dochodu banku. Mozna je
zaklasyfikowaé wedlug roznych kryteriow.
Oto one:
» wg formy kredytu mozna je podzieli¢ na: kredyty w rachunku biezacym lub
Kredytowym,
» wg czasu — na krotkoterminowe lub dtugoterminowe,
» wg waluty — na kredyty ztotowe lub dewizowe,
» wg oprocentowania — na kredyty o statym lub zmiennym oprocentowaniu.
Przepisy ustawy: Prawo bankowe nie zawierajg klasyfikacji kredytow 1 pozyczek.
Podmioty bedace stronami umowy same mogg wplywac na ksztalt umowy, a co za
tym idzie na form¢ kredytu, czy oprocentowania.
Oprocentowanie kredytow uzaleznione jest od wielu czynnikow wewnetrznych,
jak 1 zewngtrznych, m. in. Od wysokosci stop procentowych oglaszanych przez Rade Polityki
Pieni¢znej, rodzaju zabezpieczenia, kwoty kredytu, czy okresu kredytowania. Zgodnie
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z Ustawa o rachunkowosci,*

wszystkie naliczenia i ksiggowania odsetkowe wykonywane sa
na koniec kazdego miesigca, natomiast klient rozlicza si¢ zgodnie z warunkami umowy.
W celu pozyskania klientow banki oferuja rézne rodzaje kredytow, oraz rdzne formy

ich sptacania.
2.2.1.Metoda rat malejacych

Zgodnie z prowadzong polityka kredytowa banku, udzielane sg kredyty dla wszystkich
podmiotow: takich jak przedsiebiorstwa, podmioty budzetowe, czy osoby fizyczne.
W zaleznosci od rodzajéw kredytu 1 oprocentowania, kredyty moga by¢ splacane
jednorazowo lub w ratach. Oprocentowanie moze by¢ stale albo zmienne. Przy kredytach
dlugoterminowych banki zazwyczaj stosuja oprocentowanie zmienne, w celu zapewnienia
sobie mozliwie najbardziej korzystnych warunkéw prowadzenia dziatalnosci.

Klient ma do dyspozycji sptat¢ kredytu w ratach statych lub w malejacych. Raty
malejgce, cieszg si¢ mniejsza popularno$cig. Zwigzane jest to z faktem, ze w pierwszych
miesigcach sptaty rata kapitatlowo - odsetkowa jest wysoka. W ponizszym przykladzie
zostanie przedstawiona sptata kredytu 2z zastosowaniem rat malejacych wraz
Z oprocentowaniem. W nastepnym za$ podrozdziale (2.2.2) zaprezentowany zostanie ten sam
przyktad, ale z zastosowaniem rat statych.

Bank udziela kredytu w wysokosci 12.000 zt. w dniu 5 stycznia 2019r. Kredyt ma by¢
sptacany w 12 ratach miesi¢cznych. Oprocentowanie kredytu jest state 1 w skali roku wynosi
5%. Oto zaprezentowany w tabeli szczegotowy plan sptaty kredytu, stanowiacy zatacznik do
umowy kredytowe;j.

Data splaty Nr Saldo Tlo$¢ dni Rata Rata Razem
raty | kredytu | odsetkowych | kapitalowa | odsetkowa
1 2 3 4 5 6 7

2019.01.31 1 | 12.000,00 26 1.000,00 42,74 1.042,74
2019.02.28 2 | 11.000,00 28 1.000,00 42,19 1.042,19
2019.03.31 3 | 10.000,00 31 1.000,00 42,47 1.042,47
2019.04.30 4 | 9.000,00 30 1.000,00 36,99 1.036,99
2019.05.31 5| 8.000,00 31 1.000,00 33,97 1.033,97
2019.06.30 6 | 7.000,00 30 1.000,00 28,77 1.028,77
2019.07.31 7 | 6.000,00 31 1.000,00 25,48 1.025,48
2019.08.31 8 | 5.000,00 31 1.000,00 21,23 1.021,23
2019.09.30 9 | 4.000,00 30 1.000,00 16,44 1.016,44
2019.10.31 10 | 3.000,00 31 1.000,00 12,74 1.012,74
2019.11.30 11 | 2.000,00 30 1.000,00 8,22 1.008,22
2019.12.31 12 | 1.000,00 31 1.000,00 4,25 1.004,25

Razem 12.000,00 315,49 12.315,49

Sposéb  wyliczenia odsetek w dniu sptaty pierwszej raty kredytu obliczamy
nastepujgco. Zadtuzenie wynosi 12.000 zt. Od dnia 5 do 30 stycznia uptyneto 26 dni. Odsetki
obliczamy korzystajac ze wzoru*!:

_K-d-p

0 365

40 Ustawa z dnia 29 wrze$nia 1994 r. — Ustawa o rachunkowosci (Dz.U. 2020 r., poz. 2122 z pdzn. zm.).
41 K. Opolski, ABC bankowosci, Instytut Naukowo-Wydawniczy OLIMPUS CEiRB, Warszawa 1998, s. 89.
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gdzie:
O — naroste odsetki
K — zadtuzenie (saldo kredytu)
d — liczba dni (okres za jaki naliczane sg odsetki)
p — oprocentowanie kredytu w skali roku
365 - liczba dni w roku

Czyli odsetki za styczen wynosza:

12000-26:5%
O=—7-—17-—
365

Przez caly czas splaty kredytu odsetki sg malejgce (patrz kol. 6 w tabeli), co za tym

idzie, rata kapitalowo - odsetkowa tez jest malejaca. Kredytobiorca splaca zatem coraz to
mniejszg kwote ( patrz kol. 7 w tabeli), a zadhuzenie kredytu zmniejsza si¢ co miesigc o taka

= 42,74 7zt

samg wartosc.
2.2.2.Metoda rat stalych

Sptata kredytu w formie annuitetowej, czyli takiej, gdzie raty sptat przez caly okres
korzystania z kredytu maja stata wysokos¢. Jest to bardzo wygodna forma sptaty dla klientow
banku. Przedstawiony ponizej przyktad pokazuje taka sptate. Raty kapitatowo - odsetkowe
maja t¢ sama wartos¢ we wszystkich okresach splaty. Planujac korzystanie z kredytu
bankowego mozna na wstepie oceni¢ mozliwosci splaty zobowiazania finansowego™?.

Nawigzujgc do powyzszego przyktadu opisanego w 2.2.1 z zastosowaniem rat
malejacych, ponizej zostanie przedstawiona metoda rat statych.

W tym przypadku plan splaty kredytu zawarty jest w ponizszej tabeli, jako zatacznik
do umowy kredytowej. Jest to ten sam kredyt, zostata jedynie zmieniona metoda sptaty: z rat
malejacych na raty stale.

Data splaty Nr Saldo Rata Rata odsetkowa Razem
raty Kredytu kapitalowa
1 2 3 4 5 6

2019.02.05 1 12.000,00 977,29 50,00 1.027,29
2019.03.05 2 11.022,71 981,36 45,93 1.027,29
2019.04.05 3 10.041,35 985,45 41,84 1.027,29
2019.05.05 4 9.055,90 989,56 37,73 1.027,29
2019.06.05 5 8.066,34 993,68 33,61 1.027,29
2019.07.05 6 7.072,66 997,82 29,47 1.027,29
2019.08.05 7 6.074,84 1.001,98 25,31 1.027,29
2019.09.05 8 5.072,86 1.006,15 21,14 1.027,29
2019.10.05 9 4.066,71 1.010,35 16,84 1.027,29
2019.11.05 10 3.056,36 1.014,55 12,73 1.027,29
2019.12.05 11 2.041,81 1.018,78 8,51 1.027,29
2020.01.05 12 1.023,03 1.023,03 4,26 1.027,29

Razem 12.000,00 327,48 12.327,48

42 K. Stepien, Bankowosé — Podstawy, Wydawnictwo i Handel Ksigzkami ,,KaBe”, Krosno 2015, s.115.
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Oto wzor na wyliczenie stalej raty kapitalowo — odsetkowe;j:
K K-r

k

[ == =
DU AP k= G

gdzie:

| — wysoko$¢ raty stale;,

K — kwota udzielonego kredytu,

r — oprocentowanie kredytu w skali roku,
k — liczba rat w roku,

n — liczba wszystkich rat.

Podstawiajac do wzoru wyliczymy stalg rat¢ kapitatowo - odsetkowa:

[ 12.000
- 1 1 1 1 1
+ + oo 4 +
0,05 0,05, 0,05, 0,05, 0,05,
1+ A+)? A+—0) 1+ 1+
_12.000 _ 102729
11,681 77
| =1.027,29 z

Zatem wysoko$¢ raty kapitalowo - odsetkowej w przypadku rat statych wynosi
1.027,29 zt przez caty okres splaty. Powyzsza rat¢ mozna rowniez obliczy¢ za pomoca funkcji
PMT dostepnej w Microsoft Excel.

Zasada wyliczenia odsetek jest jednakowa w obu metodach. Po dokonaniu wyliczen
widoczna jest réznica pomigdzy wysokosciag odsetek zaptaconych przez caly okres
kredytowania. W przypadku rat malejacych (2.2.1) kwota odsetek wynosi 315,49 zi,
natomiast w przypadku rat statych (2.2.2) jest ona rowna 327,48 zt. Roznica zatem jest rowna
11,99 zi. Dla banku druga z przedstawionych metod jest bardziej optacalna.

W omawianym przyktadzie kredyt udzielony zostat tylko na okres 12 miesiecy,
natomiast przy kredytach na dtuzsze terminy, wysoko$¢ zaptaconych odsetek bytaby o wiele
wyzsza. Kazda z przedstawionych metod ma zatem swoje zalety 1 wady.

2.2.3.RRSO - (rzeczywista roczna stopa oprocentowania)

Ustawa z dnia 12 maja 2011 r. o kredycie konsumenckim*® zobligowata banki oraz
instytucje finansowe do podawania calkowitego kosztu kredytu, nazywanego rzeczywistg
roczng stopg oprocentowania. Do kosztow zalicza si¢: oprocentowanie, prowizje za udzielenie
kredytu, koszty ubezpieczenia i1 koszty dodatkowych zabezpieczen.

Sposdéb obliczania RRSO zostat ujednolicony, a wprowadzony przez KNF wzor jest
jednakowy dla kazdej instytucji finansowej i do kazdego rodzaju kredytu®*:

43 Ustawa z dnia 12 maja 2011 r. O kredycie konsumenckim (Dz.U. 2019 r., poz. 1083 z p6zn. zm.). art. 13.
44 Ustawa z dnia 12 maja 2011 r. O kredycie konsumenckim (Dz.U. 2019 r., poz. 1083 z pdzn. zm.) zalgcznik nr
4 ustawy.
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K=m Kr=m/
z AK _ A,KI
] (1+ i)« = (1+i)®
gdzie:
K — numer kolejnej wyptaty raty kredytu,
K’ — nr kolejnej sptaty kredytu lub wnoszonych opfat,
Ak — kwota wptaty raty kredytu K,
A’k - kwota sptaty kredytu lub kosztow K,
¥ —suma, m — numer ostatniej wptaty raty kredytu,
m’ — nr ostatniej splaty kredytu lub wnoszonych opfat,
tk — okres wyrazony w latach lub utamkach lat, miedzy dniem pierwszej wyplaty,
a dniem kazdej kolejnej wyptaty, zatem t; = 0,
tx: - okres wyrazony w latach lub ulamkach lat, miedzy dniem pierwszej wyplaty,

a dniem kazdej sptaty lub wniesienia oplat,
| — rzeczywista roczna stopa oprocentowania,

RRSO jest obliczana przez banki z wykorzystaniem programu komputerowego
Microsoft Excel. Podawana wartos¢ RRSO zawsze bedzie wyzsza od wartosci stopy
nominalnej. Obowigzkiem kazdego banku jest informowanie kredytobiorcy o wysokosci
RRSO.

Na ponizszym przykladzie zostanie zilustrowany prosty sposob obliczenia RRSO
przez bank.

Przyklad 4

Pan Kowalski zaciggnal kredyt w banku w wysokosci 10.000 z1, na okres 12 miesiecy
oprocentowany 5% w stosunku rocznym. Dodatkowo bedzie musial zaptaci¢ prowizje
w wysokosci 300 zt, 1 koszty ubezpieczenie kredytu w wysokosci 200 zi. Jaka jest
rzeczywista roczna stopa oprocentowania tego kredytu i jakg kwote bedzie musiat zwrocic
Pan Kowalski po 12 miesigcach?

Rozwiazanie:
Do kwoty kredytu dodajemy dodatkowe koszty:
10.000 + 300 +200 = 10.500 zt.
Od tej kwoty naliczane jest oprocentowanie:
10.500 - 5% = 525 zt.
Kwota do zaptaty 10.500 + 525 =11.025 zi.

RRSO = 11.025-10.000 — 10’25%
10.000

Odpowiedz: Rzeczywista roczna stopa oprocentowania wynosi 10,25% natomiast kwota
kredytu do zwrotu 11.025 zt.
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2.3. Wycena obligacji

Obligacje, to instrumenty rynku finansowego, bedace zarazem papierami
warto$ciowymi, emitowanymi przez rzad danego kraju. Emitent obligacji to dluznik
obligatariusza, posiadacza obligacji, ktory zobowigzuje si¢ wobec niego do wykupu obligacji.
W praktyce polega to na tym, ze emitent zacigga dtug u obligatariusza, ktory be¢dzie sptacony
wraz z odsetkami. Srodki pozyskane w ten sposob stuza finansowaniu deficytu budzetowego.

Ceng obligacji ksztaltuje rynek popytu i podazy, uzalezniony od takich czynnikdw, jak
wysoko$¢ stop procentowych, czy poziom ryzyka niedotrzymania warunkéw przez emitenta.
Obligacje moga by¢ emitowane przez rézne instytucje. Ustawg regulujaca emisj¢ obligacji
jest Ustawa o obligacjach z 15 stycznia 2015 Dz. U. 2015r, poz. 238 ( z pozniejszymi
zmianami) dotyczaca emisji obligacji gminnych i korporacyjnych. Natomiast Rozporzadzenie
Ministra Finanséw z dnia 26 czerwca 2006 r, reguluje emitowanie obligacji skarbowych, (wg
podzialu obligacji ze wzgledu na emitenta). W Polsce obligacje byly emitowane na rézne
okresy m.in. na 2, 3, 4 i 10 lat*. Obecnie dostepne sg one w sprzedazy na okres 2, 4 i 10 letni.

Kazdy rodzaj obligacji posiada swdj symbol. Oznaczenia cyfrowe w nazwie serii
obligacji oznaczaja w kolejno$ci miesigc i rok wykupu tej obligacji. Obligacje dwuletnie:
symbol DOS o statym oprocentowaniu, maja odsetki placone co roku. Obligacje czteroletnie:
symbol COI indeksowane o zmiennym oprocentowaniu, uzaleznionym od poziomu inflacji,
majg odsetki ptacone po kazdym pelnym roku. Obligacje dziesi¢cioletnie: symbol EDO
indeksowane 0 zmiennym oprocentowaniu s3 z roczng Kkapitalizacja, czyli odsetki
sa doliczone do obligacji i podlegaja dalszemu oprocentowaniu, az do terminu wykupu.
Warto$¢ nominalna obligacji (czyli warto§¢ w momencie wykup) wynosi 100 zlotych.

Inwestowanie w obligacje powinno by¢ poprzedzone dokladng analiza wyceny,
polegajacej na okresleniu ceny, po jakiej dana obligacja powinna by¢ nabyta. Podstawowa
metoda stosowang przy wycenie obligacji jest: metoda zdyskontowanych przeptywow
pienigznych, ktora okresla warto$¢ obligacji. Zatem warto$¢ obligacji jest sumg wartosci
obecnej przeptywéw pienieznych, ktore inwestor otrzyma w okresie posiadania obligacji®.
Do powyzszej wyceny wykorzystamy nastepujacy wzor.

- t
= (1+r)
gdzie:

P — warto$¢ obligacji (cena rynkowa obligacji),
n — liczba okres6w posiadanej obligacji,

Ct — przeptywy pieni¢zne w okresie t,

r —wymagana stopa dochodu.

Obligacje kuponowe, to obligacje, ktorych cena zwiera roGwniez naroste odsetki. Mowi
si¢ tu o dwoch rodzajach ceny: cena ,,czysta”, nie zawierajacg narostych odsetek od ostatniej

45 Ustawa z dnia 15 stycznia 2015 r. O obligacjach (Dz.U. 2015 r., poz. 238 z pozn. zm.).
46 K. Jajuga, Obligacje, Fundacja edukacji rynku kapitatowego, Warszawa 2006, s. 14.
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ptatnosci odsetek i cena ,,brudna”, zawierajagca naroste odsetki od ostatniej ptatnosci, zwana
ceng rozliczeniowq.

Przyklad 5

Na rynku dostepne sg obligacje serii EDO0725. Dzien 25 lipca to dzien, w ktorym
doliczane s3 odsetki od tej obligacji (jeden raz w roku). Warto$§¢ nominalna obligacji to 100
zt, a oprocentowanie 6%. W dniu 25 pazdziernika kupiono obligacje na gietdzie po 99,01 zi.
za sztuke¢. Obliczymy: wycene obligacji oraz réznice¢ pomiedzy ceng ,,czysta”, a ,,brudng.”

Rozwiazanie:

Musimy zna¢ liczbg dni od 25 lipca do 25 pazdziernika, (ktéra wynosi: 6 dni lipca, 31
dni sierpnia, 30 dni wrzes$nia 25 dni pazdziernika - razem 92 dni). Do wszystkich wyliczen
stosujemy rzeczywista liczbe dni w roku (mianownik 365). Podstawiajac do wzoru na wycene
obligacji, otrzymujemy:

92
= — 69 - =
P =99,01 + 365 6% - 100 = 100,52 zt

Odpowiedz: Wycena obligacji wynosi: 100,52 zt. Réznica pomigdzy ceng ,.czysta”, czyli
99,01 z1, a ceng ,,brudng”: 100,52 zt, wynosi: | 99,01 zi. - 100,52 zt | = 1,41 zt. to kwota
narostych odsetek, ktorg uzyska nabywca obligacji.

2.3.1.Obligacje o stalym oprocentowaniu

Obligacje, ktorych oprocentowanie jest znane i nie zmienia si¢ az do momentu
wykupu. Oprocentowanie ustalone jest w momencie ich sprzedazy i obowiazuje przez caty
czas, az do dnia wykupu przez emitenta. Cena obligacji o statym oprocentowaniu na rynku
wtoérnym podlega swoistemu mechanizmowi. Jezeli stopy procentowe malejg, to wowczas
ceny obligacji rosng, natomiast, gdy stopy procentowe rosng to spada cena obligacji.
Obligacje o stalym oprocentowaniu przynosza, wigc staty dochdod. Podstawowe parametry,
ktore charakteryzuja obligacje o statym oprocentowaniu to:

» warto$¢ nominalna, kwota zaciagnigtego kredytu (zobowigzania) przez emitenta,

» cena emisyjna, czyli cena, po ktorej dana obligacja jest sprzedawana obligatariuszom,

» kurs rynkowy obligacji, inaczej warto$¢ wyrazona w procentach ceny nominalnej
obligacji na rynku,

» rentowno$¢ nominalna wyraza stosunek wartosci kuponu odsetkowego do warto$ci
nominalnej obligacji,

» kupony odsetkowe, okresowe §wiadczenia pieni¢zne.

Rentowno$¢ nominalna wyraza si¢ wzorem:

r, = Win 100%
gdzie:
I'h - rentowno$¢ nominalna,
C — kupon odsetkowy,

W — warto$¢ nominalna obligacji.
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Rentownos$¢ biezaca, to stosunek wartosci kuponu odsetkowego do aktualnej ceny
rynkowej obligacji wg wzoru:

g ZIE'

Iy — rentownos$¢ biezaca
C — kupon odsetkowy
P — cena rynkowa obligacji

W obligacjach o statym oprocentowaniu znamy wielko$¢ wyptacanych w przysztym
okresie odsetek. Warto$¢ obligacji stanowi suma zdyskontowanych strumieni przychodéw
pieni¢znych otrzymywanych w przysztosci z tytulu posiadania obligacji. Stopa dyskonta jest
$rednia rentowno$¢ w okresie do wykupu obligacji (YTM)*, (ang. Yield To Maturity)
nazywana inaczej wewnetrzng stopa zwrotu. Jezeli znamy wielko$¢ odsetek wyptacanych
W przysztosci, to wzor na warto$¢ obligacji przedstawia si¢ nastepujaco:

po— G, Gt
T (1+YTM)! (1 + YTM)? (14 YTM)"

gdzie:
P — wielko$¢ obligaciji,
C1, Co, Ch — warto$¢ strumieni odsetkowych,
W,y — warto$¢ nominalna obligacji (warto$¢ wykupu),
YTM — stopa zwrotu w terminie do wykupu,
n — liczba okresow odsetkowych.

Przyklad 6

Stopa zwrotu z inwestycji wynosi 4,9%, kupon odsetkowy wyptacany raz w roku
W wysokosci 4%. Ile powinien zaplaci¢ inwestor za obligacje trzyletnie o wartosci nominalne;j
100 zt, aby powyzsza stopa zwrotu byta zrealizowana?

Rozwigzanie:
Obliczamy zatem warto$¢ obligacji:
4 4 44100
P = + +
(1+0,049)*  (1+0,049)%2 (1+ 0,049)3
Odpowiedz: Inwestor powinien zaptaci¢ 97,54 zi, i wtedy zostanie zrealizowana stopa
Zwrotu.

= 3,81 + 3,64 + 90,09 = 97,54

2.3.2.0bligacje 0 zmiennym oprocentowaniu

Obligacje, ktorych wysoko$¢é oprocentowania oparta jest na takich parametrach, jak
stopa referencyjna, czyli przecigtna stopa oprocentowania kredytow na rynku
migdzybankowym WIBOR. Na tej podstawie, przed kazdym okresem odsetkowym, ustalana

47 https://www.bankier.pl/wiadomosc/Matematyka-obligacji-1880750.html (dostep: 18.12.2018 r.).
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jest jej wysokos¢. Do tak zdefiniowanej stopy procentowej dodawana jest stala marza.
Obligacje indeksowane to tez obligacje o zmiennym oprocentowaniu, jednak tutaj
oprocentowanie za dany okres zalezy od stopy inflacji. Podsumowujac: w kazdym okresie
odsetkowym nabywca otrzymuje inng warto$¢ odsetek. Zobrazujemy w ponizszym
przyktadzie wyceng obligacji z dwuletnim terminem wykupu.

Np. inwestor, posiada obligacje o wartosci nominalnej 100 zt, z dwuletnim terminem wykupu,
odsetki ptatne sg raz w roku. Stopa procentowa na poczatek okresu wynosi WIBOR 12M tj.
0,25% plus 3 punkty procentowe marzy, co znaczy, ze odsetki po roku wyniosa: (0,25% +
3%)-100 zt = 3,25%-100 zt = 0,0325-100 zt = 3,25 zt.

Jezeli platno$¢ odsetek odbywa si¢ dwa razy w roku, a termin wykupu wynosi trzy
lata, przy czym cena emisyjna stanowi 90% warto$ci nominalnej 100 zl, (co daje 90 zl. za
obligacje), to oprocentowanie w skali roku jest rowne stawce WIBOR 6M + 450 punktow
bazowych, (100 punktow bazowych, to 1 punk procentowy).

Wowczas w kolejnych szeéciu okresach poprzedzajacych wykup, oprocentowanie
obligacji wyniosto: 8,44%, 7,68%, 6,86%, 6,24%, 6,10% 1 5,88% w skali roku. Poniewaz
odsetki naliczane sa co pdt roku, zatem powyzsze oprocentowania nalezy podzieli¢ przez
dwa. Za kazdy okres odsetki wynosza kolejno: 4,22 zt., 3,84 zt., 3,43 zt., 3,12 zt., 3,05 zt,,
a odsetki za ostatnie 6 miesiecy, to 2,94 zi.

Zatem w dniu wykupu obligacji inwestor otrzyma 100 zi. (warto§¢ nominalna
obligacji) oraz 2,94 zt. odsetek. Wiec przez 3 lata, od zainwestowania kwoty 90 zt., otrzyma
on 120,60 zt. tj.: 100 zt. - warto$¢ nominalna obligacji + 20,60 zt. odsetek. Zysk na inwestycji
wyniost 30,60 zt.

2.3.3.0bligacje zero kuponowe

Obligacje, w ktorych nie wystepuje oprocentowanie. Nabywca obligacji kupuje
obligacje ponizej wartosci nominalnej, a zarobek inwestora to dyskonto, czyli rdznica
pomiedzy wartoscig nominalng, a ceng nabycia. Oznacza to, Ze inwestor nie otrzyma zadnej
ptatnoéci, az do terminu zapadalnosci, czyli do terminu wykupu?®.

Oto wzdr na wyceng obligacji zerokuponowe;j:

N

P= (1+r)n
gdzie:

P — cena obligacji zerokuponowej,

N — warto$¢ nominalna obligacji,

r —roczna stopa dochodu,

n — okres do wykupu obligacji (w latach).

Przyklad 7
Przedmiotem transakcji jest obligacja z czteroletnim terminem wykupu. Warto$¢
nominalna to 1.000 zt., roczna stopa dochodu wynosi 5%. Wyceni¢ zerokuponowa obligacje.

48 ], Czekaj, (red. nauk..): Rynki, instrumenty i instytucje finansowe, PWN Warszawa 2017, s. 654.
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Rozwiazanie:
Stosujemy wzor:
1000 1000 1000
~ (145%)*  1,05*  1,2155
P =822,71
Odpowiedz: Obligacja zostala wyceniona na 822,71 z}., natomiast podajagc cene w wartos¢
nominalnej obligacji, wynosi ona 82,27% ( w taki sposob podawane sg ceny obligacji).

= 822,71

Kolejny przyktad ilustruje tag sama obligacja, tylko z dwuletnim terminem wykupu:

_ 1000 1000 _ 1000 _ 90703
- (1+5%)2 1,052 1,1025
P = 907,03

Zatem wycena obligacji w tym przypadku wynosi 907,03 zi.

Przy obliczaniu warto$¢ obligacji zerokuponowej, nalezy mie¢ na uwadze sposob,
W jaki parametry danego papieru wartosciowego wplywajg na jego wartos¢. Im bardziej
bedzie odlegly termin wykupu, tym nizsza bedzie warto$¢ obligacji.

W  przedstawionych przyktadach zaprezentowane sa podstawowe wiadomosci
z zakresu wyceny obligacji. Bardziej skomplikowane przyklady wymagaja szczegdtowych
zagadnien matematycznych. Celem prezentacji jest przyblizenie czytelnikom, jak
zainwestowane S$rodki pieni¢zne przynosza zyski w racjonalnym zarzadzaniu finansami
wiasnymi, czy firmowymi.
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Zakonczenie

Zaprezentowane w rozdziale rozwazania teoretyczne przedstawiaja podstawowe
sposoby, obliczania odsetek w banku.
Sa to :naliczenia odsetek:
» od depozytow,
» od kredytow,
» od obligacji.
Wszystkie w/w metody sg zilustrowane rozwigzanymi przyktadami rachunkowymi wraz
Z wyczerpujacym komentarzem wyjasniajacym.

Czytelnik, po wnikliwej analizie rozdzialu, bedzie posiadal wlasciwa i1 dogtebna
orientacje na temat dzialalnosci banku w zakresie funkcjonowania depozytow i udzielania
kredyt oraz inwestowania w obligacje.

Wiedza ta przyczyni si¢ do racjonalnego gospodarowania posiadanymi $rodkami
finansowymi, a zarazem do optymalnego funkcjonowania w otaczajacej rzeczywistosci.

Pytania i zadania do samodzielnego wykonania:

W celu zweryfikowania nabytej wiedzy 1 umiej¢tno$ci proponuje si¢ nastepujace
pytania i zadania do samodzielnego rozwigzania.
P1.Jaka stopa procentowa okresla maksymalny poziom oprocentowania kredytow
udzielanych przez bank centralny, bankom komercyjnym?
P2. Ktéra z metod sptat kredytu jest korzystniejsza dla kredytobiorcy i dlaczego?
P3. Spadek oprocentowania lokat o 100 punktow bazowych ile to procent?
P4. Co to jest obligacja?
P5. Wyjasni¢ oznaczenia literowe i cyfrowe na obligacji EDO1023.
Zd.1. Pan Kowalski wptacit do banku pienigdze na dwie 12 miesigczne lokaty po 10.000 zt.
Oprocentowanie pierwszej lokaty 5% w stosunku rocznym z kapitalizacjg kwartalng, drugiej
za$ lokaty oprocentowanie 6% w stosunku rocznym, kapitalizacja po roku. Oblicz odsetki
I porownaj optacalnos¢ lokat.
7d.2. Bank oferuje kredyt w wysokosci 1.000 zt na 12 miesigcy, oprocentowany 2%, splata
jednorazowo na koniec kredytowania. Dodatkowe koszty, ktore zostang doliczone do sumy
zobowigzania to: ubezpieczenie 100 zi, prowizja 200 zt. Oblicz rzeczywista roczna stope
oprocentowania tego kredytu.
7d.3. Inwestor nabyl dwuletnig obligacj¢ zerokuponowa o warto$ci nominalnej 100 ztotych za
ceng 92 ztotych. Oblicz stope zwrotu uzyskang przez inwestora w skali roku.
7d.4. Jaka kwote otrzyma inwestor ze sprzedazy 10-letniej obligacji skarbowej
oprocentowanej 5% w skali roku, ktérg kupit po kursie rownym warto$ci nominalnej, a po
uptywie 91 dni sprzedat po kursie rownym 97 zt.

115



Streszczenie

Dziatalno$§¢ operacyjna banku obejmuje rézne formy uslug bankowych.
Funkcjonowanie tej instytucji jest wszechstronne i wielokierunkowe. W niniejszym rozdziale
zostaty scharakteryzowane jedynie wybrane podstawowe pojecia, metody i techniki
naliczania odsetek w banku. Narzedzia te w sposob istotny wykorzystuja aparat
matematyczny.

Niniejszy rozdziat sklada si¢ z trzech podrozdzialéw zawierajagcych m. in.
odpowiednie pojecia i wzory matematyczne poparte przyktadami naliczania odsetek od
depozytow, kredytow i obligacji. Tresci merytoryczne rozdziatu dotycza w/w form ushug
bankowych.

Podrozdziat pierwszy dotyczy naliczania odsetek od depozytow. Zaprezentowane
w nim sg rézne rodzaje depozytow i rozne sposoby ich oprocentowania.

W rozdziale drugim omawiane jest oprocentowanie kredytow wraz z ich klasyfikacja.
Ponadto przedstawione sg rozne metody ich sptacania.

Trzeci rozdzial poswigcony jest wycenie obligacji. Dokonany réwniez w nim zostat
podziat na r6zne ich typy.

Tresci kazdego podrozdzialu wzbogacone zostalty przyktadami rachunkowymi
ilustrujacymi  wczesniej zaprezentowany materiat rzeczowy. Przyklady te zawieraja
wyczerpujacy komentarz wyjasniajacy.

Wiadomo$ci zawarte w niniejszym rozdziale stuza wyposazeniu czytelnika
w niezbedne umiejetnosci i kompetencje korzystania z ustug bankowych.

Stowa kluczowe

stopa procentowa, oprocentowanie state lub zmienne, kapitalizacja odsetek, rachunki
bankowe a'vista 1 terminowe, kredyty, raty malejace, raty annuitetowe, obligacje
zerokuponowe, obligatariusz.
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Mathematics at the bank

Summary

The operational activity of the bank involves different forms of bank service. The
functioning of this institution in comprehensive and cross-curricular. In this chapter there has
been only characterized a few basic concepts, the methods and the techniques of interest
calculations at the bank. The mathematics is widely used for that.

This chapter consists of three subsections involving among other the appropriate
concepts and mathematical formulas backed up with the examples of interest calculations
from the deposits, credits and bonds. The substantive content of the chapter involves the
indicated forms of bank service.

The first subsection concerns interest calculations from the deposit. There has been
presented different kind of deposits and different ways of their bank rates.

In the second chapter there has been discussed the lending rated of credits including
their classification. Furthermore, there has been presented different forms of their paying off.

The third chapter is devoted to the valuation of bonds. There has been made the
division into their different types.

The content of every subsection has been enriched by computational examples
illustrating formerly presented substantive material. These examples include the expository
explaining comment.

The information included in this chapter serves for the acquiring the reader with
crucial skills and competences of using the bank service.

Key words

Interest rate, fixed or floating interest rate, interest earned, a’vista and term bank accounts,
credits, decreasing instalments, equal instalments, zero-coupon bonds, bond holder
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Rozdzial trzeci

ZASTOSOWANIE TEORII PROCENTU W OCENIE
EFEKTYWNOSCI PROCESOW INWESTYCYJNYCH
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Wprowadzenie

Podstawowym zagadnieniem w podejmowaniu decyzji produkcyjnych, czy
inwestycyjnych jest ekonomiczna efektywnos¢. Powstaje pytanie, czy dane naklady,
zatozenia zostang zrOwnowazone przez przyszite korzysci. Aby odpowiedzie¢ na to pytanie,
wazna jest wiedza o przyczynach i1 skutkach decyzji finansowych. Nalezy wiec zbadac, jakie
czynniki mogg mie¢ wptyw na oplacalnos¢ i jakie jest z tym zwigzane ryzyko niepowodzenia.
Aby to stwierdzi¢, potrzebne jest zastosowanie metod finansowych, tozsamych z metodami
matematycznymi. W zwiazku z czasem, ktory musi uptyng¢ od rozpoczecia inwestycji do jej
ekonomicznego zwrotu, stosujemy metody dyskontowe, w celu uwzglednienia wplywu zmian
warto$ci pienigdza na przeptywy pieni¢zne z inwestycji, aby podane wartosci byly realne, nie
teoretyczne.*

W rozdziale sa opisane r6zne metody: proste i bardziej skomplikowane. W doborze
metod, zostalo uwzglednione zalozenie, aby opisa¢ wszystkie wazniejsze metody stosowane
przy ocenie ekonomicznej efektywnosci projektow inwestycyjnych i pokrewnych, m. in.
produkcyjnych - rownocze$nie nie wchodzac zbyt gleboko w modyfikacje metod, dzigki
czemu opracowanie jest latwiejsze w odbiorze.

Podstawowa miara, w oparciu o ktorg dokonuje si¢ wyborow: przyjecia lub odrzucenia
projektow inwestycyjnych, jest efektywnos¢ ekonomiczna (finansowa). Aby dokonad
wlasciwej decyzji, konieczne sg wlasciwe dane i metody ich kalkulacji. Dane te dotyczg takze
prognoz finansowych, stad zachodzi konieczno$¢ ich wtasciwego oszacowania. W rozdziale
tym nie sa uwzglednione sposoby szacowania danych, niezbednych do przeprowadzenia
analizy (koszt inwestycji, przyszte przeptywy pieni¢zne, zysk, lub strata). Przedstawione sa
natomiast metody analizy ww. danych finansowych.

Podstawowym pojeciem zwigzanym z tematyka niniejszych rozwazan jest analiza (1ac.
analysis, od stgr. avélvoig z ava 'w gore' i Ao 'rozwigzywac') — rozklad na sktadniki
(czynniki), zarowno w znaczeniu materialnym, jak 1 niematerialnym. Polega ona na
wyodrebnieniu cech, wiasciwosci 1 sktadnikow badanego przedmiotu lub zjawiska.
Czynnoscig przeciwng do analizy jest synteza.

Ogo6lnie w analizie uwzgledniamy na nastepujace metody: indukcje 1 dedukcje.

Indukcja polega na wyciaganiu wnioskéw ogoélnych z wielu spostrzezen
szczegdtowych. Jest to metoda poznawcza nauk doswiadczalnych.

Dedukcja - polega na wnioskowaniu od ogoétu do szczegotu. Najpierw na podstawie
znanych faktow formutuje si¢ hipotezy, a nastgpnie sprawdza ich zgodnos$¢ z rzeczywistoscia.
Hipotezy mozemy tez wyprowadza¢ z przestanek ogdlnych, kierujac si¢ logika powigzan
miedzy pewnymi zjawiskami, a nastepnie sprawdzamy, czy fakty potwierdzaja hipotezy.*

Wymienione wyzej metody shuzag do analizy, takze jakosciowej, my natomiast
skupimy si¢ na metodach analizy ilo$ciowej, czyli opartej na wartosciach liczbowych
i wzorach matematycznych.

49 M. Jerzemowska, Analiza ekonomiczna w przedsigbiorstwie, PWE, Warszawa 2018, s. 21.
S0 A. Zwirbla, Metody badawcze analizy ekonomicznej, WSHE, Wioctawek 2001, s. 20.
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Przedmiotem =zainteresowania tego rozdzialu s3a analizy, dotyczace procesow
inwestycyjnych 1 zwigzane z obliczeniami efektywno$ci (optacalnosci) konkretnych
projektow inwestycyjnych.>!

Przez projekty inwestycyjne, mozemy rozumie¢: inwestycje rzeczowe (budowa
srodkow trwatych) lub warto$ci niematerialne 1 prawne (np. oprogramowania
komputerowego), badz inwestycje finansowe. Inwestycje materialne (i niematerialne),
dotycza powstawania nowych aktywow, ktore w przysztosci przyniosa korzysci ekonomiczne
1 postuzag w glownym obszarze dziatalno$ci organizacji (dziatalno$¢ statutowa). Przez
inwestycje finansowe, rozumiemy inwestycje w instrumenty finansowe (akcje, obligacje,
bony skarbowe, opcje itp.), w celach osiggnigcia korzySci majatkowych lub zabezpieczenia
przed ryzykiem np. walutowym, w obszarze dziatalnosci finansowej przedsigbiorstwa
(w odr6znieniu od dziatalno$ci zasadniczej — statutowej).

Zarowno inwestycje w aktywa, jak i finansowe charakteryzuja si¢ tymi samymi
nastepujacymi cechami:

1.  okreslong warto$cig inwestycji, stanowigca zazwyczaj pierwszy 1 ujemny przeptyw

finansowy,

okreslonym czasowo poczatkiem ,

okreslonym okresem trwania procesu inwestycyjnego,

okreslonym horyzontem czasowym, w ktorym nastapi osigganie korzysci z inwestycji,

oszacowang wartoscig dodatnich przeptywow pieni¢znych z danej inwestycji.
Podstawowymi pytaniami, na ktore nalezy da¢ odpowiedz, aby podjaé¢ decyzje

ok wnN

0 rozpoczeciu inwestycji s3:

1. czy inwestycja bedzie rentowna, czy ujemne przeplywy inwestycyjne zostang
zrbwnowazone przez dodatnie wplywy zwigzane z korzystaniem z zakonczonego
procesu inwestycyjnego?

2. kiedy nastapi zwrot zainwestowanej kwoty?

Oznacza to, ze mamy do czynienia z dtuzszymi (kilkuletnimi) okresami kalkulacyjnymi.

W zwigzku z tym musimy uwzgledni¢ zmiane wartoéci pieniagdza w czasie.’? Jak wiemy

z ekonomii, zjawiska pieni¢zne mozemy liczy¢ w wartoSciach nominalnych (wedtug cen

z danego okresu), lub w wartosciach realnych (z wylaczeniem zmian wywolanych

czynnikiem inflacji).>
Analogicznie, w analizie optacalnosci proceséw inwestycyjnych, przy ustalaniu wyniku

finansowego, musimy uwzgledni¢ zmiang wartosci pieniadza w czasie. Zmiany te beda
nasila¢ si¢ wraz z dlugo$cia horyzontu czasowego oraz ze wzrostem wartosci stopy
procentowej, ktéra moze odzwierciedla¢ warto$¢ procesow inflacyjnych, a takze wyrazac
koszt (w tym koszt utraconych korzysci) pieniagdza.

Dla porownania wynikow finansowych z réznych okresow czasu (lat), wykorzystuje si¢
metode dyskonta (dyskontowania), aby wyeliminowa¢ wplyw zmian warto$ci pienigdza

w czasie na koncowy wynik operacji.

5L N. Grzenkowicz, Analiza finansowo-ekonomiczna jako narzedzie oceny kondycji przedsiebiorstwa, WWZ
2013 s. 323.

52 K. Piasecki, E-matematyka wspomagajgca ekonomie, C. H. Beck, Warszawa 2013, s. 299.

%3 R. Mantegna, Ekonofizyka wprowadzenie, PWN, Warszawa 2014, s. 27.
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Dla porzadku, podane tez s3 metody bazujace na innych zagadnieniach
matematycznych tak, aby w miar¢ szeroko opisa¢ tematyke analizy efektywnosci inwestycji.

3.1.  Okres zwrotu PP (ang. Payback Period)

Metody oceny efektywnosci ekonomicznej inwestycji dzielimy na: proste
1 dyskontowe. Wszystkie zaprezentowane metody s zilustrowane przyktadami
rachunkowymi, gdzie wystepujace liczby oznaczaja wielkos$ci pienigzne np. w ztotych lub
w Euro.

Metody proste, polegaja na obliczeniu momentu, w ktorym inwestycja si¢ zwroci.”*
Ponizszy przyktad ilustruje takg metodg.

Przyklad 1
Przepltyw
Okres pieniezny (CF) Saldo
0 -100 000 -100 000
1 20 000 - 80 000
2 30 000 - 50 000
3 50 000 0
4 60 000 60 000

Widzimy, ze zwrot z inwestycji nastapit w koficu trzeciego okresu. Mozemy tez
wyliczy¢ doktadnie czas zwrotu (np. miesiac), zaktadajac, ze przeptywy rowno rozktadaja si¢
w poszczegblnych okresach.

Metoda ta charakteryzuje si¢ tym, Zze nie uwzglednia zmian wartosci pieniadza
w czasie.®® Jezeli okres szacowania efektywnosci finansowej wynosi kilka, albo kilkanascie
lat, nalezy zawsze uwzglednia¢ powyzszg zmiang w czasie.

Okres zwrotu PP (ang. Payback Period) projektu inwestycyjnego jest miarg mowiaca o
tym, po jakim okresie dodatnie przeptywy generowane przez projekt, pokryja koszty jego
uruchomienia i ewentualne przeptywy ujemne.>® Okres zwrotu jest to najmniejsza liczba N
(liczba okresow), dla ktérego spelniona jest nastepujaca nierownoscé:

gdzie:
N — liczba okresoOw trwania projektu,
CFj — przeptyw gotowkowy w i-tym okresie (roku).

Metody dyskontowe, do ktérych nalezy metoda NPV, uwzgledniaja wplyw czynnika,
jakim jest czas na warto$¢ poszczegdlnych przeptywdw pieni¢znych. Metody te posiadaja
dwie podstawowe zmienne, ktoére determinuja warto$¢ przeptywow pienig¢znych
w poszczegllnych okresach (np. latach):

5 M. Herman, Analiza i ocena nowych projektéw inwestycyjnych, Prawo i Finanse nr. 1-2/2003 s. 51.
%5 R. Pastusiak, Ocena efektywnosci inwestycji, CeDeWu, Warszawa 2003, s. 72.
%6 L. Czerwonka, Zarzqdzanie finansami, wprowadzenie i przyktady, C. H. Beck, Warszawa 2018, s. 126.
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- czas (lata),
- stopa procentowa, ktdra jest kosztem pienigdza.
Im wyzsza stopa procentowa i (lub) dtuzszy okres, tym wicksza warto$¢ wspotczynnika
korygujacego warto$¢ przeplywow pienieznych.

3.2.  Zdyskontowany okres zwrotu
Metoda dyskontowanego okresu zwrotu koryguje poprzednia metode (Payback

Period) o zmian¢ warto$ci pienigdza w czasie, poprzez zdyskontowanie przeplywow
pienieznych w poszczegélnych okresach.>’

Wyraza to wzor:
N
CF;
Y _Is
(1+r)!

i=1

gdzie:
N — liczba okreséw trwania projektu,
CFi — przeptyw gotowkowy w i-tym okresie (roku),
r — stopa procentowa (stopa dyskontowa).

Dzigki tej metodzie wyznaczenie okresu, w ktorym nastapi moment zwrotu
z inwestycji, urealniamy o koszt pienigdza. Tym sposobem przechodzimy od metod prostych
do technik zwigzanych z wykorzystaniem dyskonta.

3.3.  Wartos¢ biezaca netto NPV (Net Present Value)

Warto$¢ biezaca netto (NPV) wigze sie $cisle z teorig procentu matematycznego,®
ktorego podstawowymi dzialaniami jest procent: prosty i1 ztozony, oraz metoda jemu
przeciwna, czyli dyskonto (takze proste i ztozone). Metoda NPV wywodzi si¢ z metody
dyskonta.® Idea tej metody polega na korygowaniu przeptywéw pienieznych,
w poszczegolnych okresach o warto$¢ dyskonta, czyli dzielimy je przez wspotczynnik
dyskontowy:

CF
b= (1+71)i

gdzie:
D — wspotczynnik dyskontowy dla CF,
CF — Cash Flow (przeptyw pienigzny),
r — stopa procentowa (rate),
I — liczba okresow (lat).
Ww. metodg ilustruje nastgpujacy przyktad.

5 N. Grzenkowicz, Analiza finansowo-ekonomiczna jako narzedzie oceny kondycji przedsiebiorstwa, WWZ
2013 s. 325.

%8 A. Ostoja-Ostaszewski, Matematyka w ekonomii, PWN 2006, s. 90.

%9 R. Pastusiak, Ocena efektywnosci inwestycji, CeDeWu, Warszawa 2003, s. 74
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Przyklad 2

| Przeplyw r — stopa Wspolezynnik Zdyskontowany

- okresy L przeplyw
pieniezny procentowa dyskontowy pienieiny

0 -670000 2,50% 1,00 -670 000,00

1 100000 2,50% 0,98 97 560,98

2 200000 2,50% 0,95 190 362,88

3 220000 2,50% 0,93 204 291,87

4 180000 2,50% 0,91 163 071,12

5 130000 2,50% 0,88 114 901,06

Suma 160000 100187,8987

W tabeli okresy (dla ulatwienia zaktadamy, ze 1 okres, to rok), oznaczone sg cyframi
od 0 do N, przy czym okres 0 oznacza okres inwestycji (przeptyw ujemny, initial outlay), za$
nastgpne cyfry oznaczaja kolejne okresy, w ktorych nastepuje stopniowo zwrot z inwestycji -
s to przeptywy dodatnie.®

Jest to modelowe uproszczenie, w rzeczywistosci mozna spotkac przepltywy dodatnie
1 uyjemne w réznych okresach czasu. Powyzszy przyktadowy model zostal przyjety dla
klarownosci przekazu. Pierwszy okres jest celowo zaznaczony jako nie 1 lecz 0, ze wzgledu
na fakt, ze jako pierwszy nie podlega dyskontowaniu (wspotczynnik dyskontowy wynosi 1),
co wyjasnione jest w dalszej czg$ci materiatu.

Mamy dane z 6 okreséw (od 0 do 5), z okreslonymi przeptywami pieni¢znymi (CF).
Stopa procentowa wynosi 2,5% dla wszystkich okresow.

Teraz wspotczynnik dyskontowy wyraza si¢ nastepujacym wzorem, gdzie CF = 1.

1

b=+

Zdyskontowany przeptyw pieni¢zny powstal z pomnozenia CF przez wspotczynnik
dyskontowy, wtasciwy dla danego okresu. Suma tych przeptywoéw daje wartos¢ NPV.5L

Nalezy zauwazy¢, ze suma niezdyskontowanych CF (kolumna 2) rézni si¢ od sumy
zdyskontowanych CF (kolumna 5). Tak dziala dyskonto. Obserwujac jego warto$¢ (kolumna
4), widzimy jak warto$¢ pienigdza zmienia si¢ wraz z uptywem czasu. Oczywiscie drugim
czynnikiem wptywajacym na wielko$¢ wspotczynnika dyskontowego jest stopa procentowa,
ktora im wyzsza, tym bardziej koryguje (in minus) warto$é przeptywu pienigznego.®? Nalezy
zwrdci¢ uwage na oznaczenie pierwszego okresu jako ,,0” a nie ,,1”. Dzieki temu wartos¢
dyskonta dla okresu 0 jest rowna 1, gdyz w mianowniku utamka mamy warto$¢ podniesiong
do potegi okresu (czyli 0), przez co wartos¢ mianownika, w tym przypadku daje wartos$¢ 1.

Warto$¢ NPV, jak wida¢ z Przykladu 2, jest suma zdyskontowanych przeptywow
pienigznych, co mozemy ogdlnie zapisa¢ nastepujacg formuta:

NPV—ZN: K cr
S &+t 7P
1=

80 R. Pastusiak, Ocena efektywnosci inwestycji, CeDeWu, Warszawa 2003, s. 75.
61 K. Piasecki, E-matematyka wspomagajgca ekonomie, C. H. Beck, Warszawa 2013, s. 312.
52 M. Herman, Analiza i ocena nowych projektéw inwestycyjnych, Prawo i Finanse nr. 1-2/2003 s. 52.
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gdzie:
NPV — warto$¢ biezaca netto,
CFi — Cash Flow (przeptyw pieni¢zny), w kolejnym okresie,
CFo — Cash Flow (przeptyw pieni¢zny ujemny), w okresie inwestycji,
N — liczba okresow,
r — stopa procentowa (rate),
i — liczba okresow (lat).

Warto$¢ CFo odejmujemy bez dyskontowania, gdyz jest to pierwszy okres. Mozna,
zmieniajac zakres sumowania, wzor ten zapisac tacznie z okresem CFow sposob nastgpujacy:

gdzie poszczegodlne wielkosci sg wyjasnione powyzej.

Interpretacja wyniku NPV jest prosta, gdyz oznacza, ze kazda jej warto§¢ dodatnia,
wyznacza poziom oplacalnosci inwestycji. OczywiScie im warto$¢ ta jest wyzsza, tym
oplacalno$¢ jest wigksza.®®

W Przyktadzie 2. otrzymalisSmy warto§¢ NPV rowna: 100 187,90, co wskazuje na
wysoka efektywnos¢ finansowa inwestycji.

W kolejnym, analogicznym przyktadzie uwzglgdniona jest wyzsza stopa procentowa.

Przyklad 3

. Lo Wspolczynnik Zdyskontowan

! Przeplyw pieni¢zny r dyls)kontyowy przezlyw pienie;i)l/ly

0 -670000 10,00% 1,00 -670 000,00
1 100000 10,00% 0,91 90 909,09
2 200000 10,00% 0,83 165 289,26
3 220000 10,00% 0,75 165 289,26
4 180000 10,00% 0,68 122 942,42
5 130000 10,00% 0,62 80 719,77
Suma 160000 -44 850,20

W poréwnaniu z Przykladem 2, zmienita si¢ tu tylko warto$¢ stopy procentowej
z 2,5% na 10%. Otrzymany teraz wynik ujemny NPV, wskazuje na nieoptacalnos¢ inwestycji.
Nalezy zauwazy¢, ze prosty okres zwrotu (kolumna 2), pokazuje warto$¢ dodatnig.

Waznym czynnikiem przy obliczaniu wartosci NPV,% jest wlasciwe okreslenie
wartos$ci stopy procentowej, jako kosztu pienigdza. Moze to by¢ przyktadowo oprocentowanie
bondéw skarbowych, plus tzw. premia za ryzyko, co stanowi tzw. koszt utraconych korzysci.
Problem szacowania stop procentowych, jako kosztu pienigdza, jest bardzo wazny, jednak
wykracza poza tematyke niniejszego rozdziatu.

8 L. Czerwonka, Zarzqdzanie finansami, wprowadzenie i przyktady, C. H. Beck, Warszawa 2018, s. 128.
84 K. Piasecki, E-matematyka wspomagajgca ekonomie, C. H. Beck, Warszawa 2013, s. 312.
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Metoda NPV przedstawia wynik w postaci wartosci absolutnych. Przez to nie mozna
jej zastosowac do prostego porownania réznych sposobéw wykorzystania kapitaldow. Aby
moc to uczynié, nalezy przeksztatci¢ NPV do postaci nastepujacego wskaznika:

NPVR = NPV >0
~PVI T

gdzie:
NPVR — wskaznik NPV (Net Present Value Ratio),
NPV — warto$¢ biezgca netto,
PVI - biezaca warto$¢ wymaganego naktadu inwestycyjnego.

W Przyktadzie 2. wskaznik ten wynosi: 100 187,90 / 670 000 = 0,15, co mozna
zinterpretowac nastepujaco: z jednej ztotowki naktadu, otrzymamy 15 groszy zysku.

Warto$¢ NPV jest trudna do wyliczenia za pomoca zwyktego kalkulatora. Wtasciwym
rozwigzaniem jest wykorzystanie kalkulatora finansowego, ktory ma wbudowang funkcje
NPV lub, co jest znacznie wygodniejsze, nalezy zastosowaé arkusz kalkulacyjny na
komputerze. Wszystkie arkusze posiadaja wbudowana formute NPV.%

Z powoddéw praktycznych, do wyliczenia NPV z pomoca formuly w arkuszu
kalkulacyjnym, do danych warto zaznaczy¢ przeptywy dodatnie (od 1 do N), a od tak
otrzymanej wartosci NPV odja¢ wartos¢ nakladu inwestycyjnego z okresu ,,0”.
W przeciwnym przypadku formuta NPV zdyskontuje takze okres ,,0”, znieksztalcajac wynik
koncowy.

Metoda wartosci biezacej netto zawiera pewne uproszczenia metodologiczne, ktore
mozna minimalizowaé poprzez okre§lone modyfikacje tej metody.

Pierwsza modyfikacja jest dodanie zalozenia, ze stopa reinwestycji dodatnich
przeptywéw pienieznych (okresy 1 — N) ma byé¢ rozna od przyijetej stopy dyskontowe;j.
Zmodyfikowana w ten sposéb metoda NPV wyraza si¢ nastepujaco:

MNPV = iz1(1 + re)™™ —CF
(1+ )N 0

gdzie:
MNPV - zmodyfikowana stopa zwrotu,
r — stopa procentowa,
rei — stopa reinwestycji,
N — liczba okresow,
CFo — przeptyw pienigzny inwestycyjny.

8 https://econopedia.pl/fp/budzetowanie/npv-wartosc-biezaca-netto/ (dostep: 12.04.2021 r.).
8 M. Herman, 4naliza i ocena nowych projektéw inwestycyjnych, Prawo i Finanse nr. 1-2/2003 s. 53.
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Aby powyzsze zatozenie miato sens, nalezy przeptywy otrzymywane w kolejnych
okresach skapitalizowac stopg reinwestycji na koniec czasu trwania projektu. Nastepnie sg
one zsumowane (licznik ulamka), a z kolei ta suma skapitalizowanych przeptywow jest
dyskontowana (mianownik utamka).

Reasumujac, modyfikacja ta polega nie tylko na zastosowaniu dwoch roéznych
wartosci stop procentowych (dyskontujgcej 1 reinwestycji), ale takze na potaczeniu dwoch
metod (kapitalizacji i dyskontowania).

Kolejng modyfikacja metody NPV, jest uwzglednienie zmian wartosci stop
procentowych w poszczegdlnych okresach. Metoda NPV uwzgledniata jedng warto$¢ stopy
dyskontowej dla catego okresu inwestycji. Uwzglednienie réznych wartosci stop
procentowych w réznych okresach pozwala na dostosowanie modelu do zmiany ksztaltu
krzywej rentownosci inwestycji (poprzez dostosowanie stop procentowych w poszczegdlnych
okresach czasu).

Jezeli kazdy kolejny okres ma przyporzadkowang inng stopg procentowa, to mozna
dokona¢ nastgpujgcego uogolnienia wyrazonego wzorem:

CF, CF,
= + +
1+r) (A4+r)x@+ry)

NPV

.\ CF, s CFy
1+ r) xA+ry) X (1+r3) 1+ r).. 1+ ry)

CF,

gdzie poszczeg6lne symbole zostaty wyjasnione powyzej.

Roéznica miedzy niezmodyfikowang metodg NPV, a zmodyfikowang polega z jednej
strony na zastgpieniu jednej stopy dyskontowej, wieloma roéznymi warto$ciami stop
procentowych odpowiadajacych liczbie okresow, a z drugiej strony podnoszenie (w
mianowniku) do potegi stopy procentowej, odpowiadajgcej numerowi okresu, jest zastgpione
iloczynami stop procentowych obowigzujacych w danym okresie 1 w okresach poprzednich.

3.4. Metoda IRR (ang. Internal Rate of Return, Wewnetrzna stopa zwrotu)

Metoda IRR — jest to dyskontowa stopa procentowa (r), przy ktérej warto§¢ NPV dla
danej inwestycji wynosi 0 (zero). ' Inaczej mowiac, inwestycja wedlug metody NPV
w danym projekcie jest na granicy optacalno$ci. Mozna to opisa¢ w jezyku matematyki, jako
Wyznaczanie warto$ci stopy procentowej, dla ktorej funkcja NPV posiada miejsce zerowe.

Patrzac od strony matematycznej, mozemy analizowa¢ rozne zachowanie funkcji
NPV: moze ona w skrajnych sytuacjach nie posiada¢ miejsc zerowych, lub mie¢ ich wiele.
Tych jednak analiz nie bedziemy tutaj prowadzi¢.

Warto zauwazy¢, ze w zalezno$ci od tego, jak ksztaltuja si¢ przeptywy pieni¢zne,
w sensie wielokrotnej zmiany znaku (z przeptywow dodatnich do ujemnych i na odwrot),

87 K. Piasecki, E-matematyka wspomagajgca ekonomie, C. H. Beck, Warszawa 2013, s. 317.
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mozemy mie¢ do czynienia z dwoma, lub wigksza liczbg miejsc zerowych, a wigc liczbg
mnoga stopy IRR. Dalsze rozwazania dotyczg typowego przypadku, jakim jest: pierwszy
przeplyw ujemny, a kolejne dodatnie.

Metoda IRR jest sci$le zwigzana z metodag NPV i wymaga obliczenia wartosci stopy
procentowej dyskontowej, dla ktorej NPV = 0. Odpowiada ona na pytanie, przy jakiej stopie
procentowej inwestycja jest optacalna.

IRR to stopa rentownos$ci danego przedsiewzigcia. Jest to rOwniez stopa graniczna,
ukazujaca najwyzszg stope zwrotu z danego projektu, ktéra moze zosta¢ zaakceptowana przez
inwestora.®

Mozna to zapisa¢ ponizszym wzorem:

NPV = Z 1+ IRR)“ 2 1+ IRR)“ =0

gdzie:
NPV — wartos¢ biezaca netto,
CFi — przeptywy pieni¢zne w kolejnych okresach,
lo — przeptyw inwestycyjny (ujemny),
n — liczba okreséw w ktorych wystepuja przeptywy,
IRR — wewnetrzna stopa zwrotu (dyskontowa).

Z powyzszego wzoru wynika fakt, Ze wyznaczenie IRR nie jest zadaniem tatwym.®
Mamy tu do czynienie z wielomianem, ktory wielokrotnie (w zaleznoS$ci od liczby okresow)
podnoszony jest do i-tej potegi. Dlatego tez, nie da si¢ przeksztalci¢ tego wzoru w taki
sposob, aby IRR znalazlo si¢ po lewej stronie rownania. Obliczenie IRR jest mozliwe przy
zastosowaniu np. algorytmu Newtona-Raphsona. "

W celu przyblizonego obliczenia IRR mozna zastosowa¢ nastgpujacy wzor:
NPV; X (i, — i)
NPV, + |NPV,|

IRR ~ i; +

gdzie:
IRR — wewnegtrzna stopa zwrotu,
i1 — stopa procentowa, dla ktorej NPV przyjmuje warto$¢ ujemna, bliska zero,
I2 — stopa procentowa, dla ktorej NPV przyjmuje wartos¢ dodatnig, bliskg zeru,
NPV1 — wartos¢ NPV, wyliczona dla stopy procentowe;j i1,
NPV — warto$¢ NPV, wyliczona dla stopy procentowej iz.

Uwzglgdniamy we wzorze w mianowniku: modut liczby NPV2 , czyli: [NPV,|, gdyz
chodzi o warto$¢ dodatnig tej liczby, podczas gdy jest ona zawsze wartos$cig ujemng bliska
zeru.

88 R. Pastusiak, Ocena efektywnosci inwestycji, CeDeWu, Warszawa 2003, s. 77.

% N. Grzenkowicz, Analiza finansowo-ekonomiczna jako narzedzie oceny kondycji przedsiebiorstwa, WWZ
2013 s. 322.

0 K. Piasecki, E-matematyka wspomagajgca ekonomie, C. H. Beck, Warszawa 2013, s. 317.
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Powyzsza metode ilustruje Przyktad 4.

Przyklad 4
Poniewaz bedziemy oblicza¢ NPV dla oszacowanej wartosci stopy procentowej IRR,
nalezy wigc zacza¢ od ustalenia warto$¢ przeplywdw pieni¢znych (tabela):

Argument Wartos¢

Inwestycja poczgtkowa  -400000
Przeptyw nrl 80000
Przeptyw nr2 90000
Przeptyw nr 3 100000
Przeptyw nr4 90000
Przeptyw nr5 80000

Drugim krokiem, do szacowania IRR,” jest obliczenie wartosci NPV (tabela) dla
réznych stop procentowych r (od 1 do 10%), dzigki czemu widzimy, ktore wartosci sg bliskie
zeru:’

Wymagana stopa % NPV
1% 27 099,07 zt
2% 14 773,35 zt
3% 2 990,24 zt
4% -8 280,68 zt
5% -19 067,79 z
6% -29 397,61 z
7% -39294,91 z
8% -48 782,87 z
9% -57 883,18 z
10% -66 616,17 z

Z powyzszej tabeli wnioskujemy, ze szukana IRR bedzie w przedziale pomiedzy 3%,
a 4%.
Podstawiajac do wzoru otrzymujemy:
IRR =~ 5% + 19 067,79 (6% — 5%) _ 31541%
19 067,79 + |—29 397,61| '

Dla tak obliczonej stopy IRR, NPV bedzie wynosi¢:

N
CF,
NPV, 1501 = ) - CF,
i=1

(1+7r)!
_ 80 000 4 90 000 4 100 000 4 90 000
T (1+31541) © (1+3,1541)2 ' (1+3,1541)3 ' (1 + 3,1541)%
80 000
=1220,72

T @+ 3,1541)°

"L K. Piasecki, E-matematyka wspomagajgca ekonomie, C. H. Beck, Warszawa 2013, s. 231.
"2 https://warsztatanalityka.pl/irr-wewnetrzna-stopa-zwrotu/ (dostep: 17.04.2021 r.).
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Jak wida¢ na powyzszym przyktadzie, szacowanie daje przyblizony wynik, lecz nie
doktadnie 0. W zaleznosci od wartosci przeptywow, IRR (wg tej metody) bedzie przybierato
mniejsze lub wigksze wartosci, ale zawsze bliskie zeru.

Na doktadne obliczenie warto$ci stopy procentowej IRR pozwala, wbudowana
w arkusz kalkulacyjny formuta finansowa IRR, ktora jest prosta w zastosowaniu.’”® Nalezy
wowczas zaznaczyC, wszystkie przeptywy w okresie inwestycji, takze przeplyw ujemny,
a wtedy warto$¢ IRR zostanie obliczona automatycznie. Tym sposobem, w powyzszym
przyktadzie otrzymamy, korzystajac z funkcji Excela: IRR = 3,2610%, dla ktorej wartos¢
NPV wynosi doktadnie 0.

3.5. Ksiegowa stopa zwrotu (ang. Accounting Rate of Return)

Wskaznikiem informujacym o $rednim zysku w stosunku do $redniej wartosci
inwestycji jest ksiggowa stopa zwrotu.

Wezesdniejsze wskazniki porownywaty poziom inwestycji do przeplywow pieni¢znych
w okresach, ta metoda bierze do poréwnania zysk netto. Tak wigc opieramy si¢ na wartosci
nominalnej, nie realnej, jak w przypadku metody np. NPV, co stanowi jej ograniczenie.

Metoda ksiggowej stopy zwrotu (ARR), w swej konstrukcji nie bierze pod uwage
zmianeg wartosSci pienigdza w okresie inwestycji. Wskaznik informuje o tym, ile wynosi $redni
zysk netto, z usrednionej wartosci inwestycji. Ze wzgledu na ograniczenie metodologiczne
mozna go stosowaé jedynie pomocniczo.’*

Oto zapis metody ARR:

Xiz1 ZN;
N
WP + WKI

2

ARR =

gdzie:
ARR - ksiggowa stopa zwrotu,
N — liczba okresow w projekcie,
ZN — zysk netto w i-tym okresie,
WPI — warto$¢ poczatkowa inwestycji,
WKI — warto$¢ koncowa inwestycji.

3.6.  Wskaznik rentownosci (ang. Profitability Index — PI)

Wskaznik rentownosci (PI) jest metoda, ktora nawigzuje (bazuje) na wartosci NPV.
Roéznica jedna dotyczy sposobow prezentacji wyniku, ktdéry zamiast postaci bezwzglednej
ukazuje warto$¢ procentowa. Aby jednak ta metode zastosowaé, nalezy wczesniej obliczy¢
warto$¢ NPV.™

3 L. Czerwonka, Zarzqdzanie finansami, wprowadzenie i przyktady, C. H. Beck, Warszawa 2018, s. 133.
"4 L. Czerwonka, Zarzqdzanie finansami, wprowadzenie i przyktady, C. H. Beck, Warszawa 2018, s. 127.
S M. Herman, Analiza i ocena nowych projektéw inwestycyjnych, Prawo i Finanse nr. 1-2/2003 s. 53.
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Struktura tej metody przedstawia si¢ nast¢pujaco:

N _ CF;
Pl = =1 (1 + )t
CF,

gdzie:

Pl — indeks rentownosci,

CFj — Cash Flow (przeptyw pieni¢zny), w kolejnym okresie,

CFo — Cash Flow (przeptyw pieni¢zny ujemny), w okresie inwestycji,

N — liczba okresow,

r — stopa procentowa (rate),

I — liczba okresow (lat).

Tak wiec, jest to relacja zdyskontowanych przeplywow pienieznych od okresu 1 do N
(dodatnich), w stosunku do wartoéci przeptywu inwestycyjnego (ujemnego).¢’® Wskaznik ten
moze pociaga nastepujace wartosci:

v jesli PI < 1, to projekt nalezy odrzuci¢, gdyz realizacja projektu jest nierentowna,

v’ jesli PI = 1, to projekt moze zostaé zaakceptowany (po przeprowadzeniu bardziej
szczegbtowej analizy), gdyz koszt kapitalu zostanie pokryty, jednak nie uzyska si¢
dodatkowej premii, dzigki ktorej wzrostaby warto$¢ firmy realizujacej projekt. Jezeli
koszt kapitatu traktowany jest jako koszt utraconych korzysci, wowczas mozna
stwierdzi¢, ze projekty: rozpatrywany i projekt alternatywny przynosza takie same
korzysci,

v jezeli P1> 1, to projekt moze zosta¢ zaakceptowany.

Wz6r na PI mozna uogolni¢, na przypadek kiedy w projekcie mamy przeptywy ujemne

I dodatnie:
N _CF"
=0 (1 + )t
v CF
i=0 (1 + I‘)i

Pl =

gdzie uzyte symbole oznaczaja jak wyzej,
za$ suma: w liczniku oznacza zdyskontowane przeptywy pieni¢zne dodatnie (CF),
a w mianowniku ujemne (CF).

3.7.  Analiza wrazliwoS$ci SA (ang. Sensitivity Analysis)

W poprzednich podrozdziatach omdéwione zostaly metody oceny efektywnos$ci
ekonomicznej projektow, takie jak NPV i1 IRR. Analiza wrazliwosci pozwala dodatkowo
zbadaé, jak zmienia si¢ wartoé¢ NPV, czy IRR,”” w zaleznosci od zmian czynnikéw
towarzyszacych.

8 R. Pastusiak, Ocena efektywnosci inwestycji, CeDeWu, Warszawa 2003, s. 81.
T K. Piasecki, E-matematyka wspomagajgca ekonomie, C. H. Beck, Warszawa 2013, s. 231.
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Po pierwsze otrzymujemy odpowiedz na pytanie, czy zmiana danego czynnika ma
wptyw na warto$¢ NPV (lub inne, np. zysk), po drugie jaka jest ta zalezno$¢: dodatnia, czy
ujemna 1 jaka jest jej sita. Mozemy tez zidentyfikowa¢ te czynniki. Czynnikami tymi moga
by¢ np. zmiany przychodéw, kosztow, cen itp.

Metoda ta nadaje si¢ do tworzenia réznych wariantéw projektow inwestycyjnych oraz
pozwala dostrzec ich szanse i zagrozenia. Jest ona uszczegdétowieniem metod NPV i IRR.

Analiza wrazliwo$ci jest modelem statycznym, ma wiec swoje ograniczenia.

Podstawg metody SA (oprécz wyliczenia wartosci NPV 1 IRR) jest ustalenie
wspotczynnika wrazliwosci, zwigzanego z katem nachylenia krzywej bedacej wykresem
funkcji NPV, przy réznych warto$ciach zmienne;.

Wspotezynnik wrazliwosci mozna zapisac jako:

NPV, — NPV,
NPV,
Ly — 7,
Zy

SA =

gdzie:
SA — wspotczynnik wrazliwosci,
Zi — warto$¢ i-tej zmiennej,
NPVi — warto$¢ NPV przy i-tej warto$ci zmiennej Zi, dla i=1, i=2.

W liczniku utamka mamy procentowg zmian¢ wartosci NPV, a w mianowniku
procentowa zmiane czynnika Z.”® Wskaznik ten informuje, jaki wplyw ma procentowa
zmiana czynnika Z na procentowg zmiang NPV.

Poniewaz warto$ci czynnikéw sprawczych Z, w poréwnaniu do NPV moga by¢
wyrazone w roznej skali, obliczone warto$ci powinny by¢ wyrazone w procentach, nie
w wartosciach bezwzglednych.”

Interpretacja wspotczynnika wrazliwosci SA jest nastepujaca:

v SA = 0 oznacza, ze warto$¢ NPV jest niezalezna od badanej zmiennej,

v' SA < 0 oznacza, ze zmienna ma wplyw na warto§¢ NPV, jednak kierunek zmian

czynnika Z i NPV jest przeciwny (wzrost jednego powoduje spadek drugiego),

v' SA > 0 oznacza, ze zmienna ma wplyw na wartos¢ NPV, ale kierunek zmian

czynnikow: Z 1 NPV jest taki sam.

Analize wrazliwo$ci SA ilustruje Przyktad 5.

Przyklad 5

Rozpatrzymy inwestycj¢ o wartosci 5 mln zl., przy nastgpujacych zalozeniach
zmiennych ksztaltujacych oczekiwane przeplywy pieni¢zne z przedsigwzigcia w okresie
kolejnych 5 lat jego eksploataciji:

o wielko$c¢ rocznej sprzedazy - 30 000 szt. wyrobu;
e cena jednostkowa sprzedazy - planowana na rok pierwszy w wysokosci 300 zt.; w
kolejnych latach wzrost ceny w tempie inflacji 3% rocznie;

8 K. Mikolajczyk, Narzedzia analizy danych finansowych w programie Ms Excel, Wydawnictwo Uniwersytetu
Ekonomicznego w Krakowie, Krakow, 2014, s. 79.

% N. Grzenkowicz, Analiza finansowo-ekonomiczna jako narzedzie oceny kondycji przedsiebiorstwa, WWZ
2013 s. 323.
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e koszt zmienny - 65% warto$ci sprzedazy netto w kazdym roku;

e koszty stale ogélne (bez amortyzacji) - planowane na rok pierwszy w wysokosci
1 000 000 zt,; w kolejnych latach wzrost ich warto$ci w tempie inflacji 6% rocznie;

e amortyzacja inwestycji liniowa, stopa amortyzacji 10% rocznie;

« naktady na kapitat obrotowy netto - planowane w momencie realizacji inwestycji na
700 000 zi,; w kolejnych latach stanowi¢ beda 10% prognozowanej wartosci
sprzedazy;

« stopa podatku dochodowego - przyjeto stopg rowng 19%;

e oczekiwana stopa zwrotu z kapitatdw zaangazowanych w przedsigwzigcie: 15%
rocznie.

Na podstawie powyzszych oczekiwanych warto$ci przygotowano zestawienie

planowanych przeplywdw pieni¢znych z inwestycji - tabela ponize;.

Zestawienie planowanych przeplywdéw pienieznych z inwestycji (dane w zl)

Pozycja Rok 0 Rok 1 Rok 2 Rok 3 Rok 4 Rok 5

Produkcja
Tocaa 0,00 | 30000,00 30000,00 30000,00 30000,00 3000,00
cena 0,00 300,00 309,00 318,27 327,82 337,65
jednostkowa
rsé’gzzﬁgaz 0,00 | 9000000,00 | 9270000,00 | 9548100,00 | 9834543,00 | 10129579,29
rsé’gzzﬁgaz 0,00 | 5850000,00 | 6025500,00 | 6206265,00 | 6392452,95 | 6584226,54
Koszt zmienny 0,00 | 1000000,00 | 1030000,00 | 1060900,00 | 1092727,00 | 1125508,81
Koszty state
(bez 0,00 | 300000,00 | 300000,00 | 300000,00 | 300000,00 | 300000,00
amortyzacji)
Zysk
operacyjny 0,00 | 1850000,00 | 1914500,00 | 1980935,00 | 2049363,05 | 211984394
EBIT
Podatek

0,00 | 351500,00 | 363755,00 | 376377,65 | 389378,98 | 402770,35
dochodowy
Zyskpo 0,00 | 1498500,00 | 1550745,00 | 1604557,35 | 1659984,07 | 171707359
opodatkowaniu
él';“ortyzacla 0,00 | 300000,00 | 300000,00 | 300000,00 | 300000,00 | 300000,00
ia}ﬂootﬁebo""a” 700000,00 | 900000,00 | 927000,00 | 954810,00 | 98345430 | 1012957,93
Zmiana KON 200000,00 27000,00 27810,00 28644,30 29503,63
Inwestycja 5000000,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
Wartosé
umorzeniowa - - - - 3500000,00
inwestycji
CF netto ~5700000,00 | 1598500,00 | 1823745,00 | 1876747,35 | 1931339,77 | 5487569,96

Dla powyzszych danych obliczymy wartos¢ NPV i IRR:

NPV dla powyzszych przeptywow pienigznych, w okresie 0 — 5, z uwzglednieniem
15% stopy procentowej wynosi: 2 135 546,98 zt. co jest bardzo dobrym wynikiem.

IRR natomiast wynosi 27,07 %, co stanowi nadwyzke 12,07% ponad oczekiwanag
stope zwrotu (15%).
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Aby obliczy¢ wspolczynnik wrazliwosci musimy dokona¢ zmiany wybranego
parametru Z, nastgpnie obliczyé wartosci NPV i IRR, z uwzglednieniem tej zmiany.%
Przyktadowo moze to by¢ wzrost lub spadek wartosci kosztow statych, lub zmiennych,
zmiana warto$ci przychodow, cen itp. Mozna tez zbada¢ jak zmiana réznych czynnikéw
sprawczych wplywa na rentowno$¢ inwestycji. Wazne jest, aby dane czynniki sprawcze miaty
zwigzek ze zmiang przeptywow pienieznych, czyli w efekcie wptywaly na zmiang NPV
i IRR. W przeciwnym wypadku wskaznik wrazliwosci wykaze warto$é zerowa.

Powyzszy przyktad zmodyfikujemy nast¢pujaco:
ma miejsce wzrost poziomu kosztow zmiennych w projekcie o 10% w stosunku do
zatozonych 65%, czyli nastapit wzrost kosztow do 75% wartosci sprzedazy netto.

W wyniku tej zmiany otrzymujemy nastepujace wartosci:

Pozycja Rok 0 Rok 1 Rok 2 Rok 3 Rok 4 Rok 5
Produkcja roczna 0,00 | 30 000,00 30000,00 30000,00 30000,00 30000,00
cena jednostkowa 0,00 300,00 309,00 318,27 327,82 337,65
Sprzedaz roczna 0,00 | 9000000,00 | 9270000,00 | 9548100,00 | 9834543,00 | 10129579,29
Sprzedaz roczna 0,00 | 6750000,00 | 6952500,00 | 7161075,00 | 7375907,25 | 759718447
Koszt zmienny 0,00 | 1000000,00 | 1030000,00 | 1060900,00 | 1092727,00 | 1125508,81
Koszty stafe (bez 0,00 | 300000,00 | 300000,00 | 300000,00 | 300000,00 | 300000,00
amortyzacji)

Eéﬁ'@c’peracy‘“y 0,00 | 950000,00 | 987500,00 | 102612500 | 1065908,75 | 1106886,01
Podatek dochodowy 0,00 | 180500,00 | 18762500 | 194963,75 | 202522,66 | 210308,34
Zyskpo 0,00 | 769500,00 | 79987500 | 831161,25 | 863386,09 | 896577,67
opodatkowaniu

Amortyzacja CF 0,00 | 300000,00 | 300000,00 | 300000,00 | 300000,00 | 300000,00
iag,fl"zem""a”'e 700000,00 | 900000,00 | 927000,00 | 954810,00 | 983454,30 | 1012957,93
Zmiana KON 0,00 | 200000,00 27000,00 27810,00 28644,30 29503,63
Inwestycja 5000000,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
Wartosc Hmorzenlowa ) ) ) ) 3500000,00
inwestycji

CF netto -5700000,00 | 869500,00 | 1072875,00 | 1103351,25 | 1134741,79 | 4667074,04

Dla powyzszych danych obliczymy warto$¢ NPV 1 IRR.
v NPV dla powyzszych przeptywow pienieznych, w okresie 0 — 5, z uwzglgdnieniem
15% stopy procentowej wynosi: - 435 041,11 zi. co $wiadczy o nieoptacalnosci
inwestycji przy zatozonych warunkach.

v IRR natomiast wynosi 12,47 %, a tym samym nie pokrywa oczekiwanej stopy

ZWrotu.

Majac powyzsze dane, mozemy zbada¢ dynamike wzrostu kosztdéw zmiennych 1 zmiang

warto$ci NPV wywotang innymi kosztami zmiennymi oraz poréwnaé je ze sobg.?

Obliczamy wskaznik wrazliwo$ci wykorzystujac odpowiedni wzor:

—438041,11 — 2135 546,98

2135 546,98

12,47 —

27,07

27,07

=—2,23

80 |. Staniec, Metody ilosciowe w zarzqdzaniu organizacjg, poradnik z wykorzystaniem arkusza kalkulacyjnego
Excel, C. H. Beck, Warszawa 2013, s. 125.
8L R. Pastusiak, Ocena efektywnosci inwestycji, CeDeWu, Warszawa 2003, s. 103.

82 M. Herman, Analiza i ocena nowych projektéw inwestycyjnych, Prawo i Finanse nr. 1-2/2003 s. 56.
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Wskaznik ten ma warto$¢ wysokg ale ujemng, co $wiadczy o silnej ujemnej korelacji,
oznacza to, ze zwigkszenie czynnika (kosztéw zmiennych), powoduje zmiang¢ przeciwng
(zmniejszenie) warto$ci NPV projektu.

Taka sama analize mozna wykonywa¢é dla innych czynnikow,® badajac, ktore z nich
majag duzy wplyw 1 sa decydujace dla powodzenia projektu. Wykorzystujac arkusz
kalkulacyjny, mozna z tatwo$cig zmienia¢ warto$ci danych, a wszelkie obliczenia dokonajg
si¢ same, oczywiscie stosujac wezesniej odpowiednie formuty.

3.8.  Analiza progu rentownosci BEP (ang. Break Even Point)

Kolejnym narzedziem pomocnym w podejmowaniu decyzji inwestycyjnych, czy
produkcyjnych, jest analiza progu rentownosci BEP.

Kazda inwestycja, czy decyzja o produkcji lub zmianie warunkéw inwestycyjnych
(produkcyjnych) wymaga odpowiedzi na pytanie dotyczace optacalnosci przedsiewzigcia.
Omoéwione zostaly metody NPV i IRR zwigzane z przeptywami pieni¢znymi w projekcie.
Konieczne jest poglebienie wiedzy na temat przyczyn (czynnikéw) decydujacych
o ekonomicznym powodzeniu projektu. Wazng metoda jest analiza wrazliwosci, kolejng za$
pozwalajaca na oszacowanie oplacalnosci jest BEP, ktora odnosi si¢ do analizy wyniku
finansowego oraz czynnikdéw go ksztattujacych, a wiec do przychodow i kosztow.

W omawianej analizie badamy, kiedy koszty produkcji pokryte zostang przychodami
ze sprzedazy wyrobow i ustug oraz kiedy zacznie inwestycja zacznie przynosi¢ zysk. Punkt
zerowy, w ktorym realizowane przychody ze sprzedazy dokladnie pokrywaja si¢
Z poniesionymi kosztami, nosi nazwe¢ progu rentownosci (BEP). Firma osigga zatem prog
rentownosci w stosunku do takiej warto$ci poziomu wolumenu sprzedazy, przy ktorej
przychody operacyjne sa rowne kosztom operacyjnym (zysk brutto ze sprzedazy jest rowny
zero) lub przychody pokrywaja wszystkie koszty (zysk netto jest rowny zero).

Prog rentownosci dla danej zmiennej wplywajacej na przeptywy lub na stope
dyskontowa (zmiennej decyzyjnej), to taka warto$¢ tej zmiennej, przy ktorej pewna zmienna
wynikowa projektu (np. NPV, PI, czy IRR) przyjmuje okreslong warto$¢ uznang za
progowa.?

Prég rentownosci moze by¢ wyrazony iloSciowo lub warto$ciowo. Ilosciowy prog
rentownoS$ci oznacza takg liczbe sprzedanych produktow, przy ktorej przychody ze sprzedazy
zréwnajg si¢ z, poniesionymi na ich wytworzenie kosztami. Wartosciowy prog rentownosci
oznacza taki poziom przychodow ze sprzedazy, ktory pokrywa wszystkie koszty produkcji.
Prog rentownosci jest tez zwany punktem wyrownania BEP (ang. Break Even Point). Przez
analogi¢ mozna jednak przenie§¢ okreSlenie progu rentownosci na kazda zmienng
1 w stosunku do kazdej miary. Przyjmujac NPV za podstawowg miar¢ optacalnosci projektu
inwestycyjnego, mozna powiedzie¢, ze prog rentownosci danej zmiennej, to taka jej wartosc,
przy ktorej NPV projektu wynosi zero.

8 K. Mikotajczyk, Narzedzia analizy danych finansowych w programie Ms Excel, Wydawnictwo Uniwersytetu
Ekonomicznego w Krakowie, Krakow, 2014, s. 79.

8 N. Grzenkowicz, Analiza finansowo-ekonomiczna jako narzedzie oceny kondycji przedsiebiorstwa, WWZ
2013 s. 324.
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Analiza progu rentowno$ci polega zatem na ustaleniu warto$ci progu dla wszystkich
zmiennych decyzyjnych modelu i ustaleniu prawdopodobienstwa, przy ktorym rzeczywista
warto$¢ danej zmiennej istotnie spadnie do warto$ci progu lub ponize;.

Ilosciowy prog rentownosci (Pi) wyznaczymy ze wzoru:

Ks _ Ks

P- = = —_—
il cC—Z Mb

gdzie:
Pil- ilo$ciowy prog rentownosci,
Ks - catkowite state koszty produkc;i,
z - jednostkowe koszty zmienne,
C - jednostkowa cena sprzedazy,
Mp - catkowita marza brutto.

Warto$ciowy prog rentownosci wyraza si¢ wzorem:

Ks Ks Ks

c—z) (1-20 W
C C

P, =

gdzie:
wzOr na wspotczynnik marzy W brutto ma postac:
c—z 1-z

W = =
c c

Pw- warto$ciowy prog rentownosci,
a pozostate zmienne, jak wyzej.

Produkcje w jednostkach naturalnych w punkcie zréwnania kosztow z przychodow
otrzymujemy wiec dzielgc catkowite koszty state przez jednostkowg marze brutto, czyli
przypadajaca na jeden wyrob nadwyzke ceny nad jednostkowymi kosztami zmiennymi, ktora
pozwala, przy odpowiedniej skali produkeji pokry¢ koszty state.®®

Analiza progu rentownosci BEP jest zilustrowana Przyktadem 6.

Przyklad 6
Dane do przyktadu:
Jednostkowe koszty zmienne (z) wytwarzanego wyrobu wynosza - 30, koszty stale
(Ks) - 70.000, cena sprzedazy (c) jednego wyrobu - 40.
Chcac ustalic prég rentownosci w jednostkach naturalnych, dokonujemy
nastepujacych obliczen:
70 000
fI= 2030
W analizowanym przedsigbiorstwie zrownanie przychodow ze sprzedazy produktéw

= 7000 szt.

z calkowitymi kosztami produkcji ma wigc miejsce wowczas, gdy skala produkcji wynosi
7 000 szt. Z kolei prog w ujeciu warto§ciowym ksztaltuje si¢ na poziomie:

8 M. Herman, 4naliza i ocena nowych projektéw inwestycyjnych, Prawo i Finanse nr. 1-2/2003 s. 56.
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b _ 70000 _ 70000
WS (@0-30) 1
20 2

= 280000

Warto$¢ sprzedazy w wysokosci 280 000 oznacza, ze przedsiebiorstwo nie ponosi
straty, ani tez nie generuje zyskow.
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Zakonczenie

Decyzje finansowe (inwestycyjne, produkcyjne, dotyczace zmiany cen, oraz poziomu
kosztow 1 przychodéw) pociagaja zawsze okreslone skutki finansowe. Ze wzgledu na skale
dziatania, warto$¢ i czas trwania inwestycji zwieksza ryzyko, ktore jest dodatkowym kosztem,
decydujagcym o powodzeniu lub porazce przedsiewzigcia. Aby wyliczy¢ konsekwencje
decyzji ekonomicznych postugujemy sie modelami (finansowymi, matematycznymi), ktore,
co prawda sg pewnym uproszczeniem rzeczywistosci gospodarczej (stad ich ograniczenia),
jednak znacznie utatwiajg identyfikacje zagrozen oraz wyliczenie korzysci 1 kosztow, a takze
shuza podjeciu odpowiednich decyzji.®

W niniejszym rozdziale zaprezentowane zostaly najwazniejsze metody dotyczace
badania ekonomicznej efektywnosci procesow inwestycyjnych, ktére réwniez mozna
zastosowa¢ do badania innych decyzji np. produkcyjnych, kosztowych, cenowych itp.
Przedstawione zagadnienia, po przyjeciu odpowiednich modyfikacji, maja bardzo szerokie
zastosowanie praktyczne - zarowno w aspekcie diagnostycznym, jak i prognostycznym.

Pytania i zadanie do samodzielnego wykonania:
P1.  Jaka metod¢ matematyczng mozemy zastosowaé, aby uwzgledni¢ zmian¢ warto$ci
pienigdza w czasie przy ocenie inwestycji?
P2.  Jaki jest zwigzek migdzy metodami: NPV i IRR?
P3.  Podaj praktyczne zastosowania analizy wrazliwos$ci.
Z.1 Na podstawie danych z tabeli, oblicz:
a) warto$¢ wspotczynnika dyskontowego dla poszczegodlnych okresow,
b) zdyskontowane CF,
¢) zsumuj tak wyliczone przeptywy (inaczej oblicz NPV),
d) oszacuj warto$¢ IRR.

Wspdtczynnik|zZdyskontowany
N Przeplyw pieniezny |r dyskontowy |przeplyw pieniezny
lo 0 -500000 3,00%
CF1 1 100000 3,00%
CF2 2 200000 3,00%
CF3 3 25000 3,00%
CF4 4 180000 3,00%
CF5 5 130000 3,00%

Suma NPV

8 M. Jerzemowska, Analiza ekonomiczna w przedsiebiorstwie, PWE, Warszawa 2018, s.21
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Streszczenie

Rozdzial trzeci prezentuje wybrane metody oceny ekonomicznej efektywnosci
projektow inwestycyjnych i produkcyjnych oraz analiz¢ wrazliwo$ci wybranych wskaznikow
finansowych na zmiany czynnikow je tworzacych.®” Zostaly w nim omoéwione wybrane
najwazniejsze metody, tak, aby mozna byto kompleksowo przedstawi¢ ww. zagadnienia.

Poszczegolne podrozdziaty rozpoczynajg si¢ od omoéwienia tzw. metod prostych oceny
inwestycji, kolejne za$, dotycza metod dyskontowych. W nast¢pnych podrozdziatach
omowione sg pozostate metody, ktore stuza ocenie inwestycji, a takze wplywowi zmian
warto$§ci  ekonomicznych na wartosci wynikowe. We wszystkich rozwazaniach
wykorzystywane s3 metody iloSciowe. Omawiane treSci podzielone zostaly na 8
merytorycznych podrozdziatow:

Podrozdziat 1 omawia tzw. prosta metode oceny finansowej inwestycji, pozwalajaca
ustali¢ czas zwrotu naktadéw z inwestycji, czyli pokrycia wydatkéw przysztym strumieniem
wpltywow finansowych. Podrozdzial 2 rozwaza powyzsza metode, ale z uwzglednieniem
zmiany wartosci pienigdza w czasie, wykorzystujac metode dyskonta. Podrozdziat 3 dotyczy
najbardziej znanej metody: wartosci biezacej netto (NPV), ktora takze wykorzystuje metode
dyskonta. Podrozdziat 4 wigze si¢ z poprzednim, gdzie NPV jest funkcja, dla ktérej szukamy
miejsca zerowego czyli stopy, dla ktorej inwestycja jest oplacalna. Podrozdzial 5 zawiera opis
ksiggowej stopy zwrotu (ARR), ktora jest wskaznikiem podajacym relacje wartosci zysku
z inwestycji do naktadu inwestycyjnego. Podrozdziat 6 opisuje wskaznik zysku (PI), bazujacy
na metodzie NPV, od ktorej rézni si¢ prezentacja wyniku, ktéry zamiast postaci
bezwzglednej, ukazuje warto§¢ procentowa przeptywow pieni¢znych netto z inwestycji.
Podrozdziat 7 - podczas, gdy poprzednie podrozdzialy zawieraja opis metod oceny
efektywnosci ekonomicznej projektow, takich jak NPV i IRR, to niniejszy - poswigcony jest
analizie wrazliwosci, ktora pozwala dodatkowo zbadaé, jak zmienia si¢ warto§¢ NPV, czy
IRR, w zalezno$ci od zmian czynnikdw towarzyszacych. Podrozdziat 8, to Analiza progu
rentownosci (BEP), gdzie kolejng omoéwiong metoda, pozwalajaca na oszacowanie
optacalnosci, jest Break Even Point.

Powyzsze metody, zostaty opisane w sposéb syntetyczny, aby zachowacé jasno$¢
przekazu. Niektore techniki sa opatrzone przykladami liczbowymi, inne mniej
skomplikowane i tatwiejsze, tego nie posiadaja, gdyz zastosowanie ich w praktyce wydaje si¢
oczywiste 1 nie wymaga ilustrowania rachunkowymi przyktadami .

Zapoznanie si¢ z powyzszym rozdzialem powinno dostarczy¢ kompleksowa wiedze,
ktora jest niezbedna w praktycznym zastosowaniu, jakim jest zarzadzanie finansami
w zakresie podejmowania decyzji inwestycyjnych, produkcyjnych i dostosowawczych do
zmieniajacych si¢ warunkoéw ekonomicznych.

Stlowa kluczowe

inwestycje, rentownos¢, metody dyskontowe, stopa zwrotu, ryzyko inwestycyjne, analiza
rentownos$ci, NPV, IRR, prog rentownosci, analiza wrazliwos$ci, okres zwrotu, ksiggowa stopa
zwrotu, wskaznik rentownosci.

87 R. Mantegna, Ekonofizyka wprowadzenie, PWN, Warszawa 2014, s. 75.
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Application of the percentage theory in the assessment of the effectiveness of investment
processes

Summary

The chapter 3 presents selected methods of economic assessment of the effectiveness
of investment and production projects and the analysis of the sensitivity of selected financial
ratios to changes in the factors that constitute them. It discusses selected the most important
methods so that it is possible to comprehensively present the above-mentioned issues.
Individual subsections begin with an overview of the so-called simple methods of investment
evaluation, the next ones concern discount methods. The following subchapters discuss other
methods that are used to evaluate the investment, as well as the impact of changes in
economic values on the resulting values. Quantitative methods are used in all considerations.
The discussed content has been divided into 8 substantive subsections:

Section 1 discusses the so-called a simple method of financial evaluation of an
investment, allowing to determine the time of return on investment, i.e. covering the expenses
with a future stream of financial revenues Section 2 considers the above method, but taking
into account the change in the value of money over time, using the discount method. Section 3
deals with the best known method: Net Present Value (NPV), which also uses the discount
method. Section 4 is related to the previous one, where NPV is the function for which we are
looking for the zero place, i.e. the rate for which the investment is profitable. Subchapter 5
contains a description of the accounting rate of return (ARR), which is an indicator that gives
the ratio of the profit on investment to the investment expenditure. Section 6 describes the
profit ratio (PI), which is based on the NPV approach, which differs from the presentation of
the result, which, instead of being absolute, shows the percentage of net cash flows from the
investment. Subchapter 7 - while the previous subchapters describe methods for assessing the
economic efficiency of projects, such as NPV and IRR, this one - is devoted to the sensitivity
analysis, which allows you to additionally examine how the NPV or IRR value changes,
depending on changes in accompanying factors . Subchapter 8 is Break-even Point Analysis
(BEP), where Break Even Point is another method discussed, allowing to estimate
profitability.

The above methods have been described synthetically to keep the message clear. Some
techniques are provided with numerical examples, while others are less complicated and
easier, do not have this, as their application in practice seems obvious and does not require
illustration with accounting examples.

Reading the above chapter should provide comprehensive knowledge that is necessary
in the practical application of financial management in the field of making investment,
production and adaptation decisions to changing economic conditions.

Key words

investments, profitability, discount methods, rate of return, investment risk, profitability
analysis, NPV, IRR, break-even point, sensitivity analysis, payback period, accounting rate of
return, profitability ratio.
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Rozdziat czwarty

WYBRANE FUNKCJE FINANSOWE ARKUSZA MS EXCEL —
ZASTOSOWANIA OBLICZEN ORAZ RACHUNKU
ROZNICZKOWEGO DLA FUNKCJI WIELU ZMIENNYCH
W OCENIE RYZYKA
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Wprowadzenie

Obliczenia dotyczace funkcji finansowych wymagaja uzycia odpowiednich metod
1 narzgdzi matematycznych. Wykonywanie dzialan finansowych na prostym kalkulatorze jest
bardzo trudne, a niekiedy niemozliwe. Dlatego skonstruowano kalkulatory finansowe,
zawierajgce podstawowe funkcje, omawiane ponizej.

Zastosowanie kalkulatora finansowego pozwala uzyska¢ wilasciwe wyniki dziatan,
jednak zachodzi potrzeba wprowadzania wielu danych obliczeniowych. Jest to jednak
czynno$¢ zmudna i1 nieergonomiczna. Idealnym rozwigzaniem jest w tym przypadku
zastosowanie arkusza kalkulacyjnego, ktory posiada wbudowane funkcje finansowe (i wiele
innych), tak wiec mozna w nim dokona¢ dowolne obliczenia i to w wygodny sposéb
z podgladem wprowadzanych danych i mozliwos$cig ich dalszej obrobki.

W rozdziale tym oméwione s3 podstawowe funkcje finansowe arkusza kalkulacyjnego
na przyktadzie programu MS Excel.
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4.1. Ogolne zasady wykonywania obliczen w arkuszu kalkulacyjnym

Objasniane w rozdziale zasady, metody i przyktady dotycza zastosowania programu
komputerowego, arkusza kalkulacyjnego. Podane informacje dotycza wszystkich wersji
arkuszy kalkulacyjnych, zardwno ptatnych, jak i bezptatnych licencji (wchodzacych w sktad
pakietow: MS Office, Libre Office, WPS Office itp.). Jednak ze wzgledu na duzg popularnos¢
1 funkcjonalno$¢ programu MS Excel (Arkusz), powyzsza tematyka zostala omdwiona na
przyktadzie tego programu. Omawiane zasady i funkcje sg dostepne we wszystkich wersjach
programéw, lecz ich umiejscowienie i uktad graficzny jest rozny®.

Nie beda tu omawiane wszystkie zagadnienia zwigzane z obstugg arkusza, lecz tylko
niezbedne do wykonania podanych w rozdziale obliczen. Zaklada si¢, ze czytelnik posiada
umiejetnos¢ obstugi arkusza kalkulacyjnego w stopniu podstawowym. Podstaw obstugi
Arkusza mozna nauczyé sie na réznych kursach dostepnych w internecie.®

Pierwsza podstawowa zasada brzmi: prosz¢ pamigta¢ o wlasciwym sformatowaniu
komorek arkusza, poprzez menu podreczne - formatowanie komoérek - zaktadka liczby:*

Rysunek 1.

Liczby 6 Czcionka Ochrona

Niestandardowe

Format liczbowy jest uzywany do wyéwietlania liczb. Spegialnymi formatami do wyéwietlania wartoéci
pienieznych sa farmaty walutowe | ksizgowe,

Na Rysunku 1. zaznaczono (tak jak najczgSciej si¢ stosuje) dane liczbowe,
z doktadnoscig do dwoch miejsc po przecinku 1 separatorem tysigcy, co pozwala wyswietlac
poprawne dane liczbowe w przejrzysty sposOb. Zwracam na to uwage, gdyz nie
sformatowanie komorek, badz sformatowanie w przypadkowy sposdb wplywa na doktadnos¢
obliczen i sposob wyswietlania danych, co jest sprawg zasadniczg.

Przy wprowadzaniu danych liczbowych wpisujemy je w poszczegdlne komorki
arkusza. W przypadku wykonywania obliczen lub wstawiania funkcji, zawsze na poczatku
wstawiamy znak roéwno$ci, wtedy arkusz rozpoznaje, ze wykonujemy dzialanie a nie
wprowadzamy dane.

8 Réznice miedzy arkuszami i ich wersjami, dotycza oprocz roznej szaty graficznej, takze funkcjonalnosci
i doktadnosci wyliczen. Dla celéw dydaktycznych wystarczajace beda wersje bezplatne, do zastosowan
profesjonalnych, niezbedny jest zakup wersji ptatnych.

8 https://www.superprof.pl/blog/excel-krok-po-kroku/ - (dostep 14.06.2021 r.)

9 J. Cypryjanski, Excel dla menedzera, PWN, Warszawa 2016, s.299
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Rysunek 2.

Kolejng przydatng funkcja jest mozliwos$¢ przeciggnigcia komorki z okre§long funkcja
(dziataniem matematycznym), w wybranym kierunku, dzigki czemu nie musimy powtarzaé
przepisywania danych lub wypehiania ich w kolejnych komérkach.

Rysunek 3.

62
14

hGE N

21

|

Nalezy tez wspomnie¢ o znaku ,,$”, ktory wstawiony przed symbol (adres) komorki
np. Al ,blokuje” ja w kolumnie ($A) lub w wierszu (A$1), badz w catosci ($A$1),% co
powoduje, ze wraz z przecigganiem komorek z obliczeniami, tak zaznaczona komorka bedzie
zawsze W swojej pozycji uwzgledniana w obliczeniach.

Pomocne jest takze postugiwanie si¢ symbolami i1 znakami, np. potggowanie
w Arkuszu opisane jest znakiem ,,\”” na klawiaturze.

Sa to podstawowe informacje, ktére utatwiaja uzywanie programu MS Excel.

W kolejnym etapie, beda omowione podstawowe funkcje finansowe.

Podstawowymi funkcjami finansowymi w arkuszu s3:
1. PV —zwraca warto$¢ biezaca,
FV — podaje warto$¢ przyszia,

N

3. PMT - oblicza kwote splaty (np. pozyczki) przy zatozeniu stalych rat (sptat) i stalej
stopy procentowej,
4. RATE - zwraca stope¢ procentowg dla okresu raty (rentowej).

Ad. 1.

Funkcja PV (Present Value, warto$§¢ obecna) - jest tozsama z pojgciem wartosci
obecnej (biezacej) w teorii finansow i metodg dyskontowg w matematyce. Majac okreslong
warto$¢ strumienia przysztych platnosci (rat), mozemy obliczy¢ ta metoda ich warto$¢
obecna.

W funkcji Excel argument ten ma postac:

PV(stopa; liczba okresow; rata;[wp];[typ])

91|, Staniec, Metody ilosciowe w zarzqdzaniu organizacjq, Wydawnictwo C.H. Beck, Warszawa 2013, str. 15
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Poszczegodlne argumenty funkcji oznaczaja®? nastepujace pojecia:

v’ stopa - stopa procentowa dla okresu,

v' liczba okreséw - calkowita liczba okresow platno$ci w okresie spflaty,

v rata - platno$¢ dokonywana w kazdym okresie, niezmienna przez caly okres
pozyczki,

v' Wp - przyszta warto$¢, czyli saldo kasowe, ktoére ma zostaé osiggniete po
dokonaniu ostatniej platnosci - tego argumentu nie musimy wypeiniaé, zazwyczaj
zostawia si¢ to pole jako puste,

v' typ - liczba 0, oznacza ze platno$¢ przypada na koniec okresu albo 1, jesli na
poczatek, a takze argument opcjonalny. Zostawienie pola pustym, oznacza wybor
ptatnosci na koniec okresu.

=PV() 1
Argumenty funkcji ? X
PV
Stopa | 2| =
Liczba_okreséw +| =
Platnosé *| =
Wp + =
Typ + =
Oblicza wartoé€ biezaca inwestycji — catkowita obecna warto¢ serii praysziych platnoéci.
Stopa - stopa procentowa dla okresu. Np. uiyj stopy 63%/4 dla ptatnosci
kwartalnych w przypadku 6% stopy rocznej.
Wynik formuty =
Pomoc dotyczaca tej funkcji Anuluj

Bardzo wazne jest rozgraniczenie, czy mamy do czynienia z kapitalizacja réwna
okresowi (zazwyczaj roczng), czy kapitalizacja jest czestsza (np. kwartalna). W przypadku
kapitalizacji czestszej, niz raz w roku (pod okresowej) nalezy uwzgledni¢ to w argumentach:
stopa 1 liczba okresow. Jesli dokonuje si¢ ptatnosci miesiecznych pozyczki czteroletniej,
oprocentowanej na 10% rocznie, nalezy uzy¢ wartosci 10%/12 dla argumentu stopa 1 4*12 dla
argumentu liczba okreséw. Jesli dokonuje si¢ rocznych splat tej samej pozyczki, to stopa
wynosi 12%, za$ liczba okresow to 4.

92 https://support.microsoft.com/pl-pl/office/funkcja-pv-23879d31-0e02-4321-be01-dal16e8168chd - (dostep
16.06.2021r.)
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Rysunek 5.

Argumenty funkcji ? *

PV
0,833333333
48

Stopa | 10/12
Liczba_okreséw | 4+12]

11

Platnosc

Wp

5 A0S

Typ

Oblicza wartosc biezgca inwestyji — catkowita obecna wartosc serii przyszhych platnoéci.

Liczba_okreséw - liczba wszystkich okresdw platnosci inwestycji.

Wynik formuly =
Pomoc dotvezaca tei funkcii Anuluj

Przyklad 1

Jaka nalezy zdeponowaé kwote (ptatno$¢ jednorazowa), aby przy statej stopie
procentowej — 5, otrzymac¢ po 20 latach kwote 100 000,00 zt.%
Rozwiazanie: (za pomoca funkcji PV)

Rysunek 6

Argumenty funkcji ? X

=

Stopa |5% = 0,05
Liczba_okreséw | 20 = 20
Platnosc

Wp | ooooo = -100000

I+ 1 13
1

Typ

= 3768894329
Oblicza warto$¢ biezaca inwestycji — catkowita obecna wartosé serii przysztych ptatnoic.

Wp - wartoi€ przyszia lub saldo kasowe, jakie cheesz uzyskad po
dokonaniu ostatniej ptatnosci.

Wynik formuly = 37688,94829

Pomoc dotyczaca tej funkji Anuluj

Przy argumencie WP zastosowano znak ujemny, w celu uzyskania wyniku dodatniego.
Odpowiedz: Aby otrzyma¢ kwote 100 000,00 zt. nalezy wptaci¢ kwote 37 688,95 zl.

Ad. 2.

Funkcja FV (Future Value, warto$¢ przyszta) - oblicza warto$¢ przyszta inwestycji
przy zatozeniu statej] wysoko$ci rat i jednakowej stopy procentowej. Funkcji FV mozna
uzywac w przypadku okresowych, statych ptatnosci albo pojedynczej ptatnosci.

W programie MS Excel funkcja ta ma postaé: FV(stopa;liczba okreséw;rata;[wb];[typ])
W sktadni funkcji FV wystepuja nastepujace argumenty.®*
= Stopa Argument wymagany - stopa procentowa dla okresu.

9% http://www.excelowo.pl/index.php/funkcje/finansowe/152-funkcja-finansowa-pv-w-praktyce - (dostep
16.06.2021 r.)

% https://support.microsoft.com/pl-pl/office/fv-funkcja-2eef9f44-a084-4c61-bdd8-4fe4bb1b71b3 - (dostep
14.06.2021r.)
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= Liczba okreséw Argument wymagany - catkowita liczba okreséw ptatnosci w okresie
splaty.
= Rata Argument wymagany - stala platno$¢ dokonywana w kazdym okresie. Jesli
argument ,,rata” zostanie pominiety, to musi zosta¢ podany argument ,,wb”.
= Wb Argument opcjonalny - warto§¢ biezaca lub skumulowana warto$¢ przysziego
strumienia ptatnosci wedtug wyceny na dzien obecny.
=  Typ Argument opcjonalny - liczba 0 albo 1, ktora wskazuje, kiedy ptatnosé jest
nalezna. Jesli typ zostanie pominigty, przyjmuje si¢, ze jego typ wynosi 0.
Ta sama uwaga, co przy funkcji PV dotyczy tez funkcji FV, w zakresie ptatnosci pod
okresowych, trzeba pamietaé o dostosowaniu stopy procentowej i liczby ptatnosci.®

Przyklad 2

Inwestujemy kwote 10 000,00 zi., przy stopie procentowej 5% — w skali roku.
Dodatkowo, bedziemy wplaca¢ comiesiecznie po 100 zt. Jaka kwotg bedziemy mieli po 5
latach inwestycji?

Rozwigzanie: (za pomocg funkcji FV)

Rysunek 7.

Argumenty funkcji ? X

=N

|
1

Stopa |59%/12 0,004166667

|
1

Liczba_okreséw | 12+5| 60

1%
1

Platnosc | -100 -100

1%
1

Wb | -10000 -10000

1%
1

Typ

= 19634,19507
Oblicza przyszta wartosc inwestygji na podstawie okresowych, stalych platnosci i statej stopy procentowej.

Liczba_okreséw - liczba wszystkich okresow platnosc w czasie inwestygji.

Wynik formuly = 19634,19507

Pomoc dotyczaca tef funkeiji Anuluj

Wartosci ptatnosci wprowadzono ze znakiem ujemnym, w celu uzyskania dodatniego

wyniku.
Odpowiedz: Po 5 latach otrzymamy 19 634,20 zt.

Ad.3.
Funkcja PMT (Payment) - zwraca wysoko$¢ raty dla inwestycji polegajacej na
okresowych, statych wptatach przy statym oprocentowaniu.
Oto sktadnia funkcji PMT .
= Stopa Argument wymagany - stopa procentowa pozyczki.
= Liczba okresow Argument wymagany - catkowita liczba sptat w ramach pozyczki.

% http:/fwww.excelowo.pl/index.php/funkcje/finansowe/22-funkcja-fv-wartosc-przyszla-inwestycji - (dostep
14.06.2021 r.)
% https://support.microsoft.com/pl-pl/office/funkcja-pmt-0214da64-9a63-4996-bc20-214433fa6441 - (dostep
16.06.2021r.)
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Wart. obecna Argument wymagany - wartos¢ biezgca, czyli caltkowita kwota bedaca
wartoscig serii przysztych ptatnosci.

Wart. przyszta Argument opcjonalny - przyszita wartos¢, czyli saldo kasowe, ktore
ma zosta¢ osiagni¢te po dokonaniu ostatniej ptatnosci. Jesli argument wp zostanie
pominigty, tzn. zostanie przyjeta wartos¢ 0 (zero) (czyli przyszta wartos¢ pozyczki
wynosi 0).

Typ Argument opcjonalny - liczba 0 (zero) albo 1, ktora wskazuje, kiedy ptatnosc¢ jest
nalezna.

Przyklad 3

Zaciagnigto pozyczke na kwote 10 000,00 zt., oprocentowang w skali rocznej na 7%.

Okres splaty wynosi 18 miesigcy. Jaka bedzie wysoko$¢ miesiecznej raty?®’

Rysunek 8.

Argumenty funkcji ? X
PMT

Stopa | 73/12 - 0,005833333

Liczba_okresow | 13 = 18

Wb | 10000 10000

wp ||

5 RIE 0 0 2
1

Typ

= -586,8498626
Oblicza rate sphaty poZyczki opartej na stakych ratach i stalym oprocentowaniu,

Wp - wartoid przyszta lub saldo kasowe, jakie chcesz uzyskad po
dokonaniu ostatniej ptatnosci, 0 (zero), jesli pominigta.

Wynik formuly = -586,8498626

Pomoc dotyczaca tej funkeii Anuluj

Odpowiedz: Miesigczna rata wyniesie 586,85 zt.

Ad.4.

Funkcja RATE (stopa procentowa) - oblicza stope procentowa, dla ktorej kwota

wplaty poczatkowej i serii przysztych ptatnosci (rate) w ciagu danego okresu przyjmuje
okreslong wartos¢ koncowg. Warto§¢ rate jest obliczana przez iteracj¢ 1 moze mie¢ co
najmniej zero rozwigzan. Jesli kolejne wyniki rate nie sg zbiezne z zakresem 0,0000001 po 20
iteracjach, funkcja RATE zwraca warto$¢ #NUM! warto$¢ btedu.%®

W sktadni funkcji RATE wystepuja nastepujace argumenty.

Liczba okres6w Argument wymagany - catkowita liczba okreséw ptatnosci w okresie
splaty.

Rata Argument wymagany - platno$¢ dokonywana w kazdym okresie, niezmienna
przez caty okres pozyczki.

Wb Argument wymagany - obecna warto$¢, czyli catkowita suma biezgcej wartoSci
szeregu przysztych ptatnosci.

9 https://excelness.com/blog/funkcja-pmt-czyli-jak-policzyc-rate-kredytu/ - (dostep 16.06.2021 r.)
% https://support.microsoft.com/pl-pl/office/funkcja-rate-9f665657-4a7e-4bb7-a030-83fc59e748¢ce - (dostep
14.06.2021r.)
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=  Wp Argument opcjonalny - przyszta warto$¢, czyli saldo kasowe, ktore ma zostaé
osiggnigte po dokonaniu ostatniej ptatnosci. Jesli argument wp jest pominiety, za jego
warto$¢ jest uznawane 0 (przyszta wartos¢ pozyczki np. wynosi 0). Jes§li argument wp
zostanie pominigty, musi zosta¢ podany argument rata.

=  Typ Argument opcjonalny - liczba 0 albo 1, ktora wskazuje, kiedy ptatnos¢ jest
nalezna.

Przyklad 4
Dana jest oferta zakupu samochodu o wartosci 40 000,00 zt., z mozliwo$cig sptaty w rownych
miesi¢gcznych ratach 1 000,00 zl., w okresie 4 lat. Jakie zastosowano oprocentowanie

pozyczki?%®
Rysunek 9.
Argumenty funkcji 7 *
RATE
Liczba_okresdw |4+12 + = 43 A
Ptatnos¢ | -1000 4| = 1000
Wb | 40000 4+ | = 40000
we || +| =

g
"
€

Typ

= 0007701472

Oblicza stope procentowa dla okresu pozyczki lub inwestycji. Np. uzyj stopy 63%/4 dla ptatnosc kwartalnych w
przypadku 6% stopy rocznej.

Wp - wartos¢ przyszia lub saldo kasowe, jakie cheesz uzyskac po dokonaniu
ostatniej ptatnosci. Jesli pominieta, uzZywana jest wartoié wp = 0.

Wynik formuty = 0,007701472

Pomoc dotyczaca tej funkeji Anuluj

W tym przypadku podanie warto$ci ujemnej raty jest niezbedne do prawidlowego
obliczenia. Otrzymujemy warto$¢ 0,0077 w zaokragleniu 0,8%, co jest oprocentowaniem
miesigcznym. Mnozymy 0,8 * 12 1 otrzymujemy oprocentowanie w skali rocznej
w wysokosci 9,6%.

Odpowiedz: Oprocentowanie w skali rocznej w wysokosci: 9,6%.

Liczba funkcji w arkuszu kalkulacyjnym jest znacznie wigksza. Oprocz funkcji
finansowych mamy jeszcze funkcje matematyczne, logiczne, statystyczne i inne.'® Powyzszy
material stanowi niezbedny wstep, umozliwiajacy wykonywanie podstawowych obliczen
z wykorzystaniem programu MS EXCEL.

9 https://www.officekurs.pl/formula-rate-excel - (dostep 16.06.2021 r.)
10 Dodatkowo wbudowane w arkusz funkcje mozna laczyé, zagniezdzaé, dostosowywaé, co daje wiele
mozliwosci obliczeniowych.
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4.2.  Obliczenie NPV za pomoca arkusza kalkulacyjnego

Funkcja warto$ci biezacej netto od strony teoretycznej, z podaniem wzoréw, zostata
omowiona w Rozdziale trzecim niniejszej monografii. W podrozdziale 4.2. niniejszego
rozdziatu opisane zostanie zastosowanie arkusza kalkulacyjnego do wyliczenia w/w funkcji.

NPVl oblicza warto$é biezaca netto inwestycji na podstawie danej stopy
procentowej (dyskontowej) oraz serii przysztych ptatnosci inwestycyjnych (wartosci ujemne)
1 ptatnosci dodatnich - wptywéw (wartosci dodatnie).

Oto sktadnia funkcji: NPV(stopa;warto$é1;[warto$é2];...) %,

W sktadni funkcji NPV wystepuja nastepujace argumenty.

= Stopa Argument wymagany - stopa dyskontowa stata w danym okresie.
=  Warto$¢él; warto$¢2;... Argument - liczbal jest wymagany, pozostale sg opcjonalne.
= Przyjmuje si¢, ze warto§¢l, warto$¢2,... - sg rOwnomiernie rozmieszczone
w czasie 1 przypadaja na koniec kazdego okresu.
= Funkcja NPV wykorzystuje sekwencje warto$¢l, wartos¢2,... - do
przedstawienia przeptywow gotowkowych. Wartosci platnosci i dochodow
nalezy koniecznie wprowadza¢ we wilasciwej kolejnosci.

Inwestycja w funkcji NPV - rozpoczyna si¢ jeden okres przed datg przeptywu
gotowkowego (przed warto$¢l), w okresie 0, ktory jako pierwszy nie jest dyskontowany,
gdyz warto§¢ dyskonta dla okresu 0 wynosi 1, a kofczy si¢ wraz z ostatnim przeplywem
gotowkowym znajdujacym si¢ na liScie. Obliczenie wartosci funkcji NPV jest wykonywane
na podstawie przyszlych przeptywéw gotowkowych. Jezeli pierwszy przeptyw (inwestycyjny,
ujemny) ma miejsce na poczatku, to warto$¢ ta musi by¢ dodana do wyniku NPV, a nie
zawarta w warto$ciach argumentow. Dlatego proponuje si¢, jak w ponizszym przyktadzie
pierwszy przeptyw (inwestycyjny, ujemny) oznaczy¢ jako 0, kolejne (dodanie) od 1 do N.
Funkcja NPV dyskontujemy przeptywy: 1 — N, i dopiero po tej czynnos$ci dodajemy przeptyw
0 (jako ujemny).

Funkcja NPV jest podobna do funkcji PV (warto$¢ biezaca). Podstawowa rdznica
miedzy funkcjami PV i NPV polega na tym, ze funkcja PV pozwala, by przeptywy zaczynaty
si¢ na koncu lub na poczatku okresu. W odréznieniu od zmiennych przeptywow

gotdowkowych NPV, przeptywy gotowkowe PV musza byé state w okresie inwestycji.1%

Przyklad 5
Rozwazmy ponizsze przeplywy pienig¢zne, oraz stopg procentowa, opisane na ponizszym
Rysunku 10.:

101 Arkusz zawiera takze funkcje XNPV, ktora rozni sie od omawianej mozliwoscia okreélenia daty przeptywow
pieni¢znych, dzigki czemu uwzglednia odstepy miedzy datami w obliczeniach. NPV zaktada réwne okresy
przeptywow (miesigczne lub roczne).

102 https://support.microsoft.com/pl-pl/office/funkcja-npv-8672ch67-2576-4d07-b67b-ac28acf2a568 - (dostep
16.06.2021r.)

103 https://econopedia.pl/fp/budzetowanie/npv-wartosc-biezaca-netto/ - (dostep 16.06.2021 r.)
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Rysunek 10.

-100 000,00

0 Stopa procentowa:
1 5 000,00 r= 10%
2 17 500,00

3 50 000,00

4

5

]

30 000,00 | .l

5 000,00
2 000,00
9 500,00

Obliczmy NPV, przy wykorzystaniu funkcji Excel:

Rysunek 11.

2 | 0 -100 000,00 Stopa procentowa:
EN 1 5 000,00 r= 10%
4 | 2 17 500,00
5 3 50 000,00
& | 4 30 000,00
7 5 5 000,00
8 | 6 2 000,00
£ Suma 9 500,00
10
11 )] 1
2
13 Argurnenty funkcji 4 X
14
— NPV
15| 5
% Stopa |E3 +| =01
1_7 Wartosé1 | 83:69 4 | = {5000;17500;50000;30000;5000;2000;...
E Wartoié2 +| = licbowe
1]
20
2_
— = 8617296477
il Oblicza wartos¢ biezaca netto inwestycji w oparciu o okresowe przephywy srodkdw pienieznych przy
23 okredlonej stopie dyskontowej oraz serii przyszlych ptatnosci (wartosci ujemne) i wphywaow [wartosci
> dodatnie].
ll
2 Wartosé1: wartoéd1:wartoic2;... - od 1 do 254 argumentdw reprezentujacych
— ptatnoici i wphywy réwno roztoZone w czasie i wystepujace na koncu
. kazdego okresu.
Wynik formuty = 86172,96477
Pomoc dotyczaca tej funkji Anuluj

Po zatwierdzeniu funkcji, dodajemy przeptyw 0 (ujemny):
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Rysunek 12.

-100000

0

1 5000
2 17500
3 50000
A 30000
5

6

5

5000
2000
uma =SUMA(B2:B8)

=NPV(E3;B3:B8)+B2

W wyniku tego dzialania otrzymujemy warto§¢ NPV:

Rysunek 13.

1

2 0 -100 000,00
3 1 5 000,00
4 2 17 500,00
5 3 50 000,00
6 4 30 000,00
7 5 5 000,00
8 6 2 000,00
I SUma 9 500,00
10

1 -18 702,04 zi

12 |
| |

Stopa procentowa:
r= 0,1

Stopa procentowa:
r= 10%

Widzimy, iz pomimo dodatniej sumy przeplywoéw (9 500,00) warto§¢ NPV jest
ujemna, wynika to z zastosowania dyskonta o 10% stopie procentowe;j.

Powyzszy przyklad mozemy wykona¢ za pomoca samodzielnych obliczen, bez
wykorzystywania wbudowanej w Arkusz funkcji NPV, postugujac si¢ wzorem na warto$¢
biezaca netto. Ponizej podany jest jeden ze sposobow takiego obliczenia.

Poniewaz funkcja NPV to suma zdyskontowanych przeptywow pieni¢znych w okresie
inwestycji*®, zacznijmy wiec od ustalenia wspotczynnika dyskontowego dla poszczegélnych

okresoOw:
1

P=arom

gdzie:
D — wspotczynnik dyskontowy,
r — stopa procentowa (dyskontowa),
n — liczba okresu.

104 R, Pastusiak, Ocena efektywnosci inwestycji, Wydawnictwo CeDeWu, Warszawa 2003, s. 74
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Wprowadzamy do Arkusza wspotczynnik dyskontowy dla poszczegdlnych okresow:

Rysunek 14.

Przeptyw: wspotczynnik dyskontowy
0 -100000 =1/{1+SBS514)*A2

1 5000 =1/(1+3B514) *A3

2 17500 =1/(1+5B514)~ad

3 50000 =1/(1+3B514) A5

4 30000 =1/(1+SBS14)~AB

5 5000 =1/(1+5B314) A7

6 2000 =1/{1+$BS14)*A8

Suma =SUMA([B2:B8)

=NPV(E3;B3:B8)+82

Stopa procentowa:
r= 0,1

Nastepnie dyskontujemy przeptywy w poszczegdlnych okresach, mnozac przeptywy
pieni¢zne przez wspdtczynnik dyskontowy:

Rysunek 15.

wspotczynnik

S Przeptyw: dyskontowy

2 0 -100 000,00 1,0000| -100 000,00
3 | 1 5 000,00 0,9091 4 545,45
4 | 2 17 500,00 0,8264| 14462,81
3| 3 50000,00 0,7513| 375685,74

7] 4 30 000,00 0,68300 20490,40

¥ ] 5 000,00 0,6209 3 104,61

8 6 2 000,00 0,5645 1128,95
e Suma 9 500,00 NPV| -18 702,04
10|

11 -18 702,04 zt

14 [ B 10%
Suma zdyskontowanych przeplywow pieni¢znych, daje wartos¢ NPV, co wida¢ na
powyzszym Rysunku 15.
4.3. Obliczenie IRR za pomocg arkusza kalkulacyjnego
Umiejetnos¢ obliczenia NPV bedzie potrzebna do kalkulacji wewnetrznej stopy
zwrotu IRR. Metodologia i przyktad wyliczenia IRR zawarta jest w Rozdziale trzecim

niniejszej monografii. W tym natomiast, zostanie opisane zastosowanie arkusza
kalkulacyjnego do wyzej wymienionych obliczen.

156



Otoz obliczanie IRR za pomoca Arkusza jest bardzo proste, wystarczy wybra¢ funkcje
finansowa IRR, oraz podaé¢ tylko jeden argument tj.: zakres przeptywdw pienieznych
(ptatnosci), a wewngetrzna stopa zwrotu zostanie wyliczona automatycznie.

Funkcja IRR!%® zwraca stope zwrotu dla serii przeptywéw gotowkowych
reprezentowanych przez warto$ci liczbowe. Przeplywy gotowkowe musza wystgpowac
w regularnych interwatach, np. rocznie lub miesigcznie. Wewngtrzna stopa zwrotu jest stopa
zwrotu otrzymywang z inwestycji sktadajacej si¢ z wydatkoéw (wartosci ujemne) i dochodow
(wartosci dodatnie) wystepujacych regularnie.'%®

Oto sktadnia funkcji: IRR(wartosci; [wynik])

W sktadni funkcji IRR wystepuja nastepujace argumenty:

=  Warto$ci Argument wymagany - tablica lub odwotlanie do komoérek
zawierajacych liczby, dla ktorych ma zosta¢ obliczona wewngtrzna stopa
Zwrotu.

= Obliczenie wewnegtrznej stopy zwrotu wymaga obecnosci przynajmniej jednej
liczby dodatniej i1 jednej liczby ujemnej w warto$ciach.

= W interpretacji kolejnosci przeplywow gotowkowych funkcja IRR
wykorzystuje kolejno$¢ wartosci. Nalezy si¢ zatem upewnié, ze wartosci
wydatkéw 1 dochoddéw wprowadzane sg we wlasciwej kolejnosci.

= Jesli argument tablicowy lub odwotaniowy zawiera tekst, wartosci logiczne lub
puste komorki, to wartosci te s3 pomijane.

=  Wynik Argument opcjonalny - liczba przypuszczalnie zblizona do wyniku
funkcji IRR.

= Microsoft Excel do obliczania wartosci IRR stosuje technike iteracyjna.
Zaczynajac od przypuszczenia, ze narracja IRR przechodzi przez obliczenia, az
wynik bedzie doktadny z doktadnoscia do 0,00001 procenta. Jesli po 20
probach nie mozna uzyska¢ wyniku dziatania narracji IRR, to wynik #NUM!
zwroci wartos$¢ biedu #VALUE!.

= W wigkszo$ci przypadkdw wprowadzenie argumentu przypuszczenia nie jest
wymagane do obliczenia funkcji IRR. W przypadku pomini¢cia argumentu
przypuszczenia zaklada sie, ze jego warto$¢ wynosi 0,1 (10%).

= Jedli funkcja IRR wyswietla warto$¢ btgdu #LICZBA! lub jesli wynik nie jest
zblizony do wyniku oczekiwanego, nalezy wtedy powtdrzy¢ probe, podajac
inng warto$¢ argumentu przypuszczenia.

107

Przyklad 6
Postuzmy si¢ danymi liczbowymi (przepltywami) z Przyktadu 5. Obliczenie za pomoca
funkcji IRR wyglada nastepujaco:1®

105 MS Excel zawiera dodatkowo formute XIRR, ktora podobnie jak formuta XNPV, uwzglednia w obliczeniach
okres czasu pomiedzy konkretnymi datami (w dniach).

106 K. Piasecki, E-matematyka wspomagajqgca ekonomie, Wydawnictwo C. H. Beck, Warszawa 2013, s. 317

107 https://support.microsoft.com/pl-pl/office/irr-funkcja-64925eaa-9988-495b-b290-3ad0c163c1bc - (dostep
14.06.2021r.)

108 https://econopedia.pl/finanse/irr-wewnetrzna-stopa-zwrotu/ - (dostep 16.06.2021 r.)
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Rysunek 16.

0 Przephyw:

2 | 0 -100 000,00

3 | 1 5 000,00

4 | 2 17 500,00

B 3 50 000,00

6 | 4 30 000,00

E 5 5 000,00

8 | 6 2000,00

9

10 IRR|=IRR({B2:B3) |

11|

12 |

13 |

14 | Argumenty funkeji ? X
15

E IRR

F Wartosci | B2:Bq) 4 | = {-100000;5000;17500;50000;30000;5...
E Wynik * | = lizbowe

19 | = 0,029178063

E Oblicza wewnetrzna stope zwrotu dia przephywdw gotdwkowych.

21 | Wartosci - tablica lub odwotanie do komarek zawierajacych wartoicd do

22 obliczenia wewnetrznej stopy zwrotu.

E

% Wynik formuty = 3%

B | Pomocconacs teiunki Anulyj
27

Widzimy, ze wynik formuty na dole rysunku podaje warto$¢ 3%. Zawsze warto
sprawdzi¢ poprawnos¢ wyliczen, w tym przypadku podstawiajac stope procentowa IRR do
obliczenia NPV od powyzszych przeplywow pienieznych, w tym przypadku warto§¢ NPV
powinna mie¢ warto$¢ 0, jak to ponizej przedstawiono na Rysunku 17 :

Rysunek 17.

B Przepthyw:
Es 0 -100 000,00
Bl 1 5 000,00
4 | 2 17 500,00
Bl 3 50 000,00
6 | 4 30 000,00
7] 5 5 000,00

a8 6 2 000,00

9
] | e L

10 IRR| 3%
B | o —

11

2 NPV|=NPVEBID;BS:BE}+BE

13 NPVistopa; wartoscl; [wartosc2]: [wartosc3]; ...)
LY NPV 0

Jak to byto oméwione w Rozdziale trzecim, IRR mozna wyliczy¢ ze wzoru:

NPV]_ X (iz - il)
NPV, + |NPV,|

IRR ~ i, +
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gdzie:
IRR — wewngtrzna stopa zwrotu,
I1 — stopa procentowa, dla ktorej NPV przyjmuje warto$¢ ujemna, bliska zeru,
I2 — stopa procentowa, dla ktérej NPV przyjmuje warto$¢ dodatnig, bliskg zeru,
NPV1 — warto$¢ NPV, wyliczona dla stopy procentowe;j i1,
NPV2 — warto$¢ NPV, wyliczona dla stopy procentowej io.

Obliczajac ta metoda, otrzymamy wynik zblizony do wartosci NPV=0, lecz
niedoktadny. Mozna znacznie uprosci¢ obliczenia wykonujac je w arkuszu kalkulacyjnym.
Metoda ta zostala omowiona w Rozdziale trzecim, tutaj za$ zostanie wskazany sposob
wykonania w Arkuszu.

Rysunek 18.

4 A~ | 8 | c [ D | E | F |

IPrzepiyw:

0 -100 000,00

5 | 1 5 000,00

2 17 500,00

5 | 3 50000,00

6 | 4 30 000,00

5 5 000,00

6 2.000,00

n Stopa procentowa: NPV

1,00% 6 106,01 zt

13 | 2,00% 2858,49 7t

% 3,00% 250,50 zt
4,00%| |:vam15;%saisass}+5852
5,00% MPV(stopa; wartoSc1; [wartosc2]; [wartosc3]; ...)

6,00% -8 818,10 74

7,00% -11442,56 2t

8,00% -13 961,18 74

9,00% -16 379,32

b1 | 10,00% -18 702,04 74

Obliczamy warto$¢ NPV dla kolejnych wartosci stop procentowych, tak aby pozyskac
dane do wzoru na IRR. Pamigtamy o zastosowaniu symbolu $, aby zablokowa¢ wybrane
komorki, dzigki czemu zautomatyzujemy wykonanie kolejnych obliczen przez przeciggnigcie
funkcji do kolejnych komorek.%®

Tak otrzymane NPV 1 odpowiadajace im stopy procentowe podstawiamy do wzoru,
ktory samodzielnie przepisujemy do Excela:

19 K. Mikotajczyk, Narzedzia analizy danych finansowych w programie Microsoft Excel, Wydawnictwo
Uniwersytetu Ekonomicznego w Krakowie, Krakow 2014, 5.79
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Rysunek 19.

1NN Stopa procentowa: NPV

1,00% 6 106,01 zt
2,00% 2 858,49 zt
3,00% -250,50 zt
4,00% -3228,37
5,00% -6 082,06 zt
6,00% -8 818,10 zt
7,00% -11 442,56 zt
8,00% -13 961,18 zt
9,00% -16 379,32 zt
10,00% -18 702,04 zt

EEl-A13+((C13%(A14-A13))/{ C13+MODUL.LICZBY(C14)))

Tym sposobem otrzymujemy warto$¢:

Rysunek 20.
10,00% -18 702,

IRR 2,9194%

Jest to liczba zblizona do 3%, ale nie jest doktadna. Sprébujmy podstawic¢ ta wartos¢
do funkcji NPV — wynik powinien tez by¢ bliski 0.

Rysunek 21.
9,00% -16 375
10,00% -18 702

2,9194%

| -4,95 Zil
| |

OtrzymaliSmy warto$¢ zblizong do zera. W ten sposob mozna wykorzystywac arkusz
kalkulacyjny do wykonywania obliczen na podstawie rdznych wzoréw, co jest znacznym
utatwieniem. Dodatkowo mamy mozliwos$¢ $ledzenia wyniku i tatwo jest znalez¢ ewentualny
btad, czy wykorzysta¢ te same dane do wielu wyliczen. Zalet zastosowania arkusza
kalkulacyjnego jest wigc bardzo duzo.

Prosz¢ o samodzielne wykonanie obliczen wedlug podanej powyzej metodologii.
Wprawdzie przyktady zobrazowane sg rysunkami, lecz dopiero samodzielne wykonanie kilku
dodatkowych przyktadoéw, pozwoli zaznajomi¢ si¢ z opisywanymi metodami. Przeczytanie ze
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zrozumieniem nie wystarczy, trzeba naby¢ doswiadczenia w pracy z Excelem, gdyz nawet
prozaiczne czynnosci moga sprawia¢ na poczatku wiele trudnosci.

4.4. Wartos¢ ryzykowna — wprowadzenie do metod dyskontowych wyceny projektow
inwestycyjnych

Ryzyko stanowi nieodtgczny element kazdego dziatania. Przyktadem w finansach, dla
dziatania obarczonego ryzykiem, sg wszelkiego rodzaju inwestycje z mozliwoscig poniesienia
straty przez inwestora, ktora to strata w momencie podejmowania decyzji inwestycyjnej jest
wielkos$cig nieznang. Bardzo przystgpny wyklad na temat typologii ryzyk, pomiaru ryzyka,
wielu zrédel i modeli ryzyka, zarzadzania ryzykiem zawieraja prace: Maliny, Pawetek,
Wanata, Zeliasia [1998, s. 17-41], Krysiaka [2006, s. 15], Kuziaka [2011] i Borowskiego
[2014, s. 26-96]. Ponadto bardzo wyczerpujacy wyktad przedstawiajg Czaja [2001, s. 49-124],
Marcinek [2009 s. 152] i wielu innych stusznie wskazujac na miary statystyczne stosowane
W ocenie ryzyka oparte na fundamentalnym znaczeniu prawdopodobienstwa w znaczeniu
probabilistycznym.

Na gruncie nauki finansow szczegdlnego znaczenia nabieraja wszelkiego rodzaju
ryzyka rynkowe na ogot zwigzane bezposrednio z losowa zmiang cen, stop procentowych, czy
kursow walutowych. Problem ryzyka oraz wyceny (kwantyfikacji) ryzyka stanowi fundament
dla kazdej decyzji inwestycyjnej. Na gruncie metod ilosciowych w znaczeniu
optymalizacyjnym Butler [1998, s. 44-46], Jackson, Staunton [2004, s. 126-132], wskazuja, ze
punktowa miarg ryzyka (w znaczeniu ryzyka wyniku) jest odchylenie standardowe, badz
kwadrat odchylenia standardowego tj. wariancja. Z kolei wg. koncepcji opartej na ryzyku
rozumianego w znaczeniu negatywnym (niepozadane przez inwestora odchylenie lub jako
kategoria odchylenia cen od spodziewanego poziomu) Ostrowska [2003, s. 125-127]
proponuje zastosowanie miary ryzyka jako semiodchylenie standardowe lub semiwariancje.
Whnioskowanie powyzsze jest stuszne, bowiem w praktyce inwestycyjnej nie rozwaza si¢
ryzyka zysku przy jego maksymalizacji na rzecz analizy wystapienia ryzyka w formie straty
finansowej.

Jedng z podstawowych metod wyceny projektow inwestycyjnych w znaczeniu
finansowej oceny inwestowania przy podejmowaniu decyzji finansowej zdaniem Sierpinskie;j,
Jachny [1994] oraz Mattoki, Swiattowskiego [2003, s. 18-19] oraz Jajugi K, Jajugi T [2012
s. 91] iwielu innych wskazang w artykule jest metoda z grupy metod dyskontowych tj.
zaktualizowanej wartosci netto - metoda NPV (net present value - NPV ). Wielkos¢ NPV
W znaczeniu dynamicznego pomiaru inwestycji obliczona na konkretny dzien wyceny, to
suma zdyskontowanych!'? przepltywéw pienigznych o okreslonym wyniku finansowym dla
statej stopy dyskontowej pomniejszona o warto$¢ naktadu inwestycyjnego. Formula wyceny
NPV udziela odpowiedzi na pytanie: o jaka warto$¢, inwestycja przeznaczona do realizacji,
przewyzsza koszt realizacji tej inwestycji. W teorii analizy ekonomicznej inwestycji funkcje
NPV okresla rownanie (1):

110 Dyskontowanie w finansach oznacza odwrotno$¢ procesu kapitalizacji (pomnazania).
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t=n D
NPV = L 1
;(14' r)t 1 ( )

gdzie:
NPV - zaktualizowana warto$¢ netto (warto$¢ biezaca netto),
D, - dochody roczne w kolejnych latach inwestycji,

r - stopa dyskontowa, lub czynnik dyskontowy jako (1+r)™
I, - naktad inwestycyjny (naktad poczatkowy),
t=12,...,n- okres obliczeniowy (rok obliczeniowy, warto$¢ stata w zaleznosci od

projekcji finansowej).

W harmonogramie inwestycji, dla szeregu przysztych przeptywéw pieni¢znych
z ktorych czes¢ jest dodatnia, a czg$¢ ujemna, kazda z nich ma okreslong warto$¢ terazniejsza,
obliczong na podstawie stopy dyskontowej dla danego okresu czasu. Z drugiej strony,
w znaczeniu inwestycyjnym dla formuly (1) decyzja inwestycyjna zalezy od znaku
i wielkosci samego NPV, mianowicie dla wyceny NPV najbardziej pozadany stan
optacalno$ci inwestycji polega na istnieniu najwigkszej (maksymalnej) wartos$ci, jako funkcji
celu w formule (1.1):

NPV — max. (1.1)

45. Zastosowanie rachunku pochodnych do badania wlasnosci funkcji wielu
zmiennych, w tym wyprowadzenie wzoru na ryzyko wartosci dla funkcji NPV

Sposrod wielu dziatdow matematyki bardzo wazng role w dydaktyce matematyki (i nie
tylko) odgrywa dziat analizy matematycznej, w szczegdlnosci znane i szeroko opisane
w literaturze przedmiotu przez Gintera [2008, s. 13] i wielu innych zagadnienie pochodnej
funkciji.

W znaczeniu ogélnym rozwazmy zagadnienie pochodnej funkcjit'! y= f(x).

Przyjmijmy definicje, wedlug ktérej pochodna funkcji y = f(x) w punkcie X, oznaczong
jako  f'(x,) lub (%) lub (y),, nazywamy granice ciggu ilorazu réznicowego
X X=Xo ’

okreslonego formulg (2) (o ile istnieje) przy zatozeniu, Ze przyrost zmiennej niezaleznej , AX
jako (3), dazy do zera, zatem:

Ay f (X, +AX)— ()
AX AX

()

11 Jedna z wielu definicji, ktérg mozna znalezé w dowolnym podreczniku nt. analizy matematycznej
przyktadowo: F. Leja, Rachunek rézniczkowy i catkowy, Wydawnictwo Naukowe PWN, Warszawa 1977, s. 159-
194,

162



lim f (X, +Ax)— f(x,) — (%) 3)

Ax—0 AX

Podana definicja pochodnej dla funkcji jednej zmiennej rozciaga si¢ na funkcje wielu
zmiennych. W tym miejscu warto wskaza¢ na podstawowe wiasnosci pochodnej funkcji
f'(x,) wykorzystywane w rachunku rézniczkowym:

— pochodna funkcji f (x,) jest rowna tangensowi kata £, jaki tworzy z dodatnim
kierunkiem osi Ox styczna do krzywej y = f(x)w punkcie (x,,y = f(X,)). Rownanie

tej stycznej ma postac (3.1):

y-— f(xo)= f‘(XO)-(X—XO) (3-1)

jezeli funkcja y = f(X) ma pochodng w punkcie X = X,, to jest w tym punkcie ciagta.

jezeli istniejg pochodne f (X) i g (X), to zachodzg reguty (3.2):

[FO)£g()] = (x)£g (x)
[F() 9001 = (x)-g(x)+ f(x)-g (x)

[c- f(x)] =c-f (X);Vc=0 (3.2)
f(x) I= f'(x)-g(x)—f(x)-g'(x)_v 0
[Q(X)} [g(0 ok

pochodna funkcji zlozonej: jezeli funkcja u = g(X)jest rozniczkowalna w punkcie X

oraz funkcja y= f(u) jest rozniczkowalna w punkcie u=g(x), to funkcja ztozona

y = f[g(X)] jest rozniczkowalna i punkcie X i ma pochodng wyrazona wzorem (3.3):
dy dy du

=—2 . dlau= 3.3
dx du dx au=9(x) (33)

Rachunek rézniczkowy to niezwykle przydatne narz¢dzie analityczne, na przyktadzie
funkcji jednej zmiennej ma szerokie zastosowanie do badania wtasno$ci funkcji
W szczegblnosci obejmujac (poza rdézniczka zupetng oraz pochodna logarytmiczng):

— monotonicznos¢ funkcji — f (X)),

— ekstrema lokalne funkgji,

— najmniejsza i najwicksza warto$¢,

— wklestos¢ i wypuktosé oraz punkt przegiecia - f (X)),
— asymptoty:

- pionowe,

- poziome,

- ukosne.

— badanie przebiegu zmiennosci funkcji.

163



Szerzej na temat szeregu wlasnosci funkcji jednej badz wielu zmiennych oraz
wykorzystania rachunku rézniczkowego w wielu zagadnieniach praktycznych zawieraja
prace: Banacha [1957, s. 105 -150], Zaporozcal9 [76, s. 9-194], Zeldowicza [1976, s. 84-212]
i wielu innych. Dla oséb pragnacych poszerzy¢é swoja wiedz¢ z zastosowan matematyki
autorzy polecaja zawansowane prace na temat zagadnien optymalizacyjnych: Luenbergera
[1974, s. 28 - 5.200, 2003, s. 45-46], Cea [1976, s.89 - s.157], rowniez na gruncie ekonomii
dla zagadnien teorii wzrostu gospodarczego przedstawionych i przeanalizowanych bardzo
whnikliwie przez Jakimowicza [2003, s. 42-181]. W tym miejscu warto doda¢, ze zagadnienia
Scistego pomiaru ryzyka stanowig domene dla metod ilosciowych wnioskowania, nie mniej
jednak cze$¢ z nich zostata zaadaptowana na grunt analiz jako$ciowych, szerzej w pracy
Fergusona, Takane [2002, s. 489-503].

W wielu zagadnieniach dla opisu naukowego w sensie poznawczym wykorzystujac
zagadnienia analizy matematycznej definiuje si¢ funkcje wielu zmiennych (n zmiennych),
jako odwzorowanie (4):

f:X">Y 4)
gdzie:
XcR
YcR

Tradycyjnie odwzorowanie (4) zapisujemy w postaci (5):

Y= (X %0 %,) (5)
gdzie:
(X;y X550y X,) € R" (5.1)

W przypadku funkcji wielu zmiennych do obliczania pochodnych po konkretnej
zmiennej, uwzgledniajac definicj¢ pochodnej funkcji (3) oraz formule (5), w analizie
matematycznej powszechnie stosuje si¢ zapis: ,,de y po de x” (5.2):

ol (5.2)

ox,

Odnoszac zapis funkcyjny (5) do formuty (1) dla , NPV jako funkcji trzech!? zmiennych
rzeczywistych otrzymamy zapis w postaci (6):

NPV =y = f(D,r,1) (6)

Kontynuujac poszukiwanie wzoru na btad funkcji wielu zmiennych, zat6zmy dla
zmiennych w ramach funkcji NPV (6) ich niezalezno$¢!'® oraz istnienie dla nich

112 Zmienna czas ozn. t jest traktowana jako stata, ponadto o, = 0.
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114

odpowiednich btedow—" w formie odchylen standardowych. Zmienne funkcji NPV wraz

z ich bledami standardowymi zestawione sg w postaci (7.1) do (7.3):

(D,zbledem o, )= D, *¢& (7.1)
(rzbledem +o,)=r, t¢, (7.2)
(l,zbledem +o0 )= 1, *¢&, (7.3)

Na mocy (6) oraz (7.1) do (7.3) otrzymujemy najbardziej prawdopodobng warto$¢ funkcji
NPV wraz z analiza doktadno$ci w danej klasie!™® doktadnoéci, jako formute (8):

NPV =y=f(D,,r,1,)=f(D, &, te,, 1, te;) (8)

Nastgpnie stosujac definicje pochodnej funkcji oraz rozwijajac wyrazenie (8)
w szereg'® Taylora wzgledem bledéw: &,,&,,&, i pomijajac potegi wyzsze od pierwszej,
otrzymujemy (9):

NPV =y = f(D,,f,l,)+ NPV -6‘1+(8NPVJ £, + NPV £, 9)
0 D, ), o ), al, ),

Przy czym dla formutly (9) odpowiednie pochodne czastkowe wynosza: (9.1), (9.2) 1 (9.3):

(aglgtv l —(r+1)* 9.1)
(Mj — D, (r+1) "t 9.2)
or ),

113 Wynik dla zmiennej D, jest niezalezny od wyniku dla zmiennej I oraz wynik dla zmiennej I jest niezalezny
od wyniku dla zmiennej 1.
114 Bledy &; jako bledy historyczne badz bledy implikowane.

115 W metodach ilosciowych klasa doktadnosci zalezy od liczno$ci proby, poziomu istotnoéci, stopni swobody
oraz przyjetej w obliczeniach wielokrotno$ci odchylen standardowych.
116 Twierdzenie Taylora o szeregu potegowym dla funkcji Y = f(X) nieskonczenie razy rézniczkowalne;

w otoczeniu punktu X, . ,Jezeli funkcja Y = f (X)jest N krotnie rézniczkowalna w pewnym otoczeniu U (Xo)
i Xjest roznym od X,punktem tego otoczenia, to istnieje taki punkt C, lezacy miedzy XiX,, ze zachodzi wzor

Taylora z reszta Taylora (ostatni wyraz szeregu):
77 (%)

fl(xo) f (XO) . _ 2 A _ n-1 f ) (C) . _ n yye
1 o (X—X%,) +'"+7(n—1)! (X—%g) +7n! (x—x%)

f(x)=f(x)+ S(X=%0) +
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ONPV
2 o

Za wskazane w formule (8) bledy, ozn. jako ¢, mozna przyja¢ w analizie doktadnosci

i obliczeniach, rzeczywiste odchylenia standardowe o, proby losowej w zwiazku

z obliczaniem NPV . Odchylenia standardowe to pierwiastki z wariancji proby , D*(x;) czyli

pierwiastki z kwadratoéw odchylen roéznic pomigdzy dana cecha X, a wielkoscig $rednig X

podzielong przez zbiorowo$¢ N—1 - jest to formuta (10):

7, +/D?(x) =ijﬁi§(xi % (10)

Sktadajac formuty (6) oraz (8) 1 (9.1) do (9.3.) z uwzglednieniem (10) otrzymujemy (11) oraz
(11.2):
NPV = f(D,toy, ,rto,,lto)) (11)

rol 1+

oy, = f(D top,rto,,lto)) (11.1)

Dla wyprowadzenie wzoru na bfad funkcji NPV jako o, , nalezy zastosowac

prawo'’ C.F Gaussa o przenoszeniu si¢ bledow srednich dla pomiaréw niezaleznych tj.

takich pomiaréw (obserwacji), dla ktoérych ocena parametréw strukturalnych zmiennych w
ramach funkcji wielu zmiennych jest znana na podstawie zmiennosci historycznej lub
zmiennosci implikowanej - formuta (12):

2

Onpy, = ttz:r; {(angPtvj -(O'Dt)2+(%) (O'r)2]+£aNa:VJ '(O-h)z (12)

0 0 0

Uwzgledniajac formuty (6) do (12) otrzymano ostatecznie wzér na warto$¢ ryzykowna
VaR,p, jako odchylenie standardowe funkcji NPV, ozn. oy, w formufach (13) oraz (14):

Onpy, = \/ti_n:[[(r +1)?- (o, )2 +[-D, - (r+1)"-t]*- (O.r)z]+ (Gll)z (13)

po uproszczeniu (14):

117 Carl Friedrich Gauss udowodnit, ze dla pomiaréw niezaleznych bledy sumuja sie¢ w kwadracie. Zrodto: C.F.
Gauss, Theoria motus corporum coelestium... (infn.it) — dostep: (14-06-2021r.). Tytut oryginatu: C.F. Gauss.,
Theoria Motus Corporum Coelestium, Hamburg 1809.
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t=n
Onpy, = \/Z[(r +1)7% .o-ét + D (r+1)20 .2 .af]+ o-lz1 (14)

W dalszych analizach i obliczeniach praktycznych zawartych w podrozdziale 4.6
niniejszego rozdziatu, przyjeto - dla estymacji wielkosci prawdziwej korekte dla dokonanej

wyceny NPV o jednokrotna warto$¢ op, - jako miar¢ rozproszenia wyceny inwestycji ze

znakiem minus. Zapis koncowy dla ryzyka formuly NPV przedstawia réznica wielkosci
estymowanej i jej btedu w formule (15) :

t=n D
VaR,, = (NPV — o = —t -1 |-0 15
NPV ( NPV_) (; (1+ r)t 1] NPV_ ( )

lub jako procentowa zmienno$¢ dla efektywnos$ci mierzonej inwestycji dla miary NPV
wraz z dokonang analiza doktadno$ci w formule (16):

NPV, (%) =] — P .100% (16)

t=n Dt
(; L+r) 'J

Ogolnie otrzymany w wyniku estymacji btad standardowy!!® Oy, (14) , jako

parametr doktadnosciowy dla oceny doktadnosci mierzonej wielkosci NPV, ma swoja ogdlna

interpretacj¢ graficzng —

Rysunek 22.
(NPV; —oyp, <NPV; <NPV, + 0, )

Onpyv. Onpy,

< NPV

0 NPVil—aNPV NPV, NPV, + 0y,

Zrodto: Opracowanie wiasne.

18 Znak t przy odchyleniu standardowym op, jako analizie doktadnosci mierzonej wielkosci NPV,

oznacza odchylenia standardowe odpowiednio: O'ypy lewostronne i 'yp,, prawostronne.
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Wskazane na rysunku NPV, wraz z wielko$cia o, obejmuje estymacj¢ wielkosci

wynikowej, przy zatozeniu maksymalizacji zysku.

Aby przyblizy¢ zagadnienie wykorzystania rachunku rozniczkowego funkcji wielu
zmiennych w ocenie ryzyka inwestycji z wykorzystaniem funkcji NPV, w nastepnym
punkcie niniejszego rozdzialu przedstawiony jest przyktad liczbowy (analiza mikro studium)
Z wykorzystaniem powyzszych regut rozniczkowania oraz analizg doktadno$ci w oparciu
0 odchylenie standardowej funkcji wielu zmiennych.

4.6. Analiza oceny parametréw strukturalnych bledu funkcji wielu zmiennych na
przykladzie NPV - mikro studium z wykorzystaniem generatora liczb losowych

Przyklad 7

Na podstawie umowy deweloperskiej przedsigbiorstwo, majac zawarte umowy
przedwstepne sprzedazy, zobowigzato si¢ do wybudowania na terenie Tarnobrzegu w cyklu
trzyletnim, na dzialce o powierzchni 0,98 ha tacznie 100 mieszkan o powierzchni uzytkowe;j
lacznie 6 tys. m2 Harmonogram inwestycjil'® obejmuje sprzedaz mieszkan w stanie
deweloperskim: rok pierwszy 20 mieszkan, facznie 1200m? w cenie $redniej 1 850 zt/m?, rok
drugi 30 mieszkan, lacznie 1 860m? w cenie $redniej 1 920 z/m? rok trzeci 50 mieszkan,
lacznie 2 940m? w cenie $redniej 2 100 zb/m? Firma developerska poza kontraktami
wykonawczymi planuje w pierwszym roku inwestycji zakupi¢ potrzebny grunt za kwote
700 tys. zt.

Pytanie: jaka jest warto$§¢ biezaca netto dla przyszlej inwestycji oraz ile wynosi
warto$¢ ryzykowna VaR,,, dla pojedynczego odchylenia standardowego tej inwestycji dla

nastepujacych zatozen?’: zakup gruntu w momencie decyzji inwestycyjnej: 700 tys. zt z
odch. standardowym 70 tys. zt, dochody netto przedsigbiorstwa ze sprzedazy mieszkan: rok
pierwszy: 1 180 tys. zt z odch. standardowym 150 tys. zt., rok drugi: 1 890,6 tys. zt z odch.
standardowym 220 tys. zl., rok trzeci: 3 260 tys. zl. z odch. standardowym 300 tys. zt. Okres
zwrotu w nieruchomosci zostal oszacowany na poziomie 12-stu lat z odch. standardowym
dwoch lat, co odpowiada stopie dyskontowej 8,3% z btedem standardowym 1,4%.

Rozwiazanie:
NPV - zaktualizowana warto$¢ netto (warto§¢ biezaca netto) inwestycji developera na
podstawie (1) wynosi:

NPV =) —t——1, =(5267,93—-700) _tys.z/ = 4567,93_tys.z/

t=3 D
= (L+r1)°

t

Nastepnie, uwzgledniajagc dane do wyceny wartosci biezacej netto projektu inwestycyjnego
Z uwzglednieniem formut: (7.1) do (7.3), zestawiamy:

119 Wykorzystano generator liczb losowych.
120 Funkcja LOS w MS Excel zwraca losowg liczbe rzeczywista o rtownomiernym rozktadzie, ktéra jest wigksza
niz lub rowna 0 i mniejsza od 1. Nowa losowa liczba rzeczywista jest zwracana po kazdym obliczeniu arkusza.
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(D, z bledem o, )= (1180+150) _tys.z/
(D, zblgdem o, )=>(1890,6 +220) _tys.z/
(D, zblgdem =+ Op, )=>(3260+300) _tys.z/

(rzbtgdem +o,)= (0,083+0,014)
(1,zbledem o, )= (700+70) _tys.z¢

Wykorzystujac formuty (9.1), (9.2) 1 (9.3) oraz (14) dla poszczegdélnych lat zestawiamy
iloczyny kwadratéw odpowiednich pochodnych wraz z ich btgdami:

rok pierwszy:

2 2
(aglgv ] : Jéq + (al\é%j -(0,)* =1,08372-150* +1180°-1,083* - 0,014* =19381,78 _tys.z/
t, 1

rok drugi:

2 2
[aNPVJ -aétz + (%%j -(0,)? =1,083*-220” +1890,6° -1,083° - 4-0,014° = 36919,67 _tys.z/
2

rok trzeci:

: 2
(62';\/} : O'étg + (5'\('3%) -(0,)? =1,083°-300” +3260° - 1,083 °-9-0,014* = 65685,31 _tys.z/
ts 3

zakup gruntu w pierwszym roku inwestycji:

NPV
al,

2
j -0y, =4900_tys.z/

Wynikowe odchylenie standardowe dla inwestycji deweloperskiej obliczone na podstawie
(14) wynosi:

ey, ysu =/19381,78 + 36919 67 + 65685 31+ 4900 = /126836 ,76 = +356,21 _tys.2/

Zapis koncowy dla ryzyka wartosci VaR formuty NPV realizowanej dewelopersko
inwestycji przedstawia réznica wielkosci estymowanej i jej biedu standardowego.
Uzasadnienie powyzsze jest zgodne z opinig Luenbergera [2003, s. 140-146], bowiem dla
analizy ekonomicznej inwestycji w dazeniu do maksymalizacji zdyskontowanych
przeplywow pienigznych D, pomniejszonych o naklad poczatkowy inwestycji zysku

z inwestycji 1, (jako funkcji celu (1.1)) rozwazania iloSciowe na temat ryzyka wartosci
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inwestycji odniesione do zysku poprzez jego korekte in plus z jednoczesnym zatozeniem jego
maksymalizacji nie majg sensu ekonomicznego, zatem ostatecznie przedzial wartosci:

VaR,p, = (NPV — o, ) = (4567 ,93 —356,21) _ tys.z/ = (4211,72 — 4567 ,93)tys.z¢
oraz jako zmienno$¢:

356,21 tys.z¢
4567,93 tys.zt

NPV, (%)= [ j -100% ~ 8%

Odpowiedz: Inwestycja developerska ma warto$¢ zawarta w przedziale od 4,2 min. zt do 4,6
mln. zt z btedem 8%.
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Zakonczenie

Arkusz kalkulacyjny jest poteznym narzedziem obliczeniowym, ulatwiajgcym
wszelkie kalkulacje. Posiada wbudowane funkcje finansowe, rozbudowane mozliwosci
konfiguracyjne, oraz - co najwazniejsze - jest bardzo wygodny w obstudze. Aby skorzystac
z mozliwosci jakie oferuje Arkusz, nalezy si¢ zapozna¢ z podstawowymi jego funkcjami.
Samodzielne wykonanie zadan, nawet tych najprostszych, zacheci do korzystania z tego
narzedzia oraz wzbudzi potrzebe zdobycia szerszej wiedzy na ten temat. Niniejszy rozdziat
dostarczyt informacji w zakresie wykorzystania funkcji finansowych w programie MS Excel.

W pracy, zamiarem autoroOw bylo pokazanie zastosowania wybranych metod
dochodowych (dyskontowanych), na przyktadzie ré6znych funkcji stosowanych w arkuszu MS
Excel. W pewnych sytuacjach decyzyjnych, samo obliczenie wartosci jako wyniku, moze by¢
informacjg niewystarczajaca - w Przykladzie 7. w podrozdziale 4.6 - dla funkcji NPV
uzyskano wynik 4,6 min. zt. Taka sytuacja dotyczy uzasadnienia finansowego dla przyjetego
pola negocjacji, kiedy wartos¢ wyceny ma wymiar ustalajacy (konstytutywny).

Uwzgledniajac ustalona w sposob empiryczny tolerancj¢ wyceny, wyniki obliczen
poza przykladem zastosowan zostaly uzupetlione metodycznym, graficznym i analitycznym
modelem wyceny ryzyka wartosci, jako Value at Risk , otrzymujac btad wyceny na poziomie
8% dla szacowanej inwestycji deweloperskiej. Pod tym wzgledem, w obszarze zastosowan
praktycznych w rachunku wyceny inwestycji, rachunek rozniczkowy funkcji wielu
zmiennych okazat si¢ bardzo przydatnym i efektywnym narzgdziem badawczym.
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Streszczenie

Rozdziat czwarty prezentuje podstawowe informacje i zasady korzystania z arkusza
kalkulacyjnego na przykladzie programu MS Excel. Zostaly w nim oméwione wybrane
zagadnienia, dotyczace funkcji finansowych. Opisane w rozdziale metody, pozwola na
wykonanie podstawowych operacji obliczeniowych, dotyczacych teorii finansow oraz
zwigzanych z nimi metod matematycznych tj.: teoria procentu, czy renty matematycznej
(annuity). W podrozdzialach zostaly omowione takze podstawowe funkcje finansowe (FV,
PV, PMT 1 RATE), a zasady ich zastosowania, zobrazowane zostaly prostymi przyktadami
liczbowymi. W kolejnych podrozdziatach sa oméwione bardziej szczegdtowo metody: NPV
1 IRR, wraz z przykladami liczbowymi.

Podrozdzial 4.1 przedstawia ogélne zasady wykonywania obliczen w arkuszu
kalkulacyjnym, w zakresie pozwalajacym na swobodne wykonanie obliczen finansowych.
Zaprezentowane zostaly rowniez podstawowe funkcje finansowe, zobrazowane przyktadami.
Funkcje te wykorzystywane sg samodzielnie, oraz wchodza w sktad bardziej ztozonych
modeli obliczeniowych w grupie metod dochodowych, stad zakres opisanych metod obejmuje
funkcje: PV, FV, PMT i RATE. Podrozdziat 4.2 skupia si¢ na funkcji warto$ci biezacej netto
(NPV). Zawiera takze przyktad liczbowy dla wtasciwego zobrazowania i do samodzielnego
wykonania podobnych zadan. Podrozdziat 4.3 zawiera omowienie metody obliczenia
wewnetrznej stopy zwrotu (IRR), z wykorzystaniem wzoru, oraz wbudowanej w arkusz
kalkulacyjny funkcji. Dla lepszego wyjasnienia, zamieszczono przyktad liczbowy.
W podrozdziale 4.4 przedstawiono na przykladzie funkcji NPV opis dla, szerokiego
w finansach, pojecia wartosci ryzykownej. W znaczeniu ilo§ciowej oceny, istota ryzyka
inwestycyjnego jest odpowiedZ na pytanie o wielko§¢ straty w zwigzku z podejmowang
decyzja inwestycyjna. Podrozdzial 4.5 zawiera, w oparciu o reguty rachunku rézniczkowego
funkcji wielu zmiennych, na przyktadzie funkcji NPV wyprowadzenie wzoru dla wartosci
ryzykownej. Reguta wyznaczania btedu maksymalnego dla funkcji wielu zmiennych, poprzez
jej rozniczkowanie czastkowe, stanowi o istocie zasad dla prawa przenoszenia si¢ biedow
w powszechnie stosowanym w finansach modelu Value at Risk (VaR) opartym na
pojedynczym odchyleniu standardowym. W podrozdziale 4.6 przedstawiono w sposéob
praktyczny zastosowanie wyprowadzonego wcze$niej wzoru na wartos¢ ryzykowna dla
funkcji NPV, jako funkcji wielu zmiennych. W obliczeniach pokazano przyktad liczbowy
z wykorzystaniem generatora liczb losowych zawartego w arkuszu MS Excel.

Zapoznanie si¢ z Rozdziatlem czwartym pozwoli przyswoi¢ wiedzg z teorii finanséw
w zakresie swobodnego wykonania podstawowych obliczen finansowych wraz
z szczegdtowym rachunkiem btedow na przykladzie funkcji NPV- w sposob jak najbardziej
przystepny dla osob, ktére chcg pozna¢ podstawowe pojecia finansowe lub powtdrzyc
wiadomosci z tej dziedziny, jak rowniez w sposob praktyczny wykorzysta¢ zagadnienia
rachunku rézniczkowego dla funkcji wielu zmiennych.

Stowa kluczowe

NPV, IRR, PMT, FV, PV, RATE, inwestycje, pochodnia funkcji wielu zmiennych, prawo
C.F. Gaussa przenoszenia si¢ btedow, VaR.
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Selected financial functions in MS Excel - applications of calculations and calculus for
functions of many variables in risk assessment

Summary

Chapter 4 presents the basic information and rules of using a spreadsheet, based on the
example of MS Excel. It discusses selected issues related to financial functions. The methods
described in this chapter will allow you to perform basic computational operations regarding
the theory of finance and related mathematical methods, i.e. the theory of interest or
mathematical rent (annuity). The subsections also discuss the basic financial functions (FV,
PV, PMT and RATE) and the principles of their application, illustrated with simple numerical
examples. The following sections discuss the NPV and IRR methods in more detail, with
numerical examples.

Subchapter 4.1 presents general rules for performing calculations in a spreadsheet, to
the extent that allows you to freely perform financial calculations. The basic financial
functions were also presented, illustrated with examples. These functions are used
independently and are part of more complex calculation models, hence the scope of the
methods described includes the functions: PV, FV, PMT and RATE. Section 4.2 focuses on
the Net Present VValue (NPV) function. It also contains a numerical example for proper display
and for self-execution. Section 4.2 discusses the method of calculating the internal rate of
return (IRR) using a formula and a function built into the spreadsheet. For a better
explanation, a numerical example is provided, also for self-execution. Getting acquainted with
chapter 4 will allow you to acquire knowledge of the theory of finance in the field of the free
implementation of basic financial calculations (and mathematics related to this subject). This
is the basis for the use of many more advanced methods that will be discussed later in this
chapter. In section 4.4, a description of the concept of risky value in board understanding in
finance, is presented using the NPV function as an example. The essence of investment risk,
in sense of quantitative assessment, is the answer to the question of the amount of loss in
connection with an investment decision. Section 4.5 contains the derivation of the formula for
the Value at Risk (VaR), based on the rules for the application of calculus for functions of
many variables on the example of the NPV function. The rule for determining the maximum
error for a function of many variables by its partial differentiation is the essence of the rules
for the law of transmission of errors in the Value at Risk (VaR) model commonly used in
finance and based on a single standard deviation. Section 4.6 presents a practical application
for the value at risk formula, derived above for the NPV function as a multivariable function.
A numerical example using the random number generator included in the MS Excel
worksheet has been included in the calculation.

Referring to chapter 4 will allow to acquire the knowledge from the finance theory in
the scope of free performance of the basic financial calculations with the detailed error
calculation on the example of NPV function in the most accessible way for people who want
to learn the basic financial concepts or repeat the knowledge from this field as well as to use
the concept of differential calculus for functions of many variables in a practical way.
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Wprowadzenie

Tematyka rozdziatu dotyczy analizy rozktadu danych informacji w celu uzyskania na
ich podstawie kolejnych uzytecznych informacji oraz dalszych wnioskéw. Ze wzgledu na
rodzaj danych, a takze stawianych problemow, konieczne jest w tym celu uzycie metod
statystycznych. Obecnie wykorzystywane sg roznego rodzaju narzedzia informatyczne, ktore
stuza ulatwianiu 1 usprawnianiu oraz optymalizacji procesOw przetwarzania danych
informacji w procesie badawczym. Jednym sposrod nich sg systemy SAS (Statistica Analysis
System).

W rozdziale zostaly przedstawione podstawowe informacje na temat narzgdzi
informatycznych SAS oraz przyktady zastosowan rdéznego rodzaju testow statystycznych w
procesie wnioskowania statystycznego.

Na rynku dostgpnych jest wiele programéw statystycznych ulatwiajacych prace
osobom prowadzacym badania statystyczne. Najbardziej znanymi sg Statistica, SPSS oraz
SAS. Programy te sg na tyle popularne, ze weszly do kanonu nauczania w szkotach wyzszych.
SAS jest wykorzystywany gtéwnie do opisu interacji gospodarczych, a takze ma zastosowanie
w procesie dydaktycznym na uczelniach wyzszym.
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5.1.  Ogélna charakterystyka systemu SAS

SAS jest to system sluzacy do analiz statystycznych zapoczatkowany przez Jamesa
Goodnighta. Johna Salla oraz Tonego Barr w latach 1966-72. Poczatkowo system byt
przeznaczony na platform¢ mainfrane IBM. W roku 1976 powstata firma SAS Institut. Od
tego czasu zaroOwno firma, jak i oprogramowanie przeszly wiele zmian, natomiast jadro
systemu pozostalo takie, jak na poczatku'?® Celem tego oprogramowania (jak réwniez
konkurencyjnych produktow) jest przeksztalcenie danych w informacj¢. Wydobycie wiedzy
z danych, tu i teraz daje przewage konkurencyjng nad innymi podmiotami.

Ponizszy schemat przedstawia podziat produktow SAS.

Produkty SAS
4 X

Rozwigzania biznesowe

Oprogramowanie
narzg¢dziowe

Zrodlo: Opracowanie wlasne.

SAS Institue dostarcza zintegrowanych pakietow informatycznych zawierajacych
pakiet wysoce specjalistycznych rozwigzan i ustug dla Business Intelligence. Sa one
doskonalym narzgdziem sluzagcym do analizy biezacych wyzwan biznesowym oraz
prognozowania przysztych. Oprogramowanie to znajduje roéwniez liczne zastosowania
w projektach badawczych.

SAS jest zbudowany z oddzielnie instalowanych moduléw przeznaczonych do
wykorzystywania w okreslonych zastosowaniach,!?2

Oto podstawowe moduty systemu SAS.

- Analiza danych -
Interfejs Wspomaganie
uzytkownika zarzadzania
BASE
Wizua“zacja . Budowa
raportowanie PrFetwar;anle aplikacji
grafika srodowisk
rozproszonych

Zrédlo: W. Grzenda, A. Ptak — Chmielewska, K. Przanowski, U. Zwierz: Przetwarzanie danych w SAS, Wyd. II,
Oficyna Wydawnicza SGH w Warszawie, Warszawa 2012, s. 14.

W  procedurach statystycznych uzywane dane wprowadzane s3 bezposrednio
z klawiatury podczas sesji SAS 2 lub wczytywane z tabeli bazy danych. Wszystkie dane,
ktore sg przetwarzane w systemie SAS sg przechowywane w tzw. Informacyjnej Bazie

121 E, Fratczak, A. Korczynski, Statystyka od podstaw z systemem SAS, Oficyna Wydawnicza. Szkota Gléwna
Handlowa w Warszawie, Warszawa 2013, s. 10

122 Tamze, s. 15

12 Tamze, s. 15
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Danych. Gléwnym elementem tej bazy jest Biblioteka. Ponadto dane statystyczne sa
przechowywane za pomocg tabel zawierajacych wiersze i kolumny. Wiersze przedstawiaja
obserwacje, natomiast kolumny odpowiednie zmienne.

W systemie SAS Biblioteka nie jest tworzona w postaci tabel, ale za pomoca referencji
dostosowanych do istniejacej struktury katalogow oraz plikow w systemie operacyjnym.
Ponadto referencje te sg aktywne tylko podczas trwania sesji SAS. Ponadto Biblioteka moze
by¢ powigzana z wieloma katalogami na dysku. Ten sam fizyczny zbior na dysku moze by¢
z wieloma Bibliotekami. Biblioteka zawiera zbiory oraz katalog z danymi. Uzytkownik, ktory
korzysta z danych nie musi znaé ich potozenia na danym dysku. '?* Jedynie wykorzystuje je
do uruchomienia interesujacej go procedury.

Oprogramowanie SAS przeksztatca dane w pewne informacje. Przeksztalcanie danych
z proby statystycznej w informacje o populacji to zadanie wnioskowania statystycznego.

Whnioskowanie statystyczne zajmuje si¢ wnioskowaniem o populacji generalnej na
podstawie danych zebranych na podstawie statystycznej proby badawczej. Proba ta jest
(powinna by¢) dobierana w sposob losowy, zgodnie z procedura, z populacji generalne;j.
Losowo$¢ oraz reprezentatywno$¢ proby sa glownymi zatozeniami niezbednymi do
przeprowadzenia prawidtowego wnioskowania statystycznego.

Za pomocg wnioskowania statystycznego dokonujemy:

— estymacji (szacowania) nieznanych parametrow populacji generalnej lub jej

rozktadu na podstawie proby,

— weryfikacji hipotez dotyczacych populacji generalnej na podstawie badan z proby.

Do weryfikacji hipotez statystycznych stuzg testy statystyczne. W zaleznosci od rodzaju
danych przeznaczonych do analizy wybieramy narzedzie z grupy testow parametrycznych,
badzZ nieparametrycznych.

W tabeli ponizej przedstawiony jest podstawowy podziat na testy parametryczne oraz
nieparametryczne, wymieniajac kilka testow z kazdej z grup.

Testy statystyczne
Parametryczne Nieparametryczne
- test istotnosci dla $redniej - test znakow
- test istotnosci dla roznicy dwoch $rednich - test serii
- test istotnosci dla wariancji - test niezaleznosci x?
- test istotnosci dla dwdch wariancji
- test istotnosci dla frakcji

Zrédlo: Opracowanie wlasne.

Obecnie wyrdzniamy dwa podej$cia z wykorzystaniem narzedzi SAS do weryfikacji
hipotez statystycznych: tradycyjne i wspdiczesne.

Podejscie tradycyjne polega na tym, ze dane obliczone z proby stuza do wyliczenia
odpowiedniej statystyki testujacej i porownania jej z odpowiednig wartoscig odczytang
z tablic dotyczacych zastosowanej statystyki. Jezeli warto$¢ statystyki testujacej znajdzie si¢
w obszarze krytycznym, to hipotez¢ zerowa odrzucamy na rzecz hipotezy alternatywne;.
W przypadku przeciwnym, stwierdzamy, ze nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy zerowe;j,
czyli ja praktycznie przyjmujemy.

124 Tamze, 5.32

181




Podejscie wspotczesne opiera si¢ na pordwnaniu zatozonego poziomu istotnosci o z
prawdopodobienstwem P, ktore stanowi miar¢ wiarygodnosci weryfikowanej hipotezy.
Decyzje weryfikacyjng podejmuje si¢ w momencie pordwnania wartosci przyjetego poziomu
istotno$ci a z warto$cig prawdopodobienstwa P.

5.2. Wybrane zagadnienia wnioskowania statystycznego z  zastosowaniem
parametrycznych testow statystycznych

Zaprezentowane tu zostanie wnioskowanie statystyczne z wykorzystaniem testow
parametrycznych.

Jednym z przykladéw wnioskowania o populacji generalnej jest weryfikacja hipotezy
o Sredniej w populacji generalnej z danym odchyleniem standardowym. Oto przyktad. .

Przyklad 112°

Czas korzystania z parkingu wynosi 90 minut. Posiadana proba losowa sklada si¢ z
320 czasow postoju, gdzie $rednia to 120 minut. Natomiast odchylenie standardowe wynosi
15 minut. Czy $redni czas postoju wynosi 90 minut? Przyjmijmy, ze poziom istotnosci jest
réwny o = 0,05 oraz czas postoju na parkingu ma rozktad normalny.

Rozwiazanie:
Na poczatku ustalamy hipoteze zerowa H, oraz alternatywng H;:
Hy: m= 90minut; H;: m > 90 minut
Stosujemy statystyke U z rozkladem normalnym standaryzowanym N(0;1)
i wykorzystujemy dane z zadania:

U= 12‘;9" V320 = 35,78

Z tablic rozktadu normalnego N(0;1) odczytujemy, dla podanego poziomu istotnosci o
= 0,05, warto$¢ u , = 1,64.
Stwierdzamy, ze jednostronny obszar krytyczny, okreslony relacja: P (U = u, ) = a,

zawiera obliczong z proby wartos¢. Zatem odrzucamy hipoteze¢ zerowa na rzecz hipotezy
alternatywnej. Praktycznie oznacza to, ze cyrkulacja pojazdow na parkingu jest za niska
1 nalezy wprowadzi¢ dodatkowg optate po 1,5 w celu jej przyspieszenia.

Odpowiedz: Sredni czas postoju przekracza 90 minut.

Za pomocy testu statystycznego mozemy réwniez zweryfikowac hipotezg o rdznicy
srednich (ktdrego szczegdlnym przypadkiem jest hipoteza o rownosci srednich) w dwoch
populacjach generalnych. Test ten moze by¢ szczegélnie przydatny do wykrywania
systemowych dyskryminacji np. w zakresie nierownos$ci ptac pomiedzy przedstawicielami
poszczegolnych piei lub innych, ale jednorodnych pod jakims$ wzglgedem, grup spotecznych.

Niech X; oznacza badang ceche w populacji pierwszej, natomiast X, ta samg ceche,
ale w populacji drugiej.’?® Liczebno$¢ prob z odpowiednich populacji, to odpowiednio: n,

125 B, putaska — Turyna, Statystyka dla ekonomistow wydanie III zmienione, Copyright by Difin SA, Warszawa
2011, s. 240
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i n,. Hipoteza zerowa zaklada, ze réznica pomiedzy Srednimi w danych populacjach ma

warto$¢ gy, alternatywna zas, ze jest rozna od oy.

HO: mq-my, = 0y,

Hy:

127

my-m, #F 0y

Weryfikujac hipoteze H, nalezy wziagé pod uwage roézne sposoby doboru prob z
badanych populacji, a takze zatozenia dotyczace rozktadu cech X; i X,. Rozrézniamy

nastepujace przypadki, ktore sa przedstawione na ponizszym rysunku.

Proby pobierane sg niezaleznie

X; ma w pierwszej populacji rozktad
normalny N(my, a;), a w drugiej:
N(m,, g,) | wartosci odchylen

standardowych sa znane

Proby pobierane sa zaleznie

X, ma w pierwszej populacji rozktad
N(m,, o1), a w drugiej : N(m,, a,), ale
wartosci odchylen standardowych nie

X; maw pierwszej
populacji rozktad
normalny N(my, a;),
a w drugiej N(m,, 0,)
i warto$ci odchylen
standardowych sg
nieznane, przy czym
0, # 0,

¢

Populacje maja rozktady
normalne z nieznanymi
odchyleniami standardowymi
i proba jest mata.

X, X, maja nieznane
rozktady. Ponadto proba
losowa jest duza.

s3 znane

Zrédlo: Opracowanie wlasne na podstawie Frqtczak E., Korczynski A: Statystyka od podstaw z systemem SAS.
Oficyna Wydawnicza. Szkota Gtéwna Handlowa w Warszawie, Warszawa 2013, s. 172.

W Przyktadzie 2. zilustrujemy weryfikacje¢ hipotezy o §rednich w dwoch populacjach
generalnych.

Przyklad 2128

Posiadamy dane dotyczace kosztoéw wytworzenia kolekcjonerskich szabel w dwoch
warsztatach. Produkt nie jest wykonywany w sposob seryjny i z tego powodu koszty sa
szacowane w sposob indywidualny 1 ulegaja istotnym zmianom. Z warsztatu pierwszego
otrzymano losowg probe 140 cen ( n, = 140,) za$ z warsztatu drugiego otrzymana probe 160
(n2 = 160). Na podstawie zebranych danych wyznaczono: x1= 1850 zt, S; = 250zt oraz x» =
1650 zt, S, = 450zt
Zweryfikowac: hipotezg, ze Srednie koszty w obu firmach sg rowne, przy poziomie istotnosci
réwnym a = 0,05.

126 £, Fratczak, A. Korczynski, Statystyka od podstaw z systemem SAS, Oficyna Wydawnicza. Szkota Gtowna
Handlowa w Warszawie, Warszawa 2013, s. 165.

127 Tamze, s. 171

128 B, putaska — Turyna, Statystyka dla ekonomistow wydanie III zmienione, Copyright by Difin SA, Warszawa
2011.
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Rozwiazanie:
Formutujemy hipotezy: zerowa H, i alternatywng H;:
Hy @ my =my; Hy: m{ #m,
Dokonujemy obliczen statystyki U z rozktadem N(0;1) przy nieznanym odchyleniu
standardowym dla duzych prob:

1850—-1650
U=—=—==4,83

2502 4502

140 @ 160

Przy zadanym poziomie istotnosci o = 0,05, odczytana z tablic wartos¢ u, = 1,96.
Poréwnujac: U = 4,83 z u, = 1,96, stwierdzamy, ze U nalezy do obszaru krytycznego
obustronnego: P(JU|= u ). Zatem hipotezg H, odrzucamy i przyjmujemy alternatywna H,.
Odpowiedz: Srednie koszty w obu firmach nie sa rowne.

Kolejnym oméwionym przypadkiem weryfikacji hipotezy jest hipoteza o wariancji
w populacji z rozktadem normalnym z nieznang warto$cig $rednig oraz odchyleniem $rednim.
Oto hipotezy: zerowa i alternatywna:?°
Hy:02=0f; H;: o%>adt
Hipoteze ta weryfikujemy na podstawie n- elementowej proby losowej za pomocg statystyki
x? o liczbie stopni swobody s = n - 1 dla malej proby n < 30:130
¥2 = (n—1)-S2

2
o0

Nastepnie omowiona zostanie weryfikacja hipotezy o dwoch wariancjach dwoéch
populacji generalnych. Wowczas hipotezy przyjmuja nastepujace postacie:

2 2
H0:0122022|ubyo;g—2;:1; Hy : of > azzlule:Z—Z;>1

Stosowany test istotno$ci, ktory bada zasadno$¢ hipotezy zerowej ma nastepujaca

postaé: 13

Ze wzgledu na postac hipotezy alternatywnej zasadne jest ponumerowanie prob w taki
sposob, aby byta spelniona relacja: S > S2 .

Innym przyktadem weryfikacji hipotez jest hipoteza o frakcjach w populacji
generalngj. Oto hipotezy:1%

Hy: py=plubHy: pr— p,=0; Hy:py# pplubHy: py—p, #0
ewentualnie: ¥ H, : p; > p,lUbH; : p; — p, >0

Hy: py < pylubHy: py— p, <0
Stosujemy statystyke U o asymptotycznym rozktadzie N(0;1):13*

129 B, Putaska — Turyna, Statystyka dla ekonomistéw wydanie III zmienione, Copyright by Difin SA, Warszawa
2011, s. 244

130 Tamze, s. 245

181 Tamze, s. 261

132 Tamze, s. 252

133 Tamze, s. 253

134 Tamze, s. 257
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P—- P,
(1-P
n

U=

o)
—

W praktyce jest to rozktad wykorzystywany dla ,,duzych” prob:
n, > 100 oraz n, >100.
Rozwazania te zilustrujemy przyktadem rachunkowym.

Przyklad 3.1%°

Mamy 200 klientow, ktorzy dokonujg zakupu 85 sokéw pomaranczowych oraz 300
innych klientow ktorzy kupuja 162 soki jabtkowe. Zbada¢, czy frakcje obu grup klientéw sa
jednakowe.

Rozwigzanie:
Formutujemy hipoteze zerowq oraz alternatywna:
Hy: p1=p2; Hyit pr# p2
Hipoteza zerowa zaklada, ze prawdopodobienstwo zakupu sokdéw pomaranczowych
oraz jabtkowych jest takie samo wobec zalozenia przeciwnego, ktére przedstawione jest
w hipotezie alternatywnej. Zatem konieczne jest wyliczenie frakcji, ktore sa wyrdznione
w pierwszej i drugiej probie oraz frakcji kupujacych:

— _ 85 _ ~ _ 162 _ o _ B5+162 _ _ 200300 _
b1= 300~ 0425,p; = 300 0,540, p 2004300 0,494, n 2004300 120.

Stwierdzamy, ze 42,5% ogéhu klientow kupuje soki pomaranczowe, a 54% soki
jabtkowe. Ogoétem sposrod 500 kupujacych. 49,4% nabywcow dokonuje zakupu ktéregos

soku. Obliczone wyniki podstawiamy do wzoru na statystyke U i otrzymujemy :

U=-222-0%0 _ 559

0,494 -(1-0,494)
120

Z tablic N(0;1) odczytujemy: u, = 1,96 i stwierdzamy, ze obliczona warto$¢ nalezy do
obszaru krytycznego.
Odpowiedz: Odrzucamy hipotez¢ zerowa na rzecz hipotezy alternatywnej. Zatem frakcje obu
grup klientow roznig si¢ od siebie.

5.3. Wpybrane zagadnienia wnioskowania statystycznego z zastosowaniem
nieparametrycznych testow statystycznych

Kolejng grupg testow sa testy nieparametryczne. Zaliczamy do nich m.in. test znakow.
Jest to test, ktory jest takze nazywany testem istotnosci dla mediany. Stosujemy go do oceny
réznic pomigdzy danymi parami obserwacji. Hipoteza zerowa tutaj zaktada, Zze roéznice ktore
wystepuja pomiedzy obserwacjami rozktadaja sie rownomiernie: %
Hy:P(H; > Y;)= 0,5
Natomiast typ hipotezy alternatywnej jest zalezny od jej etapu dwustronnego,
jednostronnego oraz lewostronnego. W celu przeprowadzenia testu istotnosci dla mediany

135 Tamze, s. 257
1% E. Fratczak, A. Korczynski, Statystyka od podstaw z systemem SAS, Oficyna Wydawnicza. Szkota Gtowna
Handlowa w Warszawie, Warszawa 2013, s. 187
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musimy w pierwszej kolejnosci wyznaczy¢ liczbg obserwacji, ktore uwzgledniane sa podczas
weryfikacji hipotezy. Kolejno liczone sa obserwacje wigksze od mediany. Natomiast liczba
obserwacji o wartosciach, ktore przekraczaja mediang s3 zmienng losowa o rozkladzie
dwumianowym.

Do badania losowos$ci uporzadkowania ciggu, ktéry jest ztozony z dwoch rodzajow
elementéw shuzy test serii. Za wadliwe elementy przyjmujemy ,,a”°, one ,rozkladajg si¢”
w sposoOb nielosowy pomiedzy elementami, ktore sg niewadliwe i oznaczone jako ,,b”. Czyli
nasz proces, najprosciej mowiac, jest rozregulowany. Do sprawdzania hipotezy zerowej stuzy
statystyka V, ktora za liczbe serii znakow przyjmuje wyrazy widoczne w danym ciagu.

Test ten jest zilustrowany nastepujacym Przykladem 4:1%7

Przyklad 4.

Przyjmujemy za ,,a” — wadliwy element, za$ za ,,b” — niewadliwy element. Wowczas
mamy: aababbaaba.
Liczba serii w naszym przykladzie wynosi V = 6. W przypadku prob o matej liczebno$¢
korzystamy z tablic rozktadu serii. W momencie, w ktérym liczebno$¢ obu typow elementow

jest wieksza od 10, to do weryfikacji wartosci statystyki V jest wykorzystywany wzor: 38

_V-EW)
%
Statystyka ta ma asymptotyczny rozktad normalny N(0;1).
Do badania zalezno$ci pomigdzy dwiema cechami shuzy test niezalezno$ci x2. Test ten

dotyczy duzej proby, ktéra musi by¢ proba prosta. Wowczas hipotezy przyjmuja nastepujaca
postaé:13°
Hy: F(x) = Fo(x);  Hy:F(x) # Fyo(x)

Hipoteza zerowa zakltada, ze dystrybuanta F rozkladu danej populacji jest opisana
dystrybuantg F;, wobec hipotezy alternatywnej, ktora stanowi jej zaprzeczenie. Rozktad,
ktory jest okreslony na bazie proby nie powinien rozni¢ si¢ od teoretycznego. Test
niezaleznosci bada rozbiezno$¢ pomigdzy rozktadem empirycznym, a teoretycznym. Réznica
pomiedzy tymi rozkladami jest mierzona rozbiezno$cia pomiedzy liczebno$ciami
empirycznymi, a teoretycznymi.

187 Tamze, s. 193
138 Tamze, s. 194
139 Tamze, s. 197
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Zakonczenie

Narzedzia SAS maja bardzo duze znaczenie praktyczne nie tylko w wielu dziedzinach
gospodarki. Mozna je stosowaé do weryfikacji roznych hipotez statystycznych. Woéwczas
w sposoOb istotny skracaja one zmudne przeliczenia reczne oraz ulatwiaja podejmowanie
wiasciwych decyzji dotyczacych stawianych hipotez.

Jednak stosowanie narzedzi SAS w niektorych ustugach np. kurierskich, ze wzgledu
na optymalizacj¢, moze prowadzi¢ do wykluczenia niektorych jednostek.

Testy nieparametryczne posiadajg dane, ktére w celu ich opracowania, nie majg
duzych wymogow przy stosowaniu narzedzi SAS. Ma to oczywiscie pewne konsekwencje,
poniewaz nie dostarczajg one wyczerpujacych informacji w poréwnaniu z testami
parametrycznymi. Testy parametryczne dostarczajg statystykom doglebne interpretacje
otrzymanych wynikéw. Istniejg jeszcze inne mozliwosci wykorzystywania tych testow np.
w badaniach przesiewowych. Narzedzia SAS mozna rowniez wykorzystywa¢ do stosowania
testOw parametrycznych.
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Streszczenie

Tematyka rozdzialu obejmuje analizy dotyczace rozktadu i przetwarzania danych

informacji w celu uzyskania, na ich podstawie, uzytecznych kolejnych informacji, a takze
waznych wnioskéw praktycznych. W tym celu, ze wzgledu na rodzaj danych oraz stawiane
problemy, konieczne jest zastosowanie metod statystycznych.
Obecnie w badaniach naukowych wykorzystywane sg powszechnie roznego rodzaju
technologie informatyczne stuzgce ulatwianiu i usprawnianiu proceséw przetwarzania danych
informacji. Jednym spos$rod wielu narzedzi wspomagajacych przetwarzanie danych sg
systemy SAS wykorzystywane przede wszystkim w interakcjach gospodarczych, a takze
w procesie dydaktycznym na uczelniach wyzszych.

W niniejszym rozdziale zaprezentowane sa podstawowe informacje o tych narzedziach
wraz z mozliwo$cig wykorzystania ich do obrobki i wizualizacji danych oraz raportowania.
Podane sa tez przyktady analizy wybranych schematow losowania préby z populacji
generalnej. Podstawa wykorzystania powyzszych narzg¢dzi jest statystyka w zakresie m. in.
metody reprezentacyjnej, wnioskowania statystycznego, analizy szeregdéw czasowych,
wariancji 1 kowariancji. Ponadto, w rozdziale zawarte sg tez praktyczne zastosowania metod
1 narzedzi SAS.

Zawarto§¢ merytoryczna rozdzialu zostata podzielona na trzy podrozdziaty.
W pierwszym z nich przedstawione sg og6lne informacje o systemie SAS i jego budowie.
W drugim i trzecim podrozdziale oméwione sa kolejno: statystyczne testy parametryczne
i nieparametryczne. Rozwazania teoretyczne poparte sa rozwigzanymi przyktadami
rachunkowymi wraz z wyczerpujacym komentarzem wyjasniajacym.

Lektura rozdzialu wzbogaci wiedz¢ czytelnika na temat systemu SAS oraz analizy
danych z ich praktycznym wykorzystaniem zard6wno w procesach gospodarczych,
jak i w realizacji réznych przedsiewzie¢ dydaktycznych w edukacji.

Stowa kluczowe
analiza danych, statystyka, testy parametryczne, testy nieparametryczne
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Data analysis using SAS tools

Summary

The subject matter of the chapter shall include analyses on the distribution and
processing of the information data in order to obtain, on the basis of it, useful further
information as well as important practical conclusions. To this end, due to the type of data and
the problems posed, statistical methods must be used.

Today, research is widely used in various information technologies to facilitate and
streamline information processing processes. One of the many tools supporting data
processing is SAS systems used primarily in economic interactions, as well as in the teaching
process in universities.

This chapter presents basic information about these tools, along with the possibility of
using them for data processing, visualization and reporting. Examples of analysis of selected
sample draw schemes from the general population are also given. The basis for the use of the
above tools is statistics on, inter alia, representational method, statistical inference, time series
analysis, variance and covariance. In addition, the chapter also includes practical applications
of SAS methods and tools

The substantive content of the chapter is divided into three subchapes. The first
provides general information about the SAS system and its design. The second and third
subseparals discuss statistical parametric and non-parametric tests in turn. Theoretical
considerations are supported by resolved accounting examples together with comprehensive
explanatory commentary.

Reading the chapter will enrich the reader's knowledge of the SAS system and data
analysis with their practical use both in economic processes and in the implementation of
various didactic projects in education.

Keywords
data analysis, statistics, parametric tests, non-parametric tests
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Przemystaw Leonczyk, Joanna Olszowy

Rozdziat szosty

MODELOWANIE ZACHOWAN GOSPODARCZYCH
KONSUMENTA ZA POMOCA MIKROEKONOMICZNYCH
FUNKCJI POPYTU

Motto:

Potrzeby sq scisle zwigzane z czlowiekiem. Cata dziatalnos¢ ludzka
nierozerwalnie wigze si¢ z powstawaniem potrzeb i dgzeniem do ich
zaspokojenia. Stanowiq one punkt wyjscia wszystkich zachowan
konsumenta na rynku, sq pierwotnym czynnikiem wszelkich dziatan
zwigzanych z dokonywaniem zakupow i uruchamiajq caty proces zakupu.
(prof. dr hab. Leszek Rudnicki, ekonomista)
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Wprowadzenie

Wspotczesne dzialania marketingowe koncentruja si¢ na poszukiwaniu sposobow
dostarczania konsumentom satysfakcjonujacych ich produktéw i ushug oraz na metodach
utrzymania ich zainteresowania w celu generowania zysku dla firmy, poprawiania jej
konkurencyjno$ci oraz zabezpieczania pozadanego jej udzialu w rynku. Jak wiadomo,
zachowanie konsumentéw jest systemem ztozonym. Istnieje zatem problem odkrycia regut
rzadzacych podejmowaniem przez nich decyzji konsumenckich.

Badacze roznych dziedzin naukowych stosujg wiele metod modelowania zachowan
gospodarczych konsumentéw. Sa to m.in. techniki oparte na logice rozmytej, sieciach
neuronowych, drzewach decyzyjnych, czy algorytmach genetycznych. Jednak czesto
stosowane metody nie biorg pod uwage wielu waznych czynnikéw, badz sa one mato
precyzyjne. Stad propozycja zastosowania, w badaniach dotyczacych zachowan
konsumentow, metody modelowania z zastosowaniem mikroekonomicznych funkcji popytu.

W rozdziale dokonana jest krotka charakterystyka przegladu modeli popytu
konsumenta indywidualnego z wykorzystaniem wybranych postaci funkcji popytu Engla.
Celem rozwazan tego rozdziatu jest prezentacja mozliwo$ci zastosowania powyzszej metody.

Zachowania konsumentow w obecnych warunkach rynkowych, to jedno z bardziej
interesujgcych zagadnien o charakterze zarowno teoretycznym, jak i praktycznym. Zmiany
zwigzane z dynamicznie zmieniajaca si¢ rzeczywistos$cig gospodarcza, charakteryzuja sie¢
migdzy innymi szczegdlnym natezeniem walki konkurencyjnej pomiedzy przedsigbiorstwami.
Istotnego znaczenia nabiera wiedza o konsumentach w szerokim ujgciu, zwigzana
z zaspokajaniem potrzeb przez konsumentow, ich zachowaniami na globalnych rynkach oraz
prawidlowosciach w postgpowaniu podczas procesu zakupowego. Rdwnoczes$nie ma miejsce
rozwo0j spoleczno-gospodarczy, ktoéry powoduje wzrost stopy zyciowej, a takze unowocze$nia
si¢ rozw0j produkcji zwiazany z automatyzacja i robotyzacja. Na rynku pojawiajg si¢ coraz to
nowe dobra i ustugi, ktore sa wynikiem przemian cywilizacyjno — kulturowych, a to z kolei
wplywa nieustannie na preferencje w postepowaniu konsumentow podczas dokonywania
przez nich decyzji zakupowych. Zachowanie konsumenta wynika z wrodzonych i nabytych
(wcigz modyfikowanych) potrzeb i aspiracji, ktorych zaspokojenie jest polaczeniem procesow
$wiadomych i nieswiadomych oraz czynnikéw emocjonalnych®.

Globalizacja doprowadzita m.in. do umasowienia konsumpcji, ktora przejawia si¢
poprzez wielkie serie i standaryzacje¢ produktow, a tym samym prowadzi do homogenizacji
konsumpcji. Wielkie serie produktow nie odpowiadajg jednak wszystkim konsumentom.
Wielu z nich §wiadomie dazy do heterogenizacji swojej konsumpcji, chcac podkreslic swoj
indywidualizm®?,

Zachowania konsumentow?*? i czynniki je determinujace sa od wielu lat istotnym
nurtem badan réznych nauk, a w szczegolnosci nauk ekonomicznych. Zachowania nabywcze
e-konsumentow sa zjawiskiem o znacznej dynamice, podlegajacym, w swej relatywnie

2

140 7. Rusnak, Statystyczna analiza dobrobytu ekonomicznego gospodarstw domowych, Wyd. Akademii
Ekonomicznej im. Oskara Langego we Wroctawiu, Wroctaw, 2007 s. 118 i 126-127

141 C. Bywalec, Konsumpcja a rozwéj gospodarczy i spoteczny, C.H. Beck, Warszawa, 2010, 206-211.

142 Pojecie ,,zachowanie konsumenta” pochodzi od takich terminéw, jak: consum behavior i consumer behavior,
a jednym z pierwszych, ktory go uzyt (poczatek XX w.), byt amerykanski ekonomista W.H. Reynolds. Annales
H - Oeconomia http://oeconomia.annales.umcs.pl . (data dostgpu 14.06.2021)
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krotkiej historii, istotnym zmianom dokonujagcym si¢ wraz z szybko ewoluujacg technologia
teleinformatyczna.

W dyskusji naukowej na temat zachowan konsumentow zauwazalny jest wzrost
zainteresowania ta problematyka, zwlaszcza w kontek$cie badan ekonomicznych. Jest przy
tym charakterystyczne, ze wiedza o zachowaniach konsumentow ma charakter
interdyscyplinarny. Informacje na temat ludzkich zachowan pochodza z wielu dyscyplin
naukowych, takich jak: ekonomia, zarzadzanie, psychologia, socjologia i kulturoznawstwo.
Rok temu nasz $§wiat si¢ zmienit. I cho¢ wcigz powtarzamy, ze zyjemy w §wiecie i w realiach
nieuchronnych i ciggtych zmian, to wielu z nas ma wrazenie, ze to co znane, odeszto
bezpowrotnie. Bez znaczenia, czy traktujemy te¢ zmiane¢ jako zdarzenie, seri¢ zdarzen, czy
ciggly proces, jedno jest pewne: wplywa ona na wiele dziedzin naszego zycia, nie
oszczedzajac nawet obszaré6w nam najblizszych, najczulszych, zapewniajacych nam poczucie
bezpieczenstwa.

Wielu z nas odczuwa obawe przed utrata stanowiska, pozycji zawodowej,
bezpieczenstwa finansowego. Zreszta, to juz nie tylko obawa, ale tez nowa rzeczywistos¢,
w ktorej przyszto nam funkcjonowaé. Przedsiebiorcy dziatajacy w nowej rzeczywistosci,
ktora narzuca nam $wiat WUCA® zdaja sobie sprawe, ze sukces firmy jest zalezny od
satysfakcji klientow, bo to oni wyznaczaja nowe trendy rynkowe.

Skutecznos$¢ dziatan rynkowych jest uzalezniona od umiejetnosci dopasowania si¢ do
oczekiwan i zachowan konsumentoéw oraz antycypowania zmian w tym zakresie. Poniewaz
zmiany te wyznaczaja przewidywane kierunki dzialan makroekonomicznych. Jedng z metod
pozwalajacych na prowadzenie badan, dotyczacych przewidywania zachowania
konsumentow, jest modelowanie zachowan gospodarczych. Identyfikacja czynnikow, ktore
w najsilniejszy sposob wplywaja na decyzje zakupowe, moze ulatwi¢ 1 przyspieszy¢
podejmowanie wiasciwych decyzji przez osoby odpowiedzialne za tworzenie strategii dziatan
w firmach.

6.1. Modele zachowan konsumenta indywidualnego

Ekonometryczne modele konsumpcji mozna podzieli¢ na mikro- i makroekonomiczne.
Zbiezne jest to z rozroznieniem pomiedzy mikro- i makroekonomicznymi funkcjami popytu,
ktore s3 podstawowym elementem modelu#,

Modele, opisujace prawidlowosci w mikroskali, charakterystyczne sg dla
indywidualnych  ,typowych”  konsumentéow  (gospodarstw  domowych) bedacych
reprezentantami homogenicznych grup konsumentow. W tego typu modelach akcent

polozony jest na wyjasnienie roli czynnikow ekonomicznych (zwlaszcza dochodu) oraz

143 VUCA pochodzi od stéow: volatility (zmienno$¢), uncertainty (niepewno$¢), Complexity (ztozono$¢)
i ambiguity (niejednoznaczno$¢). Termin ten zostal wymySlony przez amerykanskg armie, utworzony
z pierwszych liter stow opisujacych specyfike sytuacji podczas wojny. Dosy¢ szybko zaadaptowano VUCA na
grunt biznesu — odnoszac go zwlaszcza do dziedziny rozwoju i szkolef, ale réwniez ogoélnie do sposobu
zarzadzania organizacjami i réznymi dziedzinami spotecznymi, https://www.pwec.pl/pl/artykuly/2019/czlowiek-
w-swiecie-VUCA . html ( data dostepu 14.06.2021).

144 B, Mroéz, Procesy globalizacji konsumpcji. Eurokonumenci [w:] M. Jano$-Kresto, B. Mroz (red.), Konsument
i konsumpcja we wspolczesnej gospodarce, SGH, Warszawa 2006, s.46.
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czynnikbw demograficznych 1 spolecznych, ktore sg wyznacznikiem preferencji
konsumentéw w ksztattowaniu struktury konsumpc;jil®.

Glownym zrodlem danych statystycznych sa budzety gospodarstw domowych, ktore
maja na ogodt charakter danych przekrojowych. Mikroekonomiczne funkcje popytu modeluja
relacje miedzy popytem pojedynczych konsumentdw lub gospodarstw domowych,
a poziomem dochodéw, statusem spolecznym, wyksztalceniem, zawodem, sktadem
demograficznym rodziny, czy liczbg 0sob w rodzinie itp. Warto zalozyé, ze konsumenci
dziataja na rynku racjonalnie, podejmujac decyzje konsumpcyjne i1 wybieraja ze zbioru
dostgpnych koszykoéw, ten najbardziej przez nich pozadany, dazac do maksymalizowania
uzyteczno$ci. Konsument wydaje ,,swoj dochdéd w taki sposob, aby osiggna¢ mozliwie
maksymalng uzyteczno$¢”4°,

Podstawowym zatozeniem, przy konstrukcji funkcji uzytecznos$ci, jest mozliwosé
przyporzadkowania kazdemu zestawowi dobr - pewnej liczby, ktéra bedzie charakteryzowaé
jego miejsce w uporzadkowanym, wedtug preferencji, szeregu mozliwych zestawow dobr.
Funkcja uzytecznosci jest traktowana, jako punkt wyjscia przy konstrukcji funkcji popytu
i kompletnych modeli popytu.

Zachowania konsumentéw wynikaja z wrodzonych i nabytych potrzeb. Potrzeby sa
nazywane podstawg zachowania si¢ konsumenta i definiowane sa, jako stan u§wiadomienia
sobie braku czego$. Potrzeba stanowi gtéwny bodziec aktywnos$ci cztowieka, ktory dazac do
wyeliminowania tego przykrego stanu zakldcenia rownowagi organizmu, podejmuje starania
o zdobycie $rodkow przywrocenia wewngtrznego komfortu, a wigc zaspokojenia potrzeby.
Potrzeby w swej istocie sg nieograniczone*’,

W literaturze jest duza zbiezno$¢ w definiowaniu zachowania konsumenta. Jest ono
okreslane, jako ,zachowanie, jakie konsument okazuje w poszukiwaniu, zakupach,
uzytkowaniu, ocenianiu i dysponowaniu produktami i ustugami, ktére zdaniem konsumenta,
zaspokoja jego potrzeby”. Jesli zalozy¢, Ze konsumenci dzialaja na rynku racjonalnie,
podejmujac decyzje konsumpcyjne, to wybierajg oni ze zbioru dostepnych koszykow ten
najbardziej przez nich pozadany, dazac do maksymalizowania uzytecznosci. Konsument
wydaje ,,swoj dochod w taki sposob, aby osiagnaé¢ mozliwie maksymalng uzytecznos$¢”14e,

Funkcja uzytecznos$ci traktowana jest jako punkt wyjscia przy konstrukcji funkeji
popytu i kompletnych modeli popytu. Za wyborem mikroekonomicznego modelu funkcji
popytu przemawiajg nastepujace czynnikil*:

—  prawidtowos$ci w mikroskali charakterystyczne dla typowych gospodarstw domowych,

—  profilowanie uzytkownikow,

—  mozliwo$¢ analizy wplywu poszczegdlnych czynnikow na zmiang zapotrzebowania
danej grupy konsumentow,

- mozliwos$¢ analizy wplywu czynnikéw ekonomicznych i demograficzno-spotecznych,

— odzwierciedlenie preferencji konsumentow,

145 A, C. Samli, International Consumer Behavior in the 21st Century: Impact on Marketing Strategy
Development, Springer Science & Business Media, 2012, s.9.

146 B, Mroz, Konsument w globalnej gospodarce. Trzy perspektywy, Oficyna Wydawnicza SGH, Warszawa
2013. 5.37.

147 W. Sadowski, Elementy ekonometrii i programowania matematycznego, PWN, Warszawa 1980, s. 28.

148 file:///C:/Users/pc/Downloads/miz_zn 875 pzfim nr 41 t. 2.pdf (data dostepu z dnia 13.06.2021)

149 Tamze.
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- danymi wejsciowymi do modelu sg dane z budzetow gospodarstw domowych.
6.2.  Istota aproksymacji

Rozwigzywanie zagadnien z zakresu nauk $cistych od zarania dziejow posiada te samg
logike postepowania polegajaca na sprowadzeniu wszelkich rzeczy i1 czynnikoéw nieznanych
do tych prostych, ktore mozemy tatwo rozwigzaé. Oczywiscie nie kazde zagadnienie
rzeczywiste da si¢ rozwigza¢ w ogo6lnosci. Aby otrzymywacé pewne schematy dowolnie
bliskie prawdziwemu rozwigzaniu, stosuje si¢ coraz to bardziej skomplikowane modele
matematyczne, coraz to lepiej odwzorowujgcego rzeczywiste zagadnienie. Przykiladem
takiego zagadnienia jest aproksymacja.

Jednym z zagadnien, pojawiajacych si¢ przy rozwigzywaniu wielu problemow
fizycznych, jest odtworzenie funkcji na podstawie pomiarow jej wartosci w skonczonej
liczbie punktéw. Zazwyczaj charakter funkcji f opisujgcej dane zjawisko nie jest doktadnie
znany, a wyniki pomiaré6w sg obarczone btedami. W takich przypadkach mozna jedynie
zadowoli¢ si¢ rozwigzaniem przyblizonym uproszczonym, znajdujac inng funkcje @
w ustalonej klasie funkcji, np. w postaci wielomianu, ktora aproksymuje (przybliza) funkcje f.

W najprostszym przypadku poszukiwang funkcja aproksymujacg jest funkcja liniowa
(wiclomian stopnia co najwyzej pierwszego), a metoda jej wyznaczania jest oparta na
minimalizacji odchylenia $redniokwadratowego. W celu usci$lenia problemu zaktadamy, ze
w punktach X1, X2, ..., Xn dane sg warto$ci Y1, Y2, ..., Yn (doktadne lub przyblizone) funkc;ji f:

ye = f(zx) (k=1,2,...n)

Zagadnienie liniowej aproksymacji $redniokwadratowej, znane jest, w niektorych
srodowiskach, pod nazwg regresji liniowe;.

Aproksymacja liniowa polega na znalezieniu funkcji g postaci:
y=g(@)=a-x+b

tak, aby suma kwadratow odchylen:

S=> [m—gl@))]” =D [ —(a-zx+ b))
k=1 k=1
byla jak najmniejsza. Odchylenia wartosci funkcji aproksymujacej od punktow (Xk Yk) sa
mierzone wzdhuz osi y (pionowej), co obrazuje ponizszy rysunek.
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Wyrazenie S, traktowane jako funkcja dwoch zmiennych rzeczywistych a i b, jest
wielomianem stopnia drugiego o wartosciach nieujemnych, ma wigc minimum, ktore
wyznaczamy stosujac rachunek rézniczkowy funkcji dwoch zmiennych. Obliczamy zatem
pochodne czastkowe funkcji S(a,b) wzgledem a i b, a nastepnie przyréwnujemy je do zera.

Jest to metoda najmniejszych kwadratow (MNK). W rezultacie otrzymujemy
nastepujacy uktad dwoch rownan liniowych o dwoch niewiadomych a i b:

T L

" a- ZJ.‘E.—F?J- i:.r;l. = Z.rkyk
k=1
<

k=1 k=1
TE TL
a-z.}f;‘.—l—h-n :Zy;{
. k=1 k=1

Rozwigzujemy go w taki sposob, ze najpierw obliczamy cztery sumy:

T n 1 T
SJ.'J.' = J-k . 1?1' = ..i',ii- . -SJ_U = JIRLUL Y S.r-l = yk
k=1 k=1 k=1 k=1

a nastgpnic wyznaczamy wartosci a i b, korzystajac ze wzoréw Cramera wyrazajacych
rozwigzanie uktadu poprzez wartosci jego odpowiednich wyznacznikow:

."31.” 5y Srr SI”’

8, T

_ Sry - — SJ_- " Sy SJ_‘ ‘qu' _ 31'1' N S” - 1?1' " S‘iu

b=

i =

31'1' - — SJ_- " SJ_- 31'1' -n — SJ_- N SJ_-

Spr Sy

Sy N

Spr Sz

Sy N

Oczywiscie do tych samych wzoréw koncowych mozna doj$¢ bez korzystania
z wzorow Cramera, czyli rozwigzujac powyzszy uklad rownan metoda podstawiania lub
przeciwnych wspotczynnikow. Uktad ma doktadnie jedno rozwigzanie, gdyz jego macierz jest
nieosobliwa — (wyznacznik w mianowniku w powyzszych wyrazeniach jest rozny od zera).
Nalezy jednak pamigtac, ze obliczenia komputerowe na liczbach rzeczywistych (typu float
i double w C#) nie sa doktadne, totez nalezy unika¢ dzielenia nie tylko przez zero, lecz takze
przez wartos$ci bliskie zero. .

Aproksymacja jest narzedziem matematyki o szerokich zastosowaniach w naukach
technicznych i ekonomicznych. Ujmujac problem jezykiem naukowym: mamy dane wartosci
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nieznanej funkcji f (x) w punktach - weztach aproksymacji i poszukujemy funkcji F(x), ktora
w wezlach aproksymacji przyjmuje wartosci bliskie funkcji f(x), a w pozostatych punktach
mozliwie dobrze ja oddaje. Powyzsze stwierdzenie moze przywie$¢ na pamig¢é zagadnienie
interpolacji. Interpolacja jest szczegdlnym rodzajem aproksymacji - funkcja interpolujaca
musi przyjmowa¢ w weztach identyczne warto$ci, co funkcja interpolowana, podczas gdy
w przypadku aproksymacji nie stawiamy takiego wymagania.

Samg ide¢ aproksymacji bardzo dobrze ilustruje rowniez twierdzenie o trzech
punktach i prostej. Oto jego tresc.

Twierdzenie: Przez dowolne trzy punkty mozna przeprowadzi¢ prosta, jesli ta prosta
jest odpowiednio gruba.

Zadaniem aproksymacji jest taki dobdr nachylenia prostej, by miata mozliwie jak
najmniejsza grubosc¢ i spetniata powyzsze twierdzenie.

Zauwazmy, ze gdyby$my chcieli zastosowa¢ w tym przypadku interpolacjg, to
w ogolnym przypadku funkcja interpolacyjna nie opisywala by prostej, lecz krzywa (np.
wielomian drugiego stopnia). Uwidacznia si¢ tu zasadnicza rdznica miedzy interpolacja,
a aproksymacja. Stad funkcje aproksymujace moga by¢ duzo prostsze od interpolujacych
(przypomnijmy choéby interpolacje¢ wielomianowg — stopien wielomianu dla n wezléw
wynosi w ogdlnym przypadku n —1, podczas gdy wielomian aproksymacyjny moze mieé
stopien dowolnie nizszy).

Zatem aproksymacija, jest to przyblizenie danych zagadnien poprzez ich uproszczenie
i wyrownanie znanych wskaznikow, zgodnie z trendami. Sama nazwa pochodzi z jezyka
tacinskiego od slowa proxima, co oznacza najblizsza. Ta metoda jest uzywana w programie
Microsoft Excel do prognozowania oraz analizowania badan i juz dostepnych wynikow;
dlatego jej znajomos$¢ czesto przydaje si¢ np. w pracy biurowej. Stosujac metode
aproksymacji w Excelu, musimy stworzy¢ lini¢ trendu na rynku (w zaleznos$ci od branzy). Jej
gléwnym celem jest przygotowanie prognoz, badz identyfikacja ogoélnego trendu. Przede
wszystkim nalezy to zrobi¢ na podstawie juz istniejagcych wskaznikow np. danych z ubieglych
lat dotyczacych firmy, branzy itd. Dzigki aproksymacji z pewnoscig rozpatrywane
zagadnienia bedg bardziej czytelne i zrozumiate.

Rozwijajacy si¢ preznie aparat matematyczny stworzyt pewien zasob analitycznych
funkcji, ktore sa niezwykle czgsto wykorzystywane w bardziej zaawansowanych modelach.
Jednakze spora czg$¢ tych utworzonych funkcji posiada znaczny stopien skomplikowania, co
istotnie ogranicza mozliwos¢ ich zastosowania. ldea aproksymacji polega na poszukiwaniu
pewnych funkcji bedacych prostym przyblizeniem okreslonych zaleznos$ci, ktorych
zastosowanie w rozwazanych zagadnieniach, pozwoli osiggna¢ w przyblizeniu wynik bliski
prawdziwemu.

6.3.  Mikroekonomiczne funkcje popytu - krzywe Engla

Zachowania i wybory konsumenta modeluje si¢ w ekonomii za pomoca funkcji i ich
wykresow. Jednymi z takich krzywych sg krzywe Engla. Nazwa krzywej pochodzi do
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https://www.dobreprogramy.pl/Microsoft-Excel,Program,Windows,11867.html

niemieckiego statystyka i1 ekonomisty Ernesta Engla, ktory badajgc budzety rodzin,
sformutowat prawo dotyczace elastycznosci dochodowej popytu danych dobr i popytu
ogodlem. Krzywe te ilustrujg zaleznoéé wydatkow od poziomu dochoddéw konsumenta®®®.

Omawiana krzywa, to wykres popytu na jedno dobro, jako funkcji dochodu, przy
odpowiednim zatozeniu dotyczacym wszystkich cen i innych zmiennych. Przy pomocy
krzywych Engla dobra mozna podzieli¢ na : podrzedne, podstawowe i luksusowe.

W tym kontek$cie mogg zaistnie¢ trzy sytuacje ekonomiczne dotyczgce gospodarstw
domowych lub spoteczenstwa:

— przedenglowska - kiedy prawo Engla jeszcze nie dziala, co oznacza, ze przyrost
dochodow jest w catosci przeznaczany na zywnos$¢; (dotyczy to ubogich
gospodarstw, znajdujgcych si¢ czgsto na granicy minimum egzystencji),

— englowska - to stan typowy, ktory ma miejsce wtedy, gdy przyrosty dochodéw sa
W coraz mniejszym stopniu przeznaczane na wyzywienie, (ujawnia si¢ wtedy
w klasyczny sposob prawidtowos$¢ zwana prawem Engla),

— poenglowska - prawo Engla juz nie dziata, wzrost dochodéw nie ma wplywu na
poziom wydatkdw na zywnos$¢; sytuacja taka dotyczy gospodarstw domowych
bardzo zamoznych; (chociaz wydatki na Zywno$¢ nie ulegaja zmianie, to jednak
ich relacja do globalnych dochodow wciaz si¢ obniza).

Podstawa powyzszej klasyfikacji sa dwie ekonomiczne prawidlowosci. Wedlug
pierwszej udzial wydatkdéw na zywno$¢ zwigksza si¢ wraz ze wzrostem liczby o0sob,
natomiast wedtug drugiej, udzial wydatkow na zywno$¢ zmniejsza si¢ wskutek wzrostu
dochodow.

Druga zalezno$¢, zwana prawem Engla, wynika z faktu, ze wraz ze wzrostem
dochodu, popyt na zywnos¢ rosnie relatywnie wolniej od popytu na pozostate dobra i ustugi.
W metodzie Engla zaktada si¢, ze gospodarstwa — niezaleznie od swojej wielko$ci — osiagaja
jednakowy poziom dobrobytu, kiedy udziat wydatkéw na zywnos¢ jest dla nich taki sam.
Wskaznikiem dobrobytu ekonomicznego jest zatem odsetek wydatkow na zywno$¢ — im jest
mniejszy, tym lepsza jest sytuacja gospodarstwa domowego®®L.

Wedtug prawa Engla, im wigcej zarabiamy, tym mniejszy powinien by¢ udziat
wydatkéw na zywnos$¢ w naszym budzecie domowym. Jednak, od prawie dekady, mimo
wzrostu wynagrodzen, Polacy wcigz czwartg cze$¢ swoich dochodow przeznaczajg na
produkty spozywczel®?.

W $wietle teorii mikroekonomicznych produkty spozywcze sa dobrem zwyktym, czyli
takim, ktore chetniej kupimy, jesli wigcej zarabiamy. Zwigzane to jest z elastycznoscia
funkcji popytu konsumpcyjnego. Jednak wraz ze wzrostem dochodow powinni$my
przeznacza¢ na nie relatywnie mniejsza czg$¢ naszego budzetu, wydajac wigcej na dobra
luksusowe, na ktore dotychczas nie mogliSmy sobie pozwoli¢. Tak przynajmniej wynika
z teorii'®3,

150 H. Annales - Oeconomia http://oeconomia.annales.umcs.pl (data dostepu z dnia 15.05.2021)

151 file:///C:/Users/pc/Downloads/1455-2931-1-SM.pdf (data dostepu z dnia 15.05.2021)

152 https://repozytorium.amu.edu.pl/bitstream/10593/20121/1/012%20ZDZISEAW%20KRASINSKI%20RPEiS
%2024%283%29%2C%201962.pdf data dostepu z dnia 15.05.2021

153 file:///C:/Users/pc/Downloads/211%20(8).pdf (data dostepu z dnia 15.05.2021)
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Metoda Engla umozliwia wyznaczenie skal ekwiwalentno$ci bez koniecznosci
arbitralnego ustalania potrzeb przez ekspertoéw. Niewatpliwg zaletg tej metody jest jej prostota
oraz mozliwo$¢ wprowadzania wielu zmiennych opisujgcych cechy spoteczno-demograficzne
gospodarstwa. Znalezienie wlasciwej postaci funkcji oraz oszacowanie jej parametrow moze
jednak przysporzy¢ wiele trudnosci.

Ponadto, prawo Engla nie dotyczy gospodarstw bardzo ubogich, ani bardzo bogatych .
Metoda ta jest jednak krytykowana gltownie ze wzgledu na swoje podstawowe zalozenie,
stwierdzajgce, ze miarg dobrobytu jest odsetek wydatkow na zywno$¢ Pierwszym etapem
wyznaczania skal ekwiwalentnosci metodg Engla jest wybor postaci krzywej Engla. Postac
funkcyjna tej krzywej okresla charakter zalezno$ci w postaci jednorownaniowego modelu
ekonometrycznego. Za zmienng objasniang przyjmuje si¢ odsetek udziatéw wydatkow na
zywnos¢ ogotem, ktora wyjasniana jest przez zmienne reprezentujace cechy, takie jak dochod
lub catkowite wydatki gospodarstw domowych®*,

Ponadto, aby model moégt by¢ wykorzystany do wyznaczania skal ekwiwalentnosci,
nalezy wprowadzi¢ co najmniej jedng zmienng opisujaca typ demograficzny gospodarstwa.
Podstawowag cecha jest wielkos¢ gospodarstwa domowego. Poza charakterystykami
demograficznymi mozna uwzgledni¢ réwniez zmienne opisujace parametry spoteczno-
ekonomiczne. Wérdd tego typu cech szczegdlnie wazny jest podzial na grupy spoteczno-
ekonomiczne, poniewaz wydatki na zywno$¢ w poszczegoélnych grupach ksztattuja sie
zazwyczaj na réznym poziomie®®®,

Z pewnoscia na zachowania konsumentéw majg takze wptyw media spotecznos$ciowe.
To one coraz czgsciej oddzialuja na ich preferencje zakupowe i zywieniowe. Uzytkownicy
zaczynaja traktowac produkty spozywcze, jako dobra komplementarne do zdrowego trybu
zycia np. osoby uprawiajace sport, szukaja wlasciwej diety, a to kosztuje. Konsumenci
wybieraja chetniej produkty z etykieta bio lub eko, wydajac na nie odpowiednio wigcej
pienigdzy. Poszukuja takze Zzywnosci regionalnej, ktora z punktu widzenia Engla bylaby
niezrozumiale droga. Jest to paradoks globalnej gospodarki: np. taniej (nawet przy
uwzglednieniu kosztu transportu) jest sprowadzi¢ czosnek z Chin, niz wyhodowaé go na
Dolnym Slasku.

Inng kwestia w zachowaniach konsumenta jest wszechobecna moda na gotowanie
i popularno$¢ blogerow kulinarnych. Z kazdej strony jesteSmy zalewani informacjami na
temat tego, co powinnismy jes¢, w jaki sposob 1 kiedy. Setki uzytkownikow wrzucaja co
minute zdjecia swoich talerzy. Gotowanie i konsumowanie stalo si¢ wigc sposobem na
spedzanie wolnego czasu. Niektorzy zaczgli wigc traktowaé zywnos$¢, jako substytut ustug
czasu wolnego, takich jak np. wyj$cie na spacer, czy do muzeum i kina. Mozna wigc
przewrotnie powiedzie¢, ze Awokado staje si¢ tak samo dobrem luksusowym, jak perfumy.

6.4. Modelowanie ekonometryczne

Podstawowym narzedziem ekonometrii jest model ekonometryczny. Ekonometria,
badajac iloSciowe zalezno$ci zachodzace migdzy zjawiskami ekonomicznymi, musi

154 Tamze.
155 Tamze.
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dysponowa¢ okreslonym aparatem narzedziowym. W rozpatrywaniu nadmienionych relacji,
narzedziami tymi - przydatnymi w praktyce - sa modele ekonometryczne.

Pojecie modelu wystepuje niemal w kazdej dyscyplinie naukowej. Dlatego
W rozwazaniach o modelowaniu ekonometrycznym przytoczymy ogélng definicj¢ modelu,
(sformutowang przez 1.D.J. Brossa). Wedlug tego autora, model to uproszczone
odwzorowanie rzeczywistosci. Latwo zauwazy¢, iz okreslenie to ma charakter na tyle ogdlny,
iz jest wlasciwe dla modeli wystepujacych w réznych dziedzinach nauki. Warto jeszcze
zwroci€¢ uwage na trzy ostatnie stowa: uproszczone odwzorowanie rzeczywistosci. W tym
kontekscie, stowo ,,uproszczone”, oznacza uwzglednienie w modelu jedynie tych elementow
rzeczywistoéci, ktore sa najwazniejsze i pominiecie elementéw mniej istotnych™®,

Definicja modelu Brossa ma zwigzek z definicja modelu ekonometrycznego
sformutowang przez Zbigniewa Pawlowskiego, (przedwczesnie zmarlego polskiego
ekonometryka, autora wielu cennych podrecznikéw i monografii z zakresu statystyki oraz
ekonometrii). Definicja ta brzmi: ,,Model ekonometryczny jest to konstrukcja formalna, ktéra
za pomoca pewnego rownania lub ukladu rownan przedstawia zasadnicze powigzania
wystepujace pomiedzy rozpatrywanymi zjawiskami ekonomicznymi”. Z definicji tej wynika,
iz model ekonometryczny nalezy postrzega¢ jako réwnanie (lub uktad réwnan)
przedstawiajace wazne relacje wystepujace w gospodarce®®’.

Celem budowy modelu jest poznanie czynnikow i okres$lenie, w jakim stopniu
wplywaja one na zmian¢ preferencji konsumentéw odnosnie jego popytu na dane dobro lub
ustugg. Preferencje konsumentéw zmieniajg si¢ w czasie. Zmiany te mogg wynikaé z wielu
czynnikow, takich jak zmiany w sytuacji demograficznej i pozycji spoteczno-zawodowej
konsumenta, miejsca jego zamieszkania, czy oddziatywania polityki spoteczno-gospodarczej,
postepu technicznego, mody, poprawy jakosci itp.

Model ekonometryczny moze by¢ wykorzystywany do badania regut przebiegu
zjawisk ekonomicznych w przesztoSci 1 podejmowania na tej podstawie decyzji
ekonomicznych. Moze by¢ przez to narzgdziem rozpatrywania skutkow réznych wariantow
rozwigzan diagnostycznych i prognostycznych zwigzanych z procesem decyzyjnym?°8,

Praktyczne wykorzystanie modelu zwigzane jest wigc gtownie z prognozowaniem
I symulacja. Prognozy stanowig tez wazny element racjonalnego programowania procesow
gospodarczych. Dostarczaja one bardziej lub mniej prawdopodobnych informacji
o przysztosci, wskutek czego stwarzaja dodatkowe przestanki do podejmowania shusznych
decyzji. Pozwalaja na oszacowanie skutkow okre§lonych decyzji oraz umozliwiaja oceng
ksztattowania si¢ wybranych wielkosci ekonomicznych, przy zatozeniu okre§lonych
poziomdw innych zmiennych.

Przyklady modeli ekonometrycznych

Dalej zostang  zaprezentowane przyktady niektorych rodzajow  modeli
ekonometrycznych.

156 A S. Goldberger, Teoria ekonometrii, PWE, Warszawa 1975, s. 7.
157 3, Bartosiewicz, Metody ekonometryczne. Przyktady i zadania, praca zbiorowa, PWE, 1980, s. 5.
1% Tamze, s.12.
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Zebrane do obliczen dane, dotyczace produkcji i konsumpcji, sa wyszczegdlnione
w Tabeli 1. Beda one wykorzystane w kolejnych przyktadach.

Tabela 1. Dane dotycza dwoéch zmiennych x, y

Lp. x* y!
1 200 145,92
2 300 214,44
3 400 280,44
4, 500 344,3
5. 600 406,2
6 700 466,55
7 800 523,92
8. 900 583,29
9. 1000 640
10. 1200 695,86
11, 1300 750,72
12. 1400 804,7
13. 1500 858,2
14, 1600 911,25
15. 1700 1016,43
16. 1800 1068,66
17. 1900 1120,81
Suma 1890 11 795,69

Zrédlo: Na podstawie DieProductions- und Consumtionsverhltnisse des Konigreichs Sachsens. s. 30.

Model liniowy

Ponizej  omoéwiona  zostanie  praktycznie  budowa  liniowego  modelu
ekonometrycznego:
y=0,+0; X
Przyklad 1.
Dla danych z Tabeli 1. zbudowa¢ linowy model ekonometryczny zalezno$ci zmiennej
y od zmiennej X.

Rozwiazanie:
W celu wyznaczenia parametréw strukturalnych modelu liniowego:
y=0,+a; X
stosujemy metod¢ najmniejszych kwadratow (MNK) ponizej zaprezentowang praktycznie.
Pomocnicze obliczenia - dla utatwienia - S3 umieszczone w Tabeli 2.

Tabela 2. Aproksymacja krzywej Engla za pomoca funkcji liniowej — obliczenia
pomocnicze.

2

X1 Yi Xi Y1 X1 yi U gy (Vi _S/)Z
200 | 145,92 | 40000 29184 | 172,68 |26,76| 716,32 | -509,4 | 259484,4
300 | 214,44 | 90000 64332 | 229,46 |15,02| 225,73 |-440,88| 194371,75
400 | 280,44 | 160000 | 112176 | 286,24 | 5,8 | 33,69 |-374,88| 140532,1
500 | 344,3 | 250000 | 172150 | 343,02 |-1,28 | 1,63 |[-311,02| 96731,02
600 | 406,2 | 360000 | 243720 | 399,81 |-6,39 | 40,9 [-249,12| 62058,84
700 | 466,55 | 490000 | 326585 | 456,59 |-9,96 | 99,3 |-188,77| 35632,64

DA (W|N|FP| —
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800

523,92

640000

419136 | 513,37 |-10,55| 111,4

-131,4

17264,94

900

583,29

810000

524961 | 570,15 |-13,14| 172,77

-72,03

5187,76

1000

640

1000000

640000 | 626,93 |-13,07| 170,93

-15,32

234,58

1100

695,86

1210000

765446 | 683,71 |-12,15| 147,71

40,54

1643,81

1200

750,72

1440000

900864 | 740,49 |-10,23| 104,73

95,4

9101,9

1300

804,7

1690000

1046110 | 797,27 | -7,43 | 55,25

149,38

22315,55

1400

858,2

1960000

1201480 | 854,05 | -4,15| 17,25

202,88

41161,87

1500

911,25

2250000

1366875 | 910,83 |-0,42| 0,18

255,93

65502,16

1600

964

2560000

1542400 | 967,61 | 3,61 | 13,01

308,68

95285,74

1700

1016,43

2890000

1727931 | 1024,39 | 7,96 | 63,32

361,11

130403,24

1800

1068,66

3240000

1923588 | 1081,17 | 12,51 | 156,45

413,34

170853,17

17

1900

1120,81

3610000

2129539 | 1137,95 | 17,14 | 293,72

465,49

216684,56

Suma

18900

11795,69

24690000{15136477|11795,69| 0 |2424,28

0

1564450,03

Zrédlo: Na podstawie Die Productions- und Consumtionsverhdltnisse des Konigreichs Sachsens. s. 30.

Stosujac odpowiednie wzory obliczamy wspolczynniki strukturalne modelu:

1

Ny XYy Zx-Zy,-
ny x—(¥ x)

a=y—a, X

Odpowiedz: Zbudowany model liniowy ma postac:

9=0,5678 x+59,1236

Pozostaje jeszcze weryfikacja modelu w celu sprawdzenia, czy dobrze pasuje on do

rzeczywisto$ci. Nalezy wiec obliczy¢ nastgpujace miary dopasowania:
1. odchylenie standardowe sktadnika resztowego,
2. wspotczynnik zmiennosci resztowej,

3. wspotczynnik zbieznosci
4. wspotczynnik determinacji liniowe;.

Przyklad 2.

Zweryfikowac liniowy model zbudowany w Przyktadzie 1.

Rozwiazanie:

Oto wyniki

w Przyktadzie 1.
1. Odchylenie standardowe sktadnika resztowego:

obliczen miar dopasowania modelu

5.=3,077

2. Wspotczynnik zmiennosci resztowe:

3. Wspdtczynnik zbieznos$ci:

a2 _
Vs =00

4. Wspoélczynnik determinacji liniowe;:

liniowego

zbudowanego
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R*=1—¢°=0,99

Odpowiedz: Zatem okazuje si¢, ze zbudowany w Przyktadzie 1. model liniowy:
9=0,5678 x+59,1236

dobrze (w 99 %) opisuje stan faktyczny.
Model potegowy

Aby wyznaczy¢ model potegowy:
Y=a,X"
dokonujemy najpierw przeksztalcenia go do postaci liniowej poprzez obustronne

zlogarytmowanie:
InY=Ina,+a;InX

Naste¢pnie parametry modelu wyznaczamy metoda (MNK).

Przyklad 3.
Dla danych z Tabeli 1. zbudowa¢ potggowy model ekonometryczny:
Y=a,X
Rozwiazanie:

Dla utatwienia obliczen postugujemy si¢ Tabela 3.

Tabela 3. Aproksymacja krzywej Engla za pomoca funkcji potegowej — obliczenia
pomocnicze.

i Inx; Iny, | (Inx)* |Iny,-Inx| Iny, y ¢ |Iny,—Iny|(Iny,—InyY
1 | 529832 | 4,98306 |28,07217 | 26,40183 | 5,00769 |-0,02464|0,00061| -1,36639 | 1,86702
2 | 5,70378 | 5,36803 |32,53313| 30,61808 | 5,37223 |-0,00420/0,00002| -0,98142 | 0,96318
3 | 599146 | 563636 |35,89765| 33,77005 | 5,63087 |0,00549|0,00003| -0,71309 | 0,50850
4 | 621461 | 584151 |38,62135| 36,30272 | 5,83149 |0,01002[0,00010| -0,50794 | 0,25800
5 | 6,39693 | 6,00685 |40,92071| 38,42537 | 5,99541 |0,01144|0,00013| -0,34260 | 0,11738
6 | 655108 | 6,14537 |42,91665| 40,25878 | 6,13400 |0,01137|0,00013| -0,20408 | 0,04165
7 | 6,68461 | 6,26134 |44,68403 | 41,85462 | 6,25405 |0,00729 |0,00005 -0,08811 | 0,00776
8 | 6,80239 | 6,36868 |46,27257 | 43,32231 | 6,35995 |0,00874|0,00008| 0,01924 | 0,00037
9 | 6,90776 | 646147 |47,71708 | 44,63424 | 6,45467 |0,00680|0,00005| 0,11202 0,01255
10 | 7,00307 | 6,54515 |49,04293 | 4583610 | 6,54036 |0,00479(0,00002| 0,19570 0,03830
11 | 7,09008 | 6,62103 |50,26919 | 46,94363 | 6,61859 |0,00244[0,00001| 0,27158 0,07376
12 | 7,17012 | 6,69047 |51,41061 | 47,97147 | 6,69055 |-0,00008|0,00000| 0,34102 0,11630
12 | 7,24423 | 6,75484 | 52,47883 | 48,93358 | 6,75718 |-0,00234|0,00001| 0,40539 0,16434
13 | 7,31322 | 6,81482 |53,48319 | 49,83826 | 6,81921 |-0,00439|0,00002| 0,46537 0,21657
14 | 7,37776 | 6,87109 | 54,43133 | 50,69326 | 6,87723 |-0,00614|0,00004| 0552164 | 0,27211
15 | 7,43838 | 6,92405 |55,32955 | 51,50375 | 6,93174 |-0,00768|0,00006| 0,57460 0,33017
16 | 7,49554 | 6,97416 |56,18315| 52,27511 | 6,98312 |-0,00896|0,00008| 0,62471 0,39026
17 | 7,54961 | 7,02181 |56,99660 | 53,01190 | 7,03173 |-0,00993|0,00010| 0,67236 0,45207
Suma|122,23295|114,29008|837,26073| 782,59504 |114,29008| 0,00000[0,00152| 0,00000 5,8302

Zrédlo: na podstawie Die Productions- und Consumtionsverhdlmisse des Konigreichs Sachsens. s. 30.
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Zatem otrzymujemy:
Iny=0,24421+0,89905 In x
t (0,003629) (0,024755)
1 wracajac do postaci potegowej otrzymujemy model potggowy.
Odpowiedz: Zbudowany model potegowy ma postac:
y=1,27661-x"*"

Przyklad 4.
Sprawdzi¢, czy zbudowany w Przykltadzie 3. potgegowy model, jest dobrze
dopasowany do rzeczywistosci.

Rozwiazanie:
Obliczamy miary dopasowania modelu:
1. odchylenie standardowe sktadnika resztowego:
5.=0,00974728

2. wspotczynnik zmiennosci resztowej:

V =—=0,001535

S,
y

P2 _
Tt

3. wspodlczynnik zbieznosci:

4. wspotczynnik determinacji liniowej:
R*=1—¢*=0,99973

Odpowiedz: Zbudowany model potggowy ma postac:
y=1,27661-x""""
i wyjasnia on zmienno$¢ zmiennej endogenicznej w 99%.

Model Tornquista dla débr pierwszej potrzeby

Ma on postac:

_axXx
Y= x48
Dokonujemy linearyzacji funkcji Tornquista za pomocg podstawien:
~_1 _ 1 1 B
y y I a:B=a
I otrzymujemy postac liniowa:
Y=0+5-%

Przyklad 5.
Postugujac si¢ danymi z Tabeli 1. zbudowa¢ model Tornquista.:
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Rozwiazanie:
Pomocnicze obliczenia sa umieszczone w ponizszej Tabeli 4.

X

Y=iB

Tabela 4. Aproksymacja krzywej Engla za pomoca funkcji Tornquista — obliczenia

pomocnicze.
) el - —
[ X Y, vy e=y-y & V=i (V=%
1 ]0,0050000000000,006853070175|0,006853070175 0 0 0,004747454906 |0,000022538328
2 |0,003333333333|0,004663309084/0,004663309084 0 0 0,002557693814 |0,000006541798
3 ]0,002500000000/0,003565825132/0,003565825132 0 0 0,001460209862 |0,000002132213
4 ]0,002000000000/0,002904443799(0,002904443799 0 0 0,000798828529 (0,000000638127
5 ]0,001666666667|0,002461841457|0,002461841457 0 0 0,000356226188 [0,000000126897
6 |0,001428571429|0,0021433929910,002143392991 0 0 0,000037777721 [0,000000001427
7 10,001250000000/0,001908688349)0,001908688349 0 0 -0,000196926920 {0,000000038780
8 ]0,001111111111/0,001714413071/0,001714413071 0 0 -0,000391202199|0,000000153039
9 ]0,001000000000/0,001562500000]0,001562500000 0 0 -0,000543115270{0,000000294974
10 |0,000909090909|0,001437070675|0,001437070675 0 0 -0,000668544595 |0,000000446952
11 |0,000833333333|0,0013320545610,001332054561 0 0 -0,000773560709 |0,000000598396
12 |0,000769230769|0,001242699143]0,001242699143 0 0 -0,000862916127 |0,000000744624
12 |0,000714285714/0,001165229550]0,001165229550 0 0 -0,000940385719|0,000000884325
13 |0,000666666667/0,001097393690]0,001097393690 0 0 -0,001008221580|0,000001016511
14 |0,000625000000/0,001037344398|0,001037344398 0 0 -0,001068270871(0,000001141203
15 |0,000588235294/0,0009838355810,000983835581 0 0 -0,0011217796880,000001258390
16 |0,000555555556|0,000935751315/0,000935751315 0 0 -0,001169863955 |0,000001368582
17 |0,000526315789/0,0008922118820,000892211882 0 0 -0,001213403387(0,000001472348
Suma|0,025477396571]0,037901074855|0,037901074855| 0,000000000000 | *5,40408296102258E-09| 0,000000000000 [0,000041396914

Zrédlo: na podstawie Die Productions- und Consumtionsverhiltnisse des Konigreichs Sachsens . s. 30.

* - wynik sumy kwadratowego btedu estymacji 0,00000000054048296102258 zostat
wyznaczony za pomocg Libre Office Calc Wersja: 6.4.6. Suma ta zawiera pierwsza znaczaca
cyfre na dziewiatym miejscu po przecinku.

Otrzymujemy posta¢ liniowg modelu:

¥=1,33268625762551 X+0,000219316586891

6,91364582376145E-06 0,00380691604782
t 350,069778499222 31,7222768538317

Odpowiedz: Zbudowany model po przeksztalceniu odwrotnym do linearyzacyjnego,
pozwala otrzymaé¢ model Tornquista:

Y:

4559,6186 x

6076,54111+x

Otrzymany model zostanie zweryfikowany w Przyktadzie 6.

Przyklad 6.
Dokona¢ sprawdzenia, czy i na ile zbudowany w Przykladzie 5. Model Tornquista jest
dopasowany do rzeczywistos$ci.

206



Rozwiazanie:
Obliczamy miary dopasowania:
1. odchylenie standardowe sktadnika resztowego:

s.=1,83781170162754 10>

2. wspblczynnik zmiennosci resztowej'

V= —0,008728145773167

'“<'|m

3. wspolczynnik zbieznosci:

L =0,00013
Z(y,

4. wspotczynnik determinacji liniowe;j:

R*=1—¢’=0,99987
0,00380691604782 6,91364582376145E-06

Odpowiedz: Model Tornquista:

4559,6186 x
6076,54111+x

Y\=

z Przyktadu 5. w 99% wyjasnia. zmienno$¢, a wigc jest on dobrze dopasowany do
rzeczywistosci.

Whnioski

1.

Podczas budowy ekonometrycznych modeli, opisujacych zalezno$¢ np. wydatkéw od
dochoddéw, nalezy rozwazy¢ kilka postaci analitycznych funkcji i wybra¢ wilasciwa
funkcje. Od tego wyboru zaleza m.in. warto$ci dochodowej elastyczno$ci popytu.

Przy doborze postaci analitycznej funkcji, oprocz miar dopasowania modelu do
danych empirycznych 1 precyzji oszacowan parametrow, wygodnie jest postuzy¢ si¢
analiza graficzng. Wartosci oszacowanych parametréow dla ustalonej postaci
analitycznej funkcji sg na ogdt rézne w przypadku zastosowania réznych metod
estymacji. Modele oszacowane na podstawie metod estymacji nieliniowej, zawsze
cechujg si¢ nie gorszym dopasowaniem, niz modele zlinearyzowane.

W przypadku modelu liniowego parametry strukturalne sg statystycznie istotne ( dla
a=0,001 1 16 stopni swobody t= 4,015) Model wyjasnia zmienno$¢ zmiennej
endogenicznej w 99%.

W przypadku modelu potggowego parametry strukturalne sg statystycznie istotne.
Model wyjasnia zmienno$¢ zmiennej endogenicznej w 99,973%.

W przypadku modelu wykorzystujacego funkcje Tornquista dla dobr pierwszej
potrzeby parametry strukturalne rowniez sg statystycznie istotne. Model wyjasnia
zmienno$¢ zmiennej endogenicznej w 99,987%.

Wszystkie modele sg dobrze dobrane do analizowanych danych rzeczywistych.
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Zakonczenie

Fundamentalna dla spoteczenstwa konsumpcyjnego zasada glosi, iz jego cztonkéw
utrzymywaé trzeba w stanie permanentnego niespelnienia. To wlasnie niemozno$¢
zaspokojenia pragnien oraz mocne 1 trwale przekonanie, ze kazdy akt zaspokojenia
pozostawia wcigz jeszcze wiele do zyczenia i zastuguje na korekte, stanowig koto zamachowe
prokonsumenckiej gospodarki.

Wspblczesnie konsumpcja przestaje by¢ jedynie Srodkiem do zaspokojenia potrzeb
fizjologicznych. Staje si¢ ona elementem ogolnie rozumianej kultury, a potrzeby, jakie
zaspokaja, mozna zaliczy¢ do wszystkich pozioméw potrzeb zgodnie z klasyfikacja przyjeta
przez A. Maslowa. Jak zauwazyt M. Kempny: ,,obecnie nie tyle po prostu zyjemy
w spoleczenstwie konsumpcyjnym, ile stanowimy cze$¢ cywilizacji konsumpcyjnej ze
swoistg dla niej epistemologig. Skutkiem zmieniajacych si¢ uwarunkowan konsumpcji
o charakterze ekonomicznym, spotecznym i kulturowym sg nowe trendy w zachowaniach
konsumpcyjnych spoteczenstwa rozumiane jako okreslony kierunek zmian w preferencjach
konsumentéw, bedacy konsekwencja przemian dokonujacych si¢ permanentnie w otoczeniu
rynkowym?>° .

Procesy globalizacji i wirtualizacji powoduja zmiany w zachowaniach konsumentow,
a ich potrzeby ewoluuja, co wymusza zmiany w dziatalno$ci innowacyjnej przedsiebiorstw.
Konsumenci, dzigki nowoczesnym technologiom (Internet, smartfon), stajg si¢ aktywnymi
partnerami przedsi¢biorcoéw, tzn. wspottworzg produkty, a nastepnie je nabywaja. To wlasnie
Internet jest innowacja, ktéra ma podstawowy wplyw na zachowania konsumentéw i ich
decyzje na rynku. Producenci zmuszeni sg zatem do obserwacji wszelkich zmian w trendach
konsumenckich i do dynamicznego reagowania na nie. Polega to nie tylko na
wykorzystywaniu informacji o zachowaniach konsumentow, ale takze na angazowaniu ich
w procesy produkcyjne®,

Elastyczne ofertowanie jest trendem, ktory nawigzuje do zmienno$ci decyzji
nabywcow oraz do ich rosngcych oczekiwan wzgledem punktéw sprzedazy, jakosci obstugi
1, ogolnie, marek. Nie wystarczy juz tylko oferowanie ,,najlepszej jakosci w najlepszej cenie”,
czesto konsumenci oczekujg rozwigzan, ktore nie tylko beda wyrdzniaty si¢ sposrod innych
rynkowych ofert, ale rowniez beda proponowaé wigksza elastyczno$¢ np.. mozliwos¢
wycofania si¢ z transakcji w kazdej chwili 1 bez konsekwencji - moze tez chodzi¢ o produkty,
ktore podlegaja modyfikacjom - rowniez po zakupie, w trakcie uzytkowania, w zalezno$ci od
doraznych potrzeb.

W omawianym rozdziale przedstawiono mozliwos¢ zastosowania modelowania
i symulacji zachowan gospodarczych konsumenta za pomocg mikroekonomicznych funkcji
popytu, jako narzedzia do badania zachowania konsumentow. Wykazano, ze jest to metoda,
ktéra pozwala na prowadzenie eksperymentow z uwzglednieniem niejednorodnej ztozonosci -
zarObwno na poziomie indywidualnego konsumenta, jak 1izlozonego S$rodowiska
marketingowego.

159 T, Zalega, Nowe trendy w zachowaniach konsumpcyjnych miejskich gospodarstw domowych w okresie
kryzysu, ,,Marketing i Rynek” 2013, nr 8, s. 26.
160 C. Bywalec, Konsumpcja a rozwdj gospodarczy i spoteczny, C.H. Beck, Warszawa 2010, s. 5
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Ponadto symulacja daje takze mozliwos¢ modelowania interakcji migdzy
poszczeg6lnymi podmiotami rynku. Poza wymienionymi korzy$ciami wynikajacych ze
stosowania omawianej metody modelowania zachowan konsumenta, nalezy wskaza¢ rowniez
na pewne trudnosci, jakie moga pojawia¢ si¢ podczas jej stosowania. Stosowanie tego rodzaju
modelowania wymaga od badacza posiadania okreslonych kompetencji Nie mniej jednak
wysitek wlozony w konstrukcje przedstawionych modeli procentuje w postaci sprawnego
narzedzia, ktore moze z powodzeniem by¢ stosowane w omawianym obszarze.

Pandemia COVID-19 przyspieszyta tempo zmian behawioralnych w stylu zycia ludzi
na calym S$wiecie, w sposobie w jaki: pracuja, jedza, komunikujg si¢, bawia, czy ucza.
Dotyczy to réwniez wzorcéw konsumpcji w kazdej kategorii.

Sektor  handlu iproduktow konsumenckich znajduje si¢ w  punkcie
zwrotnym. Nadszedl czas, by przemysle¢ na nowo wickszo$¢ dotychczasowych zalozen
biznesowych. Firmy muszg zastanowi¢ si¢, jaka warto$¢ i w jaki sposob oferuja ja dzi§ swoim
klientom oraz, co najwazniejsze, w jaki sposob beda to robi¢ w przysztosci. Wyzwania
przysztosci implikujg potrzebe zdecydowanie bardziej proaktywnej polityki firm 1 szybszego
reagowania na zachodzace zmiany. Wymuszaja one rowniez konieczno$¢ oparcia strategii
rozwoju na coraz wigkszej liczbie danych oraz dialogu ze wszystkimi interesariuszami.
Rewolucja technologiczna wcigz zmienia krajobraz konsumencki. Nowoczesne technologie
usprawniajg procesy biznesowe, otwieraja nowe kanaly sprzedazy 1 interakcji
z konsumentami tworzac nowe i nieznane dotagd modele biznesowe.

Nowe trendy w konsumpcji, zaobserwowane najpierw na rynkach krajow zachodnich,
wystepuja takze na rynku polskim, gdyz zaistnialy warunki im sprzyjajace. Wptywaja na to
procesy globalizacji, w tym konsumpcji oraz poprawa warunkow ekonomicznych
spoteczenstwa, czy zmiany spoteczne i kulturowe. Zachowania konsumentow, jako
nabywcéw dobr i ustug na rynku, sa zroéznicowane. Z jednej strony nastepuje proces
ujednolicania konsumpcji 1 przejmowanie wzorcéw z innych krajow, z drugiej za§ — ma
miejsce indywidualizacja preferencji zakupowych 1 stylu zycia.

161 A, Dabrowska. i in., Kompetencje konsumentéw — innowacyjne zachowania, zréwnowazona konsumpcja,
PWE, Warszawa 2015, 25.
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Streszczenie

Celem rozwazan zawartych w rozdziale jest zapoznanie czytelnikow z elementarnymi
metodami  matematyczno-statystyczno-ekonometrycznymi  stosowanymi w  tworzeniu
mikroekonomicznych modeli popytu na dobra okreslonego typu. Poniewaz zachowanie
konsumentéw jest systemem zlozonym, istnieje wigc problem odkrycia regut rzadzacych
procesem podejmowania przez nich decyzji.

W rozdziale mowione zostaty nast¢pujace zagadnienia: modele zachowan konsumenta
indywidualnego, idea aproksymacji oraz wybrane mikroekonomiczne funkcje popytu
w postaci krzywych Engla. TreSci merytoryczne rozdzialu zostaly podzielone na 4
podrozdziaty.

Dwa poczatkowe podrozdzialy zawieraja: ekonometryczne modele konsumpcji
w odniesieniu do konsumenta indywidualnego oraz istotg aproksymacii.

Rozdziat trzeci zostal poswigcony wybranym mikroekonomicznym funkcjom popytu
w postaci krzywych Engla.

W rozdziale czwartym omdwione jest modelowanie ekonometryczne, ktore zostalo
zilustrowane przyktadami rachunkowymi wraz z wyjasniajacym komentarzem.

Przedstawione w rozdziale tresci, dotycza ekonometrycznego modelowania zachowan
konsumenta na rynku towaréw konsumpcyjnych i majg zastosowanie w nowoczesnych
technologiach informatycznych. Konsument jest osoba podejmujaca racjonalng decyzje¢
dotyczaca optymalnego wyboru dobr 1 ushug, wigc teoria wyboru konsumenta ma
niewatpliwie duze zastosowanie praktyczne i wymaga posiadania okreslonych kompetencji
w zakresie modelowania ekonometrycznego.

Stowa kluczowe

modelownie, mikroekonomiczne modele, zachowania konsumentow, aproksymacja, krzywe
Engla
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Modeling of economic behavior of the consumer using microeconomic functions
of demand

Summary

The aim of the considerations in this chapter is to familiarize readers with elementary
mathematical-statistical-econometric methods used in creating microeconomic models of
demand for a specific type of goods. Since consumer behavior is a complex system, there is a
problem of discovering the rules governing the decision-making process.

The following issues were discussed in the chapter: an overview of individual
consumer behavior models, the idea of approximation and selected microeconomic functions
of demand in the form of Engel curves. The content of the chapter has been divided into 4
subsections.

The first two sections include: econometric models of consumption in relation to the
individual consumer and the essence of approximation.

The third chapter is devoted to selected microeconomic functions of demand in the
form of Engel curves.

Chapter four discusses econometric modeling, which has been illustrated with
accounting examples with an explanatory commentary.

The content presented in the chapter on econometric modeling of consumer behavior
on the consumer goods market is applicable in modern information technologies. The
consumer is a person who makes a rational decision regarding the optimal choice of goods
and services, so the theory of consumer choice has undoubtedly a great practical application
and requires specific competences in econometric modeling.

Keywords
modeling, microeconomic models, consumer behavior, approximation, Engel curves

211



Bibliografia

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

212

Bartosiewicz S., Metody ekonometryczne. Przykiady i zadania, praca zbiorowa, PWE,
1980.

Bauman Z., Plynne zycie, tham. Tomasz Kunz, Wydawnictwo Literackie, Krakéw 2007.
Buga J., Metody ilosciowe w naukach ekonomicznych, Prace Naukowe, Ekonomika Nr
1/14/2006, Wydawnictwo Politechnika Radomska, Radom 2006.

Bywalec C., Konsumpcja a rozwéj gospodarczy i spoteczny, C.H. Beck, Warszawa
2010, s. 18.

Consumer Behavior, ed. L.G. Schiffman, 9th ed., New Jersey Prentice Hall 2007.
Czyzycki R., Hundert M., Kléska R., Wybrane zagadnienia ekonometrii, Economicus,
Szczecin 2004.

Dabrowska A. 1 in., Kompetencje konsumentow — innowacyjne zachowania,
zrbwnowazona konsumpcja, PWE, Warszawa 2015, s.5.

Dudek H., Skale ekwiwalentnosci — estymacja na podstawie kompletnych modeli
popytu, Wydawnictwo SGGW, Warszawa, 2011.

Engelhardt H., Kohler P., Prskawet A., Causal Analysis in Population Studies:
Concepts, Methods, Applications, Springer, 20009.

Fortuna Z., Macukow B., Wasowski J., Metody numeryczne, Wydawnictwo Naukowo —
techniczne, wydanie VI, Warszawa 2002.

Goldberger A.S., Teoria ekonometrii, PWE, Warszawa 1975.

Hicks J.R.S., Wartosé i kapitat, PWN, Warszawa 1975.

Kempny M., Wprowadzenie — Konsumpcja wyzwaniem dla socjologii wspélczesnej,
[w:] Konsumpcja — istotny wymiar globalizacji kulturowej, Wydawnictwo IFiS PAN,
Jawlowska A., Kempny M. (red.), Warszawa 2005.

Kukta K., Goryl A., Jedrzejewski Z., Osiewalski J., Walkosz A., Wprowadzenie do
ekonometrii, PWN, Warszawa 2009.

Mréz B. (2006), Procesy globalizacji konsumpcji. Eurokonumenci [w:] Janos$-Kresto
M., Mréz B. (red.), Konsument i konsumpcja we wspotczesnej gospodarce, SGH,
Warszawa.

Mroz B., Konsument w globalnej gospodarce. Trzy perspektywy, Oficyna Wydawnicza
SGH, Warszawa 2013.

Ostrowska 1., Potrzeby i aspiracje jako czynniki inspirujgce zachowania nabywcow,
[w:] Zachowania nabywcow, Perenc J. i Rosa G. (red.), WN US, Szczecin.

Perali F., The Behavioral and Welfare Analysis of Consumption: The Cost of Children,
Equity and Poverty in Colombia, Springer, 2003.

Rusnak Z. Statystyczna analiza dobrobytu ekonomicznego gospodarstw domowych,
Wyd. Akademii Ekonomicznej im. Oskara Langego we Wroctawiu, Wroctaw 2007.
Sadowski W., Elementy ekonometrii i programowania matematycznego, PWN,
Warszawa 1980.

Skowron S., Skowron L., Lojalnos¢ klienta a rozwoj organizacji, Difin, Warszawa
2012.

Swiatowy G., Zachowania konsumentéw. Determinanty oraz metody poznania
i ksztattowania, PWE, Warszawa 2006.



20. Witek J., Zachowania konsumentow — wyzwaniem rynku, [w:] Zachowania nabywcow,
Perenc J., Rosa G. (red.), WN US, Szczecin 2011.

21. Zalega T., Konsumpcja, Polskie Wydawnictwo Ekonomiczne, Warszawa 2012.

22. Zalega T., Nowe trendy w zachowaniach konsumpcyjnych miejskich gospodarstw
domowych w okresie kryzysu, ,,Marketing i Rynek” 2013, nr 8, s. 26.

Netografia

23. Bray, Consumer Behaviour Theory: Approaches and Models, s. 3-26,
http://eprints.bournemouth.ac.uk/10107/1/Consumer_Behaviour_Theory_Approaches_
%218._Models.pdf.

24. http:/fjacek.zlydach.pl/old-blog/download/numerki/sprawozdanka/Aproksyksy%20-
%?20teoria.pdf

25. The poorer is a family, the greater is the proportion of the total outgo [family expen-
ditures] which must be used for food.” (Engel quoted in Zimmerman, 1932)

26. file:///C:/Users/pc/Downloads/b_bazeli%20(1).pdf

23. Die Productions- und Consumtionsverhéltnisse des Konigreichs Sachsens.

24. https://www.pwec.pl/pl/artykuly/2019/czlowiek-w-swiecie-VUCA. .html.

25.  Annales H - Oeconomia http://oeconomia.annales.umcs.pl.

26. file:///C:/Users/pc/Downloads/1455-2931-1-SM.pdf

27. file:///C:/Users/pc/Downloads/211%20(5).pdf

27. https://repozytorium.amu.edu.pl/bitstream/10593/20121/1/012%20ZDZISEAW%20KR
ASINSKI%20RPEiS%2024%283%29%2C%201962.pdf

28. file:///C:/Users/pc/Downloads/miz_zn 875 pzfim_nr_41 t. 2.pdf

213



214

Marcelina Staba — Wigcek

Rozdziat si6dmy

OPTYMALNE FUNKCJONOWANIE PRZEDSIEBIORSTWA
W OKRESIE NIEPEWNOSCI RYNKOWEJ
— PANDEMII COVID - 19 NA PRZYKLADZIE PGNIG



Spis tresci Rozdzialu siodmego

VVPTOWAUZENIE ...ttt bbbttt b bbbttt 216
7.1. Charakterystyka Polskiego Gornictwa Naftowego i Gazownictwa S.A. ............... 216
7.2. Przekréj zmian w dzialalnosci PGNiG w latach 2018 - 2021...............ccoeviiieiinnnnn 217
ZAAKONCZEIMIC ...ttt e s e et et e e e s s e n e e ne e n e 220
SEFESZCZENIE .. 221
SIOWA KIUCZOWE ... 221
SUIMMIATY ...ttt a bttt e b et e bt e e h b e et e e e Rt e e bt e eRb e e be e eat e e nbeeanbeeabeeennee e 222
[E ALY 0] 0 KPR 222
Bibliografia (Netografia) ... 223

215



Wprowadzenie

Okres niepewnosci rynkowej zazwyczaj powoduje zaburzenia w dzialalnosci
przedsiebiorstw. Pociggaja one na ogot konsekwencje w sferze finansowej, jak tez wptywaja
na funkcjonowanie firmy. Historycznie rzecz ujmujac, z najwiekszymi okresami niepewnosci
rynkowej mieliSmy do czynienia podczas wojen, rewolucji (w tym takze w r6znego rodzaju
rewolucjach technologicznych - prowadzacych do przemodelowania globalnego systemu
gospodarczego) lub w czasie krachow bankowych, czy klgsk zywiotowych. Okres pandemii
korona wirusa Covid-19, ktéry rozpoczal si¢ w 2019 roku, a pelny zasieg osiagnal
w 2020roku, przetozyt si¢ na cata gospodarke swiatowg. Obserwowali$my niebywaty wzrost
sektora produkcji materiatéw medycznych (w szczegolnosci rekawic i fartuchéw ochronnych,
maseczek, ptynéow dezynfekcyjnych, itp.), zas po drugiej stronie gospodarki -nastapita zapasé¢
rynku réznych ustug np. turystycznych.

W artykule przedstawione jest przedsigbiorstwo, ktore moze postuzy¢, jako wzgledny
index zachowania calej gospodarki narodowej w okresie pandemii. Jest to Polskie Gornictwo
Naftowe i Gazowe Spotka Akcyjna (PGNIG) - podmiot monopolistyczny na rynku dostaw
gazu na terytorium Rzeczypospolitej Polskiej. Strategiczna rola gazu w modernizujacej si¢
energetyce oraz jego istotne znaczenie w przemysle chemicznym sprawiaja, ze jakiekolwiek
wieksze zaburzenia w gospodarce powinny przektada¢ si¢ wprost na wyniki finansowe firmy.

Przyktadem przedsigbiorstwa, ktore nie doznalo w/w strat, a nawet odnotowato pewne
korzys$ci jest polskie duze przedsigbiorstwo: PGNiG. W tre§ci niniejszego opracowania
zawarte jest ilosciowo - liczbowe uzasadnienie wypowiedzianej tezy.

7.1.  Charakterystyka Polskiego Gornictwa Naftowego i Gazownictwa S.A.

Spotka PGNiG powstata 1 wrzesnia 1982 w wyniku przeksztalcenia Zjednoczenia
Gornictwa Naftowego 1 Gazowniczego utworzonego jeszcze w 1972 roku w wyniku
polaczenia Zjednoczenia Przemystu Gazowniczego oraz Zjednoczenia Przemystu Naftowego.
W 1996 roku firma zostata przeksztalcona w spotke akcyjng, za§ 2005 jej akcje zaczgto
notowa¢ na Warszawskiej Gieldzie Papierow Wartosciowych (GPW). Obecnie 71% akcji
przedsigbiorstwa znajduje si¢ w posiadaniu Skarbu Panstwa. Mozna wigc uzna¢ za zasadng
hipotezg, ze zarzadzanie PGNIiG jest mocno skorelowane z polityka gospodarcza rzadu RP.

Dziatalno$¢ przedsigbiorstwa PGNiG mozna podzieli¢ na cztery obszary:

e wydobywczy,

e  wytworczy,

e obr6t i magazynowanie,
e dystrybucyja.

Spotka jest rowniez odpowiedzialna za bezpieczenstwo gazowe Polski i w zwigzku
z tym posiada liczne podziemne magazyny gazu (czgs¢ z nich powstala w wyniku
zagospodarowania bytych sztolni gorniczych). Przedsiebiorstwo posiada 7 oddzialow w kraju
oraz dwa oddziaty za granica: Oddzial Operatorski w Pakistanie oraz Oddzial w Ras Al
Khaimah w Zjednoczonych Emiratach Arabskich
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7.2.  Przekrdj zmian w dzialalnos$ci PGNiG w latach 2018 - 2021

Osiagane przez przedsigbiorstwo wyniki finansowe sg najcze$ciej charakteryzowane
przez: EBIT i EBITDA.

EBIT, to wskaznik, ktory jest liczony ,,od dolu”. Do zysku netto dodawany jest
podatek, a takze koszty odsetkowe netto. W EBT znajduje si¢ wynik pochodzacy
z dziatalno$ci pozaoperacyjnej. Natomiast zysk operacyjny nie wlicza wynikoéw z dziatalnos$ci
pozarolniczej.'5?

EBITDA, to miara, ktora dotyczy rentownos$ci dziatalnosci biznesowej. Ponadto jest
ona wykorzystywana podczas wyceny przedsigbiorstwa. EBITDA osigga si¢ poprzez
wykorzystanie kapitatow wiasnych, jak i finansowania zewnetrznego.®®

Poréwnujac przychody PGNiG uzyskane ze sprzedazy swoich produktow w latach
2018 — 2019 stwierdzamy, ze finanse w roku 2019 ksztaltowaly si¢ wysokim poziomie.
W okresie tym przychody ze sprzedazy wyniosty 42,05 mld zl. Jest to dobry wynik ze
wzgledu na to, ze w roku poprzedzajagcym byly one o 2% nizsze. Wynik EBITDA siggnat 5,5
mld zl, a zysk netto 1,37 mld zt. Zatem sprzedaz gazu w roku 2019 byta wigksza, niz w roku
poprzednim o okoto 6%, pomimo, ze [ 1 IV kwartat tego roku charakteryzowal si¢ wyzszymi
temperaturami atmosferycznymi, ktore sprawialy u odbiorcéw mniejsze ich zapotrzebowanie
na zuzycie tego produktu m.in. na ogrzewanie.

Na przetomie lat 2018/2019 import gazu z Rosji do Polski spadt z 67%, az do 60%.
Wzrést natomiast LNG z 20% do 23 %. Ponadto obrot detaliczny rok do roku, dotyczacy baz
odbiorcow paliwa gazowego, wzrést o okoto 67 tys. mln. m3. Sprzedaz odbiorcom
koncowym w roku 2019 wyniosta o ok. 100 min m?® wigcej, niz w roku poprzednim.
Natomiast ustugi dystrybucyjne w analizowanych latach spadly o 5% przy zmniejszonej o 2%
iloéci dystrybuowanego paliwa.’®* Nalezy ponadto stwierdzi¢, iz od miesigca lutego 2019 r.
obowigzuje nizsza o 5% stawka taryfy dystrybucyjnej wzgledem stawki z roku 2018. Na tak
dobry wynik finansowy w roku 2019 mialy wpltyw zawarte w IV kwartale odpisy na
Rzeczowy Majatek Trwaty oraz na Obrot i Magazynowanie.

W zwigzku z powszechnie zaistniatag w 2020r. pandemig COVID — 19 spotka PGNiG
nie wstrzymywata dostaw swoich produktow dla klientéw, pomimo tego ze cze$¢ z nich
miato problem z terminowymi platnosciami. W marcu w/w roku Spotka odnotowata znaczacy
sukces w zakresie zawierania nowych umow z odbiorcami.

Z powodu pandemii w roku 2020 zostalo wprowadzonych w gospodarce Swiatowej
wiele ograniczen. Uwzgledniajac zaistnialg sytuacje, Spotka - w trosce o bezpieczenstwo
klientow - zawierala nowe umowy przez platform¢ informatyczng e-BOK. Platforma ta
umozliwia zawieranie umow z PGNiG on-line, co jest szczegolnie istotne w kontekscie braku
mozliwo$ci osobistego kontaktu klienta z Biurem Obstugi Klienta z powodu pandemii. Dla
przyktadu, w jednym z tygodni marca 2020 r. spotka zawarla az 735 nowych lub
znowelizowanych uméw. W catym za§ miesigcu marcu 2020r. spotka zawarta az o 1000%
nowych umow wiecej w porOwnaniu z miesigcem lutym tegoz roku. Jest to bardzo duzy

162 https://www.gpwonfostrefa.pl/co-to-jest-ebit-a-zysk-operacyjny/

163 https://www.private-equity.pl/co-to-jest-ebitda/

164 https://pgnig.pl/aktualnosci/-/news-list/id/koronawirus-w-polsce-pgnig-zapewni-dostawy-gazu-i-pradu-dla-
klientow-majacych-opoznienia-w-platnosciach/newsGroupld/10184?changeYear=2020&currentPage=13
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wzrost z 250 umow w lutym do 2500 nowych podpisanych w marcu. Nastepnie w kwietniu
2020 przedsigbiorstwo zawarto kolejnych az 7 tysiecy nowych umow.

Zatem, na przyktadzie PGNiG, mozna stwierdzi¢, ze umowy zawarte online, podczas
zdalnej obstugi klientow, sa skuteczniejsze i przedsigbiorstwo moze sobie niezle radzi¢
podczas pracy zdalnej w kontaktach z klientami z powodu wciaz trwajacej pandemii.

Rok 2020 uptynat pod wcigz trwajacym znakiem ogolno§wiatowej pandemii COVID —
19. W tym czasie bardzo wiele firm istotnie ograniczyto swoja dzialalnos¢ lub nawet
zrezygnowato z dalszego funkcjonowania na rynku. W przedsiebiorstwie PGNIiG odnotowano
sytuacj¢ wprost przeciwnag.

W I potroczu 2020 roku nastgpit rekordowy wzrost wynikow dziatalnosci tego
przedsigbiorstwa. Zysk netto oraz wskaznik EBIT, w poréwnaniu z I pétroczem w 2019 roku,
wzrést az czterokrotnie. Natomiast parametr EBITDA w tym samym okresie pordéwnawczym
rowniez wzrdst i to az trzykrotnie. Ponadto przedsiebiorstwo zwigkszylo sprzedaz gazu
ziemnego, co w konsekwencji przyczynito si¢ do wzrostu sprzedazy energii cieplne;j.

W 2020 r. przychody ze sprzedazy produktow PGNiG wyniosty 21,04 mld zl, a zysk
netto 5,92 mld zt. Wskaznik EBITDA uksztaltowal si¢ na poziomie 9,35 mld zt, zas EBIT
siegnat 7,65 mld zi. Konkludujac, nalezy stwierdzi¢, iz pomimo wcigz trwajacej pandemii
COVID - 19, spotka osiggneta w I potroczu 2020r. bardzo dobre wyniki. Ponadto w rankingu
raportowanych przedsigbiorstw za 1 potrocze oraz kwartal PGNiG osiagnelo, sposrod
wszystkich spotek notowanych na gietdzie®®, wyniki najlepsze.

Przychody finansowe analizowanego przedsiebiorstwa w 1 potroczu 2020 .
ksztaltowaty si¢ na poziomie 2,12 mld zt. Oznacza to jednak spadek o 29% w poréwnaniu rok
do roku. Na taki wynik miata wptyw cena ropy naftowej, ktora byla nizsza az o 34% niz
w roku poprzednim, przy czym jej wydobycie byto o 7% wyzsze, niz przed rokiem.

Ponadto na wyniki finansowe I potrocza analizowanej firmy miaty wptyw Odpisy na
Majagtek Trwaty w kwocie 853 min z1.%® Przychody firmy ze sprzedazy w obrocie
1 magazynowaniu spadty o 8% rok do roku do tj. do poziomu 16,48 mld zi. Nastgpit wowczas
wzrost sprzedazy gazu ziemnego ogdtem o 6% do 16,90 mld m3.2” Na ten segment
dziatalnosci PGNiG najwickszy wplyw miato pomniejszenie kosztow operacyjnych - tych
ktore dotycza pozyskania gazu ziemnego wskutek wplywu rozliczenia za okres od 2014 do
lutego 2020 roku.*6®

Dystrybucja gazu w 2020 r. utrzymywata si¢ na poziomie zblizonym do poziomu
z I potrocza 2019 roku. Wyniosta ona 6,19 mld m3, czyli jest to spadek 02 % rok do roku.
Natomiast przychody z ustug dystrybucyjnych wzrosty do 2,28 mld zt oraz wskaznik
EBITDA takze wzrést w tym segmencie o 5%.

W 2020 przychody ze sprzedazy energii cieplnej ksztattowaly si¢ na poziomie 790
mln zt, czyli wzrosty o 7% przy wyzszej taryfie i $redniej miesi¢czne] temperaturze nizszej
0 0,3 stopnia C niz w tym samym poréwnawczym okresie roku wczesniejszego. %

165 https://pgnig.pl/aktualnosci/-/news-list/id/pgnig-prawie-100-proc-wzrost-sprzedazy-Ing-w-i-kwartale-2021-
roku/newsGroupld/10184?changeYear=2021&currentPage=1

166 Tamze.

167 Tamze.

188 https://pgnig.pl/aktualnosci/-/news-list/id/solidny-wzrost-wynikow-gk-pgnig-w-i-kwartale-2021-
roku/newsGroupld/10184?changeYear=2021&currentPage=1
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Kondycja gospodarcza i finansowa PGNiG w roku 2021 ksztattowata si¢ na dobrym
poziomie. W 1 kwartale biezacego roku spoétka odnotowata prawie 100%-Oowy wzrost
sprzedazy. Na tak dobry wynik wptyw miata rosngca popularno$¢ autobuséw oraz cigzarowek
nap¢dzanych gazem. W pierwszych trzech miesigcach 2021 r. przychody PGNIiG
ksztaltowaty si¢ na poziomie 14,6 mld zl, wskaznik EBITDA - 3,4 mld zt, a zysk netto si¢ggnat
1,7 mld zt. Tak dobre wyniki spotka zawdzigcza poprawie wynikow operacyjnych.

Zatem I kwartat biezacego roku, to kolejny bardzo dobry okres dla przedsigbiorstwa.
Od stycznia do marca spdtka osiggneta 14,55 mld zt przychodow, czyli w porownaniu
z | kwartalem roku poprzedniego jest to wzrost o 6%. Stato si¢ tak dzigki obnizeniu kosztow
operacyjnych o 3%, tj. az o 12,12 mld zi. Wskaznik EBITDA uksztattowat si¢ na poziomie
3,39 mld zl, a parametr EBIT wzrost az o 102% w poréwnaniu rok do roku. Zatem zysk netto
wyniost 124% wyniku sprzed roku.

Udzial w poszczegolnych segmentach miernika EBITDA wyniost, jak nastepuje: 17

- Poszukiwanie i Wydobycie - 40%

- Obrot 1 Magazynowanie - 15%

- Dystrybucja - 30%

- Wytwarzanie - 14%

Przychody do marca 2021 r. w pierwszym z w/w segmentow wyniosty o 1,79 mld zt
wiecej niz w roku wczesniejszym. Natomiast sam wynik EBITA byt az 18 — krotnie wyzszy.
Kwartalna cena ropy wzrosta o 20% rok do roku, czyli do 60,7 dolaréw za barylke.!™
Spowodowato to wzrost wydobycia gazu ziemnego z 1,16 mld m® do 1,24 mld m3.17? Na tak
dobry wynik w tym segmencie mialy wplyw odpisy aktualizujace Rzeczowy Majatek Trwaly.

W segmencie drugim - Obrot i Magazynowanie przychody ze sprzedazy wyniosty
11,49 mld zl. Czyli jest to wzrost 0 4% w pordwnaniu z rokiem poprzednim. Ponadto zostal
odnotowany ujemny wynik z tytutu realizacji instrumentéw zabezpieczajacych. Te czynniki
przyczynity si¢ do obnizenia wynikow EBITDA o 46%.

Warto tez zauwazy¢, iz pandemia COVID-19 w roku 2021 nie ustata i nadal stanowi
istotne niebezpieczenstwo dla przedsigbiorstw produkcyjnych. Natomiast pomoc rzagdowa dla
przedsigbiorstw jest sukcesywnie wygaszana.

Niskie temperatury atmosferyczne, ktory utrzymywaly si¢ przez dluzsza czesc 1
kwartatu biezacego roku spowodowaty wzrost poziomu sprzedazy gazu ziemnego o 6%
w porownaniu rok do roku, co dodatkowo wplynegto pozytywnie na budzet PGNIiG.
Najwigkszy rekord sprzedazy paliwa gazowego zostal przez spotk¢ odnotowany w dniu 18
stycznia 2021 roku. Przyczynily si¢ do tego niskie temperatury zewnetrzne. W zwiazku z tym
w [ kwartale biezacego roku odnotowano wzrost sprzedazy gazu o 20%, gdyz niskie
temperatury zawsze przekladaja si¢ na wzrost zapotrzebowania klientdéw na paliwo gazowego
przez, a tym samym zwigksza si¢ sprzedaz produktéw oferowanych przez PGNIiG.

10 Tamze.

1 https://pgnig.pl/aktualnosci/-/news-list/id/pgnig-obrot-detaliczny-wzrost-sprzedazy-cng-i-Ing-w-2020-
roku/newsGroupld/10184?changeYear=2021&currentPage=4
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Zakonczenie

Powyzsze analizy poréwnawcze wykazaly, ze wptyw pandemii COVID — 19 nie odbit
si¢ niekorzystnie na dzialalnosci PGNiG S.A.. Przedsigbiorstwa wychodzi z okresu
pandemicznego z bardzo dobrymi wynikami finansowymi.

Poniewaz przedsigbiorstwo to mozemy traktowa¢ (dzigki funkcji dystrybucyjnej
w zakresie gazu ziemnego), jako wskaznik odnoszacy si¢ do gospodarki narodowej
w zakresie produkcyjnym, wigc zasadne jest sformutowanie hipotezy, ze pandemia nie odbita
si¢ znaczgco na polskim sektorze produkcyjnym. Najpewniej determinantg tegoz jest pomoc
rzadowa skierowana do catej gospodarki. Weryfikacja tej hipotezy bedzie celem badawczym,
ktéry podejme w kolejnych pracach.

Pod wplywem réznych czynnikow zewnetrznych przedsigbiorstwa starajg si¢
dostosowywaé swoja dzialalno$¢ do nowych warunkéw gospodarczych dokonujac szeregu
analiz optymalizujacych swoje funkcjonowanie w zakresie optacalno$ci 1 zyskownos$ci oraz
w odniesieniu do podejmowanych przedsiewzig¢. W analizach tych stosuje si¢ odpowiednie
narzedzia i metody iloSciowe z zakresu matematyki 1 statystyki oraz prognozowania.
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Streszczenie

Tematyka rozdzialu dotyczy dziatah podejmowanych przez firm¢ w celu optymalizacji
finansowej 1 gospodarczej w okresie niepewno$ci rynkowej - na przykladzie zaistnialej
pandemii COVID — 19 i przedsigbiorstwa PGNiG S.A..

Rozdzialu zostat podzielony na dwa podrozdziaty, z ktorych pierwszy przedstawia
ogolng charakterystyke omawianego przedsigbiorstwa, jakim jest PGNiG S.A., natomiast
w drugim zaprezentowane sg wskazniki dynamiki odnoszace si¢ do sytuacji finansowe;j
1 gospodarczej analizowanej firmy w okresie od 2018 do I kwartalu 2021 roku wlacznie.

Publikacja pokazata, jak przyktadowe przedsigbiorstwo pomimo tego, ze dziatato
w warunkach niepewnosci poprawito wskazniki finansowe. .

Stowa kluczowe
analiza, przedsigbiorstwo, optymalizacja, niepewno$¢ rynkowa
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Optimal operation of the company in a period of market uncertainty —- COVID
pandemic — 19 on PGNIG example

Summary

The theme of the chapter concerns the various financial and economic measures
undertaken by the company during a period of market uncertainty - on the example of the
covid pandemic - 19 and PGNIG S.A..

The content of the chapter is divided into two sub-chapters, the first of which presents
the general characteristics of the company in question, which is PGNiIG S.A., while in the
second, various indicators of dynamics relating to the financial and economic situation of the
company under analysis are presented in the period from 2018 to Q1 2021 inclusive.

The publication showed how the sample company, as a result of optimising and
adapting to the previously unpredictable external disadvantages, nevertheless obtained certain
advantages, despite the unfavourable socio-economic changes caused by the global pandemic,
that is, during a period of market uncertainty.

Keywords
analysis, enterprise, optimisation, market uncertainty
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Wprowadzenie

W nauce dla szeregu prac i badan naukowych, zwlaszcza na gruncie ilo$ciowym
analizowanych zagadnien, dominuja wzory jako rozwigzania $ciste celem poznania
naukowego. W klasycznym ujeciu ekonometrycznym bardzo przydatnym narzedziem
analitycznym jest wielowymiarowa analiza porownawcza (WAP) wedlug [Luniewskiej,
Tarczynskiego, 2006, s. 9-21].

Pelny 1 zdefiniowany do analizy zbior przypadkow i1 zmiennych, przyjeto w analizie
danych, w tym w nauce ekonometrii i taksonometrii, nazywa¢ kostka danych. Pojecie kostka
danych zdaniem [Nowaka, 1990, s. 15-18], [Jajugi, 1993, s. 49-177], [Grabinskiego, 1994,
S. 68-84], [Poptawskiego i Kaczmarczyka, 2016, s.121-133 i 2017, s. 35-49] i wielu innych, to
wyjsciowa macierz danych o jednoznacznym ujeciu: ilosciowym lub jako$ciowym [Charmaz,
2009, s. 227-238], [Jemielniak, 2012, t.1 s. 89-113, 2012, t.2 s. 131-162] i wielu innych,
0 mozliwe ré6znym stopniu wyskalowania danych oraz kompletnosci. Na ogdét w badaniach
naukowych Kkostki danych w zbiorach danych wystepuja bez braku danych, jednak
Z mozliwym badawczo brakiem danych. Sytuacja braku danych wystepuje nawet w zbiorach
demograficznych, badz w badaniach spotecznych, w tym dla danych socjologicznych, czy
psychologicznych przyktadowo: badania sondazowe, ankietowe, wywiady, testy.

Dla kompletnej kostki danych istnieje zdaniem [Kaczmarczyka, 2017] nowe pojgcie
analizy danych tj. objetos¢ informacyjna w kostkach danych, jako miotetka obiektow
stanowigca tacznie jedng z wielu mozliwych miar dla kostek danych, jako wielowymiarowy
i wieloobiektowy szereg czasowy dla stosowanych analiz w ramach WAP. Przedmiotowe
ujecie dla wyjsciowej kostki danych jest zgodne z fundamentalng zasada nauki tj. zasada
dedukcji wedtug [Kotarbinskiego, 1986, s. 212-213], [Marciszewskiego, 1987, s. 72-82],
[Apanowicza, 2005, s. 26-37] i wielu innych, jako implikacyjna zasada przyczynowosci.

Z uwagi na zlozono$¢ zagadnienia (brakéw danych w bazach danych) oraz fakt, ze
problem brakéw danych w kostkach danych stanowi staly i ciggle nierozwigzany (pomimo
ogromnego postepu informatycznego) problem w nauce, przyjmuje si¢ w zdecydowanej
wigkszosci analiz pelng kompletnos¢ kostki danych, jako podstawe badan 1 wnioskowania.

Powyzszy postulat w zakresie pelnej kompletnosci danych, dotyczy réwniez
niniejszego rozdziatu (w znaczeniu teoretycznym 1 praktycznym) dla opisu systematyki
uktadow rownan, wraz z istnieniem S$cistych rozwigzan (w klasie rozwigzan liniowych),
analiza doktadno$ci oraz zastosowaniem niedookreslonych uktadow réwnan.

8.1. Kostka danych, uklad réwnan liniowych, niedookreslony uklad réwnan liniowych

W ramach kostki danych'”® rozwazmy ogélny zbior obiektéw i oraz zmiennych
z przypisanymi cechami danych zapisany w postaci macierzy A wymiaru (m-n)w postaci

():

178 Wyj$ciowa macierz danych dla ktorej zdefiniowano zmienng objasniang i zmienne objasniajace.
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Al b e Ay, W

W kostce danych, w ramach klasycznych badan naukowych, w tym badan
ekonometrycznych, wyodrebnia si¢:
— obiekty, czyli przypadki oznaczone, jako m, bedace wierszami w A oraz

— zmienne bedace kolumnami w macierzy ,A ktérym przypisano liczbowo
wyskalowane cechy’* w danej skali pomiarowej [Stevens, 1959, s. 18-64].

W ramach zestawu n;, zmiennych, dla kostki danych istnieje w nauce dalszy podziat

na zmienne objasniane izmienng objasniang, ktoéra najczesciej w literaturze przedmiotu

stanowi jednokolumnowa macierz oznaczona w tekscie monografii, jako macierz B, ,. Stad

w przypadku najbardziej ogélnym, peing (bez brakow danych) wieloprzypadkowa
i wielowymiarowg kostke danych mozna zapisaé, jako uklad réwnan liniowych!™ w formule
(2) w postaci:

&, By e A | x| by

A i 81 @y o B X3 b,
A-n o an — Bml Odpowiada ) ) no 2,1 — , (2)

m,1 m,2

gdzie:

A,. - Wyjsciowa macierz obserwacji,

X rl1\,1 - macierz rozwiazan,

B,.; - macierz zmiennej objasniane;.

Poza zapisem formalnym, niezmiernie waznym wrecz fundamentalnym elementem dla
(2) jest struktura, w tym wymiar macierzy A, ktory z kolei zalezy od dostgpnych
(zgromadzonych) danych wyjsciowych analizy. Z drugiej strony, wymiar kostki danych
determinuje relacja pomiedzy liczba wierszy, a liczba kolumn w A, zatem ogolnie: kazda

kompletna i niezerowa macierz A moze w danym memencie badawczym geometrycznie
przyjmowac tylko i wytacznie jedng z trzech mozliwych postaci — Tabela 1.

174 Cechy ilo$ciowe zaprezentowane na przyklad w skali porzadkowej, badz cechy jako$ciowe zaprezentowane
jako przymiotniki opisowe danej zmiennej. Szerzej nt. analiz jako$ciowych w pracy Aranowska E. Elementy
zastosowan modelu wielowymiarowej analizy wariancjii (MANOVA) w badaniach psychologicznych
w: Wielozmiennowe modele statystyczne w badaniach psychologicznych pod redakcjg Jerzego Brzeziniskiego.
Wydawnictwo Naukowe PWN Warszawa-Poznan 1987, s. 115-151.

175 Niewiadoma (poszukiwany estymator rozwigzania uktadu rownan) jest w potedze pierwszej.
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Tabela 1. Typologia geometryczna kompletnych wielowymiarowych kostek danych.

Geometria .
. N klad Wymiar Uklad
Lp. | kostki ’azwa’u adu y . Przyklad macierzy danych i A B
réwnan kostki danych réwnan typu
danych
1 2 3 4 5 6
a‘l,l a‘l,2 a1,3
Am'” a, 8, q,;
1 | Prostokgtna | o o okreslony | liczba wierszy jest | | &, a,, a,,
I pionowa wigksza od liczby
kolumn. B B2 s
|85, 85, 853
Anm a, a, a, A-X =B
2 Kwadratowa | Tozsamy liczba wierszy jest A, A, Q3
rowna liczbie
a a a
kolumn. 3 32 33
Ann _
3 ?YOSt_Ok@tna Niedookreslony | liczba wierszy  jest Bi fe As B
I pozioma mnigjsza od liczby | [B21 @22 823 Qa4
kolumn.

Zrodlo: Opracowanie wlasne.

8.2. Pojecia wyznacznika macierzy, rzedu, defektu i transpozycji
w analizie macierzowej

W rozwazaniach na temat uktadow rownan liniowych istotnymi pojeciami w zakresie
otrzymania rozwigzan dla uktadu typu (2) bez wzgledu na ksztatt geometryczny kostki
danych sa pojecia:

a)  wyznacznika macierzy Aoznaczonego det(A), ktory zgodnie definicja podana przez
[Goodfellow, Bengio, Courville, 2018, s. 45] jest funkcja odwzorowujaca macierz na
skalary rzeczywiste. Warto§¢ wyznacznika jest rowna iloczynowi wszystkich wartosci
wlasnych macierzy A.

b)  rzedu macierzy oznaczonego, jako R(A, ), ktory wg definicji [Turowicza, 1995, s. 27]

oznacza amaksymalny minorl’® (podwyznacznik, jako det(A)rozny od zera wyjety

z macierzy A), badz liczbe liniowo niezaleznych wierszy lub liczbg liniowo
niezaleznych kolumn w A, zatem (3):

0<R(A,,) <min.(m,n) 3
c)  defektu macierzy oznaczamy d(A, ), jako liczba catkowita obliczona wg. formuty (4):

d(A,,) =min(m,n) - R(A, ) (4)

176 Minor, czyli podwyznacznik réwny wyznacznikowi uzyskanego po skresleniu i-tego wiersza oraz j-tej
kolumny w macierzy A.
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z whasnosciami: (4.1) i (4.2):

jezeli d(A,,) =0to macierz A, jest pelnego rzedu (4.2)
oraz

jezeli d(A,,)>0,tomacierz A, jest niepelnego rzedu, zatem jest osobliwa  (4.2)

d) transpozycji macierzy A, ,, jako zamiany wierszy na kolumny odwrotnie zgodnie

z formutg (5):

v a; =a (5)
z wlasnosSciami:

(A1) =A (5.1)
(A+B+C)' =A" +B" +C' (5.2)
(A-B-C)' =CT-B" - A (5.3)
(c-A)" =c-A' (5.4)
AT = A:VA,, (A) jest symetryczna (5.5)

8.3.  Macierz odwrotna — ujecie klasyczne dla rozwigzania ukladu réwnan liniowych

W rozwigzaniach S$cistych dla kostek danych i1 rozwiazywania uktadéw réwnan
niezmiernie waznym pojeciem jest pojecie macierzy odwrotnej, czyli inwers macierzy.
Macierz odwrotna jest narzgdziem matematycznym dla jednoznacznego rozwigzania uktadu
rownan. Dla kwadratowej kostki danych zgodnie z systematyka podang w Tabeli 1 wyjsciowy
uktad rownan, wraz z schematem rozwigzania przedstawiono, w formule (6):

A -1 b
X1 &, 9, . 1.1

A . A . X a a . a
N G - .11 HN Gy - i = 2m || 2 (6)

Dla nieosobliwej macierzy kwadratowej Aodwrotnosé A jest zdefiniowana jako (7):

At A=A-At=| (7)
z wlasnos$ciami:
(A-B)*=B*. A" (7.1)
(AT) " =(AT) (7.2)
a1
det(A™) = —det(A) (7.3)
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1

(oA4:64ﬁ (7.4)

Odwrotno$¢ kazdej nieosobliwej, bez defektu, macierzy kwadratowej mozna obliczy¢
korzystajac z formuty (8):

-1

dj(A)’ (8)

1
=—— _.a
det(A)
W formule (8) adj(A)' oznacza transponowang macierz dopetnien algebraicznych. W celu

sprawnego dokonania analizy dla celow obliczenia odwrotno$ci w niniejszej pracy
wykorzystano wbudowang funkcje matematyczng w programie!’” DERIVE.

Przyklad liczbowy P1

W celu przyblizenia teorii w zwigzku zagadnieniami klasycznej odwrotno$ci macierzy
dla kwadratowych kostek danych rozwazmy przyktad P1i: przyjmijmy w ramach kwadratowej
kostki danych kompletng, niezerowa a zarazem dowolna'’® macierz A, ; W postaci:

2 5 3
A, 3 -1 2
8 5 9

dla ktore;j:
rzad wedlug formuty (3) wynosi R(A)=3, stad defekt zgodnie z formutg (4)

d(A) =min(m,n)-R(A,,) =3-3=0, czyli macierz A jest bez defektu (ma defekt zerowy).
Ay s

nieosobliwa. Zatem mozna dokona¢ zgodnie z formutg (8) obliczenia odwrotnos$ci macierzy

Obliczony niezerowy wyznacznik'”® det(A)=-24 wskazuje, ze macierz jest

wraz z jej sprawdzeniem wg. formuty (7):

19 11 -13
24 4 24
. 11 1 _5
ax 24 4 24
—23 41 17
24 4 24

Sprawdzenie obliczen dla odwrotno$ci polega na wykonaniu mnozenia macierzy

(A"-A)=1 zgodnie z formulg (7). Wynik mnozenia, to kwadratowa, symetryczna

i jednostkowa macierz 1, ktora potwierdza prawidlowo$¢ obliczen.

_ 1 0 0
Asé ) A3,3 = |3,3 0 1 0

177 7r6dto: DERIVE 6,0 nr lic. 372E-DR2J-C4D2-VRJI2T.

178 7r6dto danych: generator liczb losowych w MS Excel funkcja (LOS) zawarta na zataczonym CD w ramach:
Jackson M, Staunton M., Zaawansowane modele finansowe z wykorzystaniem Excela i VBA. Wydawnictwo
Helion Warszawa 2004, s. 24.

179 7rodto: DERIVE 6,0 — op.cit.
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W przypadku stwierdzenia osobliwosci tj. sytuacji kiedy det(A)=0 - przyktad P> -
klasyczna odwrotno$§¢ macierzy nie istnieje, co nie wyklucza istnienia odwrotnosci przy
zastosowaniu zaawansowanych, nieklasycznych metod estymacji opisanych przez [Deutscha,
1969, s. 109-118] i wielu innych.

8.4. Metoda najmniejszych kwadratow opracowania obserwacji
w badaniach naukowych — wyprowadzenie metody wraz z dowodem

Pomimo uptywu wielu lat od czaséw wybitnego matematyka'®® C.F. Gaussa,
wspottworcy metody najmniejszych kwadratow (MNK), ta metoda jest ciggle stosowana
i udoskonalana [Linnik, 1962, s. 261-267], [Larose, 2012, s. 36-72 i wielu innych].

W nauce wazna teza tej metody jest stwierdzenie, ze odleglo$s¢ pomigdzy obiektami
(prawdziwym i estymowanym) jest najmniejsza wtedy i tylko wtedy, kiedy kwadrat
odlegtosci pomigdzy danymi rzeczywistymi, a estymowanym modelem jest najmniejszy —
stad nazwa: metoda najmniejszych kwadratow. Wiele algorytméw MNK zostato wpisane
bezposrednio w biblioteki programéw do obliczen i analizy danych: MS Excel, Statistica,
SAS, SPSS, GRETL i wiele innych.

W celu przyblizenia czytelnikowi zasad metody najmniejszych kwadratow (MNK)
autor monografii zaprezentowal ponizej wyprowadzenie tej metody w klasie rozwigzan
liniowych na podstawie prostokatnej i pionowej kostki danych w warunkach nie sprzecznych
— wiersz pierwszy Tabela 1, zatem wychodzac z zalozenia (2) oraz uwzgledniajac (9) i (10)
tacznie dla MNK zachodzi:

5=(A-X-B)-(A-X"-B") 9)

(B—-B")——min.< (B-B")* ——min. (10)
gdzie:
0 - odchytka pomiedzy wielkoscia prawdziwg, a wielko$cig estymowang (szacowang),
A - macierz obserwacji,
X - macierz niewiadomych,
B - macierz wyrazéw wolnych,
X" - estymator macierzy niewiadomych,
B" - estymator macierzy wyrazoéw wolnych.

Przechodzac do dowodu 1 wyprowadzenia zasad dla metody MNK rozwazmy funkcje F
W postaci macierzoweyj:

180 Carl Friedrich Gauss ur. 30 kwietnia 1777r. zm. 23 lutego 1855. Wybitny matematyk niemiecki.
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[ __minimum (5T_5):i:zn(B_BA)2 :(B_BA)T '(B—BA):(B—A‘XA)T‘(B_A'XA):

i=1
=B"-B-B"-A-X"-X"-AT-B+X" -AT-A-X"= (11)
=B -B-X"-AT.B-X"-AT.B+ X" -AT-A-X"=
=B"-B-2-X" -AT-B+X" -AT-A-X"

Estymator x “wyznaczono z warunku koniecznego® minimalizacji wyrazenia F wzgledem
parametru y ~ dla istnienia ekstremum lokalnego funkcji rozniczkowalne;:

aFA:—Z'AT‘BJrZ-AT-A-XA (12)
oX
oraz dla (13) tj. przyrdwnaniu pierwszej pochodnej do zera:
oF (13)

=0=(-2-A"-B+2-AT-A-X")=0

oX

Stosujac przeksztalcenia z wykorzystaniem (7) otrzymano w (14) réwnania normalne wraz
Z rozwigzaniem:

AT-A-X"=AT-Bl(AT-A) (14)
(AT AL (AT-A)- X" =(AT-A)-AT-B

(AT A (AT A) =1

|-X"=(A"-A)'.AT.B

X"=(AT-A)1.AT-B

przy warunku koniecznym istnienia minimum (15):

2 15
aFA:Z-AT-A >0 (15)
oX

wlasnosc¢ (15) zachodzi dla niezerowych elementoéw kostki danych.
c.b.d.u

8.5. Rozwiazanie niedookreslonego ukladu rownan w oparciu o macierz MP-odwrotng
dla bezdefektowej macierzy danych wraz z budowa modelu ekonometrycznego

181 Na mocy twierdzenia P. de Fermata. ,,Jezeli funkcja rézniczkowalna w przedziale osigga w pewnym punkcie
wewnetrznym X = X, tego przedzialu ekstremum lokalne, to pochodna w tym punkcie f I(X) =0.
Twierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe.” Zrodto: poch+ext.pdf (umk.pl) — dostep: (3-06-2021r.)
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Kontynuujac opis kostek danych zgodnie z Tabelg 1, rozwazmy sytuacje dotyczaca
niedookreslonego uktadu réwnan tj. przypadku wskazanego w trzecim wierszu Tabeli 1 tj.
przypadku niedookreslonego uktadu rownan, sytuacja ktora w badaniach naukowych
wystepuje bardzo czgsto zarbwno w znaczeniu iloSciowym jak i jakoSciowym.

Przyklad liczbowy P2 (niedookreslony uklad réwnan liniowych - wyjsciowa kostka
danych)

Na gruncie wielowymiarowosci, rozwazmy poszukiwanie modelu w klasie rozwigzan
liniowych w sytuacji, kiedy liczba wierszy m=3w kostce danych jest mniejsza od liczby
kolumn n =4 - formuta 16.

8, &, &5 8y XA‘ b1,1
N Odpowiada 21 | _ Odpowiada A
A3,4 ’ X4,1 - B3,l<—) 81 8y, A3 Apy | <ol b2,l o, X" =A7-B (16)

31
a'3,1 a3,2 a‘3,3 a‘3,4 X/\ b3,1

Przyktadowo, uklad trzech réwnan liniowych i1 czterech niewiadomych tj. prostokatny
I poziomy uktad typu m-n=3-4formuta (16.1):
S-X +2-X, +%X;+3-X, =2958
5.% +3-X, +2-X, +4-X, = 3333 (16.1)
6-X+2-X,+3-%X,+5-x, =3754
W wyniku estymacji poszukujemy dla rownania (16.1) Scistego rozwigzania (16.2) w klasie
rozwigzan liniowych z wykorzystaniem MP-odwrotnosci:
X“=A*-IA3:>B= f(ai,az,;..,aS) A A A A (16.2)
(B=A-X te)eb=a-x +a, X, +a,- X +a, X, +a;-X; £¢&

Jezeli rzad macierzy R(A,,)=3 jest mniejszy niz liczba niewiadomych n=4, to

takim przypadku klasyczna odwrotnos¢ w formule (8) nie istnieje, poniewaz macierz
wyjsciowa danych nie jest macierzg kwadratows.

Dla odwrotnosci prostokatnej i poziomej macierzy danych MP odwrotnosé zostala
udowodniona na gruncie teorii estymacji przez [Moore, 1935]*? i [Penrose, 1955, s. 406-
413], ktorzy zdefiniowali w sposob niezalezny istnienie jednoznacznej 1 jednej odwrotnosci
macierzy (w zalezno$ci od geometrii kostki danych) zwanej w nauce [Deutsch, 1969 s. 111],
[Theil, Goldberger, 1961, s. 65-78] odwrotnoséciag Moore’a-Penrose’a (MP-odwrotnosé), ktora
dla bez defektowej kostki danych (kostka danych jest petnego rzedu) przyjmuje postac¢ (17):

AT =AT-(A-A))?! (17)

Macierz A" spetnia tgcznie nastepujgce warunki (18):

182 E H. Moore, General Analysis, American Phil. Soc. 231 Philadelphia 1935.
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A-A"-A=A

(A-A) = A-A*
(A-A) =A"-A (18)
AT A-AT = AT

Spectrum{A+ (A" }=min,

W celu jednoznacznego rozwiazania uktadu (16.1) przy realizacji warunku® (19):

A 12 AT A .
[Xaa], = X1 - X4y > min. (19)

Stosujac formuly (16.2) do (19) jednoznacznie rozwigzano uktad réwnan liniowych
dla ktorego liczba niewiadomych jest wigksza od liczby wierszy.

Szczegdlowo zagadnienia dla zaawansowanych odwrotno$ci macierzy, numerycznej
algebry liniowej wraz z analizg doktadno$ci ocen parametrow strukturalnych oraz istnienia
szeregu algorytméw estymacyjnych w réznych ograniczeniach analitycznych poza
kwadratowg, nieosobliwa kostka danych zostato opisane w pracach: [Deutscha, 1969, s. 109-
118], [Warmusa, 1972, s. 40-44], [Rao, 1982, s. 42-45], [Kieltbasinskiego i Schetlicka, 1992,
s. 137-252], [Czaje, 1997, s. 21-23], [losifescu, 1998, s. 45-52], [Kaczmarczyka, 2015, s. 115-
162], [Goodfellow, Bengio, Courville, 2018, s.45] wielu innych.

Uwzgledniajac uktad i strukture¢ monografii pelne rozwigzanie niedookre§lonego
uktadu rownan wskazanego w formutach (16) i (16.1) w poszukiwaniu rozwigzania liniowego
w postaci (16.2) przyktad praktyczny (rozszerzony przyktad P2) na gruncie stosowanej
w finansach warto$ci godziwej wraz z analiza doktadnosci ocen parametréw strukturalnych,
z zachowaniem numeracji formul zawarto w nastepnym tj. 9-tym rozdziale niniejszej
monografii.

A 112
183 Zapis HX 4le2 oznacza kwadrat normy euklidesowej (kwadrat iloczynu skalarnego).
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Zakonczenie

Celem niniejszej pracy bylo przedstawienie sposoboOw ujecia teoretycznego oraz
rozwigzan w kategorii wybranego przez autora zagadnienia dotyczacego niedookreslonych
uktadow réwnan w klasie rozwigzan liniowych z uwzglgdnieniem problematyki MP-
odwrotnosci.

Zasadniczy problem postawiony w tytule pracy zostal wnikliwie zaprezentowany ze
szczegblnym uwzglednieniem metodyki badan naukowych w rachunku macierzowym wraz
z dokonanym wyprowadzeniem zasad dla metody MNK.

Wage zaprezentowanego i rozwigzanego zagadnienia stanowi fakt, ze w okreslonych
sytuacjach badawczych skala zaprezentowanego zagadnienia dotyczy jednej trzeciej
wszystkich mozliwych przypadkow zciggle nierozpoznang i nierozwigzang teza autora
w poszukiwaniu rozwigzan dla ilo§ciowo-jakosciowych zagadnien i problemow dla takich
kostek danych, w ktorych wystepuja braki danych. Warunki monografii, jak rowniez dazenie
autora do przedstawienia czytelnikowi w sposob jak najbardziej przystepny zawartych tresci,
sktonity autora W rozdziale nastgpnym z zachowaniem cigglosci merytorycznej do
przedstawienia w sposob pelny autorskiego przyktadu wraz z rozwigzaniem dla zagadnien
niniejszego rozdziahu.
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Streszczenie

Celem pracy jest metodyczne ujecie - wraz z zaprezentowanymi sposobami rozwigzan,
réwniez w ujeciu praktycznym - niedookreslonych ukladéw rownan w klasie rozwigzan
liniowych.

W znaczeniu matematycznym, doktadnie dla jednej trzeciej wszystkich mozliwych
przypadkéw, w analizowanej badawczo kostce danych zachodzi sytuacja, kiedy liczba
wierszy jest mniejsza od liczby kolumn. Ze wzglgdu na zlozono$¢ tego zagadnienia, aby
zachowa¢ metodyczny uktad pracy, problem ten jest opisany w dwoch kolejnych
nastgpujacych po sobie rozdziatach monografii: w pierwszej kolejnosci teoretycznie (rozdziat
niniejszy), a nastepnie praktycznie (rozdzial nastgpny).

Czes¢ teoretyczna - pierwsza (rozdziat niniejszy) - zawiera pig¢ podrozdzialow, ktore
strukturalnie obejmuja nastepujace pojecia:

— kostka danych wraz z jej struktura, rzad, defekt i transpoza macierzy,
— macierz odwrotna w tym macierz MP-odwrotna bez defektu,
— podstawowe zasady 1 wyprowadzenie metody najmniejszych kwadratow (MNK) wraz

z dowodem,

— jednoznaczne rozwigzania dla osobliwych, niedookreslonych uktadow réwnan
liniowych bez defektu,
budowa modelu ekonometrycznego dla prostokatnej i poziomej kostki danych.

W rozdziale nastepnym przedstawione sg praktyczne zastosowania teoretycznych rozwazan.
Stowa kluczowe

kostka danych, uktad réwnan niedookre§lony, macierz osobliwa, macierz odwrotna, macierz
MP-odwrotna
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Underdetermined systems of linear equations

Summary

The aim of this study is to provide the methodological approach — together with its
presented solutions, and a practical approach for underdetermined systems of equations
focused on linear equations.

In the mathematical approach, exactly for one third of all possible cases in the data
cube analysed in the study there is a situation, when the number of rows is less than the
number of columns. Given to the complexity of this matter, in order to maintain the
methodical approach, underdetermined systems of equations are described in two consecutive
chapters of the monograph: first theoretical approach (this chapter), and then then practical
approach (the next chapter).

The theoretical part - the first one (this chapter) - contains five subsections which
structurally cover the following concepts:

— data cube including its structure, row, defect and transpose of a matrix,
— inverse matrix including Moore—Penrose-defect-free inverse matrix,
— basic principles and derivation of the least squares method (LSM) with proof,
— explicit solutions for singular, underdetermined systems of linear equations without
defect,
— construction of an econometric model for rectangular and horizontal data cube.
In the next chapter practical applications of the theoretical considerations are presented.

Keywords

data cube, underdetermined system of equations, singular matrix, inverse matrix, MP-inverse
matrix / Moore—Penrose inverse matrix
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Wstep

Na gruncie nauk: prawa cywilnego®®* (art. 46 K.C.) oraz rachunkowosci'®® (art. 28
Ust.) przedsiebiorcy, ustalajagc wyniki finansowy danego roku obrotowego, badz dokonujac
wyceny na dzien bilansowy BO/BZ wyceny, obligatoryjnie stosuja si¢ do zasad wyceny
wartosci godziwej z prymatem tresci ekonomicznej nad forma. Ponadto nieruchomosé
w znaczeniu przedmiotowym zawsze stanowita i1 stanowi nadal istotny sktadnik zasobu
prywatnego, badz aktywow trwatych przedsigbiorstwa.

Cechg $cisle zwigzang z nieruchomoscig jest jej wartos¢ godziwa (rynkowa), ktoéra
poprzez Ustawe o gospodarce nieruchomosciami'® (art. 159) oraz przepisy odnosnie zasad'®’
i trybu wyceny warto$ci rynkowej nieruchomosci sporzadzanej dla réznych gospodarczo
celow réznymi metodami, jest silnie z nig skorelowana. Metoda, ktora okresla wartosé
godziwag poprzez odwotanie si¢ wprost do metod statystycznych, jest metoda cenowo
porownawcza wyceny wskazana wprost w §4 ust. 1 pkt. 5 Rozporzadzenia w sprawie
wyceny.

Niniejszy rozdziat nawigzuje do cze¢sci teoretycznej zawartej w rozdziale poprzednim,
jak réwniez do wykonanej w tym zakresie kwerendy naukowej. Jest tu przedstawiony
praktycznie: sposob rozwigzania niedookre$lonego ukladu réwnah na gruncie wyceny
warto$ci rynkowej nieruchomos$ci (z zachowaniem tych samych zasad numeracji formut
i tabel pomiedzy rozdziatami). W ukladzie tym liczba wierszy jest mniejsza od liczby
niewiadomych w sposob $cisty. Przyklad liczbowy zaprezentowany jest wraz z pelnym
rozwigzaniem, jako czg$¢ praktyczna dla zintegrowania z czgécig teoretyczng.

Zatem, wskazana w poprzednim rozdziale bardzo szeroka bibliografia oraz wszelkie
przypisy, stanowig element wspolny dla wiedzy teoretycznej wykorzystanej na potrzeby
niniejszego rozdziatu.

Zaprezentowany ponizej przyklad liczbowy stanowi rozszerzenie Przykladu 2
z poprzedniego rozdziatu i dotyczy wyceny wartosci rynkowej pewnej nieruchomosci.

184 Ustawa z dnia 23 kwietnia 1964r. Kodeks Cywilny, Dz. U 1964, poz. 93 — zrédlo: Akt prawny (sejm.gov.pl)
— dostep: (3-06-2021r.)

185 Ustawa z dnia 29 wrze$nia 1994r. o rachunkowosci, Dz. U 1994, poz. 591 — zrodto: Akt prawny (sejm.gov.pl)
— dostep: (3-06-2021r.)

18 Ustawa o gospodarce nieruchomos$ciami z dnia 21 sierpnia 1997r, Dz. U 1997, poz. 741 — zrédto: Akt prawny
(sejm.gov.pl) - dostep: (3-06-2021r.)

187 OBWIESZCZENIE PREZESA RADY MINISTROW z dnia 3 marca 2021 r. w sprawie ogloszenia
jednolitego tekstu rozporzadzenia Rady Ministrow w sprawie wyceny nieruchomosci i sporzadzania operatu
szacunkowego, Dz. U 2021, poz. 555 — zrodto: akty prawne do ISAP-u (sejm.gov.pl) — dostep: (3-06-2021r.)
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Przyklad liczbowy (z poprzedniego rozdzialu P2 — rozszerzony)

Wyceniona zostanie warto$¢ rynkowa lokalu mieszkalnego'® o powierzchni
uzytkowej 55 m? w Tarnobrzegu.

Zalézmy, ze warto$¢ rynkowa tego lokalu jest zmienng zalezng oznaczong przez B.
Cena (warto$¢ rynkowa) podlega opisowi atrybutowemu ustalonemu na dany moment
wyceny. Atrybuty zestawione w macierzy A, jako zmienne niezalezne zostaty przyjete w skali
porzadkowej, jako stymulanty warto$ci rynkowej. Przyjmujemy, ze wyceniana nieruchomos¢,
opisana atrybutowo w macierzy , F jest na tyle nietypowa nieruchomoscia w Tarnobrzegu
i okolicach, ze autor wyceny, dokonujac analizy rynku, zebrat tylko i wylacznie z wszystkich
mozliwych baz jedynie trzy transakcje porownawcze dla czterech atrybutéw opisowych
wyceny.

Sytuacje danych wyjsciowych do wyceny oraz przedmiotu wyceny jest zestawiona
w Tabeli 1 oraz odpowiednio w macierzach A,B iF.

Tabela 1. Analiza rynku oraz przedmiot wyceny dla prostokatnej i poziomej kostki
danych wraz z opisem atrybutowym.

Standard B
Lokalizacja| ~ Moda | wykoficzenia | . Wartos¢ rynkowa
zakres cech | zakres cech | budynku b "é mk jednostkowa,
Status 1-6 1-3 zakres cech W budynku dane w z/m?.
1-3 a Jednokolumnowa macierz
al aZ 4 B
CH
1 2 3 4 5 6

Analiza rynku nieruchomosci i przedmiot wyceny jako uktad réwnan liniowych typu:

A- X = B¢ Sdpowiada " — AT B

5 2 1 3 2 958
5 3 2 4 3333
6 2 3 5 3754
. . Parametry opisowe
N’jvr;;z;n\:;m Suma 10 045,00
Srednia 3 348,33
Mediana 333300
Odchylenie standardowe 398,22
Wspotczynnik zmiennosci 12%
Wartosé
rynkowa jednostkowa
Nieruchomos$¢ Wr =?
wyceniana ° 2 3 3 Warto$¢ rynkowa
mieszkania
opow.55m?* W, =7

Zrodto: Opracowanie wiasne.

Kontynuujac, dla postawionego problemu sformutowano nastgpujace pytania w zwigzku
Z wyceng warto$ci godziwe;:

18 Cena nie scalona - warto$¢ wycenianej nieruchomosci stanowi iloczyn wartoéci jednostkowej i powierzchni
uzytkowej mieszkania bez przynaleznego gruntu.
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l. - czy W procesie wyceny wartosci rynkowej nieruchomosci dla prostokatnej i poziome;j
kostki danych (niedookreslony uktad rownan) istnieje, w klasie rozwigzan liniowych,
model (Scisty wzor regresyjny) w formule: A.X =B« 2% %" _ A1.B na tle
nieruchomosci wzorcowych ?.

Il. - jak wygladaja - dla otrzymanego liniowego modelu wyceny wartosci rynkowej -
kryteria formalne stawiane uktadom réwnan liniowych, w tym:
[1.1. - wlasno$ciom macierzy MP-odwrotnej.
I1.2. - spetnieniu, przez uzyskane niewiadome wyj$ciowego, niedookreslonego uktadu
rownan, czyli L P2
M. - ile wynosi warto$¢ rynkowa jednostkowa nieruchomosci oznaczonej przez W, oraz

wartos¢ rynkowa nieruchomosci oznaczona W, na tle nieruchomosci porownawczych?

V. - czy, na gruncie teorii estymacji, istnieje macierz ocen parametréw strukturalnych dla
prezentowanego modelu wyceny wartosci rynkowej nieruchomosci?

Rozwigzanie

Ad. L.

Powyzszy przypadek na gruncie zgromadzonych zmiennych objasniajacych i zmiennej
objasnianej mozna zapisa¢ w formie wyjsciowych kostek danych:

5 2 1 3
A, 5 3 2 4
6 2 3 5

BS,l

2958

3333

3754
F. 5 2 3 3

oraz jako niedookreslony uktad trzech réwnan o czterech niewiadomych (16.1) w postaci:

5. X +2-X, +X%X;+3-X, =2958
5.% +3-X, +2- X, +4-X, =3333 (16.1)
6-X +2-X,+3-X,+5-X, =3754

wraz z parametrami opisowymi dla lewej strony uktadu réwnan (16.1) tj.:
— rzad macierzy wspotczynnikow rowna si¢ trzy: rzA =3 (liczba wierszy dla (16.1)),
— defekt macierzy A,, wynosi zero, poniewaz istnieje niezerowy wyznacznik stopnia

trzeciego dla dowolnej podmacierzy, jako det(A;;) wyjetej z Ay, | przyktadowo:
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det(A;;) =4

oraz w formie modelu wyceny w postaci ogdlne;j:
W, =f(a,..a,)=2a X +3, X, +8,-X; +3, X, +t& (16.1.1)

Ad. 11.1.

Nastgpnie rozwigzujemy uktad réwnan liniowych (16.1) za pomocg formuty (17),
stosujgc zasady istnienia macierzy MP-odwrotnej, wraz ze sprawdzeniem lgcznym pigciu
wlasno$ci macierzy MP-odwrotnej wskazanych w formule (18):

0,5495 -0,3964 0,0270
AF -0,2252 0,8018 -0,4865
3 -0,5135 0,1081 0,3108
-0,2613 0,0901 0,1757
wlasno$¢ pierwsza:
5 1
A3,4 : A;3 : A3’4 = A3,4 5 3 2 4 spelniona
wlasno$¢ druga:
1 0 0
(A314 : AZB)T = A314 . AI,S 0 1 0 spetniona
0 0 1

wlasno$¢ trzecia:

0,9279 | -0,0360 | -0,1622 | 0,1982
-0,0360 | 0,9820 | -0,0811 | 0,0991
(A;r,a ) A3,4)T = A4+,3 ) A3,4 spelniona

-0,1622 | -0,0811 | 0,6351 | 0,4459
0,1982 | 0,0991 0,4459 | 0,4550

wlasno$¢ czwarta:

| A AL A=A, | 05495 |-0394 | 00270 spetniona
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-0,2252 | 0,8018 | -0,4865
-0,5135 | 0,1081 0,3108
-0,2613 | 0,0901 0,1757

Wiasno$¢ piata A, jest zwiazana z istnieniem diagonalnej macierzy warto$ci

wiasnych dla iloczynu A;, '(A4+,3)T, ktorego suma wartosci whasnych 4 uktadu rownan jest

najmniejsza.

0,4599 -0,4548 -0,3167 -0,1745
AT -0,4548 0,9303 0,0511 0,0456
Az (Ars)

-0,3167 0,0511 0,3720 0,1985
-0,1745 0,0456 0,1985 0,1072

4, =0,58 0 0 0

Spectrum{ A;,-(A5,)" }= 0 2, =129 0 0

=187 =min. 0 0 4, =0 0
0 0 0 A, =0

Ad. 11.2.
Przemnozenie macierzy MP-odwrotnej przez macierz wyrazow wolnych pozwala

uzyska¢ niewiadome dla uktadu réwnan (16.1), jako macierz X, :

Oznaczenie
Warto$¢ niewiadomej | Nazwa atrybutu
niewiadomej | uktadu w uktadzie rownan
rownan
. . 405,84 X, Lokalizacja
X1 =AsByy ~
179,92 X, Moda
A Standard wykonczenia
14 X
8, 8 budynku
A Pietro
186,95 Xq w budynku

W wyniku estymacji otrzymano, w klasie rozwigzan liniowych, $ciste rozwigzanie
w formule (16.2):
X,\ = AJr . B W == f
B=W, =1(@,-.a,) (16.2)
(B=A-X"*t&)<=b=a,-40584+4a,-179,92+4a,-8,14+4a,-186,95+ ¢
Sprawdzenie poprawno$ci obliczen niewiadomych dla uktadow rownan nastgpuje

zawsze poprzez sprawdzenie, czy uzyskane w wyniku estymacji rozwigzanie wskazane
w (16.2) spetnia uktad rownan (16.1) jako formuta (20):
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5-405,84+2-179,92+8,14+3-186,95=2958 < L =P
5-405,84+3-179,92+2-8,14+4-186,95=3333< L=P (20)
6-405,84+2-179,92+3-8,14+5-186,95=3754 < L =P
c.b.d.u
Ad. 111.
W wyniku estymacji otrzymano model wyceny oraz poszukiwang warto$¢ 1m? dla

wycenianej nieruchomosci®® — Tabela 2.:

Tabela 2. Wycena nieruchomosci w oparciu o metode cenowo poréwnawcza w wersji
wieloatrybutowej.

Standard
Lokalizacja Moda wykonczenia Pietro Warto$é
zakres cech | zakres cech |  budynku w rynkowa
Status 1-6 1-3 zakres cech | budynku jednostkowa,
a, a, 1-3 a, dane w zl/m?
a3
1 2 3 4 5 6

W, =f(a,..,a,)=a,-405,84+a,-179,92+4a,-8,14+4a, -186,95+ ¢ =
=5-405,84+2-179,92+3-8,14+3-186,95+ & =(F,, - X,,) £ =W, = (2974z¢ I m*) t ¢

Wartos¢

rynkowa
Nieruchomos¢ 5 2 3 3 jednostkowa
wyceniana Wr _ 2974

F

Warto§¢ rynkowa nieruchomosci oznaczona: W,

W.” =2974z¢/ m? -55m?* =163570z¢
Zrédlo: Opracowanie wlasne.

Ad. IV.
Obliczajac norme¢ wskazang w formule (19), uzyskamy nastepujaca wariancje

jednostkowa o dla wektora niewiadomych danej formula (21) :

o2 (X2,)" - X4, 23209014
0 n=3 3

— 7736338 (21)

stad odchylenie standardowe poszczegélnych niewiadomych'® (X,,), z wykorzystaniem
formuty (22):
var— COV(X‘:A) = (75 [ 44~ (A4+,3 : A3,4)] (22)

przedstawia oceng parametrow strukturalnych modelu wyceny.

189 W zaawansowanych modelach statystycznych, znajac macierz wariancyjno-kowariancyjna, dla kostek danych
powyzej 40 — stu wierszy (przypadkow), obliczenia wykonuje si¢ z uwzglednieniem estymacji punktowej
i estymacji przedziatowej dla uzyskanych wartosci. W tym celu nalezy wykorzysta¢ kwantyl rozktadu t-Studenta
dla okreslonego prawdopodobienstwa wystgpienia btedu oraz okreslonej liczby stopni swobody dla ustalonego
poziomu ufhosci.

19 Analiza doktadno$ci w oparciu o wielko$¢ pojedynczego odchylenia standardowego.
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Stosowne obliczenia zawiera kwadratowa,

kowariancyjna — Tabela 3.:

symetryczna macierz wariancyjno-

Tabela 3. Analiza dokladno$ci ocen parametréow strukturalnych modelu wyceny.

5575,74 2 787,87 12 545,41 -15 333,28
var—cov(XZA) = 2787,87 1 393,93 6 272,71 -7 666,64
=05 [0~ (Al A)] 12 545,41 6 272,71 28 227,18 -34 499,88
-15 333,28 -7 666,64 -34 499,88 42 166,53
Oznaczenie
niewiadome;j R R R R
modelu wyceny X X3 X3 X,
X;
Warto$é
niewiadome;j
(estymatory jako 405,84 179,92 8,14 186,95

wagi dla atrybutow
wyceny modelowej)

Model wyceny

W, =f(a,...,a,) =a,-405,84+4a,-179,92+4a,-8,14+4a,-186,95+ ¢

Szacunkowy btad
estymacji ocen
parametrow
strukturalnych
modelu wyceny

o, =/5575,74 =

=x74,7

o, =+/139393 =

=+37,3

o= 2822718 =

=+168,0

o, =+/42166,53 =

=1205,3

Zrodlo: Opracowanie wlasne.

Odpowiedz: Warto$¢ rynkowa nieruchomosci to:
W, =2974z7/m?-55m? =163570z/ (Tabela 3.)
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Zakonczenie

Jak wynika z systematyki ukladéw rownan, uklady niedookreslone stanowig wazna
czes$¢ pola naukowego nie tylko w ujeciu teoretycznym, ale rowniez praktycznym. Wskazany
w pracy przyktad autorski zostat w sposdb metodyczny w peitni rozwigzany, a informacje
W nim zawarte moga stanowi¢ w obszarach wyceny, 1 nie tylko, inspiracj¢ dla osob, ktore
poszukuja Scistych rozwigzan w klasie rozwigzan liniowych w innych zagadnieniach -
wykorzystujagc w tym celu dorobek naukowy zwigzany z wielowymiarowg analiza danych.

Wykonana analiza rynku oraz obliczenia zestawione w macierzy wariancji-
kowariancji wykazaty, ze wykorzystujac zagadnienia teoretyczne, istnieje jednoznaczne
rozwigzanie niedookreslonych ukladow réwnan na przyktadzie modelu wyceny. Zmienna
oznaczona jako a, (standard wykonczenia budynku) dla przedmiotowej analizy nie ma

wplywu na wycen¢ nieruchomosci, co zostalo udowodnione, nie tylko przez niewielka
warto$¢ odpowiadajacej tej zmiennej niewiadomej, ale rowniez przez duza wielkos¢ bledu dla
niewiadomej X, .

W kostkach danych, co do zasady, wybdr zmiennych diagnostycznych w ilosciowo-
jako$ciowym znaczeniu, jest niezwykle wazng czynno$cig. Z uwagi na fakt, ze nie jest to
wybor przypadkowy, tylko celowy, dlatego tez nalezy poswieci¢ mu szczegdlng uwage
stosujac dobor merytoryczny oraz badajac wzajemne zaleznos$ci pomiedzy zmiennymi.

W tekscie, analizach, wynikach i wnioskach zaprezentowanego autorskiego przyktadu
swiadomie pomini¢to aspekt normalizacji zmiennych warto$ciujacych. Ta kwestia w drodze
taksonometrycznej bedzie stanowi¢ dla autora podstawe kolejnych wnikliwych badan i analiz
w dalszym ciggu pracy naukowej.

Dzigki wielu zaletom stosowania uogdlnionych odwrotnosci macierzy, w tym MP-
odwrotnosci, mozna odkrywa¢ nowe metody analityczne dajace satysfakcje z rozwiazania-
otrzymujac estymatory: zgodne, nieobcigzone i najefektywniejsze, a przedmiotowy rozdziat
stanowi inspiracje i propozycje autora, by zaadaptowac czg¢$¢ z nich na grunt ekonometrii
W ujeciu szerszym.
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Streszczenie

Kontynuujac rozwazania teoretyczne z poprzedniego rozdzialu na temat
niedookreslonych uktadow réwnan liniowych, niniejszy rozdziat przedstawia zagadnienie
praktycznego zastosowania rozwigzania uktadu rownan liniowych, dla ktérego liczba wierszy
jest mniejsza od liczby kolumn.

Analitycznie wage naukowg tego problemu obrazuje sytuacja, dla ktorej nastgpujace
moduty: dane, analiza danych, regresja w arkuszu Excel, czy GRETL i wielu innych,
pozostaja - mimo postepu informatycznego - ciggle jeszcze nierozwigzane.

Celem pracy jest wypelnienie tej luki naukowej w znaczeniu teoretycznym (rozdziat
poprzedni) i praktycznym (rozdziat biezacy).

Uwzgledniajac  ograniczenia monografii, zagadnienia dotyczace podstaw teorii
estymacji na przyktadzie wyceny nieruchomos$ci, zostaly zaprezentowane w sposdb jak
najbardziej przystepny w formie analizy danych zastanych.

Stowa kluczowe
warto$¢ rynkowa nieruchomosci, analiza danych, regresja wielowymiarowa
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Underdetermined systems of linear equations - on the example of real estate market
valuation

Summary

Continuing the theoretical discussion from the previous chapter on underdetermined
systems of linear equations, this chapter presents the issue of the practical approach of solving
a system of linear equations for which the number of rows is less than the number of columns.

Analytically, the scientific importance of this subject matter is illustrated by the
situation in which the following modules: data, data analysis, regression in Excel spreadsheet,
or in GRETL statistical software and many others, remain - despite the IT progress - still
unsolved.

The aim of this work is therefore to fill this knowledge gap in theoretical term
(previous chapter) and in practical term (current chapter).

Issues concerning the base of estimation theory on the example of real estate valuation
are presented, taking into account the limitations of the monograph, in the most accessible
way of collected data analysis.

Key words
real estate market valuation, data analysis, multivariate regression
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3. Ustawa o gospodarce nieruchomos$ciami z dnia 21 sierpnia 1997r, Dz. U 1997, poz. 741
— zrodto: Akt prawny (sejm.gov.pl) - dostep: (3-06-2021r.)

4.  OBWIESZCZENIE PREZESA RADY MINISTROW z dnia 3 marca 2021 r. w sprawie
ogloszenia jednolitego tekstu rozporzadzenia Rady Ministrow w sprawie wyceny
nieruchomosci i sporzadzania operatu szacunkowego, Dz. U 2021, poz. 555 — Zrodto:
akty prawne do ISAP-u (sejm.gov.pl) — dostep: (3-06-2021r.)
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Wprowadzenie

Zmiany zachodzace na konkurencyjnym rynku, przy dynamicznym rozwoju
technologii informacyjnych oraz implementacji naukowych metod i narzgdzi z zakresu
prognozowania, stwarzaja nowe przestrzenie i szanse do kreowania optymalnych rozwigzan
w celu podnoszenia efektywnos$ci procesow decyzyjnych i sprzedazowych. Przedsiewziecia te
stuza zwigkszaniu skutecznosci sprzedazy 1 jakosci obstugi klienta, a takze planowania
1 optymalizacji struktury produktow i ustug oraz strategii dziatania i umacniania pozycji
konkurencyjnej na rynku.

Dlatego tak waznym elementem prowadzenia biznesu jest synchronizacja wszystkich
planow operacyjnych z prognozami popytu, a przede wszystkim z prognozami sprzedazy
w odpowiednio dobranych horyzontach czasowych (zazwyczaj 1-3 miesi¢cy, nazywanych
,zamrozonymi” horyzontami planowania).'%

Celem niniejszego opracowania jest przedstawienie wybranych narzedzi
prognozowania wspierajacych proces podejmowania e-decyzji w zakresie sprzedazy ustug

finansowych.

1K P. Frankowski, Prognozowanie sprzedazy, Wyd. CeDeWu, Warszawa 2018, s. 27.
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10.1. Specyfika rynku ustug finansowych

Rynek ustug finansowych postrzegany jest jako niezwykle atrakcyjny i rozwijajacy si¢
w bardzo szybkim tempie segment rynku finansowego. W niektorych krajach dazy si¢ do
rozwoju ushug finansowych, w szczegoélnosci do posiadania przez obywateli rachunku
bankowego, ktory jest dotowany przez panstwo, dzigki czemu pomaga zapobiegac
wykluczeniu spotecznemu promujgc jednoczesnie obrot bezgotowkowy 1 elektroniczne
instrumenty platnicze.%?

Zdefiniowanie pojecia ustug finansowych jest bardzo trudne. Zaréwno na gruncie
prawa polskiego, jak i prawa UE brak jest jednolitej, ogdlnej definicji ustugi finansowej
(takze uzywane zamiennie: $wiadczenia finansowego).!%

W dyrektywie 2002/65/UE z dnia 23 wrzesnia 2002r. o $wiadczeniu ustug
finansowych na odleglo$¢ na rzecz konsumentow, ,,ustuga finansowa” oznacza wszelkie
ustugi o charakterze bankowym, kredytowym, ubezpieczeniowym, emerytalnym,
inwestycyjnym lub platniczym (art. 2 lit. b dyrektywy 2002/65/UE).

Ustugi finansowe w ujeciu Ustawy z dnia 16 kwietnia 2004 r. 0 zmianie ustawy
o ochronie niektérych praw konsumentoéw oraz o odpowiedzialnosci za szkod¢ wyrzadzong
przez produkt niebezpieczny - w rozdziale 2a, w art. 16a ust 1 - stwierdza si¢, ze ustugami
finansowymi w rozumieniu ustawy sg w szczegolnosci:

— czynnosci bankowe,

— umowy kredytu konsumenckiego,

— czynnosci ubezpieczeniowe,

— umowy uczestnictwa w: funduszu inwestycyjnym otwartym, specjalistycznym
funduszu inwestycyjnym otwartym, funduszu inwestycyjnym zamknigtym,
specjalistycznym  funduszu  inwestycyjnym  zamknigtym i  funduszu
inwestycyjnym mieszanym.%

Ustugi finansowe mozemy podzieli¢ na nastgpujace grupy:

— bankowe,

— ubezpieczeniowe,

— inwestycyjne,

— platnicze.

Zasady regulujace rynek wustug finansowych w UE nie zostaly w pelni
zharmonizowane, a zdaniem niektorych przedstawicieli, doktryny nie zostaly
zharmonizowane odpowiednio.®

U podstaw dziatalnosci cztowieka jest zaspokajanie potrzeb konsumpcyjnych.1%

192 W. Szpringer, Spofeczna odpowiedzialnosé bankéw: Miedzy ochrong konsumenta a ostong socjalng, \Wolters
Kluwer, Warszawa 2009, s. 19.

198 D, Slazynska-Kluczek, Zmiany na rynku ustug finansowych w kontekscie dyrektywy PAD, Zeszyty Naukowe
PWSZ w Ptocku Nauki Ekonomiczne, t. XXIII, 2016, s. 130.

194 Ustawa z dnia 16 kwietnia 2004 r. o zmianie ustawy o ochronie niektérych praw konsumentéw oraz
o odpowiedzialno$ci za szkode wyrzadzona przez produkt niebezpieczny.

195 E. Avgouleas, The harmonization of rules of conduct in EU financial markets: economic analysis, subsidiary
and investor protection, European Law Journal, 2000, vol 6 nr 1, s. 72.

196 A, Mastalerz-Kodzis, M. Miskowicz-Nawrocka, E. Poéciech, H. Zawadzki, K. Zeug-Zebro, Elementy
ekonomii matematycznej dla studentéw i zarzqdzania, Wyd. Wydawnictwo Uniwersytetu Ekonomicznego
w Katowicach, Katowice 2018, s. 9.
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10.2. Rola prognozowania i metod ilosciowych w prowadzeniu dzialalnosci rynkowej
oraz w procesie sprzedazy

Z uwagi na duze znaczenie prognoz gospodarczych w ksztatltowaniu najbardziej
prawdopodobnego obszaru wzrostu gospodarki, jej poszczegdlnych gatezi lub wybranych
zjawisk spoteczno-gospodarczych, prognozowanie, jako dyscyplina naukowa, rozwija si¢ od
niedawna, ale w sposob bardzo dynamiczny.'%’

Szybko zmieniajgce si¢ warunki funkcjonowania podmiotow gospodarczych
powoduja, ze decydujaca role w ich dzialalnosci odgrywa informacja zorientowana na
przyszto$ét,

Precyzyjne prognozy w przedsigbiorstwie sg potrzebne nie tylko zarzadowi, ale
wlasciwie wszystkim pionom (finanse, marketing, produkcja, sprzedaz, kadry, obstuga
klienta), a takze menedzerom produktow i regionow.%°

Warto podkresli¢, ze prawidlowo zbudowane prognozy sa niezbedne przy
podejmowaniu odpowiednich decyzji gospodarczych.?®

Jak wynika z badan empirycznych, w wigkszosci firm funkcja prognozowania
realizowana jest?®! na biezaco.

Prognozy nie sg planami, a jedynie pewnymi informacjami planistycznymi wolnymi
od warto$ciowania i stawiania celow.?%2

Badajac szeregi czasowe bez okresowosci zaktada si¢, ze zmiany w nich zachodzace
podlegaja wplywom jedynie od strony przyczyn gtéwnych (determinant w dziatach produkcji
i marketingu (40%)) oraz tych, nast¢pujacych po sobie i w zasadniczym stopniu uktadajgcych
tendencj¢ rodzajowa analizowanego zjawiska, a takZze ubocznych (majacych wylacznie
charakter przypadkowy). 2%3

Ot6z, jesli rozwazamy sprzedaz oraz jej prognoze, to nalezy mie¢ §wiadomos¢, iz jej
wielko$¢ w ogolnosci jest sumg trzech skladowych zaleznych od specyfiki procesu sprzedazy
w danej firmie lub na danym rynku. Sktadowe te, to:

— prognoza sprzedazy bazowej,
— prognoza sprzedazy promocyjnej,
— prognoza sprzedazy NPD?%420°

W ogodlnosci istniejg dwa obszary korzysci wynikajace z poprawy jakosci prognoz

sprzedazy. Sa to:

7 A. Zelia$, B. Pawelek, S. Wanat, Prognozowanie ekonomiczne. Teoria. Przyktady. Zadania, Wyd. PWN,
Warszawa 2003, s. 11.

1% M. Witkowski, T. Klimanek, Prognozowanie gospodarcze i symulacje w przykiadach i zadaniach,
Wydawnictwo Akademii Ekonomicznej w Poznaniu, , Poznan 2006, s. 7.

19 M. Witkowski, T. Klimanek, Prognozowanie gospodarcze i symulacje w przyktadach i zadaniach,
Wydawnictwo Akademii Ekonomicznej w Poznaniu, , Poznan 2006, s. 7.

20 R, Czyzycki, R. Kloska, Wybrane zagadnienie z prognozowania, Wydawnictwo Uniwersytetu
Szczecinskiego, Szczecin 2019, s. 10.

201 M. Witkowski, T. Klimanek, Prognozowanie gospodarcze i symulacje w przyktadach i zadaniach,
Wydawnictwo Akademii Ekonomicznej w Poznaniu, , Poznan 2006, s. 7.

202 por. J. Geren, Metodologiczne aspekty prognozowania ekonomicznego, Przeglad statystyczny, 1978, nr 1, s. 7
28 R. Czyzycki, R. Kloska, Wybrane zagadnienie z prognozowania, Wydawnictwo Uniwersytetu
Szczecinskiego, Szczecin 2019, s. 19.

204 K.P. Frankowski, Prognozowanie sprzedazy, Wyd. CeDeWu, Warszawa 2018, s.91-92.

205 NPD- z ang. NEW Product Development, czyli
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— oszczednosci, ktore powstaja glownie w obszarach operacyjnych (tancuchach
dostaw, logistyka, produkcja),
— wzrost sprzedazy(wolumenu lub warto$ci) wynikajacych gtoéwnie z eliminowania
sprzedazy potencjalnie utraconej.?%®
Pomiar jakosci trafnosci prognoz na rynku ustug finansowych.

10.3. Prognozowanie sprzedazy w oparciu o szeregi stacjonarne

Metody prognostyczne wykorzystujace analiz¢ szeregdw czasowych na podstawie
danych historycznych, potrafig przewidzie¢ zachowanie obiektu prognozy w przysztosci i na
tej podstawie s w stanie dokonaé predykcji wartosci przysztych.?%’

Dla szeregéw stacjonarnych sg to metody:

— naiwna | rodzaju,

— $redniej arytmetycznej,

— $redniej kroczacej,

— $redniej kroczacej wazonej,

— wygladzania wyktadniczego Browna.

Najpowszechniej stosowana z tych metod polega na obliczaniu prognozy na moment
lub okres t przyjmujac jej wartos¢ rowng warto$ci obserwacji bezposrednio poprzedzajacej,
czyli dla okresu t-1. Zaleca si¢ wowczas, iz wspotczynnik zmiennosci dla tej metody nie
powinien by¢ wiekszy od 10%.

Zapisujemy to nastepujaco:

_}’, = _}’;_1
gdzie:

-
¥ _ prognoza zmiennej Y wyznaczona na okres t,

Y1 _wartos§é zmiennej prognozowanej w okresie poprzednim, czyli w okresie t-1

Jezeli w szeregu czasowym wystepuje trend, woéwczas prognozy mozemy budowac
dodajac jeszcze roznice pomigdzy kolejnymi poprzednimi obserwacjami, czyli dla okresu

t-1 w poréwnaniu z okresem t-2.
Wyrazi¢ to mozna nastepujaco:

*
Ye = Ve t {y:—l - .}’:—2}:
gdzie:
Y+ _ prognoza zmiennej Y wyznaczona na moment lub okres t,
Fi1:¥e2 - wartogci zmiennej W okresach t-1, t-2.
Jezeli prognozowana zmienna ma tendencje wzrostowa lub spadkows, to do prognozowania

mozemy przyja¢ metode, w ktorej zaklada si¢, ze warto$¢ prognozowanej zmiennej wzrosnie
(spadnie) o pewien procent w odniesieniu do poziomu zmiennej z okresu poprzedniego t-1:

206 K.P. Frankowski, Prognozowanie sprzedazy, Wyd. CeDeWu, Warszawa 2018, s. 26.
207 K.P. Frankowski, Prognozowanie sprzedazy, Wyd. CeDeWu, Warszawa 2018, s. 156.
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Zapisa¢ to mozemy nast¢pujaco:

yf* = (l+ c)yf—ls
gdzie:

Y+ _ prognoza zmiennej Y wyznaczona na okres t,

Yl _warto$é zmiennej prognozowanej w okresie t-1,

c- nazywamy wskaznikiem wzrostu (lub spadku, gdy ¢ jest ujemne).

Jesli zmienna ma tendencje wzrostowa o 1% miesiecznie, to prognoze mozna
obliczymy nast¢pujaco:

¥, =101y, |

Podobnie mozemy zatozy¢, iz zmienna ro$nie powigkszajac si¢ o stata wartos¢ 1 wtedy
prognoze obliczymy dodajac do kolejnych obserwac;ji stata c.
Mozna to zapisac:

Yy =¥q tC
gdzie:
C- stala.

Przyrost zmiennej moze by¢ usredniony z kolejnych wszystkich przyrostow
poprzedzajacych obserwacje, a budowana prognoza na okres t powstaje przez dodawanie
takiego sredniego przyrostu do kolejnych warto$ci zmiennej prognozowanej z okresu t-1.

Mozna to przedstawic¢ nastgpujaco:

. 1 -2
.:I'(’r =J"r-1+f_22(yz'+1_.]":'j':

i=1

Jezeli w szeregu czasowym zmiennej prognozowanej wystepuja wahania sezonowe,
np. kwartalne, wowczas mozna przyjac, iz prognoza bedzie taka, jak w adekwatnym kwartale
poprzedniego roku, czyli w okresie t-4. Mozna to zapisac :

* —
Yy = Vg
gdzie:
Y+ _ prognoza zmiennej Y wyznaczona na moment lub okres t,

Yt - wartodé zmiennej prognozowanej w odpowiednim kwartale ubieglego roku.

Mozna rowniez zbudowaé prognoze na okrest postugujac si¢ wartoscia w okresie
poprzednim t-1 i weryfikowac ja odpowiednim wskaznikiem sezonowosci :

- _ Vi
Y = Ty
Tl

gdzie:
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“++%r-1 _ weskazniki sezonowosci dla okresow t oraz t-1.

Podsumowujgc zauwazamy, iz najprostsza z metod naiwnych uwzglednia jedynie
ostatniag obserwacj¢. Bardziej ztozone metody naiwne wymagaja uzycia wigkszej liczby
danych z szeregu czasowego.

Wybér metody w zasadzie opieramy na obserwacji wykresu szeregu i badaniu jego
zmiennosci - dla najprostszej z tych metod.

Prognozy metodami naiwnymi, niestety nie bywaja dokladne i mozemy je
weryfikowac jedynie po realizacji prognoz, czyli obliczajac btad ex-post.

Bledy ex-ante nie sg mozliwe do okreslenia w tym przypadku, czyli nie mozemy
przewidzie¢ ich doktadno$ci przed wyznaczeniem samych prognoz. Mozliwo$¢ tg dajg nam
bardziej "finezyjne" metody.?%®

Ponizszy przyktad zilustruje decyzj¢ o zbudowanie prognozy metoda naiwng.

Przyklad 1.
Sprawdzi¢, czy do danego pewnego szeregu czasowego mozemy zastosowac
najprostsza metode naiwna tj:

* —_—
Yo =V .
Rozwigzanie
Nalezy na podstawie danych obliczy¢ pewne parametry, ktore wskaza na poziom
zmiennosci zmiennej, a co za tym idzie uzasadnig zastosowanie metody naiwnej.
Korzystamy wowczas ze wzorow na: odchylanie standardowe, $rednig arytmetyczng i
wspotczynnik zmiennosci:
12y —alz 1 =
S={—E{.}’f - ) } yo= =2 ¥, V.,=Z*100%
LS| . Ly

I

1 : Y

1 obliczamy warto$ci w/w parametrow.

Jezeli okaze sig, ze odchylenie standardowe 1 $rednia arytmetyczna badanej zmiennej

wynosza: np.. S= 46,55938212 oraz * T 649,1222222 i do oceny sity wahan
przypadkowych zastosujemy wspotczynnik zmienno$ci: Vz=0,07172668 =7,2%, to jego
wielko$¢ uzasadni zastosowanie najprostszej metody naiwne;.

Odpowiedz: Wspoétczynnik zmiennosci jest niski, zatem uzasadnione jest zastosowanie tej
metody.?%°

Kolejny przyktad prezentuje budowg prognozy za pomocg metody naiwnej z tendencja
r0ZWOjOW3.

Przyklad 2.

208 http://www.ekonometria.4me.pl/metody_naiwne.htm [dostep 9.02.2021, godz. 14.00]
209 http://www.ekonometria.4me.pl/metody_naiwne.htm [dostep 10.02.2021, godz. 14.00]
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Wyznaczy¢, za pomocg metody naiwnej z tendencja rozwojowg (trendem), prognoze
na najblizszy miesiac (czyli maj) 2013 r., dla danego szeregu czasowego wielko$ci sprzedazy
w firmie Iglopol (w tys zt) - od lipca 2011 r. do kwietnia 2013 r.:

52,05; 51,25; 50,70; 51,20; 50,50; 50,50; 50,90; 50,35; 48,91, 49,00, 48,74; 47,80;
47,60; 47,70; 47,70; 47,20; 47,34; 47,99; 47,85; 47,90; 47,79; 47,79.

Rozwiazanie
Stosujemy ponizszy wzor:

1

T
Y = yT+—Z Ve — Yro1)
T-1 =2

Zastosowany wzor pozwolit wyznaczy¢ prognoze wielkosci sprzedazy firmy Iglopol
ma kolejny miesigc (maj) na poziomie: 47.403 (tys. zt) — (Tabela 1).

W ponizszej tabeli sg zaprezentowane zebrane dane (od lipca 2011 r. do kwietnia
2013r.) oraz obliczona ze wzoru prognoza wielkosci sprzedazy na maj 2013 r.,
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Tabela 1. Sprzedaz w Firmie Iglopol w latach 2011-2013.

Data t y Rrzyrost l:’(::a'::f: Blad Blgd

Y3 trendem wzgledny

lip-11 1 52,05 . Veor. U=Ydeor | IY-Yisar)X |
sie-11 2 51,25 038 51,250 0,000 0,000
wrz-11 3 80,70 055 50575 0,125 0,002
paz-11 4 51,20 05 50,417 0,783 0015
lis-11 5 50,50 07 50813 0,313 -0,006
gru-11 5 50,50 0 50,190 0,310 0,006
sty-12 7 50,90 0.4 50,308 0592 0012
lut-12 8 50,35 055 50 B57 -0,307 -0,006
mar-12 9 48 .91 -1.44 49 958 -1,048 0021
kwi-12 10 49,00 0,09 48 57 1 0,429 0,009
maj-12 11 48,74 -0,26 48 BB9 0,071 0,001
cze-12 12 47,80 -0.94 48,354 0554 0,012
lip-12 13 47 60 0.2 47 429 0,171 0,004
sie-12 14 47 70 01 47 265 0,435 0,009
wrz-12 15 47,70 0 47 389 0,311 0,007
paz-12 16 47,20 05 47 377 0177 -0,004
lis-12 17 47 34 0,14 46 906 0,434 0,009
gru-12 18 4799 065 47 101 0,889 0,019
sty-13 19 47 85 -0,14 47 757 0,093 0,002
lut-13 20 47 90 0,05 47 B32 0,268 0,006
mar-13 21 4779 0,11 47 687 0,103 0,002
kwi-13 22 47,79 0 47 587 0,203 0,004
- 47.403 2.819 0.058

Prognoza

Zrédlo: Prognozowanie i symulacje, Metody prognozowania, Pomoc dla studentéw kierunkéw ekonomicznych —

wykonywanie projektow i zadan — korepetycje, Prognozowanie naiwne -http://www.prognozowanie.info/ -

[dostep 11.02.2021, godz. 12.00].

Mozna tez poda¢ interpretacj¢ graficzng na wykresie.

Oto wykresy: warto$ci rzeczywistych i wygladzonych oraz wyznaczona prognoza
wielkosci sprzedazy na miesigc maj 2013r.
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Wykres 1. Wartosci rzeczywiste sprzedazy i wygladzone wraz z prognoza wielkoS$ci
sprzedazy na maj 2013 roku.

84,00
53,00
52,00 A

81,00 \\ :"“; : ;

50,00
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43,00 al -~
. W S

46,00

45,00 T T T T
0 5 10 15 20 25

—'\Wartoscl rzeczymiste — \Wartosci wwygtadzone Prognoza

Zrédlo: Prognozowanie i symulacje, Metody prognozowania, Pomoc dla studentéw kierunkéw ekonomicznych —
wykonywanie projektow i zadan — korepetycje, Prognozowanie naiwne http://www.prognozowanie.info/ - [dostep
11.02.2021, godz. 12.00].

Mozna teraz obliczy¢ $redni blad expost.
Sredni wzgledny btad prognoz ex-post dla prognoz wygastych wynosi:

(7, - 7,)|_ 0,058
oy 21

Poniewaz blad ten jest znikomy 1 wynosi tylko 0,27% mozemy uzna¢, iz wyznaczona

l:Pz

=0,0027

prognoza, z uzyciem tej metody, jest trafna.

Odpowiedz: Postawiona prognoza wielkosci sprzedazy na maj 2013 roku w firmie Iglopol
wynosi 47,403 tys. z+.?1 i jest ona trafna.

Kolejna grupa metod prognozowania w sposob istotny wykorzystuje pojecie Sredniej
arytmetycznej. Warto$¢ S$redniej arytmetycznej jest ilorazem (wynikiem dzielenia)
zsumowane] wartosci wszystkich badanych zmiennych oraz liczebnosci badanej populacji
(N).

Najbardziej popularne metody prognozowania stosuja nastepujace trzy ich rodzaje:

1. prosta $rednia kroczaca,

2. wyktadnicza $rednia kroczaca,

3. wazona $rednia kroczaca.?!?

210 prognozowanie i symulacje, Metody prognozowania, Pomoc dla studentéw kierunkéw ekonomicznych —
wykonywanie projektow i zadan — Kkorepetycje, Prognozowanie naiwne http://www.prognozowanie.info/ -
[dostep 11.02.2021, godz. 12.00]
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Wymienione wyzej $rednie kroczace sg przedstawione sag w Tabeli 2.

Tabela 2. Syntetyczne zestawienie najpopularniejszych srednich kroczacych.

Prosta Srednia kroczaca

Wazona Srednia kroczgca

Wykladnicza Srednia kroczaca

Simple MovingAverage WeightedMovingAverage ExponentialMovingAverage
(SMA) (WMA) (EMA)
¥ (1-a)ie
x EMA, === 1
SMA, = Hi=it WMA, =22 L, (1-a)
i=1"1 B 5
it

X — liczba notowan
brana pod uwage,
c—cena z i-tego
notowania branego pod
uwage.

X — liczba notowan brana pod
uwage,
Cc — cena z i-tego notowania
branego pod uwagg,
w — waga dla i-tego notowania
branego pod uwagg.

X — liczba wszystkich notowan
dostepnych dla danego waloru,
C — cena z i-tego notowania,
a — wspolczynnik nadajacy
wage dla kolejnych notowan,
przyjmuje wartosci od 0 do 1

Zrédlo: opracowanie na podstawie K. Borowski: Nowe zastosowania srednich ruchomych,
http://bossa.pl/analizy/techniczna/elementarz/srednie_ruchome/ z dnia 26 maja 2010r.
[w:] https://analizy.investio.pl/srednie-kroczace/- [dostep 12.02.2021, godz. 14.00].

Wygtadzanie wyktadnicze polega (w skrocie) na tym, ze szereg jest wygladzany za

pomoca wazonej S$redniej ruchomej, przy czym wagi obliczane sg wedlug porzadku

wykladniczego.

W zalezno$ci od wnioskéw wynikajacych z dekompozycji szeregu, dostosowujemy
odpowiednig metode wyrownywania wyktadniczego.

Do powszechnie znanych i stosowanych metod naleza:
— prosty model wygtadzania wyktadniczego Browna,

— model liniowy Holta
- model Wintersa - wersja addytywna i multiplikatywna.
Prosty model wygladzania wykladniczego Browna

212

stosujemy w przypadku

wystgpowania prawie stalego poziomu zmiennej prognozowanej oraz niewielkich wahan

przypadkowych.

Ponizszy wzor okresla sposob obliczenia prognozy na podstawie $redniej ruchomej
prostej. Wyznacza on prognozg na okres t-1 :

.}’:-1 =F, =

Yeag TVt TV

k

Wartos$¢ prognozy na okres t mozna wyrazi¢ nastgpujaco:

J":"'F:'r-l =

_ X Yk

l';IC .f?C +.},:—1'

211 https://analizy.investio.pl/srednie-kroczace/- [dostep 12.02.2021, godz. 14.00]
212 hitp://www.ekonometria.4me.pl/wygladzanie-wykladnicze-Browna.htm - [dostep 14.02.2021, godz. 10.00]
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https://analizy.investio.pl/wp-content/uploads/2012/03/sma_wzor.gif
https://analizy.investio.pl/wp-content/uploads/2012/03/wma_wzor.gif
https://analizy.investio.pl/wp-content/uploads/2012/03/ema_wzor.gif

Zmodyfikujmy to réwnanie wstawiajac, zamiast warto§ci zmiennej prognozowanej
w okresie t-k-1, przyblizong warto$¢ prognozy wyznaczonej na poprzedni okres.

. 1 17 «
y:r:E.y:—l'F I_E -1

W ten sposob uzyskaliSmy réwnanie, w ktorym najswiezszej obserwacji zmiennej

Woéwecezas otrzymujemy:

1 5
— 1——
prognozowanej nadana jest waga % , a prognozie zas - waga k)

1
Symbolem alfa: & mozemy zastapi¢ wage & , wtedy otrzymujemy:

J”: =Fy=ay,, +({1- ﬂ)}’:—l-

Model ten, po podstawieniu za *#1~*#1 ( czyli za blad ex post prognozy obliczonej

na okres t-1), wyrazenia de1- przyjmuje posta¢ nastgpujaca:

Ed

.:"’z = lz;::—1 = .:"’:r*—l +‘:ng—1'

Mozna réwnanie to rozwinaé zastepujac warto$é prognozy wyznaczonej na okres £~ 1

+(1-

cezylic D) wyrazeniem: @2 @¥ra i wiedy otrzymamy:

* * 2 %
Yo =@t (1_ a)[a}’z—z + {1 - a)}’:—z ] =y, + (Zﬂ— ‘z)}’:—z + (1_ LZ) Fea-
Powtarzajac to samo wielokrotnie, czyli podstawiajac za: =)

wyrazenie: s TU=@Ves i otrzymamy:

.:}": = ‘ru‘l}!‘—l + ﬂf(l— a:).:}":r—E + ‘IU‘ - ‘Ijz .:}";—3 + (1 - ‘IJS.:}":—S ?
a nastepnie:

yizayta(-a)y,+al-a)ly+all-a)+y, ,+

-

+ral-arty o+ +(1-a) 'ty

Poniewaz parametr “ jest liczbg nalezacg do przedziatu (0, 1], to, wagi:

2
a 1 ,Cf(l_ﬁl a(l- ) ... malejg wyktadniczo 1 stad wzigta si¢ nazwa metody:

wygtadzanie wyktadnicze, zas od nazwiska tworcy tej metody przyjeto si¢ w literaturze
nazywac ja metodg wyréwnywania wykladniczego Browna.
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Konstruujgc prognoze na okrest, przyjmuje si¢ tutaj, ze wyniesie ona tyle, ile
prognoza wyznaczona na okres poprzedni t-1, po skorygowaniu jej o pewna czg$¢ (a - stalg
wygtadzania) jej bezwzglednego btedu ex post.

Zatem, jezeli wyznaczona prognoza na okres t-1 byta, w poréwnaniu z rzeczywista

wartoécia * =1, zbyt niska, to prognoze konstruowana na okres t - zwigksza si¢ (poréwnujac
z poprzednig) i odwrotnie, jesli wyznaczona prognoza na okres t-1 byla zbyt wysoka,

w poréwnaniu z rzeczywista wartoscia zmiennej prognozowanej **l, to prognoze
konstruowang na okres t zmniejsza sie (w porownaniu z poprzednig).?t®

213 http://www.ekonometria.4me.pl/wygladzanie-wykladnicze-Browna.htm - [dostep 14.02.2021, godz. 10.00]
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Zakonczenie

Dziatalno$¢ podmiotéw w zmiennych warunkach rynkowych przy silnej konkurencji
wymaga przygotowania odpowiedniej strategii dziatania ukierunkowanej na optymalizacje
procesow 1 maksymalizacje¢ zyskow.

Proces prognozowania, opierajacy si¢ na nowoczesnych i klasycznych narz¢dziach
oraz metodach symulacji transakcji sprzedazowych, przyczynia si¢ do minimalizowania
ryzyka dziatan biznesowych. Korzys$ci wynikajace z implementacji i wdrozenia procesow
prognozowania przyczyniaja si¢ do optymalizacji sprzedazy produktow i1 ustug finansowych
oraz kreowania wysokiej jakosci obstugi klientow indywidualnych i instytucjonalnych.
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Streszczenie

W pracy przedstawione sg wybrane narzgdzia stuzace do wspierania procesu sprzedazy
ustug finansowych. Ukazano specyfik¢ oraz role prognoz w prowadzeniu dziatalnosci
gospodarczej. Zaprezentowane metody, w tym prognozowanie z wykorzystanie danych
ex-post, pozwalajag na zmniejszanie ryzyka i bledow w procesie planowania sprzedazy
W organizacji.

Stowa kluczowe
proces sprzedazy, narzedzia prognostyczne, finanse, sprzedaz
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Selected tools supporting forecasting of the seasonality of demand and sales of financial
services in the process of making market e-decisions

Summary

The paper presents selected tools for supporting the process of selling financial
services. The specifics and the role of forecasts in running a business are shown. The
presented methods, including forecasting with the use of ex-post data, allow to reduce the risk
and errors in the sales planning process in the organization.

Key words
sales process, forecasting tools, finances
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