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Uvod

Kad o nec¢em govorimo prirodno se namece i razmisljanje o istinitosti i
laznosti recenica kojima to govorimo. Tako se pojam istine javlja jednim
od temeljnih pojmova. U svakodnevnoj upotrebi ¢ini se da imamo jasnu
intuiciju o tom pojmu. Jasan nam je smisao recenica kojima tvrdimo da su
neke recenice istinite ili lazne. Uzmimo za primjer sljedece recenice:

(1) Prva recenica Uvoda je istinita.
(2) Sedma recenica Uvoda je lazna.

Cini se da znamo §to ove reGenice govore. Stovise, na osnovu poznavanja
njihova smisla odredujemo i njihovu istinitost. Da bismo utvrdili je li istinita
reCenica (1) moramo pogledati sto ona govori. A ona govori o istinitosti
prve recenice Uvoda. Tako se problem njene istinitosti svodi na problem
istinitosti prve rec¢enice Uvoda:

Recenica (1) je istinita ako i samo ako prva recenica Uvoda je istinita.

Kako je, po meni, prva recenica Uvoda istinita to zakljucujemo i da je
reCenica (1) istinita. Na isti nacin, razumijevajuéi smisao recenice (2), pi-
tanje njene istinitosti svodimo na pitanje istinitosti sedme recenice Uvoda:

Recenica (2) je istinita ako i samo ako sedma rec¢enica Uvoda je lazna.

Lako je prebrajanjem utvrditi da je sedma recenica Uvoda upravo recenica
(2). Dakle, iz prethodnog kriterija dobivamo:

Recenica (2) je istinita ako i samo ako recenica (2) je lazna.
A to je kontradikcija!

Prethodno razmatranje ilustrira opée pravilo: intuitivno poirmanje is-
tine koje nas obicno vodi odgovoru na pitanje je li neka recenica istinita
ili ne, u nekim situacijama vodi kontradikcigi ili, opéenito govoreci, zbun-
Jujucéim uvjetima, tzv. paradoksima istine. Oni nisu samo “zavrzlame
za razbibrigu” ve¢ i “simptomi bolesti” — pokazuju da nesto nije u redu
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v Uvod

s naSim temeljnim poimanjem znacenja jezika. Posto svako logicko zas-
nivanje znanja tezi iznalazenju S$to univerzalnijeg jezika u kojem se u ide-
alnom slucaju moze modelirati sve razmisljanje, pa i ono temeljno o is-
tinitosti recenica, to je analiza paradoksa istine nezaobilazni dio tog za-
snivanja. Paradoksi ukazuju mna postojanje problema 1 test su za svako
ponudeno rjesenje. Kako je pojam istine ujedno i jedna od temeljnih filo-
zofskih preokupacija koju mozemo sazeto opisati kao trazenje odgovora na
vijeéno pitanje “Sto je istina?”, to je u prvom poglavlju to¢nije opisano kojim
aspektom tog pojma se ovaj rad bavi. Taj aspekt je ovdje nazvan logicki
aspekt pojma istine. Takoder je opisano nekoliko paradoksa istine od
kojih svaki nosi odredeni aspekt problema s kojima se svako rjesenje treba
suocCiti.

Mada paradoksi istine imaju tisuc¢ljetnu i na momente dramati¢nu povi-
jest!, odlucujuéi korak u logickoj analizi pojma istine napravio je Alfred
Tarski u ¢lanku “Pojecie prawdy w jezykach nauk dedukcyjnych”, 1933 g
[Tar33|. U tom clanku Tarski se bavi problemom definicije pojma istine
i1 pokazuje pod kojim uvjetima i kako se ona moze formulirati. Negativan
rezultat analize je da za bogatiji jezik (npr. jezik koji sadrzi jezik aritmetike)
pojam istine ne moze biti definiran u samom jeziku (to je sadrzaj Tarski-
jevog teorema o nedefinabilnosti istine) veé u bitno bogatijem metajeziku.
Pozitivan rezultat je ustanovljavanje definicije pojma istine jezika u odgo-
varajuéem metajeziku (to je poznata Tarskijeva rekurzivna definicija istine.
Time je pokazao da se precizno moze opisati ne samo forma nego i znacenje
naucnih jezika, koje su logicari do tada koristili neformalno, smatrajuci
semanticke pojmove suvise nejasnim (dijelom i pod utjecajem paradoksa
istine) za logicku analizu (vidjeti [Wol02, Sin01]). Uvodenjem semantike u
metamatematiku (matematicko proucavanje matematicih teorija), koja se
do tada sastojala od formalnih istrazivanja jezika i teorija u duhu Hilber-
tovog finitizma, bitno je obogacena matematicka logika. Semantika ima
svoj konacan izraz u teoriji modela, danas mozda i najplodnijem dijelu
logike. Teorija modela koristi jezik teorije skupova kao jezik u kojem se
moze opisati semantika, specijalno i pojam istinite recenice, gotovo svih
jezika osim, naravno, samog jezika teorije skupova. Ovakvo rjesenje je
sasvim zadovoljavajude za matematicku praksu. Cak i po pitanju zasni-
vanja znanja ima odredenu uvjerljivost. Naime, razmisljanje o pojmu is-
tine nekog jezika je refleksija (pogled izvana) nad tim jezikom i prirodno se
odvija u odgovaraju¢em metajeziku. Isto tako se i razmisljanje o metajeziku

1 Zapisi o Aleksandrijskom pjesniku Philetasu govore da je na njegovom nadgrobnom
spomeniku pisalo da su ga ubile besane no¢i u kojima je razmisljao o paradoksima istine.
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prirodno odvija u njegovom metajeziku, itd. Tako je stalno pribjegavanje
metajeziku imanentno refleksivnosti razmisljanja. Tarskijeva analiza pojma
istine sadrzaj je drugog poglavlja ovo rada.

Sto se tice paradoksa istine Tarskijeva analiza ih blokira na nacin da se
oni uopée ne mogu izraziti, jer definicija istine jezika u njegovom metajeziku
ne dozvoljava da recenice govore, direktno ili indirektno, o vlastitoy istini-
tosti. Problem je Sto se takvim rjesenjem blokiraju i mnoge druge sasvim
uobicajene i bezazlene recenice. Nadalje, nesumnjiva je privla¢nost jezika
koji bi bio zatvoren na refleksivnost razmisljanja. Nas prirodni jezik je takav
univerzalan jezik, no to je jezik neprecizne forme i znacenja. Idealan jezik
bi trebao biti njegova sinakticki i semanticki prociséena varijanta. Takav
precizan univerzalni jezik je ideal logickog zasnivanja znanja. U umjetnoj
inteligenciji to je idealan jezik za inteligentne sustave. U lingvistici to bi bio
trazeni model za razumijevanje prirodnog jezika. Konstrukcija jezika koji
sadrzi vlastiti pojam istine sigurno bi bio znacajan korak u tom smjeru.
Sve su to razlozi zasto je usprkos Tarskijevom teoremu o nedefinabilnosti
istine i uspjesnosti njegovog rjesenja za matematiku i nauku opcenito, ipak
nastavljeno razmisljanje o mogucnosti takvog jezika. Odlucujuéi korak u
tom smjeru u filozofskom i matematickom smislu uradio je Saul Kripke u
¢lanku “Outline of a Theory of Truth”, 1975.godine[Kri75|. Kripke je dao
jednu drugaciju logicku analizu pojma istine, koja je mnogo bliZa koristenju
tog poyma wu prirodnom jeziku nego Tarskijeva analiza, i koja daje jezike
koji sadrze vlastiti predikat istine. Ti jezici imaju trovaljanu semantiku
(istina, laz i neodredeno) i zbog toga ne potpadaju pod Tarskijev teorem o
nedefinabilnosti istine koji vrijedi za klasicne jezike s dvovaljanom seman-
tikom (istina, laz). Kripkeova analiza je filozofski argumentirana i daje pre-
ciznu matematicku konstrukciju takvih jezika. Za primjer uzmimo ponovo
recenicu

(2) Sedma recenica Uvoda je lazna.

Ono zbog ¢ega pojam istine u slucaju ove recenice vodi kontradikciji je em-
piricka ¢injenica da je upravo ta recenica sedma recenica Uvoda. Da je neka
druga recenica Uvoda bila sedma recenica vjerojatno bismo imali normalnu
upotrebu pojma istine. No, ovo razlikovanje normalnog i paradoksalnog ne
mozemo izolirat, na sintaktickom niti na unutrasnjem semantickom nivou,
ger to ovisi o realnosti, a ne o nacinu kako koristimo jezik. Zato je po
Kripkeu nuzno ovaj rizik ukljuciti u teoriju istine. Recenice koje govore o
istinitost drugih recenica, mada sintakticki ispravne © smislene, pod nekim
wvjetima koji ovise o realnosti na koju se jezik odnosi mogu ne dati odredeno
turdenje o toj realnosti, tj. ne dati klasicnu istinitosnu vrijednost, istinu ili
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laZ. Njima tada pridruzujemo trecu vrijednost, neodredeno . Smisao trece
vrijednosti je naprosto da recenica nema klasicnu istinitosnu vrijednost.
Takva analiza vodi proucavanju jezika s trovaljanom semantikom. Kripke
je pokazao odredenom matematickom konstrukcijom kako za cijelu klasu
trovaljanih semantika, tzv. monotonih semantika, postoje jezici koji sadrze
vlastiti pojam istine, tzv. fiksne tocke date semantike. Kripkeova anal-
iza pojma istine sadrzaj je treceg poglavlja ovog rada.

Posto postoji vise trovaljanth monotonih semantika © za svaku od njih
opcenito vise pripadnih fiksnih tocaka nad datim jezikom, namece se pitanje
koja semantika 1 koja fiksna tocka date semantike odgovaraju intuitivnom
poimanju istine. Kripke je ostao neutralan po tom pitanju. No iz ¢lanka
je jasno da je preferirao tzv. najmanju fiksnu tocku jake Kleeneove
trovaljane semantike. Za nju je dao i jednu intuitivnu motivaciju koja
odgovara ideji refleksivnosti razmisljanja. Kripke je u svom radu istaknuo i
tzv. najvecéu intrinsi¢nu fiksnu tocku zbog njenog posebnog polozaja u
strukturi fiksnih tocaka. No nije dao nikakvo intuitivno poimanje istine koje
bi odgovaralo ovoj fiksnoj tocki. Upravo je to glavni predmet ovog rada.
Dana je jedna logicka analiza pojma istine koja vodi najvecoj intrinsicénoj
fiksnoj tocki jake Kleeneove trovaljane semantike. U njenoj osnovi je sljedeca
intuicija. Da bismo utvrdili je li data recenica istinita ili lazna moramo
ispitati sto ona govori. Ako govori o vanjezicnoj realnosti kao npr. prva
recenica Uvoda tada treba ispitati tu realnost i utvrditi je li istinita ili
lazna. Ako govori o istinitosti druge recenice, kao npr recenica (1), tada
treba ispitati istinitost te druge recenice. Ako je pak recenica slozena od
jednostavnijih recenica kao npr. recenica koja je disjunkcija recenica (1) i
(2)

Prva recenica Uvoda je istinita ili sedma rec¢enica Uvoda je lazna.

tada se ispitivanje njene istinitosti svodi na ispitivanje istinitosti recenica (1)
i (2). Tako, koriste¢i klasi¢ne uvjete istinitosti recenica, da bismo odredili is-
tinitost date recenice moramo ispitati istinitost svih recenica o kojima njena
istinitost ovisi, zatim eventualno, iz istih razloga, i istinitost rec¢enica o ko-
jima istinitost tih recenica ovisi, itd. Svaki takav put po recenicama vodi
prema jednostavnim recenicama tipa subjekt-predikat. U obi¢nim situaci-
jama jezik ne govori o istinitosnim vrijednostima vlastitih recenica, tako da
istinitost jednostavnih recenica ne ovisi o istinitosti drugih recenica. Za ispi-
tati njihovu istinitost moramo istraziti vanjsku realnost o kojoj one govore.
Utvrdivanjem njihove istinitosti proces determiniranja istinitosti pocetne
reCenice je zavrsen. Dobivamo definitivan odgovor je li ona istinita ili
lazna. No ova klasi¢na situacija moze biti narusena (i jeste) ako jednostavne
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reCenice govore o istinitosti drugih rec¢enica. Tada se proces ispitivanja is-
tinitosti nastavlja. Putevi vode ponovo prema slozenijim re¢enicama. Zbog
mogucih kruzenja nista vise ne garantira uspjeh procedure. Paradoksi istine
upravo su svjedoci takvih situacija. Paradoksi istine proizlaze iz situacija
kada klasicna procedura odredenja istine me daje klasicno pretpostavijens
odgovor. Oni pokazuju da je klasicna pretpostavka o uspjesnom zavrsetku
procedure neopravdano poopcéena s uobicajenih situacija na sve situacije.
Klasi¢nu proceduru odredenja istine moZemo sacuvati, kao i internu se-
manticku strukturu jezika, ali moramo odbaciti univerzalnost pretpostavke
njenog uspjeha. Moramo prihvatiti da neke sintakticki i semanticki ispravne
recenice nemaju klasicnu istinitosnu vrigednost. Njima mozZemo pridruZits
trecu vrijednost, meodredeno, kao oznaku definitivnog neuspjeha klasicne
procedure. Analiza propagiranja tog neuspjeha u strukturi recenica daje
upravu jaku Kleeneovu trovaljanu semantiku, ali ne kao investigativnu pro-
ceduru, kakvom se javlja kod Kripkea, ve¢ kao klasi¢nu proceduru odredenja
istinitosti nadopunjenu propagacijom vlastitog neuspjeha. Analiza cirku-
larnosti u postupku odredivanja klasi¢ne istinitosne vrijednosti recenice daje
kriterij kad ¢e postupak uspjeti a kad ne, kada ¢e recenice imati klasicnu
istinitosnu vrijednost a kad ne. PokaZe se da je tako dobijen skup istini-
tih i laznih recenica upravo najveca intrinsicna fiksna tocka jake Kleeneove
trovaljane semantike. Time je dana argumentacija za izbor izmedu svih fik-
snih tocaka svih monotonih semantika upravo te tocke za model logickog
pojma istine, a ujedno je dan i njen neposredni matematicki opis. No ovaj
jezik je trovaljan, dakle i manje udoban od dvovaljanog jezika na koji smo
naviknuti svakodnevnim razmisljanjem. Takoder neodredene recenice su
podrucje Sutnje jezika, dok u metajeziku sasvim jednostavno mozemo za-
kljucivati o njima. Npr. recenica (2) je neodredena u tom jeziku. Iako
to jednostavno mozemo izreéi u metajeziku (Sto je upravo uradeno), ne
mozemo izre¢i u samom jeziku. Ne samo da je ovo podrué¢je Sutnje jezika
nezadovoljavajuée (vodi trovaljanoj logici i slabi izrazajnu mo¢ jezika), veé
ono moze biti prirodno prekinuto dodatnom valuacijom takvih recenica koja
proizlazi upravo iz prepoznavanja neuspjeha klasi¢ne procedure na njima.
Ta dodatna valuacija s jedne strane nadopunjuje primarnu semantiku a s
druge strane upravo nju ima za predmet - ona je njen metajezik. Pogledajmo
npr. recenicu (2). Klasiéna procedura odredenja istinitosti na njoj propada.
Dakle recenica (2) je neodredena. To ne mozemo izreéi u primarnoj seman-
tici (jeziku) ali mozemo izre¢i u nadopunjenoj dvovaljanoj semantici (meta-
jeziku). Stovise u toj novoj semantici iz toga mozemo zakljuciti da nije
lazna u trovaljanoj semantici, suprotno od onoga sto govori. Dakle ona je
lazna u nadopunjenoj dvovaljanoj semantici. Qvim se ne obnavlja paradoks
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jer je mapravljen semanticki pomak od istinitosti u trovaljanoj semantici
o kojoj (2) govori do istinitosti u dvovaljanoj semantici kojom je (2) na
kraju vrednovana. Tako refleksivnost razmisljanja daje prirodnu nadopunu
trovaljane semantike do dvovaljane klasicne semantike koja s jedne strane
govori o trovaljanoj semantici a s druge je nadopunjuje. Taj jezik, klasiéni
zatvarac najvece intrinsicne fiksne tocke Jake Kleeneove troval-
jane semantike, krajnji je produkt ove logicke analize pojma istine. Ona
je razradena u cetvrtom poglavlju .

Zahvaljujem se voditelju rada prof. dr. Zvonimiru Siki¢u, te prof.
dr. Deanu Rosenzwiegu i docentu dr. Mladenu Vukovicu, kao i ostalim
¢lanovima Seminara za matematicku logiku i osnove matematike u okviru
kojeg je ovaj rad dobio svoj konacan oblik.



POGLAVLJE 1

Logicka analiza pojma istine i
paradoksi

1.1 Logicka analiza pojma istine

Pojam istine ima razne aspekte i ¢est je predmet filozofskih rasprava. Cilj
je ovog odjeljka objasniti kojim aspektom tog pojma se ovaj rad bavi. Ovaj
rad na zalost ne daje nikakvu ontolosku teoriju koja bi nam rekla sto je
istina a Sto nije. On neée dati odgovor na pitanje je li bilo iceg prije Big
Banga ili jesu li se Tudman i Milosevi¢ dogovorili u Karadordevu o podjeli
Bosne i Hercegovine. On takoder ne daje nikakvu epistemolosku teoriju
na koji nacin je istinitosna vrijednost recenica povezana sa svijetom. Tim
pitanjem se viSe manje neuspjesno bave razne filozofske teorije, npr. kore-
spondencijska teorija istine, koherencijska teorija istine, instrumentalisticka
teorija istine i pragmatisticka teorija istine. To su primjeri tzv. inflacijskih
teorija istine koje nastoje opisati vezu istine i realnosti. Nasuprot njima
su tzv. deflacijske teorije istine koje minimiziraju ulogu pojma istine sma-
trajuci da je u pitanju vise ili manje suvisan nacin izrazavanja. To su npr.
teorija redundantosti istine i minimalisticka teorija istine. Zainteresirani
¢itatelj moze pogledati npr. [Kir92| da stekne uvid o kakvim je diskusijama
tu rijec. Ono Sto je zajednicko svim tim filozofskim teorijama istine je da
one Zele analizirati pojam istine unutar Sireqg konteksta - postoji li uopce
veza istine sa svijetom i ako postoji kakva je. U tom kontekstu se cesto
spominju Tarskijeva i Kripkeova analiza pojma istine. Pogotovo je Tarski
cesto kritiziran, ili sa stajalista da njegova teorija ne rjesava filozofski prob-

1
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lem istine ili, suprotno tome, da ga rjesava na filozofski jednostran nacin *.
Mislim da su te kritike u osnovi promasene jer brkaju dva razna aspekta
pojma istine.

Aspekt pojma istine kojim se bavi ovaj rad, a po mom misljenju ¢ Tarski-
jeva i Kripkeova analiza, nije odnos istine i realnosti nego medusobna povezanost
1stinitosnih vrijednosti recenica koje mogu i same sadrzavati pojam istine.
Svaki jezik pored svoje formalne (gramaticke) strukture i unutarnje znacenjske
strukture ima takoder i svoju vanjsku znacenjsku strukturu, vezu izmedu
jezicnih formi i vanjskog svijeta. Ova vanjska znacenjska struktura pociva
na odredenim vanjskim pretpostavkama o upotrebi jezika. Za klasi¢ni jezik,
recimo za jezik logike prvog reda, to su pretpostavke da postoje predmeti
o kojima jezik govori, da je svako ime ime nekog predmeta, da je svakom
funkcijskom ili relacijskom simbolu pridruzena odgovarajuca funkcija odnosno
relacija medu objektima, te da je svaka atomarna recenica istinita ili lazna.
Ova analiza ne problematizira vanjsku znacenjsku strukturu jezika. Ne bavi
se pitanjem ispunjivosti pretpostavki na kojima je ta struktura zasnovana.
Ne analizira na koji nac¢in se atomarnim re¢enicama koje govore o vanjskom
svijetu pridruzuje istinitosna vrijednost niti kakva je veza te vrijednosti
s realnoséu. Za razliku od navedenih filozofskih teorija koje se upravo time
bave, ova analiza polazi od vanjske znacenjske strukture jezika kao unaprijed
zadane 1 bavi se unutrasnjom znacenjskom strukturom jezika, medusobnom
povezanoScu recenica, prije svega pitanjem povezanosti recenica koje gov-
ore o istinitosti drugih recenica i recenica o c¢ijoj istinitosti govore. Dakle
ona je logicke prirode, i zato ¢e biti i nazvana logickom analizom prob-
lema istine. Tako ona ima vrlo malo zajednickog s navedenim filozofskim
teorijama.

Analiza Ce se provoditi na nivou jezika, u smislu da Ce se baviti istinitoscu
recenica a ne istinitos¢u propozicija, koje su po nekim zamislima pravi sub-
jekti misljenja dok recenice tek izrazavaju propozicije. Ovakvo odredenje
ima nesumnjivu tehni¢ku prednost jer su predmet proucavanja konkretne
jezicne forme, a ne apstraktni objekti nejasne prirode. Ono je ujedno odraz
mog dubokog uvjerenja da jezik nije tek sredstvo zapisivanja i komunici-
ranja misli (propozicija) veé bitan dio razmisljanja, te da razmisljanje u
svojoj apstraktnoj formi nije nista drugo do tvorba i upotreba jezika.

Radi odredenosti, formalni dio analize ¢e biti proveden nad interpreti-

ranim jezicima prvog reda. Pod interpretiranim jezikom prvog reda po-
drazumijeva se formalni jezik logike prvog reda zajedno sa svojim klasi¢nim

!Tarski se u polemickom dijelu ¢lanka [Tar44] ironiéno izvinjava §to ne moze odgovoriti
na tu kritiku jer mu jos nitko nije objasnio $ta je to filozofski problem istine.
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modelom. Takvim jezicima ¢e biti dodan predikat istine kojeg ¢emo obi¢no
biljeziti “T” i ¢ije ¢e znacenje biti posebno dodano jeziku. Pretpostavljeno
znanje logike prvog reda moze se naéi u svakom elementarnom udzbeniku
matematicke logike.

1.2 Paradoks Lasca

Najstariji poznati paradoks istine je tzv. Lazac. On se pripisuje sofistu
Eubulidu iz Mileta (4. stoljeée prije Krista) koji je rekao: “Neki ¢ovjek kaze
da laze. Je li to sto on govori istina ili 1az?”. U nesto direktnijoj formi
Lazac glasi:

Ova recenica je lazna.

Ako pretpostavimo da je ova reCenica istinita tada je istina Sta ona govori,
da je lazna. Ako pak pretpostavimo da je lazna tada je laz Sta govori — da
je lazna. Dakle istinita je. Tako je ona kontradiktorna samoj sebi.

Problem nije u upotrebi kontekstno ovisne pokazne zamjenice “ova’” jer
samoreferiranje mozemo postici i na drugi nacin tzv baptizmom. Naprosto
se dogovorimo da oznaka “L” imenuje recenicu “Reéenica L je lazna.”?:

L: Recenica L je lazna.

Samoreferiranje mozemo posti¢i i na sintaktickom nivou, pomocu sin-
takticke operacije dijagonalizacije. To je operacija koja predikatu P(x)
pridruzuje njegovu dijagonalizaciju, recenicu koja nastaje primjenom predikata
na svoje vlastito ime “P(z)”:

P(“P(z)").

Npr dijagonalizacija predikata
Kaspar ¢ita x

je reCenica
Kaspar cita “Kaspar cita x”,

koja govori da Kaspar ¢ita prethodnu recenicu. No recenica koja je dijago-
nalizacija predikata

Kaspar cita dijagonalizaciju od x

je recenica

2Kao §to Visser rece [Vis89]: “Koji Semanticki Bog bi nas mogao u tome zaustaviti?”
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Kaspar cita dijagonalizaciju od “ Kaspar ¢ita dijagonalizaciju od z”

a koja govori da Kaspar ¢ita upravo nju. *

Dijagonalizacija daje uniforman na¢in samoreferiranja kojim mozemo za
svako svojstvo P dobiti recenicu koja govori da za nju vrijedi P. Specijalno
mozemo dobiti Lasca dijagonalizacijom predikata:

Dijagonalizacija predikata x je lazna recenica

Tako Lazac glasi
Dijagonalizacija predikata “Dijagonalizacija predikata x je lazna re¢enica”
je lazna recenica.

Postupak dijagonalizacije mozemo intuitivnije razumjeti na sljede¢i nacin.
Neka smo npr. leksikografskim redoslijedom numerirali sve predikate jezika
tako da oni tvore niz P;(x),i € N. Tada recenice koje nastaju supstituci-
jom imena predikata na mjesto x mozemo rasporediti u sljede¢u beskonac¢nu
tablicu:

Pi(x) Pox) Pi(x)

Pix) | PPy PP ) PP
Po(x)y | P("P(x)™)y  P("P(x)™)  P("Pxd™ ...
Pix) | PP ") PP ) PP

Na dijagonali se nalaze upravo dijagonalizacije predikata. Nazovimo d(x)
dijagonalizaciju predikata x. Tada za svaki predikat A(x) mozemo gledati
njegovu ispunjivost na dijagonali. Time dobijemo novi predikat A(d(zx)).
No i on se nalazi medu numeriranim predikatima, tj. postoji neki o takav
da je A(d(z)) = Ps(x) Pogledamo li recenice u tom retku, vidimo da svaka
od njih govori da za recenicu na dijagonali povrh nje vrijedi A:

30vaj sintakticki mehanizam samoreferiranja putem dijagonalizacije dugujemo
Godelu.
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Pi(x) Pox) Pix)

Pix) | PR PP PP
Pox) | PUAD") PP PP )
Pix) | PLOF)) PG ") P(PAR)T) e

Px) | P("PA) ™) Po("PAx)") Po("Ps@) ") Pe("Peln)")

Tako je recenica koja se nalazi u tom retku na dijagonali samoreferi-
rajuca: govori da ima svojstvo A:

Ps(“Ps(z)") < A(“Ps(“Ps(x)"")

No Lazac se moze posti¢i i na empiricki na¢in — pozivanjem na re-
alnost opise se recenica za koju se tvrdi da je lazna i onda se ispitivanjem
te realnosti utvrdi da je to upravo recenica kojom se to tvrdi. Takva je
konstrukcija iz Uvoda:

(2) Sedma recenica Uvoda je lazna.

Empiricko ispitivanje Uvoda je pokazalo da je to upravo ta ista recenica.
Dakla ona o sebi tvrdi da je lazna. Kripke u [Kri75] takvu konstrukeiju
opisuje kao konstrukciju recenice Vz (P(z) — Q(x)), pri ¢emu je P(x)
empiricki predikat za kojeg se pokaze da je jedino ispunjiv na samoj toj
recenici. Tako je ta recenica samoreferirajuéa — o sebi kaze da za nju
vrijedi Q(x). Veé je u Uvodu naglasena vaznost takvog Lasca za Kripkeovu
analizu pojma istine. Za razliku od baptistickog i dijagonalnog LasSca koji su
uvijek paradoksalni, empiricki konstruiran Lazac ne mora biti paradoksalan,
ve¢ to ovisi o realnosti. Da je kojim slucajem, npr. prisustvom buga u
editoru teksta, iz Uvoda izbrisana recenica (1) tada recenica (2) ne bi bila
paradoksalna. Ne bi se viSe odnosila na sebe ve¢ na neku drugu recenicu.
Zato se takav tip Lasca zove Kontingentni Lazac.

Zanimljivo je da je jedna od najpoznatijih starinskih verzija Lasca up-
ravo tog tipa. U Bibliji, u Evandelju po Pavlu, u poslanici Titu pise:

Rece jedan od njih, njihov vlastiti prorok: “Krecani su uvijek lazljivi,
zle Zivine, besposleni trbusi”. Ovo svjedocanstvo je istinito.

No to svjedocanstvo ne moze biti istinito, jer bi to znacilo da svi Krec¢ani
lazu pa i Kre¢anin koji je ovo izrekao. Dakle to svjedocanstvo je lazno. Za
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sada ovo i nije neki paradoks osim za one koji vjeruju da sveci uvijek govore
istinu, odnosno da je sve sto je receno u Bibliji istina. Iz toga da je ovo
svjedocanstvo lazno slijedi da barem neki Kre¢ani ponekad govore istinu ili
pak nisu zle zivine ili besposleni trbusi. I to je vjerojatno istina koju vise
ne mozemo provjeriti. No moguce je zamisliti situaciju koja proroku vraca
vjerodostojnost — da su svi Krec¢ani zaista bili zle zivine i besposleni trbusi
i da su sve njihove recenice koje su bile izrecene prije prethodno citirane bile
lazne. Medutim, kad bi i ovo svjedocanstvo bilo lazno, to bi po navedenim
uvjetima znacilo da bi moralo biti istinito. Ono je dakle Kontingentni Lazac
koji jako dobro ilustrira Kripkeova razmatranja. Ovaj paradoks je nazvan
Epimenidov paradoks jer je grcki filozof Epimenid, po nekim autorima,
bio Krecanin koji se u paradoksu spominje.

Ve¢ je u Uvodu spomenuto moguce rjesenje paradoksa Lasca — da ta
recenica nije ni istinita ni lazna ve¢ neodredena. Varijanta paradoksa koja
naizgled negira tu mogucénost je Jaki Lazac:

Ova recenica nije istinita.

Naime, dok iz Lasca slijedi da je on istinit ako i samo ako je lazan, pa se
kontradikcija moze izbje¢i uvodenjem vrijednosti neodredeno, iz ovog Lasca
slijedi da je on istinit ako i samo ako nije istinit, pa se ¢ini da se ne moze
pribjeéi trec¢oj vrijednosti, jer to spada pod slucaj da nije istinita. Burge
[Bur79] daje i sljedeéu verziju koja ¢e ovdje biti nazvana Trovaljani Lazac

Ova recenica je lazna ili neodredena.

Sljedeca verzija se suprotstavlja rjesenju po kojem je Lazac besmislen.
Ona ¢e ovdje biti nazvana Besmisleni Lazac:

Ova recenica je lazna ili besmislena.

Kad bi ova recenica bila lazna dobili bismo da je istinita i smislena. Kad
bi ova recenica bila istinita to bi znacilo da je lazna ili besmislena. Ali po
pretpostavci nije lazna, a ne moze biti ni besmislena jer kako bi tada bila
istinita. Kad bi ova recenica bila besmislena tada je istina Sta ona govori
pa nije besmislena. Tako sve moguénosti vode kontradikciji.

Za rjesenje paradoksa Lasca predlozeno je i rjeSenje u okviru zamisli da
reCenice samo izrazavaju propozicije i da su propozicije istinite ili lazne. Po
tome je rjesenje da je Lazac u stvari krnja recenica koja treba glasiti

Propozicija izrazena ovom rec¢enicom je lazna.

Pretpostavka istinitosti propozicije odmah daje kontradikciju. Ali pret-
postavka da je lazna ne daje kontradikciju veé¢ zakljucak da ta recenica
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ne izrazava propoziciju. No sljedeca verzija, tzv. Propozicijski Lazac
([GB93]) suprotstavlja se takvom rjesenju:
Ne postoji istinita propozicija koju ova recenica izrazava

Razmisljanje analogno predhodnom vodi zakljucku da ne postoji istinita
propozicija koju ova reCenica izrazava. Pa ispada da je ona istinita. Ali
kako moze biti istinita kad ne izrazava propoziciju?

Sljedeca verzija, Metalazac, ([Gai92]) suprotstavlja se rjesenju Lasca
po kojem problem treba prenijeti u metajezik:

1. Recenica na liniji 1 nije istinita.

2. Recenica na liniji 1 nije istinita.

Recenica na liniji 1 je Lazac pa je neodredena. Ako drugu recenicu
shvatimo kao refleksiju nad prvom rec¢enicom za koju smo utvrdili da je

neodredena, tada je ona istinita. Tako ispada da je jedna te ista recenica i
neodredena i istinita.

Sljedeca verzija, slicna prethodnoj, tzv. Intenzionalni Lazac ([Sky84])
ukazuje na eventualni intenzionalni karakter Lasca. Naime ako u recenici
(1) Recenica (1) nije istinita.
zamijenimo znak (1) detaljnim opisom recenice koju taj znak imenuje do-
bijemo recenicu
Recenica “Recenica (1) nije istinita” nije istinita.
Dok je recenica (1) neodredena, ¢ini se da nam je ova bezazlena zamjena

dala recenicu koja nije neodredena nego istinita, jer recenica o kojoj ona
govori je neodredena, dakle nije istinita.

1.3 Ostali paradoksi istine

Paradoks Lasca, u raznim varijantama, je tek jedan tip paradoksa istine,
mada i najpoznatiji. Sasvim drugi tip paradoksa istine predstavlja sljedeca
recenica, Istinoljubac:

Ova recenica je istinita.
Za razliku od Lasca kojem ne mozemo pridruziti ni istinu ni laz, ovoj recenici
na jednako (ne)uvjerljiv na¢in mozemo pridruziti i istinu i laz. Visser [Vis89]
ovakve recenice zove bikonzistentnim. Nema nekih dodatnih odredenja
koja bi uradili izbor izmedu dviju moguc¢nosti, ne zbog naseg neznanja nego
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“u principu”. Tako ni ovoj recenici ne mozemo odrediti istinitost. Mada
ovdje nema kontradikcije, prisutna je ista paradoksalnost — nemoguénost
da recenici odredimo istinitosnu vrijednost.

Sljeded¢i paradoks, Curryev paradoks pokazuje da paradoksalnost nije
vezana uz negaciju. On se obi¢no formulira u dramati¢noj varijanti kao
dokaz postojanja Boga:

Ako je ova recenica istinita tada Bog postoji.

Kad bi ova recenica bila lazna njen antecedent bi bio lazan pa bi ona po
tablici istinitosti kondicionala bila istinita. Dakle ona mora biti istinita. Ali
tada joj je istinit antecedent, pa mora biti istinit i konzekvent, tj istina je
da Bog postoji. Naravno, problem je u tome da bismo na isti nac¢in mogli
dokazati i da Bog ne postoji. Kontradiktornost ovakve recenice se najbolje
moze vidjeti ako se za konzekvent stavi logicka laz , npr. da Bog postoji i
Bog ne postoji. Tada ponavljanjem prethodnog razmisljanja direktno dobi-
jemo kontradikciju, da je logicka laz istinita.

Sliéni tipovi paradoksa javljaju se i kod ispitivanja istinitosti skupova
recenica. Prvi primjer reproducira Lasca indirektnim referiranjem:

(1) Recenica (2) je istinita.

(2) Recenica (1) je lazna.

Lako je utvrditi da pretpostavka laznosti kao i pretpostavka istinitosti
bilo koje od ovih rec¢enica vodi kontradikciji. Drugi primjer je Buridanov
dokaz postojanja Boga:

(1) Bog postoji.

(2) Recenice (1) i (2) su lazne.

Recenica (2) ne moze biti istinita jer bi to znacilo, po onom $to govori, da
je lazna. Dakle ona je lazna. Po onom sto govori to znaci da je jedna od
recenica (1) i (2) istinita. Kako je (2) lazna to mora (1) biti istinita. Dakle,
Bog postoji. Naravno problem je isti kao i kod Curryeva paradoksa — na
isti nac¢in bismo mogli dokazati i da Bog ne postoji.

Sljedeé¢i primjer, Yabloov paradoks ([Yab93]), pokazuje da paradoks

istine mozemo dobiti i bez samoreferiranja, direktnog ili indirektnog. Pro-
motrimo sljedeéi beskonac¢an skup recenica (i),7 € N:

(i) Za svaki k > i (k) nije istinita recenica.

Kad bi neka recenica (i) bila istinita, tada sve sljedece recenice ne bi bile
istinite. No to bi znaéilo s jedne strane i da (i+1) nije istinita a s druge
strane, posto i sve nakon nje nisu istinite, da je (i+1) istinita. Dakle sve
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navedene recenice nisu istinite. Ali, ako pogledamo Sta one tvrde, to za
sobom povlac¢i da su sve one istinite.

Kao sto je u Uvodu re¢eno ovi paradoksi istine nisu “zavrzlame za razbib-
rigu” veé su “simptomi bolesti”. Oni ukazuju na postojanje problema i na
ngima Ce biti testirana sva rjesenja opisana v ovom radu. Pri tome treba ra-
zlikovati normativni od analitickog aspekta rjesenja. Prvi nastoji osigurati
da se paradoksi nece pojaviti, dok ih drugi nastoji objasniti. Naravno vazan
je 1 prakticni aspekt rjeSenja koji nastoji osigurati Sto bolji okvir za logicko
zasnivanje znanja, umjetnu inteligenciju kao i analizu prirodnog jezika.
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POGLAVLJE 2

Tarskijeva analiza pojma istine

2.1 Tarskijeva semanticka definicija pojma
istine

U ¢lanku “Pojecie prawdy w jezykach dedukcyjnych” [Tar33] Alfred Tarski
je izlozio svoju analizu pojma istine.'Clanak se odlikuje izuzetnom pre-
ciznoséu. Stoga, usprkos znacaju teme, ¢udi enormno mnostvo rasprava u
kojima se tumaci sta je Tarski mislio i Sta je uradio u tom clanku.

Tarski zapocinje clanak jasnim opisom cilja:

... konstruirati — za zadani jezik — sadrZajno adekvatnu i formalno
korektnu definiciju termina “istinita recenica”.

U [Tar44] Tarski objasnjava zaSto je cilj definicija pojma istine — definicija
objasnjava znacenje tog pojma pomocu pojmova kojim ga definiramo i os-
igurava da pojam nece voditi kontradikciji, ako pojmovi koji ga definiraju
ne vode kontradikciji. Sto je formalno korektna definicija istine u logici
nije sporno. Pored pravila definiranja ona podrazumijeva i jezik u kojem ¢e
definicija biti izrazena. Sto se sadrzajne adekvatnosti tice Tarskijev cilj je
semanticka definicija istine, tj. definicija koja pitanje istinitosti recenice
svodi na pitanje istinitosti onoga sto ona govori. To je upravo ona svakod-
nevna intuicija koja je koristena i u Uvodu. Da bismo utvrdili je li prva

1Clanak je prezentirao J. Lukasiewicz 21.3.1931 pred Varsavskim znanstvenim
drustvom, a publiciran je 1933. godine. Ista analiza je na popularan nacin izlozena
u [Tar44], gdje je poprac¢ena i polemickim dijelom u kojem Tarski odgovara na kritike.

11
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recenica Uvoda istinita, morali smo vidjeti Sto ona govori, tj. koje je njeno
znacenje. Da bismo utvrdili je li istinita recenica ”Pada snijeg” moramo
ispitati pada li snijeg. Tako za svaku recenicu imamo odgovarajuéu par-
cijalnu definiciju istine. Npr. za recenicu ”"Pada snijeg” imamo sljedec¢u
parcijalnu definiciju istine:

"Pada snijeg” je istinita rec¢enica ako i samo ako pada snijeg.

Sadrzajno adekvatna definicija poyma istine je po Tarskom definicija iz koje
za svaku recenicu jezika za koji definiramo pojam istine slijedi odgovarajuca
parcijalna definicija. Preciznije, neka u jeziku M L u kojem definiramo po-
jam istine jezika L, za svaku recenicu S jezika L postoji njeno ime S i
prijevod u metajezik S*, koji moze biti i sama recenica S . Tada iz defini-
cije istine jezika L u metajeziku M L moraju slijediti sve tvrdnje oblika

S je istinita recenica ako i samo ako S*

To je tzv shema T, a navedeni uvjet sadrzajne adekvatnosti semanticke
definicije pojma istine Tarski je nazvao konvencija T.

Ovaj uvjet sadrzajne adekvatnosti definicije pojma istine cest je argu-
ment tvrdenju da je Tarskijeva semanticka koncepcija istine odredeni oblik
teorije korespondencije koja istinitost smatra podudaranje (u nekom smislu)
s realnoséu. Sam Tarski kaze da je shema T formulacija intuicije o istini
koja korijen vuce jos iz Aristotelove koncepcije istine koju Aristotel opisuje
u svojoj Metafizici sljede¢im rijecima:

Redéi za ono §to jeste da nije, ili za ono Sto nije da jeste, je laz, dok
reéi za ono Sto jeste da jeste, ili za ono Sto nije da nije, je istina.

No Tarski u polemickom dijelu ¢lanka [Tard4], osvréuéi se na takve kritike
eksplicitno kaze da semanticka definicija istine niSta ne implicira o realnosti,
tj. je li snijeg pada ili ne, ve¢ samo implicira da su uvjeti istinitosti recenice

"Pada snijeg” je istinita recenica
jednaki uvjetima istinitosti recenice
Pada snijeg

Dakle, Tarskijeva analiza pojma istine se ne bavi odnosom istine i realnosti
nego medusobnim odnosom istinitosnih vrijednosti recenica. Ona je logicke
prirode.

U ¢lanku [Tar33] Tarski se prvo bavi moguénoséu definiranja pojma is-
tine kolokvijalnog jezika u samom tom jeziku. Bez obzira na nepreciznu
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formu kolokvijalnog jezika i moguéi oblik definicije, ona mora povlaciti
shemu T. No, u prirodnom jeziku je lako na empiricki na¢in konstruirati
Lasca, recenicu L takvu da je

L =“L nije istinita recenica” (1)
Shema T primijenjena na ovu recenicu daje

“L nije istinita recenica” je istinita re¢enica ako i samo ako L nije istinita
recenica

Obi¢na supstitucija na osnovi jednakosti (1) daje kontradikciju
L je istinita recenica ako i samo ako L nije istinita recenica

Tarski se u ¢lanku bavi i drugim problemima koje definicija istine kolokvi-
jalnog jezika donosi kao i mogucéim rjesenjima. No prethodni paradoks Lasca
mu je glavni argument za sljedeci zakljucak:

...sama moguénost konsistentne upotrebe izraza “istinita recenica”
koja je u harmoniji sa zakonima logike © duhom svakodnevnog jezika
¢ing se veoma upitnom, a samim tim iste sumnje se odnose i na
mogucnost konstrukcije korektne definicije ovog izraza.

Nakon toga Tarski prelazi na moguénost definicije pojma istine za jezike
deduktivnih nauka. To su kod Tarskoga interpretirani jezici s preciznom for-
mom. Za takav jezik L Tarski prvo formulira odgovarajuc¢i metajezik M L.
Za formulaciju sheme T jezik M L pored standardnog logickog vokabulara
mora imati vokabular koji mu omogucuje sintakticki opis recenica jezika L
(da bi za svaku recenicu S jezika L imao njeno ime S), kao i vokabular koji
ima isto znacenje kao i vokabular jezika L (da bi za svaku recenicu S jezika
L postojao njen prijevod S* u jezik M L). Tarskijeva analiza moguénosti
definicije istine uradena je za jezike logika viseg reda. U tom okviru je
pokazano kada je definicija moguca a kada ne. Mogucnost je pokazana
danas ve¢ klasicnom rekurzivnom definicijom pogma ispunjivosti formule na
zadanim objektima, te definicijom istinitosti recenice pomocu tako definira-
nog pojma ispungjivosti. Suvremeni oblik te definicije je definicija istinitosti
recenice jezika L u datom modelu a koja je moguca u jeziku teorije skupova
uvijek kada je domena modela skup.? On za te definicije pokazuje da su for-
malno korektne i da su semanticke definicije, tj. ispunjavaju konvenciju T.
Nemoguénost takve definicije Tarski pokazuje rekonstrukcijom paradoksa
Lasca. Naime postojanje definicije istine jezika L u jeziku ML znacilo bi

2ta definicija je prvi put dana u [TA56])
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da je u ML istinit svaki primjerak sheme 7. Koriste¢i Godelov dijago-
nalni metod Tarski pokazuje kako za neke L i M L mozemo opisati recenicu
jezika L koja o sebi govori da nije istinita. To je sadrzaj njegovog teorema
nedefinabilnosti istine koji ¢e detaljno biti razmotren u sljede¢em odjeljku.

Tako je Tarski precizno opisao $ta je to semanticka definicija istine.
Izolirao je shemu T kao kriteriy sadrZajne adekvatnosti takve definicije.
Pokazao je da za dati jezik ona mora biti provedena u odgovarajué¢em meta-
jeziku. Konstrukcijom definicije istine za neke jezike u odgovarajué¢em meta-
jeziku pokazao je mogucnost takve definicije. U suvremenom obliku na-
jznacajnija je definicija istine za jezik s datim modelom kojem je domena
skup, a koja je provediva u jeziku teorije skupova. Teoremom nedefinabil-
nosti pokazao je kada ta definicija nije moguca. Najznacajnija moderna
varijanta je nemogucénost definicije istine jezika aritmetike ili pak jezika
teorije skupova (opéenito svakog “dovoljno bogatog” jezika) u samom tom
jeziku.

2.2 Nedefinabilnost istine

U ovom odjeljku je formuliran problem definabilnosti istine jezika logike
prvog reda L u jeziku logike prvog reda ML i pokazano je da je u slucaju
ML = L za dovoljno bogate jezike odgovor negativan — pojam istinite
reCenice jezika L nije definabilan u samom jeziku L. Izlaganje se uglavnom
zasniva na [GB93] i [Smu92].

Tarski je postavio sljedec¢e uvjete na metajezik M L:

1. ML mora sadrzavati ime S za svaku recenicu S jezika L

2. za svaku recenicu S jezika L mora postojati njen prijevod S* u jezik
ML

To mu je bilo nuzno da bi se u M L mogli izre¢i svi primjerci sheme T koji
tvore uvjet sadrzajne adekvatnosti trazene definicije istine:

S je istinita recenica ako i samo ako S*

No ti uvjeti se mogu oslabiti. Drugi uvjet se moze posve izostaviti jer
¢e shema T biti izrecena u metametajeziku, neformalnom matematickom
jeziku na kojem se sve ovo opisuje. Sto se tie prvog uvjeta dovoljno ¢e
biti pretpostaviti da M L moze na neki na¢in pricati o recenicama jezika L.
Zato ¢emo pretpostaviti da njegova domena sadrzi kodove recenica iz L.
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Definicija 21. Neka je <> kodiranje (injektivna funkcija) recenica jezika
L u domenu jezika M L. KaZemo da predikat T (x) (formula s jednom slo-
bodnom varijablom x) definira pojam istinite recenice jezika L preko
kodiranja <> tj. da je predikat istine jezika L ako i samo ako za svaku
valuaciyyu v variygabli jezika M L vrijedi:

ML E T(x)[v] ako i samo ako postoji recenica S € L takva da je
v(x)=<S>iLES

Tada kaZemo da je pojam istinite recenice u L definabilan u M L.

Uvjet iz definicije je upravo Tarskijeva shema T, sada izrecena kao uvjet u
neformalnom jeziku. Taj uvjet pitanje ispunjivosti predikata T'(z) u jeziku
ML i valuaciji v svodi na pitanje istinitosti recenice v(z) u jeziku L. Samo
kodiranje moze biti i identitet, tj. moze biti i da je

<S>=8
Tada jezik M L moze direktno govoriti o recenicama jezika L. Ako pak ML

ima za svaku re¢enicu S ime S za njen kod < S > tada shemu 7' mozemo
jednostavnije izredi:

ML = T(S) ako i samo ako L |= S, za svaku recenicu S € L

(i lazan je na objektima koji nisu kodovi recenica)
Ako postoji prevodenje * recenica iz L u recenice iz ML, tj. injektivna
funkcija * : L — ML takva da je

L = S ako i samo ako ML = S*

tada shemu 7" mozemo izrec¢i i u samom metajeziku M L:
ML |=T(S) <+ S*, za svaku recenicu S € L

Ako je L C ML tada mozemo izbjeéi prevodenje:
ML |=T(S) <+ S, za svaku recenicu S € L

No bez obzira o kojem obliku sheme T je rijec¢ njena uloga je uvijek ista
1 odgovara Tarskijevoj semantickoj koncepciji — ona problem istinitosts

recenice T'(S) u jednom jeziku svodi ma problem istinitosti recenice S u

problem definabilnosti istine jezika u samom jeziku :

L ET(S) S, za svaku recenicu S € L

Strategija dokaza nedefinabilnosti istine jezika u samom jeziku svodi
se na konstrukciju Lasca u tom jeziku na osnovu pretpostavke definabil-
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nosti istine. Ako se moze konstruirati Lazac 3 tada se moze rekonstuirati
paradoks Lasca, tj. dobiti kontradikcija iz koje slijedi nemoguénost defin-
abilnosti istine. Rekonstrukcija kontingentnog Lasca zahtjeva jezik s em-
pirickim predikatima. Naprosto bismo dio prirodnog jezika u kojem je bilo
provedeno razmatranje neke verzije kontingentnog Lasca trebali rekonstru-
irati kao jezik prvog reda s odgovaraju¢im empirickim predikatima. No
najjednostavnija konstrukcija Lasca je putem baptizma — odgovarajuc¢om
interpretacijom konstanti jezika.

Lema 21. Neka domena jezika L sadrzi za svaku recenicu S jezika njen
kod < S > i neka je A(x) formula s jednom slobodnom varijablom x. Ako
postoji zatvoreni term t jezika takav da imenuje kod recenice —A(t), tj.

th =< = A(t) >,

tada A(x) nije predikat istine jezika L.

Dokaz : Kada bi A(z) bio predikat istine tada bi recenica —A(t) bila
Lazac u jeziku L i vodila bi kontradikciji. Naime po definiciji predikata
istine je

L = A(t) ako i samo ako je t ime koda istinite recenice
a po interpretaciji terma t

t je ime koda istinite reCenice ako i samo ako je L = —A(t)
iz cega slijedi kontradikcija

L= A(t) < -A(t)

Dakle A(zx) nije predikat istine jezika L. [ |

Nedefinabilnost istine sada je lako dobiti — samo trebamo za svaku
formulu A(z) imati konstantu ¢4 koja ¢e imenovati < —A(cs) > . To je
baptisticka verzija teorema o nedefinabilnosti istine:

Teorem 21. Neka domena jezika L sadrzi za svaku recenicu S jezika njen
kod < S > i neka za svaku formulu A(z) s jednom slobodnom varijablom x
sadrzi konstantu cy takvu da je

ch =< —A(ca) >

Tada u jeziku L nije definabilan pojam istinite recenice jezika L.

3Cesto koristena fraza “dovoljno bogat jezik” ne znaci nista drugo nego da jezik ima
sredstva za takvu konstrukciju.
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Dokaz : Pretpostavke teorema osiguravaju primjenjivost leme na svaku
formulu A(z) jezika L. u

Jezici koji mogu izraziti sintakticku operaciju dijagonalizacije svojih
formula imaju uniforman nacin za tvorbu trazenih terma, pa tako i za
sintakticku konstrukciju lasca. Ta konstrukcija je neformalno opisana u
prethodnom poglavlju. Sada slijedi formalni opis. Pretpostavit ¢emo da
domena jezika L sadrzi za svaku formulu A(x) jezika L s najvise jednom
slobodnom varijablom x njen kod < A(z) > a sam jezik ime A(z) tog koda.
Za takve jezike mozemo definirati dijagonalizaciju, funkciju d koja svakoj
formuli A(z) jezika L s jednom slobodnom varijablom x pridruzuje recenicu
nastalu supstitucijom na mjesto x imena koda same te formule:

d(A(z)) = A(A(x)))

Pri navedenom kodiranju dijagonalizacija d prelazi u odgovarajuéu funkciju
< d > nad kodovima:

<d> (< Alx) >) =< A(A(x))) >

Ova funkcija nad ostalim objektima domene moze biti zadana proizvoljno
. Nadalje, pretpostavit ¢emo da jezik L, ili eventualno njegovo definicijsko
prosirenje, sadrzi funkcijski simbol D koji imenuje ovu funkciju < d >:

Df =< d >

Dakle u jeziku L za svaku formulu A(x) ¢e vrijediti

L = D(A(x)) = A(A(z))

Takav funkcijski simbol ¢emo zvati funkcijski simbol dijagonalizacije.
Njegovo prisustvo u jeziku omogucéuje dijagonalizacijsku verziju teo-
rema o nedefinabilnosti istine:

Teorem 22. Neka domena jezika L sadrzi za svaku formulu A(z) jezika L
s nagvise jednom slobodnom varijablom x njen kod < A(x) > a sam jezik

ime A(x) tog koda. Nadalje neka L sadrzi funkcijski simbol dijagonalizacije
D. Tada u tom jeziku nije definabilan pojam istinite recenice tog jezika.

Dokaz : Pretpostavimo da jezik ima predikat istine T'(x). Izrazivost
dijagonalizacije omogucuje konstrukciju Lasca u datom jeziku. To je dijag-
onalizacija predikata

=T(D(x)), tj. recenica
-T(D(-T(D(x))))

Lako je vidjeti iz smisla simbola D da term D(—7(D(x))) imenuje upravo
tu recenicu. Po lemi to znaci da 7' nije predikat istine. [ |
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2.3 Posljedice Tarskijeve analize pojma is-
tine i kritika

Bavedi se problemom definicije pojma istinite recenice datog jezika Tarski
je uveo shemu T kao kriterij sadrzajne adekvatnosti te definicije i tako izoli-
rao jedno osnovno svojstvo tog pojma kojim se koristimo u svakodnevnom
govoru:

T(S) «» S*
gdje je S ime recenice S jezika L o kojem govorimo u jeziku ML kojim
govorimo, a S* je prijevod te recenice u metajezik M L.

Mogucnost definicije pojma istine odnosno njene suvremene verzije, defini-
cige istinitosti recenica datog jezika u datom modelu, a koja se izrice u jeziku
teorije skupova, dovela je do uvodenja semantike u matematicku logiku i time
bitno pridonijela njenom buduéem razvoju. Ta definicija osigurava za svaki
model M jezika L, kojem je domena skup, postojanje predikata Ty, u jeziku
LS teorije skupova za kojeg vrijedi

LS |= Ty (S) + S* za svaku recenicu S jezika L

Na takvim definicijama pocivaju dokazi relativne konzistentnosti matematickih
teorija — za datu teoriju T'h pronade se u okviru neke teorije skupova
(obicno ZFC') model M u kojem su istiniti svi aksiomi teorije Th. 1z T -
sheme, uz pretpostavku da * ¢uva kontradikciju, slijedi da konzistentnost
teorije skupova povlaci i konzistentnost teorije T'h. Posto je to uradeno za
sve matematicke teorije osim teorije skupova, time je problem konzistent-
nosti matematike sveden na problem konzistentnosti teorije skupova. A ovo
se opet svodi na analizu znacenja jezika teorije skupova. Ova redukcija nije
samo formalna ve¢ ima i znacenjski karakter. Naime, matematicke teorije
mozemo nalazenjem ovakvih modela razumjeti kao teorije o objektima jezika
skupova, dakle kao dio teorije skupova. Tako je definicija istine doprinijela
zasnivanju cijele matematike na jeziku skupova, odnosno na teoriji skupova
ZFC kojom nastojimo izraziti znacenje tog jezika.

Nemogucnost definicije pojma istine izraZena je Tarskijevim teoremima
nedefinabilnosti — u dovoljno bogatom jeziku nije definabilan pojam istinite
recenice tog jezika. Preciznije, za takav jezik L ne postoji predikat istine T,
tj. predikat za kojeg ¢e vrijediti

L = T(S) <+ S za svaku recenicu S jezika L.

Teoremi nedefinabilnosti istine pokazuju da jezik koji ima dovoljno bogatu
domenu (beskona¢nu) mozemo jednostavno upotpuniti dodavanjem odgo-



2.3. POSLJEDICE I KRITIKA 19

varajuc¢ih konstanti ili pak funkcijskog simbola dijagonalizacije do jezika koji
nema svoj predikat istine. Tako moZemo reéi da je nedefinabilnost vlasti-
tog predikata istine wobicajeno svojstvo bogatijih jezika logike prvog reda.
Ovo naravno predstavlja ogranicenje za jezik koji pretendira da bude os-
novni jezik matematike, kao sto je to danas jezik teorije skupova. Ma kako
precizirali njegovo znacenje postoje neki relevantni pojmovi, kao pojam is-
tinite recenice tog jezika, koji ne mogu biti izrazeni u tom jeziku. Mada
se u njemu jednostavno moze definirati predikat istine bilo kojeg interpre-
tiranog jezika kojem je model skup, on nema predikat istine za samog sebe.
Naravno, da bismo ovo precizno pokazali morali bismo opisati kodiranje
njegovih rec¢enica u skupove i definirati funkciju dijagonalizacije. U osnovi,
to bi bila precizna formulacija u jeziku skupova prethodnih poluformalnih
razmatranja o jeziku. Bogatstvo jezika teorije skupova sugerira da je to
moguce uraditi.

Teorem nedefinabilnosti ne govori da ne postoji parcijalni predikat istine
jezika, tj. predikat istine za dio jezika. Npr. u jeziku LS teorije skupova je
definabilan T,,(z), predikat istinitosti ¥, recenica (nazovimo taj dio jezika
LSY,, ) :

LS |= T, (S) > S za svaku recenicu S jezika LSY,

Nasuprot nekim interpretacijama Tarskijevih rezultata po kojima oni zabran-
juju samoreferiranje, ne samo da je samoreferiranje moguce, nego je moguce
i samoreferiranje koje obuhvaca istinitost recenica. Npr. pokaze se da je
predikat T),(x) definabilan u jeziku LS, tako da se moze konstruirati i
Y., recenica koja kaze da je ona istinita X, recenica. Moze se konstruirati
i recenica koja kaze da ona nije istinita >, recenica. No ona nije Lazac
jer ona nije ¥, recenica. Stovise, posto nije ¥, recenica to nije ni istinita
Y, reCenica, pa je to istinita recenica. Nadalje uz neke male pretpostavke
o skupovima moze se pokazati da je svaka recenica ekvivalentna nekoj X,
recenici. Tako se jezik LS raslojava na beskonacan niz jezika od kojih je
svaki u nizu prosirenje svih prethodnih jezika i ima svoj predikat istine, koji
je tako i parcijalni predikat istine cijelog jezika. No ukupan predikat istine
tog jezika nije u njemu definabilan.

S druge pak strane refleksijom nad istinitos¢u jezika LS mozemo ga
prosiriti do jezika LS; tako da jeziku LS dodamo predikat istine 7'(z).
Tako u jeziku LS; mozemo govoriti o istinitosti njegovog podjezika:

LS, = T(S) > S za svaku recenicu S jezika LS

Na isti na¢in mozemo prosiriti i jezik LS; do jezika LS; koji sadrzi njega i
njegov predikat istine 77 (x):
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LS, = Ti(S) <> S za svaku recenicu S jezika LS)

Tako dobivamo cijelu hijerarhiju sve bogatijih jezika. Mada nemamo jedan
univerzalni jezik dobivamo niz sve boljih jezika koji po pitanju zasnivanja
znanja ima odredenu uvjerljivost. Naime, razmisljanje o pojmu istine nekog
jezika je uvijek refleksija (pogled izvana) nad tim jezikom i prirodno se
odvija u odgovaraju¢em metajeziku. Isto tako se i razmisljanje o metajeziku
prirodno odvija u njegovom metajeziku, itd. Tako je stalno pribjegavange
metajeziku tmanentno refleksivnosti razmisljanga, pa hijerarhija jezika moze
biti zadovoljavajuce rjesenje za zasnivanje znanja.

Sto se ti¢e primjene ove analize na prirodni jezik ona je upitna. Sam
Tarski je izrazio rezervu po tom pitanju smatrajuéi prirodan jezik suvise
nepreciznim za takvu analizu. No svaki se model koji bi htio precizirati
prirodni jezik, logicki ga procistiti, mora suociti s Tarskijevim rezultatima.
Ako ijedan jezik ima pretenziju na univerzalnost to je onda prirodan jezik.
No njegova univerzalnost je nespojiva s Tarskijevim rezultatima, jer uni-
verzalnost zahtijeva i da ima vlastiti predikat istine, a Sto je u okvirima
klasi¢ne semantike nemoguce. Alternativa je zamisliti prirodan jezik raslo-
jen u nivoe, takve da svaki nivo ima predikat istine za recenice prethodnih
nivoa. To bi bila neka vrsta prihvacanja principa refleksije za prirodan
jezik. Naprosto bi nivo upotrebe predikata istine ovisio o kontekstu u ko-
jem je upotrebljen. Taj kontekst bi odlucio o kojem je predikatu istine rijec.
No Kripke je u svojoj analizi pojma istine pokazao da je postojanje takvih
nivoa krajnje problemati¢no. Kripkeova kritika ¢e biti izlozena u sljede¢em
poglavlju.

Sto se tice rjesenja paradoksa, Tarskijeva teorija je normativnog karak-
tera (osigurava da se oni mece pojaviti) ali ne i analitickog karaktera (ne
objasnjava njihov uzrok). Tarski naprosto koristi paradokse, odnosno nji-
hove formalne verzije, da bi pokazao da bogati jezici nemaju svoj predikat
istine. Ne daje nikakvo objasnjenje zasto je to tako ve¢ samo konstataciju
da jeste tako. Predikat istine takvog jezika L mora se opisati u bogatijem
jeziku M L. Najcesce je to prosirenje jezika L, pa je taj predikat istine tek
parcijalni predikat istine jezika M L. Tako je Tarskijevo rjesenje u stvari
ogranicenje sheme 7"

ML = T(S) <+ S za svaku recenicu S jezika L C ML

Paradoksi su izbjegnuti time da se naprosto recenice tipa LaSca ne mogu
konstruirati u jeziku ML jer takve recenice ne pripadaju jeziku L za koje
se moze definirati djelomicni predikat istine T'. Za bogati jezik L razlog
tome je da sam predikat 7'(z) ne pripada jeziku L veé striktno njegovom
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metajeziku M L. Tako i recenica koja bi trebala biti Lazac glasi
“ Ja nisam istinita recenica jezika L”.

No posto ona uopcée nije recenica jezika L to je ona na trivijalan nacin
istinita recenica jezika M L. Ako imamo hijerahiju jezika od kojih svaki
sadrzi predikat istine za jezike koji su ispod njega, paradoksi se analogno
izbjegavaju zahvaljujué¢i tome da predikat istine datog jezika ne pripada
tom jeziku pa se Lazac ne moze ni sintakticki ni semanticki konstruirati.
Ogranicavajuca sposobnost jezika rjeSava se pribjegavanjem metajeziku.
No, takvo hijerarhijsko rjesenje definitivno postavlja ogranicenje na ono
Sto mozemo izrec¢i u takvoj hijerarhiji. Drugim rijecima, Tarskijevo rjesenje
paradoksa je normativno — paradoks Lasca je 1zbjegnut time da se LazZac
uopcée me moze izrec¢i. Isto mormativno rjesenje “lijeci” v ostale paradokse
istine. Ono se takoder javlja i previse restriktivnim jer se u njemu ne moze
1zreci nijedna situacija u kojoj postoji cirkularno referiranje jednih recenica
na istinitost drugih recenica, ma koliko takva situacija bila uwobicajena 1
bezazlena.

Tarskijeva analiza je pokazala da su za dovoljno bogat jezik nespojiva dva
intuitivno posve prihvatljiva principa:

1. Shema T: T(S) <> S za svaku recenicu S

2. klasicna dvovaljana semantika jezika: svaka reCenica je ili istinita ili
lazna

Tarskijevo rjesenje se sastoji u zadrZavanju dvovaljane semantike i re-
strikcigi sheme T'.  Kripke je izabrao drugi put: zadrZavanje sheme T 1
restrikciju dvovaljane semantike jezika.
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POGLAVLJE 3

Kripkeova analiza pojma istine

3.1 Kripkeova teorija istine

Kripkeov ¢lanak “Outline of a Theory of Truth” [Kri75] je nakon Tarski-
jevog rada sljedeéi znacajan korak u logickoj analizi pojma istine koji je
istovremeno i filozofski argumentiran i matematicki precizan. Mada je i
prije njega bilo prijedloga da rjeSenje treba traziti van klasi¢ne dvovaljane
semantike ([Mar84]) on je u tom clanku toéno pokazao kako se to moze
uraditi.

U prvom dijelu ¢lanka Kripke se bavi utvrdivanjem sto je glavni problem
kod paradoksa istine. Za njegovu analizu je klju¢an Kontingentni Lazac. Za
primjer uzima jednu sasvim uobicajenu situaciju, recenice koje su npr. mogli
izre¢i Jones i Nixon:

Jones: “Vecina Nixonovih tvrdnji o Watergateu je lazna.”
Nixon: “Sve Jonesove tvrdnje o Watergateu su istinite.”

Ne samo da su te recenice gramaticki i znacenjski uobicajene, vec¢ je za
ocekivati da se kroz jedan popis tvrdnji koje su Nixon i Jones izrekli o
Watergateu moze ustanoviti njihova istinitost. No moguéa je (mada malo
vjerojatna) situacija da je medu svim ostalim Nixonovim tvrdnjama o Wa-
tergateu upravo pola lazno a pola istinito, te da su sve ostale Jonesove tvrd-
nje o Watergateu istinite. Pod tim uvjetima su te recenice kontradiktorne.
Naime, pod navedenim uvjetima, kad bi Jonesova tvrdnja bila istinita tada
bi Nixonova tvrdnja bila lazna, a Sto bi znacilo da je Jonesova tvrdnja lazna.
No kad bi Jonesova tvrdnja bila lazna tad bi Nixonova tvrdnja bila istinita
Sto bi znacilo da je Jonesova tvrdnja istinita. Tako dobijemo kontradikciju.
Kripke iz ovog po njemu paradigmatskog primjera izvlaci sljede¢u pouku:

23
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. adekvatna teorija mora dopustiti da su rec¢enice koje sadrze po-
jam istine riskantne: one nose rizik da budu paradoksalne ako su
empiricke ¢injenice ekstremno ( i neo¢ekivano) nepovoljne. Nema sin-
taktickog niti semantickog “sita” koje bi propustilo “lose slucajeve”
a zadrzalo “dobre”.

Kripke u daljnjem prosiruje razmatranje i na druge recenice koje sadrze
pojam istine i koje nisu kontradiktorne ali ipak jesu intuitivno problematicne
kao npr. Istinoljubac:

Istinoljubac: Istinoljubac je istinita recenica

Kripke na primjeru Jonesove tvrdnje ukazuje na uzrok problemati¢nosti.
Da bi se ispitala istinitost Jonesove tvrdnje mora se pogledati istinitost svih
reCenica na koje ona referira. Ako te recenice imaju utvrdenu istinitosnu
vrijednost, tada ¢emo i Jonesovoj tvrdnji odrediti istinitosnu vrijednost.
Medutim ako neke od njih takoder sadrze pojam istine tada moramo ispitati
istinitost rec¢enica na koje one referiraju itd. Ako ovaj proces zavrSava na
recenicama koje ne sadrze pojam istine tada ¢emo moci utvrditi istinitost
Jonesove recenice. Takve recenice Kripke zove utemeljenim a one druge
neutemeljenim. Naravno, opet je znacajno da se to ne moze odrediti
na sintaktickom niti na unutrasnjem znacenjskom nivou jezika, ve¢ se mora
pogledati vanjska znacenjska struktura jezika — to ovisi o, kako Kripke kaze,
“empirickim c¢injenicama”. Jednom od osnovnih vrijednosti svoje teorije
smatra to Sto ona daje formalnu definiciju pojma utemeljenosti koji po
njemu formulira intuiciju o neproblemati¢nim rec¢enicama.

U drugom dijelu ¢lanka Kripke se bavi analizom prethodnih pristupa
problemu istine. Istice Tarskijev pristup kao jedini razradeni pristup. Tarski-
jevo rjesenje unutar klasi¢ne logike (Kripke takav pristup zove ortodoksnim)
vodi hijerarhiji jezika, tj. nizu jezika od kojih svaki ima predikat istine za
reCenice jezika koji su prije njega u hijerarhiji. Tako predikat istinita,
opisuje istinitost recenica koje nemaju predikat istine, predikat istinitas
opisuje istinitost recenica koje najvise sadrze predikat istine istinita; itd.
No Kripke pokazuje da ovakvo raslojavanje intuitivnog pojma istine na hijer-
arhijski niz predikata istine ima ozbiljne probleme u prirodnom jeziku, kao
i u bogatijem formaliziranom jeziku. Prije svega, indeksi takvih predikata
istine ne mogu se eksplicitno ili implicitno odrediti na sintaktickom nivou
ili pak unutarnjem semantickom nivou ve¢ moraju ovisiti o “empirickim
¢injenicama”. Npr. kako odrediti indeks tog predikata u recenici koju je
izrekao Dean o Watergateu:

Dean: Sve Nixonove tvrdnje o Watergateu su lazne.
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Indeks pojma istine u ovoj recenici ovisi o indeksima pojma istine koji
se javljaju u recenicama koje je Nixon izrekao o Watergateu i to se moze
jedino empirick: utvrditi. Jo§ gore, empiricke ¢injenice mogu biti takve
da je nemogucée takav indeks pridruziti datoj recenici. Ako se npr. medu
Nixonovim tvrdnjama nalazi sljedeca recenica

Nixon: Sve Deanove tvrdnje o Watergateu su lazne.

Zamisao o hijerarhiji indeksa sad vodi kontradikciji: indeks pojma istine
u Deanovoj recenici mora biti visi od indeksa pojma istine u Nixonovoj
reCenici, ali i indeks pojma istine u Nixonovoj rec¢enici mora biti visi od
indeksa pojma istine u Deanovoj recenici. Nasuprot tome na intuitivhom
nivou moze biti sasvim jednostavno odrediti istinitost ovih recenica. Npr.
ako je Dean izrekao barem jednu istinitu tvrdnju o Watergateu pored nave-
dene, tada je Nixonova tvrdnja lazna. Ako su i sve ostale Nixonove tvrdnje
o Watergateu lazne tada je Deanova tvrdnja istinita, u protivnom je lazna.
Na osnovu ovakvih razmatranja Kripke zakljucuje da je tesko intuiciju o
pojmu istine prilagoditi zahtjevima hijerarhijskog pristupa.

Sto se tice postojece literature koja se bavi trazenjem alternative ortodok-
snom pristupu Kripke smatra da se ona u jednom slaze: mora biti jedan
predikat istine, primjenjiv i na recenice koje sadrze taj predikat istine, a
paradoksi se mogu izbjec¢i dopustanjem da neke recenice, kao one koje vode
paradoksima, mogu ne imati istinitosnu vrijednost. Kripkeova glavna za-
mjerka svim tim zamislima je da su one, za razliku od Tarskijeve analize,
samo sugestije a nikako i razradene teorije. No Kripke eksplicitno kaze da
postoji jasan utjecaj tih ideja na njegovu analizu.

U trec¢em dijelu ¢lanka Kripke izlaze svoju analizu pojma istine. U osnow:
te analize je prihvatange T - sheme (jer ne postoje kriteriji koji bi razlikovali
dobre od logih slucajeva i koji bi tako dali prirodnu restrikciju na tu shemu)
i prijelaz na trovaljanu semantiku (jer teorija istine treba prihvatiti rizik da
neke recenice, mada smislene nisu ni istinite ni lazne). Kripke se odmah
ogradugje da njegova analiza nece dati tocno odredenu interpretaciju pojma
istine niti tocno odredeno rjesenje paradoksa istine, jer:

...u ovom momentu jos nisam osmislio pazljivo filozofsko opravdanje
za, odredeni prijedlog, niti sam siguran koja su podrucja i granice
primjenjivosti takvog prijedloga.

No on se nada da njegova analiza daje dobar matematicki okvir za takvo
rjesenje:
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Nadam se da model koji je ovdje dan ima dvije vrline: prvo, da daje
podruéje bogato formalnom strukturom i matematickim svojstvima;
drugo, da u razumnoj mjeri ova svojstva obuhvacaju vazne intuicije.
Model tako treba biti testiran s obzirom na tehni¢ku plodnost. On ne
mora obuhvatati svaku intuiciju, ali za nadati se je da ¢e obuhvatati
mnoge.

Kripke predlaze ispitivanje jezika kojem ne moraju sve recenice imati is-
tinitosne vrijednosti. On rec¢enice smatra pokusajima tvrdenja ili izrazavanja
propozicija. Sve reCenice, pa i one koje vode paradoksima smatra smislenim,
jer one daju upute za tvorbu odredenog tvrdenja no one ne moraju i tvoriti
tvrdenje, tj. imati istinitosnu vrijednost. Nepostojanje istinitosne vrijed-
nosti zahtijeva odredenu shemu valuacije slozenih recenica koja ¢e odrediti
kako nepostojanje istinitosnih vrijednosti jednih recenica utjece na posto-
janje istinitosnih vrijednosti drugih rec¢enica koje su od njih slozene. Kripke
smatra tzv. jaku Kleeneovu trovaljanu semantiku jednom takvom
shemom koja odgovara zamisli da su recenice smislene bez obzira imaju
li istinitosnu vrijednost ili ne. Po toj shemi —S je istinita (lazna) ako je
S lazna (istinita), a neodredena ako je S neodredena. Disjunkcija je is-
tinita ako je barem jedan disjunkt istinit, lazna je ako su oba disjunkta
lazna, a u preostalim slucajevima je neodredena. Ostali veznici se na stan-
dardni nacin definiraju pomocu ovih i time je odredeno i njihovo ponasanje
s obzirom na neodredenu vrijednost. Egzistencijalna recenica se tretira
kao beskonacna disjunkcija, a univerzalna rec¢enica kao beskonacna kon-
jukcija. Precizna matematicka formulacija Kripkeove konstrukcije dana je
u sljede¢em odjeljku.

Konstrukcija jezika koji ima predikat istine i kojem sve recenice ne
moraju imati istinitosnu vrijednost treba da obuhvati sljede¢u intuiciju.
Kripke razmatra na koji nac¢in bismo nekome tko ne zna za pojam istine
objasnili koje su recenice istinite a koje lazne. Neka je u pitanju kompeten-
tan govornik nekog jezika u kojem ne postoji predikat istine. Takav subjekt
je sposoban svaku recenicu tog jezika ili prihvatiti ili odbaciti. On npr.
prihvaca recenicu

(1) Snijeg je bijel.
ali ne zna Sta uraditi s recenicama koje sadrze pojam istine kao npr.

(2) “Snijeg je bijel” je istinita recenica.

(3) ““Snijeg je bijel” je istinita recenica’ je lazna recenica.

(4) Snijeg je bijel ili ““Snijeg je bijel” je istinita reCenica” je lazna
recenica.
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(5) Snijeg je bijel i ““Snijeg je bijel” je istinita recenica” je lazna recenica.

No dat éemo mu pravilo da prihvati (odbaci) recenicu “S je istinita recenica”
wvijek kada prihvati (odbaci) recenicu S. Tako ¢e po tom pravilu on sada
prihvatiti i recenicu (2). Za slozene recenice, kao sto su (4) i (5) dat ¢emo
mu neku trovaljanu semantiku po kojoj ¢e moci vrednovati sloZene recenice
1 kada neke ngihove komponente nije ni prihvatio ni odbacio. Tako npr. po
Jakoj Kleeneovoj trovaljanoj semantici prihvatit ¢e recenicu (4) bez obzira
sto nije vrednovao drugi clan disjunkcije, jer je ve¢ prihvatio prvi disjunkt,
dok neée moéi vrednovati recenicu (5) jer to ovisi o jos nevrednovanom
drugom ¢lanu konjukeije. Sto se tice recenice (3) samo ga trebamo uputiti
da usvojena pravila moZe iterirati - uvijek kad napravi vrednovangja nekih
recenica, ima podlogu za vrednovanje novih recenica. Tako na primjer pri-
hvativsi recenicu (2) on sad ima podlogu za prihvac¢anje recenice ““Snijeg
je bijel” je istinita recenica” je istinita recenica, odnosno za odbacivanje
recenice (3) (jer “ biti lazna reCenica ” znaci da za negaciju vrijedi “biti
istinita recenica”). Odbacivsi recenicu (3) on sada ima podlogu i za odbaci-
vanje recenice (5). Nastavljajuéi taj proces subjekt bi sve vise recenica
prihvatao ili odbacivao. Neke recenice, poput recenice koja kaze da je ona
sama istinita, nikad ne bi na ovaj nac¢in mogao vrednovati. To su recenice
koje su u intuitivhom smislu neutemeljene.

Formalna konstrukcija koja odgovara ovoj intuiciji sada c¢e biti tek ski-
cirana dok ¢e u sljede¢em odjeljku biti detaljno opisana. Neka je L klasi¢ni
dvovaljani interpretirani jezik logike prvog reda. Njemu ¢emo dodati za
pocetak neinterpretirani predikat 7' i tako ga prosiriti do jezika LT. Pri
tome ¢emo pretpostaviti da postoji kodiranje recenica jezika LT u domenu
D jezika L — svakoj recenici S pridruzen je kod < S >& D. Posto T
namjeravamo interpretirati kao predikat istinitosti i posto o¢ekujemo da je
njegova upotreba riskantna, tj. ne mora dati odredenu istinitosnu vrijed-
nost, to ¢emo njega interpretirati parom (FE,A) disjunktnih podskupova
od D. Ideja je da skup E treba sadrzavati kodove recenica na kojima
T poprima istinu, i zvat ¢emo ga ekstenzija predikata 7', dok A treba
sadrzavati kodove recenica na kojima 7' poprima laz kao i sve objekte koji
nisu kodovi recenica i na kojima T takoder poprima laz, i taj skup ¢emo zvati
antiekstenzija predikata 7. Naravno, ostavljamo moguénost da £ U A ne
obuhvaca sve kodove recenica. Na preostalim kodovima recenica predikat
T je neodreden. Tako interpretirani jezik LT ¢éemo biljeziti LT(E, A).
Pocetnu interpretaciju (Fy, Ay) predikata T" tvore prazni skupovi kodova
reCenica, tj. Fy = ) a Ay je skup svih objekata koji nisu kodovi recenica.
U prvom koraku subjekt ¢e nauciti da su sve recenice pocetnog jezika koje
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on prihvaéa istinite re¢enice(njihovi kodovi tvore novu ekstenziju E1), a one
koje odbacuje lazne recenice (njihovi kodovi zajedno s objektima koji nisu
kodovi recenica tvore novu antiekstenziju A; predikata T'. Dakle T'(E4, A;)
je naprosto predikat istine jezika L. No cilj je da on bude predikat is-
tine jezika LT, tj. da bude istinit na svim istinitim recenicama tog jezika,
a lazan na svim laznim recenicama tog jezika i objektima koji koji nisu
kodovi recenica. U tu svrhu ¢emo poboljsavati inerpretaciju. Naime po
navedenim pravilima jezik LT(FEj, A;) ima vise laznih i istinitih recenica
nego sto je evidentirano u skupovima E; i Aj, pa ¢emo njihovim dodavan-
jem napraviti novu interpretaciju LT (Es, As), gdje je Ey skup svih kodova
istinitih recenica jezika LT(E, Aq), a Ay skup svih kodova laznih recenica
zajedno s objektima koji nisu kodovi recenica. No sada se situacija pon-
avlja. Na isti na¢in za svaki ordinal a pravimo prijelaz s LT (E,, A,) na bo-
gatiji jezik LT (Eqy1, Aayr1). U transfinitnom skoku novu ekstenziju i novu
antiekstenziju tvori unija svih dotadasnjih ekstenzija, odnosno antiekstenz-
ija. Tako generiramo transfinitni niz jezika sa sve bogatijim ekstenzijama i
antiekstenzijama (subjekt usvaja sve vise recenica kao istinite i sve vise kao
lazne). Primijetimo da nova interpretacija nastaje refleksijom nad starom
interpretacijom, odnosno nad svim starim interpretacijama u sluc¢aju trans-
finitnog skoka. Ako u jednom takvom prijelazu nismo dobili nista novo, tj.
ako je nova interpretacija jednaka staroj, ako je, matematickim rje¢nikom
kazano, stara interpretacija fiksna tocka ovog reinterpretiranja, tada
stari predikat T'(E,, A,) obuhvaca svojom ekstenzijom i antiekstenzijom up-
ravo sve kodove istinitih i sve kodove laznih recenica jezika LT(E,, As)— on
je predikat istine tog jezika. U sljede¢em odjeljku su detaljno opisana
matematicka svojstva konstrukcije koja potvrduju ovu intuiciju. Naime
jaka Kleeneova trovaljana semantika ima sljedec¢e svojstvo: ako recenici
koja nema istinitosnu vrijednost dodijelimo istinitosnu vrijednost, to nece
utjecati na recenice koje imaju istinitosnu vrijednost. Njihova istinitosna
vrijednost ¢e ostati ista, samo ¢e neke do tada neodredene recenice do-
biti istinitosnu vrijednost. Za operaciju reinterpretiranja se tada kaze da
je ona monotona. Pokaze se da monotonost garantira ono Sto intuitivno i
ocekujemo, da je ovaj niz transfinitnih jezika rastuci, tj da dobivamo sve
vece ekstenzije i antiekstenzije predikata T. No jedan argument iz teorije
skupova tada osigurava da se ovaj proces jedanput mora zasititi, tj. da
je za neki ordinal « jezik LT(FE,, A,) fiksna tocka ovog reinterpretitanja,
dakle jezik s vlastitim predikatom istine. Stovise, u sljedeéem odjeljku ¢emo
pokazati da je to najmanja fiksna tocka predikata istine, tj. da je
manja od svih drugih fiksnih tocaka u smislu da ima i manji skup istinitih
tvrdnji i manji skup laznih tvrdnji nego ijedna druga fiksna tocka. Kripke
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je tako pokazao sljedece:

...svaki jezik, ukljuc¢ujuéi i one koji sadrze teoriju brojeva ili sin-
taksu, moze se prosiriti do jezika s vlastitim predikatom istine, i
asocirani pojam istine je matematicki definiran teorijsko skupovnim
tehnikama.

Tako je Kripke dao rjesenje koje je matematicki precizno kao i Tarski-
jevo, no suprotno od Tarskijevog rjesenja ovdje je sacuvana shema T a mod-
ificirana klasiéna dvovaljana semantika. Opisana konstrukcija za razliku od
Tarskijeve, daje jedan predikat istine a ne beskonacno njih. Takoder ona
formulira ideju hijerarhije kao sve bolje aproksimacije minimalnog jezika s
predikatom istine. Ta hiyjerarhija je primjenjiva © u situacijama v kojima
Tarskijeva hijerarhija nije primjengiva @ za razliku od Tarskijeve jednostavno
se prosiruje na transfinitne nivoe. Ona obuhvaca ideju da nivo recenica ovisi
o “empirickim cinjenicama”, kao 1 ideju riskantnosti recenica — recenica u
nekim krajngim slucajevima moze ne dobiti odredenu istinitosnu vrijednost.
To su recenice koje ne pripadaju najmanjoj fiksnoj tocki (njenoj ekstenziji ili
antiekstenziji) i Kripke ih zove neutemeljenim recenicama. Pogledajmo
opet primjer Deana i Nixona:

Dean: Sve Nixonove tvrdnje o Watergateu su lazne.

Nivo ove rec¢enice u Kripkeovoj hijerarhiji ovisi o nivoima recenica koje je
Nixon izrekao o Watergateu. Ako Nixon nije izrekao direktno ili indirektno
(spominjudi izjave drugih koji su govorili o Deanu) nista o Deanu, tada je
moguce da njegove reCenice imaju sasvim odredene nivoe u hijerarhiji, pa
¢e Deanova recenica imati prvi sljedec¢i nivo u hijerarhiji. No ako je Nixon
izrekao (izmedu ostalog o Watergateu) i sljedece:

Nixon: Sve Deanove tvrdnje o Watergateu su lazne.

i tada je moguée (za razliku od Tarskijeve hijerarhije) da Deanova recenica
ima odreden nivo. Ako je Dean pored navedene tvrdnje izrekao barem jednu
istinitu (utemeljenu na nivou «) tvrdnju o Watergateu, tada je Nixonova
tvrdnja lazna, utemeljena na nivou o + 1. Ako su i sve ostale Nixonove
tvrdnje o Watergateu lazne tada je Deanova tvrdnja istinita na prvom nivou
nakon svih nivoa Nixonovih tvrdnji. Dakle, empiricke ¢injenice odreduju
nivo recenice ali i pitanje je li ona uopc¢e utemeljena. Naime, ako je situacija
takva (mada krajnje nevjerojatna) da su gornje tvrdnje jedine koje su Nixon
i Dean izrekli o Watergateu tada je jasno da one nisu utemeljene.

Sto se tice ostalih fiksnih tocaka predikata istine Kripke kaze sljedece:



30 POGLAVLJE 3. KRIPKEOVA ANALIZA

Tako je najmanja fiksna toc¢ka vjerojatno najprirodniji model za in-
tuitivni pojam istine, i to je model generiran nasim instrukcijama
imaginarnom subjektu, druge fiksne tocke nikad nisu u konfliktu s
tim instrukcijama.

Ostale fiksne tocke Kripkeu sluZe za razlikovanje neutemeljenih recenica.
Za razliku od utemeljenih recenica koje imaju u svim fiksnim tockama is-
tinitosnu vrijednost, i to uvijek istu, Lazac u nijednoj fiksnoj tocki nema
istinitosnu vrijednost. Recenice s tim svojstvom Kripke zove paradoksal-
nim. Za razliku od njih Istinoljubac je neutemeljena recenica za koju je
lako pronaéi fiksnu tocku u kojoj je istinita (lazna). Naprosto Kripkeovu
konstrukciju zapo¢nemo tako da u ekstenziju (antiekstenziju) predikata T'
stavimo kod Istinoljupca. Takve recenice koje u nekim fiksnim tockama
imaju jednu istinitosnu vrijednost a u nekima drugu Visser [Vis89] je poslije
nazvao bikonzistentnim. U tom kontekstu je zanimljivo pogledati mak-
simalne fiksne tocke predikata istine, tj. fiksne tocke od kojih nema
vec¢ih. Za njih Kripke kaze da su to fiksne tocke koje pridruzuju sto je
moguce vise istinitosnih vrijednosti, a da je to u skladu s intuitivnim po-
jmom istine. Svaka fiksna tocka se moze, po Zornovoj lemi, prosiriti do
maksimalne fiksne tocke. U svakoj od tih tocaka Istinoljubac ima odredenu
istinitosnu vrijednost, ali ne i u svima istu, sto ukazuje na proizvoljnost
istinitosnih vrijednosti u tim tockama. Utemeljene recenice imaju istu is-
tinitosnu vrijednost u svim fiksnim tockama pa i tako gledano njihova istini-
tosna vrijednost nije proizvoljna. No postoje i neutemeljene i neparadok-
salne recenice koje ako imaju istinitosnu vrijednost u nekoj fiksnoj tocki,
ona im je uvijek ista. Takva je npr. sljedec¢a recenica:

Istinoljubac je istinita recenica ili Istinoljubac nije istinita recenica.

Mada ova re¢enica nema proizvoljnu istinitosnu vrijednost (ako nije neodredena
mora biti istinita), njeni dijelovi mogu imati proizvoljnu vrijednost. Na-
suprot tome istinitosna vrijednost sljedece recenice, koja ¢e ovdje biti naz-
vana Logicar, je hereditarno neproizvoljna:

Logicar: Logicar je istinita recenica ili Logic¢ar nije istinita rec¢enica.
Ova recenica ima istinitosnu vrijednost u nekoj fiksnoj tocki, i ta je vrijed-
nost ista u svim fiksnim tockama u kojima ona ima istinitosnu vrijednost.
Dakle, ta vrijednost nije proizvoljna. No ta neproizvoljnost je drugog tipa
od prethodne recenice, jer i njeni dijelovi imaju neproizvoljnu istinitosnu
vrijednost (ako je imaju). Takve recenice tvore intrinsi¢ne fiksne tocke,
fiksne tocke u kojima je istinitosna vrijednost recenica u suglasju s istini-
tosnim vrijednostima tih recenica u svim drugim fiksnim tockama. Naime,
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ako je npr. recenica u toj tocki istinita tada je istinita i u svim fiksnim
tockama u kojima ima istinitosnu vrijednost. Mada ne postoji najveca fik-
sna tocka, postoji najvecéa intrinsi¢cna fiksna tocka koja je zbog svoje
jedinstvenosti u strukturi fiksnih tocaka posebno zanimljiva. Za nju Kripke
kaze:

Najveca intrinsi¢na fiksna tocka je jedinstvena “najveéa” interpretacija
od T'(z) koja je konzistentna s nasom intuitivnom idejom istine i koja
nema proizvoljne izbore u odredivanju istinitosti. Ona je tako objekt
od specijalnog teorijskog interesa kao model.

Kripke u daljnjem istice da se fiksne tocke mogu dobiti i s drugim troval-
janim semantikama umjesto jake Kleeneove. Za konstrukciju je jedino vazno
da su te semantike monotone. Pri tome posebno istice van Fraasenovu su-
pervaluaciju. U toj valuaciji interpretacija T'(F, A) se prosiruje tako da joj
se dodaju recenice koje su istinite (lazne) u svim prosirenjima ove inter-
pretacije koja su potpuna (klasi¢na) U toj valuaciji su sve klasi¢ne logicke
istine istinite u minimalnoj fiksnoj tocki, dok su kod Kleeneove valuacije
istinite jedino ako imaju istinitosnu vrijednost. No Kleene ponavlja svoju
osnovinu namjeru:

Nije svrha ovog rada dati bilo koju preporuku izmedju Kleeneovog
jakog trovaljanog pristupa, van Fraasenove supervaluacijskog pris-
tupa, ili bilo koje druge sheme...Niti je moja sadasnja svrha dati bilo
koju ¢vrstu preporuku izmedu minimalne fiksne tocke date sheme i
razli¢itih drugih fiksnih toc¢kaka...Moja je svrha dati familiju fleksibil-
nih instrumenata koji mogu biti istovremeno istrazivani i ¢ija plod-
nost i suglasnost s intuicijom moze biti provjerena. ... To ne znaci da
tvrdim da ne postoje definitni odgovori ili da ja osobno ne preferiram
neke valuacijske sheme pred drugima. Ali mojo osobna gledista su
manje vazna nego raznolikost oruda koje je na raspolaganju, tako da
za svrhu ovog pregleda zauzimam agnosticku poziciju.

No u fusnoti napominje da se ipak najmanja fiksna tocka istice u mnogim
aspektima kao prirodan izbor.

Na kraju clanka Kripke komentira koliko se njegov jezik priblizava idealu
univerzalnog jezika. Time §to ti jezici sadrze predikat istine oni odgovaraju
ideji univerzalnosti. No sama konstrukcija nije provedena u jeziku nego u
metajeziku teorije skupova. Nadalje, postoje tvrdnje o objektnom jeziku
koje ne mozemo izrec¢i u objektnom jeziku. Npr. Lazac nije istinit u objek-
tnom jeziku no mi to ne mozemo izrec¢i u objektnom jeziku:
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Ako mislimo o minimalnoj fiksnoj tocki, recimo Kleeneove valuacije,
kao o modelu prirodnog jezika, tvrdnja da Lazac nije istinit mora biti
zamis§ljena kao tvrdnja asocirana s naknadnim stupnjem u razvijanju
prirodnog jezika, u kojem govornici reflektiraju nad generirajucim
procesom koji vodi najmanjoj fiksnoj toc¢ki. No ona sama nije dio
tog procesa. Nuznost pribjegavanja metajeziku mozda je jedna od
slabosti ove teorije. Duh Tarskijeve hijerarhije je jos uvijek s nama.

Nadalje Kripke spominje moguénost upotpunjenja jezika. U fiksnoj tocki
je shema T ispunjena u smislu da reCenica “S je istinita” i recenica S
ili imaju istu istinitosnu vrijednost ili su obje neodredene. Alternativna
intuicija bi bila da “S je istinita” proglasimo laznim kad je S lazna ili
neodredena. Tada bi T" bio totalni predikat i dobili bismo klasi¢ni jezik, no
shema T vise ne bi vrijedila. To modificiranje interpretacije predikata T u
datoj fiksnoj tocki Kripke zove dovrSavanjem predikata istine. Time
bismo u stvari dobili metajezik kojim opisujemo cijelu konstrukciju. Njegov
predikat istine ne bi se podudarao s predikatom 7' koji opisuje istinitost
jezika prije takvog dovrsenja. No Kripke odbija takvu interpretaciju sa
sljede¢im obrazlozenjem:

Mislim da se primarnost prve intuicije moze filozofski opravdati, i
zbog toga sam istaknuo pristup zasnovan na toj intuiciji. Alter-
nativna intuicija se javlja tek nakon refleksije nad procesom koji
obuhvaca prvu intuiciju.

Mada Kripke uocava u ¢emu njegov jezik nije univerzalan ipak smatra
da to nije razlog da se odbaci njegov pristup:

Na osnovi ¢injenice da se cilj postizanja univerzalnog jezika ¢ini ne-
dostizivim neki su zakljucili da je pristup s neodredenostima, ili
bilo koji drugi pristup koji se pokusSava viSe pribliziti prirodnom
jeziku nego ortodoksni pristup, neplodan. Ja se nadam da plodnost
ovog pristupa, i njegovo slaganje s intuicijom o prirodnom jeziku u
mnostvu slucajeva, dovodi u sumnju takva negativna shvacanja.

3.2 Matematika Kripkeove analize pojma is-
tine

U ovom odjeljku je dan precizan opis kako se interpretirani jezik logike prvog
reda moze nadopuniti do trovaljanog jezika s vlastitim predikatom istine,
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analizirana je medusobna povezanost takvih nadopuna, te je analizirana
istinitosna vrijednost samoreferirajuc¢ih recenica u tim nadopunama.

Pod bazi¢nim interpretiranim jezikom L podrazumijevat ¢emo jezik
logike prvog reda zajedno sa svojim modelom. Nosa¢ modela zvat ¢emo
domenom jezika L i biljeziti DL. Jedina pretpostavka je da DL sadrzi
sve kodove recenica jezika LT kojeg dobijemo dodavanjem jednomjesnog
predikata T' jeziku L. Dakle, pretpostavljamo postojanje kodiranja t;j.
injektivne funkcije

<> SLT — DL

gdje je SLT skup recenica jezika LT. Tako ¢e svaka recenica S jezika LT
imati svoj kod < S >. Podskup domene jezika sastavljen od svih kodova
recenica od LT biljezit ¢emo SLT™*. Ovo kodiranje omogucava da jezik LT
govori o vlastitim re¢enicama.

Smjerana interpretacija predikata T' je da on bude predikat istine jezika
LT tj. da poprima vrijednost istine (T) na kodovima istinitih re¢enica od
LT, vrijednost lazi (L) na kodovima laznih rec¢enica od LT i na objek-
tima koji nisu kodovi recenica, a vrijednost neodredeno (|) na kodovima
neodredenih recenica od LT. Za pocetak interpretacija za T moze biti
bilo koja trovaljana funkcija

t:DLT — {T,L1,|}

s domene jezika DLT u skup istinitosnih vrijednosti IV = {T, L, |} takva
da je t(z) = L kada x nije kod recenice. Ovo je varijanta Kripkeove inter-
pretacije putem ekstenzije i antiekstenzije predikata. Naprosto za ekstenziju
uzmemo skup svih objekata koje t preslikava u T, a za antiekstenziju skup
svih objekata koje t preslikava u L. U ovakvom pristupu je disjunktnost
ovih skupova automatski osigurana. Posto je vrijednost ovakvih funkcija
van kodova recenica uvijek ista smatrat ¢emo ih funkcijama sa skupa kodova
recenica:

t:SLT* — IV
Prosireni jezik LT s ovako interpretiranim 7 biljezit ¢emo LT(t). U klasiénoj
notaciji to znaci da je

TLT@) — ¢

Za jezik LT(t) denotacija terma n u valuaciji v (oznaka DE® (n)) je
definirana standardnom rekurzivnom definicijom. No valuacija formula nije

standardna jer interpretacija od T" dopusta da neke recenice mogu poprim-
iti neklasiénu istinitosnu vrijednost |. Zato moramo imati trovaljanu se-
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mantiku jezika 7'S kojom ¢emo interpetirati veznike i kvantore. Ona im
pridruzuje odgovarajuce transformacije istinitosnih vrijednosti:

- o AV — IV

AV, = 4 s ATS TS TS TS Ty2 s [V
V,3 — VIS IS5 PIVIND — TV

gdje je P(IV') partitivni skup skupa I'V

Tek specificiranjem tih transformacija specificirali smo trovaljanu seman-

tiku 7'S. To nam omogucava rekurzivnu definiciju funkcije istinitosne
.. . LT(t) 1 . . o .
vrijednosti /, ¢ koja svakoj formuli ¢ pridruzuje istinitosnu vrijednost u

datom jeziku LT'(t), datoj trovaljanoj semantici 7'S i datoj valuaciji v:

LT
p — I29(p)

Radi jednostavnosti ¢esto Ce biti izostavljani indeksi koji se u datom kontek-
stu podrazumijevaju. Tako ¢emo i ovdje ovu funkciju jednostavnije biljeziti
I'. Ona je definirana sljede¢im rekurzivnim uvjetima:

1. Na atomarnim formulama jezika L vrijednost funkcije I’ se podudara
s istinitosnim vrijednostima jezika L u valuaciji v:

2. I'(T(n)) = t(D,(n)), za bilo koji term n

i
L) = =T8T )
ol
o

W
~

4. It (pbp) = IL(@)bT5IL(1)) za binarni veznik b

5. I(Vwyp) =V ({1}, (¢) | d € DLT})

6. I;(3zp) = 3" ({L}j4,(p) | d € DLT})

Istinitosna vrijednost recenice S ne ovisi o valuaciji v pa ¢emo je jednos-
tavnije biljeziti I*(S).
Najvise ¢e nas zanimati jaka Kleeneova trovaljana semantika koju

¢emo krace biljeziti SK. Rekurzivni uvjeti na funkciju istinitosti I’ te
semantike su sljededi:

T zall(p)=1
LIN(~p)=¢ L zall(p)=T
| w protivnom
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T zall(p)=Til(y)=T (obje su istinite)
2. I'(eNp) = ¢ L za Ii(p) = L ili I'(v) = L (barem je jedna lazna)
| u protivnom

T zall(p)=Tili I}(¢) =T (barem jedna je istinita)
3. I'(eVp) = ¢ L za It(p) = L i I()) = L (obje su lazne)
| u protivnom

— = -

T zall(p)=Lili I}(y)=T
L L(p—=)=q L zal(p)=Til(y)=1
| w protivnom

e\ |

—
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T zaIl(p)=1I.(¢) #| (obje su istinite ili obje su lazne)
. ) L zaIl(e) # IL(Y) i nijedna vrijednost nije |
5. L(p o v) = (jedna je istinita a druga lazna)
| u protivnom
p\Y [T L |
T T 1 |
1L L T |
I .
T akoVae DLT I'(p(a)) =T
6. I'(Vop(x)) =< L ako3Ja€ DLT I'(p(a)) = L
| w protivnom
T ako3Ja € DLT Ii(p(a))=T
7. I'(3wp(x)) = L akoVae€ DLT I'(p(a)) = L
|

u protivnom

Jaka Kleeneova trovaljana semantika se obi¢no interpretira kao investiga-
tivna semantika, tj. kao semantika u kojoj recenici kojoj jos nismo pridruzili
klasi¢nu istinitosnu vrijednost pridruzujemo vrijednost neodredeno (|). Npr.
ako je recenica ¢ istinita a recenici ¥ jos ne znamo klasi¢nu vrijednost, t;j.
neodredena je, po klasi¢nim uvjetima na istinitost ipak mozemo zakljuciti
da je ¢ V 1 istinita. No vrijednost od ¢ A % bitno ovisi o vrijednosti ). A
posto ova (joS) nije odredena ne mozemo odrediti ni klasiénu vrijednost od
© A1 painjoj pridruzujemo vrijednost neodredeno. Na taj na¢in mozemo
interpretirati sve navedene rekurzivne uvjete ove semantike. Iz istih razloga
se mozemo uvjeriti i da vrijede sve klasi¢ne interdefinabilnosti veznika i
kvantora.

Za razliku od jake Kleeneove semantike koja odgovara ideji da su recenice
smislene i kad nemaju klasi¢nu istinitosnu vrijednost, slaba Kleeneova
trovaljana semantika W K odgovara ideji da recenice bez klasi¢ne is-
tinitosne vrijednosti nisu smislene. U toj semantici ¢im je jedna recenica
neodredena tada su i sve druge recenice koje je u sebi sadrze takoder
neodredene. Preciznije, u rekurzivnim uvjetima izlaz je neodreden uvijek
kada je barem jedan ulaz neodreden, inace je odreden po klasi¢nim uvjetima.
Tako je npr. tablica za konjukciju sljedeca:
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e\ ¢ |
T
1
|

T L |
T 1 |
Lo
o

U nekim trovaljanim semantikama istaknute su i drugacije interpretacije
klasi¢nih veznika. Takve su npr.

1. jaka negacija

— s
— - |

2. Lukasiewiczev bikondicional

|

|

|
i

— -
—
— |-

U datoj trovaljanoj semantici i datom bazi¢nom jeziku interpretacija
predikata T’ tj. funkcija

t:SLT* — IV

odreduje istinitost recenica jezika LT'(t) tj. funkciju
I':SLT — IV

koja preko kodiranja recenica daje funkciju istog tipa kao i ¢:
I* . SLT* — IV

gdje je I'™"(< S >) = I'(S)

C'ily je postiéi takvu interpretaciju t predikata T' da on bude predikat istini-
tosti datog jezika, tj. da t generira istinitosnu funkciju koja je na kodovima
upravo jednaka t:

I =t

Lako se uvjeriti da je upravo tada ispunjena 7" shema koju pomocu funkcije
istinitosti mozemo ovako izreci:



38 POGLAVLJE 3. KRIPKEOVA ANALIZA

I£[<S>/x] (T'(x)) = I'(S)

U trazenju zeljene interpretacije pomoci ¢e nam odgovarajuca usporedba
interpretacija. Na prostoru istinitosnih vrijednosti uvest ¢emo usporedbu
< koja odgovara ideji informativnosti: istina i laz su informativnije od
neodredenosti:

|<T,|<L

Lako se uvjeriti da je ovo parcijalni uredaj na skupu istinitosnih vrijednosti
za kojeg popratnu relaciju < definiramo na standardni nacin:

r<ysr<y

Pomoc¢u usporedbe istinitosnih vrijednosti definiramo i usporedbu < inter-
pretacija predikata T"

Za ti,to : SLT* — IV t1 <ty & Vo € SLT* tl(l‘) < tg(w)

Jednostavnije receno veca interpretacija se podudara s manjom tamo gdje
ova poprima vrijednost istinu ili laz no poprima te vrijednostii u nekim argu-
mentima na kojima je manja interpretacija neodredena (veca interpretacija
je informativnija).

Za fiksni bazni model i trovaljanu semantiku istinitosna funkcija I** ovisi
o t. Tako imamo operator na prostoru interpretacija

t— I

Posto je ideja pocetnu interpretaciju ¢ predikata 7' zamijeniti eventualno
boljom interpretacijom I™*, to éemo ovaj operator zvati operatorom rein-
terpretiranja. On ovisi o zadanoj trovaljanoj semantici. No standardne
semantike su takve da je u vecoj interpretaciji predikata T' vise recenica
istinito ili lazno. Naime, pogledamo li npr. tablicu istinitosti disjunkcije
jake Kleeneove trovaljane semantike, lako se uvijeriti da vrijedi sljedece:
ako disjunkcija ima odredenu vrijednost (istinu ili laz), zamjena neodredene
vrijednosti jednog ¢lana disjunkcije odredenom vrijednosti neée alternirati
rezultat. Npr.

| VIET =T — LVSE T =T

Jedina promjena koja se moze desiti pri zamjeni neodredenog argumenta
odredenim je da ako je rezultat do tada bio neodreden, nakon zamjene
moze postati odreden. Npr.

| VKL =] — LV5F 1 =1

Za razliku od te semantike stroga negacija =" nema to svojstvo — zami-

jenimo li neodredeno istinom rezultat nije vise istina nego laz:
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=N | =T — -SNT=1

Za operator ¢ na skupu interpretacija kazemo da je monoton operator
ako cuva usporedbu interpretacija:

ty <ty — (t1) < p(t2)

Za datu trovaljanu semantiku kazemo da je monotona semantika ako
je njoj pripadni operator reinterpretacije monoton:

tl S tQ — [tl* S ]t2*

Monotona je i sljede¢a tzv. van Fraasenova trovaljana semantika
[VF66] koja se Cesto spominje u literaturi jer ¢uva klasiéne logicke istine. U
toj semantici se istinitosna vrijednost recenice jezika LT (t) odreduje ispiti-
vanjem njene istinitosti u svim klasi¢nim jezicima LT'(tc), gdje je tc klasi¢na
totalna interpretacija predikata T koja prosiruje t. Ako je u svim takvim
jezicima recCenica istinita (lazna) tada je smatramo istinitom (laznom) u
jeziku LT, dok je u protivhom neodredena.

Teorem 31. Jaka Kleeneova, slaba Kleeneova i van Fraasenova trovaljana
semantika su monotone semantike

Za van Fraasenovu semantiku to direktno slijedi iz definicije, dok se za
Kleeneove semantike to dokaze indukcijom po rekurzivnoj strukturi formula.
U svakom koraku indukcije koristi se prethodno ilustrirano svojstvo tablica
da na vec¢em ulazu daju vecu vrijednost.

Ovakvim modeliranjem problem trazenja prave interpretacije predikata
T, tj interpretacije t takve da je

I =1,

se svodi na ispitivanje fiksnih tocaka monotonih operatora na parcijalnim
uredajima, a sto je davno rijeSsen problem. Osnovni rezultat je sljededi:

Teorem 32. (Knaster, Tarski)

Neka je ¢ monoton operator na parcijalnom uredaju (D, <) i neka su
a i b elementi od D takvi da je a < b, a < p(a) ( za takav a kaZemo da
je adekvatan za dati operator ¢) i @(b) < b (za takav b kaZemo da je
zatvoren za dati operator ). Tada vrijedi sljedece:

1. Ako svaki meprazan podskup od D ima infimum tada ¢ ima fiksnu
tocku koja je medu svim fiksnim tockama povrha a najmanja. Ta
fiksna tocka je ispod b.
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2. Ako svaki neprazan podskup od D ima supremum tada @ ima fiksnu
tocku koja je medu svim fiksnim tockama ispod b najveca. Ta fiksna
tocka je pouvrh a.

Ovdje ¢e biti dana tek gruba skica dokaza. Detaljan dokaz se moze vid-
jeti u [Fit86]. Za dokazati prvu tvrdnju razmatra se skup svih zatvorenih
elemenata povrh a:

{reDl|a<zipl) <z}

Posto b pripada tom skupu on nije prazan. Po pretpostavci teorema on tako
ima infimum za kojeg se pokaze da je trazena fiksna tocka. Druga tvrdnja je
dualna prvoj, pa joj je i dokaz dualan dokazu prve tvrdnje. Trazena fiksna
tocka je supremum skupa

{reD|b>zip() >}

Svojstva uredaja na prostoru interpretacija SLT* — IV “naslijedena”
su od uredaja na skupu istinitosnih vrijednosti IV. Lako je vidjeti obi¢nim
prebrajanjem podskupova da na skupu istinitosnih vrijednosti IV svaki
neprazan podskup S ima infimum (oznaka A S) a svaki neprazni podskup
koji ima gornju medu ima i supremum (oznaka \/ S). Specijalno, takav je
svaki lanac u I'V. Ta se svojstva prenose i na uredaj na prostoru inter-
pretacija:

Teorem 33. (svojstva uredaja < na SLT* — IV')

1. Svaki neprazan podskup ima infimum.
2. Postoji najmanja interpretacija (zvat éemo je t |).
3. Svaki neprazni skup koji ima gornju medu ima i supremum.

4. Svaki lanac ima gornju medu.

Dokaz :

1. Neka je S neprazan podskup od SLT* — IV. Lako se uvjeriti da je
trazeni infimum sljedec¢a funkcija:

i(x) = Nt(x) | t € S}

2. Iz prethodnog slijedi da i cijeli skup SLT* — IV ima infimum koji
je ujedno i najmanji element. Lako je vidjeti da je to funkcija

t](z)=| va
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3.

Neka neprazan podskup S od SLT* — IV ima gornju medu g. Pos-
tojanje te mede osigurava ispravnost sljedece definicije trazene funkcije
s

| ako Vt € S t(z) =|
s(z) = { t(z) ako za nekit t(z) #|

. Neka je C' lanac u SLT* — IV Tada svojstvo usporedivosti njegovih

elemenata osigurava ispravnost definicije koja daje trazenu gornju
medu (Stovise i supremum):

| ako Vt € S t(z) =|
s(x) = { t(x) ako za nekit t(z) #|

Iz navedenih definicija je jasno da je postojanje gornje mede u stvari
pitanje suglasnosti interpretacija na odredenim istinitosnim vrijednostima.
Nama ¢e to biti znacajno za dvoclani skup. Formalno, kazemo da su in-
terpretacije t; i ty suglasne ako skup {t1,¢;} ima gornju medu. Za fiksnu
tocku ¢ monotonog operatora ¢ kazemo da je intrinsi¢na fiksna tocka
ako je suglasna sa svakom drugom fiksnom tockom.

Zahvaljujué¢i navedenim svojstvima uredaja na SLT* — IV pomocu
teorema Knaster - Tarskog mogu se dokazati sljedeca svojstva fiksnih tocaka
monotonih operatora na tom prostoru:

Teorem 34. (svojstva fiksnih tocaka monotonog operatora ¢ na SLT* —

v)

1.

Pourh svake adekvatne interpretacije ta (ta < ¢(ta)) postoji maksi-
malna fiksna tocka.

Postoji maksimalna fiksna tocka.

Medu svim fiksnim tockama povrh adekvatne interpretacije postoji na-
Jgmanga fiksna tocka.

Postoji nagmanja fiksna tocka.

Medu svim fiksnim tockama ispod zatvorene interpretacije tz (p(tz) <
tz) postoji najveca fiksna tocka.

Fiksna tocka t je intrinsicna ako i samo ako se nalazi ispod svake
maksimalne fiksne tocke.
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7. Postoji najveca intrinsicna fiksna tocka.

8. Ako se adekvatna interpretacija t nalazi ispod svih maksimalnih fiksnih

tocaka, tada je najmanja fiksna tocka povrh nje intrinsicna.

Opet ¢e biti dana tek gruba skica dokaza a detaljan dokaz se moze vidjeti
u [Fit86]

1.

Promatra se skup svih adekvatnih interpretacija

A={t]t< o)}

On je neprazan jer mu po pretpostavci pripada ta. Po svojstvu uredaja
na interpretacijama svaki lanac u A ima gornju medu za koju se moze
pokazati da je u A. Po Zornovoj lemi to znac¢i da postoji maksimalni
element od A koji je povrh ta. No pokaze se da su maksimalni elementi
od A upravo maksimalne fiksna tocke i tako se dokaze teorem.

Posto postoji adekvatna interpretacija (to je najmanja interpretacija
t |) to po prethodnoj tvrdnji postoji i maksimalna fiksna tocka.

Po prvoj tvrdnji za adekvatnu interpretaciju ta postoji maksimalna
interpretacija tm koja je povrh ta. Posto te dvije interpretacije zado-
voljavaju uvjete Knaster - Tarskijevog teorema to po njemu postoji i
najmanja fiksna tocka povrh ta.

Primijenimo li prethodnu tvrdnju na najmanju interpretaciju dobi-
jemo i postojanje najmanje fiksne tocke.

Neka je tz zatvorena interpretacija. Promatra se skup S svih in-
terpretacija koje su ispod nje. Specijalno njemu pripada najmanja
interpretacija ¢t |. Za taj skup se pokaze da mu svaki podskup ima
supremum u njemu i da je zatvoren na . Time su ispunjene pret-
postavke drugog dijela Knaster - Tarskijevog teorema za t | i tz pa on
daje postojanje najvece fiksne tocke ispod tz.

Neka je M skup svih maksimalnih fiksnih tocaka. Treba pokazati da je
fiksna tocka 7 intrinsiéna ako i samo ako je i < A\ M. Pretpostavimo
da je ¢ intrisi¢na i promatramo za neki m € M skup {i,m}. Po
intrinsicnosti ¢ postoji \/{7, m}. Koristeéi maksimalnost m pokaze se
da je \/{i,m} = m, a §to znaci da je i ispod m. Obratno, neka je
1 ispod svake maksimalne fiksne tocke i neka je t neka fiksna tocka.
Posto postoji maksimalna fiksna tocak m povrh ¢ to je {i,t} < m.
Dakle 7 je suglasna s f, tj. ona je intrinsi¢na fiksna tocka.
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7. Lako se pokaze da je \ M zatvorena interpretacija. Po prethodnom
sve fiksne tocke ispod nje su upravo intrinsi¢ne fiksne tocke i medu
njima postoji najveca.

8. Iz pretpostavki tvrdnje i svojstva A\ M slijedi da se moze primijeniti
Knaster - Tarskijev teorem na t i A\ M, a on osigurava da je najmanja
fiksna tocka povrh t ispod A M, dakle intrinsi¢na.

Korolar 31. Fiksne tocke Jake Kleeneove, slabe Kleeneove i van Fraasen-
ove trovaljane semantike imaju svojstva navedena u teoremu. Drugim rijecima,
svaki bazicni jezik L koji u svojoj domeni sadrzi kodove recenica prosirenog
jezika LT se moZe u svakoj od ovih semantika prosiriti do jezika LT(t)
kojem je T vlastiti predikat istine.

Dokaz : Prvi dio slijedi iz monotonosti ovih semantika. Drugi dio slijedi
iz tog da su upravo fiksne tocke ¢ ovih semantika interpretacije predikata T’
kao predikata istine jezika LT'(t). [

Ovim teoremom je rijeSeno pitanje postojanja raznih prosSirenja jezika
do jezika s vlastitim predikatom istine. Kripke je istaknuo najmanju fiksnu
tocku. Njegovu intuiciju o u¢enju pojma istine koja vodi najmanjoj fiksnoj
toci formalizira sljedeci opis ove tocke. Neka je ta adekvatna interpretacija
dane semantike tj. neka je ta < I'®* (takva je npr. interpretacija t | kojom
Kripke i zapo¢inje svoju konstrukciju). Za nju definiramo transfinitnom
rekurzijom po ordinalima sljedeci niz interpretacija koji po Kripkeu odgo-
vara procesu ucenja pojma istine:

to = ta
tors = Ite*
ta = V{ts | B < a} za granicni ordinal «
Indukcijom po ordinalima se lako pokaze da je ovaj niz rastudi:
lat1 2 ta

Kad bi niz bio striktno rastué¢i imao bi ¢lanova koliko i ordinala pa klasa
svih ¢lanova ne bi tvorila skup veé¢ bi bila prava klasa. No to je nemoguce
jer je ona podskup skupa svih interpretacija SLT* — IV . Dakle postoji
prvi ordinal «, takav da je t,.1 = t4, kao i svi sljedeé¢i ¢lanovi. No to je
fiksna tocka date semantike jer je po definiciji niza za taj «

It =t,
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Lako se uvjeritii da je to najmanja fiksna tocka date semantike. Napomenimo
da se dualnom konstrukcijom moze dobiti i najveca fiksna tocka ispod
zatvorene interpretacije tz:

to =tz
lay1 = Itex
ta = N\{ts | B < a} za granicni ordinal «

Specijalno, ako ovu konstrukciju zapo¢nemo s /A M dobivamo upravo na-
jvecu intrinsicnu fiksnu tocku date semantike.

U kontekstu jezika s vlastitim predikatom istine najzanimljivija je anal-
iza samoreferirajucih rec¢enica. Njih mozemo konstruirati na isti na¢in kako
se to radi u dvovaljanoj semantici, baptizmom ili dijagonalizacijom. Bapti-
zam je jednostavni semanticki mehanizam — jeziku L dodajemo konstante
koje interpretiramo kao imena kodova recenica od LT'(t). Za bilo koju for-
mulu A(z) s jednom slobodnom varijablom z jezika LT (t) mozemo jeziku
dodati novu konstantu C' koja ¢ée imenovati upravo recenicu < A(C) >:

C" =< A(C) >

Dok je C' ime te recenice u samom jeziku znak C' ¢emo koristiti za njeno
ime u metajeziku.

Da bismo razumjeli $to ta recenica kaze moramo znati znacenje formule
A(x). Ta formula definira trovaljani predikat, tj. funkciju A*"® : DLT —
1V na sljedeci nacin:

AT (a) = ]5[a/x} (A(z))

Za AYT® kazemo da je definabilan formulom A(x). Taj trovaljani predikat

odreduje znacenje te formule. Tako recenica A(C) o sebi govori da za nju
vrijedi AXT®),

Ako svaka re¢enica S ima u jeziku ime S svog koda < S > tada na nivou
istinitosnih vrijednosti dobivamo analog klasi¢noj dijagonalnoj lemi:

Teorem 35. (dijagonalna lema u baptistickoj verziji)

Neka je C konstanta jezika L koja imenuje kod recenice < A(C) > jezika
LT(t) i neka jezik L'T(t) za svaku recenicu S ima ime S njenog koda < S >.
Tada je

I'(A(C)) = I'(A(A(C)))
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_L R ——

Dokaz : I'(A(C)) = ALTO(C") = ALTO (< A(C) >) = I'(A(AC))) m

U slucaju da je jezik klasican ovo je upravo klasicna dijagonalna lema koju
je naravno zbog dvovaljanosti jezika jednostavnije izreéi u samom jeziku
tvrdnjom

A(C) < A(A(C))

U slucaju jezika s vlastitim predikatom istine nije potrebno da svaki kod
recenice ima svoje ime:

Teorem 36. (dijagonalna lema u baptistickoj verziji za jezik s vlastitim
predikatom istine)

Neka je C ime koda recenice < A(C) > jezika LT(t) s vlastitim predikatom
wstine T'. Tada je

IN(T(C)) = I'(A(C))

Dokaz : [N(T(C)) = t(C") = t(< A(C) >) = I'(A(C)) m

Prisustvo funkcijskog simbola dijagonalizacije daje uniforman nacin kon-
strukcije samoreferiraju¢ih recenica:

Teorem 37. (dijagonalna lema u dijagonalizacijskoj verziji)

Neka domena jezika L sadrzi za svaku formulu A(x) jezika LT (t) s na-
guise jednom slobodnom wvarijablom x njen kod < A(x) >, a sam jezik L

ime tog koda A(x). Nadalje, neka jezik L ima funkcijski simbol D dijago-
nalizacije jezika LT(t). Tada za svaku formulu A(x) jezika LT(t) s jednom
slobodnom varijablom x postoji zatvoren term n takav da je

nl =< A(n) >

Pri tome vrijeds
I'(A(n)) = I'(A(A(n)))

Ako je LT(t) jezik s vlastitim predikatom istine T tada je
I'(T(n)) = I'(A(n))

Dokaz : Za zatvoreni term uzmemo
n = D(A(D(z)))
Tada je
nl = DE(< A(D(z)) >) =< A(D(A(D(x)))) >=< A(n) >
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Drugi dio teorema slijedi iz prvog na isti nac¢in kao i u baptistickoj verziji.
|

Ove dijagonalne leme omogucavaju nam na jedan ili drugi na¢in, kon-
strukcije samoreferirajuc¢ih recenica. Radi uniformnosti, bez obzira koju
konstrukeiju koristili, term kojim je ostvareno samoreferiranje biljezit ¢emo
(' gdje ée nam C biti metajeziéno ime samoreferirajuce recenice A(C') Takvu
situaciju naznacit ¢emo sljede¢im zapisom:

C:AC)

U ovakvom oznacavanju imamo sljedece uvjete na istinitosnu funkciju:

1. I(C) = I(A(Q))
2. [(T(C)) = I1(C)

Prvi uvjet proizlazi iz toga sto su C'i A(C') nestandardno i standardno meta-
jezicno ime iste recenice a drugi uvjet proizlazi iz prvog uvjeta i dijagonalne
leme za jezik s vlastitim predikatom istine 7T'.

Neka je LT(t) jezik s vlastitim predikatom istine 7" i neka sadrzi Jakog
Lasca:

LL:-T(LL).

Tada nam uvjeti istinitosti u jakoj Kleeneovoj semantici SK daju:
I(LL) = I(-T(LL)) = =K [(T(LL)) = =KI(LL)

Dakle
I(LL) = =°KI(LL)

Po tablici istinitosti za =% rjesenje ove jednadzbe za I(LL) je
I(LL) =|

Dakle, Lazac je neodreden u svim fiksnim tockama jake Kleeneove seman-
tike.

Analogne jednadzbe mozemo postaviti i za ostale paradoksalne recenice.
Postojanje jedinstvenog rjesenja znaci da recenica u svim fiksnim tockama
ima upravo tu vrijednost. No postojanje viSe rjeSenja daje tek moguce
istinitosne vrijednosti rec¢enice u fiksnim tockama. Npr za Istinoljupca

Is:T(Is)
imamo:

I(Is) = [(T(Ts)) = I(Is)
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Ovu jednadzbu zadovoljavaju sve istinitosne vrijednosti. No trebamo pokazati
da zaista postoje fiksne tocke u kojima Istinoljubac ima te vrijednosti. Pos-
tupak je sljedec¢i: pokuSsamo nac¢i adekvatnu interpretaciju u kojoj je on
istinit (lazan) jer to osigurava da je istinit (lazan) u najmanjoj fiksnoj tocki
povrh te interpretacije. Npr. za istinitost se prirodno namece sljedeca
pocetna interpretacija:

T zar=<Is>
t(x) = .
| u protivnom
Lako se uvjeriti da je ta interpretacija adekvatna:
t S ]t*
Samo treba dokazati da kada je t(z) = T da je tada i I™*(xz) = T. No
t(z) = T jedino za x =< Is >, a tada je
I"(<Is>)=1I'Is)=IYT(Is)) =t(< Is>) =T
Tako imamo adekvatnu pocetnu interpretaciju u kojoj je Istinoljubac istinit,
pa je istinit i u svakoj fiksnoj tocki povrh ove interpretacije. Na isti nacin
bismo dokazali postojanje fiksnih tocaka u kojima je lazan. No posto je u

nekim tockama Istinoljubac istinit, a u nekim lazan to on mora u najmanjoj
fiksnoj tocki biti neodreden.

Ispitajmo istinitosne vrijednosti u fiksnim tockama rec¢enice Logicar:
Log : T(Log) v ~T(Log)
I(Log) = I(T(Log) v —T(Log)) = I(T(Log)) V¥ =*¥I(T(Log)) =
I(Log) VoK =K (Log)
Dakle istinitosna vrijednost Logicara zadovoljava sljedecu jednadzbu:
I(Log) = I(Log) V3% =K (Log)

Obi¢nom provjerom mozemo utvrditi da su moguca rjesenja T i|. Analogno
Istinoljupcu, konstruiranjem adekvatne pocetne interpretacije ¢

{T za r =< Log >

Hr) = | w protivnom

mozemo pokazati postojanje fiksne tocke u kojoj je Log istinit. No da bismo
pokazali da je on istinit u najvecoj intrinsi¢noj fiksnoj tocki po teoremu o
fiksnim tockama moramo pokazati da je t ispod svih maksimalnih fiksnih
tocaka:

t < m , za bilo koju maksimalnu fiksnu tocku.
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No to znac¢i da moramo pokazati da je Logicar istinit u svim maksimal-
nim fiksnim tockama. Neka je m maksimalna fiksna tocka u kojoj je Log
neodreden. Pomocu nje ¢emo definirati novu interpretaciju mL
| m(z) zax#< Log >

mlL(z) = { T za x =< Log >
Lako se uvjeriti da je mL adekvatna interpretacija u kojoj je Log istinit.
No ona se tada moze prosiriti do fiksne tocke mL f. Tako imamo prosirenja

m<mL <mLf
No m je maksimalna fiksna tocka pa mora biti mLf = m. Dakle mL =
m, a to je kontradikcija jer je Log u mL istinit dok je po pretpostavci u
m neodreden. Dakle, Log mora biti istinit u svakoj maksimalnoj fiksnoj
tocki. To ujedno znaci da je on istinit i u najvecoj intrinsicnoj fiksnoj
tocki. Nasuprot tome on je neodreden u najmanjoj fiksnoj tocki sto se

moze dokazati indukcijom po nivoima ¢, najmanje fiksne tocke.

Konstrukcija fiksne tocke je nadopuna pocetnog klasicnog jezika u ko-
jem nije definabilan njegov predikat istine, do jezika s vlastitim predikatom
istine. No u ovim jezicima se javljaju nove nedefinabilnosti. Za daljnje
razmatranje ¢e pogotovo biti znacajna nedefinabilnost neodredenosti:

Teorem 38. (o nedefinabilnosti neodredenosti u fiksnim tockama)

U jeziku LT (t) s vlastitim predikatom istine T' nije definabilna neodredenost,
tj. me postoji formula N(x) s jednom slobodnom varijablom takva da je is-
tinita na kodovima neodredenih recenica, dok je na ostalim objektima lazna.

Dokaz : Definabilnost neodredenosti vodila bi paradoksu Trovaljanog
Lasca tj. prisustvu kontradiktorne recenice

Ja nisam istinita ili sam neodredena
Lt : =T(Lt) v N(Lt)
Zaista za istinitost ove recenice vrijedi

[(Lt) = [(-T(TH)VN(LD)) = -SE1(T(TR)VSKI(N(ID)) = ~SK I[(Lt)vSK
I(N(Lt))

Tako dobivamo uvjet
I(Lt) = =K [(Lt) V5K I(N(Lt))

Kad bi bilo I(N(Lt) = T po gornjem bismo uvjetu dobili da je I(Lt) =T
a po smislu predikata N da je I(Lt) =|. No kad bi bilo I(N(Lt) = L po
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gornjem bismo uvjetu dobili da je I(Lt) =| a po smislu predikata N da
I(Lt) #|. Dakle dobivamo kontradikciju, $to znac¢i da jezik nema takav
predikat. [ |

3.3 Otvorena pitanja Kripkeove analize po-
jma istine i kritike

Kripke je pokazao da je u prirodnom govoru vecina recenica koje sadrze po-
jam istine riskantna. Pod odredenim uvjetima one ne posjeduju istinitosnu
vrijednost. No ti uvjeti se ne mogu izolirati na sintaktickom ili unutrasnjem
semantickom nivou jezika, ve¢ ovise o vanjskoj semantickoj strukturi jezika,
ili kako Kripke kaze, o empirickim ¢injenicama. Zbog toga teorija istine ne
moze napraviti restrikciyu na T - shemu vec je treba prihvatiti, ali tako mora
prihvatiti © riskantnost recenica, moguénost da pod nekim uvjetima recenica
nema istinitosnu vrijednost nego je meodredena. Vidi se da je to sasvim
suprotan tip rjeSenja u odnosu na Tarskijevo rjesenje gdje je restringirana
shema T a zadrZana klasicna logika. To vodi proucavanju jezika s troval-
janom semantikom. Kripke nije dao odredeni model veé teorijski okvir za
ispitivanje raznih modela, a $to je i sam eksplicitno naveo. Svaka fiksna
tocka svake monotone trovaljane semantike moZe biti model za pojam 1s-
tine. Svaki takav izbor daje normativno rjesenje. Dok se u Tarskijevom
rjesenju problematicne recenice ne mogu izreci, ovdje se one mogu izreci,
a kontradikcija se izbjegava tako da se one proglasavaju neodredenim. No,
nijedno od Kripkeovih rjesenja ne moze biti i analiticko rjesenje, dok se ne
prilozi analiza koja ce sadrZajno pokazati da upravo to rjesenje modelira
pojam istine. Naravno, moguce je da taj pojam nosi vise intuicija kojima
odgovara vise modela i da ¢e takva analiza dati vise rjesenja.

U tom smjeru Kripke je napravio nekoliko koraka. Preferirao je jaku
Kleeneovu trovaljanu semantiku za koju je napisao da je “odgovarajuc¢a” no
nije obrazlozio i po cemu je odgovarajuca. Jedan razlog za takav izbor je
vjerojatno Kripkeovo opredijeljenje da paradoksalne recenice smatra smis-
lenim. To eliminira slabu Kleeneovu semantiku koja odgovara zamisli da su
paradoksalne recenice besmislene, pa tako i neodredene. Ako je dio recenice
besmislen tada je i cijela recenica besmislena. Prevedeno na neodredenost to
daje upravo slabu Kleeneovu semantiku. Drugi razlog bi mogao biti da Jaka
Kleeneova trovaljana semantika ima tzv. wnvestigativnu interpretaciju. Po
toj interpretaciji ona odgovara klasicnom utvrdivanju istinitosti pri ¢emu
sve reCenice koje nemaju ve¢ utvrdenu vrijednost privremeno smatramo
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neodredenim. Njihova neodredenost po uvjetima istinitosti veznika i kvan-
tora povlaci da su neodredene i neke druge, od njih slozene recenice. Kada
tim recenicama odredimo istinitosnu vrijednost, tada mozemo odrediti i is-
tinitosnu vrijednost recenica koje su od njih slozene. Ovaj izbor trovaljane
semantike je pogotovo adekvatan za jedinu intuiciju o pojmu istine koju je
Kripke dao, a to je intuicija o ucenju ili utvrdivanju istinitosnih vrijednosti
koja daje najmanju fiksnu tocku. Ta intuicija se bavi time kako nekoga tko
je kompetentan korisnik pocetnog jezika (bez predikata istine T') nauéiti
koristiti recenice koje sadrze predikat 7. Taj covjek zna koje su recenice
pocetnog jezika istinite a koje ne. Dajemo mu pravilo da prvima pridruzi
atribut 7', a drugima negira taj atribut. Time mu postaju odredene neke
nove recenice koje sadrze predikat istine i koje su do tada bile neodredene.
To povlaci za sobom i odredivanje istinitosti nekih od njih slozenih recenica,
koje su do tada bile neodredene. Prirodan nacin ovog odredivanja je up-
ravo Jaka Kleeneova trovaljana semantika kao formalizacija investigativne
semantike. Tako subjekt dobiva novi skup istinitih i laznih recenica kojima
pridruzuje odnosno negira atribut 7. Posto se ovaj proces obi¢no zasi¢uje
tek na nekom transfinitnom ordinalu ova intuicija penjanjem po ordinalima
sve visSe prelazi u metaforu. Naime tesko je zamisliti da u odredivanju is-
tinitosti neke recenice polazimo od recenica koje ne sadrie taj pojam i ciju
istinitost moramo znati da bismo penjanjem po ordinalima utvrdili istini-
tosnu vrijednost pocetne recenice, ili pak da uopce nema tu vrijednost. Re-
alnije je na osnovu razumijevanja najmanje fiksne tocke pokusati zakljuciti
pripada li ta recenica datoj fiksnoj tocki i ako pripada koja joj je istinitosna
vrijednost. No Kripke ne razraduje takav postupak.

Sto se tice ostalih fiksnih tocaka Kripke prije svega koristi strukturu
skupa svih fiksnih tocaka da bi razlikovao razne tipove problematicnih (neutemel-
jenih) recenica. Neki (npr.[Kre88]) smatraju da je upravo to Kripkeovo
rjeSenje — analiza recenica pomocu svih fiksnih tocaka. No to bi znacilo da
je pojam istine heterogen — neke recenice su u nekim fiksnim tockama isti-
nite a u drugim lazne. Pogotovo je tesko zamisliti situaciju u kojoj korisnik
jezika koristi sve fiksne tocke, dakle razne interpretacije jezika da bi utvrdio
istinitosnu vrijednost neke recenice. Ako je cilj jedna fiksna tocka koja bi
trebala biti model pojma istine, onda proucavanje svih fiksnih tocaka ima
smisla samo dok nije pronaden pravi model. S te strane je upitna i Krip-
keova klasifikacija neutemeljenih recenica na osnovu svih fiksnih tocaka.

Ispitujuéi strukturu fiksnih tocaka Kripke je istaknuo najvecu intrinsicnu
fiksnu tocku zbog njenog istaknutog poloZaja u strukturi fiksnih tocaka kao
najvecu interpretaciju koja daje istinitosne vrijednosti koje su sukladne s
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istinitosnim vrijednostima u svim drugim fiksnim tockama. No ona je is-
taknuta po svojim formalnim svojstvima i nije dana nikakva sadrZajna anal-
1za koja bi vodila toj fiksnoj tocki.

1z navedenog se moze zakljuciti da je Kripke izolirao jedan bitan aspekt
pojma istine, njegovu riskantnost, te je dao okvir za ispitivanje raznih nor-
mativnih rjeSenja. Ako se prihvati taj okvir preostaje problem utvrdivanja
koje riesenje modelira intuiciju o istini. Da bi takva analiza bila vjerodosto-
jna, ona mora davati i analiticko rjesenje, mora objasniti uzrok paradoksa
1stine.

Kripkeova analiza, pogotovo analiza pojma istine kao najmanje fiksne
tocke primjenjiva je i na situacije na koje Tarskijeva analiza nije primjenjiva
i koje su sveprisutne u svakodnevnom govoru, a to su situacije u kojima pos-
toji cirkularnost u referiranju jednih recenica na istinitost drugih recenica.
U hijerarhijskom pristupu takve re¢enice moramo zabraniti, tj ne mozemo
ih uopée izreéi u okviru hijerarhije jezika (sjetimo se Lasca ili pak Deana i
Nixona). Ona nadalje zadrzava osnovnu intuiciju o istini sadrzanu u shemi
T, ali jezik smatra trovaljanim.

Upravo ovo zadnje svojstvo uzrok je jednog dijela nezadovoljstva takvim
modelima. Cesto se to izrazava kroz kritiku da u fiksnim tockama ne vri-
jede svi klasicni zakoni logike. Npr. za malo bogatiji jezik (koji npr.
sadrzi Lasca) u svakoj fiksnoj tocki jake Kleeneove semantike je tvrdnja
Vo —(T(z) A =T(z)) neodredena. Zato se preferira van Fraasenova super-
valuacija koja cuva logicke istine klasicne logike. No, takvi rezultati su
prirodna posljedica prvotnog odredenja — ne moZemo ocekivati da ce za
trovaljani jezik vrijediti logicki zakoni dvovaljanog jezika. Ako je prihvacen
trovaljani jezik mora biti prihva¢ena i shema zakljuc¢ivanja koje taj jezik
nosi bez obzira na nasu nenaviknutost na nju. Stovise, u jakoj Kleeneovoj
semantici logicke istine dvovaljane logike su uvijek istinite kada su odredene.

Nesto nezgodnija situacija je da navedeni zakon ¥Yx —(T(x)AN—T'(z)), kao
1 drugi logicki zakoni, nije istinit u najmanjoj fiksnoj tocki ni kada nema
Lasca ilv Istinoljupca, t). kada nema paradoksalnih recenica niti recenica
koje u raznim fiksnim tockama poprimaju razne vrijednosti. Naime, tada
navedena tvrdnja nije istinita zbog sebe same! Jer da bi se utvrdila njena
istinitost moraju se ispitati istinitosti svih rec¢enica pa tako i nje same. Na
taj nacin se moze vidjeti da je ona neutemeljena rec¢enica, dakle neodredena
u najmanjoj fiksnoj tocki. No u najvecoj neproizvoljnoj fiksnoj tocki ona je
wstinita. Tako ova kritika prelazi u argument za najvecu intrinsicnu fiksnu
tocku.
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Drugi tip kritike nastoji pokazati da neka sasvim intuitivna razmatranja
o pogmu istine nisu u skladu s modelom fiksne tocke. Sljedeé¢i primjer, kao
i prethodni, je Guptin [Gup82]. Neka imamo sljedee izjave osoba A i B
(Guptin paradoks)

Izjave osobe A:

(al) Dva plus dva je tri. (laz)
(a2) Snijeg je uvijek crn. (laz)
(a3) Sve sto B kaze je istina. ()
(a4) Deset je prost broj. (laz)

(ab) Nesto sto B kaze nije istina. ()

Izjave osobe B:

(b1) Jedan plus jedan je dva. (istina)
(b2) Zovem se B. (istina)
(b3) Snijeg je ponekad bijel. (istina)

(b4) Najvise jedna stvar koju A kaze je istinita. ()

U najmanjoj fiksnoj tocki recenice (al), (a2), (ad), (bl), (b2) i (b3) su
odredene ve¢ na nultom nivou. No (a3) i (ab) “cekaju” (b4), a (b4) ceka njih
i tako ostaju neodredene. No na intuitivnom nivou im je sasvim jednostavno
odrediti istinitosnu vrijednost. Posto su (a3) i (ab) kontradiktorne, a sve
druge izjave osobe A lazne, to je (b4) istinita. No to znaci da je (a3) istinito,
a (ab) lazno. No, ova se intuicija poklapa s vrednovanjem u najvecoj fiksnoj
tocki! Da bi i za nju nasao intuitivni kontraprimjer Gupta zamjenjuje (a3)
i (ab) sljede¢im izjavama:

(a3*) (a3) je istinita. ()

(a5*) “(a3) nije istinita” je istinita ( )
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Sada u maksimalnoj fiksnoj tocki ni (a3*) i (ab*) pa tako ni (b4) nemaju
istinitosnu vrijednost. Gupta smatra da je na intuitivhom nivou (b4) is-
tinita, jer je najvise jedna od navedenih tvrdnji istinita. No u intuitivnom
argumentu se desio semanticki pomak koji tu kritiku smjesta u jedan sasvim
drugi kontekst koji je predmet sljede¢eg paragrafa.

Paradigmatski primjer kritike koja koncepciji fiksne tocke suprotstavlja
odredenu intuitivnu argumentaciju je Jaki Lazac:

LL: Recenica LL nije istinita.

Ova recenica ne moze biti ni istinita ni lazna. Po koncepciji fiksne tocke
ona je neodredena. Ali to znaci da nije istinita, i paradoks se obnavlja. Ova
argumentacija je ipak u jednom dijelu pogresna. U zadnjem koraku se desio
semanticki pomak. Zadnji pojam istine nije viSe onaj prvotni. Prvotni po-
jam istine je pojam istine unutar objektnog jezika (fiksne tocke). Zakljucak
da je data rec¢enica neodredena je zakljucak u metajeziku, nastao refleksijom
nad onim S§to se zbiva u fiksnoj tocki. Naime, zakljuc¢ak da recenica LL nije
istinita u objektnom jeziku je istina metajezika a ne objektnog jezika i zbog
toga se paradoks ne obnavlja. Desio se prijelaz iz fiksne tocke u refleksiju
nad fiksnom toc¢kom, ono $to je Kripke nazvao “dovrSsavanjem” predikata is-
tine, odnosno prelazak s primarne intuicije na alternativnu intuiciju, nastalu
refleksijom nad primarnom intuicijom. Zato nema paradoksa veé jedino os-
taje pitanje treba li ostati u objektnom jeziku (fiksnoj tocki) ili pak nastaviti
razmisljanje u metajeziku, dvovaljanom opisu onoga Sto se desava u fiksnoj
tocki. Isto razmisljanje mozemo ponoviti i s obiénim Lascem. Utvrdivsi da
je Lazac neodreden mogli bismo utvrditi da je lazan jer nije istina ono sto
govori, i tako obnoviti paradoks. No ni ovdje nema obnavljanja paradoksa
jer se desio semanticki pomak: u metajeziku je laz da je Lazac lazan u
jeziku. Na isti na¢in mozemo razrijesiti i Metalasca i Intenzionalnog lasca.

Metalazac:
1. Recenica na liniji 1 nije istinita.
2. Recenica na liniji 1 nije istinita.
Dok se na intuitivhom nivou ¢ini da je ista recenica i neodredena i is-

tinita paradoksa nema jer se opet desio semanticki pomak: Ista recenica
je neodredena u jeziku a istinita u metajeziku.

Intenzionalni Lazac:
(1) Recenica (1) nije istinita

Dok je ova recenica neodredena zamijenimo i (1) njenom kvotacijom ¢ini
se da dobijamo istinitu recenicu:
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Recenica “Recenica (1) nije istinita” nije istinita.

No nije u pitanju nikakva intenzionalnost nego isti semanticki pomak kao i
u prethodnom sluc¢aju. Na isti nacin se moze objasniti i modificirani Guptin
paradoks. Dakle, nije u pitanju obnavljanje paradoksa u fiksnoj tocki nego
je to eventualno argument za prelazak s prvotne intuicije na sekundarnu.
Argument za to je i logicka istina dvovaljane semantike Vz —(T'(x) A =T(z).
Ona je obicno neodredena u fiksnoj tocki, no spremni smo je prihvatiti kao
istinitu. Ona i jeste istinita, ali u metajeziku.

Sljedeca vrsta kritike tice se univerzalnosti jezika. U fiksnoj tocki je
postignuta zatvorenost jezika na vlastitu istinitost, ali se zato javljaju nove
slabosti jezika. Prije svega jezik je nepotpun u bulovskom smislu. Posto su
svi njegovi veznici monotoni, u njemu mogu biti definabilni jedino mono-
toni veznici. Tako ne mogu biti definirani npr. Lukasiewizcev bikondicional
ili pak ekskluzivna negacija. Ako bismo dodali neki od tih veznika jezik
vise ne bi bio monoton i ne bismo vise imali garanciju da ga mozemo upot-
puniti do fiksne tocke. Po meni to nije nedostatak Kripkeove teorije jer
Kripke neodredenost ne smatra trecom vrijednoséu nego nedostatkom 1is-
tinitosne vrigednosti. Ti veznici naprosto ne pripadaju primarnoj intuiciji
o pogmu istine. Kripkeu se jedino moze prigovoriti da je premalo anal-
izirao svoju upotrebu trovaljanih shema. Npr. u intuiciji najmanje fiksne
tocke postoji odredeni konflikt izmedu neodredenosti u samoj konstrukciji
(ne jos odredeno) i neodredenosti nakon zavrsetka konstrukcije (nikad vise
odredeno). Na isti na¢in se Kripkeova teorija moze braniti i od pojave novih
nedefinabilnosti u fiksnoj tocki. Laz je definabilna negacijom predikata is-
tine ali, kao Sto je pokazano, meodredenost nije definabilna. Posto fiksna
tocka nema taj pojam ne mozemo npr. Trovaljanog Lasca

Ova recenica je lazna ili neodredena

ni izraziti. To je u skladu s prvotnom intuicijom, po kojoj utvrdujemo is-
tinitost i laznost recenica i tek refleksijom nad tim procesom zakljucujemo
da su te recenice neodredene. Taj pojam pripada metajeziku kojim opisu-
jemo fiksnu tocku. Zbog toga ni Trovaljani LaZac ne vodi paradoksu nego
semantickom pomaku u metajezik. Mada ovakvi pojmovi na intuitivnom
nivou i ne pripadaju fiksnoj tocki, pa se na taj nacin moze braniti njihova
nedefinabilnost, oni se prirodno javljaju u refleksiji nad tim jezikom. I ¢ini
se umjetnim zabraniti taj prijelaz u metajezik, koji se, kako vidimo i u
paradoksima istine, ¢esto spontano zbiva. Po meni, logicka analiza pojma
istine 1ma prirodno zaokruZenje u metajeziku kojim je opisana fiksna tocka,
u dvovaljanom opisu odgovarajuce fiksne tocke odgovarajuce trovaljane se-
mantike. Konstrukcija je opisana metajezikom i samo vrednovangje recenica
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se odvija u metajeziku. Fiksna tocka je model procesa utvrdivanja istini-
tosti u primarnoj semantici jezika, a koja se pokazuje trovaljanom. Teorija
istine je dvovaljani opis tog modela. Naravno, posto je to dvovaljani opis
on potpada pod Tarskijev teorem nedefinabilnosti. Pojam istinite recenice
ovog opisa ne podudara se s pojmom istine fiksne tocke koju opisuje. To
je istinitosno vrednovanje rec¢enica kojima opisujemo istinitosne vrijednosti
reCenica u fiksnoj tocki. No i nije bio cilj opisati predikat istine metajezika,
ve¢ pomoc¢u njega opisati predikat istine fiksne tocke. Situacija je analogna
npr. bioloskom opisu nekog zivotnog stanista. Istinitosne vrijednosti nam
sluze za vrednovanje rec¢enica tog opisa i nisu same sebi svrha. Ista je
situacija i ovdje, samo $to one umjesto bioloskog opisa vrednuju opis fiksne
tocke. U tom smislu je taj opis prirodno zaokruzenje rjeSenja poc¢etnog prob-
lema, logicke analize pojma istine u datom jeziku. U sljede¢em je poglavlju
napravljen pokusaj argumentiranja za prihvatanje odredene fiksne tocke
odredene trovaljane semantike za model pojma istine, te je argumentirano
kako se taj model moze prirodno nadopuniti da vlastitog dvovaljanog opisa.
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POGLAVLJE 4

Modeliranje pojma istine
pomocu najvece intrinsi¢éne
fiksne tocke jake Kleeneove
trovaljane semantike

Na osnovu elementarnih razmatranja o funkcioniranju jezika dano je anal-
iticko rjesenje paradoksa istine i zasnovana odgovaraju¢a primarna seman-
tika predikata istine. Pokazano je da je to upravo najveca intrinsicna fiksna
tocka jake Kleeneove trovaljane semantike. Ova semantika je nadopun-
jena do konacne dvovaljane semantike jezika kao prirodnog okruzenja za
izrazavanje i rezoniranje o predikatu istine primarne semantike ([CO1]).

4.1 Jedna intuitivna analiza pojma istine i
paradoksa istine

Ugrubo, pod klasiénim jezikom podrazumijevat ¢e se svaki jezik modeli-
ran po uzoru na svakodnevni jezik deklarativnih recenica. Tu spada na prim-
jer standardni matematicki jezik koji je u osnovi svakodnevni jezik obogacen
simbolizacijom i mehanizmom upotrebe varijabli. Radi odredenosti, razma-
trat ce se jezik logike prvog reda, jezik s eksplicitnim i preciznim opisom
forme i znacenja. Pod jezikom ¢e se uglavnom podrazumijevati interpre-
tirani jezik, tj. jezicna forma zajedno s interpretacijom.

Pored odredene formalne (gramaticke) strukture i unutrasnje znacenjske

o7
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strukture jezik ima i svoju vanjsku znacenjsku strukturu, vezu jezi¢nih formi
i vanjezicnih elemenata — onoga o ¢emu jezik govori. Ta veza pociva na
odredenim wvanjezicnim pretpostavkama o upotrebi jezika. Za klasiéni jezik
to su pretpostavke da postoje objekti o kojima jezik govori, da je svako ime
ime nekog objekta, da svakom funkcijskom i relacijskom simbolu odgovara
neka operacija odnosno veza medu objektima, a svaka atomarna recenica
je istinita ili lazna, ovisno o tome da li “jeste to” ili “nije to” o ¢emu ona
govori. Te pretpostavke su iznikle iz svakodnevne upotrebe jezika gdje smo
naviknuti na njihovu ispravnost, no moguce su situacije u kojima one nisu
ispunjene. Paradoks lasca i drugi paradoksi istine svjedoci su jedne takve
situacije. Oni su rezultat tenzije izmedu podrazumijevanih pretpostavki
jezika i njihovog neispunjenja.

Promotrimo re¢enicu L (Lazac):
L: L je lazna recenica. (ili “Ova recenica je lazna.”)

Koristeci se svakodnevnim poimanjem istine i upotrebe jezika, da utvrdimo
jeli L istinita moramo pogledati je li istina Sto ona govori. No ona govori up-
ravo o vlastitoj istinitosti i to na kontradiktoran nac¢in. Ako pretpostavimo
da je istinita, tada je istina Sto govori — da je lazna. Ako pak pretpostavimo
da je lazna tada je laz Sto govori — da je lazna, pa je istinita. Recenica
je tako samokontradiktorna. No ono S§to je joS znacajnije je paradoksalan
osjecaj da joj ne mozemo odrediti istinitost. Istu paradoksalnost, mada ne
i kontradiktornost, dobivamo kod sljedeée recenice I (Istinoljubac):

I: I je istinita recenica. (ili “Ova recenica je istinita.”)

Za razliku od Lasca kojem ne mozemo pridruziti ni istinu ni laz, ovoj recenici
na jednako (ne)uvjerljiv na¢in mozemo pridruziti i istinu i laz. Nema nekih
dodatnih odredenja koji bi uradili izbor izmedu dviju moguénosti, ne zbog
naseg neznanja nego “u principu”. Tako ni ovoj recenici ne mozemo odrediti
istinitost.

Tarskijeva analiza je istaknula T shemu kao osnovnu vezu istinitosne
vrigednosti recenice koja govori o istinitosti druge recenice i istinitosne vri-
jednosti recenice o kojoj ona govori. No zadrZavanje klasicne logike za-
htjeva restrikciju te sheme. Kripkeova analiza je pokazala da su recenice
koje sadrzZe pojam istine u svakodnevnom govoru riskantne, te da o em-
pirickim cinjenicama ovisi vode li normalnoj situacigi ili paradoksima. Ne
postogi prirodna restrikcija na T - shemu. T - shemu treba zadrZati kao os-
novni intuitivni princip kojeg koristimo w svakodnevnom govoru a riskant-
nost treba prihvatiti — moguce je da recenica u odredenoj situaciji nema
istinitosnu vrijednost. Analiza koja ¢e ovdje biti provedena bavit ¢e se pi-
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tanjem zasto i kako se desava da neke recenice nemaju istinitosnu vrijednost.
Pri tome se polazi od osnovne intuicije da su prethodne rec¢enice smislene
(jer dobro razumijemo §to govore, Stovise to smo i koristili u neuspjelom
odredivanju njihove istinitosti), ali svjedoce o neuspjehu klasi¢ne procedure
odredivanja istinitosti u nekim “krajnjim” situacijama. Paradoksalnost je
rezultat sukoba pretpostavke o uspjehu procedure i otkri¢a neuspjeha.

Osnovna pretpostavka klasicnog jezika je da je svaka recenica istinita
(T) ili lazna (L). Istinitost sloZenijih re¢enica odredena je po unutrasnjoj
semantici jezika istinitoséu jednostavnijih recenica. Da bismo bolje predocili
tu semanticku povezanost recenica zamislit ¢emo ih kao ¢vorove grafa S i
od svake recenice povuéi strelice prema svim recenicama o kojima ovisi
njena istinitost. Radi odredenosti razmatrat ¢emo recenice interpretiranog
jezika prvog reda L. Radi jednostavnosti izlaganja pretpostavit ¢emo da za
svaki objekt a domene jezika dom(L) postoji zatvoreni term jezika a koji ga
imenuje. Standardni logicki vokabular jezika L tvorit ¢e veznici —, A, V, —
,<> 1 kvantori V,3. Strelice semantickog grafa S definiramo rekurzijom
po induktivnoj strukturi recenica. No umjesto striktnih definicija posluzit
¢emo se “slikama” tipicnih ¢vorova grafa:

- poy Vrp(r) Jrep(x)
N ™
A N
N Rt
A %
¥ v pl@) e@m - plar) (@) -
za svaki binarni veznik o a; € Dom(L) a; € Dom(L)

Istinitost recenica mozemo opisati kao funkciju I : S — {T, L}, koja
svakoj recenici pridruzuju njenu istinitost, T ili L.

Unutrasnja semantika jezika opisuje odredivanje istinitosti sloZenije recenice
pomocu istinitosti jednostavnijih re¢enica na koje pokazuje (strelicama grafa).
Te opise mozemo izreé¢i kao standardne uvjete na funkciju istinitosti I:

_ ) =T (obje su istinite)
2. HpAy) = { 1L zaI(p)= Lili I()) = L (barem je jedna lazna)
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s vy = { T 20 100) 2 T I =T (e jedrajeitiit)
S B e

5. 10900 ={ 1 20 1(0) 7 100) et e it n g ey
o 1tvep(@) = { | b %n € domlE) (o) -1

S B e

Po tim uvjetima, da bismo odredili istinitost dane recenice moramo pogle-
dati istinitost svih recenica na koje ona pokazuje, zatim eventualno iz is-
tih razloga i istinitost recenica na koje one pokazuju itd. Svaki takav put
po strelicama grafa dolazi do atomarnih recenica (jer sloZenost recenica
duz puta opada) i pitanje istinitosti pocetne recenice posve je odredeno
istinitos¢u atomarnih recenica na koje ona hereditarno pokazuje. U svakod-
nevnim situacijama jezik ne govori o istinitosti vlastitih recenica, pa istini-
tost atomarnih rec¢enica ne ovisi o istinitosti nekih drugih recenica. One
su listovi semantickog grafa S — od njih ne vode strelice prema drugim
reCenicama. Za ispitati njihovu istinitost moramo pogledati vanjezi¢nu
stvarnost o kojoj govore. Na primjer, da bismo utvrdili istinitost najjed-
nostavnije atomarne tvrdnje P(a) moramo vidjeti ima li objekt a svojstvo
P. Pretpostavka klasi¢nog jezika je da to ili jeste ili nije, tj. da je P(a) ili
istinita ili lazna. Ta pretpostavka je u standardnim situacijama ispunjena,
bilo efektivno bilo “u principu”. Tako svaka atomarna recenica ima tocno
odredenu istinitosnu vrijednost pa procedura odredenja istinitosti bilo koje
recenice daje jednoznacan rezultat, T ili L. Formalno to osigurava princip
rekurzije koji kaze da postoji jedinstvena funkcija I : S — {T,L} ¢ije
se vrijednosti na atomarnim re¢enicama podudaraju s vanjezi¢no zadanim
vrijednostima i koja zadovoljava navedene klasi¢ne semanticke uvjete.

Ta klasi¢na situacija moze biti (i jeste) narusena kada atomarne recenice
govore o istinitosti drugih recenica. Tada postoje strelice s atomarnih
reCenica na te recenice duz kojih nastavljamo odredivanje istinitosti pocetne
recenice. Najjednostavniji takav slucaj je kada jezik sadrzi predikat istini-
tosti 7" pomocu kojeg moze govoriti o istinitosti vlastitih recenica. Tada
jeziku pripadaju atomarne tvrdnje oblika T'(¢) sa znacenjem “p je istinita
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recenica”. Uvjet istinitosti T'(@) dio je unutarnje semantike jezika, kao npr.
1 uvjett za @ A\ . Ta istinitost ne ovisi o vanjskom svijetu veé o istinitosti
recenice @ po logickom smislu koji pripisujemo predikatu T, a taj je da
T(p) smatramo istinitom kada je @ istinita, a laznom kada je ¢ lazna.Tako
u slucaju prisustva predikata istinitosti 7" imamo nove strelice u grafu

T(7)

i novi uvjet na funkciju istinitosti

o {2407

No sada, da bismo ispitali istinitost neke recenice, opéenito govoredi, nije
dovoljno problem svesti na istinitost atomarnih recenica, ve¢ moramo nas-
taviti “putovanje” po strelicama ponovo na slozenije recenice. Kako su
pri tom moguca “kruzenja” niSta nam viSe ne osigurava da ¢e nasa proce-
dura odredenja istinitosti uspjeti. Paradoksi istine upravo svjedoce takve
slucajeve. Slijede tri ilustrativna primjera:

T(I+1=3)

1+1=3

Procedura odredenja istinitosti je stala na atomarnoj tvrdnji za koju znamo
da je lazna pa je tako i T'(1 + 1 = 3) lazna.

Lazac: Za L : T(=L) imamo
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No sada procedura odredenja istinitosti propada jer se uvjeti na funkciju
istinitosti pokazuju neispunjivi. Istinitost T'(—L) ovisi o =L a ova opet o
L : T(—L) na nacin za koji smo vidjeli da ne moze biti ispunjiv.

Istinoljubac: Za [ : T'(I) imamo

@:r (T)

Sada postoji, kako smo vidjeli, vise mogucih pridruzivanja istinitosne vrijed-
nosti recenici I. No i tu viSestruku ispunjivost moramo smatrati neuspjehom
klasi¢ne procedure odredenja istinitosti koja pretpostavlja ustanovljavanje
jedinstvene istinitosne vrijednosti za svaku recenicu.

Paradoksi upravo proizlaze iz toga sto klasicna procedura odredenja is-
tinitosti ne mora uwvijek dati i klasicno pretpostavljeni (i oc¢ekivani) odgovor.
Kako prethodni primjeri pokazuju, takva pretpostavka je neopravdano poopcenge
uobicajenih situacija na sve situacije. MozZemo zadrzZati klasicnu proceduru
odredenja istinitosti, pa tako 1 unutrasnju znacenjsku strukturu jezika iz koje
ona proizlazi, ali moramo odbaciti univerzalnost vanjezicne pretpostavke o
uspjesnom zavrsetku procedure. Svijest o tome pretvara paradokse u nor-
malne situacije inherentne klasicnoj proceduri. Po menzi, to i jeste analiticko
rjesenje paradoksa. No ostaje drugo znacajno pitanje — kako osigurati us-
pjeh procedure odredenja istinitosti koja je klju¢na za ispravnost klasicne
logike, a da pri tom zadrzimo unutrasnju znacenjsku strukturu jezika. Nar-
avno, zabranu upotrebe jezika koji govori o vlastitoj istinitosti ne mozemo
smatrati zadovoljavaju¢im odgovorom, niti hijerarhiju jezika u kojoj svaki
jezik moze govoriti jedino o istinitosti jezika koji je prije njega u hijerarhiji.
Mada je cirkularnost bitan dio paradoksalnih situacija, njeno odbacivanje
je pregrubo rjesenje koje nedopustivo osiromasuje jezik. Kako je Kripke
pokazao, cirkularnost je duboko prisutna u svakodnevnoj upotrebi jezika i
to ne samo na neizbjeziv ve¢ i na bezazlen nacin, i tek u nekim krajnjim
okolnostima vodi paradoksima. Kripke je to pokazao na primjerima koji
obuhvacaju vanjsku znacenjsku stukturu jezika (“empiricke ¢injenice”), no
isto se desava i s unutarnjom znacenjskom strukturom. Ni tu cirkularnost
ne vodi nuzno paradoksima, kako pokazuje i primjer Logicara.

Log : T(Log) V —T(Log) (Ova recenica je istinita ili nije istinita)

Imamo sljede¢e semanticke ovisnosti:
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Loy - an\ﬁ]ﬁ an )

T(Log) —T(Log)

T(LogH-

Kad bi Log bio lazan tada bi po uvjetima istinitosti =7'(Log) bio lazan,
T(Log) istinit, pa bi tako i Log bio istinit. Dakle, takva valuacija grafa
nije moguca. No ako pretpostavimo da je Log istinit, uvjeti istinitosti jed-
noznacno generiraju konzistentnu valuaciju. Tako procedura odredenja is-
tinitosti daje jedinstven odgovor — da je Log istinit.

Kripke je pokazao da se okolnosti koje vode paradoksima ne mogu izoli-
rati na sintaktickom nivou, ve¢ je nuzan zahvat u znacenjsku strukturu
jezika. Taj je zahvat ovdje uraden na sljede¢i nacin. Zadrzana je pr-
votna klasicna semantika, dakle klasiéna procedura odredenja istinitosti,
ali odbacena pogresna klasi¢na pretpostavka o potpunoj uspjesnosti proce-
dure. Odbacivanje te pretpostavke ne mijenja smisao klasi¢nih uvjeta na
funkciju istinitosti, jer su oni definirani na na¢in neovisan o pretpostavci
totalne definiranosti te funkcije. Njihovo funkcioniranje u novoj situaciji
bit ¢e ilustrirano na slijede¢oj recenici:

L v 0=0

Po klasi¢cnom uvjetu za veznik V ova recenica je istinita upravo kada je jedna
od osnovnih recenica istinita. Kako je 0 = 0 istinita to je i ukupna recenica
istinita, bez obzira sto L nema istinitosnu vrijednost. Isto tako ako bi uvjet
istinitosti za veznik A primijenili na recenicu

L ANO0=0

istinitosna vrijednost nec¢e biti utvrdena. Naime, njena istinitost zahti-
jeva da obje osnovne recenice budu istinite, a to nije ispunjeno. Njena
laznost zahtijeva da barem jedna osnovna rec¢enica bude lazna, ali ni to nije
slucaj. Tako je nedefiniranost istinitosti recenice L primjenom klasi¢nih
uvjeta dovela do nedefiniranosti istinitosti ukupne recenice.

Klasicni uvjeti istinitosti daju kriterije na istinitosnu vrijednost sloZene
recenice u odnosu na istinitosne vrijednosti recenica od kojih je sloZena
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neovisno o tome imagju li one istinitosnu vrijednost ili ne. Nedostatak neke
istinitosne vrijednosti moze ali ne mora dovesti © do nedostatka istinitosne
vrijednosti ukupne recenice. To je u cijelosti odredeno klasicnim smislom
tih konstrukcija 1 osnovnom postavkom da sve recenice smatramo smislenim,
neovisno o tome imaju li ili ne istinitosnu vrijednost. Dakle, neke recenice,
mada smislene, 1 mada vrednovane po klasicnim uvjetima nece imati istini-
tosnu vrijednost, jer im ti uvjeti ne daju jedinstvenu istinitosnu vrijednost.
To vodi parcijalnoj dvovaljanoj semantici jezika. Tamo gdje procedura
odredenja istinitosti daje jedinstvenu vrijednost, istinu uli laZ, tu vrijednost
prihvacamo, a tamo gdje procedura “pada”, tj. ne daje istinitosnu vrijednost
ili pak daje vise mogucénosti vrednovanja, recenica ostaje bez istinitosne vri-
jednosti. Tu parcijalnu semantiku jezika mozZemo opisati © kao trovaljanu
semantiku jezika — naprosto neuspjeh odredenja istinitosti proglasimo
trecom wrijednoséu | (neodredeno). To ne nosi nikakav dodatni filozofski
naboj ve¢ je samo ugodno tehnicko sredstvo opisa situacije. Ta semantika
jezika je detaljno opisana u sljede¢em odjeljku.

No ta semantika ovdje nije prihvacena i kao konacna semantika jezika.
Odlucujud¢i razlog za odbacivanje tog rjeSenja je misljenje da je covjeku
prirodena dvovaljana semantika i da svaku drugu semantiku odgovarajuéim
modeliranjem mozemo svesti na dvovaljanu (potvrda tome je da su opisi svih
semantika dvovaljani). Ostajanje na trovaljanoj semantici jezika znacilo bi
da logika razmisljanja ne bi bila vise klasi¢na, ona na koju smo kao vrsta
“ugodeni”. Sto se ti¢e samog predikata istine T to bi znacilo zadrzavanje
njegovog klasicnog logickog znacenja u dvovaljanom dijelu jezika prosirenog
“Sutnjom” u sluc¢aju neuspjeha klasiéne procedure. Mada u metaopisu 7'(@)
ima istu trovaljanu istinitosnu vrijednost kao i ¢, ta semantika se ne moze
izraziti u samom jeziku L (jer o trecoj vrijednosti jezik Suti, ili bolje receno,
tre¢a vrijednost je odraz u metajeziku Sutnje samog jezika). Tako su i
izrazajne mogucnosti jezika slabe. Npr. Lazac je neodreden. No dok smo
ovo sasvim jednostavno izrekli u metajeziku, sam jezik L to ne moze izraz-
iti jer je, kako je ve¢ receno (u metajeziku) Lazac neodreden. Ova “zona
sutnje” me samo da je 1z navedenih logickih v semantickih razloga nezadovol-
Javaguéa (vodi trovaljanoj logici i slabi izraZajnu mo¢ jezika) veé je mozemo
prekinuti prirodnim naknadnim valuiranjem recenica koje proizlazi iz pre-
poznavanja neuspjeha klasicne procedure. To ¢e biti ilustrirano na primjeru
Lasca. Na intuitivnom nivou razmisljanja, utvrdivsi da Lazac nije ni istinit
ni lazan, utvrdujemo da je neodreden. Ali to znaci da on laze, jer govori da
je lazan. Dakle, on je lazan. No to ne vodi obnovi kontradiktornosti jer se
desio semanticki pomak u argumentu kod tvrdnje da je on neodreden i svih
tvrdnji koje su nakon nje slijedile. To je pomak od primarne parcijalne dvo-
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valjane semantike do dvovaljanog opisa te semantike koji je tek nadopunjuje
u onom dijelu gdje ona nije odredena. Naime, Lazac govori o vlastitoj istini-
tosti unutar prvotne semantike, dok je zadnje vrednovanje unutar konacne
semantike. Da je Lazac u njoj lazan ne znaci da je istina Sto on govori jer
nije isti semanticki okvir. Da je on lazan u kona¢noj semantici znaci da je laz
Sto on govori o svojoj primarnoj semantici. Iz toga slijedi da on nije lazan u
svojoj primarnoj semantici. No on u toj semantici ne moze biti ni istinit jer
bi tada bio istinit i u kona¢noj semantici (koja samo nadopunjava primarnu
tamo gdje ona pada). Dakle on je u primarnoj semantici neodreden. Tako
ne samo da nismo dobili kontradikciju ve¢ smo dobili dodatnu informaciju o
Lascu. Na isti na¢in se moze pokazati da i drugi paradoksi koji su smisljeni
da obezvrijede rjesenje pomocu trovaljane semantike, kao npr. Metalazac
ili Intenzionalni Lazac, u sebi sadrze semanticki pomak. Uocavanje tog po-
maka pretvara ih u prirodan i nekontradiktoran prijelaz argumentacije iz
primarne parcijalne semantike u dvovaljani opis te semantike.

Ovu intuiciju lako mozemo legalizirati. U sljede¢em odjeljku ¢e biti
dan detaljan matematicki opis koji ¢e sada biti tek skiciran. Predikatom
istinitosti jezik govori o svojoj primarnoj semantici. Klasi¢na procedura i
klasi¢ni smisao predikata istinitosti odreduju tu semantiku koja je uslijed
odbacivanja neodrzive pretpostavke o uspjehu te procedure nuzno parci-
jalna dvovaljana semantika (= trovaljana semantika). No sam taj govor o
primarnoj semantici je njeno prirodno nadopunjene do konacne dvovaljane
semantike. Dakle konacna semantika jezika ima za predmet primarnu se-
mantiku jezika koju ujedno nadopunjuje v onom dijelu u kojem ona “suti”
upravo informacijama o toj Sutnji. Taj prijelaz lako mozemo ocrtati na se-
mantickom grafu. Iz valuacije grafa u primarnoj semantici lako dobijamo
valuaciju grafa u kona¢noj semantici. Samo trebamo revaluirati atomarne
tvrdnje oblika T'(@). Tvrdnja T'(@) ima isto znacenje u obje semantike — da
je @ istinita u primarnoj semantici, no wvjeti istinitosti nisu isti. Dok su
u primarnoj semantici uvjeti istinitosti T'(@) klasicni (vrijednost dvovaljane
funkcije istinitosti turdngi T(p) i ¢ je ista), u sekundarnoj semantici nije
tako. U njoj istinitost T'(@) znaci da je ¢ istinita u primarnoj semantici, a
da je T(@) lazna znaci da ¢ nije istinita u primarnoj semantici. No to ne
znaci da je ona laZna u primarnoj semantici veé¢ da je lazna ili neodredena.
Tako u konacnoj semantici, formalno gledano, T'(¢) naslijeduje istinitosnu
vrijednost od ¢ u primarnoj semantici dok ostale vrijednosti pretvara u
laz. Da je to ispravan i potpun opis valuacije u primarnoj semantici na-
jbolje mozemo vidjeti ako uvedemo predikate za ostale vrijednosti primarne
valuacije:
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F(@) (= ¢ je lazna u primarnoj semantici) <> T'(5p)
U(p) (= ¢ je neodredena u primarnoj semantici) <> =7(¢) i ~F(p)

Ovisno o vrijednosti tvrdnje ¢ u primarnoj semantici, odredujemo koja je
od prethodnih tvrdnji istinita a koja lazna. Ako je npr. ¢ lazna u primarnoj
semantici tada je F'(¢) istinita dok su T'(¢) i U(@) lazne u kona¢noj seman-
tici. Odredivsi tako (dvovaljanu) valuaciju atomarnih recenica, odredena
je i valuacija svih drugih recenica po klasi¢nim uvjetima i principu rekurz-
ije. Ne samo da ova valuacija zadrZava primarni logicki smisao predikata
istine (kao predikata istine primarne semantike) veé se ona podudara s pri-
marnom valuacijom tamo gdje je ona odredena (daje istinu ili laZ). Naime,
ako je T(p) istinita u primarnoj semantici tada je u njoj istinita i ¢, pa
je T(p) istinita u konacnoj semantici. Ako je pak 7'(¢) lazna u primarnoj
semantici, tada je takva i ¢, pa je i T(¢) lazna u konaénoj semantici. Kako
su uvjeti na istinitost slozenih recenica istovjetni u dvovaljanom dijelu, to
se ovo podudaranje proteze na sve recenice. Dakle vrijedi T(¢) — ¢ i
F(@) = .

Imajuéi na umu ovakvu dvostruku semantiku jezika lako mozemo razrijesiti
sve paradokse istine. Na intuitivhom nivou smo to ve¢ pokazali za Lasca.
Sada ¢e to biti pokazano na jos nekim primjerima. Da bismo razlikovali
u okviru koje semantike spominjemo neki termin koristit ¢emo prefiks “p”
za primarnu i prefiks “f” za kona¢nu (finalnu) semantiku. Tako ¢emo npr.
razlikovati “p-laz” i “f-laz”. Obrazac rjeSenja je uvijek isti. Paradoks u
klasi¢nom razmisljanju zna¢i neodredenost istinitosti tvrdnje u primarnoj
semantici. No to postaje informacija o tvrdnji u konacnoj semantici na
osnovu koje mozemo zakljuciti o njenoj istinitosti u kona¢noj semantici.

Promotrimo prvo jos neke sluc¢ajeve koji poput Lasca vode kontradikciji
u naivnoj semantici. Takav je npr. Jaki lazac LL : =T(LL) (“Ova recenica
nije istinita.”). U naivnoj semantici on vodi kontradikciji na isti na¢in kao
i obi¢ni Lazac jer je tu negacija istine isto Sto i laz. Prepoznavsi neuspjeh
klasi¢ne procedure istinitosti nastavljamo razmisljati u kona¢noj semantici.
Utvrdivsi da je LL p-neodreden utvrdili smo da nije p-istinit. No on upravo
to tvrdi pa je tako f-istinit. Dakle LL je u primarnoj semantici neodreden a u
kona¢noj semantici istinit. Zanimljivo je da svu ovu argumentaciju mozemo
provesti direktno u konacnoj semantici, a ne indirektno preko utvrdivanja
neuspjeha klasicne procedure. Tu je argumentacija sljede¢a. Kada bi LL
bio f-lazan bila bi f-laz Sto on govori — da nije p-istinit. Dakle on je p-istinit.
No to znaéi (po prije navedenoj suglasnosti semantika) da je f- istinit i to
je kontradikcija s pretpostavkom. Dakle on je f-istinit. No ovo ne vodi
kontradikciji ve¢ dodatnoj informaciji. Iz toga naime slijedi da je f-istina
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Sto govori — da nije p-istinit. Dakle on je ili p-lazan ili p-neodreden. No ne
moze biti p-lazan jer bi tada bio i f-lazan. Tako je on p-neodreden. Tako,
mada su i obi¢ni Lazac i Jaki Lazac p-neodredeni, dok je prvi f-lazan drugi
je f-istinit.

Analizirajmo na isti nac¢in i Curryev paradoks C' : T(C) — [ (“Ako je
ova recenica istinita tada je ), gdje je [ neka lazna tvrdnja. Na intuitivhom
nivou iz lazi C slijedi da je T(C) istinita, pa tako i C, i to je kontradikcija.
Iz istinitosti C' pak slijedi istinitost kondicionala kojemu je i antecedent
(C) istinit, pa je tako i [ istinita. No i to vodi kontradikciji jer je [ lazna
tvrdnja. Tako zakljuc¢ujemo u konacnoj semantici da je C' p-neodredena,
pa tako i f-istinita (jer joj je antecedent f-lazan). No i ovu argumentaciju
mozemo direktno provesti u kona¢énoj semantici. Naime iz f-lazi C slijedi
da je antecedent f-istinit. To znaéi da je C' p-istinita, pa je i f-istinita (po
suglasnosti primarne i kona¢ne semantike), i to je kontradikcija. Dakle, C
je f-istinita. Iz toga dalje dobijamo da je T(C) f-lazna ili pak [ f-istinita.
No kako je [ f-lazna to mora biti T'(C') f-lazna pa nije C' p-istinita. Ona je
dakle p-lazna ili p-neodredena. No iz p-lazi bi slijedila i f-laz, pa je tako
ona p-neodredena.

Na slican nacin i svi drugi paradoksi istine koji na intuitivnhom nivou
daju kontradikciju prelaze u pozitivnhu argumentaciju u kona¢noj seman-
tici. Sasvim je druga situacija s paradoksima koji ne vode kontradikciji veé
dopustaju bilo kakvu valuaciju istinitosti, kao npr. Istinoljubac. Njegova
analiza daje da je on p-neodreden. Iz toga dalje slijedi da nije p-istinit tj.
(I :T(I)) da nije I. Dakle, I je f-lazan. No za razliku od kontradikcija ovo
se razmatranje ne moze provesti direktno u konacnoj semantici. U njemu
formulirana argumentacija ne daje odgovor kao ni u primarnoj semantici.
Potrebno je pogledati u samu primarnu valuaciju semantickog grafa da se
dobije odgovor. Naravno, ako jezik dovoljno obogatimo da moze opisati
semanticke grafove, funkcije istinitosti i uvjete postojanja jedinstvene val-
uacije, tada argumentaciju mozemo provesti u konac¢noj semantici. To je
upravo argumentacija koja je ovdje neformalno koristena.

Ovakvim modeliranjem konacnom je semantikom opisan predikat istine
primarne semantike. Naravno, predikat istine primarne semantike nije i
predikat istine konacne semantike. No opis pojma istine konac¢ne semantike
i nije bio cilj. Pojmom istine konac¢ne semantike vrednujemo opis primarnog
predikata istine. Kako je pojam istine konacne semantike ujedno i prosirenje
predikata istine primarne semantike on tako i sebe parcijalno opisuje, ali ne
i potpuno. U tom smislu duh Tarskijeve hijerarhije je i dalje s nama. Za
neke je on zao duh jer ne dopusta potpun opis predikata istine konacne
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semantike. Za mene je on dobar duh jer je pomoc¢u njega potpuno opisan
predikat istine primarne semantike.

4.2 Formalni opis rjesenja

Neka je L interpretirani jezik prvog reda s domenom D. U krajnjem slucaju
dopustit ¢emo da je D prazan skup, tj. da je L sveden na logicki vokabular.
Takoder ¢emo radi jednostavnosti pretpostaviti da za svaki objekt jezika
a € D postoji zatvoren term jezika a koji ga imenuje.

L ¢emo nadopuniti do jezika LT koji ¢e govoriti i o istinitosti vlastitih
recenica. Njegova domena ¢e pored objekata jezika L sadrzavati i vlastite
reCenice, a u svom ¢e vokabularu imati predikat S (= “biti recenica”) koji
¢e razlikovati recenice od nerecenica i predikat T' (= “biti istinita recenica”)
koji ¢e opisivati istinitost recenica. Svaka recenica ¢ imat ¢e svoje ime ©, no
postojat ¢e i posebna imena za reCenice. Davajuéi im odgovarajuc¢u deno-
taciju postizat ¢emo zeljeno samoreferiranje. Npr. konstantu I interpretirat
¢emo kao ime recenice T'(I) i tako dobiti recenicu koja o sebi tvrdi da je
istinita.

Vokabular jezika LT sastoji se od vokabulara jezika L i novih simbola
- unarnih predikata S i T, te re¢eni¢nih konstanti I, L, =L, LL, ..., i
posebnog simbola ~.

Skup terma T LT i skup formula FLT jezika LT definiramo kao na-

jmanje skupove koji zadovoljavaju sve uvjete koje zadovoljavaju skupovi
terma i formula jezika L te jos sljedece uvijete:

1. receni¢ne konstante I, L, =L, LL, ... su termi
2. ako je t term onda su S(t) i T'(¢) formule

3. ako je ¢ formula tada je p term

Skup slobodnih varijabli terma i formule definira se tako da se stan-
dardnim rekurzivnim uvjetima doda jos i uvjet da su slobodne varijable
terma  upravo slobodne varijable formule . Recenice jezika LT su
zatvorene formule tog jezika. Njihov skup ¢emo biljeziti SLT.

Interpretaciju (model) jezika LT dobivamo na sljedeéi nacin. Domenu

DLT tvore svi objekti iz domene D zajedno sa svim recenicama jezika
LT:DLT = DUSLT. Sve predikate modela jezika L dodefiniramo tako da
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su lazni kad im je barem jedan argument van domene D, a funkcije iz mod-
ela L dodefiniramo tako da poprimaju stalnu vrijednost, recimo recenicu
T(I), kada im je barem jedan argument van domene D.

Nove simbole interpretiramo na sljede¢i nac¢in. Simbolu .S dajemo smisao
“biti recenica”, tj. interpretiramo ga skupom recenica od LT. Simbol T
bit ¢e predikat istine primarne semantike, tj. imat ¢e smisao “biti istinita
reCenica u primarnoj semantici” jednom kad definiramo $to je to primarna
semantika. U primarnoj semantici to ¢e biti postignuto tako da ¢ée T' biti
uveden kao logicki simbol (poput A npr.) s 7" - shemom kao uvjetom istini-
tosti, a u konacnoj semantici to ¢e biti postignuto direktno, interpretirajuci
ga skupom recenica istinitih u primarnoj semantici. RecCeni¢ne konstante
interpretirat ¢emo kao imena odgovarajucih recenica:

1. T je ime recenice T(I)
2. L je ime recenice T'(—L)

3. =L je ime recenice —T(—L)

4. LL je ime recenice =T(LL)

itd.
Zatvoreni term @ interpretiramo kao ime recenice .

Slozenije zatvorene terme interpretiramo kao imena odgovaraju¢ih ob-
jekata jezika na standardan nacin.

Kako ¢emo se primarno baviti recenicama, mehanizam referiranja na njih
je sljede¢i. U metajeziku ¢emo koristiti grcka slova ¢, 9, ..., za varijable
po recenicama. Tako u jeziku mozemo referirati na proizvoljnu recenicu ¢
zatvorenim termom . Da bi izrekli da neka tvrdnja vrijedi za proizvoljnu
recenicu @, npr. da iz istinitosti recenice u primarnoj semantici slijedi is-
tinitost u konac¢noj, naprosto ¢emo rec¢i da je za svaku recenicu ¢ istinita
tvrdnja jezika T'(¢) — .

I'jos jedan detalj. Radi uniformnosti zapisa upotreba znaka ™ je trostruka.
Osnovna upotreba je u konstrukeiji terma © kojim referiramo na recenicu
¢. Npr. 1 =1 je ime u jeziku LT re¢enice 1=1 jezika LT. Druga upotreba
je u tvorbi recenicnih konstanti kojima postizemo samoreferiranje. Npr. u
izrazu L on nema osnovnu upotrebu jer to nije ime re¢enice L. Naime,
takvu recenicu jezik LT nema. Znak L mozemo eventualno shvatiti tek kao
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metajezicno ime za recenicu koja je u jeziku imenovana recenicnom konstan-
tom L, a to je po prethodnom recenica T(=L). Tre¢a upotreba tog znaka
je u smislu operatora koji proizvoljnom objektu a domene pocetnog jezika
pridruzuje njegovo ime u jeziku @. No za razliku od prethodnih upotreba
ono §to je “stavljeno ispod crte” opcenito nije izraz jezika nego vanjezicni
objekt.

Slijedi opis primarne semantike jezika LT, tj. opis primarne istini-
tosti recenica iz LT. Zbog pretpostavke da svaki objekt a € DLT ima
svoje ime @, moci ¢emo razmatrati samo recenice, a valuacije proizvoljnih
formula i terma uvesti naknadno. Uwvjeti na funkciju istinitosti recenica I,
su klasicni wvjets zajedno s klasicnim uvjetom na predikat istinitosti, ali je
odbacena klasicna pretpostavka da je to totalna funkcija, tj. da je definirana
za svaku recenicu. Medu svim takvim funkcijama izabrat éemo onu koja je
na svojoj domeni jedinstvena (sjetimo se da moguénost vise valuacija date
recenice smatramo neuspjehom klasicne procedure), a medu svim takvim
maksimalnu, (jer svaki uspjeh odredenja istinitosti prihva¢amo). Tako defini-
ramo klasiénu funkciju istinitosti I, jezika LT kao parcijalnu funkciju 1.
iz SLT — {T, L} takvu da vrijedi:

1. Na atomarnim rec¢enicama koje poc¢inju predikatima jezika L vrijed-
nost joj se podudara s istinitos¢u tih recenica u jeziku L interpre-
tiranom nad prosirenom domenom D LT, na atomarnim re¢enicama
oblika S(t) daje istinu (T) ako je ¢ ime reCenice, u protivnom daje
laz (L), a na atomarnim rec¢enicama oblika 7T'(¢) vrijednost ¢e joj biti
naknadno odredena.

2. klasi¢ni uvjeti:

(b) I(pA) = { I zz Zgzg i I zli[c](iz)/;:_TL(O(?bj:r;i ijféZéfi lazna)

© tove = { T T0fl T LT e o e dtinie
i S

@ o 00 ={ 1 20T 2 10) o e it dro o)
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T akoVa e DLT I.(p(a)) =T
() L(Vaele)) = { L ako 30 € DLT Lipla) — L
T akoJa € DLT I.(p(a)) =T
(8) I(Grolw)) = { L akova € DLT Lip(a) — L

3. klasi¢ni uvjet na predikat istine:

e ={ | ]

Sada mozemo definirati istinitosnu vrijednost i za atomarne recenice
T(t), gdje je t zatvoreni term. Ako ¢ imenuje reCenicu ¢ tada je
istinitosna vrijednost od T'(t) ista kao i istinitosna vrijednost od T'().
Ako pak t nije ime recenice tada je istinitosna vrijednost od T(t)
laz(L).

4. jedinstvenost na domeni:

Ako postoji funkcija [ iz SLT — {T, L} koja zadovoljava prethodna
tri uvjeta, tada za svaku ¢ na kojoj su definiranei I'i I, o € Dom(I)N

Dom(I.) I(¢) = I.(p).

5. maksimalna je:

Za svaku funkciju I iz SLT — {T, L} koja ispunjava prethodna
Cetiri uvjeta

Dom(I) € Dom(l.).

Iz definicije lako slijedi jedinstvenost takve funkcije. Kad bi postojale
dvije takve funkcije po zadnjem uvjetu bi imale istu domenu, a po predzad-
njem bi se podudarale na njoj. Poslije ¢e biti dokazano i njeno postojanje.

Pojam istinitosti re¢enica prosirujemo na proizvoljne formule standard-
nim nacinom — fiksiranjem znacenja varijabli. Funkciju v : Var — DLT
(gdje je Var skup varijabli jezika) koja fiksira znacenja varijabli zvat ¢emo
valuacijom. U datoj valuaciji v formulu ¢(xy,zs,...,z,) sa slobodnim
varijablama x1, s, ..., T, smatramo istinitom <+ pripadna recenica
o(v(x1),v(xa), ..., v(xy,)) je istinita, a laznom <> pripadna recenica je lazna.
Isto tako u datoj valuaciji v smatramo da term ¢(z1,z, ..., x,) sa slobod-
nim varijablama xq, xs, ..., , oznacava isto Sto i zatvoreni term

t(v(zy),v(x2),...,v(x,)).

Da bismo bolje razotkrili strukturu klasicne funkcije istinitosti nadopunit
cemo je do totalne funkcije tako da joj tamo gdje nije definirana pridruzimo




72 POGLAVLJE 4. MODELIRANJE POJMA ISTINE

vrijednost | (neodredeno). Tu funkciju éemo zvati funkcijom istinitosti
primarne semantike I, : ST — {T,L,|, }:

() = { I.(p) za ¢ € Dom(l,)

| u protivnom

1

p

Skup recenica na kojima I, poprima klasi¢ne vrijednosti T i L zvat
¢emo njenom domenom odredenosti DDI,. Primijetimo da na isti nacin
mozemo uspostaviti bijektivnu vezu izmedu proizvoljnih parcijalnih dvoval-
janih funkcija istinitosti i totalnih trovaljanih funkcija istinitosti.

Iz definicije lako mozemo is¢itati uvjete (tablice) istinitosti rec¢eni¢nih
konstrukcija za tu funkciju. Ako su argumenti klasicni (T i L), tada je i
vrijednost klasi¢na, zadana klasicnim uvjetima. Ako je pak neki od argu-
menata neodreden, tada gledamo propagira li se taj neuspjeh i na odredenje
vrijednosti slozene recenice po klasicnim uvjetima. Ako jeste tada je i vri-
jednost neodredena, a ako ne, klasi¢na je. Npr. vrijednost recenice ¢ A 1)
za ¢ neodredenu a 1 laznu je laz jer je dovoljno po klasiénim uvjetima da
je barem jedna recenica lazna (u nasem slucaju 1) pa da i ukupna recenica
bude lazna, neovisno o istinitosti druge rec¢enice. No ako je v istinita, tada
istinitost ukupne recenice bitno ovisi o istinitosti ¢. Po klasi¢nim uvjetima,
ako je ¢ istinita tada je i konjukcija istinita, a ako je lazna tada je i kon-
jukcija lazna. No kako je ¢ neodredena taj neuspjeh se sada propagira i na
cijelu konjukciju koja isto biva neodredena.

Tako dobivamo sljede¢e tablice istinitosti za primarnu semantiku
I

T zaL,(p)=1
p(mp) =9 L zal(p)=T
| w protivnom

T za L(p)=Til,(¢Y) =T (obje su istinite)
2. Li(eNY) =< L za I(p) =L ili I,(¢) = L (barem je jedna lazna)
| w protivnom
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—
—

T za L,(p) =T ili I,(¢) =T (barem jedna je istinita)
3. L(pvy) =< L za I(p) =L iI,(¢) =L (obje su lazne)
| w protivnom

T zalL,(p)=Lili [,()=T
4L L(p—v)=9q L zalyp)=Til())=1
| u protivnom

e\ |T 1L |
T T 1 |
1L T T T
T
T za I,(¢) = I,(¥) #| (obje su istinite ili obje su lazne)
5. L(p & 9¢) = 1 za I,(p) # 1,(¥) i nijedna vrijednost nije |

(jedna je istinita a druga lazna)
u protivnom
| up
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p\Y | T L |
T T 1L |
NI N
I
T akoVae€ DLT L,(p(a)) =T
6. I,(Vzp(z)) =< L ako3ae DLT I,(¢(a)) =1
| w protivnom
T akodae DLT I,(p(a)) =T
7. I,(3zp(z)) =< L akoVae DLT I,(¢(a)) =1
|

u protivnom

Ovim prevodenjem klasicnih uvjeta istinitosti s parcijalne dvovaljane
funkcije na pridruZenu trovaljanu funkciju dobili smo upravo jaku Kleeneovu
trovaljanu semantiku. Ona se obicno interpretira kao semantika uspjeha
paralelnih algoritama ili pak kao semantika ispitivanja istinitosti recenica
u smislu da one recenice kojima jo$ nije utvrdena klasi¢na istinitost imaju
vrijednost |. Ouvdje je ona interpretirana kao klasicna procedura odredenja
istinitosti nadopunjena propagiranjem vlastita neuspjeha.

Obratno, neka imamo trovaljanu funkciju I : SLT — {T, L, |, } koja is-
punjava uvjete jake Kleeneove semantike. Lako je vidjeti da njoj pridruzena
parcijalna klasiéna funkcija I’ iz SLT — {T, L}

'(g) = I(p) za p € DD(I)
nije definirana wu protivnom
zadovoljava klasicne uvjete istinitosti. 7Tako su preko ove korespodencije

uvjeti jake Kleeneove semantike na trovaljanu funkciju istinitosti isto $to i
klasiéni uvjeti istinitosti na parcijalnu dvovaljanu funkciju istinitosti.

Sto se tice predikata istinitosti klasiéno odredenje istinitosti 7'() propada
upravo onda kada propada odredenje istinitosti ¢. Tako za I}, vrijedi sljedece:

L,(T(9)) = L(¢)

A to znaci da je I, fiksna tocka jake Kleeneove semantike. Obratno, takvo]
funkciji je pridruzena parcijalna dvovaljana funkcija koja zadovoljava T -
shemu. Tako su preko ove korespodencije fiksna tocka jake Kleeneove se-
mantike i parcijalna dvovaljana funkcija istinitosti koja zadovoljava klasicéne
uvjete istinitosti 1 T' shemu jedna te ista stvar.
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Iz wvjeta jedinstvenosti 1. na svojoj domeni slijedi da je I, intrinsicna
fiksna tocka. Zaista, neka je J neka druga fiksna tocka kojoj odgovara
klasi¢na parcijalna dvovaljana istinitosna funkcija J' i neka recenica ¢ pri-
pada DD(J) N DD(1,) (obje valuacije imaju odredenu vrijednost na njoj)
Trebamo vidjeti da je J(¢) = I,(¢). To lako utvrdimo rac¢unanjem koristeci
pri tom jedinstvenost I.:

J(p) = T (¢) = L(¢) = L(p)

Na isti ovaj nacin se dokaze da je svakoj parcijalnoj dvovaljanoj is-
tinitosnoj funkciji koja zadovoljava klasi¢ne uvjete i shemu T, te je jedin-
stvena na svojoj domeni, pridruzena intrinsi¢na fiksna tocka, kao i obratno,
da je svakoj intrinsicnoj fiksnoj tocki priruzena upravo takva dvovaljana
funkcija. Dakle, preko ove korespodencije su intrinsi¢na fiksna tocka jake
Kleeneove semantike i parcijalna dvovaljana funkcija istinitosti koja zado-
voljava klasicne uvjete © T shemu i koja je jedinstvena na svojoj domeni,
jedna te ista stvar.

Uvjet maksimalnosti funkcije I, pak povlaci i uvjet maksimalnosti I,
— za svaku drugu intrinsi¢nu fiksnu tocku I DD(I) C DD(1,). Dakle, I,
je maksimalna intrinsicna fiksna tocka jake Kleeneove semantike. Lako je
vidjeti da vrijedi i obrat. Tako su preko navedene korespodencije najveca
intrinsicna fiksna tocka jake Kleeneove semantike i klasicna funkcija istini-
tosti jedna te ista stvar. Koristeci rezultat iz prethodnog poglavlja koji kaze
da postoji jedinstvena najveca intrinsi¢na fiksna tocka, ovom bijektivnom
korespodencijom smo dobili sljedece

Teorem 41. Postoji jedinstvena klasicna funkcija istinitosti 1. jezika LT .

Time je pokazano da intuitivna analiza klasicne procedure odredenja is-
tinitosti © njenog eventualnog neuspjeha vodi jedinstvenoj formulaciji. Kako
je ona u svom trovaljanom obliku upravo maksimalna intrinsicna fiksna
tocka jake Kleeneove semantike, ovom analizom je ujedno dana @ argu-
mentacija za upravo taj izbor medu raznim fiksnim tockama raznih troval-
janth semantika za model pojma istine. Ujedno je dan i direktan matematicks
opis te fiksne tocke pomocu kojeg jednostavnije mozZemo utvrditi istinitosnu
vrijednost recenice u toj fiksnoj tocki negoli iz njene standardne karakteri-
zacije u strukturi svih fiksnih tocaka. Za primjer, mogu se usporediti stan-
dardan dokaz istinitosti Logicara u ovoj fiksnoj tocki (str. 47) i dokaz
pomocu ovakve karakterizacije (str. 62)

Kona¢nu semantiku I; jezika LT dobijamo, kako je ve¢ u prvom
odjeljku opisano, tako da za njen predmet uzmemo primarnu semantiku
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jezika, tj. da predikat istine govori o istinitosti recenice u primarnoj seman-
tici. Dakle sva druga semanticka odredenja ostaju ista kao i za primarnu
semantiku, samo Sto se na drugi nacin odreduje istinitost atomarnih recenica

T(3):
1,(T(3)) = {

Ovo povlaci i odgovarajuce redefiniranje istinitosnih vrijednosti za atomarne
recenice T'(t), gdje je t zatvoreni term. Ako ¢ imenuje recenicu ¢ tada je
istinitosna vrijednost u kona¢noj semantici od T'(t) ista kao i istinitosna
vrijednost u kona¢noj semantici od T'(¢). Ako pak ¢ nije ime recenice tada
je istinitosna vrijednost od T'(¢) laz(L).

T zal,(p)=T
1w protivnom

Kako ta funkcija sada ima toé¢no odredenu istinitost T ili 1 na svim atom-
arnim recenicama i kako zadovoljava klasi¢ne uvjete istinitosti na slozenim
recenicama, ona je klasi¢na totalna dvovaljana funkcija istinitosti. Po prin-
cipu rekurzije po strukturi recenica, postoji jedinstvena takva funkcija Iy :
SLT — {T,L}.

Iz definicije slijedi da je I,(T(a)) < I;(T(¢)), pa po monotonosti jake
Kleeneove semantike slijedi da je konacna semantika Iy prosirenje primarne
semantike I,:

I, < I

Iz sljede¢ih je metadefinicija jasno da pomocu ovog predikata moZemo
opisati i preostale vrijednosti istinitosti u primarnoj semantici:

F(@) « T(=p)
U(@) « ~F(@)A-T(@)
Ugodno je uvesti i pojam odredene istinitosne vrijednosti D:
D(p) < F(p)VT(p)
Sada mozemo direktno opisati istinitost u primarnoj semantici:
L) =T « (T =T
L(p) =1 < L(F(@)=T
L(p) =l & (U@ =T
Da bi se stekao bolji uvid u izrazajnu mo¢ konacne semantike bit ¢e po-
brojane neke tvrdnje koje su istinite u njoj ([Fef84]). Prije svega u konacnoj

semantici istinite su turdnje koje izricu konzistentnost primarne semantike.
Naime, za svaku re¢enicu ¢ u kona¢noj semantici je istinito:
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L. ~(T(p) N F(9))

Zaista
Ii(A(T(@)ANF(@) =T
po klasiénim uvjetima istinitosti je upravo onda kada
nije (I;(T()) = Til(F() =T)
a po definiciji /7 to je ekvivalentno tvrdnji
nije (I,() = T i L,() = L)

Iz opisa primarne semantike slijedi istinitost te tvrdnje pa je tako i pocetna
tvrdnja istinita u kona¢noj semantici.

U konacnoj semantici moZemo izreci i da je ona nadopuna primarne
semantike. Naime u njoj su istinite sljedec¢e tvrdnje:

2a. T(p) — ¢

Dokazimo prvu tvrdnju. Neka je T'() istinita u konacnoj semantici. Tada je
 istinita u primarnoj semantici. Ali posto je kona¢na semantika prosirenje
primarne semantike, to je ¢ istinita i u kona¢noj semantici.

Naravno, obrat opc¢enito ne vrijedi jer bismo tada imali u konac¢noj se-
mantici shemu 7" $to je u prisustvu npr. LaSca nemoguce jer je u pitanju
klasi¢ni jezik. Ali ako recemica ima klasicnu istinitosnu vrijednost u pri-
marnoj semantici tada vrijedi obrat:

2¢. D(@) = (T(@) < 0) AF(@) © ~¢)

Mada u primarnoj semantici logicke istine klasi¢ne logike nisu opéenito
istinite, ve¢ mogu biti i neodredene (npr. tvrdnja IV —I, gdje je I isti-
noljubac), tvrdnje koje su logicki ekvivalentne u klasi¢noj logici imaju jed-
naku istinitosnu vrijednost u primarnoj semantici. Naime u konacnoj se-
mantici vrijedi sljedece:

Za logicki ekvivalentne recenice u klasi¢noj logici ¢1 1 @9 vrijedi

3a. T(¢1) < T(%2)
3b. F(p1) < F(v)
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3c. U(pr) « U(pr)

Trebamo dokazati da je za takve tvrdnje

I(¢1) = L(p2)

Da bismo to dokazali koristit ¢emo sljede¢u tvrdnju koju lako dokazemo
indukcijom po strukturi recenica:

Ako je I,(p) =| onda postoje prosirenja Iy i Iy od I, koja su potpune
klasicne istinitosne funkcije i kojima je I;1(p) = T a Ix(p) = L.

Dokazimo sada da je I,(p1) = I,(¢2). Neka je I,(¢1) = T. Onda je i
It(p1) = T. Zbog logicke ekvivalentnosti u klasi¢noj logici to znaci da je i
I¢(p2) = T. To opet povlaci da je I,(p2) =| ili I,(yp2) = T. Prva mogué¢nost
bi znacila nadopunu do potpune klasicne funkcije istinitosti I koju bismo
mogli izabrati tako da je I(ps) = L. S druge strane zbog monotonosti
semantike u njoj bi bilo I(¢1) = T, a 8to je u kontradikciji s logickom
ekvivalentnoséu ovih tvrdnji u klasi¢noj semantici. Zato prva moguénost
otpada i preostaje druga mogucénost koju je i trebalo dokazati. Analogno se
dokazu i preostali slucajevi za vrijednost od I,(p1).

Sljedece istine konacne semantike su direktan opis tablica istinitosti jake
Kleeneove semantike:

4a. negacija:

)
3. U( ) < (T(@)AU®W) VU@ AT@))V (U(@) AU®@))

4c. disjunkcija:

L T(zVE) « T(3)VT(0)
2. F(pN9) < F(p) AF(9)
3. UGV E) « (F@)AUW) V(U@ AF@) V (U@) AUG)
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4d. kondicional:

L T(p <) < (T(R) AT(4)) V (F(@) AF(¥))
2. Flpg o 0) & (T(@) AF@)V (F(@) AT ()
3. Ulp o ¢) < U@ VU()

4f. univerzalna kvantifikacija:

1. T(Vxp(x)) < YaT(p(z))
2. F(Vrp(x)) < 3zF(p(x))
. U(Vzp

5 - -

(Vap(z)) ¢ =32F(p(x)) A U (p(x))

4g. egzistencijalna kvantifikacija:

Za ilustraciju bit ¢e dokazano pravilo za konjukciju. U kona¢noj semantici
je istinita T'(¢ A 1) ako i samo ako je ¢ A 1 istinito u primarnoj semantici.
Po uvjetima istinitosti primarne semantike to je ispunjeno ako i samo ako
su u primarnoj semantici istinite ¢ i v, tj. ako i samo ako je u konacnoj
semantici istinito T(@) A T'(¢)).

Iterirange predikata istine nije zanimljivo jer u konacnoj semantici vrijedi
sljedece:

da. T(T(p)) < T(p)
4b. F(T(7)) + F()
dc. T(F(p)) « F(p)
4d. F(F(p)) « T(p)
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af. U(F(9) U(p)
4g. U (W) < U(p)
4h. F(U(9)) (@)

Za ilustraciju ¢e biti dokazana 4g. tvrdnja. U konacnoj semantici je istinito
U(F(@)) ako i samo ako je u primarnoj semantici neodredeno F (), dakle
ako i samo ako je u primarnoj semantici neodredeno ¢, tj. ako i samo ako
je u konacnoj semantici istinito U(p).

Prethodna pravila vrse odredenu redukciju problema utvrdivanja istini-
tosne vrijednosti recenice ¢ u primarnoj semantici, tj. problema utvrdivanja
istinitosti T'(@) i F'(¢) u kona¢noj semantici. Pogledajmo kako to funkcionira
na jednom primjeru:

T(~(F(@) AT®))) «
F(F(@)NT()
F(F())V F(T
T(®) Vv F(®)

Tako se ispitivanje istinitosti re¢enice T(=(F (%) A T(1)))) svelo na ispi-
tivanje istinitosti njoj pridruzene recenice:

((F@ATW)" =T(@) Vv F(¥)

Ovo prevodenje mozemo napraviti jednostavno tako da ¢ prevedemo u
preneksnu disjunktivnu normalnu formu i sve negacije atomarnih formula
oblika —7T'(¥) i =F(¢)) zamijenimo formulama oblika F (1)), odnosno T (1)).
No mozemo ovo prevodenje i rekurzivno opisati. Zbog interdefinabilnosti
veznika mozemo se ograniciti na negaciju, disjunkciju i konjukciju. Sljede¢om
rekurzijom formuli ¢ pridruzit ¢emo formule ™ i o~ koje pitanje istinitosti
odnosno laznosti ¢ u primarnoj semantici svode na ispitivanje istinitosnih
vrijednosti njenih atomarnih formula u primarnoj semantici:

<~

)
T(¥))

1. Za atomarnu formulu ¢ koja pripada pocetnom jeziku L ili pak pocinje
predikatom Sent je

et = 0T =y
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2. T(p)" =T(p) T(p)” = F(p)
F(@)" = F(®) F(@)” =T(p)

3. (—p)* (mp)” =¢"

4 (APt =t AT (pAY)” =9~ Vi~
(% w+—w+vv+ (V)" =9~ Ay~

5. (Vop(x))* = Va(p(2)") (Veo(r))™ = Fz(p(z)7)
(Fzp(z))* = Fz(p(z)") (Fzp(z))” = Va(p(z)7)

Indukcijom po strukturi formula se lako pokaze da je u kona¢noj seman-
tici istinito:

5a. T(p) <> p*
5b. F(p) < ¢~

Ova redukcija se moze iterirati. Npr. vidjeli smo da je

CEFE@)ATW)T =T@@)V F())
No isti postupak moZemo primijeniti i na atomarne formule 7'(%) i F(¢) itd.
Redukcija prestaje kad dodemo do atomarnih formula oblika T'(t) i F(¢),
gdje je t # p. Ako je t otvoren term tad se moraju ispitivati sve valuacije
njegovih slobodnih varijabli Sto pitanje istinitosti obi¢no ponovo prebacuje
na slozenije recenice te dolazi do cirkularnosti i nastavka redukcije. Ako je
pak t zatvoren term tad je on ili ime nekog objekta iz domene jezika koji nije
recenica ili je receni¢na konstanta. U prvom slucaju zavrSetak procesa je
trivijalan jer su tada i 7'(t) i F(t) lazni. Ako je pak t = C za neku receniénu
konstantu C tada imamo samoreferiranje koje smo pomoc¢u receniénih kon-
stanti i ugradili u jezik, jer C' imenuje samoreferirajuéu recenicu A(C):

C: AC)
Istinitosnu vrijednost T(C) i F(C) u principu mozemo rijesiti analizom
primarne semantike, no zanimljivo je vidjeti u kojoj mjeri to mozemo opisati

u samom jeziku LT. Zbog samoreferiranja proces se sada opet prebacuje
na slozenije recenice:

T(C) « T(AC))

F(C) + F(A(C))
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pa dolazi do cirkularnosti i nastavka redukcije. Tako na primjer za jakog
Lasca

LL: —T(LL)
T(LL) < T(=T(LL)) +> F(T(LL)) ++ F(LL)
Dakle

T(LL) <+ F(LL)

Iz tog slijedi da je U(LL), pa tako i =T(LL). Tako smo iz ove cirku-
larne redukcije ipak izvukli zakljucak da je Jaki Lazac neodreden u pri-
marnoj semantici, a istinit u konacnoj semantici. Na isti nacin bismo
mogli u konacnoj semantict razrijesite svaki paradoks koji u intuitivnoj ar-
gumentaciji daje kontradikciju. Za paradoks tipa Logicara na ovaj bismo
nacin u kona¢noj semantici mogli jedino pokazati da Logicar ne moze biti
lazan. To vrijedi i opcenito - u konacnoj semantici se pomocu pobrojanih
svojstava jedino moZe formalizirati argument da recenica ne moZe imati
neku istinitosnu vrigednost u primarnoj semantici. Da bismo vidjeli koja
od mogucih vrijednosti je stvarna istinitosna vrijednost recenice moramo
zaviriti u semanticki graf i tako utvrditi primarnu valuaciju recenice.

Iz navedenog slijedi da se u kona¢noj semantici mogu izreé¢i sve tvrd-
nje o istinitosnim vrijednostima recenica u primarnoj semantici, te da ona
ima neka zanimljiva svojstva (koja su prethodno pobrojana) na osnovu ko-
jih mozemo, istina nepotpuno, rezonirati o primarnoj semantici. Tim svo-
jstvima bismo mogli dodati aksiome kojima bismo za svaku rec¢eni¢nu kon-
stantu C opisali istinitosnu vrijednost pripadne samoreferirajuée recenice
C : A(C). Time bi se opisanom redukcijom mogla utvrditi istinitost u pri-
marnoj semantici svake recenice koja je bulovska kombinacija atomarnih
reCenica. Preostaje ispitati kakvim bi se aksiomima mogle opisati situacije
koje obuhvac¢aju kvantifikaciju.
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Sazetak

Ovaj rad se bavi pojmom istine i paradoksima istine. Filozofske teorije
obi¢no razmatraju pojam istine unutar Sireg konteksta pitajuéi se postoji li
uopce veza istine sa svijetom i ako postoji kakva je. Za razliku od njih ovo
razmatranje je logicke prirode. Ono se bavi unutrasnjom znacenjskom struk-
turom jezika, medusobnom semantickom povezanoséu recenica, prije svega
povezanosSéu recenica koje govore o istinitosti drugih recenica i recenica o
¢ijoj istinitosti govore. Paradoksi istine ukazuju na postojanje problema
u nasem temeljnom poimanju znacenja jezika i test su za svako ponudeno
rjeSenje. Pritome treba razlikovati normativni od analitickog aspekta rjesenja.
Prvi nastoji osigurati da se paradoksi nec¢e pojaviti, dok ih drugi nastoji ob-
jasniti. Naravno, vazan je i prakti¢ni aspekt rjesenja koji nastoji osigurati
Sto bolji okvir za logicko zasnivanje znanja, kao i analizu prirodnog jezika.

Tarskijeva analiza istaknula je T'—shemu kao osnovni intuitivni princip o
pojmu istine ali je ujedno pokazala i njenu nesuglasnost s klasicnom logikom.
Tarskijevo rjeSenje se sastoji od zadrzavanja klasi¢ne semantike i ogranicenja
T — sheme: o istinitosti tvrdnji nekog jezika mozemo govoriti jedino u bitno
bogatijem metajeziku. To rjesenje odgovara ideji refleksivnosti razmisljanja
i pokazalo se izuzetno plodnim za matematiku i nauku opéenito. No ono je
normativne prirode — paradoksi istine su izbjegnuti tako da se paradoksalne
recenice uop¢e ne mogu izreéi u takvom jeziku. Ono se takoder javlja i
previse restriktivnim jer iz istih razloga se u njemu ne moze izre¢i nijedna
situacija u kojoj postoji cirkularno referiranje jednih recenica na istinitost
drugih recenica, ma koliko takva situacija bila uobicajena i bezazlena.

Kripke je pokazao da ne postoji prirodna restrikcija na 7" — shemu
veé¢ da je treba prihvatiti. No time treba prihvatiti i riskantnost recenica,
mogucnost da pod nekim uvjetima recenica nema klasiénu istinitosnu vri-
jednost nego je neodredena. To vodi proucavanju jezika s trovaljanom se-
mantikom. Kripke nije dao odredeni model ve¢ teorijski okvir za ispitivanje
raznih modela — svaka fiksna tocka svake monotone trovaljane semantike
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moze biti model za pojam istine. Ta rjeSenja su normativne prirode —
paradoksalne rec¢enice se mogu izraziti a kontradikcija se izbjegava tako da
se neke recenice smatraju neodredenim. Nijedno od ponudenih rjesenja ne
moze biti i analiticko rjesenje dok se ne prilozi analiza koja ¢e sadrzajno
pokazati da upravo to rjesenje modelira pojam istine.

Ovaj rad je pokusaj davanja analitickog rjesenja paradoksa istine. U
njemu je analizirano zasto i kako se desava da neke recenice nemaju istini-
tosnu vrijednost. Pri tome se poslo od osnovne intuicije da su paradoksalne
reCenice smislene (jer dobro razumijemo Sto govore, stovise to i koristimo u
odredivanju njihove istinitosti), ali svjedoce o neuspjehu klasi¢ne procedure
odredivanja istinitosti u nekim “krajnjim” situacijama. Paradoksi upravo
proizlaze iz toga sto klasi¢na procedura odredenja istinitosti ne mora uvijek
dati i klasiéno pretpostavljeni (i o¢ekivani) odgovor. Analiza pokazuju da
je takva pretpostavka neopravdano poopcenje uobicajenih situacija na sve
situacije. Mozemo zadrzati klasicnu proceduru odredenja istinitosti, pa tako
i unutrasnju znacenjsku strukturu jezika iz koje ona proizlazi, ali moramo
odbaciti univerzalnost vanjezi¢ne pretpostavke o uspjesnom zavrsetku te
procedure. Svijest o tome pretvara paradokse u normalne situacije inher-
entne klasi¢noj proceduri. Neke recenice, mada smislene i mada vredno-
vane po klasicnim uvjetima nece imati istinitosnu vrijednost jer im ti uvjeti
ne daju jedinstvenu istinitosnu vrijednost. Njima mozemo pridruziti treéu
vrijednost, neodredeno, kao oznaku definitivnog neuspjeha klasicne proce-
dure. Analiza propagiranja tog neuspjeha u strukturi recenica daje upravu
jaku Kleeneovu trovaljanu semantiku, ali ne kao investigativnu proceduru,
kakvom se javlja kod Kripkea, ve¢ kao klasi¢nu proceduru odredenja istini-
tosti nadopunjenu propagacijom vlastitog neuspjeha. Analiza cirkularnosti
u odredenju klasi¢ne istinitosne vrijednosti daje kriterij kada klasi¢na pro-
cedura uspijeva a kada ne, kada ¢e recenice imati klasi¢nu istinitosnu vrijed-
nost a kada ne. Pokaze se da tako dobijeni skupovi istinitih i laznih recenica
daju upravo najvecu intrinsi¢nu fiksnu tocku jake Kleeneove trovaljane se-
mantike. Time je dana argumentacija za upravo taj izbor izmedu svih
fiksnih tocaka svih monotonih semantika za model logickog pojma istine, a
ujedno je dan i njen neposredni matematicki opis. Takoder je pokazano kako
se taj jezik moze semanticki nadopuniti do vlastitog klasicnog metajezika
koji se u mnogo ¢emu javlja prirodnim zaokruzenjem procesa razmisljanja
o istinitosnim vrijednostima rec¢enica datog jezika.



Summary

The thesis deals with the concept of truth and the paradoxes of truth.
Philosophical theories usually consider the concept of truth from a wider
perspective. They are concerned with questions such as — Is there any con-
nection between the truth and the world? And, if there is — What is the
nature of the connection? Contrary to these theories, this analysis is of a
logical nature. It deals with the internal semantic structure of language, the
mutual semantic connection of sentences, above all the connection of sen-
tences that speak about the truth of other sentences and sentences whose
truth they speak about. Truth paradoxes show that there is a problem in
our basic understanding of the language meaning and they are a test for any
proposed solution. It is important to make a distinction between the nor-
mative and analytical aspect of the solution. The former tries to ensure that
paradoxes will not emerge. The latter tries to explain paradoxes. Of course,
the practical aspect of the solution is also important. It tries to ensure a
good framework for logical foundations of knowledge, for related problems
in Artificial Intelligence and for the analysis of the natural language.

Tarski’s analysis emphasized the T-scheme as the basic intuitive princi-
ple for the concept of truth, but it also showed its inconsistency with the
classical logic. Tarski’s solution is to preserve the classical logic and to re-
strict the scheme: we can talk about the truth of sentences of a language
only inside another essentially richer metalanguage. This solution is in har-
mony with the idea of reflexivity of thinking and it has become very fertile
for mathematics and science in general. But it has normative nature —
truth paradoxes are avoided in a way that in such frame we cannot even
express paradoxical sentences. It is also too restrictive because, for the same
reason we cannot express a situation in which there is a circular reference
of some sentences to other sentences, no matter how common and harmless
such a situation may be.

Kripke showed that there is no natural restriction to the T-scheme and
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we have to accept it. But then we must also accept the riskiness of sentences
— the possibility that under some circumstances a sentence does not have
the classical truth value but it is undetermined. This leads to languages
with three valued semantics. Kripke did not give any definite model, but he
gave a theoretical frame for investigations of various models — each fixed
point in each three valued semantics can be a model for the concept of truth.
The solutions also have normative nature — we can express the paradoxical
sentences, but we escape a contradiction by declaring them undetermined.
Such a solution could become an analytical solution only if we provide the
analysis that would show in a substantial way that it is the solution that
models the concept of truth.

Kripke took some steps in the direction of finding an analytical solution.
He preferred the strong Kleene three valued semantics for which he wrote
it was ”appropriate” but did not explain why it was appropriate. One
reason for such a choice is probably that Kripke finds paradoxical sentences
meaningful. This eliminates the weak Kleene three valued semantics which
corresponds to the idea that paradoxical sentences are meaningless, and thus
indeterminate. Another reason could be that the strong Kleene three valued
semantics has the so-called investigative interpretation. According to this
interpretation, this semantics corresponds to the classical determination
of truth, whereby all sentences that do not have an already determined
value are temporarily considered indeterminate. When we determine the
truth value of these sentences, then we can also determine the truth value
of the sentences that are composed of them. Kripke supplemented this
investigative interpretation with an intuition about learning the concept
of truth. That intuition deals with how we can teach someone who is a
competent user of an initial language (without the predicate of truth T')
to use sentences that contain the predicate 7. That person knows which
sentences of the initial language are true and which are not. We give her
a rule to assign the 7' attribute to the former and deny that attribute to
the latter. In that way, some new sentences that contain the predicate of
truth, and which were indeterminate until then, become determinate. So
the person gets a new set of true and false sentences with which he continues
the procedure. This intuition leads directly to the smallest fixed point of
strong Kleene semantics as an analytically acceptable model for the logical
notion of truth. However, since this process is usually saturated only on
some transfinite ordinal, this intuition, by climbing on ordinals, increasingly
becomes a metaphor.

This thesis is an attempt to give an analytical solution to truth para-
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doxes. It gives an analysis of why and how some sentences lack the classical
truth value. The starting point is basic intuition according to which para-
doxical sentences are meaningful (because we understand what they are
talking about well, moreover we use it for determining their truth values),
but they witness the failure of the classical procedure of determining their
truth value in some “extreme” circumstances. Paradoxes emerge because
the classical procedure of the truth value determination does not always
give a classically supposed (and expected) answer. The analysis shows that
such assumption is an unjustified generalization from common situations
to all situations. We can accept the classical procedure of the truth value
determination and consequently the internal semantic structure of the lan-
guage, but we must reject the universality of the exterior assumption of a
successful ending of the procedure. The consciousness of this transforms
paradoxes to normal situations inherent to classical procedure. Some sen-
tences, although meaningful, when we evaluate them according to the clas-
sical truth conditions, the classical conditions do not assign them a unique
value. We can assign to them the third value, “undetermined”, as a sign of
definitive failure of the classical procedure. An analysis of the propagation
of the failure in the structure of sentences gives exactly the strong Kleene
three valued semantics, not as an investigative procedure, as it occurs in
Kripke, but as the classical truth determination procedure accompanied by
the propagation of its own failure. An analysis of the circularities in the
determination of the classical truth value gives the criterion of when the
classical procedure succeeds and when it fails, when the sentences will have
the classical truth value and when they will not. It turns out that the
truth values of sentences thus obtained give exactly the largest intrinsic
fixed point of the strong Kleene three valued semantics. In that way an ar-
gumentation is given for that choice among all fixed point of all monotone
three valued semantics for the model of the logical concept of truth. An
immediate mathematical description of the fixed point is given, too. It has
also been shown how this language can be semantically completed to the
classical language which in many respects appears a natural completion of
the process of thinking about the truth values of the sentences of a given
language. Thus the final model is a language that has one interpretation
and two systems of sentence truth evaluation, primary and final evaluation.
The language through the symbol T" speaks of its primary truth valuation,
which is precisely the largest intrinsic fixed point of the strong Kleene three
valued semantics. Its final truth valuation is the semantic completion of
the first in such a way that all sentences that are not true in the primary
valuation are false in the final valuation.
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