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RESUMO

Proofs and refutations é uma das obras mais importantes do filésofo
hdngaro Imre Lakatos (1922-1974) e seu tema principal é a avaliagdo do progresso
da matematica; o texto é estruturado como uma narrativa ficcional com o recurso
literario de um conjunto de didlogos envolvendo um professor e seus alunos
debatendo sobre o teorema de Euler a respeito de poliedros, suas provas e
contraexemplos. Esta pesquisa tem enfoque nas ideias de Lakatos sobre o
crescimento da matematica em uma perspectiva heuristica e esta organizada em trés
partes. A primeira tem como objetivo apresentar breves informacdes biograficas sobre
0 autor e comentarios sobre as caracteristicas singulares desta sua producao, bem
como os detalhes de sua formagcdo, com destaque para o historicismo e o
refutacionismo; na segunda, € apresentada uma reconstrucdo da obra original,
acrescida de comentarios. Finalmente, tomando uma posi¢cao mais afastada do texto,
guestdes filosoéficas substanciais séo tratadas, tais como a verdade na matematica, a
heuristica como método de descoberta cientifica e o papel das provas e refutagdes no

progresso dessa atividade humana em desenvolvimento, chamada matematica.

Palavras-chave: Provas. Refutacfes. Heuristica.



ABSTRACT

Proofs and Refutations is one of the most important works of the hungarian
philosopher Imre Lakatos (1922-1974) and its main topic is the progress evaluation of
mathematics. The text is structured as a ficcional story told with the literary resource
of a dialogues set involving a teacher and his pupils arguing about the Euler theorem
about polyhedra, its proofs and counterexamples. Our research focused in Lakatos
ideas about the growth of mathematics in a heuristic perspective and has been set up
in three parts. In the first one, aimed to present brief biographical informations about
the author and comments about the singular characteristics of this writings of his,
joined with details of his intellectual instruction, highlighting historicism and
refutationism; in the second one, we sought to present a reconstruction of the original
work, joined with comments. Finally, taking a stand somewhat far from the text, we
selected and explored substantial philosophical questions concerning the truth, the
heuristic as a method of science discovery and the role of the proofs and refutations

on the progress of this human activity called mathematics.

Keywords: Proofs. Refutations. Heuristic.
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1 INTRODUCAO

A obra Proofs and Refutations de Imre Lakatos (1922-1974) é um trabalho
publicado inicialmente como uma série de artigos no perioddico da sociedade britanica
de Filosofia da Ciéncia! e foi o resultado dos estudos do filésofo hlingaro nos primeiros
anos do periodo em que trabalhou em Londres. O texto e seu autor tém caracteristicas
gue os tornam relevantes para um estudo no ambito da Filosofia da Matematica ou da
Historia da Matemética sob um viés filosoéfico.

Imre Lakatos teve sua formacdo académica original em filosofia em
universidades da Hungria, recebendo influéncia de autores ligados ao marxismo, tais
como Gyodrgy Lukacs. Possivelmente, seu interesse pela filosofia da matemética foi
influenciado pelos seminarios ministrados pelo fil6logo Arpad Szabé, cuja pesquisa se
dedicava ao surgimento da geometria ha Grécia antiga.

Com uma formacdo académica completa e tendo vivido experiéncias na
politica de seu pais, Lakatos iniciou a segunda fase de sua vida, aproveitando uma
oportunidade de estudos na Inglaterra, sendo que a instituicdo em que realizou suas
atividades (London School of Economics) era justamente aquela em que atuava Karl
Popper e seu ingresso ocorreu quase simultaneamente a publicacdo da versdo em
inglés de “A Logica da Pesquisa Cientifica”.

O espirito do tempo no departamento de Filosofia da LSE no inicio da segunda
metade do século passado era uma consequéncia desta relevante obra de Popper,
que passou a orientar debates e definir classificagdes de abordagens; indutivismo
versus falibilismo, verificagdo versus corroboracao, racionalismo versus historicismo
(ou, para alguns popperianos, racionalismo versus irracionalismo)..

Neste efervescente cenario Lakatos comegou a expor suas ideias que, ao
mesclar — como ele mesmo diz — “ideologias aparentemente incompativeis”,
conseguem ser de tal forma que seus criticos o classificam, ao mesmo tempo, como

adepto e opositor dos autores que o influenciaram.

1 The British Journal for the Philosophy of Science, fundado em 1950. Atualmente, a sociedade esta
situada no prédio da London School of Economics and Political Science (LSE) que recebeu 0 home de
Lakatos.<https://www.disabledgo.com/access-guide/london-school-of-economics/the-lakatos-building>
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Sua visao a respeito da matematica é distinta das que buscam estabelecer
fundamentos e uma ontologia seguros para dar sustento ao desenvolvimento dos
teoremas e demonstracfes. Considerava um desperdicio a empreitada de qualquer
escola dogmética, tais como a logicista ou a formalista. Para ele, a formacao de
conceitos validos em uma teoria ndo deve descartar o componente humano que pode
ser avaliado pela reconstrucédo do processo evolucionario nas a¢cées da comunidade
dos matematicos.

Por outro lado, nédo l|he agradava uma visdo que interpretava o
desenvolvimento da matematica somente do ponto de vista psicoldégico ou sécio-
histérico; todos os estagios devem sempre ser considerados a partir da razdo, mesmo
agueles em que a teoria esta em sua formulacdo ingénua e néo formalizada.

Trazendo o falibilismo para o terreno da Matematica (considerada por varios
autores como um modelo da verdade inabalavel), enquanto buscava racionalizar a
acao de descoberta (que muitos relegavam a psicologia), o texto de Proofs and
Refutations tem como tema central a evolucédo do conhecimento matematico.

Apesar de ser um estudo de caso sobre um teorema geomeétrico e de suas
demonstracdes, a questdo tem um escopo mais geral se formulada da seguinte
maneira: “como se da o progresso na Matematica?”.

Para responder a pergunta, em qualquer das formulacdes, se faz necessério
definir o que € Matematica e estabelecer um critério de avaliagcdo do que nela se pode
chamar de progresso. Uma defini¢do clara sobre o que € a Mateméatica ndo é uma
tarefa tdo facil de cumprir, embora, como afirma Hacking (2014), ndo s6 para o publico
em geral, mas até para os cientistas e fildsofos, a Matematica seja tomada como certa
e pareca dispensar explicacao.

“Apenas a experiéncia ativa em matematica pode responder a questao: o que
€ matematica?” (Courant e Robbins, 1996), dizem aqueles que a percebem como “um
trabalho humano, portanto, com falhas e deficiéncias” (Langlands, 2010). Para
Lakatos (1963), a “atividade matematica é atividade humana... Mas a atividade
matematica aliena-se da atividade humana que a produziu e torna-se um organismo
Vivo e crescente”.

Ja que ndo ha uma definicdo clara e distinta para “Matematica” que seja
atraente para todas as linhas de pensamento que a estudam, haveria ao menos um

critério para mensurar seu progresso?
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Um elemento presente em qualquer estudo a respeito da matematica é a
prova que tem como entendimento usual uma sequéncia de sentencas, escritas com
simbologia adequada e encadeamento l6gico. Lakatos adota a analise da evolucao
das provas matematicas como uma forma de avaliacdo do crescimento do
conhecimento, incorporando, no processo de elaboracéo e aperfeicoamento da prova
os contraexemplos (ou falseadores heuristicos, para usar sua terminologia).

Assim que se apresenta uma tentativa de demonstracdo de uma proposicao
matematica, refutacdes a conjectura (contraexemplos globais) ou as etapas da prova
(contraexemplos locais) podem ocorrer. Lakatos considera que um método que
incorpore a heuristica (tal como ensinada por seu conterraneo Gyorgy Pdlya) nao
pode admitir estratégias que busquem apenas o impedimento ou 0 ajuste dessas
anomalias, valendo-se de modificacdes no dominio ou das redefinicbes restritivas de
conceitos.

Tecendo uma reconstrucdo do desenvolvimento historico das provas do
teorema de Euler para poliedros (sobre a relacdo existente entre a quantidade de
vertices, faces e arestas), o texto de Lakatos trata de temas caracteristicos da Filosofia
da Matematica, como a questdo da verdade, do rigor, do incremento de contetdo e
da formacé&o de conceitos.

O presente estudo que apresentamos sobre uma obra central de Imre Lakatos
em seu programa filoséfico dedica-se a duas propostas: primeiro, realizar uma
reconstrucdo compreensivel do texto original capaz de oferecer as ideias mais
importantes tanto para um leitor que pretenda iniciar a leitura como para aquele que
tenha tido contato ha algum tempo e queira dele recordar-se, e, em segundo lugar,
discorrer sobre temas selecionados de forma mais abrangente, de forma a situar as
propostas lakatosianas no cenario da Filosofia da Matemaética.

Sobre a estrutura do trabalho, optou-se pela divisdo em trés partes, permitindo
inicialmente um procedimento mais exegético e depois uma perspectiva mais ampla,
em conformidade com os objetivos descritos acima.

A primeira parte traz uma breve biografia, considera¢cfes sobre a importancia
da obra no conjunto das produ¢cdes académicas do autor e uma sec¢éo destinada a
apresentar as “fontes ideoldgicas” controversas assumidas pelo filosofo hungaro:
Popper, Hegel e Pdlya.

A segunda parte traz comentarios de cada uma das secbes de Proofs and

Refutations, a saber:
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Experimento mental (quasi-experimento): descricdo da demonstracdo feita
por Cauchy em 1811 para o Teorema de Euler-Descartes, constituida por trés lemas.

Criticas a demonstracao: primeiros questionamentos a respeito dos lemas da
demonstracdo que ja levam a ajustes em seus enunciados.

Estratégia da rendicdo: questdes sobre o conceito de prova matematica e
sobre a interpretacdo dada por distintas escolas da Filosofia da Matematica.

Estratégia do impedimento de monstros: ao serem identificados
contraexemplos que contrariam o teorema estabelecido, matematicos podem adotar
acdes gque rejeitem tacitamente as anomalias. Percebe-se a necessidade de se
aperfeicoar definicdes (ou mesmo enuncia-las pela primeira vez).

Estratégia de impedimento de excecdes: reformulacdo do enunciado da
conjectura original para definir um dominio de validade restritivo. E colocado em
questao aqui o principio de “provas definitivas”, fundamental as escolas logicista e
formalista.

Estratégia do ajuste de monstros: a partir de uma interpretacéo diferente e da
reformulacdo de definicdes, alguns contraexemplos poderiam ser reexaminados e
passariam a fazer parte do conjunto de objetos para 0s quais o0 teorema e sua prova
séo vélidos.

Aperfeicoamento da conjectura pelo método da incorporacéo de lema: andlise
das excecdes e contraexemplos e incorporacédo dos lemas no proprio enunciado do
teorema para garantir sua validade para o conjunto de poliedros desejado. E nesse
ponto que Lakatos apresenta sua proposta que emprega as refutacdes como
elementos imprescindiveis para a reformulacdo da conjectura inicial.

A aplicacdo deste método € base para questdes sobre a dinamica dos valores
de verdade (e falsidade) em um sistema empirico ou em um sistema dedutivo e sobre
a relagcao entre a proposicado de um teorema e sua prova.

Critica da analise de prova por contraexemplos que sao globais, mas nédo
locais. O problema do rigor: Tendo definido uma classificacdo dos contraexemplos, o
método de incorporacdo de lema € rebatizado (uma primeira vez) para “método de
prova e refutagcdes” e descrito como um conjunto de regras heuristicas que visam
analisar os contraexemplos, esclarecer os lemas ocultos e reescrever o enunciado

para eliminar os contraexemplos criticos.
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E destacada a importancia das refutagbes como motor para o
aperfeicoamento do teorema e de sua prova. A légica da descoberta é descrita como
um procedimento racional e que ndo necessita ser baseado no psicologismo.

Prova versus analise de prova. O relativismo dos conceitos de teorema e rigor
na analise de prova: Em uma reconstrucdo historica, Lakatos discute o rigor
matematico e o impacto de sua busca no século XIX, especialmente por Weierstrass
e Cantor. Relata as incursdes dos indutivistas, logicistas e estruturalistas nesse campo
de batalha e apresenta sua alternativa apoiada em uma abordagem falibilista.

Critica da prova por contraexemplos que sado locais, mas nao globais. O
problema do conteddo: ApGs apresentar outras provas do teorema (de Gergonne e
Legendre), o método € finalmente denominado “método de provas e refutagcdes”, com
a inclusdo de outra regra heuristica que, partindo da andlise das refutacbes, pode
levar a proposi¢éo de novas demonstracdes que ampliem o conteudo.

Baseado em um estudo de Pdlya, nesta secdo se investiga o processo de
intuicAo e raciocinio que retira de um conjunto de dados e observacfes uma
conjectura ingénua, e sugere o exercicio de um experimento mental que da inicio ao
meétodo de provas e refutagdes.

Formacdo de conceitos: Fazendo uma revisdo de todas as estratégias
apresentadas até se chegar ao método de provas e refutacdes, Lakatos sugere que
assim como a demonstracdo é aprimorada, 0s conceitos também o sdo e, mais
drasticamente, propde que a linguagem utilizada para se falar sobre essas ideias e
demonstracdes € igualmente modificada a cada refutacao.

Como a critica pode tornar verdade matematica em verdade logica:
Apresentando lado a lado o que chama de interpretacdo justificacionista e
interpretacao critica, o tema desta sec¢éo € a verdade de uma proposicdo matematica.
A primeira interpretacdo busca uma verdade definitiva, precisa e absoluta; a segunda
€ mais maledavel, aceitando que ha um crescimento constante dado pelo procedimento
heuristico.

Na terceira etapa do trabalho, encontram-se os temas selecionados para
discusséo, sempre visando identificar qual é sua importancia no método de provas e
refutacfes de Lakatos e, em contrapartida, qual é o impacto de um programa com viés

heuristico em seu estudo.
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A escolha das questdes tratadas nesta terceira parte adotou o sentido
contrario do desenvolvimento de Proofs and refutations (e, consequentemente, da
ordem assumida na primeira parte do trabalho), assim temos as seguintes secdes:

Verdade matemaética: observando as concepcfes a respeito dos entes
matematicos ao longo da historia, sdo identificados dois modelos principais para a
avaliacao do progresso da matematica atual, o euclidiano e o kantiano.

Heuristica: o conceito de heuristica, obtido da teoria de Polya € aperfeicoado
por Lakatos como uma possivel racionalizacdo do processo de descoberta na
matematica. Trata-se também da influéncia de uma metodologia heuristica na
formacédo dos conceitos matematicos.

Rigor: o desejo dos matematicos de manter o rigor em suas provas € avaliado,
principalmente no periodo apds a criacdo do calculo infinitesimal. Esta se¢éo faz uso
de ideias apresentadas nas sec¢des Verdade matematica e Heuristica, pois a
classificacdo de um sistema como rigoroso esté atrelado ao critério de verdade que
se estabelece e, se esta construcdo de um sistema dotado de rigor for interpretada
como um processo heuristico, deve ser definido um parametro para avaliar seu
sucesso. O incremento de conteldo, que também estabelece conexdo com a ideia de
uma evolucdo constante na formagdo de conceitos serve como parametro para tal
avaliacao.

Experimentos mentais: retoma o ponto de partida do texto de Lakatos e esta
dedicada aos processos de enunciar, provar e refutar uma conjectura. Primeiro é
reforcado 0 argumento que avalia negativamente, em um processo que pretende
avancar o conhecimento da Matematica, as estratégias que excluem tacitamente os
contraexemplos do dominio do teorema ou que meramente procuram ajusta-lo com
sentencas ad hoc.

O binémio prova-refutacéo e sua participacdo no progresso da matematica é
objeto da se¢do que encerra o estudo, interpretado com o auxilio das ideias da anélise

(e sintese) de Pappus e Descartes.
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2 O AUTOR E SUA OBRA

2.1 IMRE LAKATOS (1922-1974)

Imre Lipsitz nasceu em 9 de novembro de 1922, na cidade de Debrecen,
Hungria, em uma familia de cultura judaica. A situagéo politico-social na época de sua
juventude era marcada pelas consequéncias da 12 Guerra Mundial: a Hungria havia
sofrido reducao de dois tercos de seu territério e populacdo, em 1920, nos termos do
Acordo de Trianon.

Com a eclosao da 22 Grande Guerra, a Hungria lutou contra os soviéticos,
estabelecendo uma alianca com a Alemanha que era vista, num primeiro momento,
com esperanca por parte da populacdo. No entanto, as restricdes econdmicas, o
massacre dos soldados hungaros e o descontentamento gerado por condutas
antissemiticas levaram lideres hingaros a buscar pactos secretos com os aliados que,
guando descobertos, foram 0 motivo da agressiva invaséo nazista, em 1944.

Varios amigos e familiares (inclusive a mée e a av0) de Lakatos foram presos
e deportados, vindo a morrer em campos de concentracdo como o de Auschwitz.
Lakatos ndo teve o mesmo destino, pois se escondeu sob uma identidade falsa (Tibor
Molnar), enquanto atuou em um grupo de resisténcia comunista.

Apos a “libertagcao” do territério hungaro pelo exército russo, em 1945, efetuou
uma segunda mudanca de nome, adotando o nome Imre Lakatos. Provavelmente a
escolha do nome foi uma homenagem ao General Géza Lakatos, lider de uma agéo
contra o entéo primeiro ministro D6me Sztéjay, um fantoche dos nazistas, responsavel
por diversas agressdes aos judeus hungaros. Nesta época, Lakatos alterou néo
somente seu home, como sua crenga, tendo se convertido para o cristianismo de
inclinagao calvinista (WORRALL, 1974).

No ambito politico, atuou em grupos marxistas considerados subversivos
durante a Segunda Guerra e, depois de 1945, tornou-se um membro ativo do novo
partido comunista que passara a exercer o governo da republica hungara. De acordo
com Long (2002, p. 271), Lakatos “era conhecido nos altos escalbes e designado para
trabalhos relevantes do partido. Sem duvida, seus esfor¢cos de recrutamento, seu
brilho, sua dedicagdo e sua energia foram suficientes para que ele fosse notado

naqueles primeiros meses da organizacdo comunista na Hungria.”
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Em 1947, passou a ocupar um cargo no Ministério da Educacdo com a
responsabilidade de realizar uma reforma democrética da educacao superior e zelar
pelas politicas de cultura do partido comunista. Neste periodo foi orientado pelo
filosofo Gydrgy Lukacs e publicou textos sobre politica e literatura.

Teve contato, em 1949, com membros da Universidade de Moscou e, em
1950, foi detido, acusado de revisionismo, tendo permanecido preso por quatro anos.
O motivo exato de sua prisdo nao é claro, mas certamente o comportamento de
Lakatos lhe rendeu inimigos dentro do proprio partido (MOTTERLINI, 2002).

No que diz respeito a sua formacao académica, estudou Matemética, Fisica e
Filosofia na Universidade de Debrecen. Apds a Guerra, completou seus estudos no
E6tvos Collegium, em Budapeste.

Em 1956, deixou a Hungria em direcdo a Viena e, em 1957, com
financiamento da fundacdo Rockefeller, iniciou seu doutoramento no King’s College,
sob a orientacéo do professor R. B. Braithwaite. Obtendo seu titulo de Ph.D. em 1960,
passou a trabalhar na London School of Economics (LSE), onde permaneceu até o
dia 2 de fevereiro de 1974, quando faleceu, vitima de um ataque cardiaco.

A respeito da figura humana de Lakatos, destacamos o comentario do seu
colaborador e colega John Worral que, no primeiro paragrafo do obituario publicado
no periédico Journal for General Philosophy of Science, diz que, com o falecimento de
Imre Lakatos, “0 mundo intelectual perdeu ndo apenas um filésofo importante e
influente como também um ser humano excepcional.” (WORRAL, 1974, p. 211)

Em relacdo a sua pesquisa e producéo, tanto o programa de Filosofia da
Matematica iniciado em 1961 como sua metodologia na Filosofia da Ciéncia foram,
infelizmente, prejudicados de forma abrupta por sua morte, como indica 0 mesmo
Worral:

Imre Lakatos deixa para trds uma quantidade de material inédito e um
conjunto de planos de réplicas para responder a alguns de seus criticos
(como Kuhn, Feyerabend e Toulmin, pois a metodologia de Lakatos se tornou
um dos pontos focais do debate na filosofia da ciéncia) e eventualmente
aplicar suas ideias metodoldgicas a outros campos. Felizmente ele também
deixa para tras (e foi desta conquista que ele estava mais orgulhoso) um
prospero programa de pesquisa, na London School of Economics e em outros
lugares, constituido por jovens eruditos empenhados em desenvolver e
criticar suas ideias estimulantes e aplica-las em novas areas. (WORRAL,
1974, p. 217)
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Considerando o trabalho de Lakatos na Filosofia da Matematica, destacamos

a publicacdo Proofs and Refutations que €, na proxima sec¢dao, identificada como linha

mestra do pensamento do fildsofo ao longo de quase duas décadas de sua atividade

académica.

2.2 PROOFS AND REFUTATIONS

2.2.1 LOCALIZAGAO NO AMBITO DA PRODUGAO BIBLIOGRAFICA DE LAKATOS

Com o intuito de situar a obra Proofs and Refutations no ambito da producéo

bibliografica de Lakatos, apresentamos uma selecdo de seus trabalhos, realizados

apos sua mudanca para a Inglaterra, em seus estudos de doutoramento e como

professor na LSE, extraidos da coletanea feita por Kutrovatz (2008).

(1)
(@)
3)
(4)

(5)
(6)
(7)
(8)
(9)
(10)
(11)
(12)
(13)

(14)
(15)

(16)

(17)

1961  Essays in the Logic of Mathematical Discovery

1962 Infinite Regress and Foundations of Mathematics

1963—-4 Proofs and Refutations

1966  Cauchy and the Continuum: the Significance of Non-Standard Analysis
for the History and Philosophy of Mathematics

1967 A Renaissance of Empiricism in the Recent Philosophy of Mathematics
1967 (ed.) Problems in the Philosophy of Mathematics

1968  Criticism and the Methodology of Scientific Research Programmes
1968 Changes in the Problem of Inductive Logic

1968 (ed.) The Problem of Inductive Logic

1970 Falsification and the Methodology of Scientific Research Programmes
1970  Criticism and the Growth of Knowledge (ed. com A. Musgrave)

1971  The History of Science and its rational reconstructions

1974  Popper on Demarcation and Induction (um capitulo de The Philosophy
of Karl Popper editado por P. A. Schilpp).

1974  Science and Pseudoscience.

1976  Proofs and Refutations: The Logic of Mathematical Discovery, editado
por J. Worrall e E.G. Zahar.

1976  Why did Copernicus’s programme supersede Ptolemy’s? com
colaboracao de E.G. Zahar.

1978 The method of analysis-synthesis.
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A obra Proofs and Refutations (3), foi publicada como um artigo, dividido em
guatro partes, no British Journal for the Philosophy of Science, respectivamente nos
meses de maio, agosto e novembro de 1963 e fevereiro de 1964, contendo partes de
seu trabalho de doutoramento intitulado Essays in the Logic of Mathematical Discovery
(1), produzido no King’s College da Universidade de Cambridge, no periodo de 1956
a 1959, sob a supervisédo do Prof. Richard Bevan Braithwaite.

Lakatos pretendia organizar conteudos de sua tese e outros artigos para a
publicacdo de um livro e, no verdo de 1973, discutiu com seus colegas Elie Zahar e
John Worrall os projetos para tal obra que, infelizmente, ndo conseguiu executar antes
de sua morte.

Zahar e Worral assumiram entdo a tarefa e, em 1976, foi impresso, sob o titulo
Proofs and Refutations: the Logic of Mathematical Discovery (15) o trabalho em que
foi acrescido ao texto publicado em 1963-64 um complemento baseado nos capitulos
ainda ndo publicados de sua tese, além de comentarios dos editores.

Os incrementos ao texto original de 1963-64 contemplam outra prova do
teorema de Euler-Descartes de autoria de Poincaré com o emprego de algebra
vetorial, além de um estudo de caso com a aplicacdo do método de provas e
refutacfes a um teorema de Cauchy no ambito de andlise real.

A respeito das demais producdes listadas anteriormente, seguem breves
sinopses, considerando suas relagbes com Proofs and Refutations no
desenvolvimento das ideias de Lakatos.

O artigo Infinite Regress and Foundations of Mathematics (2) discute uma
guestdo epistemoldgica presente no debate entre dogmaticos e céticos sobre a
possibilidade de se estabelecer simultaneamente o absoluto sentido e a plena verdade
na Mateméatica. Lakatos inicia o estudo pelo argumento cético da regressao infinita
gue indaga:

Como pode a filosofia da matematica ainda alegar que na matematica temos
ou deveriamos ter conceitos exatos? [...] E mesmo assumindo os conceitos
‘exatos’, como provar que uma proposicao é verdadeira? Significado e
verdade podem somente ser transferidos, mas néo estabelecidos. Mas se é
assim, como podemos saber? (LAKATOS, 1997b)

As tentativas de solucdo dada pelo logicismo, indutivismo ou pela meta-

mateméatica pretendem interromper a regressdo infinita pela formulacdo de
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“fundamentos da matematica” que permitiriam ao ser humano, por suas capacidades
intelectuais, ser capaz de conhecer as verdades matematicas.

Lakatos identifica nas atividades dos matematicos e fildsofos que trabalharam
no esforco de estabelecer definitivamente os fundamentos da Matemética um
exercicio racional em que estédo presentes algumas das estratégias de argumentacao
exploradas também em Proofs and Refutations, como o “impedimento de monstros” e
a busca por esclarecer os lemas ocultos.

Em suas criticas, Lakatos indica que a regressao infinita € irremediavel e
sugere como alternativa uma abordagem mais flexivel que incorpore o falibilismo, sem
gastar esfor¢cos na perseguicao de uma base ultima e definitiva.

Esse tema é retomado de forma abreviada na introducdo de P&R quando
apresenta explicitamente que seu objetivo € “desafiar o formalismo matematico” e
propor que “a Matematica ndo cresce pelo incremento monétono de teoremas
indubitaveis, mas pela incessante evolucao de conjecturas, pela especulacéo e pela
critica.” (LAKATOS, 1977, p. 5)

Cauchy and the Continuum (4) € uma aplicacdo do meéetodo de provas e
refutacbes e da estratégia de uma reconstrucao racional do desenvolvimento do
conceito de convergéncia uniforme de fun¢ées nos trabalhos de Cauchy e Weierstrass
e, como ja mencionado, foi incorporado na publicacdo de Proofs and Refutations: the
Logic of Mathematical Discovery (15).

A definicdo da Matematica como uma ciéncia quasi-empirica e as
consequéncias dessa abordagem séo o tema de A Renaissance of Empiricism in the
Recent Philosophy of Mathematics (5), que detalha elementos ja apresentados em
P&R, como a analise de prova e os falsificadores ldgicos e heuristicos.

O artigo publicado postumamente The method of analysis-synthesis (17) traz
um epilogo de P&R, com discussdes sobre o papel da analise e da sintese em uma
revisdo da prova dada por Cauchy para o teorema de Euler para poliedros.

As publicacdes no periodo de 1968 a 1974 sdo mais facilmente relacionadas
as contribuicdes de Lakatos a Filosofia da Ciéncia (embora ele proprio talvez nao
ratificasse essa distingdo), quando divulgou sua Metodologia dos Programas de
Pesquisa Cientifica como uma alternativa ao irracionalismo e ao falsificacionismo
extremo.

Esta metodologia é apresentada no campo das ciéncias naturais e nao trata

explicitamente de Matematica, porém, em sua formulacdo ha elementos que também
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séo valiosos em Proofs and Refutations, como a reconstrucdo historica e métodos
como o “impedimento de monstros” e o “impedimento de excegdes”.

Por esse panorama da bibliografia de Lakatos, destacamos a relevancia de
Proofs and Refutations em sua proposta para a Filosofia da Matematica, que valoriza
a avaliacdo do crescimento do conhecimento matemético, com uma aplicacéo
inesperada de uma discussdo que se travava na Filosofia da ciéncia (falibilismo,
refutacdo etc.) a Matematica, que até entdo havia sido alvo, quase exclusivamente de

projetos fundacionistas ou psicologistas.

2.2.2 CARACTERISTICAS GERAIS

Proofs and Refutations é um texto com caracteristicas pouco usuais em um
ensaio filoséfico moderno e Kadvany classifica a obra como um Bildungsroman
(romance de formacéo), isto €, um género literario que

proporciona um modelo para acompanhar o desenvolvimento de um
personagem e simultaneamente pinta um quadro da cultura em que o heroi
obtém seus valores, habilidades e interesses. Ele nos conduz num caminho
educacional que comeca com um heréi ingénuo (ungebildet) e finaliza quando
este herai tiver alcancado certo nivel de maturidade através de experiéncias
cumulativas de formacéo de carater. (KADVANY, 1989, p. 32)

O herdi, neste caso, ndo é um individuo, mas uma conjectura matematica: o
Teorema de Euler-Descartes, proposicao a respeito de poliedros que afirma que,
sendo V o numero de vértices, A o numero de arestas e F 0 numero de faces, vale a
relacdo V + F — A = 2. O ambiente em que esse personagem se encontra é o debate
em uma sala de aula ficticia em que o Professor (que ndo recebe um nome proprio)
dialoga com seus estudantes, identificados pelas letras do alfabeto grego (Alfa, Beta,
Gama etc).

Neste didlogo ficcional, as posicbes defendidas acerca da conjectura
matematica e de sua demonstracdo remetem a ideias de diversos matematicos e
escolas filosoficas. E, portanto, uma sala de aula frequentada por personagens que
possuem habilidades argumentativas similares as de Kepler, Euler, Cauchy, Poincaré
— e Lakatos afirma, com bom humor (uma caracteristica notavel na obra) que “esta
classe € assaz avangada.” (LAKATOS, 1963, p. 8)
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Outra caracteristica é a efusdo de detalhes apresentados nas notas de
rodapé? e Kiss (2006) concorda com Lakatos quando afirma que sdo essas
informacdes que contam a “histéria real” da Matematica, enquanto o dialogo dos
personagens na sala de aula da conta de realizar sua “reconstrugéo racional’.

As notas de rodapé séo utilizadas varias vezes ao longo do texto para indicar
gue na fala de um dos personagens ha uma reproducéo literal (ou quase) de uma
afirmacdo extraida de uma das fontes presentes nas referéncias bibliograficas. Por
exemplo, logo noinicio do didlogo, quando o Professor indaga se algum dos presentes
obteve uma prova para a conjectura sobre os poliedros, o aluno Sigma afirma que:

Eu devo admitir que ainda néo fui capaz de vislumbrar uma prova direta deste
teorema [...] No entanto, como a verdade tem-se estabelecido em muitos
casos, nao pode haver duvida de que ele é valido para qualquer sdlido.
Assim, a proposta parece ser satisfatoriamente demonstrada. (LAKATOS,
1977, p. 7)

Esta manifestacdo do aluno Sigma — conforme explica a nota de rodapé
associada — é uma reproducdo exata de um trecho da obra Elementa Doctrinae
Solidorum (Elementos da doutrina dos sélidos), de autoria de Leonard Euler, datada
de novembro de 1750.

Outro uso das notas de rodapé é indicar em que obras podem ser encontradas
as ideias defendidas por algum personagem. Por exemplo, a exclamagéao do aluno
Delta apds a primeira sugestao de prova feita pelo professor “Deve chama-lo, agora,
de Teorema. Nao ha mais nada conjectural a respeito disso” € associada, na nota de
rodapé, aos textos de matematicos que poderiam se identificar com a afirmacéo de
Delta:

A visdo de Delta de que esta prova estabelecera um ‘teorema’ além de
gualquer davida foi compartilhada por muitos matematicos no século XIX, por
exemplo Crelle [1826-27, I, pp. 668-671], Matthiessen [1863, p. 449],
Jonquieres [1890a, 1890 b]. Para citar uma passagem caracteristica: ‘Apos a
prova de Cauchy, tornou-se absolutamente indubitavel que a elegante
relacdo V+F=A+2 se aplica a todo tipo de poliedros, assim como Euler
declarou em 1752. Em 1811 toda a indecisdo deveria ter desaparecido’
Jonquieres [1890a, pp. 111-112]. (LAKATOS, 1977, p. 8)

2 Em uma carta constante do acervo de Lakatos na biblioteca da LSE, ha uma resposta de Gilbert Ryle,
editor da revista Mind acerca da submissé&o do texto de Proofs and Refutations dizendo que considerava
de “algum interesse” duas ou trés paginas que havia lido, mas com criticas severas a pratica de incluir
excessivas notas de rodapé.
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Com relacdo a estrutura de Proofs and Refutations, as quatro partes
publicadas de maio de 1963 a fevereiro de 1964, estao divididas em nove secdes,
cujos titulos estéo listados abaixo:

Um problema e uma conjectura.

Uma prova.

Critica da prova por contraexemplos que sé&o locais, mas nao globais.
Critica da conjectura por contraexemplos globais.

Critica da analise da prova por contraexemplos que séo globais, mas néao
locais. O problema do rigor.

Retorno a critica da prova por contraexemplos que sao locais, mas nao
globais. O problema do conteudo.

O problema do conteudo revisitado.

Formacéo de conceitos.

Como a critica pode tornar verdade mateméatica em verdade légica.

Nas duas primeiras se¢cbes sdo apresentados o teorema de Euler e a prova
de Cauchy, composta de trés lemas e classificada por Lakatos como um experimento
de raciocinio (ou um quasi-experimento).

Os contraexemplos que surgem sao classificados como locais quando
contrariam apenas um dos lemas (mas sem afetar a relagdo V + F- A = 2), e
globais quando afetam a conjectura inicial diretamente (de modo que a relacdo
V + F- A = 2 parece ndo mais se manter).

Assim, a secédo 3 trata dos contraexemplos locais e a secdo 4 dos globais,
relacionando entdo os procedimentos adotados, a partir dessas refutacdes, para a
manutencdo da validade da conjectura e da prova. Sao apresentadas, em viés critico,
algumas estratégias para lidar com os contraexemplos, como a estratégia da
desisténcia, do impedimento de monstros, da exclusédo por partes e de incorporagao
de lemas.

Na secao 5, o método de Lakatos é formulado, a partir da analise da prova e
dos questionamentos sobre o rigor e sobre a existéncia de lemas ocultos. Trata-se do
método que d4 nome a obra, com um conjunto de regras racionais para proceder,

partindo de uma conjectura inicial, em direcdo a um teorema aperfei¢coado.
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As secdes 6 e 7 analisam a relacdo entre a sofisticacdo da prova e o contetdo
dos teoremas, a presenca de caracteristicas indutivas e dedutivas no método de
Provas e Refutacdes e a classificacao dos contraexemplos em heuristicos ou l6gicos.

Questdes sobre a formacdo de conceitos sao contempladas na secéo 8, que
diferencia os conceitos originarios daqueles gerados pelas provas e sugere uma
analise critica da evolucéo dos conceitos pelas refutacdes.

A Ultima secdo tem o ambicioso tema da verdade ou, ainda, das verdades
matematica e légica, e avalia como o procedimento de ampliacdo de conceito pode

ser (til para a transicdo de uma para outra.

2.3 FONTES IDEOLOGICAS

A respeito das fontes, na introducéo de seu trabalho de Ph.D., que veio a se
tornar Proofs and Refutations, Lakatos traz a seguinte justificativa: “as trés maiores e
aparentemente incompativeis fontes ‘ideoldgicas’ da tese sédo a heuristica matematica
de Pdlya, a dialética de Hegel e a filosofia critica de Popper” (LAKATOS, apud
LARVOR, 1998). Na publicacdo de P&R, ele reforca: “este artigo deve ser lido no
contexto da revitalizagdo da heuristica matematica de Pdlya e da filosofia critica de
Popper.” (LAKATOS, 1963a, p. 1)

Em virtude dessa multiplicidade, ndo se identifica uma influéncia estrita, com
reproducdes intactas das ideias ou conceitos de cada um desses autores (Popper,
Hegel ou Pdlya), mas atributos oriundos dessa triade falseabilista-historicista-
heuristica.

Como parte importante do estudo da obra Proofs and Refutations, as proximas

sec¢les serdo dedicadas as peculiaridades de suas declaradas fontes.

2.3.1 RACIONALIDADE E REFUTAGCOES

Quando Lakatos chegou a Londres, em 1957, completava-se cerca de uma
década que Karl Popper havia se tornado professor da London School of Economics,
e mais de duas décadas da publicacdo de sua obra Logik der Forschung (A Logica da
Pesquisa Cientifica), estabelecendo as bases do racionalismo critico, que rejeitava as
propostas indutivistas e definia como parametro de demarcacéo da ciéncia o potencial

de falseabilidade.
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O trabalho de Popper ja havia se tornado uma referéncia importante nas
producdes e estudos filosoéficos, principalmente na Inglaterra, onde ja se identificava
a formacédo de um grupo de seguidores. Qual foi a influéncia de Popper e de suas
ideias sobre o desenvolvimento do recém-chegado professor hungaro a Londres?

Lakatos escreveria, anos mais tarde, em um capitulo que seria incluido na
coletanea sobre Popper editada por Schilpp, a seguinte declaracéo:

As ideias de Popper representam o desenvolvimento mais importante da
Filosofia do século XX. [..] Pessoalmente, minha divida com ele é
imensuravel; mais que qualquer um, ele mudou minha vida. Eu tinha cerca
de quarenta anos quando entrei no campo magnético de seu intelecto.
(LAKATOS, 1978, apud WATKINS, 2002, p. 4)

No periodo de 11 a 17 de julho de 1965, Lakatos foi um dos responséaveis pela
organizagdo do Seminario Internacional sobre Filosofia da Ciéncia de 1965, do qual
participaram Popper, Kuhn, Feyerabend, Carnap, dentre outros. Nas atas desse
evento foram incluidos dois artigos com o propoésito de defender as ideias de Popper
de ataques realizados por Carnap e Kuhn.

O motivo da discordancia de Carnap era o confronto de sua teoria da
confirmacdo com a teoria da corroboracéo de Popper e a defesa foi feita por Lakatos
no artigo intitulado Changes in the Problem of Inductive Logic. A questédo levantada
por Kuhn tinha outro aspecto e reivindicava que o desenvolvimento cientifico ndo se
fazia pelas refutacdes de teorias apOs experimentos criticos, mas por um sistema que
deveria assumir aspectos sociais, psicologicos e histéricos.

Nas reminiscéncias de Donald Gillies, que desenvolvia seus estudos de
doutoramento sob a orientacdo de Lakatos na época da realizacdo deste Seminario,
“tudo ia bem enquanto Lakatos escrevia contra Carnap, mas a defesa de Popper
contra Kuhn se tornou uma critica de Popper e o desenvolvimento de uma nova
abordagem do método cientifico.” (GILLIES, 2002, p.15)

A partir da analise dos pontos criticados, Lakatos prop6s uma alternativa que
pudesse garantir uma reconstrucao racional do desenvolvimento histérico da Ciéncia
(e, por consequéncia, da Matematica), definir claramente um critério de demarcacéo
e, ainda, estabelecer uma forma eficaz de avaliar o progresso. Surgia, entédo, a
Metodologia dos Programas de Pesquisa Cientifica.

As propostas de Lakatos para a Filosofia da Matematica, assim como para a
Filosofia da Ciéncia, ndo séo, portanto, meras reproducdes dos escritos de Popper.

Ha pontos de discordancia sensiveis em alguns aspectos, mas Watkins (2002, p. 4)
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avalia isso de forma positiva e diz que “a exposicdo de um grande equivoco do mestre
feita pelo discipulo € a seiva do progresso intelectual.” Sob essa dtica, Lakatos
procurava apresentar uma evolucédo das ideias de Popper no desenvolvimento de sua
propria filosofia.

Ao longo deste estudo serdo assinaladas as evidéncias do impacto das ideias
de Popper na obra de Lakatos, em especial em Proofs and Refutations, bem como os
pontos de dissonancia. Sobre as similaridades, uma verificacdo que se faz sem
nenhuma dificuldade é a coincidéncia do titulo dos artigos de Lakatos com o da obra
de Popper, também publicada em 1963, Conjectures and Refutations: the growth of
Scientific Knowledge, além da jA mencionada referéncia explicita nas introducdes
tanto de sua tese como de P&R.

A obra de Lakatos é muitas vezes® interpretada como um exercicio da
transposicao das ideias de Popper (dedicadas as ciéncias naturais) para a area da
Matematica, pelo uso do falibilismo, isto é, a percepcdo de que qualquer teoria
temporariamente aceita pode se revelar falsa ou, em outras palavras, de que nenhuma
é absolutamente e definitivamente certa.

A aplicacdo do falibilismo a matematica, por si sO, ja constitui um
desenvolvimento inovador da abordagem popperiana. De fato, na visao quase
unanime de filésofos e matematicos, das mais diferentes tendéncias, a matemética
era uma ciéncia dedutiva, estritamente ligada a logica e a certeza.

O proprio Popper acabou reconhecendo o nicleo de consonancia entre seu
trabalho e o de Lakatos quando disse que “o ponto principal que devo a filosofia da
matematica de Lakatos € que a matemética (e ndo somente as ciéncias naturais)
cresce por meio da critica de suposig¢des e robustas provas informais.” (POPPER,
1981, p.136)

O falibilismo de Lakatos contempla um desenvolvimento conceitual intrinseco,
j& que sua critica das provas contempla os contraexemplos e a producdo de novas

conjecturas para o aperfeicoamento da teoria inicialmente proposta. Uma teoria

3 Glas (2001) menciona que os seguintes autores (cujos trabalhos séo indicados) compreendem que a
obra de Lakatos tem um viés critico-falibilista: Anapolitanos, D. A. (Proofs and Refutations: A
Reassessment), Corfield, D. (Assaying Lakatos’s Philosophy of Mathematics), Ernest, P. (The Legacy
of Lakatos: Reconceptualizing the Philosophy of Mathematics) e Sherry, D. (On Mathematical Error)
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refutada ndo €& sumariamente descartada, mas ocupa um papel importante no

processo evolutivo.

2.3.2 DIALETICA E HISTORICIDADE

Larvor (1998) afirma que, em uma carta a Marx Wartofsky, Lakatos expressou
o desejo de se tornar o fundador de uma escola dialética na Filosofia da Matematica,
especialmente no sentido que é atribuido a essa expressédo no desenvolvimento de
conceitos, evoluindo de um inicio simplério para uma forma mais rica e sofisticada.

A dialética pode ser descrita como uma férmula de trés passos: tese, antitese
e sintese e, tratando-se de Proofs and Refutations, em que o mote central é o
aprofundamento conceitual gerado pela analise dos contraexemplos e das refutacdes,
a dialética ndo é meramente um recurso literario, como aponta Kadvany:

O raciocinio dialético ndo é apenas um ‘ornamento estilistico’ na filosofia
lakatosiana, ele nos mostra um processo educativo, a aventura intelectual do
Espirito Matematico, assim como a abordagem de Hegel na Fenomenologia
do Espirito. Quando contrasta os tratamentos dedutivista e heuristico para
resultados matematicos, Lakatos usa termos hegelianos: tese (conjectura
primitiva) - antitese (contraexemplos) - sintese (teorema aperfeicoado e
conceito gerado pela prova). (KADVANY, 1989, p. 29)

Apesar desse paralelo proposto por Kadvany e mesmo da apresentacao feita
por Lakatos das suas “fontes ideoldgicas”, Motterlini (2002) ressalta que nao se
localiza nos registros do fildsofo hungaro informacgfes sobre quais obras especificas
de Hegel o influenciaram. E certo, no entanto, que sua formac&o ainda na
Universidade de Debrecen, no periodo de 1940 a 1944, teve forte presenca das teorias
hegelianas identificadas em uma corrente académica marxista e grande influéncia na
Hungria e paises vizinhos.

Assim, o mais provavel € que Lakatos tenha assimilado elementos da filosofia
de Hegel indiretamente pelas obras de Marx, Lenin, Erik Molnar, Stalin e Béla
Fogarasi, estudadas durante sua permanéncia como aluno e posteriormente como
professor em escolas secundarias e no Instituto de Matematica em Budapeste,
conforme relata Ropolyi (2002). Foram também marcantes em sua formag¢ao marxista
(e consequentemente hegeliana) os debates travados com Arpad Szab6 e Gyorgy

Lukacs em seminarios de que participou.
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Assim como mencionado a respeito da influéncia sofrida pelo contato com
Popper, Lakatos ndo se tornou um mero propagador das ideias de suas fontes, mas
criou propostas proprias que chegam a causar conflito em temas centrais.

Por exemplo, notamos que Lakatos ndo concorda com a caracterizagdo da
Matematica feita pelo eminente fildsofo alemao na Fenomenologia do Espirito, como
um reino de proposicdes rigidas, inerte e sem vida. A Matematica, na interpretacao de
Lakatos, € originada na acdo humana e, de certa forma, ganha vida como ele afirma:

A Matematica, este produto da atividade humana, aliena-se da atividade
humana que a esteve produzindo. Ela torna-se um organismo vivo e
crescente que adquire certa autonomia da atividade que a produziu;
desenvolve suas proprias leis autbnomas de crescimento, sua propria
dialética. O matematico criativo genuino é apenas uma personificagdo, uma
encarnacdo destas leis que s6 podem se realizar na a¢cdo humana. Sua
encarnacao, no entanto, é raramente perfeita . (LAKATOS, 1977, p. 146)

Motterlini (2002) sugere, entdo, que a maior influéncia de Hegel identificavel
em Lakatos seria a capacidade de olhar para o processo de descoberta de uma forma
diferente, assumindo que o crescimento da Matematica, bem como da Ciéncia, ndo é
somente uma de suas caracteristicas: é sua propria esséncia.

Currie (1979, p. 336), em sua resenha de Proofs and Refutations, também
reconhece que, para Lakatos, a Matematica € bem diferente de um reino de verdades
estabelecidas, constituindo-se como resultado das intuicbes e suposices bem
sucedidas, ja que “na Matematica, nés nao sabemos, podemos somente supor, mas
algumas de nossas suposi¢cdes podem ser melhores, mais frutiferas que outras.”

A énfase na evolugao do conhecimento faz com que a filosofia lakatosiana
valorize os aspectos sociais e histéricos, como o proprio autor afirma na introducéo
do ensaio Historia da Ciéncia e suas Reconstru¢cdes Racionais, parafraseando Kant:

A filosofia da Ciéncia sem a Histdria da Ciéncia é vazia. A Hist6ria da Ciéncia
sem a Filosofia da Ciéncia é cega [...] este ensaio tem a intencéo de explicar
de que maneira a historiografia da ciéncia deveria aprender com a filosofia da
ciéncia e vice-versa. Demonstrar-se-a que: a) a filosofia da ciéncia fornece
metodologias normativas segundo as quais o historiador reconstréi a «histéria
interna» e desse modo fornece uma explicacdo racional do desenvolvimento
do conhecimento objetivo; (b) duas metodologias em competicdo podem ser
avaliadas com o auxilio da historia (interpelada normativamente); ¢) qualquer
reconstrucdo racional da histéria necessita de ser completada por uma
«histdria externa» empirica (sociopsicoldgica). (LAKATOS, 1970, p. 91)
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Esta percepcdo da histdria como instrumento de avaliagdo de teorias
cientificas é também uma faceta de sua formacdo académica original, que o fez
preferir a “racionalidade dialética” em oposicao a “mistificacao irracional”.

Seguindo o argumento adotado por Lakatos, a historia ndo deve ter o papel
de justificar uma teoria cientifica ou social, mas deve ser escrita e investigada
paralelamente a Filosofia, jA que pode servir como instrumento de avaliacdo do
progresso de teorias, a partir de estagios de elaboracao de hipoéteses, realizacdo de
testes e formalizacdo de um corpo de conhecimentos.

Koertge (1976) compara o papel das reconstru¢des histéricas da ciéncia —
como ferramentas para a pesquisa filosofica — a atividade de um arguedlogo que,
tendo em suas maos fragmentos de uma peca como um vaso Ou um manuscrito,
assume, baseado em teorias prévias, qual deveria ser o formato original do objeto e,
a partir destas premissas, procura unir os pedacos existentes ou mesmo produzir as
pecas que faltam para torna-lo completo novamente.

Ja4 que este processo de reconstrucdo do item arqueologico demanda
“interpolagdes ou idealizagdes, o historiador se baseia em uma atribuicdo minima de
racionalidade aos atores do passado e assume que suas acdes eram respostas
adequadas para os problemas enfrentados.” (KOERTGE, 1976, p. 360)

A historia deve, portanto, permitir que se percebam os padrdes de critica, de
defesas e mudancas de sistemas que visam explicar os fenbmenos e levar ao
reconhecimento de que o conhecimento é falivel e, consequentemente, refutavel.

Voltando a parafrase sobre as relagdes entre Filosofia e Historia da ciéncia
em geral (e da matematica, em particular), o filosofo deve preencher suas reflexdes
com o material que a investigacao histérica fornece, mas deve manter cautelosa
distancia, para ndo cometer o erro de considerar que uma teoria construida sobre
elementos histéricos, por mais robusta que seja, possa se tornar irrefutavel.

Ao observar o desenvolvimento da matematica por uma via histdrica, assim
como o arquedlogo ao juntar as pecas de um vaso antigo, o filésofo atua com bases
racionais para selecionar os eventos relevantes e construir uma narrativa coerente
gue mostre as conexdes desse processo evolutivo.

Para Lakatos (1971, p. 118), esta atividade ndo se restringe ao carater
descritivo ou externalista, mas deve se ocupar da escrita de uma “historia
normativamente interpretada” em que se possam identificar os “juizos normativos

basicos” dos cientistas.
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A histéria da ciéncia, assim como a dialética, sdo incorporadas, ha proposta
de Lakatos, em uma metodologia construida sobre uma versao do falibilismo e cujo

interesse primordial € a questdo do progresso cientifico.

2.3.3 HEURISTICA

O trabalho do filosofo da Matematica, para Lakatos, ndo € apenas observar o
produto final do processo de investigacdo e sua justificacdo, mas examinar todo o
desenvolvimento, em uma dialética influenciada pelas concepg¢fes da epistemologia
e da légica. Essa apreciacdo do processo de evolucdo do conhecimento é
possivelmente a maior evidéncia da influéncia de Gyorgy Pélya* sobre Lakatos.

Hegel e Popper, mencionados anteriormente, sS40 nomes celebrizados nos
textos de Filosofia e dispensam apresentacdes, mas consideramos que € merecida
uma descricdo minima sobre Polya.

Nascido em Budapeste, em 1887, ingressou ha Universidade desta cidade em
1905, sendo orientado para cursar Matematica e Fisica, apesar de ter demonstrado
interesse inicialmente pela Filosofia. Sua trajetéria de estudos avancados e pratica
docente passa por Viena, Géttingen e Zurique. Duas bolsas da Rockefeller Fellowship
o levaram a Inglaterra e aos EUA em 1924 e 1933, respectivamente.

Em 1940, forcado pela situacdo politica, encaminhou-se novamente para 0s
Estados Unidos, onde se estabeleceu até seu falecimento em 1985, atuando
principalmente na Universidade de Stanford, como professor titular e, posteriormente,
emérito, em diversas areas da Matematica tais como: combinatéria, probabilidade,
analise complexa e equacdes diferenciais parciais (O'CONNOR; ROBERTSON,
2002).

Sua producédo académica nao ficou restrita, porém, a aspectos da Matematica
em suas teorias e aplicagbes; pouco tempo antes de sua ida definitiva para os EUA,
escreveu um pequeno livro que acabou sendo publicado nos EUA em 1945 sob o titulo
de How to solve it.

Em poucos anos, esta obra de Pdlya, uma espécie de manual para a

resolucao de problemas, foi traduzido para mais de 17 linguas, superando um milhdo

4 E frequente encontrar a grafia ocidentalizada George Polya.
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de copias vendidas®. Um dos idiomas para os quais foi traduzido o livro de Pélya foi o
hingaro e este trabalho coube justamente a Imre Lakatos®.

Pdlya relata que uma das razdes pelas quais chegou a enfatizar o assunto
das descobertas matematicas e dos procedimentos a elas relacionados foi sua
formacé&o académica inicial:

Quando cheguei a matematica e aprendi algo sobre ela, pensei:[...] a prova
parece ser conclusiva, mas como as pessoas podem encontrar esses
resultados? A minha dificuldade em compreender a Matematica é: como isso
foi descoberto? (POLYA apud ALBERS e ALEXANDERSON, 2008, p. 256)

Pdlya afirma que duas foram as fontes que o levaram a se preocupar com a
importancia da descoberta: The Science Of Mechanics - A Critical and Historical
Account of its Development, de Ernst Mach e Regulae, de Descartes. O primeiro deles
pelo seu mote principal: “vocé ndo pode entender uma teoria se nao souber como ela
foi descoberta” e 0 segundo por ser, nas palavras de Pélya, uma obra sobre resolugao
de problemas que ndo é mencionada na histéria da Filosofia porque os historiadores
que escreveram sobre o fildsofo francés “ndo conheciam nada a respeito de resolugéo
de problemas” (POLYA apud ALBERS e ALEXANDERSON, 2008, p. 255).

A seguir, reproduzimos uma passagem em que Pdlya expbe a estrutura de
seu método heuristico, dedicado a resolucdo de problemas, com énfase na
Matemética:

- Compreenda o problema: Qual é a incégnita? Quais as condi¢des iniciais e
exigéncias de resolucao? Essas condi¢des séo suficientes para determinar a
incognita? Faca diagramas. Separe as varias partes das condi¢des.

- Estabeleca um plano: Descubra as conexdes entre os dados e a incégnita.
Se a conexdo imediata nao for possivel, pode ser necessario considerar
problemas auxiliares. Esse problema ja foi visto anteriormente? Ou um
problema ligeiramente diferente? E conhecido um problema relacionado? E
sabido um teorema (til para a resolu¢cdo? Ha um problema ja resolvido que
possua exata ou aproximadamente a mesma incognita? E possivel resolver
um problema relacionado (andlogo, mais geral ou mais especifico)? E
possivel resolver parte do problema? Todos os dados e condi¢cbes foram
utilizados?

- Execute o plano: Execute o plano estabelecido, passo a passo, com clareza
e correcdo em cada etapa.

5 No Brasil, foi publicado pela Editora Interciéncia sob o titulo A arte de resolver problemas em 1977,
com reimpressdes em 1986 e 1995, com traducado de Heitor Lisboa de Araujo (UFRJ).
6 Em hungaro publicado como A gondolkodas iskolaja (Hogyan oldjunk meg feladatokat?) em 1971.
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- Revise a solugéo: Examine a soluc&o obtida. E possivel checar o resultado?
A solucéo pode ser desenvolvida de uma forma diferente? O resultado ou o
método de resolucéo pode ser utilizado em outro problema? (POLYA, 1973,
pp. Xvi-xvii)

Outra peculiar influéncia de Gyorgy Pdlya sobre Lakatos foi a sugestdo de
usar o teorema de Euler-Descartes relacionado aos poliedros em seus estudos de
doutoramento. O proprio Pdlya ja o havia utilizado como um exemplo em seu livro
Induction and analogy in Mathematics (POLYA, 1954, v. |, pp. 35-43), tratando das
possiveis intuicdes matematicas que levaram a conjectura original.

Lakatos destaca em Proofs and refutations os elementos da heuristica, aqui
entendida como um conjunto de procedimentos mentais que reinem, organizam e
selecionam as informacdes para encontrar conjecturas e ideias plausiveis’, construir
demonstragdes e validar os resultados obtidos.

Este entendimento acerca da heuristica é claramente baseado em Pdlya, que,
explicando a heuristica moderna (isto €, aquela que havia desenvolvido) diz:

A heuristica moderna dedica-se a compreender o processo de resolugéo de
problemas, especialmente as opera¢des mentais tipicamente Uteis neste
processo. Ela tem varias fontes de informagéo, nenhuma das quais deve ser
negligenciada. Um estudo sério de heuristica deve levar em conta tanto o
aspecto légico como o psicoldgico, nao deve negligenciar o que autores mais
antigos como Pappus, Descartes, Leibniz e Bolzano tém a dizer sobre o
assunto, mas deve ainda menos negligenciar a experiéncia imparcial.
Experiéncia na resolucdo de problemas e experiéncia em ver outras pessoas
resolvendo problemas deve ser a base sobre a qual a heuristica é construida.
Neste estudo, ndo devemos negligenciar qualquer tipo de problema, e
devemos encontrar caracteristicas comuns na maneira de lidar com todos os
tipos de problemas; Devemos visar a caracteristicas gerais, independente do
assunto do problema . (POLYA, 1973, pp. 129-130)

Larvor (1998) comenta que este entendimento de heuristica se aproxima da
concepcao de uma ars inveniendi e o afasta da definicdo usual de um mero aparato

psicolégico para auxiliar a mente humana na compreensao de algo mais dificil.

" Polya diz que ha o raciocinio demonstrativo e o raciocinio plausivel. O primeiro € o que da sustento
as provas matematicas e é caracterizado por ser formal, rigido e definitivo. O raciocinio plausivel &, por
sua vez, fluido e incerto, mas é o que garante que, dentre um universo de suposic¢des, se faca a escolha
de buscar a prova de uma hipétese e ndo das demais. O raciocinio plausivel é, portanto, o que gera as
conjecturas que serdo submetidas aos experimentos.
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Popper ja salientava a distingdo entre o contexto de descoberta e o0 contexto
de justificacdo, isolando a producdo de conjecturas de seu desenvolvimento,
considerando que a producdo é um fenbmeno a ser analisado pelos psicologos e
sociologos e que interessa a Légica e a Filosofia somente a segunda etapa.

Lakatos, rejeitando o estabelecimento de uma racionalidade estatica como a
Unica possibilidade, que negligencia a existéncia de outras formas de inquiricéo légica,
encontrou similaridades de seu pensamento com as ideias de seu conterraneo:

Estudando os métodos de resolugdo de problemas, percebemos outra face
da Matematica. Sim, a Matematica tem duas faces: ela é a ciéncia rigorosa
de Euclides, mas também é algo mais. A Matematica apresentada da maneira
euclidiana parece ser uma ciéncia sistematica e dedutiva, mas a Matematica
em construg&o se mostra como uma ciéncia experimental e indutiva. (POLYA,
1973, p. vii)

Pdlya defendia que o procedimento estético da Matemética euclidiana, com
seus axiomas e demonstracdes seguras, nao é capaz de explicar a “Matematica em
construcao”. As semelhancas da heuristica de Pélya com a metodologia de Lakatos

serdo apontadas no decorrer deste texto, em especial na se¢éo 3.2.

2.4 CONJECTURA — PROVA — CONTRAEXEMPLOS

Acompanhando a estrutura da publicacéo original de Proofs and Refutations,
elencamos os topicos que serdo a seguir estudados, acompanhando parcialmente as

divisdes® colocadas no texto pelo préprio Lakatos:

Experimento mental (quasi-experimento).

Criticas a demonstracao.

Estratégia de rendigéao.

Estratégia de impedimento de monstros (monster-barring).
Estratégia de impedimento de excec¢des (exception-barring).

Estratégia do ajuste de monstros (monster-adjustment).

8 A maior parte dos itens deste rol de topicos sdo exatamente as sec¢des do artigo original. Algumas
subsecdes, no entanto, foram relacionadas separadamente, para melhor acompanhamento das
estratégias estudadas por Lakatos. Por esse motivo, separamos em doze partes, ao invés de nove,
como visto em 2.2.2.
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Método da incorporacao de lemas.
Andlise da prova. O problema do rigor.
Prova versus analise da prova.

O problema do conteudo.

Formac&o de conceitos.

Verdade matematica e verdade ldgica.

Para a identificacdo de uma estrutura geral do texto, reconhecemos que o
ponto principal € a apresentacdo e defesa do método de provas e refutacbes como
uma proposta de compreender a evolucdo do conhecimento e conteddo matematicos
e isso se da no subtitulo 7, sendo aperfeicoado em 8.

O estudo de caso que da base para a introducdo do método é o Teorema de
Euler, com a proposta de demonstracdo de Cauchy, que compdem a secdo 1. Nas
secodes de 2 a 6, € construido por Lakatos um percurso conflituoso de surgimento de
elementos que contrariam a conjectura ou sua prova e das tentativas de salvacao de
ambas. Este caminho do debate prepara o terreno para que o0 método seja
apresentado como uma solucao para o desenvolvimento conceitual.

O final da secdo 8 e todas as restantes (de 9 a 12) tratam de avaliar as
consequéncias do emprego do método de Lakatos levantando algumas importantes
indagacdes no escopo geral da Filosofia da Matematica: qual € o impacto de um
método que admite refutacBes continuas nas questdes acerca do rigor matematico?
Como se relaciona tal método com a formacao de conceitos e com a linguagem usada
para comunicar informacdes matematicas? A ado¢cao de uma postura critica a respeito
da formulacao de conjecturas e suas provas interfere nas concepc¢des de verdade da

l6gica e da matemética?
2.4.1 EXPERIMENTO MENTAL (QUASI-EXPERIMENTO)
A conjectura que acabou recebendo o nome de Leonhard Euler a respeito dos

poliedros foi formulada pelo matematico alemé&o pela primeira vez no ensaio Elementa

Doctrinae Solidorum, de 1750, assim enunciado: “Em todos os corpos sélidos
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formados por planos, a combinagdo do niumero de angulos sélidos e o numero de
faces excede em dois o nimero de arestas®.”

Uma sugestdo de prova é dada em um texto seguinte denominado
Demonstratio nonnullarum insignium proprietatum quibus solida hedris planis inclusa
sunt praedita (Demonstracdo de algumas das propriedades dos corpos solidos
delimitados por planos), de 1751. Os dois textos foram publicados em exemplares de
Novi Commentarii Academiae scientiarum Imperalis Petropolitanae, peridédico da
Academia de ciéncias de S&o Petersburgo.

Apesar de Euler ter proposto uma demonstracédo?’?, a sugestdo apresentada
pelo Professor em Proofs and Refutations se baseia em um texto de Augustin Cauchy,
escrito em 1811 e publicado no Journal de I'Ecole Polytechnique (1813, vol. 9, pp. 68-
74), sob o titulo de Recherches sur les polyedres (Pesquisas sobre os poliedros). O
trecho a seguir é a transcricdo! da obra de Lakatos que da conta de apresentar este

estudo de Cauchy:

“12 etapa: Imagine o poliedro como sendo oco, com sua superficie
confeccionada de uma borracha fina. Se cortarmos uma das faces, podemos esticar
a superficie restante, planificando-a no quadro, sem a romper. As faces e arestas
serdo deformadas, as arestas podem se tornar curvilineas, mas V, A e F ndo se
alteram, de tal forma que, se e somente se, V — A+ F = 2 para o poliedro original,
V — A+ F =1 para esta rede planificada, lembrando que removemos uma das faces.
(a Fig. 1 mostra a primeira etapa executada considerando um cubo)

Figura 1 — Rede planificada (cubo)

Fonte: LAKATOS, 1977, p. 8

% In omni solido hedris planis incluso aggregatum ex numero angulorum solidorum et ex numero
hedrarum binario excedit numerum acierum.

10 A demonstragéo de Euler acabou por se mostrar falha, mesmo considerando o dominio restrito para
0 qual a havia proposto, os poliedros convexos (SANDIFER, 2004).

11 Em funcédo da importancia e extensdo do trecho citado, optamos por no apresenta-lo da forma usual,
i.e., com recuo de paragrafo.
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22 etapa: agora triangulamos nosso mapa — ele realmente se parece com um
mapa geografico. Desenhamos diagonais (possivelmente curvilineas) nos poligonos
(possivelmente curvilineos) que ainda ndo sao triangulos (possivelmente curvilineos).
Ao desenhar cada diagonal, aumentamos ambos A e F em uma unidade, entdo o total

V — A + F ndo se alterara.

Figura 2 — Rede planificada e triangularizada

Fonte: LAKATOS, 1977, p. 8
32 etapa: Da rede triangulada removemos os triangulos um a um. Para
remover um triangulo, também removemos uma aresta — consequentemente uma face
e uma aresta desaparecem (Fig. 3a) ou removemos duas arestas e um vértice —

consequentemente uma face, duas arestas e um vértice desaparecem (Fig. 3b).

Figura 3 — Remocéao de triangulos da rede

Fonte: LAKATOS, 1977, p. 8

Assim, se V — A+ F = 1 antes de um triangulo ser removido, se mantém o
mesmo apds a remocdo. Ao final do processo, obtemos um anico triangulo, para o
qual V—-A+F =1 se mostra verdadeiro. Assim provamos nossa conjectura.”
(LAKATOS, 1977, p. 8-9)

A afirmacéao otimista que encerra a citacdo é precoce ao garantir a “prova da
conjectura”, ja que as criticas apresentadas pelos alunos (que serdo detalhadas a
seguir) levam o Professor de Proofs and Refutations a modificar o termo utilizado para

classificar a sequéncia de procedimentos elaborada por Cauchy.
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Como o nome “prova”’ traz consigo uma carga semantica muito forte
associada a questdo de confirmacdo da verdade da conjectura, a sugestdo do
Professor é dizer que a “prova” de Cauchy é um “experimento mental — ou ‘quasi-
experimento’ — que sugere uma decomposicdo da conjectura original em
subconjecturas ou lemas, incorporando-al> em um campo de conhecimento
possivelmente um tanto distante” (LAKATOS, 1977, p. 9, grifos no original).

Na explicacdo deste termo, ha alguns aspectos a serem considerados: o
termo empregado (experimento mental ou quasi-experimento) estabelece uma
possivel aproximacdo do dominio das ciéncias naturais em que se aplica o falibilismo
popperiano e também traz elementos de exercicios intelectuais que antecedem a
demonstracdo em si, enquanto a decomposicdo em subconjecturas remete a um
procedimento que prioriza a analise.

Sobre a escolha do nome, Lakatos afirma que absorveu o termo quasi-
experimento de um comentério feito pelo editor do periédico Novi Commentarii
academiae scientiarum Imperialis Petropolitanae, a respeito do trabalho de Leonhard
Euler intitulado Specimen de usu observationum in mathesi pura (Exemplo de
utilizacdo da observacdo em matematica pura), publicado em 1761. Neste texto, Euler
apresenta propriedades dos nimeros que tém a forma 2aa + bb, no entanto, ao invés
de seguir uma estrutura convencional de definicdes-proposi¢cdes-demonstracoes,
inicia apresentando uma série de observacdes que o levaram as conjecturas a
respeito desses objetos.

A caracteristica do método utilizado por Euler destacada pelo editor!? foi a
importancia dada as observacées como uma etapa anterior as demonstragdes rigidas:

Como devemos referir os nimeros ao intelecto puro somente, dificilmente
podemos compreender como observacdes e quasi-experimentos podem ser

12 No texto original, o autor escreve “embedding”, que, em Matematica, tem o significado particular da
preservacdo da estrutura de um objeto matematico em outro (por exemplo, a manutencdo das
operagdes do conjunto dos nimeros inteiros no conjunto dos nimeros naturais). No caso particular, o
quasi-experimento de Cauchy parte de um dominio original de objetos sélidos e se desenvolve em
outra instancia, a das malhas planas “possivelmente elasticas”; considerando que as operacoes
realizadas neste Ultimo tem resultados que podem também ser aplicados no primeiro. (Sobre o
significado de  “embedding” na Matematica, ha uma sucinta explicagdo em
<http://mathworld.wolfram.com/Embedding.html>)

13 N&o consta da publicagdo informagdes sobre o corpo editorial, contudo é razoavel que tenha sido um
dos membros matematicos da Academia, possivelmente Daniel Bernoulli ou Jakob Hermann (que teve
como professor Jacob Bernoulli, tio de Daniel Bernoulli). (<http://ww.encspb.ru>)
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Uteis na investigacdo da natureza dos numeros. No entanto, de fato, como
mostrarei aqui com razdes muito boas, as propriedades dos nimeros
conhecidas atualmente tém sido descobertas principalmente pela
observagéo. (NOVI COMMENTARI, 1761, p. 19)

O emprego de observacdes que antecedem a formulacdo de uma conjectura
e de possiveis demonstracfes apresentadas em uma forma dedutiva parece se
assemelhar as estratégias de investigacao préprias das ciéncias empiricas e parecem
carecer de uma justificativa para ser inserido na Matematica, que deve se referir “ao
intelecto puro somente”.

A etapa que antecede a formulagdo da conjectura e é caracterizada muitas
vezes por exercicios de imaginacdo e por uma atividade “empirica” (no sentido de
“tentativas e erros”, ndo guiada por uma concepg¢ao demonstrativa prévia) € um
elemento importante da teoria de Pdlya, adotado por Lakatos e incorporado neste
conceito de quasi-experimento, mesmo que no caso particular da “prova” de Cauchy
este aspecto ndo seja evidente.

Sobre 0 segundo aspecto do experimento mental, isto €, da decomposicéo
em subconjecturas, Lakatos se refere aos matematicos pré-euclidianos que
valorizavam o papel da andlise sobre a sintese na demonstragdo de teoremas e na
resolucdo de problemas, citando Proclo (século V), que afirmava ser necessério
conhecer de antemdo aquilo que se pretendia demonstrar para depois identificar as
propriedades desses elementos e suas regularidades subdividindo o problema em
etapas.

A respeito da valorizacdo da andlise sobre a sintese e da abordagem da
Matematica em seu aspecto quasi-empirico, Lakatos sofreu a influéncia de seu antigo
professor Arpad Szab6 (1913-2001). De acordo com Maté (2006), a amizade entre os
dois se estabeleceu ainda durante o periodo em que Lakatos cumpria suas obrigacfes
como aluno na Universidade de Debrecen e se estendeu até sua morte.

Esse procedimento de subdivisdo e solugdo de problemas auxiliares
relacionados também pode ser visto nas regras de Descartes que, como ja
mencionado, influenciaram Pdlya (e, consequentemente, Lakatos) em seus estudos:

Regra VI - Para distinguir as coisas mais simples das mais complexas e
prosseguir ordenadamente na investigagdo, € necessario, em cada série de
coisas em que diretamente deduzimos algumas verdades umas das outras,
notar o que é mais simples e como todo o resto dele estad mais ou menos ou
igualmente afastado. [...]
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Regra VIl - Para completar a ciéncia, é preciso analisar, uma por uma, todas
as coisas que se relacionam com o nosso objetivo, por um movimento
continuo e jamais interrompido do pensamento, abarcando-as numa
enumeracao suficiente e metddica.[...]

Regra Xlll — Se compreendermos perfeitamente uma questdo, devemos
abstrai-la de todo o conceito supérfluo, reduzi-la & maior simplicidade e dividi-
la em partes tdo pequenas quanto possivel, enumerando-as. (DESCARTES,
1985, pp. 33, 39 e 83)

Lakatos identifica, no experimento de Cauchy, a divisdo do enunciado original
(em todo poliedro, V — A+ F = 2) em trés lemas:

1. Retirada de uma face e planificacéo, obtendo-se V —A+ F = 1.

2. Triangulacéo da rede, com a manutencdode V —A+ F = 1.

3. Retirada sequencial de triangulos, até se chegar a um unico tridngulo, em
gue a relacao nitidamente se verifica.

Cada lema pode ser individualmente encarado como um novo problema, um
novo experimento mental, que € investigado acerca de sua validade e possibilidade
de generalizacdo. Assim como nas recomendacfes de Descartes e Pélya, os lemas
devem ser minuciosamente estudados para que deles se obtenha toda a informacé&o
necessaria para a composi¢ao da prova.

Nesta tarefa de esclarecer e verificar os lemas, surgem as primeiras questées
gue geram o debate sobre a demonstracdo de Cauchy na sala de aula utépica de

Lakatos, como apresentamos na préxima secao.

2.4.2 CRITICAS A DEMONSTRACAO

Os personagens Alfa, Beta e Gama sao 0s responsaveis por apresentar as
duvidas a respeito de cada um dos lemas do experimento mental de Cauchy, assim

enunciadas:

(1) Qualquer poliedro pode ser planificado como sugerido na 12 etapa?

(2) Na triangulagé@o sugerida na 22 etapa, sempre havera o acréscimo de
uma face a cada nova aresta adicionada?

(3) Ha somente duas alternativas na 32 etapa para se retirar os triangulos
da malha produzida (eliminacdo de uma face e uma aresta ou de duas

arestas e um vertice)?
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Ainda sob a sombra das davidas (1) e (2), o aluno Gama sugere uma falha na
terceira etapa, que leva o Professor a reformular o lema atacado, enunciando que a
ordem de retirada dos triangulos deve ser de tal forma que arelagdo V—-A+F =1
nao seja alterada.

De uma informacédo aparentemente segura, isto é, que havia somente duas
maneiras de remover triangulos da malha, ambas com a manutencédo da relagcao
original V- A + F = 1, a duvida levantada sobre a possibilidade de remover
triangulos de tal forma que essa relacdo seja mantida coloca em cheque o
procedimento e muda o foco do problema.

Enquanto a formulacdo original do terceiro lema, no experimento mental de
Cauchy, sequer mencionava algum detalhe sobre a ordem de retirada dos triangulos,
a questao apresentada por Gama € alimentada por contraexemplos que mostram que
€ possivel retirar triangulos que alteram o valor numérico de V —A + F. Um dos
contraexemplos é o caso de se retirar um triangulo do interior da malha que faz com
gue apenas a quantidade de faces seja reduzida de uma unidade enquanto as
guantidades de vértices e arestas permanecem inalteradas.

Como a pergunta “ha somente duas maneira de se retirar os triangulos da
malha planificada?” recebe uma resposta negativa, para salvar o experimento a
duvida passa a ser: “é sempre possivel determinar uma forma de se retirar os
triangulos de tal forma que a relacdo V — A + F nao se altere?”

Com as informacfes disponiveis no estagio em que o debate se encontrava,
ndo ha nenhuma garantia de que tal ordem é sempre possivel de ser estabelecida,
mas o Professor insiste que as “conjecturas sofisticadas, amadurecidas pelas criticas
podem alcancgar a verdade” (LAKATOS, 1977, p. 12 — grifo n0osso).

Lakatos € devedor de uma heranga popperiana e mostra consonancia com a
ideia de apreciacdo do progresso da ciéncia a partir dos testes a que sdo submetidas
as teorias. Trazendo para o ambito da matematica, adota o termo quasi-experimento
em analogia aos procedimentos das ciéncias empiricas, como afirma Glas:

O pivd em que o programa de Lakatos se movimentou foi a interpretacdo de
provas informais como experimentos racionais para a avaliacdo do
conhecimento matematico. As normas de avaliacdo ndo provém do estudo
de fundacdes e sistemas formais, mas da logica das provas e refutacdes, isto
€, de testes e melhorias dos quasi-experimentos. A matematica é parecida
com a ciéncia, ndo porque seja de alguma forma baseada em experiéncias
sensoérias, mas porque também progride através de testes e tentativas



42

faliveis, e por esse motivo, pode ser chamado de ciéncia quasi-experimental.
(GLAS, 2014, p. 740)

Assim, apesar da semelhanca, hd uma mudanca no falibilismo de Lakatos, ja
que um teste que refuta uma das etapas ou mesmo a totalidade do quasi-experimento
nao leva a um mero descarte para a substituicdo por outra teoria rival, mas indica a
necessidade de uma reflexdo sobre a necessidade de aperfeicoamentos, sem que
ISSO se caracterize como a defesa irracional da teoria exposta (atitude criticada por

ambos e comum aos adeptos de pseudociéncias).

2.4.3 ESTRATEGIA DA RENDIGAO

No decorrer de P&R, o método da rendicdo (ou da desisténcia) € o mais
simples e sucinto e surge na fala do pupilo Gama, apés a apresentacao, por parte do
aluno Alfa, do contraexemplo do “par de cubos encaixados” ou “cubo oco”,

denominado Contraexemplo 1 pelo Professor.

Figura 4 — Contraexemplol: o par de cubos encaixados
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.
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Fonte: LAKATOS, 1977, p. 13

Esse caso é atribuido a Simon Lhuilier pelo fundador e editor dos Annales de
mathématiques pures et appliquées, Joseph Diaz Gergonne (Annales, tomo 3, 1812-
13, p. 184), e contraria o teorema, pois nesse caso arelagdo V—A+F éiguala4 e
ndo a 2, ja que, para cada cubodo par, V—-A+ F = 2.

A reacdo de Gama é radical e rejeita a insisténcia no teorema proposto.

Um dnico contraexemplo refuta uma conjectura tdo efetivamente quanto dez.
A conjectura e sua prova falharam completamente. M&os ao alto! Vocé deve



43
se render. Jogue fora a conjectura falsa, esqueca-a e tente uma abordagem
radicalmente nova. (LAKATOS, 1977, p. 13)*4
O Professor sugere uma alternativa mais amena que a desisténcia de Gama:
0 contraexemplo afeta a conjectura, mas ndo sua prova.

Se, neste momento, vocé concorda com minha proposta anterior de usar a
palavra “prova” para um “experimento mental” que leva a decomposi¢céo da
conjectura original em subconjecturas, ao invés de usa-la no sentido de
“garantia infalivel de verdade”, vocé nao precisa chegar a esta conclusao. [...]
Vocé esta interessado apenas em provas que ‘provam’ aquilo que foram
designadas para provar. Eu estou interessado em provas mesmo que elas
ndo cumpram esta tarefa pretendida. Colombo ndo chegou a india, mas
descobriu algo bem interessante. (LAKATOS, 1977, p. 14)

Lakatos apresenta a questdo: “o que uma prova matematica prova?”, que é
exatamente o titulo de um artigo de sua autoria, escrito entre 1959 e 1961, e aponta
para o necessario ajuste de vocabulario dos interlocutores: a palavra “prova” precisa
ter seu conteldo semantico esclarecido, por ser um termo bastante carregado de
impregnacdes tedricas, variando sua interpretacdo dependendo das concepcdes de
guem a emprega; além disso, deve ser definida a finalidade da atividade de “provar”,
isto é, seu papel em uma epistemologia.

Nesse artigo, 0 autor destaca que é comum o publico leigo achar que ha
unanimidade a respeito do que € uma prova matematica para os matematicos, mas
gue isso esta bem longe da verdade.

Dependendo do significado escolhido para “prova”, seriam admissiveis tanto
0 método da rendicdo de Gama, que decide descartar o que fora apresentado e partir
para novas tentativas de demonstracdo, como a estratégia de impedimento de

monstros (monster-barring) indicada a seguir.
2.4.4 ESTRATEGIA DO IMPEDIMENTO DE MONSTROS
Esta estratégia se caracteriza pela rejeicdo dos contraexemplos que afrontam

a conjectura e sua demonstracdo. Seu defensor, em P&R, € o aluno Delta, que propde

elevar ao status de teorema o enunciado que o professor ainda considerava uma

14 As citacGes textuais de Proofs and Refutations est&o indicadas de acordo com a publicagdo de 1977,
ao invés da publicacédo original de 1963-4, com o objetivo de facilitar sua localizacao pela referéncia
das paginas.



44

conjectura. Lakatos ressalta que varios matematicos do século XIX fizeram
comentarios que se assemelham ao do aluno Delta, citando August Leopold Crelle
(1826), Ludwig Matthiessen (1863) e Ernest de Jonquieres (1890).

Na ocorréncia de contraexemplos que poderiam agredir o teorema, a
estratégia adotada pelos adeptos da estratégia de monster-barring € desqualificar as
anomalias, classificando-as como monstros, aberracdes. No caso especifico do
estudo de Lakatos, essa rejeicdo dos contraexemplos exige a elaboracdo de uma
definicdo do conceito “poliedro” (termo que, até o momento, estava sendo empregado
sem nenhuma formulagéo mais detalhada).

Lakatos ndo considera a necessidade de revisdo dos conceitos como um caso
de convencionalismo, mas como uma instancia racional importante no processo de
aperfeicoamento da conjectura. A estratégia de impedimento de monstros, no entanto,
ao redefinir os conceitos, rejeita as anomalias sem aproveitar a analise das instancias
do teorema que sao por elas afetados; esta sofisticacdo sera detalhada no método
chamado pelo autor de “incorporagao de lemas”.

A primeira definicdo apresentada por Delta para afirmar que o objeto do
Contraexemplo 1 ndo é um poliedro é a seguinte: “poliedro € uma superficie
constituida de um sistema de poligonos”. O objetivo desta formulacao é salvar tanto a
conjectura como a prova ao mesmo tempo em que descarta a anomalia.

Novos contraexemplos (2a e 2b) sédo colocados pelo aluno Alfa, e esses,
apesar de respeitarem a definicdo dada por Delta, ainda contrariam a conjectura, pois,
para tais objetos, denominados tetraedros gémeos, que compartilham um vértice ou
umaaresta, V—-A+F =3.

Segundo Lakatos, estes contraexemplos sédo devidos a Johann Friedrich
Christian Hessel, no artigo Nachtrag zu dem Euler'schen Lehrsatze von Polyeder
(Suplemento ao teorema de poliedros de Euler), publicado no volume 8 do Journal fur

die reine und angewandt Mathematik, em 1832.
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Figura 5 — Contraexemplos 2a e 2b: os tetraedros gémeos

— /]

Fonte:LAKATOS, 1977, p.15

Novamente, a saida de Delta esta na alteracao da definicao do termo poliedro
que agora € reescrito da seguinte maneira: “poliedro € um sistema de poligonos
disposto de tal forma que (i) exatamente dois poligonos se interceptam em cada aresta
e (ii) é possivel obter uma trajetoria de um ponto interior de um poligono a outro ponto,
interior de outro poligono, sem que se passe por um vértice”.

Esta definicdo, dada por August Ferdinand Mobius no artigo Uber die
Bestimmung des Inhalts eines Polyeders (Sobre a determinagdo do volume de um
poliedro), de 1865 buscava justamente excluir os tetraedros gémeos e objetos
similares da distinta familia dos objetos que respeitavam a conjectura de Euler.

A exigéncia (i) da definicdo impede que sejam considerados genuinios
poliedros os casos como o contraexemplo 2a, em que dois tetraedros foram unidos
por uma aresta em comum (aresta esta que é compartilhada por quatro poligonos,
dois de cada poliedro). A clausula (ii)) barra a aceitacdo de casos como o
contraexemplo 2b, pois, considerado um percurso de um ponto interior de um dos
tetraedros a um ponto interior de seu “gémeo”, obrigatoriamente este caminho passara
pelo vértice por eles compartilhado.

Novo contraexemplo, agora proposto pelo aluno Gama € um poliedro
estrelado, considerando cada face como um pentagono estrelado. Este “monstro” é

apresentado por Kepler em 1619.
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Figura 6 — Contraexemplo 3: 0 ourigo

E

A D
Fonte: LAKATOS, 1977, p. 17.

No caso do ourico, ha doze faces pentagonais estreladas (observando a figura
da esquerda, com as faces hachuradas, observam-se seis diferentes padrbes de
preenchimento e, por simetria, ha outras seis faces na parte posterior, nao
representada em virtude da perspectiva), doze vértices (0s apices em que se unem
cinco faces distintas; na figura a esquerda encontram-se onze representados, mas ha
um veértice simétrico ao que se visualiza no centro, também na parte posterior) e trinta
arestas (cada face tem cinco arestas, porém cada aresta € compartilhada por duas
faces) e, nesse caso, V- A+ F = —6.

A estratégia que visa excluir o “ourico” do dominio de validade do Teorema de
Euler passa pela elaboracdo de uma definicdo para o conceito de poligono (outro
termo que até este momento do debate havia sido empregado sem explicacdo de seu
significado) com a seguinte afirmacéo: “poligono € um sistema de lados dispostos de
tal forma que: (i) exatamente dois lados se encontram em cada vértice e (ii) os lados
nao tém pontos comuns exceto os vértices.”

Esta definicdo elimina a possibilidade de que o pentdgono estrelado ABCDE
da figura 6 (a direita) seja considerado um poligono, ja que contraria a parte (ii) da
definicdo, pois, por exemplo, o segmento AB tem 0s pontos A e B comuns aos
segmentos AE e BC, respectivamente, além dos pontos comuns aos segmentos CD e
DE. Nao sendo sequer admissivel como pertencente ao conjuntos dos poligonos,

O proéximo contraexemplo é a “moldura”, que atende as definigdes
apresentadas (mesmo apos as varias modificacdes), porém contraria a conjectura,
pois, nesse caso, V — A+ F =0 (h& 16 vértices, 32 arestas e 16 faces), conforme a

figura seguinte.
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Figura 7 — Contraexemplo 4: a moldura

Fonte: LAKATOS, 1977, p. 19

O aluno Delta reage a suposicao de que esse seria um poliedro ndo-euleriano
dizendo que “abomina” os supostos poliedros para os quais ndo seja valido o “elegante
teorema de Euler’” e alega que os propositores de contraexemplos pretendem
instaurar o caos no ambito da Matematica, onde deve reinar a harmonia.

A colocacédo de Delta parafraseia uma exclamacédo de Charles Hermite que,
em outro contexto — o estudo de funcdes de variavel complexa - diz: “Eu me distancio
com um calafrio de horror desta praga lamentavel de fungdes que nao tém derivadas!”
(HERMITE, 1893 apud LAKATOS, 1977, p. 19)

A rejeigao da moldura se da pela apresentacao de uma propriedade “implicita”
dos poliedros, a saber: “no caso de poliedros genuinos, por qualquer ponto arbitrario
no espaco, ha pelo menos um plano que secciona o poliedro dado, obtendo como
intersecao um unico poligono”. Esta propriedade néao é verificada na “moldura”, pois,
tomado um ponto no espaco interior delimitado pelas bordas, as intersecdes serao
sempre um par de poligonos.

O confronto de apresentacdo de contraexemplos com a interposicdo de
redefinicdbes ad hoc dos termos (poliedro, poligono, aresta etc.) €, de acordo com
Lakatos, impossivel de resultar em algum consenso e isso se deve ao papel que cada
lado da disputa assegura aos “monstros”.

Por exemplo, Arnaud Denjoy, na aula inaugural da catedra de Teoria das
Funcdes na Universidade de Utrecht, menciona uma separagcao dos estudiosos em
uma primeira escola que era avessa ao estudo da Teoria dos Conjuntos®® e propunha

gue a Matematica se ocupasse somente de elementos harmoniosos, em oposicéo a

15 Ramo da Matematica iniciado no final do século XIX, apds os estudos principalmente de Richard
Dedekind e Georg Cantor.
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uma escola nova que seria capaz de obter melhor compreensédo dos objetos por
estuda-los em suas formas gerais. Ele diz:

A segunda escola, observado uma vez que a melhor entre as funcées tem as
suas falhas, seus defeitos (dizemos suas singularidades), afirma que, para
conhecer o seu verdadeiro carater, revelar mais rapida e surpreendentemente
a realidade de sua natureza, devem ser estudadas ndo no curso regular de
sua existéncia, mas, por assim dizer, em tempo de crise, febre, paixao.
(DENJOY, 1919, p. 20 apud LAKATOS, 1977, p. 23)

Lakatos, usando a fala do Professor de P&R, sintetiza 0 método de rejeicéo
de monstros e aponta que, apesar de ser muitas vezes executado de maneira muito
habil por seus adeptos, €é falho por estar alicercado em uma base dogmatista:

Usando este método pode-se eliminar qualquer contraexemplo a conjectura
original por uma redefinicho ad hoc de poliedro ou de seus termos
formadores. Deveriamos tratar os contraexemplos de forma mais respeitosa
e néo exorciza-los tacitamente ao denominéa-los monstros. O erro principal de
Delta é talvez o seu viés dogmatico na interpretacdo de uma prova
matematica: ele considera que uma prova necessariamente prova aquilo que
foi estabelecido que provasse. Minha interpretacdo de prova permitira que
uma falsa conjectura seja ‘provada’, i. e., decomposta em subconjecturas. Se
a conjectura for falsa, certamente espero que ao menos uma das
subconjecturas seja falsa. Mas a decomposi¢éo pode ainda ser interessante!
N&o estou incomodado ao encontrar um contraexemplo a uma conjectura
‘provada’; estou na verdade querendo definir a ‘prova’ de uma falsa
conjectura! (LAKATOS, 1977, p. 23)

Apesar de julgar importante o processo dialético da Matematica que, a partir
do didlogo, vai aperfeicoando a concepc¢édo de um conceito, o exercicio dos ajustes de
definicbes como uma recusa ao enfrentamento dos monstros ndo € bem vista por
Lakatos. E preferivel, em sua opini&o, analisar os contraexemplos para perceber quais
subconjecturas séo por eles afetadas, tendo como alvo maior o aperfeicoamento da
conjectura original.

Como uma alternativa mais amena, que nhao exclui violentamente os
contraexemplos, €& apresentada a estratégia de impedimento de excecdes

(exceptionbarring).

2.4.5 ESTRATEGIA DE IMPEDIMENTO DE EXCECOES: EXCLUSAO POR PARTES

O aluno Beta, cuja participacdo havia sido singela nos debates iniciais, € o

responsével pela proposicdo de uma nova estratégia para a redengao da conjectura,
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apos um aperfeicoamento do enunciado que pudesse caracterizar nitidamente o
dominio restrito em que sua validade se mantém.

Outra consideracdo € uma revisao de terminologia, rejeitando a classificacéo
dos objetos até entdo chamados de “monstros”, “casos patoldgicos” ou
“‘contraexemplos”. Em sua opinido, eles devem ser considerados meramente como
exemplos passiveis de uma investigacao particular, identificados pela denominacéao
de “excecgoes”.

Aproveitando a proposta de Beta, o pupilo Sigma enuncia uma taxonomia de
proposi¢cdes matematicas:

- Aguelas que sédo sempre verdadeiras e para as quais ndo ha restricdo ou
excecdo (por exemplo, a soma dos angulos de todos os triangulos planos é igual a
dois angulos retos).

- Aquelas que se baseiam em um principio falso e que ndo podem ser
admitidas de forma alguma.

- Aquelas que, ainda que articuladas a principios verdadeiros, admitem
restricbes ou excecdes em alguns casos.

Esta classificacdo é reproducéo literal de um trecho do artigo do professor de
matematica Joseph-Balthazard Bérard para os Annales de mathématiques pures et
appliguées (1819, apud LAKATOS, 1977) a respeito das condicbes para a
determinacdo da quantidade de raizes imaginarias para uma equacao algébrica de
grau qualquer. Bérard afirma que nao se pode confundir um teorema falso com um
teorema sujeito a restrigdes, citando D’Alembert: “as exce¢des confirmam a regra ao
invés de a destruirem” e Lagrange: “este principio € geralmente verdadeiro; mas notei
uma vez que foi sujeito a excecdes que possam colocar a demonstracao prévia em
falha.”

Beta, no entanto, modifica a classificagéo de Sigma, dizendo que os trés tipos
de proposi¢cfes matematicas sao:

- verdadeiras;

- irremediavelmente falsas;

- remediavelmente falsas.

O ‘remédio’ que pode tornar as proposig¢des deste ultimo tipo em verdadeiras
€ justamente o acréscimo de uma clausula restritiva que defina as excec¢des. Assim,

“a formula é verdadeira se certas condigbes sdo cumpridas. Determinando tais
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condic¢des e definindo precisamente os significados dos termos em uso, toda incerteza
desaparece.” (CAUCHY, 1821)

Colton e Pease (2005) apresentam a seguinte explicacdo sobre o método de
exclusdo por partes e a sensivel diferenca em relagdo ao impedimento de monstros:

A exclusao por partes se da pela generalizagdo de um contraexemplo em
uma classe de contraexemplos e, em seguida, pela exclusédo desta classe da
conjectura que havia sido falseada. [...] Formalmente, suponha que se tenha
a conjectura V x (A(x) = B(x)), e um conjunto de contraexemplos N tal que
Vx € N,A(x) A =B(x), e um conjunto de exemplos positivos P de modo
gque Vx € P,A(x) A B(x). Para executar a exclusdo por partes, encontre
uma caracteristica C tal que Vx € N, C(x), e Vx € P,-(C(x), e entdo
modifique a conjectura para: Vx (=C(x) A A(x)) = B(x). Quando ha um
Unico contraexemplo e ndo se identifica expressamente o conceito que
permita a generalizacdo em uma classe, a exclusdo por partes se da como
um impedimento de contraexemplo, no qual o contraexemplo é proibido
explicitamente em uma conjectura modificada, i. e., dado um Unico
contraexemplo x1 € N, modifica-se a conjectura para:
Vx # x; (A(x) = B(x)). (COLTON; PEASE, 2005, p. 89)

Para seus defensores, o impedimento de excecdes é uma evolucdo do
impedimento de monstros e serve para identificar o que deve ser retirado do dominio
de validade da conjectura, para entéo, excluidos os elementos que a refutariam, definir
uma suposta formulacéo ideal da conjectura. Para o caso em estudo, o enunciado
passaria a ser: “Para todo poliedro que nédo tem cavidades (como o par de cubos
encaixados) e tuneis (como a moldura), V — A + F = 2”, ou, de forma mais completa,
‘para todo poliedro que nado tem cavidades, tuneis ou ‘estruturas multiplas’,
V—-—A+F=2"

Lakatos, novamente usando a voz do Professor, demonstra certa simpatia por
este método em relacédo a desisténcia subita ou ao impedimento de monstros, mas
nao concorda com a presuncao de tornar a conjectura perfeita. Para ele, cada
aperfeicoamento do enunciado é uma eliminacdo ad hoc de um contraexemplo que ja
tenha surgido, mas ndo ha como se conhecer todos 0s possiveis contraexemplos e,
portanto, ndo ha como definir o dominio de validade perfeito.

Apos as criticas, 0 aluno Beta sugere uma estratégia mais modesta, porém
mais segura, de determinar o conjunto de poliedros para 0s quais a conjectura se

verifica. Sua proposta é apoiada em uma ideia de Newton:
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Se nenhuma excecdo ocorre para um fenbmeno, a conclusdo pode ser
enunciada generalizadamente. Mas, se a qualquer tempo posterior alguma
excecao ocorrer deve passar a ser enunciada associada a excec¢ao que
ocorreu.” (NEWTON, 1717 apud LAKATQOS, 1977, p. 27)

Considerando, portanto, que o0s contraexemplos surgiram quando se
comegaram a inserir os poliedros ndo convexos no estudo, Beta sugere um novo
enunciado para a conjectura que, em sua opinido, agora atinge o grau de teorema:
“Todo poliedro convexo € euleriano”.

O Professor comenta que o aperfeicoamento da conjectura proposta por Beta
aparentemente é uma ac¢do de cautela, mas ainda assim ndo garante perfeitamente
gue nao havera nenhum contraexemplo, mesmo nesse novo dominio de validade,
além de ter deixado de fora varios poliedros que sao eulerianos. Outro problema é o
esquecimento da prova: ao admitir que o dominio de restricdo passa a garantir a
validade da conjectura, aparentemente a prova nao é mais necessaria.

Na concepcdo de Lakatos ndo ha garantia de que jamais ocorram
contraexemplos em qualquer estagio de evolucdo da conjectura. Mesmo que existam
periodos razoavelmente longos em que a teoria goza de uma aparente estabilidade,
as refutacfes de lemas ou de toda a prova podem surgir a qualquer momento. Além
disso, os reajustes ad hoc, com a intencdo de salvar a conjectura nado avaliam os
aspectos da prova que foram contrariados, mas tdo somente restringem o conjunto
para os quais 0 enunciado permanece verdadeiro.

Excluir a prova da investigacdo filoséfica da Matematica € uma acao
inadmissivel para Lakatos, que a considera como objeto importantissimo a ser
submetido a critica pelas refutacdes. Lakatos insiste na pergunta: “o que uma prova
matematica prova, afinal?” salientando que o interesse principal é saber o que uma
prova matematica faz, e ndo o que ela é.

Com uma dose de sarcasmo, critica a postura de alguns mateméticos dizendo
que os assim chamados matematicos aplicados acreditam que “provas matematicas
completas” estdo na Matematica pura enquanto os matematicos puros acham que
estas estdo na Logica.

Para ilustrar, cita um eminente matematico puro do século XX, Godfrey Hardy
(1877-1947) que diz: “rigorosamente falando, ndo ha provas matematicas. Podemos,
em Uultima andlise, questionar... Provas sao o que Littlewood e eu chamamos de

tolices, enfeites retoricos para estimular a imaginagao de alunos.” (HARDY, 1928)
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Em uma coletanea de artigos que Hardy publicou, em 1916, fruto de trabalhos
realizados em parceria com seu mencionado colega John Littlewood (1885-1977) sob
o titulo Contributions to the theory of the Riemann zeta function and the theory of the
distribution of primes, ha diversas frases em que esses importantes mateméaticos
apontam sem pudor sua incapacidade de estabelecer as provas desejadas:

N&o parece ser possivel, no presente estagio de nosso conhecimento das
propriedades de (s) oferecer uma prova satisfatéria da formula. [...]

Somos incapazes de apresentar uma prova satisfatoria desta férmula, mas
ela nos parece ser digna de atencéo.[...]

Trataremos de algumas férmulas que nos foram sugeridas pelos trabalhos do
Sr. S. Ramanujan. Nao temos nenhuma prova satisfatoria da veracidade das
férmulas, apesar de serem altamente provaveis; mas sdo tdo curiosas que
parece valer a pena menciona-las. (HARDY; LITTLEWOOD, 1916, pp.
122,123 e 139)

Essas confissbes da incapacidade de conseguir elaborar uma prova
“satisfatoria” e “rigorosa”, nas palavras de matematicos de alto nivel, sustentam
propostas como a de Lakatos, que pretende admitir como provas outros
procedimentos, mesmo que ndo cumpram as regras de um sistema axiomatico e
formal. Lakatos propds uma classificacdo das provas em dois tipos: formais e
informais.

As provas formais seriam assim definidas: uma prova € uma sequéncia finita
de formulas de algum sistema dado, em que cada formula da sequéncia ou é um
axioma do sistema ou uma férmula derivada por uma regra do sistema a partir das
férmulas precedentes. (LAKATOS, 1997c, p. 62)

O que Lakatos chama de prova informal atende as caracteristicas dos
“‘experimentos mentais” comentados anteriormente, dos quais o0 experimento de
Cauchy para o teorema de Euler-Descartes para poliedros € uma amostra. Lakatos
ainda oferece outras duas maneiras de descrever uma prova como “um processo de
testes que aplicamos as sugestdes de nossa intuicdo” (WILDER, 1944 apud
LAKATOS, 1977, p. 29) ou como uma estratégia que “estabelece conexdes entre fatos
matematicos e isto nos ajuda a manté-los na meméria’. (POLYA, 1945 apud
LAKATOS, 1977, p. 29)

Essa questao recorrente a respeito do que vem a ser uma prova matematica
se estende a avaliacdo de como a Matematica era tratada, especialmente no final do
século XIX e inicio do XX. No artigo A renaissance of empiricism in the recent

Philosophy of Mathematics, publicado em 1967, Lakatos apresenta sua concepc¢ao do
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gue chama de teorias euclidianas e teorias quasi-empiricas. Segundo sua andlise, as
teorias euclidianas tém as seguintes caracteristicas:

- tomam como modelo a Geometria euclidiana: um sistema dedutivo com
insercdes de verdades no topo (axiomas finitos) e que atravessa o sistema todo por
canais seguros de transmisséo de verdade;

- possuem proposicdes que podem ser chamadas de verdadeiras;

- afirmam que os axiomas provam o restante do sistema,;

- utilizam a Légica para organizar a prova; e

- se desenvolvem a partir de um estagio ingénuo (pré-cientifico), passam por
um periodo fundacional, que estabelece a estrutura dedutiva do ndcleo e tém como
produto as provas.

As abordagens da Matematica, tanto na escola logicista como na formalista,
seguem o modelo euclidiano, e ndo admitem um procedimento heuristico que aceita
a reinterpretacao de um contraexemplo gque ja tenha sido utilizado para refutar uma
conjectura.

No entanto, a proposta de Lakatos considera a possibilidade de analisar a
“légica da descoberta” que Popper rejeitava como mero psicologismo, mas que Pélya
reconhecia como parte importante do crescimento da Matematica. Na secdo 3.2.1
tratamos deste assunto com mais detalhes.

Esta logica tem papel relevante a desempenhar na propria l6gica da
justificacdo, ou seja, € essencial para o proprio significado das proposicdes
matematicas e para sua demonstragao.

A heuristica tem implicacdes em cada etapa — da conjectura ingénua até a
prova aperfeicoada — e 0 processo pode ser retomado varias vezes com o objetivo de
aprimorar ainda mais o teorema. O método de Lakatos ndo é, portanto, uma mera

escada que pode ser escalada e depois atirada fora.

2.4.6 ESTRATEGIA DE AJUSTE DE MONSTROS

O aluno Ro apresenta outra possibilidade de lidar com os contraexemplos,
optando por uma forma diferente de interpreta-los ao invés de exigir sua exclusao; seu
método pode ser visto em consonancia com uma frase de Matthiessen: “em um exame

mais proximo, as excecdes parecem ser apenas aparentes e o Teorema de Euler
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mantém sua validade mesmo para as alegadas exce¢oes.” (MATTHIESSEN, 1863,
apud LAKATOS, 1977, p. 31)

Um exemplo caracteristico desse método €& reconhecer o “ouri¢o”
(contraexemplo 3) ndo como um dodecaedro estrelado, mas como um poliedro de
sessenta faces triangulares, noventa arestas e trinta e dois vértices, portanto um
poliedro com caracteristica de Euler igual a 2. Esta forma de descrever o “ouri¢co” é
devida a Jonquieres em sua obra Note sur le théoreme d'Euler dans la théorie des
polyédres (Nota sobre o teorema de Euler na teoria dos poliedros), de 1890.

Lakatos menciona uma mudanca de atitude do matematico Louis Poinsot, que
transitou de um falseabilismo para um dogmatismo:

Poinsot certamente sofreu uma lavagem cerebral em algum momento entre
1809 e 1858. Foi Poinsot que redescobriu os poliedros estrelados inicialmente
e estabeleceu que alguns deles, como 0 nosso pequeno dodecaedro
estrelado, ndo atendem a férmula de Euler [1809]. Depois este mesmo
Poinsot afirmou categoricamente em seu [1858] que a férmula de Euler “é
verdadeira ndo somente para qualquer poliedro convexo como para todo
poliedro qualquer que fosse, incluindo os poliedros estrelados”. (LAKATOS,
1977, p. 31)

A estratégia do ajuste de monstros é dogmatica, portanto, porque nédo busca
aprimorar a prova — e o resultado matemético — a partir das dificuldades encontradas.
Com efeito, para ser executada, a estratégia de ajuste de monstros, baseada em um
procedimento de reinterpretacao, precisa ser sustentada por uma teoria a respeito do
erro, pois admite que as verdades séo evidentes e 0s que ndo a enxergam cometem
erros que devem ser corrigidos.

Inspirado por Popper, Lakatos afirma que “nada é mais caracteristico de uma
epistemologia dogmatista que sua teoria do erro. [...] De acordo com suas teorias
particulares, cada uma oferece sua terapia para purgar as mentes do erro.”
(LAKATOS, 1977, p. 31)

Ainda acompanhando o vocabulério popperiano, a estratégia de ajuste de
monstros parece ser um emprego ingénuo da nocdo de corroboracdo e de sua
apreciacao.

[...] esta longe de ser “Util” identificar o conceito de corroboracdo ao de
verdade. Assim, se definissemos “verdadeiro” como “bem sucedido” ou
“confirmado”, teriamos apenas introduzido um novo conceito “absoluto” e
“‘intemporal” para desempenhar o papel de “verdade”. (POPPER, 2008, p.
303)
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O possivel progresso que os contraexemplos poderiam trazer a conjectura
inicial é, dessa forma, suspenso e o0 que serviria como o inicio de uma escrita mais
sofisticada do teorema e de sua prova torna-se um exercicio de retérica para justificar

a pertinéncia dos elementos em certo dominio de validade.

2.4.7 APERFEICOAMENTO DA CONJECTURA PELO METODO DA INCORPORAGAO DE

LEMA.

Apés a apresentacdo dos diversos contraexemplos e de tentativas de lidar
com o choque por eles causado na conjectura inicial, Lakatos, falando através do
Professor, apresenta o método de incorporacéo de lema que, partindo de uma analise
das anomalias (os “monstros”), pretende aprimorar a conjectura ingénua.

Recordando o contraexemplo da moldura, admite que somente os poliedros
simples podem ser objetos da primeira etapa do experimento mental, isto €, a etapa
em que uma das faces é retirada e o sélido € planificado. O aluno Alfa complementa
com a intuicdo de que poderiam ser chamados de “simples” aqueles poliedros que, se
fossem feitos de um material flexivel e “inflados”, passariam a ser uma esfera. Isso
ndo ocorreria com o contraexemplo da moldura, que seria “inflada” como um toro*®.

Considerada esta restricdo, aquele que era um contraexemplo global da
conjectura néo se torna um fator para sua refutacéo plena, mas conduz a revisdes da
definicao e classificacdo de poliedros, bem como do préprio teorema que é reescrito
da seguinte maneira: “a caracteristica de Euler de poliedros simples é 2.”

O sucesso da conjectura reformulada dura somente até a apresentacao de
um novo contraexemplo, apresentado no texto pelo aluno Alfa, mas originalmente
tratado por Lhuilier, em 1812: um poliedro constituido de um cubo com outro cubo
menor sobre ele. Este objeto atende todas as definigcdes de poliedro propostas, sendo

também um poliedro simples, ja que pode ser planificado. Entdo, de acordo com a

16 Esta intuicdo de Alfa é um dos principios basicos do ramo da Matematica chamado de Topologia, em
especial da Topologia Geométrica que se dedica ao estudo das propriedades dos objetos que sao
preservadas quando se operam deformacdes, tor¢des e extensdes, desde que ndo ocorram rasgos ou
rupturas. Como no comentéario do texto, um poliedro convexo é topologicamente equivalente a uma
esfera e o contraexemplo denominado “moldura” é topologicamente equivalente a um toro.
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conjectura modificada deveria ter caracteristica 2, mas tem 16 vértices, 24 arestas e

11 faces e, nessecasoV —A+ F = 3.

Figura 8 — Contraexemplo 5: o cubo encristado

Fonte: LAKATOS, 1977, p. 34

Seguindo o procedimento sugerido pelo Professor, a conjectura deve ser
avaliada minuciosamente para que se identifique qual estagio desde o enunciado até
as etapas do experimento mental foi afetado pelo novo contraexemplo e, em seguida,
incorpora-se um novo lema ou realiza-se um aperfeicoamento de um lema ja
existente.

O cubo encristado coloca em questédo a segunda etapa do quasi-experimento,
gue admitia que, apos a planificacdo, a inclusdo de uma diagonal nas faces ja
existentes aumentaria uma unidade na quantidade tanto de faces como de arestas. A
planificacdo deste solido, no entanto, gera uma face chama de face anelar, em que
uma unica diagonal ndo é suficiente para o aumento da quantidade de faces.

Na figura seguinte, a face anelar esta destacada (a) e mostra-se que ao tracar
a primeira diagonal (b), ndo se obtém a divisdo da face, sendo necesséaria uma

segunda diagonal (c).

Figura 9 — Planificacdo do cubo encristado e ocorréncia de face anelar

0 O

(b) (<)

(@)

Fonte: LAKATOS, 1977, p. 35
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Assim, outra definicdo auxiliar se torna necessaria: a ideia de faces
simplesmente conexas, descritas como “aquelas que sao seccionadas em duas partes
por uma unica diagonal”. A conjectura também sofre reformulagao: “Para um poliedro
simples, com as faces conexas simplesmente, V — A+ F = 2.7

O método denominado por Lakatos de incorporacdo de lemas € um nucleo
importante de sua proposta para a avaliagdo das conjecturas associadas a suas
provas e se apresenta como um caso limite da estratégia do impedimento de
excecdes, mas com a sofisticagdo de fazer uma cuidadosa analise da prova e delinear
cuidadosamente a area proibida.

Lakatos explica que o método da antiexcecdo aperfeicoava a conjectura, sem
que a prova fosse levada em conta. O método denominado “incorporagcéo do lema”
faz uso de uma unidade intrinseca entre a légica da descoberta e a l6gica da
justificacdo. Neste aspecto, oferece uma critica franca a importantes matematicos de
sua época como Hardy e Littlewood, que enfrentavam o dilema entre a expectativa de
provas infaliveis, baseada na doutrinagdo dogmatica, e a percepc¢ao da falibilidade de
algumas dessas provas:

Matematicos aplicados normalmente resolvem este dilema com uma crenca
constrangida mas firme de que as provas dos matematicos puros séo
“completas” e realmente provam. Os matematicos puros, no entanto, sao
precavidos e tém tal respeito somente pelas “provas completas” dos légicos.
Se perguntados sobre qual o uso, a fungcédo de suas “provas incompletas”,
muitos ficariam perdidos . (LAKATOS, 1977, p. 29)

Lakatos reconhece a influéncia em seu método das ideias de Pdlya, que
descreve, em uma obra de 1927, escrita em parceria com Seg6, um procedimento
para a avaliacdo de uma prova matematica:

Deve-se examinar minuciosamente cada prova para ver se, de fato, foram
usadas todas as suposicdes; deve-se tentar obter as mesmas consequéncias
a partir de menos suposicfes... e ndo se deve ficar satisfeito até que os
contraexemplos mostrem que se ja atingiu o limite das possibilidades.
(POLYA; SEGO, 1927 apud LAKATOS, 1977, p. 38)

Lakatos considera que, enquanto os matematicos de formacdo dogmaética
buscam melhorar suas conjecturas pelo “monétono crescimento da verdade”, sua
abordagem é melhor, pois inicia pela concepc¢do de uma prova em um dominio de

validade, mas progride ao submeté-la a uma investigacdo constante.
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Os testes frequentes impostos a prova verificam se cada condicdo exigida
para o experimento mental esta devidamente estabelecida na redacéo da conjectura
e, continuando o exame detalhado chega a terceira etapa da demonstracdo, que
estabelece a retirada dos triangulos da malha planificada, em uma determinada ordem
gue ndo altere arelagdo V-A+F = 1.

Usando o método da incorporacao de lema, a conjectura € outra vez reescrita
como:

“Todo poliedro € euleriano se:

(a) for simples,

(b) tiver cada face simplesmente conexa e

(c) for de tal forma que a rede triangular plana, (resultado de planificacéo
seguida de triangulacédo), pode ser numerada tal que, ao remover na ordem adequada,
V — A + F néo se altera até o ultimo triangulo.”

A respeito da garantia de ser sempre possivel estabelecer uma ordem de
retirada dos triangulos que nado altere a caracteristica euleriana da malha, Lakatos
afirma que isso fora provado por Reichardt, em 1941, e por van der Waerden, em
1951, enquanto Hilbert e Cohn-Vossen apenas afirmaram que “era facil perceber”.

Acrescentando uma regra auxiliar ao método de incorporagéo de lema, assim
enunciada: “ndo transformamos em condi¢gdes aqueles lemas que podem ser
comprovados, nem incorporamos lemas que podem ser comprovados por lemas
anteriores.” (LAKATOS, 1977, pp. 40) e considerando as provas de Reichardt e de
van der Waerden, a terceira condi¢cao seria excessiva, por ser uma consequéncia da
primeira.

Um retrospecto da evolug¢édo do enunciado do teorema até este momento do
texto de Lakatos mostra um percurso que Polya diria ser a transformacdo de uma
ingénua conjectura original em um genuino teorema:

- uma conjectura ingénua: “Todo poliedro € euleriano”.

- 0 método de impedimento de monstros, que defendia a manutencdo da
formulacao original, exigiu a necessidade de mudancas nos significados dos termos
(poliedro, poligono, aresta etc.) ou mesmo uma primeira redacéo de definicbes que
ainda nao haviam sido apresentadas.

- a excluséo das excec0es introduziu o importante conceito de convexidade e

0 enunciado passou a ser tratado como: “Todo poliedro convexo é euleriano.”
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- 0 método da incorporagado de lema reuniu a prova a conjectura: “Todo
poliedro simples com faces simplesmente conexas ¢é euleriano.”

Guiadas pelo objetivo de barrar as anomalias e estabelecer um dominio de
validade restrito e confiavel para a conjectura de Euler-Descartes, as estratégias de
impedimento de monstros e excecdes trouxeram a tona a necessidade de
formalizacdo dos conceitos e de reformulacéo do enunciado original.

O método de incorporacao de lema também resulta em um amadurecimento
da teoria pela sofisticacdo de termos e reescrita do teorema, porém, sua finalidade é
distinta das estratégias mencionadas, pois ndo se comporta como uma tentativa de
uma mera exclusao dos “monstros”, mas incorpora as etapas do experimento mental,
apos cuidadosa investigacao dos contraexemplos.

Lakatos, no ensaio A renaissance of empiricism in the recent Philosophy of
Mathematics, comenta que “a epistemologia classica modelou, por dois mil anos, seu
ideal de uma teoria, cientifica ou matematica, na concepcao da geometria euclidiana.”
Uma teoria euclidiana ideal seria, assim, um exemplar de um sistema dedutivo com
um conjunto finito de axiomas que inserem os valores de verdade no topo, permitindo
gue fluam por canais légicos seguros, atingindo todas as preposicdes e inferéncias
derivadas.

Particularmente nas ciéncias naturais, Lakatos observa que as teorias
modernas dificilmente se organizavam nos moldes euclidianos, sendo mais comuns
as teorias quasi-empiricas. Apesar de apresentar semelhancas com as teorias
euclidianas como o procedimento dedutivo e a necessidade de um conjunto de regras
gue normatizam a transmissao légica, uma teoria quasi-empirica se diferencia por ter
sua insercdo de valores de verdade na parte inferior do sistema, isto €, nos
“‘enunciados basicos”.

O fluxo légico em uma teoria quasi-empirica ocorre no sentido contrario de
uma teoria euclidiana e o tipo de valor transmitido € também o oposto, pois é o
falseamento que segue dos enunciados basicos indo para cima em direcdo aos
axiomas. A inversdo do sentido de transmissdo de valores logicos de uma teoria
guase-empirica em relacao ao modelo euclidiano ndo caracteriza um apelo a indugao,
mas valoriza o teor falseabilista.

O método de incorporacdo de lema de Lakatos contéem uma diferenca
importante em relacdo a essas teorias, pois ndo admite uma dinamica linear em sua

“‘l6gica de descobertas”, mas substitui por um movimento de zigue-zague, que ora
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esta avaliando os contraexemplos, ora retorna as condi¢gdes iniciais da conjectura e
pode repetir essas etapas continuamente. A teoria lakatosiana anseia por dar resposta
para a questdo de identificar, nesse processo, a “Logica da descoberta” que os
popperianos afirmavam pertencer ao terreno do psicologismo.

Lakatos explica que esse procedimento é feito de tal forma que, ao se obter
finalmente o enunciado do teorema aperfeicoado pela incorporacéo dos lemas, ndo é
possivel identificar quais elementos sdo oriundos da conjectura ingénua inicial e quais
foram obtidos pelos ajustes apds a andlise dos contraexemplos. Por exemplo, um
leitor que tome contato com o teorema ja enunciado como “Todo poliedro simples com
faces simplesmente conexas € euleriano” possivelmente ndo seria capaz de afirmar

com seguranca quais elementos foram inseridos gracas aos lemas incorporados.

2.4.8 CRITICA DA ANALISE DE PROVA POR CONTRAEXEMPLOS QUE SAO GLOBAIS,
MAS NAO LOCAIS. O PROBLEMA DO RIGOR.

Apés a apresentacdo de seu método de incorporacdo de lema, o foco passa
a ser a questédo do rigor na andlise da prova, com uma proposta de classificagdo dos
contraexemplos, a saber:

- local, mas nao global (nédo refuta o teorema),

- simultaneamente local e global (ao invés de refutar, confirma o teorema), e

- global, mas néo local (refuta o teorema).

E valido salientar que, quando se avalia se um contraexemplo refuta ou ndo o
teorema, considera-se a ultima formulacdo obtida através do método de incorporacéo
de lema, ja que, em funcédo do préprio método, ndo faz sentido a expectativa da
obten¢cao de um enunciado definitivo.

Sobre a taxonomia proposta, os contraexemplos do primeiro tipo sao
justamente aqueles que contrariam um dos lemas e levam, pelo método de Lakatos,
a reformulacéo da conjectura.

Os contraexemplos do segundo tipo — locais e globais ao mesmo tempo — séo

identificados por Lakatos como um caso do paradoxo da confirmacédo indutivista de
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Hempel'’. No caso em questdo, seriam amostras 0os objetos para 0os quais ndo se
aplica pelo menos um dos lemas do experimento de Cauchy e que nao confirmam a
relagdoV —A+F = 2.

Um candidato a contraexemplo do terceiro tipo deveria ser um objeto que nao
contrariasse nenhum dos lemas, mas para o qual ndo fosse valida a relacdo
V — A+ F = 2. Estes contraexemplos sdo desejaveis, pois, na ideia de Lakatos sao
eles que provocam o dinamismo de revisdo dos lemas e, consequentemente, da
conjectura aprimorada.

O aluno Gama, em outros momentos do debate, havia sugerido como
contraexemplo um cilindro, rejeitado pelos outros participantes como uma aberracao
ou mesmo uma tentativa de chacota, por ndo ser considerado um elemento legitimo
a ser tratado pela conjectura, mas volta a apresenta-lo como uma suposta amostra de
um contraexemplo do terceiro tipo.

O argumento a favor de considerar o cilindro como um contraexemplo viavel
(do terceiro tipo) é defendido por ndo afrontar os lemas incorporados, visto que
(i) pode ser “inflado” como uma esfera e, portanto, pode ser planificado se retirada
uma de suas bases e (ii) qualquer diagonal tracada apés a planificagcdo gera uma nova
face. No entanto, apesar de cumprir as etapas do experimento mental, no caso do
cilindro, V — A + F = 1, considerando que ha trés faces (as duas bases e o involucro),
duas arestas (dois circulos) e nenhum vértice.

Uma estratégia empregada pelos debatedores para incluirem o cilindro na
classe de contraexemplos do segundo tipo, € a reformulagdo dos lemas com maior
precisdo, de tal forma que ndo mais seja possivel realizar, no objeto em questéo, as

etapas de planificacdo e triangulacdo da malha. Este acréscimo de detalhes nas

17 O paradoxo dos corvos de Carl Hempel (1905-1997) frequentemente € apresentado como a
contradicdo de duas intuicdes: 1) o critério de Jean Nicod (1893-1924) que postula que, na
generalizacdo de que todo A é B, as evidéncias de um exemplar que ndo é A, nem B ou de um particular
gue é B, mas ndo é A sao irrelevantes e 2) a ideia de que uma evidéncia que confirme uma hip6tese
deve confirmar quaisquer hipéteses materialmente equivalentes. O exemplo escolhido por Hempel é a
sentenga “todos os corvos séo pretos” ou (Vx)(C(x) - P(x)) que tem o mesmo valor légico de “tudo
que ndo é preto ndo é corvo” ou (Vx)(=P(x) » =C(x)). Isto significa que, para a confirmacéo da
hipétese inicial, a evidéncia de um corvo negro € tao vdlida quanto a evidéncia de um
objeto ndo-negro que seja também ndo-corvo (por exemplo, uma macd verde).
(CRUPI, V., "Confirmation", The Stanford Encyclopedia of Philosophy, 2016. Zalta, E. (ed.),
https://plato.stanford.edu/archives/win2016/entries/confirmation/)
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formulacdes do primeiro e segundo lemas, atende o que Pdlya considera um exercicio
necessario:

Uma situacdo ndo pouco frequente na pesquisa matematica é: um teorema
ja esté formulado, mas temos que dar significados mais precisos aos termos
nos quais ele esta formulado para que se apresente estritamente correto.
(POLYA, 1954)

Para o primeiro lema, o texto mais preciso deveria ser: “se uma face for
retirada, as demais devem permanecer conectadas”. No caso do cilindro, se uma das
bases for retirada, a planificacdo tal como proposta no experimento é possivel, porém,
se a “face” retirada for o invélucro cilindrico, as duas bases circulares ficariam
separadas.

Mesmo considerando que se obrigasse a retirada de uma face especifica e se
obtivesse uma planificacdo, a segunda etapa do experimento € contrariada se for
assumida uma definicdo de um elemento que até entédo havia sido utilizado sem uma
descricdo mais cuidadosa: “uma diagonal € uma aresta que liga dois vértices nao-
adjacentes.”

Considerando este significado para “diagonal” coloca-se em questdo a
necessidade de trazer a luz uma clausula existencial para o segundo lema, que trata
da triangulacdo da malha plana: devem existir diagonais (de fato ou potencialmente)
para que realize a acéo de triangulagao.

Novamente tratando do contraexemplo do cilindro, ainda que se admita uma
eventual planificagdo, ndo ha como tracar diagonais (que devem ligar vértices) dado
gue néo ha vertices. Logo, nédo é possivel obter a malha triangular.

Esclarecer esses lemas ocultos, como os denomina Lakatos, foi a maneira
utilizada por matematicos como Becker (1869), Poincaré (1908), Steinitz (1914) e
Gamow (1961) que, identificando os contraexemplos, reescreveram 0 teorema,
tornando sua formulac&o mais precisa, com o prejuizo de sua generalidade, visto que
0 enunciado original de Euler deveria ser aplicavel a qualquer poliedro.

No entanto, a tentativa de explicitar a totalidade dos lemas ocultos € tédo
impraticavel como a suposicdo dos defensores do impedimento de monstros que
pretendiam produzir uma lista de todas as anomalias possiveis.

Lakatos, tomando o cuidado para que seu método de incorporacdo de lemas

nao se tornasse apenas outra visdo dogmatica a respeito das ciéncias e da
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Matematica, afirma que o exercicio cuidadoso da analise da prova deve levar a um
teorema aprimorado, mas nao se tem a pretensdo de alcancar um teorema perfeito.

Deve ser observado, nessa analise da prova, o que Lakatos chama de
principio de retransmissao de falsidade, ja que “uma analise de prova é rigorosa ou
valida e o teorema matematico correspondente é verdadeiro se, e somente se, ndo ha
nenhum contraexemplo do terceiro tipo” (LAKATOS, 1977, p. 47). Ao esclarecer os
lemas ocultos, a analise da prova transforma os contraexemplos do terceiro tipo em
contraexemplos do segundo tipo.

Mesmo nos casos em que nao sao verificados inicialmente contraexemplos,
0 método pode ser seguido, como acreditava Russell, ao menos na primeira fase de
seu pensamento: “¢ um dos principais méritos das provas que elas incutem certo
ceticismo quanto ao resultado provado.” (RUSSELL, 1903 apud LAKATOS, 1977, p.
48).

E valido recordar que Lakatos se posiciona contrariamente a qualquer postura
gue estabelece uma condicdo definitiva e infalivel aos resultados obtidos pela
Matematica, descartando a possibilidade de corre¢cdes. Portanto, 0 mesmo Russell, a
partir do momento em que adere ao projeto logicista, deixa de ser uma referéncia de
apoio ao programa lakatosiano para se tornar alvo de criticas.

Mesmo nas ocasides em que ndo sdo encontrados contraexemplos em
profusdo, o que tende a elevar o0 teorema e sua prova a um maior nivel de
confiabilidade, Lakatos recomenda que ndo seja esquecida a analise da prova e que
nao se coloquem prova e refutacdo em compartimentos separados.

O “método de incorporacao de lemas”, rebatizado como “método de prova e
refutacoes”, é, entdo, apresentado didaticamente sob a forma de trés regras
heuristicas:

Regra 1: Se vocé tem uma conjectura, tente prova-la e refuta-la. Inspecione
cuidadosamente para preparar uma lista de lemas néo triviais (analise da
prova); encontre contraexemplos tanto para a conjectura (globais) como para
os lemas suspeitos (locais).

Regra 2: Se vocé tiver um contraexemplo global, descarte sua conjectura;
acrescente a sua analise da prova um lema adequado que sera refutado pelo
contraexemplo e substitua a conjectura descartada por uma aperfeicoada que
incorpore tal lema como uma condi¢cdo. Nao permita que uma refutacao seja
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desconsiderada como uma monstruosidade.  Torne todos os “lemas
ocultos” explicitos?®.

Regra 3: Se vocé tiver um contraexemplo local, verifique se é também um
contraexemplo global. Se for, use a Regra 2. (LAKATOS, 1977, p. 50)

2.4.9 PROVA VERSUS ANALISE DE PROVA. O RELATIVISMO DOS CONCEITOS DE
TEOREMA E RIGOR NA ANALISE DE PROVA.

Na sec¢do que se dedica a tratar do rigor na analise da prova, Lakatos ensaia
uma reconstrucao histérica sobre esse tema, identificando como primeiro momento
de interesse a virada do século XVIII para o século XIX.

Até cerca de 1800, a ideia de prova matematica estava firmemente associada
as caracteristicas de rigidez e infalibilidade atribuidas a Mateméatica em si. No inicio
do século XIX, principalmente com os estudos de Cauchy e Weierstrass em analise e
a profusdo de contraexemplos encontrados, foi que o rigor passou a ser algo a ser
buscado com esforco, ja que até entao era admitido tacitamente.

Com os estudos das geometrias ndo euclidianas e gracas a teoria dos
conjuntos de Cantor, houve nova enxurrada de contraexemplos, atingindo teoremas
basilares de teorias matematicas; a reacdo dos defensores do rigor passou a ser a
adocao de uma postura dogmatista.

Na tentativa de combater o que era considerado um pedantismo logico-
linguistico na analise das provas, ocorreu 0 que Lakatos classifica como uma
“contrarrevolucgao intuicionista”. Ainda de acordo com o autor de P&R, uma tentativa
de manter a uniao entre légica e matematica foi feita pelos logicistas, levando a uma
série de paradoxos; outra foi empreendida por Hilbert que apenas transladou o
problema da busca pelos fundamentos para um novo dominio, o da meta-matematica.

Lakatos aproveita este retrospecto para concluir que “diferentes niveis de rigor
se distinguem apenas em relacdo ao local em que tracam a linha entre o rigor da
analise da prova e o rigor da prova, i. e., em relacdo ao momento em que a critica

deve parar e a justificacdo deve comegar .” (LAKATOS, 1977, p. 56)

18 | akatos afirma que a Regra 2 foi estabelecida a partir de proposi¢cdes de Seidel (1847) e Darboux
(1874; 1883).
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Em outro trabalho, intitulado Infinite regress and the foundations of
Mathematics, Lakatos explora ainda mais este tema e se posiciona firmemente contra
a nogao de que exista algo como “intui¢cdes finais” na Matematica:

Por que, afinal de contas, ha testes ‘definitivos’ ou autoridades ‘finais’? Por
gue fundamentos, se estes sdo admitidos subjetivamente? Por que nao
admitir honestamente a falibilidade matematica e tentar defender a dignidade
do conhecimento falseavel contra o ceticismo cinico ao invés de iludirmos a
nés mesmos que seremos capazes de consertar invisivelmente a derradeira
ruptura no tecido de nossas intui¢des finais? (LAKATOS, 1997b, p. 23)

No debate entre os alunos, uma metafora bastante ilustrativa aparece quando
Alfa menciona que a analise da prova aproximada desenha um contorno da classe de
poliedros de Cauchy com um “lapis” que nao é tao afiado.

Os contraexemplos levam a “apontar o lapis”, mas nenhum lapis é
absolutamente afiado, pois se nés o afiarmos repetidamente ele pode quebrar. O ato
de “apontar o lapis” é fruto de uma “intuicdo madura” e nao deve ser rejeitado como
um psicologismo, como um recurso do pragmatismo nem tampouco estabelecido
dogmaticamente.

Esta reconstrucao esbocada por Lakatos fornece uma base para o estudo em
gue se avalia, na secédo 3.3.1, o papel de uma abordagem heuristica na busca pelo

rigor das provas e teoremas matematicos.

2.4.10 CRITICA DA PROVA POR CONTRAEXEMPLOS QUE SAO LOCAIS MAS NAO

GLOBAIS. O PROBLEMA DO CONTEUDO.

Ainda no espirito da analise da prova, a seguinte regra € acrescentada ao
método de prova e refutacdes:

Regra 4: se voceé tiver um contraexemplo que é local mas nao global, busque
aperfeicoar sua andlise de prova pela substituicdo do lema refutado por outro ndo
falseado.

Lakatos afirma que os contraexemplos locais, mas nao globais, podem prover
uma oportunidade de aprimorar o teorema podendo ocorrer ligeiras modificagdes dos
lemas, mantendo a estrutura da prova original ou, num caso mais extremo, a prova
inteira pode ser substituida por outra mais abrangente e mais profunda.

Como exemplos deste segundo caso, sdo mencionadas as provas de

Gergonne e de Legendre:
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Prova de Gergonne: imagine que o poliedro seja oco, com suas superficies
feitas de um material rigido, como papeldo. Considere o interior iluminado e que exista
pelo menos uma face a partir da qual, como se fosse a lente de uma camera, possam
ser visualizados todos os vértices e arestas.

Ao se “fotografar” o interior do poliedro, se produz uma rede planificada, tal
como na prova anterior, em que V — A+ F =1 e, adicionando a face da “lente” se
obtém a formula de Euler.

Os poliedros assim transformados (com uma das faces sendo a “lente”) sao
definidos como quase convexos e a formulacéo do teorema se torna: “Todo poliedro
quase convexo com faces simplesmente conexas ¢é euleriano.”

Prova de Legendre: considere o poliedro no interior de uma esfera de raio
unitario, com um ponto em seu interior que sera considerado o centro de uma proje¢ao
na superficie da esfera de uma rede de poligonos esféricos.

O primeiro lema é a existéncia desse ponto e 0 segundo diz que nesta rede,
V — A+ F = 2. Esta proval® é restrita a poliedros convexos e alguns quase convexos
“bem-comportados”.

Assim como a prova de Cauchy, essas também nado séo ideais, pois, se tal
prova tivesse carater definitivo, ndo deveriam restar contraexemplos no interior do
teorema nem haver exemplos vélidos fora dele. Deveria ser tracada uma linha
divisoria clara entre exemplos e contraexemplos e ndo meramente a restricdo de um

dominio seguro. Em outras palavras, uma prova ideal deveria estabelecer totalmente

19 De forma resumida, a prova de Legendre € assim apresentada em Lima (1991): sejam um poliedro
convexo P, com V vértices, A arestas e F faces e uma esfera E, de raio r, com centro em 0, ponto
interior do poliedro P. Suponhamos, sem perda de generalidade, que as faces de P sao tridngulos, pois
se ndo é esse 0 caso, sempre é possivel decompor cada face em triangulos. Projetando radialmente o
poliedro P sobre a esfera E, teremos uma decomposi¢éo de E em tridngulos esféricos T, i = 1,2, ..., F
dispostos de maneira similar a disposi¢éo no poliedro P. Em particular, a esfera E fica recoberta por F
tridngulos esféricos T;, com um total de V vértices e A lados. Pelo Teorema de Girard, se «, fe ysao

angulos internos de um tridngulo esférico, medidos em radianos, entdo « +ﬁ+y:7r+% emque a € a
area desse tridngulo. Portanto, segue que S; = 7 + % , onde S; é a soma das medidas em radianos dos
angulos internos e a; a area do tridngulo esférico T;. A soma total das medidas em radianos dos angulos
internos desses triangulos é dada por Y.f_, S, = F.m + % . Outras duas informacgdes Uteis sdo: a soma

dos angulos em torno de cada vértice € 27, o que acarreta que Y./_, S; = 2m.V e a area da superficie
amr? d

esférica E é igual a 4mr?, portanto 2.} a; = 4wr?2. Com as devidas substituicdes, 2nV = F.7 + —

onde segue que 2V =F +4 e, em consequéncia, 2V —F =4 . Para obtermos uma relacdo entre F (a
gquantidade de triangulos esféricos) e A (quantidade de arestas), basta perceber que todo tridngulo tem
trés lados e toda aresta € lado de dois triangulos vizinhos, assim 3F =24, entdo F =24 —2F . Portanto,
2V —F =4 o0 que pode ser expresso como 2V —2A4 +2F =4, e, finalmente, V —-A +F =2..
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as condi¢cBes do teorema, ndo somente as suficientes, mas também as necessarias.
Em sua interpretacéo, o interesse pelo incremento do conteiddo em uma teoria é
importante e, por isso mesmo, ndo deve haver a imposicdo de uma conduta que
descarte as provas (mesmo quando estas ndo apresentam, sob alguma Otica
arbitraria, todas as condi¢cfes necessarias e suficientes).
A base de sintese da sec&o, o titulo do método é novamente alterado (um
recurso elegante de Lakatos) e chega finalmente a ser chamado de “método de provas
e refutagdes”, cuja evolugdo € narrada pelo aluno Mu, em termos “quase topoldgicos”:

O método de incorporacao de lemas produzia uma sequéncia convergente
de dominios de sucessivos teoremas aperfeicoados; estes dominios
diminuiram sob o continuo ataque de contraexemplos globais no processo de
surgimento de lemas ocultos e convergiram para um limite: o “dominio da
analise de prova”.

Se aplicarmos a versdo mais ténue da Regra 4, este dominio pode ser
ampliado sob a continua presséo de contraexemplos locais. Esta sequéncia
expansiva novamente tem um limite: “o limite da prova”. Este dominio pode
ser bastante estreito (até vazio).

Precisariamos entéo de provas mais profundas cujos dominios formem uma
sequéncia expansivel incluindo cada vez mais poliedros eulerianos que eram
contraexemplos locais para suas provas prévias. (LAKATOS, 1977, p. 64)

Lakatos verifica dois movimentos em sua reconstrugdo historica: primeiro o
enunciado conjectura de Euler tem como dominio “todos os poliedros”, mas pela
observacdo de contraexemplos, este dominio sofre reducdo para uma categoria
restrita; em um segundo momento, a formulacdo de outras provas como as de
Gergonne e Legendre incluem no dominio outros poliedros.

No decorrer da analise da prova, o objetivo de estabelecer o “dominio de
validade da conjectura” € emparelhado com o estudo da relagdo entre VV, A e F para
qualquer poliedro.

Ao argumento de que esta segunda questdo € um acréscimo desnecessario
ou uma complicacéo do problema inicial, Lakatos responde com uma menc¢ao ao que
Pdlya (1954) chama de o paradoxo do inventor: “mais questdes podem ser mais faceis
gue apenas uma. Um novo problema, mais ambicioso, pode ser mais facil de tratar do
que o problema original”.

A questao enfatizada por Lakatos € que a procura pelo dominio de validade
do “eulerianismo”, isto &, a caracteristica V — A + F = 2, ocultou que h& incontaveis
outros poliedros para os quais esta relacdo resulta em valores distintos e que podem

ser igualmente interessantes.
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Ao considerar uma tabela como a apresentada a seguir, que lista a quantidade
de faces, vértices e arestas de alguns poliedros — todos os quais eulerianos —, ndo

parece ser tao trivial identificar uma férmula que consiga “extrair a ordem do caos”.

Poliedros FIV|A
Cubo 6| 8 |12
Prisma triangular 5/ 6|9
Prisma pentagonal 7110 | 15
Piramide quadrada 55| 8
Pirdmide triangular 4| 4 | 6
Piramide pentagonal 6| 6 |10
Octaedro 8| 6 |12
“Torre” 919 |16
Pirdmide pentagonal truncada | 7 | 10 | 15

Acompanhando a proposta de Pdlya em sua obra Mathematics and plausible
reasoning (1954, vol. I, pp. 36-43), as tentativas de se encontrar alguma regularidade
nas quantidades de arestas, vértices e faces poderiam ser assemelhadas aos
procedimentos adotados por cientistas naturais que, de posse de um conjunto de
dados a respeito de um fenbmeno, procuram organiza-los e elaboram hipéteses sobre
as relacdes entre as variaveis envolvidas para a constru¢ao de sua teoria.

Pdlya inicialmente se questiona se a variacdo da quantidade de faces esta de
alguma forma relacionada com a variacdo da quantidade de vértices (F « V). Como
isto ndo se verifica para todos os exemplares da tabela, as novas sugestdes procuram
relacionar a variacao da quantidade de faces e arestas (F < A) e, em outro momento,
de vértices e arestas (V < A).

Como nenhuma desses testes contempla todos os poliedros listados na
tabela, uma conjectura que obtém sucesso é a suposi¢cao de uma relacdo que associa
a variacdo da quantidade de arestas com a variacdo da quantidade de vértices

somada a quantidade de faces (V + F < A).
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O estudo de Pdlya ao qual Lakatos se refere é uma tentativa de reconstruir o
exercicio mental®® realizado por Euler antes de enunciar sua proposi¢do sobre os
poliedros. O matematico alemao teria feito uso, nessa etapa, daquilo que Polya chama
de “raciocinio plausivel”, que se distingue do raciocinio demonstrativo pelas seguintes
caracteristicas:

O raciocinio demonstrativo é seguro, ndo controverso e definitivo. O
raciocinio plausivel é perigoso, controverso e provisério. O raciocinio
demonstrativo penetra nas ciéncias, tanto quanto a matematica, mas € por si
mesmo (como a matematica € por si mesma) incapaz de render um
conhecimento essencialmente novo sobre o mundo que nos rodeia. Qualquer
coisa nova que aprendemos sobre o mundo envolve um raciocinio plausivel,
gue € o Unico tipo de raciocinio com que nos preocupamos nos assuntos do
cotidiano. O raciocinio demonstrativo tem rigidos padrfes, codificados e
esclarecidos por légica (I6gica formal ou demonstrativa), que é a teoria do
raciocinio demonstrativo. Os padrdes do raciocinio plausivel séo fluidos e ndo
existe uma teoria de tal raciocinio que possa ser comparada com a ldgica
demonstrativa em clareza ou que possa levar a um consenso comparavel.
(POLYA, 1954, p. V)

Em outra obra, Pdlya usa o termo “raciocinio heuristico” definido como “o
raciocinio ndo considerado como final e estrito, mas como provisério e plausivel”
(POLYA, 1973, p. 113), justificando que, enquanto ndo se encontra uma solucio
completa de um problema, sdo importantes as conjecturas mais ou menos plausiveis
e traga uma analogia entre o raciocinio plausivel e os andaimes necessarios durante
a construcdo de um edificio.

Sobre o0 processo de obter provas seguras, apos boas conjecturas elaboradas
pelo raciocinio heuristico (ou plausivel), Polya apela para a definicdo que Aristoteles
da sobre a “sagacidade” e diz que quando um cientista tem uma “boa ideia”
suficientemente plausivel para resolver determinado problema ou explicar um
fendbmeno, ocorreu uma “hipotese certeira sobre as conexdes essenciais”. (POLYA,
1973, p. 58)

Lakatos, percebendo que uma interpretacéo das ideias de Pdlya poderia levar

a defesa dos argumentos indutivistas, toma o cuidado de dizer que, ao se observar os

20 Aqui temos um exemplo perfeito do quasi-experimento, no sentido dado a esse termo pelo editor dos
Novi Comentari (secéo 2.4.1). A partir das informac8es organizadas em uma tabela, algumas contas
foram feitas, e houve a tentativa de detectar algum padrdo ou regularidade nelas, sem qualquer
tentativa de decomp6-lo, de isolar seus elementos, de apreender sua estrutura com vistas a obtencao
de uma prova.
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dados na tabela e buscar as relagdes entre as quantidades de vértices, faces e
arestas, 0 que se fazia era um exercicio de identificar possiveis hipoteses que seriam
posteriormente testadas.

Agora o que aconteceu foi o seguinte: vocé tinha trés ou quatro conjecturas
gue por sua vez foram rapidamente refutadas. Sua tabela foi construida no
processo de testar e refutar essas conjecturas. Essas conjecturas mortas e
agora esquecidas sugeriam os fatos, ndo os fatos, as conjecturas. As
conjecturas ingénuas ndo sdo conjeturas indutivas: chegamos a elas por
tentativa e erro, através de conjecturas e refutacbes. Mas se vocé
erroneamente acreditar que vocé chegou a elas de forma indutiva, a partir de
suas tabelas, se vocé acredita que quanto mais extensa a tabela, mais
conjecturas ela ira sugerir, e mais tarde lhes dard suporte, vocé pode
desperdicar seu tempo compilando dados desnecessarios. Além disso, sendo
doutrinados a acreditar que o caminho da descoberta € dos fatos para as
conjecturas, e da conjectura para a prova (0 mito da inducdo), vocé pode
esquecer completamente a alternativa heuristica: suposicdo dedutiva.
(LAKATOS, 1977, p. 73, grifos nossos)

Lakatos abrange no conceito de suposi¢ao dedutiva o raciocinio heuristico de
Polya e uma dupla recusa ao procedimento indutivista, que pretende chegar a
generalizacdo pelos particulares, e a sugestdo dedutivista, que considera o caminho
dos axiomas aos teoremas como a unica trajetOria possivel. As conjecturas iniciais,
mesmo que ingénuas, ndo séo frutos da mera observacgéo dos fatos, mas surgem de
um processo légico, racional e heuristico.

A heuristica matematica é bastante similar a heuristica cientifica ndo porque
ambas sejam indutivas, mas porque ambas s&o caracterizadas por conjecturas,
provas e refutacdes. A diferengca importante estd na natureza das respectivas
conjecturas, provas (ou, na ciéncia, explicagdes) e contraexemplos .

Lakatos faz uma mencéo de louvor a Pdlya por ter sido o responsavel pelo
renascimento da heuristica matematica no século XX, mas nao deixa de registrar uma
leve critica dizendo que “o que pode ser considerado sua unica fragilidade relaciona-
se com sua forca: ele jamais questionou que a ciéncia é indutiva e, devido a sua
correta visao da profunda analogia entre heuristica cientifica e matematica foi levado
a pensar que a matematica é indutiva”. (LAKATOS, 1997b, p. 102)

O autor entende que nao ha distingdes de procedimentos para a Matematica
em relacdo as ciéncias e, novamente, o0 percurso ndo deve ser visto como um fluxo
indutivista, que leva dos fatos as teorias, nem como um “euclidianismo” estrito que

acaba por concentrar demasiados esfor¢cos no estabelecimento de seus fundamentos.



71

A “alternativa heuristica®, como denomina Lakatos, é fazer uso das
suposicoes dedutivas, que podem resultar em outros experimentos, diferentes
daquele de Cauchy.

Para tanto, outras observagfes sao apresentadas por Lakatos, nas
intervencdes do pupilo Zeta, extraidas de trabalhos de Lhuilier (1812-13), Hessel
(1832) e Raschig (1891). A preocupacdo desses autores era estabelecer uma
formulacdo que contemplasse os contraexemplos como a moldura e o cubo aninhado,
trazendo-o para o dominio de validade do teorema aperfeicoado.

Uma definicdo utilizada nessa alternativa de formulagdo é a de poliedro
normal fechado: uma superficie fechada de poligonos perfeitos?® que é obtido
respeitando a seguinte constru¢cdo: dado um poligono perfeito, sdo acrescidos F — 2
poligonos de tal forma que n&o se altere arelagdo VV — A + F (nesta etapa é construido
um poliedro normal aberto) e, finalmente, é adicionado um ultimo poligono que
aumenta V — A + F em uma unidade.??

Tomados dois poliedros normais (a), eles podem ser unidos, caso tenham
faces com 0 mesmo numero de vértices, pelo encaixe de uma face de cada, sem
alterar V. — A + F. (b) ou pelo encaixe de duas faces de cada um que incrementa V —

A + F em uma unidade (c), como indicado nas figuras seguintes.

Figura 10 — Poliedros normais

Fonte: LAKATOS, 1977, p. 77

21 Um poligono perfeito € aquele que pode ser construido a partir de um Gnico vértice ao qual se vio
acrescentando n—1 arestas sem alterar a relacdo V-4 e, finalmente uma aresta final para fecha-lo,
causando um decréscimo de 1 na relagao V-A.

22 Como exemplo, considere um pentagono ao qual se acrescenta primeiro cinco quadrilateros e depois
outro pentagono, formando um prisma de base pentagonal.
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O novo enunciado do teorema proposto é: “todos os poliedros normais
fechados sao eulerianos”. O experimento segue, considerando que quando ha dois
poliedros normais fechados, V — A + F = 4 (os dois juntos) e, se uma face de cada um
deles for unida, como no item (b) da figura anterior, V- A+ F =2 e o poliedro
resultante pode ser inflado como uma esfera.

Se, no entanto, forem “coladas” duas faces de cada um dos poliedros normais
iniciais, como no item (c), teremos V — A+ F =0, pois 4 faces deixardo de ser
contadas (isso equivale ao contraexemplo da moldura).

Continuando, se for juntado a esse poliedro outro poliedro normal, mostrado

na figura 11 (b), a relacdo passaaserV — A+ F = —2.

Figura 11 — Poliedros normais n-esferoidais

(b)
Fonte: LAKATOS, 1977, p. 77

Por esses trés primeiro exemplos, enuncia-se uma suposi¢cao generalizante:
“para um poliedro monoesferoide, V — A + F = 2, para um diesferoide, V-
A+ F =0, para um triesferoide, V — A+ F = —2 e, para um n-esferoide: V- A+ F =
2—2(n-1).

Admitida a verdade dessa intuicdo, seria equivalente dizer que os poliedros
que podem ser “inflados” como uma esfera terdo caracteristica de Euler igual a 2;
como um toro, caracteristica 0; como um bitoro, caracteristica —2, e assim por diante.

Com esta nova definicdo e experimento, o contraexemplo da moldura agora é
incorporado ao dominio de validade. Permanecem excluidos, no entanto, varios
poliedros j& mencionados sob o titulo de contraexemplos, como o cubo encristado, em
gue dois poliedros sédo unidos por uma de suas faces ou casos como o par de cubos
encaixados, em que os dois poliedros apresentam superficies desconexas
(cavidades).

Pretendendo dar conta também desses elementos, baseando-se ainda nas

ideias de Lhulier, novos experimentos sao empreendidos, chegando, sucessivamente
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a outras duas expressoes, cada qual com mais detalhes que a anterior. Por exemplo,

a expressao

F

V—A+F=2—2(n—1)+Zek
k=1

€ aplicavel a exemplos como o cubo encristado.

Na formula, e, corresponde ao numero de arestas que podem ser acrescidas
sem o aumento no numero de faces (para cada uma das faces, da primeira até a F-
ésima) apos a operacao de planificacdo, em que ocorre pelo menos uma face anelar.
Para uma face desse tipo, como mostrado na figura seguinte, o acréscimo de uma
nova aresta (a) nao divide a face, sendo necessaria para causar o acréscimo de uma

nova face na malha o tracado de uma segunda aresta (b).

Figura 12 — Face anelar apds a planificacédo

(2) (b)
Fonte: LAKATOS, 1977, p. 79
Outra expressdo expande ainda mais o dominio de validade, contemplando

0s contraexemplos como o par de cubos encaixados, em que existam superficies

desconexas.
K

F
V—A+F= 2 2-2(n—1)+ ) ey
k=1

j=1

sendo K a quantidade de superficies desconexas.

No caso citado — o par de cubos encaixados — teriamos K =2 (duas
superficies desconexas), n; = n, =1 (as duas superficies sdo monoesferoides) e
ex; = 0 para todos indices k e j (ndo ha faces anelares apos a planificagdo de cada
superficie); assim:

V—-—A+F =4
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Mais que consideracfes sobre o desenvolvimento matematico dessas
férmulas, o que importa para a discusséo de Lakatos nesta etapa do debate é avaliar
a seguinte cadeia de proposi¢des dada por um percurso de raciocinio dedutivo:

i. Um vértice € um vértice.

ii. V = A para poligonos perfeitos (pela definicdo de como sdo construidos).

iii. V—A+F =1 para todo sistema poligonal aberto normal (um poliedro
normal fechado antes de inclusédo da ultima face).

iv. V—A+ F =2 para todo sistema poligonal normal fechado, i.e., para
todo poliedro normal.

V. V—A+F = 2-2(n-—1) para poliedros normais n-esferoidais (a jungao
de cada poliedro normal que gera uma cavidade causa um decréscimo
de 2 unidades na expresséao)

Vi V—A+F=2-2(n—1)+Yk_,e, para poliedros normais n-
esferoidais com faces multiplamente conexas.

Vii. V—A+F= 3K {2-2(n; - 1)+ X, ex;} parapoliedros n-esferoidais
normais com faces multiplamente conexas e K superficies desconexas.

Séo identificados por Lakatos como defensores de um processo dedutivo tal
como o apresentado, Descartes, Kant e Poincaré. Referindo-se a uma das regras de
Descartes, Lakatos sustenta que uma maxima do filosofo francés era a busca por
teoremas que nao fossem “evidentes por si mesmos, mas apenas pela deducao a
partir de principios verdadeiros e conhecidos em uma acao ininterrupta da mente que
tem uma visao clara de cada etapa do processo.” (LAKATOS, 1977, p. 81)

Lakatos cuidadosamente alerta que devido a apresentacdo corriqueira da
Matematica, muitos chegam a acreditar que o caminho do descobrimento é
justamente o que segue dos axiomas aos teoremas e podem cair na cilada da “falacia
da deducgao” que defende que a sofisticada conclusao V-
A+F =35 {2-2(n;— 1) + Xf_, e} para poliedros n-esferoidais normais com K
superficies desconexas” foi uma arvore que brotou a partir da trivial semente “um
vértice é um vértice”.

Na visdo de Lakatos, a critica € mais importante que um suposto progresso
dedutivo continuo e, na evolucéo das afirmacdes (de iv para v, de v para vi e de vi
para vii), o elemento gerador da reformulacdo foi justamente a avaliacdo de um

contraexemplo da hip6tese anterior.
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A velocidade do crescimento do conteltdo estd, portanto, diretamente
relacionada a critica que, por sua vez, depende da ocorréncia e correta interpretacéo

dos contraexemplos que refutam total ou parcialmente a conjectura.

2.4.11 FORMACAO DE CONCEITOS

A pendltima parte de Proofs and Refutations contém uma detalhada
explanagdo sobre a formacédo de conceitos nas falas do personagem Pi, que se
responsabiliza por fazer uma reconstrucdo do debate, partindo do enunciado e
estratégias primeiras de confirmacgéo ou refutacdo e avaliando os diferentes teoremas
e termos tedricos obtidos no percurso.

As primeiras exploragbes da conjectura tinham interesse na simetria de
poliedros regulares e, no caso desses poliedros (simples, convexos, sem cavidades,
sem estruturas maltiplas etc.), a conjectura era verdadeira e a prova nao tinha falhas.

Entdo vieram os refutacionistas, que ampliaram o conceito de poliedro. As
refutagbes nao revelaram erro na conjectura nem na prova original, mas revelaram a
falsidade da conjectura em um dominio mais amplo para o qual ndo havia sido
pensada.

Isso gerou o confronto entre os que pretendiam impedir o ingresso dos
‘monstros” na conjectura e aqueles que queriam inclui-los. Ambos se valiam da
criacao de novas defini¢cdes, uns para preservar e outros para ampliar 0os conceitos.

Lakatos faz uma revisao historica do conceito de poliedro, apresentando que,
na classificacédo euclidiana, eram assumidos como poliedros apenas os regulares (os
platbnicos) e os quase-regulares (prismas e piramides). Apos o Renascimento,
algumas classificagdes passaram a contemplar também alguns objetos céncavos e 0s
sélidos estrelados propostos por Kepler em 1619.

O incbmodo causado pela incerteza a respeito da classificacdo dos sélidos
nao convexos e estrelados teve espaco nos trabalhos de Euler (1750), Legendre
(1794), Poinsot (1809) e Cauchy (1811). Lakatos aponta que Poinsot ora o0s
considera como poliedros legitimos e ora os rejeita, e que Cauchy estuda algumas
propriedades dos solidos estrelados, mas nao os lista como exemplos quando trata
de teoremas gerais a respeito de poliedros.

Retomando o discurso do aluno Pi e considerando que o conceito de poliedro

nao estava claramente estabelecido no principio do teorema, ha a sugestdo de
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substituir o enunciado “todo poliedro simples com faces simplesmente conexas é
euleriano” por “todo objeto simples com faces simplesmente conexas é euleriano”.
Um argumento favoravel a alteracdo do teorema € 0 seguinte exemplo: um
globo com um mapa politico desenhado ndo € um objeto da classe original de
poliedros, mas também nele é possivel empreender a prova de Cauchy. Lakatos
indica como defesa dessa proposicéo as seguintes afirmacdes de Poincaré e Frechét:

Matematica € a arte de dar o mesmo nome a coisas diferentes. Se for
escolhida a linguagem correta, sera surpreendido ao saber que provas feitas
para um objeto conhecido aplicam-se imediatamente para muitos novos
objetos sem a minima alteragdo — podem-se inclusive manter os termos .
(POINCARE, 1908 apud LAKATOS, 1977, p. 89)

Quando um conjunto de propriedades matematicas de uma entidade usada
na prova de uma proposic¢ao ndo determina esta entidade, a proposi¢éo pode
ser estendida para ser aplicada a uma entidade mais geral . (FRECHET, 1928
apud LAKATOS, 1977, p. 89)

O método de provas e refutacdes € responsavel entdo por modificagcdes nos
conceitos e na aplicacdo desses conceitos a outros dominios de validade. Lakatos diz,
entdo, que o conceito gerado pela prova ndo é meramente uma generalizacdo ou uma
especificacdo do conceito ingénuo, mas se estabelece como um conceito
radicalmente novo.

Como exemplo, o conceito de poliedro gerado pelo método de provas e
refutacdes no contexto do teorema de Euler-Descartes pode ser aplicado a geometria
projetiva de Gergonne, a topologia geral de Cauchy ou a topologia algébrica de
Poincareé.

Assim como o termo principal (poliedro), os conceitos auxiliares séo purgados
pelo método de provas e refutacdes, partindo de concepcdes ingénuas e evoluindo no
ambito de uma linguagem tedrica.

Este aperfeicoamento acontece, por exemplo, na explicacao dos significados
dos termos cavidade, tunel ou poligono interior, no contexto do calculo da
caracteristica de Euler dos diversos poliedros.

Na interpretacdo de Lakatos, esta evolugdo causada pela suplantacdo de
conceitos ingénuos por seus aprimoramentos ocorreria ndo somente nas ideias, mas
nos elementos da linguagem que seriam substitutos aperfeicoados dos termos

ingénuos iniciais:
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No que diz respeito a classificacdo ingénua, os hominalistas estdo perto da
verdade ao afirmar que a Unica coisa que os poliedros (ou, para usar 0
exemplo favorito de Wittgenstein, os jogos) tém em comum € o seu nome.
Mas depois de alguns séculos de provas e refutagbes, a medida que se
desenvolve a teoria dos poliedros (ou, digamos, a teoria dos jogos), e a
classificacéo tedrica substitui a classificagao ingénua, o equilibrio muda em
favor do realista. O problema dos universais deve ser reconsiderado em vista
do fato de que, a medida que o conhecimento cresce, as linguas mudam.
(LAKATOS, 1977, p. 92)

Lakatos se mostra um tanto ufanista com seu préprio método, pois espera que
“no final nés vamos sair de uma classificacdo acidental para a classificagao real e
verdadeira, para a perfeita linguagem”.

Todas as refutacdes interessantes sao, portanto, heuristicas e, assim que um
contraexemplo surge, ha uma escolha a ser feita: ou recusar considera-lo como tal e
permanecer na linguagem inicial L1 ou mudar a linguagem a partir da ampliagao de
conceito e aceita-lo na linguagem L2.

Trazendo a tona sua critica as abordagens dogmaticas, Lakatos diz que o
racionalismo estatico tradicional faz sempre a opcao pela primeira alternativa, mas
gue a ciéncia ensina a escolher a segunda e acrescenta uma afirmacéo de Félix (1957,
apud LAKATOS, 1977, p. 93): “todo periodo de criagédo € um periodo em que a
linguagem se altera.”

Neste aspecto, Lakatos demonstra indignacdo com o0s positivistas, por
considerar que, para esta escola, “a tarefa exclusiva da filosofia é construir linguagens
‘formalizadas’ nas quais fendbmenos da ciéncia congelados artificialmente sé&o
expressos”. Em sua avaliagao, este procedimento € excessivamente lento em relagcéo
a velocidade de crescimento da ciéncia que descarta o sistema de linguagem anterior
€ nao pode ser por ele restrito como uma “prisao conceitual”.

A velocidade das mudancas na linguagem deveria, entdo, acompanhar a
velocidade do progresso cientifico, com conceitos mais robustos que acompanhem as
provas empreendidas. Os termos envolvidos na conjectura, apés uma etapa do
método de provas e refutacbes, podem ja ndo mais ter o mesmo significado que
anteriormente se lhes atribuia.

Citando Polya, toma exemplos da fisica e da medicina, dizendo que nas
primeira ocorréncias de termos como “eletricidade” ou “contagio”, as ideias associadas
eram vagas e obscuras, mas com o advento de investigacdes, experimentos e

reflexdes , tornaram-se cada vez mais elaboradas.
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Sobre o0 uso da mesma palavra para denotar uma ideia diferente e
possivelmente mais sofisticada, Lakatos n&o reconhece uma evolucdo ou
esclarecimento de conceitos. Sua concepcdo € mais radical: o significado ingénuo
inicial desapareceu e foi substituido por um significado totalmente novo.

Lakatos afirma que mesmo que 0S novos conceitos ainda ndo sejam aceitos
de forma geral, para a garantia do progresso, € necessario que 0s conceitos ingénuos
ainda presentes na linguagem sejam substituidos pelos conceitos tedricos que foram
purgados pelas provas e refutagoes.

Admitindo esta dindmica dos conceitos, a questao colocada é: existe um limite
para este crescimento do contetdo e das teorias? Supondo que a resposta seja
afirmativa, seria possivel chegar a novas e mais profundas ideias de prova com maior
poder de explicacdo e, ao final, a prova definitiva isenta de refutacdes por anomalias.

Lakatos, todavia, indica que a possibilidade de uma Unica teoria unificada para
explicar todos os fenbmenos ndo condiz com toda a defesa que ja foi feita do
falseabilismo. Além disso, outro argumento contrario a possibilidade de se obter a
ampliacédo definitiva dos conceitos é a subjetividade presente na decisdo de quando

se deve parar.

2.4.12 COMO A CRITICA PODE TORNAR VERDADE MATEMATICA EM VERDADE LOGICA

A secao final de Proofs and Refutations complementa a anterior,
acrescentando a formacdo de conceitos a questdo da verdade matemética, que
Lakatos admite ser distinta, dependendo da intencdo de quem a interpreta.

Para cada proposicdo, ha uma interpretacdo suficientemente restrita que a
torne verdadeira e uma interpretacdo suficientemente ampla que a torne falsa. A
primeira pode ser chamada de dogmatista, verificacionista ou justificacionista e a
segunda, cética, critica ou refutacionista.

No decorrer do debate, o conceito de poliedro foi ampliado, mas depois
descartado. Como assinalado na secéo anterior, 0 conceito ingénuo poliedro passa a
ser dispensavel em uma formulacao aperfeicoada do teorema.

Outros termos tedricos que passaram a ser considerados (por exemplo, o
conceito de faces simplesmente conexas) deveriam passar pelo mesmo processo de
aprimoramento dedicado ao termo poliedro, chegando a um ciclo infinito de refutar

cada termo e cada teorema, substituindo-os por suas versdes mais rigorosas. O ultimo
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teorema enunciado néo é o teorema definitivo, mas unicamente aquele cuja falsidade
ainda nao foi exposta. Nunca se escapa da falsidade.

Mesmo que se adote um ponto de parada como se fosse o teorema definitivo,
a forma linguistica em que essa verdade esta expressa deveré fazer uso da estratégia
de impedimento de monstros para rejeitar os contraexemplos gerados pela ampliacao
dos conceitos.

Novo ciclo infinito se estabelece no ambito da linguagem, pois cada forma
linguistica particular que ndo se mostre suficiente deve ser acrescida de definicbes
mais e mais rigorosas, definicbes essas que também ndo sdo definitivas, mas séo
aguelas cuja impreciséo ainda nao foi exposta. Nunca se escapa da imprecisao.

A interpretacao critica, por sua vez, adota uma postura que nao considera a
imprecisdo um preco muito alto a ser pago pelo crescimento de contelddo no processo
heuristico.

Sobre a possibilidade de sempre refutar um lema ou rever um conceito,
visando o crescimento do conteudo, Lakatos apresenta um exemplo radical, extraido
da obra L’aspect moderne des mathématiques (FELIX, 1957), cujo primeiro capitulo &
denominado “o escandalo na matematica” e encontra-se reescrito no dialogo entre os
alunos Gama e Kapa:

GAMA: [...] Em qualquer situagdo, devo sempre tornar minhas definicbes
cada vez mais claras. Por que ndo deveria chegar a um ponto em que 0s
significados dos termos serao tdo cristalinos e claros que havera apenas uma
Unica interpretacdo, como € o caso de 2+2=4? N&o h& nada flexivel sobre o
significado desses termos e nao ha nada refutavel sobre a verdade desta
proposicdo, que reluz para sempre na luz natural da razéo.

KAPA: Em alguns casos, dois e dois perfazem cinco. Suponha que se
encomende dois itens, cada um pesando duas libras e eles forem entregues
em uma caixa pesando uma libra; entdo, nesta embalagem, duas libras e
duas libras fazem cinco libras! (LAKATOS, 1977, p. 102)

Contra a reclamacao de que efetivamente foram somados trés pesos surge o
argumento de que pode ser feita uma ampliagcdo do conceito de adicdo. O conceito
ingénuo de adicao considerava um recipiente sem peso, ja a conjectura aperfeicoada
deveria ser “2 + 2 = 4” em um recipiente sem peso.

Com base nessa interpretacéo, toda a histéria da Algebra, da definicdo das
operacgdes e da linguagem associada pode ser vista como uma série de ampliagdes
de provas e conceitos.
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Lakatos descarta a possibilidade de se atingir conceitos exatos e inextensiveis
e afirma a preferéncia por uma Matematica que seja significativa, mesmo abrindo mao
da certeza plena, ja que a alternativa de se obter total certeza ocorreria em detrimento
da plenitude de significado.

Uma alternativa intermediaria é mencionada por Lakatos (1977, p. 103), com
referéncia a Bolzano (1837) e Tarski (1935), e pode ser vista como um refutacionismo
moderado ou como um dogmatismo parcial, assim enunciada: “se uma proposi¢cao
ndo pode ser refutada no que diz respeito a seus constituintes a, b, ..., entdo é
logicamente verdadeira acerca desses constituintes.”

Acompanhando sua heranca popperiana, esta alternativa tem similaridade
com o entendimento da “corroboragdao com respeito a algum sistema de enunciados
basicos”:

Nao é uso comum dizer que um enunciado foi perfeitamente verdadeiro
ontem mas que hoje se tornou falso. Se ontem consideramos como
verdadeiro um enunciado que hoje consideramos falso, estamos
implicitamente asseverando, agora, que ontem estavamos enganados, que o
enunciado, ontem, era falso — intemporalmente falso — mas que,
erroneamente, o “tomamos por verdadeiro”.

Entretanto, nunca poderemos dizer que um enunciado, como tal, estd, por si
mesmo, “corroborado” (no sentido em que podemos dizer que ele é
“verdadeiro”). S6 podemos dizer que esta corroborado com respeito a algum
sistema de enunciados basicos — sistema aceito até um determinado ponto
no tempo. “A corroboragdo que uma teoria recebeu até ontem” ndo é
logicamente idéntica a “corroboragao que uma teoria recebeu até hoje”. Por
isso, devemos colocar um indicador, por assim dizer, em cada apreciacao de
corroboracao — indicador que caracterize o sistema de enunciados basicos a
gue a corroboracdo se associe (por exemplo a data de sua aceitacdo).
(POPPER, 2008, p. 302)

O programa lakatosiano pretende manter a avaliacdo do progresso das teorias
matematicas nas circunscricdes em que sua verdade é reconhecida (respeitando seus
constituintes), mas nao chega a deixar claro qual seria a metodologia para julgar esta
evolugéao.

Apesar de perguntas ndo respondidas e da efervescéncia do debate, o
Professor encerra a aula (isto €, Lakatos termina o texto) com uma apologia a sua
abordagem da Matematica: “Esta revolugao na critica matematica mudou o conceito
de verdade matematica, mudou os padrbes de provas matematicas, mudou 0s
padrdes da evolugao da Matematica.” (LAKATOS, 1977, pp 104-5)
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Respeitando seu proprio método, que nao deve ser dogmatico, mas sempre
admitir uma nova refutagdo, afirma que “nada ficou estabelecido” e que “uma
investigacao cientifica comega e termina com problemas”.

Reconhecemos que o método de Lakatos e sua visdo a respeito da
Matematica proporcionam um ambiente fértil de reflexdes e que as mdltiplas ideias
gue o influenciaram e suas propostas igualmente complexas tornam dificil até mesmo
a tentativa de classifica-lo como um adepto desta ou daquela escola filosofica e parece
ser mais adequado perceber Lakatos como um elemento Unico na Filosofia da

Matemaética.
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3 QUESTOES FILOSOFICAS DE PROOFS AND REFUTATIONS

Encerrada esta apresentacéo de trechos e caracteristicas da obra de Lakatos,
dedicamos as proximas sec¢fes as questdes filosoficas - importantes especialmente
para a Matematica - salientadas pelo autor. O tema que nos parece ser o fio condutor
da abordagem lakatosiana é o papel da heuristica no processo de desenvolvimento
da ciéncia.

Os elementos de uma légica da descoberta que Popper havia decidido ndo
levar em consideracao por pertencer ao dominio da psicologia humana sédo basicos
na interpretacdo das provas e refutacdes de Lakatos e permitem avaliar o progresso
de uma conjectura.

Como estratégia de organizacao do texto, elaboramos uma revisdo de temas
selecionados como mais relevantes para o presente estudo, fazendo um percurso que
parte das Ultimas secdes de P&R em direcao a seu inicio e, com isso, contemplando
primeiro as questées mais gerais para depois atingir as mais especificas.

Quais seriam, portanto, as questdes mais amplas abordadas por Lakatos em
seu texto? As Ultimas secdes tratam da verdade matematica e da formacao de
conceitos; um pouco antes, o debate discorria sobre o incremento de contetdo e sobre
0 rigor matematico e, logo no inicio do texto, o assunto eram as estratégias utilizadas
pelos matematicos ao longo dos séculos para lidar com as demonstracdes de
teoremas quando do surgimento de contraexemplos que os refutassem.

Na trajetdria escolhida, partiremos de uma pergunta filoséfica fundamental: “o
que é a verdade?”, restrita, porém, ao ambito da Matematica, mesmo cientes de que
isso ainda € um vasto dominio. A indagacéao sobre a verdade matematica vai encontrar
respostas distintas dependendo da escola que a pretenda responder. Buscaremos
mostrar qual € a linha mais adequada a proposta de Lakatos.

Apés investigar a verdade matematica, associada a explicagdo oferecida
surgem as questdes sobre os conceitos em um sistema que deve, a partir de uma
linguagem suficientemente estabelecida, permitir a comunicacdo entre 0s membros
de uma comunidade que estuda o0 mesmo ente matematico.

Os significados dos termos utilizados nas demonstracfes mateméaticas sofrem
modificagdes. Qual o papel da heuristica nesse processo e quais as implicacdes para
a ampliacédo do conteudo de uma teoria? Como determinar — se isso for possivel — os

limites de aumento do dominio de validade de uma conjectura? Qual o nivel de rigor
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gue deve ser exigido das provas e demonstragfes, ou mais amplamente, da propria
linguagem usada para falar de Matematica?

Finalmente chegamos ao objeto que foi o ponto de partida do debate dos
personagens da sala de aula de Lakatos: a conjectura de Euler-Descartes sobre
poliedros com o experimento mental de Cauchy. Discutiremos entdo as estratégias
para lidar com os contraexemplos e as caracteristicas de analise e sintese presentes

no método de provas e refutacdes.

3.1 A QUESTAO DA VERDADE NA MATEMATICA

O estudo sobre a verdade é, de certo modo, dificil, mas, de certo modo, facil.
Sinal disso é que ninguém consegue alcanca-la de maneira significativa,
embora todos, em conjunto, ndo falhem por completo, pois cada um diz algo
sobre o0 assunto, isto é, por cada um, nenhuma ou pouca contribuicéo se lhe
acrescenta, mas, congregando-se todos, surge algo de certa monta. (Metaf.,
B, 993a 30)

Como definir a verdade no escopo da Matematica? Lakatos oferece, talvez de
uma maneira um tanto agressiva, duas alternativas para lidar com a questdo da
verdade de uma proposi¢cdo matematica: ou se tem um contexto dogmatico axiomatico
gue torna a sentenca verdadeira, ou se decide por um ambiente critico que a pode
tornar falsa.

Para descrever o cenario em que se situava o fildsofo hiingaro quando sugere
esta bifurcacéo na filosofia da Matematica, é valida uma revisao historica que recorde
as ideias dos gregos do periodo classico e que avalie as ocorréncias das revolucdes
intelectuais dos ultimos quatro séculos.

Em sua obra Mathematics: the loss of certainty, o historiador de matematica
Morris Kline (1908-1992) observa que desde as primeiras investidas daquilo que viria
a ser classificado como filosofia, isto €, a acdo humana de questionar e explicar o
mundo, a Matematica ja se encontra entrelacada e se vale dos principios l6gicos que
comecavam a ser estabelecidos.

Nos préximos paragrafos, o enfoque esta na identificacdo de alguns modelos
de verdade que nortearam as atividades dos matematicos e filosofos: 0 modelo

euclidiano, o kantiano e aqueles propostos pelas escolas do século XX.
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3.1.1 DOS PITAGORICOS AO PERIODO HELENISTICO

Especialmente nos registros dos membros da escola pitagoérica (século V
a.C.), guiados pelo lema “tudo s&o numeros”, os elementos aritméticos ou geomeétricos
sdo 0 objeto de interesse para se compreender toda a Natureza e suas regras de
funcionamento. Encontrar a verdade era, portanto, para os pitagoricos, compreender
as regularidades e propriedades numéricas. Aristételes, na Metafisica, diz:

[O]s chamados pitagéricos, sendo os primeiros a se aplicar nas matematicas,
as desenvolveram e, nutrindo-se nelas, julgaram que seus principios seriam
principios de todos os entes. Dado que, em tal dominio, os nimeros séo por
natureza os primeiros, e dado que julgaram observar neles muitas
semelhancas com as coisas que sdo e vém a ser, [...] e, além disso, vendo
gue as caracteristicas e as razdes das escalas musicais davam-se em
numeros — dado que todas as demais coisas mostravam-se similares aos
ndmeros em sua inteira natureza, e que 0s nUmeros eram os itens primeiros
de toda natureza, conceberam que o0s elementos dos numeros eram
elementos de todos os entes, e conceberam que o céu em seu todo era
escala musical e nimero. E todas as concordancias que viam nos nimeros
e nas escalas em relagdo as caracteristicas e partes do céu, e em relacédo a
sua inteira ordenacdo, reuniram-nas e aplicaram-nas em seu todo. Se algo
porventura faltasse, ansiavam por manter sua proposta coerente. (Metaf.
985b 23)

A maior preocupacao dos pitagoéricos, como de varios que os precederam, era
a explicacdo das causas de todas as coisas e de suas propriedades; os nameros
eram, assim, a propria verdade e ndo somente um instrumento para alcanca-la.

Esta énfase dada a matematica pelos pitagéricos garantiu a Platdo e seus
seguidores uma heranca de varios teoremas e estudos que constituiram um acervo
intelectual basico para as discussdes sobre conhecimento, dando suporte para que
os platdnicos estabelecessem suas concepcdes sobre os entes matematicos de forma
mais sistematizada.

Para Platdo, o mundo sé pode ser explicado e compreendido por vias
matematicas; ndo uma matematica qualquer e sim aquela do mundo ideal em que
residem os elementos eternos. A mera sugestdo de que a matematica poderia ser
estudada ou explicada com objetos imperfeitos e pereciveis era firmemente rejeitada.

Sem desprezar o desenvolvimento matemético de outras civilizacdes no
periodo classico, € inegavel que os estudos dos gregos antigos permitiram um alicerce
para as varias tentativas de estabelecer a Matematica como fundamento seguro da

razao humana.
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N&o causa estranheza, portanto, que os Elementos, de Euclides, obra mais
célebre da histéria da matemética e a primeira na civilizacdo ocidental que reuniu de
forma sistematica os conhecimentos na area, tenham sido compilados nesta época
(século Il a.C.).

O primeiro livro dos Elementos introduz quinze afirmacées com o objetivo de
estabelecer a base sobre a qual sdo construidas as demonstracfes das proposicoes
posteriores, sendo nove de carater geral (algumas redundantes) e seis associadas
explicitamente & Geometria.

Pede-se como coisa possivel, que se trace de um ponto qualquer para outro
gualquer ponto uma linha reta.

E que uma linha reta determinada se estenda sobre si mesma, até onde seja
necessario.

E que com qualquer centro e qualquer distancia se descreva um circulo.

As coisas que sdo iguais a uma terceira, Sao iguais entre Ssi.

Se a coisas iguais se juntarem outras iguais, 0s todos serdo iguais.

Se de coisas iguais se tirarem outras iguais, 0s restos serao iguais.

Se a coisas desiguais se ajuntarem outras iguais, os todos seréo desiguais.
Se de coisas desiguais se tirarem coisas iguais, 0s restos serdo desiguais.
As quantidades, das quais cada uma por si faz o dobro de outra quantidade,
sdo iguais.

E aquelas, que sdo metades de uma mesma quantidade, sdo também iguais.
Duas quantidades, que se ajustam perfeitamente uma com outra, séo iguais.
O todo é maior do que qualquer das suas partes.

Duas linhas retas ndo compreendem espaco.

Todos os angulos retos sdo iguais.

E se uma linha reta, cortando outras duas retas, forma, do mesmo lado, os
angulos internos cuja soma seja menor que dois angulos retos, entdo essas
duas retas, prolongadas indefinidamente, encontrar-se-do no lado no qual a
soma dos angulos é menor que dois angulos retos. (HEATH, 1925)

As qualidades compartilhadas por essas sentencas e que as caracterizam
como um axioma (do grego agiwpa, com raiz no verbo &&id¢lv, que significa considerar
valioso, considerar correto, e dai postular, exigir) sdo, de acordo com Aristételes, a
auto-evidéncia, a prioridade inferencial e a simplicidade?3.

O sistema axiomatico estabelecido nos Elementos €, portanto, construido
sobre um alicerce de afirmacfes cuja validade é inquestionavel e para as quais
nenhuma prova pode ser oferecida; a verdade de quaisquer demonstracdes que tém
esta base esté garantida pela verdade indubitdvel dos axiomas.

23 Foi percebido por varios matematicos que o chamado “quinto postulado de Euclides” ou “postulado
das paralelas” (o ultimo da lista apresentada) ndo era tdo simples nem auto-evidente como 0s demais
postulados euclidianos e foram justamente os estudos a seu respeito que deflagraram o surgimento
das geometrias nao-euclidianas no século XVIII, como é mencionado a seguir nesta sec¢éo.
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Eis aqui o cerne de uma arquitetura de conhecimento que sera adotado por
séculos no desenvolvimento da matematica e que trataremos aqui sob o nome de
“euclidiano”. Este sistema permite ampliar um corpo de conhecimentos (episteme)
gerado por uma base sdlida e permeado por canais seguros de transmissdo da
verdade.

O raciocinio dedutivo € o fio condutor que parte dos axiomas e postulados e,
sob regras logicas bem estabelecidas, permite elaborar sentencas cada vez mais
sofisticadas a respeito dos objetos considerados. A transmisséao de verdade percorre
todas as deducbes, mas fica sempre atrelada a verdade dos principios aceitos sem
explicacéo.

Kline (1980, p. 20) salienta que, no ambiente permeado pelas tradi¢cdes
aristotélicas, as conclusbes obtidas através de silogismos superaram, no
desenvolvimento cientifico grego, outras estratégias como a indu¢do ou a analogia.
Por exemplo, o fato de se observar que centenas ou milhares de macgas séo vermelhas
nao garante que todas serdo vermelhas e o fato de que o irméo de Pedro foi aprovado
no vestibular ndo garante que ele também sera.

O raciocinio dedutivo, por outro lado, ndo deixa brechas para duvidas, quando
se afirma, por exemplo, que todo homem é mortal, Sécrates € homem e,
conseguentemente, Socrates é mortal. Um sistema pautado em afirmacdes inegaveis
nao poderia desejar nada menos que conclusdes expressando verdades.

Além do canal de propagacao de verdade garantido pelo encadeamento de
sentencas derivadas de afirmagcdes asseguradas anteriormente, o outro ponto crucial
do modelo de verdade euclidiano esta na axiomatizacao.

Para justificar a existéncia dessas afirmacbes autoevidentes e
inquestionaveis, Platdo recorre ao conceito de anamnese, isto é, um processo de
recordacdo de um saber que ja existia antes do nascimento. A aceitacao da validade
dos axiomas matematicos mais genericos como “duas coisas iguais a uma terceira
sdo iguais entre si” ou mais aplicados a geometria como “dois pontos definem uma
unica reta” ndo causa incbmodo porque, segundo Platdo, sdo conhecimentos que
todos ja possuem e o aprendizado apenas faz com que se lembrem destes e de outros
saberes universais.

Aristételes, nos Segundos Analiticos, descreve de forma bastante detalhada

a questao das verdades primeiras e de seu papel no raciocinio dedutivo:
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Julgamos conhecer cientificamente cada coisa, de modo absoluto, e néo, a
maneira sofistica, por acidente, quando julgamos conhecer a causa pela qual
a coisa €, que ela é a sua causa e que ndo pode essa coisa ser de outra
maneira. [...] Assim, se 0 conhecer cientificamente € como propusemos, é
necessario que o0 conhecimento demonstrativo provenha de itens
verdadeiros, primeiros, imediatos, mais cognosciveis que a conclusao,
anteriores a ela e que sejam causas dela. (Segundos Analiticos, 71b 9, 71b
19)

Ha, porém, uma discordancia de Aristoteles em relacdo a seu mestre, no que
se refere a esséncia e substancia dos entes matematicos. Cattanei (2005) trata de
forma exaustiva sobre a questao da “fisionomia” dos objetos matematicos, isto €, “se
0S objetos matematicos necessariamente existem, ou deverdo existir nas coisas
sensiveis [...], ou separado delas [...] e, se ndo existem em nenhum desses dois
modos, ou ndo existem de modo algum, ou existem de outro modo ainda diferente”.
(Metaf. M 1, 1076 a 26)

No percurso argumentativo de Aristoteles, primeiro € assumida a necessaria
existéncia dos objetos matematicos tais como namero ou triangulo para, em seguida
avaliar se eles sdo materiais ou imateriais, sensiveis ou suprassensiveis.

A primeira alternativa (objetos matematicos materiais e sensiveis) €
descartada, pois, apesar de ser possivel tracar linhas sensiveis em um quadro ou de
se construir um tridngulo de bronze, ainda assim, “as linhas sensiveis ndo sdo como
as entende o gebmetra: com efeito, nenhuma das coisas sensiveis € reta ou curva
como quer o gebmetra.” (Metaf. B 2, 997 b 35 — 998 a 4) ; a segunda hipotese (objetos
mateméaticos sdo totalmente separados do mundo sensivel) é rejeitada pela propria
acdo cotidiana que reconhece numeros e triangulos associados a seres materiais e
corruptiveis.

Vencida a primeira questdo, restam outras duas possibilidades: a nao
existéncia ou a existéncia de “outro modo”. Para Aristoteles, de acordo com Cattanei,
a existéncia € garantida, pois

Nenhuma ciéncia escapa a regra segundo a qual “é justamente por saber que
um objeto existe que nds procuramos por que ele existe.” As ciéncias
particulares [...] sdo obrigadas a pressupor o ser do préprio objeto; caso
contrario elas mesmas nao existiriam, “pois ndo & possivel conhecer o que
nao existe”. Mas as matematicas existem, e sdo ciéncias; portanto o objeto
delas existe. (CATTANEI, 2005, p. 183)

A alternativa restante é a necessaria existéncia, porém, ainda que se assuma

gue a justificacdo das ciéncias matematicas deva ser buscada fora das mesmas, isto
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€, na Filosofia, a proposta é que isso seja feito de forma menos exagerada. Ao invés
de ter os entes matematicos ja dados per se, Aristoteles diz que “o matematico estuda
0s objetos obtidos por subtragdo?*” (Fis. 248b 19-21).

Portanto, a separacado das propriedades comuns de todos os triangulos
particulares leva a nogéo de triangulo e isto € bem menos exigente que a separagao
ontolégica entre realidades sensivel e suprassensivel pensada por Platéo.

O modo de ser dos entes matematicos pode ser investigado, sugere Cattanei,
“a partir da praxe habitual dos matematicos”. Os objetos s&o “tais quais os nomeiam
os matematicos” e sao identificados por possuirem as caracteristicas necessarias
para as operacdes que se pretendem realizar.

Mesmo quando volta sua atencéo ndo para objetos particulares, como nimero
ou figuras geométricas, mas trata de postulados gerais, isto €, dos axiomas,
Aristoteles mantém sua tese:

Como as proposi¢fes universais das matematicas nao se referem a entes
separados e existentes a parte das grandezas e dos numeros, mas se
referem justamente a eles [...] € evidente que poderdo existir também
raciocinios e demonstracfes que se referem as grandezas sensiveis, porém
ndo consideradas enquanto sensiveis, mas enquanto dotadas de
determinadas propriedades. (Metaf. M 1077 b 17-22)

Reforcando e validando a verdade das ciéncias, Aristoteles identifica que, na
multiplicidade de ciéncias matematicas, raciocinios distintos poderiam ser
empreendidos dependendo das propriedades de interesse; por exemplo dos corpos
em movimento ou estaticos, dos corpos solidos ou das superficies, das figuras ou das
quantidades. “O ser [matematico], de fato, tem muito significados.” (Metaf. M, 1077 b
17)

Com base nesse alicerce aristotélico, no periodo helenistico (séc. Ill a.C -
séc. IV d.C.) sdo relevantes as producdes de matematicos como Ptolomeu,
Arquimedes, Erastdstenes e Herdo. As teorias por eles formuladas nas ciéncias da
Astronomia, Mecanica, Geografia e Otica foram frutos de uma Matematica que
passava a ocupar um lugar de primazia na producdo intelectual desenvolvida

principalmente na cidade de Alexandria.

24 para Cattanei (2005) a subtragdo (termo as vezes traduzido como abstragdo) € um processo
puramente l6gico pelo qual o0 matematico obtém uma nocdo mais simples de uma mais complexa, sem,
no entanto, criar uma relagdo de dependéncia causal.
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Os temas estudados diziam respeito ao movimento dos corpos celestes, a
acao de alavancas, ao tracado de mapas e a construcao de espelhos. As possiveis
aplicacdes das proposicOes matematicas, ainda que mantivessem o cuidadoso uso
da geometria com todos os avancos ja obtidos, permitiam aos mateméaticos
alexandrinos observar a Natureza. Kline (1980, p. 24) diz que “era claro para os gregos
gue os principios geométricos estavam incorporados na estrutura total do universo.
Assim, o estudo do espaco e das figuras era uma contribuicdo essencial para a
investigacao da natureza.”

A matematica, nascida como um reduto de verdades logicamente organizadas
passa a ser também a estrutura almejada para a compreensdo do mundo fisico. O
objetivo primordial dos mais eminentes fildsofos dos séculos posteriores foi desvelar

matematicamente o funcionamento da natureza.

3.1.2 O ILUMINISMO E O MODELO KANTIANO

O modelo euclidiano se manteve durante o periodo da Idade Média e a
guestdo da verdade matematica esteve inserida na concepcdo de que o mundo é
matematicamente projetado, sendo Deus o responsavel por tal projeto, em uma visao
gue sincretizava o criador da cultura judaico-cristd com o Demiurgo platonico.

Sé&o Tomas de Aquino, escrevendo no século Xl sobre a criagcdo do mundo,
diz que a “criacdo € operacdo propria de Deus” e, em outro trecho, apresenta a
seguinte analogia: “a forma da coisa a ser feita preexiste segundo o ser inteligivel,
como nos que agem pelo intelecto, é o caso da semelhanca da casa na mente do
arquiteto.”

No Timeu, Platdo descreve a criacdo do mundo como a ordenacédo dos
elementos disformes tendo um modelo ideal perfeito e um processo de composi¢cao
baseado em formas e regras matematicas:

Deste modo, o demiurgo pde os olhos no que é imutavel e que utiliza como
arquétipo, quando da a forma e as propriedades ao que cria. E inevitavel que
tudo aquilo que perfaz deste modo seja belo. Na verdade, antes de isto
acontecer, todos os elementos estavam privados de proporcdo e de medida
[...] A partir deste modo e desta condicdo, comecaram a ser configurados
através de formas e de numeros. (Timeu 28a; 53 b)
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Dessa forma, o estudo e o desenvolvimento da matemética na Idade média
europeia acabaram por se tornar um elemento de ascese tendo como finalidade a
busca e maior aproximacéao possivel do homem as coisas celestiais.

Esta “metodologia” se faz presente nos trabalhos de eminentes matematicos,
como Kepler, Galileu, Descartes e Newton. Por exemplo, na obra Harmonices mundi
(A Harmonia do mundo), publicada por Kepler em 1619, o movimento dos planetas é
estudado a partir das regularidades geométricas de figuras planas e solidas e das
razdes de quantidades inteiras.

Apesar dos conflitos enfrentados por Galileu em relagdo ao valor que
pretendia dar aos seus experimentos como fonte de conhecimento, sua obra também
tem a premissa de que, usando os recursos do intelecto, o mundo pode ser
interpretado pela matemética. A esse respeito, é célebre sua afirmagéo:

A filosofia (isto é, a ciéncia) estd escrita neste grandissimo livro que,
continuamente, estd aberto diante de nossos olhos (eu quero dizer o
universo), mas que ndo se pode entender se ndo se aprende a entender a
lingua, e a conhecer os caracteres, nos quais esta escrito. Ele é escrito em
lingua matematica, e os caracteres sdo os tringulos, circulos, e outras
figuras geométricas, sem cujos meios é humanamente impossivel entender
uma so palavra. (GALILEI, 1978)

Uma proposta semelhante se encontra em Descartes quando afirma em suas
Meditacdes que considerava como as mais certas “as verdades que concebia clara e
distintamente no que diz respeito as figuras, aos nimeros e as outras coisas que
pertencem a Aritmética e a Geometria” e que a Matematica fora sua inspiragao ao
propor o método para bem conduzir a razdo, como relata em seu Discurso:

Esses longos encadeamentos de razBes simples e faceis, que os gedbmetras
tém o habito de utilizar para chegar a suas mais dificeis demonstracdes,
tinham-me dado a oportunidade de imaginar que todas as coisas que caem
no conhecimento dos homens se sucedem da mesma maneira [...] entre
todos aqueles que até agora pesquisaram a verdade nas ciéncias, somente
0s matematicos puderam encontrar algumas demonstracoes, isto €, algumas
razdes certas e evidentes. (DESCARTES, 2002, pp. 90-1)

Apesar de ser um movimento que se posicionava contra os dogmas da igreja,
o lluminismo néo retirou a Matematica de seu lugar de destaque nem alterou a
percepcdo de que as leis da natureza eram leis mateméaticas e, na Encyclopédie,
editada por Diderot e d’Alembert, a Matematica € descrita como “a ciéncia por

exceléncia” da qual derivam varias das ciéncias naturais, iluminadas pela raz&o.
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Os editores, influenciados pelas ideias de Francis Bacon, reconhecem, no
entanto, que, na amplitude dos possiveis objetos de estudo da Matematica, ha trechos
gue ainda nao possuem a iluminacao plena.

E preciso mesmo confessar que, como todas as partes da Matematica ndo
possuem um objeto igualmente simples, a certeza propriamente dita,
baseada em principios necessariamente verdadeiros e evidentes por si
préprios, também néo pertence igualmente ou da mesma maneira a todas
essas partes. Varias delas, apoiadas em principios fisicos, isto é, em
verdades de experiéncia ou em simples hipéteses, ndo tém, por assim dizer,
sendo uma certeza de experiéncia ou mesmo de pura suposi¢édo. (DIDEROT;
D’ALEMBERT, 2017)

Os iluministas ndo pretendiam descartar a validade do conjunto de saberes
moldado a partir da estrutura euclidiana e admitiam que a Geometria ainda se
mantinha como o0 modelo da exatiddo. Mas os estudos de matematicos como Fourier,
Gauss e Cauchy ndo se restringiam somente ao estudo de numeros e formas
geométricas; em uma classificacdo atual diriamos que sua atencdo se voltava para
temas de termodinamica, eletromagnetismo, topografia e engenharia.

Estes trabalhos voltados para as “matematicas mistas”, como chamadas na
Encyclopédie, faziam uso de informagbes obtidas da observagdo do mundo como
fonte para a elaboracdo de hipoteses escritas em termos matematicos. David Hume,
em seu Treatise of Human Nature (1739-40), postulou, entdo, que nao se pode tomar
como certo nenhum conhecimento a ndo ser o adquirido por sensacdes imediatas. A
crenca em um mundo fisico regido por leis matematicas eternas e inviolaveis é
incabivel apds considerar a causalidade como mero habito mental e ndo como
principio cientifico.

Se as verdades das ciéncias naturais ndo sao confiaveis, o que dizer da
Geometria, reduto de nocbes abstratas, construido sobre axiomas e processos
dedutivos. Kline comenta que

Hume nao rejeita os axiomas, mas opta por esvazia-los, bem como os
resultados obtidos por dedugdo. Assim como os axiomas, eles partem de
sensagOes sobre o pretenso mundo fisico. Os teoremas sao realmente
consequéncias necessarias dos axiomas, mas nao sdo mais que elaboradas
repeticdes dos axiomas. (KLINE, 1980, p. 75)

Para Hume, a garantia de verdade no mundo fisico ndo pode ser apoiada nos
axiomas ou teoremas matematicos. As ideias do filésofo inglés logo se tornaram

difundidas, sendo causa de grande incOmodo para aqueles que consideravam que as
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leis desveladas a partir do processo dedutivo, isto é, pelo método euclidiano, eram
seguras.

Ninguém menos que Immanuel Kant tomou para si a responsabilidade de
solucionar os problemas colocados por Hume e garantir um sustento racional para as
ciéncias que fosse compativel com os proveitosos resultados que ja haviam sido
obtidos pelo filésofo inglés, pois como ele mesmo diz: “[o] meu préprio trabalho, na
Critica da Razéo Pura, foi ocasionado pelos pontos de vista céticos de Hume.” (Kant,
Critica a razdo pratica, 1956, p. 54)

A resposta kantiana tem o propoésito de explicar em que se sustentam o
conhecimento das ciéncias (especialmente a Fisica e a Mateméatica) e,
consequentemente, os resultados pratico ja alcancados até sua época. Para Kant, o
conhecimento de algo s6 se da quando € possivel formular a respeito deste algo um
juizo. Assim, ndo se pode dizer que se conhece algo simplesmente pela sensibilidade;
€ necessario o uso das faculdades mentais, mediadas pelos conceitos, para a
formulacao dos juizos, pois “o entendimento ndo pode perceber e os sentidos nao
podem pensar coisa alguma. Somente quando se unem, resulta o conhecimento”.

Os juizos tém a forma sujeito-predicado e séo classificados em a posteriori,
se dependem da intuicdo empirica (sensacao) e a priori, se ndo dependem da intuicdo
empirica, partindo, por exemplo, das intuicbes puras (espaco e tempo). Outra
classificagcdo distingue 0s juizos sintéticos dos analiticos: um juizo sintético é aquele
gue acrescenta uma informacao ao sujeito ndo dada anteriormente, enquanto um juizo
analitico apenas explicita uma propriedade ja existente.

Sé&o exemplos de juizos analiticos dizer “um tridngulo € um poligono” ou “um
tridangulo tem trés lados”, visto que nenhuma informagdo nova foi acrescida ao
conceito de tridangulo que ja nao fosse parte de sua definicdo. O outro caso, isto €, um
juizo sintético, seria a afirmagéao “um triangulo tém angulos internos cuja soma € igual
a dois angulos retos”, ja que se trata de uma ampliagdo do conceito.

Este dltimo exemplo seria classificado como um juizo sintético a priori,
enguanto o outro caso de juizo sintético é aquele validado pela intuicdo empirica, que
seria algo como “este triangulo € azul”. Claramente, os juizos sintéticos a priori tém
uma caracteristica de universalidade ndo encontrada nos juizos sintéticos a posteriori
e, considerando a indole das proposi¢cdes matematicas, Kant procura defender que os
juizos sintéticos a priori SAo0 possiveis justamente para dar sustento a sua concepgao

de que a Matematica (geometria e aritmética) € construida com base em tais juizos.
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Shabel (2007) considera que um ponto importante da filosofia da matematica
de Kant encontra-se justamente na distincdo apresentada a respeito dos métodos da
filosofia e os da matematica: “A cognigéo filoséfica € cogni¢ao racional a partir de
conceitos, a cognicdo matematica € a cognicao a partir da construcdo de conceitos.”

Esta importante caracteristica da matematica, isto é, o fato de construir seus
conceitos, € destacada por Kant que diz que “a chave para a demonstragao
matematica estd na habilidade que o matematico tem de produzir figuras pela
construcdo de acordo com conceitos a priori.” (B xii) e que “construir um conceito
significa exibir a intuicdo pura correspondente a ele”. (A713).

No exemplo oferecido por Shabel (2007, p. 99), a definicdo de triangulo
contempla a possibilidade de construir uma figura plana com trés lados retilineos. Esta
construcao € empreendida em um processo de “sintese arbitraria” que reune os
conceitos de figura, linha reta e trés.

A base para avaliacdo das proposicfes matematica esta, para Kant,
justamente no fato de que todo juizo matematico é sintético e isto se da porque eles
“codificam e descrevem o conteudo de nossas representagcdes originais a priori de
espaco e tempo que sado apresentadas na intuicdo e ndo por meros conceitos.”
(SHABEL, 2007, p.107)

Tomando o classico exemplo aritmético, Kant oferece um desafio para quem
quiser tentar contraria-lo mostrando que a expressao “5 + 7 = 12” € um caso de juizo
analitico, isto é, que ja ha, previamente, nos conceitos de “5”, “7” ou de “soma” o
conceito de “12”. A recusa € apoiada pelo argumento de que o conceito de “12”, que
da sustento para quem quiser verificar se “5+7 = 12" é verdadeiro ou falso, é
construido em um processo de sintese arbitraria assim como ocorrido com 0 caso
geométrico?®.

Além de argumentar sobre a sinteticidade dos juizos matematicos, Kant &
enfatico em defini-los como aprioristicos, rejeitando a possibilidade de que os
conceitos e teoremas matematicos fossem validados pela experiéncia sensorial.

Recusando a alternativa de serem construidos com base no acumulo de

observacbes singulares, salienta-se a caracteristica de universalidade e

25 A diferenca das proposicbes geométricas reside na percepcéo de que, naqueles casos, a intuicio
pura considerada é a espacial.
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generalizacdo que se pretende para 0s conceitos matematicos. O conceito de
“triangulo” ou de “12” ndo se restringem a particulares, mas tratam de representagdes
universais.

Este esquema da conta de uma questdo epistemoldgica basica: “Que os
conceitos matematicos possam ser sinteticamente definidos e construidos torna
possivel para nés termos acesso cognitivo direto aos padroes matematicos gerais.”
(SHABEL, 2007, p. 110)

O ato mental de construcdo de conceitos matematicos esta atrelado as
faculdades cognitivas superiores de imaginacdo e compreensdo que Sao atos
voluntatios mentais e nao percepcdes dos sentidos. Na visdo de Kant, € esse modelo
gue garante a matematica ser o terreno de certezas apoditicas, universalmente
verdadeiras e aplicaveis a todo objeto espago-temporal da experiéncia.

E praticamente redundante enfatizar a influéncia de Kant no desenvolvimento
da filosofia (ndo s6 da matematica, mas em seus diversos ramos) apés o século XVIII,
mas, neste tema em especial, sua “revolucdo copernicana’ se faz notar, pois foi
realmente um marco na forma de conceber os modelos de verdade matemética.
Enquanto seus adversarios insistiam em fundar os principios matematicos em uma
base ontoldgica supra sensoria ou simplesmente recusavam ceticamente a mera
possibilidade de se alcancar a certeza sobre as proposi¢des, seus seguidores
passaram a adotar a construcdo mental necessaria e universal como sustento para a
verdade matematica.

No entanto, na avaliacdo de Kline, a influéncia de Kant é simultaneamente
libertadora e restritiva para 0s matematicos que passaram a segui-la:

Por enfatizar o poder da mente para organizar as experiéncias em um mundo
gue nunca conheceremos verdadeiramente, ele pavimentou o caminho para
novas estruturas contrarias aquelas téo firmemente mantidas em sua época.
Mas, por insistir que a mente necessariamente organiza sensac¢fes espaciais
de acordo com as leis da geometria euclidiana, ele impediu a aceitacédo de
qualquer visdo contraria. (KLINE, 1980, p. 77)

Esta afirmacdo esta relacionada ao abalo causado em sua teoria pelo
surgimento das geometrias ndo-euclidianas que, de um sé golpe, agrediam os

modelos de verdade euclidiano e kantiano.
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3.1.3 O SURGIMENTO DAS GEOMETRIAS NAO EUCLIDIANAS

Apesar da firme convic¢cédo de Kant, as visfes contrarias acabaram surgindo,
demolindo a suposi¢cao de que somente se poderia enxergar o mundo pelas regras da
geometria euclidiana. Este abalo ocorreu a partir da inquietagdo que o “postulado das
paralelas” vinha causando ao longo dos séculos.

Na redagao original, o célebre quinto postulado euclidiano diz: “caso uma reta,
caindo sobre duas retas, faca os angulos interiores e do mesmo lado menores do que
dois retos, sendo prolongadas as duas retas, ilimitadamente, encontrarem-se no lado
no qual estdo os menores do que dois retos” (EUCLIDES, 2009 — traducéo de Irineu

Bicudo). No diagrama abaixo vemos a representacao desta afirmacéo.

Figura 13 — Representacao do “postulado das paralelas”

Fonte: KLINE, 1980.

Outra maneira de afirmar uma proposicado equivalente, foi elaborada pelo
matematico escocés John Playfair (1748-1819) da seguinte maneira: “dado, em um
plano, uma reta e um ponto n&do pertencente a ela, no maximo uma reta paralela a
reta dada pode ser tragcada por esse ponto.”

Um dos motivos pelos quais esta afirmacdo a respeito da propriedade do
paralelismo de retas trazia incbmodo aos gedmetras era a complexidade da sentenca
gue se diferenciava dos demais axiomas escritos de forma mais singela e intuitiva.
Outro ponto conflituoso era que o axioma demandava a extensdo das retas
infinitamente destoando também dos outros postulados que possuiam uma
representacao possivel em uma regido limitada do plano.

Com o desejo de aperfeicoar o conjunto de axiomas, varios partiram da
suposicdo de que esta proposicdo era, na verdade, um teorema passivel de ser

demonstrado dedutivamente a partir dos principios mais elementares.
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Demorou cerca de vinte séculos para que outra abordagem fosse
empreendida; ao invés de considerar a afirmacéo valida e buscar sua demonstracao,
0 matematico jesuita Girolamo Saccheri (1667-1733) empreendeu uma estratégia
inovadora.

Assumindo como garantida a validade apenas dos outros axiomas e
postulados euclidianos, Saccheri passou a analisar a demonstracdo de diversos
teoremas, suspeitando que, caso assumisse algo diferente do postulado das
paralelas, encontraria incoeréncias que levariam a conclusdo de que esse postulado
era essencial para a estabilidade de todo o sistema dedutivo.

O experimento de Saccheri, publicado em 1733 em sua obra Euclides ab omni
naevo vindicatus (Euclides justificado de toda falha), em linhas gerais é o seguinte:
dado um quadrilatero ABCD, com os angulos da base (A e B) retos, é possivel provar
gue os angulos do topo (C e D) sé&o congruentes. As trés possibilidades existentes,

entdo sdo: os angulos do topo séo retos, agudos ou obtusos.

Figura 14 — Quadrilateros do experimento de Saccheri

Fonte: KLINE, 1980.

A hipétese dos angulos retos nada mais é que a prova desejada do “quinto
postulado” e a hipotese dos angulos obtusos pode ser provada como contraditéria. O
problema enfrentado pelo religioso estava na hipétese dos angulos agudos que néo
apresentava incoeréncia. Possivelmente em funcdo de seu vinculo eclesial, acabou
afirmando que este caso deveria ser rejeitado porque “é repugnante a natureza das
retas.”

Apesar da recusa arbitrdria de Saccheri, o caminho por ele aberto foi
continuado por outros como Johann Lambert (1728-1777) e o professor de Gauss,
Abraham Kastner (1719-1800). Coube, no entanto, a ousadia das primeiras propostas
de outra geometria aos jovens Bolyai (1802-1860) e Lobachevsky (1793-1856).

Bolyai publicou, em 1830, suas conclusées em um apéndice de um livro de

seu pai, Wolfgang, com estudos sobre o que chamou de geometria absoluta.
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Denote por Z o sistema da geometria baseada na hipotese de que o Quinto
Postulado de Euclides é verdadeiro, e por S o sistema baseado na hip6tese
oposta. Todos os teoremas que estabelecemos sem especificar
explicitamente o sistema % ou S no qual o teorema é vélido sédo ditos serem
absolutos, isto €, validos independentemente se £ ou S sdo verdadeiros.
(BOLYAI, apud O'CONNOR e ROBERTSON, 2004)

Partindo de fontes semelhantes, mas sem conhecimento do trabalho de
Bolyai, o russo Lobachevsky publicou em 1829 sua obra sobre os fundamentos da
geometria, em que apresenta praticamente os mesmo resultados.

Apesar de ndo haver produzido nenhum artigo em que sistematizasse essas
ideias, € considerado que Gauss as considerava validas, pois, em uma carta a
Taurinus diz que

O pressuposto de que a soma dos trés angulos de um triangulo € menor que
180° leva a uma geometria curiosa?®, bem diferente da nossa [isto &, da
euclidiana] mas completamente consistente, que desenvolvi para a minha
plena satisfacdo. Os teoremas desta geometria parecem ser paradoxais, e
para o inexperiente, absurdos, mas uma reflexdo firme e calma revela que
eles ndo contém nada que seja realmente impossivel. (GAUSS, apud KLINE,
1980, p. 82)

Uma frase de uma carta do jovem Bolyai a seu pai em 1823 talvez sintetize a
reacdo dos proprios criadores dessa geometria que afrontava a exclusividade da
geometria euclidiana: “do nada eu criei um mundo novo e diferente”.

O trabalho de cunho tedrico desses gebmetras comecava a abalar as
estruturas herdadas dos classicos e fortalecidos pelos escolasticos e pelo
racionalismo do século XVIII. A questdo que se comecava a levantar era: se a
geometria euclidiana ndo é a Unica, o que dizer de todas as teorias que imprimiam ao
mundo fisico as regras desta geometria? Isso causa um incomodo a teoria kantiana,
ja que aintuicao pura do espaco estabelece que a geometria do espaco real, estudado

pelas ciéncias empiricas € a geometria euclidiana.

% A afirmacéo de que a soma dos angulos internos de um tridngulo € igual a 180°¢é equivalente ao
postulado euclidiano das paralelas.
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3.1.4 OS NUMEROS COMPLEXOS E AS ALGEBRAS “ESTRANHAS”

Os tremores causados nas verdades matematicas na metade do século XIX
pelas geometrias ndo euclidianas ndo sdo um caso Unico. Em outras areas como a
algebra, os estudos a respeito dos numeros complexos ja haviam trazido a
necessidade de ajustes dos conceitos e da amplitude daquilo que poderia ser
considerado valido na matematica.

Até o século XV, quando se obtinham raizes quadradas de niUmeros negativos
como respostas na resolucao de equacdes algébricas, estas eram desprezadas, por
serem entendidas como impossiveis ou falsas. Gracas ao trabalho de Rafael Bombelli
(1526-1572), passando por Descartes, Euler e chegando até Gauss, esses numeros
passaram a ser admitidos no ambiente da exatiddo matematica.

Os numeros em questao sdo aqueles que podem ser escritos na forma a + bi,
em que a e b pertencem ao conjunto dos ndimeros reais e i € o simbolo que indica a
raiz quadrada de —1. Outra maneira de caracterizar a quantidade i é afirmar que este
elemento é aquele que, multiplicado por si mesmo, resulta em —1.

A possibilidade da existéncia de um namero com essa propriedade (ter seu
guadrado igual a —1) é incompativel com a matematica desenvolvida até entdo, ja que
0 quadrado de qualquer namero x, fosse ele pertencente ao conjunto dos niumeros
inteiros, racionais ou reais, deveria ser sempre uma quantia positiva, afirmacao
facilmente percebida pela possibilidade de relacionar esta operacédo com o célculo da
area de uma regido do plano delimitada por um guadrado cujo lado fosse igual ao
namero x em questao.

No entanto, apesar do incébmodo inicial, foi construida uma estrutura légica
para as operagfes e fungbes com essas variaveis e, no inicio do século XIX ja
estavam bem definidas a adicdo, subtracdo e multiplicacdo de niumeros complexos,
entendidas em sua similaridade com a representacdo de vetores, elemento comum
nos modelos da fisica.

Gragas ao trabalho de matematicos como Jean-Robert Argand (1786-1822)
e Hermann Grassmann (1809-1877), a algebra com vetores tinha sido desenvolvida
com sucesso para elementos contidos no plano, isto €, para os numeros complexos.

O engenho e imaginagdo do matematico inglés Willian Hamilton (1805-1865)
0 levaram a uma ampliacdo dimensional criando os elementos chamados de

guatérnions, que tém a seguinte definicdo: sdo escritos naforma a + bi + ¢j + dk, em
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que a, b, c e d sdo numeros reais e i, j e k compartilham da propriedade de ser a
identidade imaginaria, ou seja, i? = j2 = k? = —1

O problema enfrentado por Hamilton para construir o conjunto de operacdes
validas para os quatérnions foi a propriedade da comutatividade na multiplicacdo. Em
gualquer conjunto numérico estudado até entdo — nimeros naturais, inteiros, reais ou
complexos — sempre se verificava que dados dois elementos p e g, pertencentes ao
mesmo conjunto, o produto tinha o mesmo resultado independente da ordem dos
fatores ou, simbolicamente, p-q = q - p.

No caso dos quaternions, no entanto, esta propriedade néao se verificava e a
ordem dos fatores alterava o produto. A alternativa para garantir uma algebra que nao
apresentasse falhas e possivel de ser utilizada com os quaternions foi abdicar da
propriedade conflituosa.

Esta nova algebra ndo comutativa abriu caminho para a formulacdo de outras
operacoOes definidas de forma arbitraria, sem a preocupacdo de manter consonancia
com as operacOes de adicdo e multiplicacdo convencionais. Em uma avaliagcéo
contemporanea pode nao parecer digna de nota a exclusdo de uma ou outra
propriedade de uma operacao criada arbitrariamente, mas na metade do século XIX
este foi outro golpe sofrido pela ciéncia que deveria ser composta de verdades bem
estabelecidas, certas e eternas.

O saldo da criagcdo das geometrias ndo euclidianas e das novas algebras era
uma sensacao de incerteza inédita no desenvolvimento da Matemética. O século das
luzes excluiu o argumento cristdo da criacao divina bem ordenada e colocou o homem
e sua mente racional como garantia das ciéncias.

Porém, se a mente pode admitir este ou aquele conjunto de regras
matematicas (geométricas ou algébricas) para compreender e descrever o mundo,
qual delas é “a verdade”? Kline (1980, p. 99) diz que a “confianca de que a verdade
seria descoberta em todas as areas foi despedacada pelo reconhecimento de que ndo
ha verdade na Matematica”.

Todavia, os matematicos ndo se deram por derrotados € um movimento
anteriormente esbocado ganhou forca ao longo dos séculos XIX e XX: a definicdo
rigorosa dos fundamentos da Matematica.

A busca pelo rigor no célculo, que acabou gerando a analise matematica, ja

havia sido capitaneada por Cauchy e Weierstrass, com a finalidade de esclarecer
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todos os elementos necesséarios para o bom funcionamento das operagbes de
diferenciacéo e integracao tais como criadas por Newton e Leibniz.

Mas, ap0s os abalos sofridos, a necessidade de precisdo nas definicbes de
todos os elementos e propriedades basicos fomentou os trabalhos de Frege (1848-
1925), Russel (1872-1970) e Hilbert (1862-1943), apenas para citar alguns dos

expoentes.

3.1.5 LOGICISMO E INTUICIONISMO

Uma das propostas de remédio para a crise da verdade matematica foi
estabelecer seu fundamento na Logica. A légica aristotélica, fundada no Organon no
século Il a. C., ja vinha sendo empregada por cerca de dois milénios; mas foi com
Descartes que houve a proposta de eleva-la ao patamar de “instrumento mais
poderoso para o conhecimento do que qualquer outro legado pela acdo humana e
fonte de todos os outros”.

Leibniz, um passo adiante, diz que a logica deve desempenhar um papel
multiplo, de characteristica universalis — uma linguagem cientifica universal aplicavel
a qualquer verdade derivada pelo raciocinio; de calculus ratiocinator — uma colecéo
de maneiras de efetuar deduc¢des a partir de principios; e de ars combinatoria — uma
colecdo de conceitos basicos, um alfabeto de simbolos que permitisse a expressao e
o tratamento de qualquer ideia concebivel.

No inicio do século XIX, alguns matematicos como George Boole (1815-1864)
e Augustus de Morgan (1806-1871) empreenderam tentativas de desenvolver a légica
tal como pensada por Leibniz, isto €, como uma doutrina magna aplicavel a qualquer
area do conhecimento.

Gottlob Frege também se interessou pela apresentacdo de uma teoria a
respeito da légica, com o objetivo de garantir a base para a matematica. Em diversas

publicacGes, com destaque para Begriffsschrift?’, de 1879 e Die Grundlagen der

27 Begriffsschrift, eine der arithmetischen nachgebildete Formelsprache des reinen Denkens (Notac&o
conceitual, uma linguagem formal do pensamento puro modelada aritmeticamente).
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Arithmetik?® de 1884, suas questdes principais sdo: “o que sdo numeros?” e “qual a
natureza das verdades aritméticas?”

Sua definicdo logica de numero pela ideia da classe de conceitos
equinumerdveis evita a derivacdo a partir de objetos. Por exemplo, 0 conceito do
namero 2 ndo necessita da observacdo de um par de coisas, mas pode ser escrito
como AxTy(x # y&Fx & Fy&Vz(Fz - z=x V z=1y)), sendo F uma propriedade
qualquer (ZALTA, 2016).

As regras da aritmética e todos seus teoremas seriam, no programa de Frege,
redutiveis a légica. Pelo calculo de predicados, com as sentencas, funcdes, variaveis
e quantificadores, os fundamentos deveriam ser purgados de qualquer necessidade
de recorrer a intuicdo. Fazendo uma comparacao com 0s objetos e proposicdes da
geometria ele afirma:

Os elementos de todas as construcfes geométricas sao intuicdes, e a
geometria se refere a intuicdo como a fonte de seus axiomas. Como o objeto da
aritmética ndo tem um carater intuitivo, suas proposi¢cdes fundamentais ndo devem
derivar da intuicdo. (FREGE, 1874, apud ZALTA, 2016)

Apesar do avanco expressivo de seus estudos, a ambi¢cdo de uma estrutura
l6gica definitiva de Frege foi comprometida por uma falha. Bertrand Russel percebeu
gue o sistema permitia a ocorréncia de um paradoxo que pode ser enunciado partindo
do exemplo de um “conjunto dos conjuntos que n&o se pertencem a si mesmos”.

Esta colegcdo pode ser formalmente representada como R = {x/x & x}.
Assim,se x ER > x € x; sex € R — x € x. O paradoxo surge quando a variavel x é
substituida por R. Assim, temos uma situacdo paradoxal, pois, se R€E R - R ¢ R; e,
se R ¢ R - R € R. A mesma situagdo é frequentemente descrita na forma pitoresca
da narrativa do barbeiro que tem a caracteristica de barbear todas as pessoas que
néo barbeiam a si mesmas.

Apesar de ter sido o responsavel por acusar a inconsisténcia das regras de
Frege tal como estavam enunciadas, Russell estava longe de ser um adversario do

logicismo, pois como ele mesmo afirma em seu Principia Mathematica: “o fato de que

28 Die Grundlagen der Arithmetik: eine logisch-mathematische Untersuchung tiber den Begriff der Zahl
(Os fundamentos da Aritmética: uma investigacdo l6gico-matematica sobre o conceito de nimero).



102

toda a Matematica € logica simbdlica € uma das grandes descobertas de nossa era.”
(RUSSELL, 1903)

No amadurecimento de seu projeto, Russell modifica sua concepcédo a
respeito da verdade matemética. Em publicacbes de sua juventude, assumia que,
mesmo derivando da l6gica, a mateméatica deveria manter certa relagdo com o mundo
fisico e que algumas propriedades matematicas possuiriam uma validacdo empirica,
por exemplo, a tridimensionalidade do espaco.

Nas obras posteriores, esta posi¢do tende a deixar a matematica cada vez
mais distante do mundo sensivel e até mesmo descarta um suporte da mente humana;
a matematica almejada por Russell era perfeita, sem margem de davidas, “um edificio
de verdades que se mantém inabalavel e inexpugnavel contra todas as armas do
cinismo duvidoso.”

Conforme aponta Kline, alguns contemporaneos de Russell, como Alfred
Whitehead (1861-1947), coautor do Principia, e Richard Dedekind (1831-1916) eram
mais prevenidos em suas afirmacfes sobre a perfeicdo e certeza absolutas da
matematica cujos fundamentos estavam formulando. A questdo que ja comecava a
incomodar os matematicos deste periodo era a seguinte: assumindo que a logica
garante a verdade da matematica, o que garante a verdade da légica?

Esta davida pairava sobre o sistema axiomatico proposto, pois ele procurava
ser suficiente para evitar a ocorréncia dos paradoxos ja existentes, criando uma
barreira de protecédo, mas — diziam os criticos a este programa — iSso possuia um teor
excessivamente arbitrario e contrariavam a prépria esséncia da proposta inicial que
deveria se basear somente naquilo que fosse logicamente deduzido.

Esta corrente de pensamento contraria ao logicismo ficou conhecida como
intuicionista e reuniu nomes como Kronecker, Lebesgue e Poincaré, tendo sido
colocada em uma versdo pelo holandés Luitzen Brouwer (1881-1966). Como
declarados herdeiros de uma tradigéo que parte de Descartes e Pascal, passando por
Kant, os intuicionistas tém como principio basico que a Matematica € uma acao
humana que se origina e ocorre na mente.

Brouwer (1907, apud KLINE, 1980, p. 234) define que as verdades
matematicas ndo derivam de uma base axiomatica nem da experiéncia, mas sao
construidas mentalmente em um processo “comprometido pela obrigacéo de observar
com reflexdo, refinamento e cultivo de pensamento quais teses séo aceitaveis para a

intuicdo auto evidente da mente e quais ndo sao.”
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Os intuicionistas, dessa forma, ndo encontravam problemas na aceitacao, por
exemplo, das geometrias ndo-euclidianas, visto que ndo exigiam uma comprovacao
empirica nem uma base previamente estabelecida. Desde que se apresentassem
como “aceitaveis para a intuigdo”, quaisquer geometrias seriam igualmente
verdadeiras.

A tentativa de reconstruir os fundamentos da matematica a partir dos
principios intuicionistas ndo se mostrou frutifera e Kline avalia que isso ocorreu
principalmente por discordancias internas sobre a aceitabilidade de cada principio e
pela recusa explicita de vincular o desenvolvimento matematico as suas aplicacdes
nas ciéncias.

Os matematicos do grupo Bourbaki sdo um tanto severos ha mencao aos
intuicionistas ao dizer que a memoaria desta escola sobreviveria “apenas como uma
curiosidade histérica” (BOURBAKI, apud KLINE, 1980, p. 241). A afirmacdo é
exagerada, pois, mesmo que nao tenham se tornado uma tradicdo expressiva na
filosofia da matematica, as criticas dos intuicionistas as abordagens classica e
logicista apontaram para pontos importantes que seriam tratados por programas

vindouros.

3.1.6 FORMALISMO DE HILBERT E INCOMPLETUDE DE GODEL

Apesar das discordancias, logicistas e intuicionistas tinham um objetivo
comum: estabelecer os fundamentos da matematica. Outras questbes, com a
evolucdo do debate, passaram a orbitar este desafio basilar: a existéncia dos entes
matematicos, o infinito (potencial e atual) e o papel da linguagem na construcao e na
comunicacgao das ideias matematicas.

Neste cendrio intelectual que ocupa a passagem do século XIX para o XX,
destacam-se os trabalhos daquela que passaria a ser referida como escola formalista,
liderada por David Hilbert (1862-1943), que se posiciona como uma alternativa distinta
de qualquer das outras abordagens, como afirma em um artigo publicado em 1927:

Para encontrar [a matematica] ndo preciso de Deus, como precisou
Kronecker, ou da suposicdo de uma faculdade especial de entendimento
harmonizada com o principio da intuicdo matematica, como o fez Poincaré,
[...] ou finalmente, como fizeram Russell e Whitehead, axiomas de infinitude,
redutibilidade e completude, que sdo realmente proposi¢cdes substanciais,
mas incapazes de serem estabelecidas através de uma prova de
consisténcia. (HILBERT, 1927)
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O plano tragado por Hilbert nas trés primeiras décadas do século XX tinha
como objetivo maior “estabelecer, de uma vez por todas, a certeza dos métodos
matematicos” em uma abordagem que mesclava os bons frutos das escolas logicista
e intuicionista, evitando seus extremismos.

Hilbert se valeu dos trabalhos ja desenvolvidos sobre notacdo simbdlica para
expressar o sistema formal que desejava: um conjunto de formulas cuja veracidade é
comprovada pelo encadeamento de sentencas, em que cada sentenca € ou um
axioma ou uma deducéo légica das anteriores.

Com um principio metodoldgico bem estabelecido, o desafio de Hilbert e seus
apoiadores era demonstrar a consisténcia do sistema, isto €, as conclusdes derivadas
dos axiomas nao deveriam apresentar contradicbes umas em relacao as outras. O
terreno crucial para o sucesso da empreitada era o campo da Aritmética, pois como
salienta Kline (1980, p. 249), “provas anteriores de consisténcia da maioria das areas
da matematica haviam sido oferecidas na suposicdo de que a aritmética era
consistente.”

A ferramenta de Hilbert para estabelecer a consisténcia de qualquer sistema
formal, mas com a atencdo voltada especialmente para a aritmética, foi sua
Beweistheorie (teoria da prova) ou metamatematica. Este método faz uso de
principios légicos que sejam tdo Obvios que ndo admitam contradicdes (algo bem
préximo da ideia intuicionista), com uma caracteristica que chamava de finitarista,
assim definida:

Usamos a palavra “finitario” para indicar que a discussao, afirmacgao ou
definicdo em pauta é mantida dentro dos limites da minuciosa produtibilidade
de objetos e minuciosa praticabilidade de processos e pode ser realizada
adequadamente no dominio da inspecao concreta. (HILBERT, 1934)

Um exemplo, dado pelo préprio Hilbert, para uma afirmacao nao-finitaria é:
“se p € um numero primo, entdo existe um namero primo maior que p”; a afirmagéao
finitaria correspondente seria “se p € um nimero primo, entéo existe um namero primo
entre p e p! + 1.” A diferenga significativa € que a segunda sentenca estabelece um
processo de verificacdo no conjunto finito de nimeros compreendidos entre p e p! +
1.

A metamatematica sofreu fortes criticas dos logicistas — “os formalistas sao
como um relojoeiro que estd absorto em fazer que seus relégios parecam belos que
se esqueceu de seu proposito de dizer as horas e omitiu a insercdo de qualquer

mecanismo” (RUSSELL, apud KLINE, 1980, p. 251) e dos intuicionistas — “a questao
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sobre onde o rigor matematico deve ser encontrado, dois grupos dao diferentes
respostas, os intuicionistas dizem, no intelecto humano; o formalista diz, no papel.”
(BROUWER, apud KLINE, 1980, p. 253)

Apesar das discordancias, o anseio por estabelecer os fundamentos da
mateméatica era comum as escolas do inicio do século XX. Outra caracteristica comum
foi o choque causado por um cataclismo da filosofia da matematica: o teorema de
incompletude de Gddel.

O teorema afirma que “se qualquer teoria formal T adequada para
contemplar a teoria dos nameros inteiros € consistente, entdo T € incompleta”. Isto
guer dizer que ha pelo menos uma sentenca S indecidivel nesta teoria T, ou seja, ndo
se pode provar, dentro de T nem a veracidade de S nem a veracidade de sua negacéao.
(KLINE, 1980, p. 261)

Os detalhes técnicos da demonstracao fogem ao objetivo deste trabalho, mas
0 golpe desferido por esta conclusdo nos programas de Russell e Hilbert foi intenso.
O anseio de descobrir exatamente o que é a matematica e poder afirmar que ndo mais
existe o “ignorabimus” do ceticismo foi destruido pela incompletude de Gdodel.

Porém, se por um lado a proposta grandiosa da plena certeza foi afetada, por
outro lado, as ideias de Godel levaram os matematicos a ter de admitir uma
multiplicidade de “verdades”. Por exemplo, um conjunto axiomatico pode levar em
conta o axioma da escolha e outro ndo; um pode aceitar a hipotese de Riemann e
outro rejeita-la, e todos esses sistemas serdo igualmente validos segundo seus
proprios principios internos.

Como qualquer sistema formal consistente sempre serd habitado por
proposicdes indecidiveis, a escolha de qual conjunto de axiomas deve ser utilizado
para tratar de determinado tema pode ser feita por sua aceitabilidade e praticidade.
Sob este aspecto, a escola intuicionista foi a que se abalou com menor intensidade
por este fendbmeno do inicio do século XX.

Kline apresenta uma pequena fabula interessante para descrever as
discussbes dos matematicos neste periodo:

Nas margens do Reno, um lindo castelo tem permanecido por séculos. No
pordo do castelo, um intrincado emaranhado de teias foi construido por
engenhosas aranhas que la viviam. Um dia, ocorreu um vendaval que
destruiu a teia. Freneticamente, as aranhas trabalharam para reparar o dano.
Elas achavam que eram suas teias que estavam segurando o castelo em pé.
(KLINE, 1980, p. 277)
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Mesmo admitindo que o trabalho de forjar o alicerce de um castelo com teias
de aranha € impossivel, o desafio de definir os critérios de verdade de uma sentenca
(no contexto geral da linguagem, das ciéncias formais e, em particular, da matematica)
ainda ocupou o pensamento de expressivos filosofos e matematicos do século
passado.

Quando Lakatos apresenta seu método de provas e refutacdes, o pano de
fundo € a — ainda atual — busca pela matematica que Whitehead chamou de “divina
loucura do espirito humano”. No processo de definir conceitos, provas e
demonstracdes verdadeiros, est4 a construcdo da linguagem com a qual se fala sobre
tais entidades.

Este movimento heuristico e os resultados perceptiveis na definicdo dos
conceitos matematicos empregados pela comunidade dos usuéarios desta linguagem
(e metalinguagem) seréo tratados a seguir.

3.2 HEURISTICA

Como ja mencionado anteriormente, Lakatos foi influenciado pelas ideias de
seu conterraneo George Pdlya, que, em suas publicacdes acerca da Matematica,
destacava a importancia de um método heuristico para a resolucdo de problemas ou
para a demonstracdo de um teorema.

Pdlya, na obra “How to solve it”, classifica a heuristica®®, ou “ars inveniendi”,
como “uma area de estudo, ndo circunscrita muito claramente, pertencente a logica
ou a filosofia ou a psicologia, sempre esbocada, nunca apresentada em detalhes.”
(POLYA, 1954, p. 102). Sua pretensdo, acompanhada posteriormente por Lakatos, foi
elevar o teor cientifico desses esbocos, descrevendo como se pode delinear um
raciocinio com base heuristica.

De acordo com Kiss (2002, p. 243), o interesse de Pdlya por este tema o

insere em um seleto grupo de fildsofos como Pappus, Arquimedes, Descartes e

29 Apesar da nitida relagdo com o verbo grego £upiokelv, que significa descobrir, encontrar, cabe
um alerta sobre o uso anacrénico quando empregado para descrever estudos anteriores ao século XIX,
quando foi cunhado o termo com o significado atual. (Online Etymology Dictionary. Disponivel em
<http://www.etymonline.com/index.php?term=heuristic>; acesso em 15 ago. 2017)
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Leibniz que também tiveram a preocupac¢do de investigar um método para regrar o
pensamento com o objetivo de encontrar solucdes.

Kiss descreve ainda que, em uma carta escrita por Arquimedes a seu amigo
Erastéstenes, ha um relato pormenorizado sobre o processo que o matematico de
Siracusa realizou para resolver um problema: o célculo da area de uma figura plana
delimitada por uma curva parabdlica. A estratégia parte de um experimento mental em
gue faz analogias com problemas mecanicos e conclui com uma sequéncia dedutiva
com o rigor euclidiano de sua época.

Nesse aspecto, tanto Pdlya como Lakatos se assemelham a Arquimedes por
sua preocupacao de descrever 0s processos de resolucdo de problemas, com
exemplos selecionados, para que o leitor possa, ao acompanhar como as regras e
procedimentos mentais foram usados nesses exemplos, aprender a usar 0 mesmo
método para encontrar a solu¢éo de seus proprios problemas.

Ha que se destacar que a heuristica assim compreendida néo se refere ao
estudo de fendmenos psicolégicos que ocorrem com 0S seres humanos em seus
momentos de “inspiragéo” ou “insight”, permanecendo este ultimo tipo de pesquisa no
terreno da psicologia.

Na secdo 2.3.3, ja foi relatado que Pdlya afirma sua heranca cartesiana ao
priorizar a obtencdo das verdades a partir de um uso sistematico das faculdades
racionais. Seu trabalho tinha como tema as “operagdes mentais tipicamente uteis para
a solucao de problemas” que, ambiciosamente, considerava aplicaveis a qualquer
situacéo de origem “algébrica ou geomeétrica, matematica ou ndo-matematica, tedrica
ou pratica”.

Gracas a sua formacao académica e com o objetivo de justificar a validade de
seu método, o campo explorado foi a Matematica, que ele reconhecia ter duas faces:
uma que carrega o carater axiomatico euclidiano e outra que admite experimentos,
com uma razodvel semelhanca ao que ocorre nas ciéncias empiricas.

Como um elemento importante de seu método, Pdlya cunha o conceito de
raciocinio plausivel entendido como o processo de reconhecer, na observacao de
objetos matematicos e suas relagbes, possiveis padrées que podem ser
posteriormente provados na forma rigorosa dedutiva. Como diz Kiss, o objetivo de

Polya é falar sobre

a matematica nos bastidores, ‘in statu nascendi’, antes de receber sua forma
dedutiva rigorosa. O raciocinio plausivel que nos ajuda a encontrar as formas
exatas finais tem padrdes especiais que ndo seguem as regras da logica
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formal. Estes padrdes criam etapas racionais no processo de resolucédo de
problemas. (KISS, 2002, p. 244)

Polya elege como principais padrdes desse raciocinio plausivel a inducéo e a
analogia, que emprega exaustivamente na vasta colecdo de exemplos reunidas em
seus trabalhos, publicados, em 1954, sob o titulo Mathematics and plausible reasoning
30_

Para exemplificar o potencial da inducéo na formulagcéo das conjecturas Pdlya
sugere alguns exemplos. As percepc¢des mais simples seriam casos como o0 seguinte:
“os trés primeiros termos da sequéncia 5, 15, 25, . . . (numeros terminados em 5) sao
divisiveis por 5. Seriam todos os demais termos divisiveis por 5?” (POLYA, 1954, p.
9); padrbes um pouco mais sofisticados séo percebidos em casos como a conjectura
de Goldbach, que afirma que qualquer nimero par maior que dois pode ser escrito
como a soma de dois fatores primos.

No entendimento de Pélya, ao deparar com uma cole¢édo de exemplos que Ihe
sugiram um padréo ou uma recorréncia, o matematico profissional procura conjecturar
uma regra capaz de generalizar a propriedade. Para o exercicio desta “atitude
indutiva”, ha uma série de exigéncias:

Primeiro, devemos estar prontos para revisar qualquer uma de nossas
crencas.

Segundo, devemos alterar uma crenca, quando houver uma razéo forte para
isS0.

Terceiro, ndo devemos mudar uma crenga sem uma boa razdo. (POLYA,
1954, p. 7-8)

Cada uma dessas trés regras esta respectivamente relacionada as seguintes
“‘qualidades morais”. coragem, honestidade e moderagdo. A coragem leva ao
enfrentamento das teorias aceitas pela maioria dos cientistas, a honestidade capacita
o cientista a modificar seus discursos quando as evidéncias assim o demandarem e a
moderacdo zela para que a mudanga ndo ocorra levianamente, mas somente apos
cuidadosa reflexao.

O programa de Pdlya, que traz a inducdo e uma espécie de experimentacao
para o campo mais abstrato da Matematica, apesar de ousado, ndo € inédito e ele

mesmo cita as afirmacgdes de Euler a respeito deste assunto:

30 Obra dividida em dois volumes, a saber: Vol. 1: Induction and analogy in Mathematics e
Vol. 2: Patterns of plausible inference.
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Parecera ndo pouco paradoxal atribuir uma grande importancia a observacao
mesmo na parte das ciéncias matematicas que € normalmente chamada de
Matematica pura, ja que a opinido corrente € que as observacdes sao restritas
a objetos fisicos que causem impressdes nos sentidos. [...] Ha muitas
propriedades dos ndmeros com as quais estamos familiarizados, mas que
ainda ndo somos capazes de provar; apenas as observacdes nos levaram a
este conhecimento. [...] O tipo de conhecimento que é apoiado apenas em
observacbes e que ainda n&o foi provado deve ser cuidadosamente
diferenciado da verdade; ele foi adquirido por indugdo. Também temos visto
casos em que a mera inducdo levou a erros. Portanto devemos tomar
bastante cuidado para ndo aceitar como verdade as propriedades dos
nameros que descobrimos pela observacdo. De fato, devemos usar tal
descoberta como uma oportunidade para investigar mais precisamente as
propriedades descobertas e prova-las ou refuta-las; nos dois casos podemos
aprender algo atil.” (EULER apud POLYA, 1954, p. 3, grifos nossos)

Se, para os contemporaneos de Euler, na segunda metade do século XVIII,
este assunto poderia causar estranheza, dados 0os movimentos que procuravam o
rigor matematico dos teoremas do calculo diferencial e integral, a situacdo ndo se
mostrava téo diferente para Polya (e Lakatos) no século XX. A posicéo dos filésofos e
matematicos adeptos das escolas que visavam estabelecer definitivamente os
fundamentos da matematica e seus critérios de verdade ndo deixava muito espaco
para a proposta de uma “atitude indutiva”.

E certo que a maioria dos fundacionistas no discordaria de Euler (e de Polya),
e confirmaria que “o tipo de conhecimento que é apoiado apenas em observacoes e
que ainda nao foi provado deve ser cuidadosamente diferenciado da verdade”,
usando, para isso, a exata distincdo tracada por Popper, entre contexto de justificacédo
e contexto de descoberta.

Em uma etapa anterior ao programa mais sofisticado de Lakatos, Poélya,
acompanhando a recomendagédo de Euler, € cuidadoso ao reconhecer que a indugéo
nao é suficiente para garantir a verdade e que, em alguns casos, pode conduzir a
equivocos; no entanto dirige sua énfase para a génese de conjecturas, experimentos
mentais, provas e refutacdes, que o processo de observacao permite.

Neste exercicio, 0 outro processo explorado por Pdlya € a analogia, um
conceito que o autor reconhece como sendo de dificil definicdo, mas que pode ser
assim entendido: “dois sistemas sao analogos se coincidem em relagdes claramente
definiveis de suas partes.” (POLYA, 1954, p. 14)

Exemplificando geometricamente, o0 autor sugere a observacdo de
propriedades de um triangulo e de um tetraedro. No caso da figura plana (duas

dimensdes), duas retas ndo sdo suficientes para definir uma regiao limitada que a
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contenha, mas trés retas sdo. A analogia com o sélido espacial (trés dimensodes) é a
verificacdo de que trés planos ndo podem definir uma regido limitada no espaco que
o contenha, mas quatro planos podem fazé-lo.

De fato, varias das solucbes de problemas de geometria espacial
apresentadas nas obras de Podlya partem do estudo de questbes andlogas da
geometria plana e localizam as propriedades conhecidas das figuras planas para
identificar as “relagdes claramente definiveis” que também sejam verificadas nos
solidos.

Feferman reconhece que o0s estudos de Pdlya ndo se adensaram
filosoficamente, mas o elogia dizendo que

qgualquer um que tenha lido as obras de Pdélya ou que assistiu suas aulas sabe
que ele é inigualavel dentro da estrutura para a qual ele estabeleceu sua
heuristica. Em contraste com Lakatos, ele se restringe a aspectos de
matematica relativamente seguro. Mas é aqui que a maior parte da
experiéncia matemética do dia-a-dia estd acontecendo. Estudantes e
professores ndo podiam pedir mais nada. O que os matematicos profissionais
podem querer, no entanto, € uma continuacdo na mesma linha que se
concentrou nos prés e contras de encontrar provas dificeis. (FEFERMAN,
1981, p. 321)

A proposta de Lakatos vai decididamente além desse ponto de vista por
considerar que: 1) as provas nao sao definitivas, absolutamente seguras, mas estao
sujeitas a um processo de revisdo continua, inclusive (ou sobretudo) no que diz
respeito ao significado dos termos que aparecem no teorema, e que nunca podem ser
definitivamente fixados; 2) a refutacdo de teoremas anteriores e a elaboracdo de
novos teoremas nao podem ser vistas como momentos isolados, sem relacao entre
si, mas precisam ser compreendidos em sua dinamica interna, articulada em torno de
um processo de exame critico da prova.

Lakatos menciona, na introdugédo de P&R, que suas “fontes ideoldgicas”
podem ser encaradas como paradoxais e, efetivamente, a primeira vista parece
impossivel associar a tradicdo popperiana com estes elementos defendidos por Pdolya,
ja que Popper é categérico ao recusar o processo indutivo para justificar uma teoria,
até mesmo quando se trata de uma teoria de base empirica.

Lakatos procura, porém, suavizar esta aparente incoeréncia em sua mescla
de influéncias ao dizer que a inducéo deve ser vista como uma logica de descoberta,
ndo como uma légica de justificacdo. Esta particdo — descoberta/justificacdo — ja esta
tracada por Popper, mas a novidade lakatosiana € considerar a heuristica digna de

uma analise filoséfica.
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Esta andlise tem o objetivo de explicar qual € a relagdo entre o contexto de
descoberta e de justificacdo. A resposta de Popper € que nao existe nenhuma relacao,
Polya ndo da uma resposta afirmativa explicita, mas coube a Lakatos afirmar que

ndo existe uma logica infalibilista de descoberta cientifica, uma que
infalivelmente leve a resultados; ha uma ldgica falibilista de descoberta, que
€ a logica do progresso cientifico. Popper, que estabeleceu a base dessa
I6gica de descoberta, ndo estava interessado na metaquestao de qual era a
natureza de sua pesquisa e ele ndo percebeu que isso ndo € nem psicologia
nem légica; & uma disciplina independente, "heuristica". (LAKATOS, 1978, p.
143)

O recurso de Lakatos para garantir que a “légica da descoberta” seja
considerada em seu programa filoséfico é, portanto, subsumir esta ideia a heuristica,
uma “disciplina independente”, que deve considerar o progresso cientifico em toda

sua extensdo, com um viés claramente falibilista.

3.2.1 LOGICA DA DESCOBERTA

Lakatos atribui a Polya o mérito de ter revivido a heuristica no século XX, mas
seria 0 seu método apenas uma repeticdo de ideias antigas ou havia peculiaridades
aproveitadas dos conceitos e reflexdes mais atuais da filosofia e da matematica?

Para investigar as concepc¢fes de Polya sobre a heuristica, entendida sob o
aspecto de uma légica da descoberta, vejamos como a abordagem deste assunto
havia sido feita por alguns de seus antecessores: Descartes, Hilbert e Poincaré.

Descartes manifestava, assim como outros cientistas do século XVII, o anseio
por uma nova logica, pois aquela entdo vigente — a dos escolasticos — ndo trazia
nenhuma novidade para a descoberta das ciéncias.

Para ele, a base para a formulacdo de hipéteses e para toda a cadeia de
deducdes é a intuicdo, mas admite a incapacidade de estabelecer as regras desta
faculdade mental; na explicacdo da quarta diretriz de suas Regulae ad directionem
ingenii (Regras para a direcdo do espirito), afirma que seu método “ndo consegue
chegar ao ponto de nos ensinar como executar as operacdes de intuicdo e deducao,
porque elas sdo as mais simples e primitivas de todas.” (DESCARTES apud
CELLUCCI, 2015, p. 13).

O programa logicista para a matematica, empreendido principalmente por
Frege, obliterou — pelo menos temporariamente — qualquer iniciativa de uma reflexao

sobre a questdo de como se chega ao conteudo de uma dada sentenca. Para ele,
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este € um tema que deve ser tratado pela Psicologia, enquanto a Matematica (isto €,
a Ldogica) deve se preocupar em explicar os processos de justificacdo da assertiva.

A vertente formalista de Hilbert também ndo dava importancia aos processos
de descoberta, pois considerava a escolha de um conjunto de axiomas uma acao
arbitraria e as deducdes e teoremas decorrentes desses axiomas um ato
simplesmente mecanico. A énfase desta abordagem era garantir uma légica que néo
levasse a contradicbes e que permitisse a decidibilidade em um namero finito de
operacoes.

Como ja comentado na secdo anterior, tratando sobre a questdo da busca
pela verdade na matematica, os teoremas de Godel foram um duro golpe sofrido pelas
escolas logicista e formalista, pois ao provar a incompletude e a indecidibilidade,
afetaram o cerne daquilo que seria a logica definitiva, voltada exclusivamente para a
justificacéo, e capaz de abranger todo o contetdo da matematica.

Uma alternativa proposta por outro eminente matematico, Henri Poincaré,
considerava a descoberta matematica como um processo da mente humana que se
valia dos conceitos ja conhecidos para fazer novas combinacdes, ndo de maneira
aleatéria, mas com a intencdo de produzir resultados Uteis e belos. “A descoberta
consiste precisamente em ndo construir combinagdes indteis, mas construir aguelas
gue sdo Uteis, pertencentes a uma minoria infinitamente menor. Descoberta é
discernimento, escolha.” (POINCARE, 1914, p. 51)

Essa visdo de Poincaré nao é afetada pelos teoremas de Godel®, ja que a
concepcdo do matematico francés fica condicionada a um critério subjetivo para
avaliar a utilidade e a “beleza matematica” das combinag¢des sugeridas.

Em virtude da incapacidade de arquitetar uma légica da descoberta que,
substituindo a escolastica, fosse capaz de dar conta das ciéncias naturais modernas,
Cellucci (2015) destaca a forte afirmagéo de Tarski: “ha pouca justificativa racional
para combinar a discusséo da logica e da metodologia das ciéncias empiricas.”

Laudan, em seu artigo Why was the logic of discovery abandoned, coloca para

seus leitores — fildsofos da ciéncia e da matematica — a seguinte indagacéao: “Por que

31 Em certa medida, Poincaré comungava, antecipadamente, das ideias de Gbédel, ja que ele “negou
desde o inicio a possibilidade de uma prova de consisténcia para os axiomas aritméticos, mantendo
gue a consisténcia do método de indu¢@o matemética nunca poderia ser comprovada, exceto através
do préprio método indutivo.” (HILBERT, 1928)
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a légica da descoberta deveria ser revivida?” e Celluci oferece duas possiveis razdes

para tal reavivamento.

Por um lado, porque, pelo segundo teorema de incompletude de Gddel, a
I6gica matemética falha em ser a I6gica de justificacdo e somente revivendo
a logica da descoberta, a légica pode continuar a ter um papel importante.
Por outro lado, os cientistas usam ferramentas heuristicas em seu oficio e
pode ser Util estudar tais ferramentas sistematicamente visando aperfeicoar
as atuais e desenvolver novas. (CELLUCCI, 2015, p. 16)

A primeira resposta de Cellucci a questdo de Laudan é — no minimo —
imprecisa e, mesmo se reformulada, ndo sustenta a argumentacdo de que as
atencdes devem se voltar para a l6gica da descoberta. A segunda afirmacao, no
entanto, ainda que de forma ingénua, aponta para a visdo compartilhada por Pélya e
Lakatos sobre a necessidade de um estudo dedicado a heuristica.

A posicado de Podlya, por exemplo, dava énfase ao estudo das ferramentas
heuristicas com o objetivo de melhor compreendé-las. Seus conceitos de “atitude
indutiva”, “raciocinio plausivel” e sua lista de quatro etapas®? para a resolucédo de
problemas foram importantes neste aspecto.

E importante salientar, no entanto, que o proprio Pdlya reconhecia a
controvérsia que suas propostas poderiam gerar e, em uma correspondéncia enviada

a Lakatos em dezembro de 1965, oferecendo sua critica sobre P&R, diz:

Caro Imre, [...] Posso ver claramente como Proofs and Refutations se
relaciona com meu trabalho. A diferenca basica é esta: eu mesmo dificilmente
seria capaz de dizer algo sobre ‘epistemologia’ que pudesse merecer a
atencéo do publico e mesmo que fosse capaz de dizer algo sobre isso, eu me
furtaria a fazé-lo. Ja é dificil o bastante para o publico aceitar a heuristica. [...]
O ponto principal de “Proofs and Refutations” &, pelo menos a meu ver,
chamar a atencao para a possivel conexdo entre heuristica e epistemologia.
(POLYA, apud MOTTERLINI, 2002, p. 29)

O método de provas e refutacdes, valendo-se do reavivamento da heuristica
feito por Polya, estabelece de fato sua conexdo com a epistemologia: no caso, com
guestbes sobre a origem, a estrutura e as formas de se obter e justificar o

conhecimento (no caso particular, o conhecimento matematico).

32 Compreender o problema, planejar sua resolucéo, executar o plano e examinar a solugéo.

33 Como ja comentado, as propostas de Pélya, mesmo tendo sido importantes e influente no trabalho
de Lakatos, ndo possuem a mesma abordagem filoséfica dada por este Ultimo. As ideias de “atitude
indutiva”, “raciocinio plausivel” podem ser vistos como principios posteriormente aperfeicoados no
programa lakatosiano que trata da dindmica interna capaz de relacionar descoberta e justificacdo, via

andlise da prova.
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Inicialmente, Lakatos toma o raciocinio plausivel como ponto de partida na
percepcéao de padrées no conjunto de informacgdes observado (por exemplo, a relagéo
existente entre as quantidades de faces, veértices e arestas dos poliedros) que permite
elaborar hipoteses.

Em seguida, o exercicio de experimentos mentais que indiguem a validade da
conjectura € feito com recursos da analogia (0 experimento de Cauchy acaba se
tratando de uma verificacdo de propriedades de uma malha triangular plana para
garantir as propriedades de um objeto tridimensional).

Finalmente, o método de Lakatos recomenda aos mateméaticos as virtudes
morais sugeridas por Pdlya: coragem, para admitir que qualquer elemento pode ser
refutado (seja um componente da conjectura ou uma etapa da prova), honestidade
para efetuar as modificagcbes e moderacdo para manter vigente a teoria ainda néo
confrontada por contraexemplos.

A deciséo de Lakatos de introduzir em sua teoria essas “virtudes morais” de
Polya certamente o deixam em uma posicdo de forte tensdo no objetivo de manter o
racionalismo popperiano sem se deixar levar por aspectos que possam ser
classificados como objetos de estudo da psicologia.

Este comportamento heuristico para lidar com os objetos mateméticos e suas
relacdes tem impacto em varios aspectos da filosofia da matematica; dentre eles, a
guestao da formacgéao dos conceitos e do vocabulario utilizado. No préximo trecho
desta secdo comentaremos a interpretacdo de Lakatos acerca do processo de

evolugéo dos termos e conceitos.

3.2.2 FORMACAO DE CONCEITOS

Compreender como se da o fenébmeno da linguagem, e particularmente o uso
de conceitos, € um anseio antigo da filosofia e varias tentativas de respostas ja foram
apresentadas ao longo do tempo.

NoO nosso caso particular, buscamos manter uma limitacdo as solu¢des que
compreendam os conceitos mateméaticos. Assim, ndo tratamos de conceitos relativos
a propriedades sensoérias (cores, sons etc.), emocdes (dor, alegria, amor etc.), nem
de faculdades intelectuais ou morais (pensamento, justica etc.). Cabe aqui apenas —
e jA € um campo vastissimo — considerar questdes como: “o que é um triangulo?” ou

‘0 que € um numero primo?”
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Ja no Cratilo, Platdo procurava investigar o modo de funcionamento das
palavras. As seguintes questdes, em particular, preocupavam-no: Como uma palavra
pode ganhar significado? Qual € o modo correto de definir as palavras?

Mantendo suspensas essas perguntas, avaliamos 0 que acontece no caso
particular dos termos matematicos, que constituem o vocabulario para descrever 0s
objetos desta area e suas propriedades.

Um tridngulo, por exemplo, € definido a partir de termos anteriores como lado,
angulo, vértice; estes termos necessitam ser definidos a partir de elementos ainda
mais basicos (ponto, reta, relagdo de pertinéncia) até que se atinja um limite em que
nao se encontra uma definicdo que nao seja arbitraria ou axiomatica.

Apenas para indicar outro objeto, fora do ambiente geométrico euclidiano, o
conceito de numero primo como “aquele que admite apenas dois divisores distintos”
depende das no¢des de numero (inteiro positivo), de divisibilidade e de igualdade.

Procuramos percorrer o exemplo mais significativo de P&R, isto €, o conceito
de poliedro, para examinar como o termo poliedro teve diferentes definicoes,
implicando inclusive a necessidade do detalhamento de outros termos associados.

Ao longo do debate de P&R, o conceito matematico de poliedro é redefinido

varias vezes. Apenas para citar algumas das formulagfes, temos:

Def. 1: poliedro € um sélido cuja superficie é constituida de faces poligonais.
Def. 2: poliedro é uma superficie constituida de um sistema de poligonos.
Def. 3: poliedro é um sistema de poligonos disposto de tal forma que
(i) exatamente dois poligonos se interceptam em cada aresta e
(ii) € possivel obter uma trajetoria de um ponto interior de um poligono
a um outro ponto, interior de outro poligono, sem que passe por um
vértice.
Def. P: poliedro é um sistema de poligonos no qual arelagdo V—-A+F =2
é verificada. (LAKATOS, 1977, pp. 14-16)

As definicbes acima listadas sao devidas, respectivamente, a Legendre
(1794), Jonquieres (1890), Mobius (1865) e Baltzer (1860). Elas mostram a dificuldade
gue a comunidade de matematicos tinha (e ainda tem) de construir definicbes
coerentes e esclarecedoras para 0s objetos mais elementares da teoria.

A primeira das definicbes acima listadas foi utilizada — mesmo que né&o
explicitamente — por séculos e ainda é encontrada em dicionarios nao especializados
e livros didaticos.

A Definicdo 3 faz uso de conceitos auxiliares, ao mencionar os termos vértice

e aresta. A esse respeito, é importante o comentario de Cromwell (1997), que afirma
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gue, até Euler, ndo havia o uso regular dos nomes desses elementos dos poliedros,
tdo corriqueiros atualmente.

O que o matematico suico fez foi mais que dar um nome para alguma coisa
ainda ndo nominada, ja que a definicdo dos termos era necessaria em virtude da
maneira como passava a estudar os poliedros.

Euler percebera que os poligonos, figuras caracteristicamente planas,
poderiam sempre ser definidos em funcdo de pontos e angulos®, mas que a
“estereometria” (home antigo dado aos estudos da geometria espacial) exigia uma
ampliagdo de nomenclatura para o tratamento dos poliedros.

Assim, em seu artigo de 1758, expde 0 seguinte vocabulario: angulus solidus,
acies e hedra, que afirmava ser adequado para definir claramente os “solidos”

estudados.

Trés tipos de limites devem ser considerados em qualquer corpo sélido, a
saber, pontos, linhas e superficies ou, com 0os nomes usados especificamente
para este fim, vértices, arestas e faces. Estes trés tipos de limites determinam
completamente o sdlido. (EULER, apud CROMWELL, 1997, p. 191)

O conceito tem, portanto, a dupla fungéo de descrever a constituicdo da coisa
e permitir a classificacdo dos objetos observados em um conjunto que retna os entes
gue compartilham de tal definicdo. Em outras palavras, uma definicdo adequada de
poliedro deve dizer como um poliedro é formado e estabelecer critérios para avaliar
se um objeto colocado sob andlise € ou ndo um membro da familia dos poliedros.

O matematico contemporaneo Branko Grinbaum (2003), tratando desta
dificuldade conceitual, apresenta, em seu artigo “Are your polyhedra the same as my
polyhedra?” uma lista de sete requisitos que devem ser verificados para que uma
determinada combinacédo de vértices, arestas e faces sejam genuinos poliedros.

Dispensando os detalhes técnicos, a definicdo de Grinbaum é ainda mais
complexa, pois depende de uma série de outros conceitos, tais como as relacdes de
incidéncia, adjacéncia e nocdes de combinatodria, sem esquecer-se da jA mencionada
necessidade de definicdo precisa dos termos: faces, vértices e arestas.

Regressando a questédo platdnica e assumindo provisoriamente a premissa

de que alguém que conhece o nome “poliedro” sabe avaliar se uma coisa é um

% Uma forma de descrever um poligono é apresentar uma sequéncia indexada de pontos
AA,A5 ... A, A4, indicando a medida de cada angulo «; (1 <i < n), definido por cada terna de pontos
consecutivos.
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poliedro, identificamos um problema nesta breve coletanea de distintas definicdes
apresentadas por Lakatos: ndo se consegue vincular o nome a algo bem determinado.

No caso de conceitos empiricos (que se referem a coisas do mundo fisico),
dispomos de um método especifico para sua aplicacdo (ou seja, para a atribuicdo de
valores de verdade nas proposicdes em que esses termos aparecem): 0 uso dos
orgaos sensiveis. No caso de um objeto matematico, o desafio € maior, pois, mesmo
gue se considere uma existéncia platdbnica em um mundo das formas, o0 recurso
sensorial ndo esta disponivel.

Percebemos as dificuldades da abordagem platonica quando consideramos
0s contraexemplos (as anomalias) presentes no debate de P&R, como os sélidos com
furos ou estruturas mdltiplas. Se algo que ndo poderia ser considerado poliedro
baseado em uma definicdo passa a sé-lo em outra formulagéo, isso significa que o
conceito geral de poliedro sofreu modificagdo, contradizendo a perenidade e
incorruptibilidade dos seres ideais.

Isso significa, pelo menos no que diz respeito aos entes matematicos, que o
conceito ndo tem o objetivo de tracar uma definicdo que alcance a perfeicdo de uma
ideia jA existente, mas deve garantir a teoria que o utiliza a consisténcia das
afirmacdes e teoremas em que esta envolvido.

Outro problema que pode ser apontado estd no processo de validacdo do
conceito; se 0 juizo sobre a corregdo do uso de um conceito dado em uma linguagem
L1 for certificado pelas regras de uma metalinguagem L2, encontra-se de novo em
uma inescapavel regressao infinita, pois a metalinguagem teria de ser validada por
uma meta-metalinguagem e assim por diante.

A alternativa restante é que a propria linguagem, estruturada e evoluida em
uma comunidade de usuarios, seja a responsavel por definir o significado de um
termo. Mesmo que pareca redundante, um poliedro é aquilo que nés entendemos por
poliedro. O pronome “n6s” aqui usado significa a totalidade daqueles que utilizam uma

linguagem em que o nome “poliedro” esta presente.

35 Certamente, distintos grupos de falantes poderéo utilizar esse termo (“poliedro”) em sua linguagem,
com distintas demarcagdes; usando a metafora de Lakatos, o “lapis” que delimita o critério pode estar
mais ou menos “apontado” e a concepg¢do de um matematico profissional ndo é necessariamente a
mesma de um estudante com conhecimentos medianos de matematica.
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Assim, seja a definicdo de poliedro “um sistema de poligonos” ou a complicada
relacdo de requisitos de Griinbaum, este sera o critério para tracar o limite sempre
voluvel e impreciso que serve para classificar os objetos como pertencentes ou néo
ao conjunto dos que podem ser chamados por este nome.

Aqui ganha forca o papel do processo heuristico que Pdlya afirmara que
Lakatos conseguiu conciliar com aspectos epistemoldgicos. Os conceitos ndo sao
vinculados aos nomes por uma exigéncia natural, por uma arbitrariedade ou por uma
mera convengao; o processo é marcado por uma reformulagdo continua dos contextos
de prova em que os nomes sdo utilizados, e que s6 eles sdo capazes de,
progressivamente, ir delimitando seus significados, sem que seja possivel atingir um
estagio final e definitivo.

Um ponto importante indicado por Lakatos no debate de P&R é o fato de que
Euler enunciou seu teorema a respeito de poliedros sem incluir uma definicéo explicita
deste objeto matematico, aproveitando o conceito dado pelo senso comum e herdado
de Euclides.

A necessidade de esclarecer o conceito ndo surge por um capricho dos
matematicos, mas pela necessidade de classificar os elementos para 0s quais 0
teorema de Euler se mantém valido. Definir bem o limite do que se entende por
poliedro era, nas primeiras investidas, um recurso de barramento de “monstros”. Um
exemplo marcante &€ o que Lakatos chama de a definicdo perfeita: “poliedro é um
sistema de poligonos no qual a relacdo V— A + F = 2 é verificada”.

O procedimento heuristico demanda, no entanto, um comportamento oposto
ao empreendido nessas primeiras tentativas de definir o conceito de poliedro. Ao invés
de criar uma estagnacdo e um limite excludente, o método de provas e refutagdes,
enquanto busca o aperfeicoamento da conjectura e das demonstragcdes, em um
movimento de idas e voltas, acaba por demandar reformulacdes dos conceitos para
acompanhar a evolucdo da diade teorema-prova.

Assim, ndo somente o conceito central de poliedro deve sofrer modificacdes
continuas, como também os conceitos acessorios e periféricos, como os elementos ja
comentados veértices, faces e arestas ou aqueles que foram trazidos a tona pela
observacdo das anomalias, tais como cavidades e estruturas multiplas.

No método de Lakatos, uma sofisticacdo conceitual ocorre quando surgem
novas refutagdes que exijam a revisdo dos conceitos associados. Essas

reformulacdes dos conceitos devem ser testadas nos mesmos parametros dos jogos
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de linguagem que as causaram; isto €, uma concepcao diferente do conceito de
poliedro deve ser suficiente para manter a comunicacao a respeito deste objeto na
comunidade dos matematicos que o estudam.

Uma duavida levantada pelo préprio Lakatos diz respeito a existéncia de um
limite para este processo, isto é, se haveria um ponto de saturacdo para as
reformulacdes de um conceito que atingiria uma linguagem perfeita.

Se 0s teoremas matematicos estdo, como parte de uma linguagem que séao,
permanentemente expostos as possibilidades de reinterpretacdo e reorganizacao
dessa linguagem — a qual nunca encontra pontos de apoio fixos no mundo -, entao
parece nao fazer sentido a suposicdo de um estagio terminal. Lakatos, porém, néo
chega a ser claro quanto a essa questao.

E possivel reconhecer, no entanto, por meio da observacao historica, que ha
fases de razoavel estabilidade na aceitacdo de um dado conceito. A aceitabilidade de
uma definicdo presente em um “programa de pesquisa progressivo” — para usar um
jargdo lakatosiano — € dada pela comunidade cientifica que assume um papel

semelhante ao de um critico literario que julga as publicacdes de determinada matéria.

3.3 RIGOR MATEMATICO EM UM PROCESSO HEURISTICO

Considerando o0 desenvolvimento das ciéncias modernas, parece
redundancia mencionar que ha uma preocupacao importante no desenvolvimento da
matematica com o rigor em suas proposicfes e provas, Visto que, a0 menos No Senso
comum, esta area do conhecimento € entendida como uma espécie de modelo para
o0 tratamento rigoroso.

Desde as primeiras formulacbes de um conhecimento matematico
sistematizado, a atencéo ao rigor foi presente mas nao ficou estabelecido de forma
estética, pois ao acompanhar as dificuldades da evolucdo da prépria linguagem
matematica, os ideais de rigor passaram também por reformulacdes.

Um evento marcante ocorreu no século XVII, em que, com o advento do
célculo diferencial e integral, a comunidade matematica se encontrou em um estagio
praticamente sem precedentes desde a sistematizacdo dos conhecimentos
geomeétricos por Euclides, nos Elementos. Extremamente util para resolver problemas

computacionais aplicados, na determinacdo de grandezas como area, volume,
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velocidade e aceleracdo, a novidade introduzida por Newton e Leibniz na prética
matematica carecia, em seus primérdios, de explicacdes mais firmes.

Coube aos matematicos do século seguinte, especialmente Cauchy e
Weierstrass, o trabalho de tornar mais rigorosas as bases da Anélise, como passou a
ser identificada esta subarea da Matematica. Do ponto de vista filoséfico, a
preocupacao com o rigor esta bastante atrelada a concepcao de que a matematica
necessita esclarecer seus fundamentos. A busca pelo rigor parece sempre levantar
davidas sobre as bases em que a teoria se apoia.

Em um modelo euclidiano, por exemplo, o rigor € associado a um conjunto
bem escolhido de principios elementares e a uma regra clara de transmisséo de
valores l6gicos de verdade, das premissas aos teoremas. O conjunto das sentencas
inquestionaveis e ndo demonstraveis constitui uma base axiomatica, enquanto o
encadeamento légico das afirmac¢des garantem as regras para o processo de deducao
de novas proposicoes.

Outras abordagens que firmam os fundamentos da matematica na légica ou
em uma metalinguagem possuem critérios para a avaliacao do rigor vinculados a suas
concepcgdes. Para um logicista, uma demonstragéo é suficientemente rigorosa se faz
uso correto de uma linguagem légica apta, desde o inicio, a descrever o mundo; para
um formalista, o rigor € medido pelo rigor na articulacdo de um sistema simbdlico
essencialmente nao interpretado, mas cuja consisténcia precisaria ser demonstrada.

O posicionamento de Lakatos a respeito do desenvolvimento da matematica
rejeita as tentativas de estabelecer dogmaticamente qualquer tipo de fundamentos e
introduz a heuristica como elemento central para a revisao constante dos conceitos e
das demonstrac6es. Como lidar, em um cenario assim compreendido, com a questao

do rigor?

3.3.1 RIGOR MATEMATICO

Como assinalado ha pouco, dependendo dos assuntos ou da abordagem
escolhidos, a ideia de rigor pode ser distinta. O matematico George F. Simmons, no
prefacio de seu manual de equagdes diferenciais, faz uma pitoresca analogia: “O rigor
matematico € como uma roupa: no seu estilo, deve se adequar a ocasiao, e causa a
diminuicdo do conforto e restricdo da liberdade de movimento se for demasiado solta
ou muito apertada.” (SIMMMONS, 1979, p. ix)
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Na sec¢éo 2.4.9, mencionamos sucintamente que Lakatos dedica uma nota
em P&R para comentar alguns marcos na histéria da Matematica, tendo como
interesse a questao do rigor. Ele identifica que, até o inicio do século XIX, havia uma
concepgao vigente de que a prova, vista como “um experimento mental ou construgao
clara como cristal”, era a base para uma Matematica infalivel.

Para Kant, por exemplo, “a solidez da matematica repousa em defini¢oes,
axiomas e demonstragdes”, demonstragdes estas que séo “provas apoditicas”:

S6 a matematica, portanto, contém demonstracdes, porque nao deriva de
conceitos 0 seu conhecimento, mas da constru¢do de conceitos, isto €, da
intuicBo que pode ser dada a priori em correspondéncia aos conceitos.
Mesmo o método da algebra, com as suas equages, das quais extrai, por
reducdo, a verdade, juntamente com a prova, ndo é, sem dlvida nenhuma,
uma construgdo geométrica, mas contudo uma construcdo caracteristica, na
qual, com a ajuda de sinais, se representam 0s conceitos na intui¢ao,
especialmente os de relacdo de grandezas e onde, sem mesmo considerar o
aspecto heuristico, todas as conclusdes estdo garantidas contra o erro pelo
fato de cada uma delas ser posta a nossa vista. (KANT, CRP, A734, B762)

Esta ideia cria um fenbmeno ciclico de sustentagdo mutua, ja que a prova (nos
termos de Euler, a “rigida demonstratio”) € inquestionavel e trata de entes
matematicos absolutamente conhecidos. Quaisquer contraexemplos que pudessem
ameacar o rigor estabelecido deveriam ser, portanto, tratados como monstruosidades
e expurgados do dominio cristalino estabelecido.

O aparecimento das geometrias ndo-euclidianas e de algumas anomalias no
estudo de propriedades de funcdes levaram, no entanto, a questionamentos a
respeitos das demonstracfes e seus fundamentos. Ao submeter as provas a uma
avaliacdo critica, ficou instituida a necessidade de rigor também nesta operacao: a
analise da prova.

Lakatos nomeia este periodo como a “revolugao de Cauchy”, em que as
atencles se voltaram para a determinacéo criteriosa dos dominios de validade dos
teoremas ja provados e, consequentemente, para o esclarecimento de um alicerce
conceitual.

No prefacio de uma de suas obras mais conhecidas, o Cours D’Analyse, de
1821, Augustin Cauchy descreve seu objetivo e sua metodologia

Decidi escrever este curso para a grande utilidade dos estudantes [...] Com
relagdo aos métodos, procurei dar todo o rigor que se exige da geometria, de
tal forma que ndo seja necessario confiar nos argumentos obtidos da
generalidade da algebra. Argumentos desse tipo, ainda que comumente
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aceitos [...] devem ser considerados, me parece, apenas como exemplos
servindo para apresentar a verdade em alguns casos, mas ndo estdo em
harmonia com a exatiddo tdo alardeada pelas ciéncias matematicas.
Devemos também observar que eles tendem a abranger um escopo ilimitado
de formulas algébricas, enquanto que, na realidade, muitas dessas formulas
sdo vdlidas somente sob certas condicdes ou para certos valores das
guantidades envolvidas. Determinando estas condicBes e estes valores e
estabelecendo precisamente o significado da notagéo que usarei, farei toda
a incerteza desaparecer. (CAUCHY, 1821, p. 2)

O matematico francés indica o ambicioso anseio de livrar as teorias
matematicas desenvolvidas por seus proficuos antecessores, tais como Leibniz,
Laplace e Fourier, das imprecisdes causadas pela simbologia ainda em construgéo e
especialmente pela inseguranca conceitual e pela precaria definicdo dos dominios de
validade.

Apesar do esfor¢co vigente no século XIX para se afastar da intuicdo (e
principalmente da intuicdo geométrica) como fonte de rigor, Cauchy parece preferir a
geometria como padrdo para o desenvolvimento rigoroso da Andlise, ja que a
alternativa algébrica ainda apresentava lacunas em seu desenvolvimento.

Ainda na introdu¢ao mencionada, afirma que “antes de somar qualquer série,
devo examinar 0s casos em que séries podem ser somadas, ou, em outras palavras,
as condi¢des para sua convergéncia” (CAUCHY, 1821, p. 3) Nao nos preocupando
com o significado dos termos matematicos, fica explicita, nesta frase, a intencéo de
Cauchy de se preocupar com o esclarecimento das propriedades e conceitos antes
de partir para aplicagdes ou calculos.

A atencdo voltada para a agdo de tracar uma linha diviséria dos entes
matematicos que podem (ou ndo) ser objetos de certo teorema é o que Lakatos chama
de rigor na analise da prova. No procedimento, cada item enunciado no teorema e
cada etapa da prova devem ser minuciosamente avaliados, buscando verificar
possiveis contraexemplos.

E interessante que Cauchy deixe clara sua preocupacédo exclusiva com o
desenvolvimento das ciéncias matematicas, destacadas de outras éareas do
conhecimento humano. Esse comportamento passaria a caracterizar a atividade
profissional de varios matematicos do século XIX.

Se eu procurei, por um lado, aperfeicoar a analise matematica, por outro lado,
estou longe de pretender que esta andlise seja aplicada a todas as ciéncias
racionais. [...] Devemos acreditar que ha verdades além das verdades
algébricas e realidades outras que nao sdo aquelas dos objetos tangiveis.
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Vamos cultivar com ardor as ciéncias matematicas, sem desejar amplia-las
além de seu dominio; e ndo vamos imaginar que somos capazes de atacar a
histéria com férmulas nem fazer juizos morais com teoremas da algebra ou
do célculo integral. (CAUCHY, 1821, p. 3)

Ha que se mencionar que, apesar da importancia de Cauchy no movimento
gue pretendia garantir o rigor na analise matematica, ndo é possivel atribuir-lhe o
pioneirismo. O sacerdote Bernard Bolzano, natural de Praga (& época pertencente a
Boémia, hoje capital da Republica Checa), nascido em 1781, apos seus estudos de
matematica e filosofia, dedicou-se a estudar assuntos matematicos “puramente
especulativos”, que, para ele, era “a parte da matematica que é, ao mesmo tempo,
filosofia.” (BOLZANO, apud O’'CONNOR; ROBERTSON, 2005).

Bolzano foi influenciado pelos escritos do matematico alemdo Abraham
Kastner (1719-1800), em especial pela obra Mathematische Anfangsgriinde
(Fundamentos matematicos) dedicada a provar muitos resultados considerados
Obvios por outros matematicos da época.

No prefacio da tese de doutorado de Bolzano, defendida sob a orientacéo de
Frantisek Gerstner, fica claro que ele pretendia seguir, no ambito da filosofia da
matematica, as pretensdes de Kastner, quando afirma que

Eu néo poderia ficar satisfeito com uma prova completamente rigorosa se
esta ndo fosse derivada de conceitos contidos na tese a ser provada, mas
que tivesse feito uso de um conceito fortuito, estranho e intermediério, que é
sempre uma transicdo errada para outro tipo. (BOLZANO, apud O’'CONNOR;
ROBERTSON, 2005).

Em seus trabalhos matematicos, Bolzano tratou da maioria dos temas que
faziam parte das tentativas de Cauchy e seus interlocutores, mas, em virtude de suas
ocupacdes como sacerdote de uma ordem monastica e por ndo estar em um dos
grandes polos de pesquisa e divulgacéo cientifica, suas contribuicdes foram quase

imperceptiveis durante sua vida (Bolzano morreu em 1848)3%. O reconhecimento da

36 As ideias de Bolzano também influenciaram o desenvolvimento da psicologia no século XIX, pelo
resgate de suas obras Wissenschaftslehere e Paradoxien des Unendlichen, feito por Franz Brentano
(1838-1917). Brentano tem destaque por sua obra Psychologie von Empirischem Standpunkt e por sua
significativa descendéncia académica, que inclui Carl Stumpf (1848-1936), Kasimir Twardowski (1866-
1938), Alexius Meinong (1853-1920), Thomas Masaryk (1850-1937) e Edmund Husserl (1859-1938).
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gualidade de sua obra se deve ao resgate e comunicagdo feitos pelo matematico
alemao Hermann Hankel, em 1871 (BOTTAZZINI, 1986).

No que tange a questao do rigor, Bolzano, no artigo cujo titulo se inicia com
Rein analytischer Beweis®’, publicado em 1817, apresenta um principio que deveria
reger a busca pelo rigor nas demonstracdes: a analise matematica ndo deve buscar
seus principios fundamentais e seus critérios de rigor em qualquer outra ciéncia ou
em outro ramo da propria matematica, como a geometria.

Criticando a demonstracao apresentada por ninguém menos que Gauss para
o chamado Teorema fundamental da algebra, Bolzano é contundente ao dizer:

[...] € claro que é uma ofensa intoleravel contra o método correto querer
derivar as verdades da matematica pura ou geral (isto €, aritmética, algebra
ou andlise) de consideracdes que pertencem a areas puramente aplicadas,
isto é, a geometria. (BOLZANO, apud BOTTAZZINI, 1986, p 98).

As ideias de Bolzano pareciam atender a uma necessidade que Lagrange, na
época, havia formulado da seguinte maneira: o desenvolvimento de uma “metafisica
do célculo”, aludindo com isso ao rigor puramente conceitual que se exigia para a
mateéria.

Exemplificando, podemos tomar a compreensdo de um conceito basico do
célculo infinitesimal: as razdes de quantidades infinitesimais. Este objeto matematico

€ elementar para operacdes com derivadas e pode ser simbolicamente representado
dx , @ ” . 17~
como o em que dy € um valor que “ftende a zero”, ou ainda, que pode ser “tdo

pequeno quanto se queira”.

Outro conceito que demandava esclarecimento era a continuidade de
funcbes, que era associado ao fato de que o grafico de uma funcdo poderia ser
desenhado sem interrup¢des no tragco ou que um ponto considerado moével sobre uma
trajetéria poderia percorré-la sem obstaculos ou saltos.

O incébmodo causado em diversos matematicos era a instavel sustentacdo de

toda uma teoria sobre uma base que continha um ente aceito por recursos pouco

37 Rein analytischer Beweis des Lehrsatzes daR zwischen je zwei Werten, die ein entgegengesetzetes
Resultat gewahren, wenigstens eine reelle Wurzel der Gleichung liege (Prova puramente analitica do
teorema de que entre cada dois valores que produzem um resultado de sinais opostos se encontra,
pelo menos, uma raiz real da equagéo).
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claros de linguagem (tdo pequeno quanto se deseja) ou por uma intuicdo fisico-
geomeétrica.

Apesar dos esfor¢os de Cauchy, este aspecto ainda permaneceu questionado
até que os trabalhos de Abel, Dedekind e principalmente Weierstrass originaram um
movimento que recebeu o titulo de aritmetizacéo da analise.

De acordo com Dugac (1973), durante os cursos de analise e calculo
diferencial que ministravam, Weierstrass e Dedekind3® sentiram um maior incébmodo
em relacao a fraca sustentacdo dos métodos que apresemtavam e passaram a dirigir
a atencdo para seus fundamentos. Foi nesse periodo que ambos passaram a publicar
suas pesquisas a respeito da teoria dos nimeros reais.

Botazzinni localiza na segunda metade do século XIX o0 momento marcante
no desenvolvimento da matemética:

Em face de uma extraordinaria prosperidade de novos resultados, aqueles
matematicos que estavam mais atentos a questdes metodoldgicas
comegaram a perceber que os teoremas fundamentais da analise e mesmo
aquelas ideias que pareciam ser as mais seguras careciam de fundamento
rigoroso. (BOTAZZINNI, 1983, p. 258)

Weierstrass, identificado por Lakatos como referéncia do movimento de
revolucao do rigor, foi responsavel pelo estabelecimento de uma base rigorosa que
permitisse sustentar provas igualmente rigorosas. Conceitos basilares como nimeros,
funcdes, limite e continuidade foram devidamente explicitados, com o cuidado de usar
principios que fossem oriundos tdo somente da prépria matematica abstrata (isto €,
da andlise), sem recorrer a geometria ou a intuicbes dos sentidos.

Outros matematicos, na mesma época, empreenderam semelhantes
tentativas de esclarecer os fundamentos do calculo infinitesimal, porém, tracando
outros percursos argumentativos; Dedekind, em sua obra de 1872, usa uma parafrase
do aforismo de Platdo “Deus geometriza”, assumindo o lema “0 Homem aritmetiza” e
diz, no prefacio, que

N6s sempre dizemos que o calculo diferencial diz respeito a grandezas
continuas e, até agora, uma definicdo de continuidade ainda ndo foi dada.
Mesmo a mais rigorosa apresentacao do calculo diferencial ndo baseia suas
prova na continuidade, mas apelam com maior ou menor consciéncia a

38 No periodo de 1856 a 1864, Carl Weierstrass foi docente do Gewerbeinstitut, atualmente Technische
Universitat  Berlin. Richard Dedekind  lecionou no  Polytechnikum de  Zurique,
hoje Eidgendssische Technische Hochschule Zirich, de 1858 a 1862.
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imagens geomeétricas ou confiam em teoremas que ndo foram provados
usando métodos puramente aritméticos. (DEDEKIND, 1872)

A proposta de Georg Cantor com o objetivo de provar os teoremas da analise
com meétodos puramente aritméticos foi apresentar uma teoria que desse conta dos
conjuntos numeéricos: racionais, irracionais e reais, dado que os demais conceitos tais
como funcéo ou limite sé&o dependentes das propriedades desses conjuntos.

O trabalho de Cantor, no entanto, levou a outro impasse na comunidade dos
matematicos e filosofos da matematica, quando tocou no dificil tema do infinito — um
incomodo desde Zendo de Eleia. Em sua teoria surgem os conceitos de ordinais,
nameros transfinitos e cardinalidade de conjuntos, terminologias especificas que néao
cabem ao escopo deste texto; o que vale notar — assim como Lakatos o faz — é que
no cenario académico, as ideias de Cantor criam um embate caloroso entre seus
defensores, tais como Zermelo e Hilbert, e seus adversérios: Poincaré, Weyl e,
especialmente, Kronecker.

O abalo causado pelo surgimento das geometrias ndo euclidianas e as
tentativas de estabelecer os fundamentos da analise impulsionaram, na virada do
século XIX para o século XX, as diversas escolas filoséficas que pretendiam dar as
respostas exigidas pela comunidade matematica, ansiosa para erigir sua teoria sobre
uma base que ndo dependesse de intui¢cdes fisico-geométricas ou de interpretacdes
da linguagem convencional.

Se acompanharmos o0 argumento de Lakatos, identificamos que a
preocupacdo com o rigor da prova levou a sofisticacdo da analise da prova, que, por
sua vez, levou as questbes sobre os fundamentos da teoria. Faz sentido, entao,
admitir que este tem sido um processo evolutivo que se assemelha aos principios da
heuristica de Pdlya: analisar a conjectura detalhadamente e modifica-la sempre que
houver razdes suficientes para tal.

Retornando ao texto de P&R, Lakatos assim apresenta sua conclusao sobre
esta reconstrucao histérica:

Em cada ‘revolugdo de rigor’, a analise das provas penetra mais fundo na
camada fundamental do ‘contexto de conhecimento familiar, em que a
intuicdo limpida, o rigor da prova, reina de forma suprema e a critica é banida.
[...] A ‘certeza’ nunca é atingida, os ‘fundamentos’ nunca s&o encontrados,
mas a ‘sagacidade da razao’ transforma cada incremento de rigor em um
incremento de conteldo. (LAKATOS, 1977, p. 56, 1963, p. 235)
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Aumentar o contetdo de uma teoria sugere ampliar seu dominio de validade.
Um procedimento heuristico, que avalia as provas e revisa as “camadas

fundamentais” € capaz de alcangar este objetivo? Tratamos deste ponto a seguir.

3.3.2 INCREMENTO DE CONTEUDO

Lakatos, em sua Metodologia dos Programas de Pesquisa Cientifica,
apresenta a ideia de tomar o conteudo de um programa de pesquisa cientifica como
a grandeza adequada para avaliar seu progresso ou degeneragao.

Um programa de pesquisa é melhor do que seus rivais (portanto, é preferivel)
se a sequéncia das teorias produzidas sob ele mostra um aumento maior de
conteddo que a sequéncia de teorias produzidas sob o programa rival.
(RADNITZKY; ANDERSSON, 1978, p. 9)

Este “incremento de conteudo”, como Lakatos o denomina, faz parte do
debate realizado pelos personagens de P&R, que questionam a relacéo entre a busca
pelo rigor cientifico (no caso particular, matematico) e o incremento de contetdo. De
forma indireta, o problema levantado € a relagcéo entre a heuristica e os fatos que sao
acertadamente preditos e explicados por uma teoria (na verdade, por um programa
de pesquisa).

Os pensamentos de Lakatos em P&R estdo em um estagio intermediario entre
os trabalhos de Popper que o influenciaram e a teoria dos Programas de Pesquisa
gue ele viria a desenvolver, voltada de forma mais abrangente para a Filosofia da
Ciéncia.

Para oferecer um critério racional para a selecdo da melhor teoria Popper
indica seus principios:

Entre as ideias regulatérias que regem a discussdo critica de teorias
concorrentes, trés sdo da maior importancia: primeiro, a ideia da verdade;
segundo, a ideia do contetdo l6gico e empirico de uma teoria; e terceiro, a
ideia do contetdo de verdade de uma teoria e de sua aproximacdo da
verdade. (POPPER, 2007, p 19 — grifos nossos)

A “ideia da verdade” nao parece demandar uma explicagao detalhada, visto
gue, em uma investigacdo cientifica, € de se esperar explicacbes verdadeiras e
esquivar-se daquelas que forem falsas. Com relacdo a segunda ideia, porém, cabe
um detalhamento do que se deve entender como “conteudo légico” e “conteudo

empirico” de uma teoria e que Popper assim define:
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O conteudo légico de uma teoria é a classe de suas consequéncias, isto €, 0
conjunto ou classe de todas as proposicées que podem ser logicamente
derivadas da teoria em questéo. [...] O contetdo empirico de uma teoria pode
ser descrito como o conjunto ou classe de proposi¢cdes empiricas excluidas
pela teoria, o que significa, no entanto, o conjunto ou a classe de proposicdes
empiricas que contradizem a teoria.” (POPPER, 2007, p 19)

Uma teoria com maior conteldo empirico possui maior potencial de
explicagcdo, visto que h&d muito mais proposi¢cdes empiricas que podem atuar como
possiveis falsificadores (contraexemplos). Fazendo uma adaptacdo do exemplo
classico sobre os programas de Newton e Einstein, Watkins (1978, pp. 361 a 363)
propde o seguinte exemplo: sejam consideradas duas teorias A e B e suas respectivas
formulacoes.

A: o0 monarca francés, no tempo t;, era homem e calvo.

B: o presidente francés, no tempo t;, era homem, alto e ndo era calvo.
Consideremos, ainda, o enunciado empirico

C: “o chefe de estado francés, no tempo t;, ndo era alto”

Apesar de dizer respeito ao objeto de estudo da teoria A, a proposi¢cao C nao
pode ser considerada como um falseador; de fato, A € uma teoria com fraco contetudo
empirico. Com relacdo a teoria B, o maior potencial explanatorio permite que seja mais
falseavel, identificando-a como uma teoria mais arrojada.

Usando a analogia de forma reversa, o programa de Einstein, por explicar
muito mais que as teorias de Newton, estd mais sujeito a falseamentos, permitindo,
por esse critério, classifica-lo como mais interessante para ser adotado como um
conjunto de leis e postulados sobre o mundo.

Dessa maior robustez de um programa com maior conteado empirico, deriva
o terceiro item da classificagdo de teorias: a aproximacdo da verdade. Popper,
antecipando criticas de adeptos de uma viséo idealista da ciéncia, deixa claro que sua
interpretacao “néo pressupde que a realidade seja como nossas teorias cientificas a
descrevem; mas pressupde que existe uma realidade e que nds e nossas teorias
podemos nos aproximar cada vez mais dela.” (POPPER, 2007, p. 21)

O processo de tornar a teoria mais e mais adequada para descrever a
realidade é proposto por Popper em um modelo de quatro etapas para a pratica

cientifica:
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O problema inicial;
Construcao de teorias provisoérias;
Tentativa de eliminacéo por meio de discussao critica, incluindo testes experimentais;

Os novos problemas que surgem da discussao critica dessas teorias.

Sem muita dificuldade, sdo identificadas consonancias dessas etapas com a
heuristica de Lakatos. Musgrave sintetiza, dizendo: “O que ele [Lakatos] fez com a
nocdo de "poder heuristico” é nos dar uma explicacédo falsificacionista do que é
desenvolver uma teoria e defendé-la contra a critica.” (MUSGRAVE, 1978, p. 190)

O anseio de explicar a natureza, no caso das ciéncias, ou a busca pelo rigor
dos fundamentos, no caso da matematica, agem como motores de um procedimento
heuristico que resulta na sofisticagdo das teorias e das provas matematicas,
perceptiveis no aumento de contetdo registrado a cada nova formulacéo.

A sofisticacdo de uma demonstracdo matematica apos a refutacéo da anterior
leva ao incremento de contelido que, por sua vez, a torna mais propensa a refutacdes,
mantendo a dinamica pensada por Lakatos.

No estudo das provas do teorema de Euler para poliedros, presente em P&R,
o incremento de conteudo se faz notar a cada nova formulacdo que se faz, seja com
a intengao de expurgar os contraexemplos ou de ampliar o dominio de validade para
admiti-los.

O enunciado original do teorema “para todo poliedro, V—-A+F =2" é
reescrito, apds algumas refutagdes, como “V — A + F = 2, para todo poliedro que nao
tem cavidades, tuneis ou estruturas multiplas”.

Na definicdo atualizada, ha um aumento de caracteristicas que nédo estavam
anteriormente presentes, a0 mesmo tempo, em que permite a discussao de alguns
casos que, antes, simplesmente ndo seriam considerados. ISso ocorre porque 0
conceito anterior, ingénuo, era suficientemente indeterminado (um tipo de
indeterminacao, porém, que se baseava na incapacidade de imaginar casos mais
complexos).

A definicdo ingénua de poliedro, que em muitos casos nem chega a ser
explicita, ficando associada a uma intuicdo da forma de alguns objetos, pode ser mais
ou menos abrangente dependendo da intencdo de cada autor que a emprega. Por
exemplo, se forem considerados somente os poliedros convexos ou ainda somente

os platdnicos, o conjunto de entes que podem ser denominados poliedros é diferente.
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A sofisticacdo a que somos conduzidos pelos contraexemplos, e pela analise
da prova, permite que ampliemos a extensao do conceito do termo poliedro por meio
de um aumento no conteudo l6gico do conceito.

Esta formulagcdo com mais conceitos impulsiona a evolucdo das explicacoes
do que se entende por poliedro, poligono, cavidade, tanel etc. e torna a teoria mais
robusta, com um cinturdo protetor mais amplo, para usar o jargdo de Lakatos em sua
Metodologia dos programas de pesquisa cientifica.

Uma teoria com mais contelldo aumenta, por outro lado, a possibilidade de
testes e criticas, reforcando o comportamento heuristico de seu desenvolvimento. Os
contraexemplos capazes de refutar uma teoria robusta normalmente sdo muito mais

elaborados do que aqueles que confrontam uma teoria ingénua.

3.4 ESTRATEGIAS DE DEFESA DO TEOREMA E DE SUA PROVA.
EXPERIMENTOS MENTAIS.

Apoés 0s comentarios relativos a questdes mais amplas do trabalho de Lakatos
(os modelos de verdade, a heuristica e suas implica¢des no rigor e no incremento de
conteudo), atingimos o estagio inicial do debate dos personagens de P&R. Partindo
da primeira formulacéo do teorema e de sua prova, 0s alunos da utdpica sala de aula
assumiram posicOes diferentes: enquanto Alpha e Gamma se alternavam na
proposicdo de contraexemplos, Delta, Beta, Rho e outros procuravam garantir a
validade da conjectura e de sua demonstracéo.

A préxima secéo trata de investigar as estratégias de impedimento e ajuste
das anomalias que Lakatos apresenta em sua reconstrucao historica, servindo como
um recurso retorico e dialético para que se chegasse ao método de provas e

refutacoes.

3.4.1 ESTRATEGIAS DE IMPEDIMENTO OU AJUSTE DE MONSTROS E EXCECOES

Por que Lakatos considera inadequadas as atitudes intelectuais que
pretendem deixar de fora do dominio de interesse as anomalias? Nesta etapa nos
dedicaremos a avaliar as caracteristicas das estratégias de impedimento ou ajuste de

monstros.
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A primeira estratégia, denominada de “rendi¢ao” ou “desisténcia”, é promovida
pelos propositores dos contraexemplos (o primeiro contraexemplo apresentado € o
“cubo oco”, ou “par de cubos encaixados”®?) e pode ser identificado nas conclusdes
l6gicas a partir das seguintes proposicoes.

A:  Todo poliedro é euleriano (isto €, V — A+ F = 2 é valido para qualquer

poliedro).

B: Se o cubo oco é um poliedro, entdo € euleriano.

C: O cubo oco néo é euleriano.

Por ora, a ndo-eulerianidade do contraexemplo ainda ndo leva a rendicéo,

pois pode ser extraida a conclusao “o cubo oco nao é poliedro”. No entanto,

se for considerada outra proposicao auxiliar dada por

D: O cubo oco é poliedro.

Nesse caso, a sentenca (C A D) leva a negacdo de B e, na sequéncia, a
falsidade da primeira premissa, fazendo com que a conjectura — em sua formulacéo
original — tenha de ser rejeitada em absoluto.

Um procedimento que meramente descarta a conjectura pela identificacao de
um contraexemplo teria lugar em uma abordagem “ultra-falibilista”, como Lakatos
chama os seguidores extremos da teoria popperiana, trazendo como consequéncia o
desperdicio de todo o raciocinio realizado até a formulagdo da conjectura e do
experimento mental que a pretende corroborar.

A alternativa heuristica chama a atencdo para duas réplicas a estratégia
extrema de rendicdo: primeiro, mesmo que se admita que o teorema nao seja valido
para o contraexemplo apresentado, ele continua valendo para outros objetos que
podem ser investigados quanto a propriedades comuns; em segundo lugar, a
pertinéncia do contraexemplo ao conjunto dos poliedros “genuinos” pode ser colocada
como um ponto a ser avaliado.

Esse comportamento leva a préxima estratégia, de autoria do aluno Delta, no
texto de Lakatos; ao invés de rejeitar a conjectura, sugere a sua manutencao, pela
exclusdo do contraexemplo que a afronta. O nome pitoresco desta estratégia €, no
original, “monster-barring”, tendo sido adotada a tradugdo como “impedimento de

monstros”.

% Vide segdo 2.4.3
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Os monstros, aberragdes ou anomalias sao quaisquer elementos introduzidos
como potenciais contraexemplos, mas que devem ser excluidos do conjunto dos
objetos para os quais a conjectura continua valendo. Um ponto positivo dos adeptos
do impedimento de monstros, do ponto de vista da heuristica, € a sofisticacdo
constante da definicdo do conceito “poliedro”, necessario para realizar o crivo e,
conseguentemente, manter os monstros do lado de fora de um reduto cada vez mais
restrito. Como tratado ha pouco, na secdo 3.2.2, isso possibilitou aos matematicos
modernos estipular, com muito mais detalhes, as exigéncias para que um elemento
seja considerado membro de dado conjunto.

Apesar disso, Lakatos considera que esta estratégia corre o risco de se tornar
um desafio talvez infindavel entre formuladores de contraexemplos e uma elite que
trace os limites dogmaticos do que pode ou n&o ser considerado um “verdadeiro
poliedro”.

O “impedimento de monstros” nao é suficientemente criterioso. Criteriosa sera
a estratégia de andlise da prova, que pretende, em vez de simplesmente barrar o
monstro, tracar mais claramente os limites da conjectura. Antes porém de se chegar
a esta etapa, temos uma versdao menos drastica do impedimento de monstros: o
impedimento de excec¢des, que ndo elimina os contraexemplos (cubo oco, poliedros
gémeos, ourico, moldura etc.) do conjunto dos poliedros, mas tdo somente reformula
0 enunciado da conjectura para se restringir aos exemplares “bem comportados”.

Outra versao ainda menos rigida, chamada de ajuste de monstros, reconhece
a existéncia das anomalias, mas prop6e uma reinterpretacdo dos objetos, com o
objetivo de adapta-los as propriedades dos poliedros eulerianos genuinos. E o caso
do contraexemplo chamado de ourico (Figura 6) que pode ser entendido como
constituido de doze faces pentagonais estreladas ou sessenta faces triangulares.

Ainda sob uma 6tica heuristica, uma deficiéncia do impedimento de monstros
ou de excecdes e mesmo do ajuste de monstros € a limitada tentativa de manutencao
ou reescrita do teorema sem observar as caracteristicas de sua prova. Por
concentrarem-se nas anomalias e no teorema, essas estratégias perdem de vista um
elemento importantissimo do processo: a prova.

A prova deve ser considerada sempre que um contraexemplo coloca o
teorema em cheque, pois € esta andlise cuidadosa que determinara as necessarias
reformulacdes do enunciado, com a incorporacado de lemas que levem a aceitacédo ou

a recusa dos “monstros” no conjunto dos objetos para o qual o teorema tem validade.
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O método de incorporagéo de lemas néo pretende descartar as anomalias por
um recurso de modificacdo de definicbes ou do enunciado, mas Vverifica
cuidadosamente a prova para identificar quais de seus estagios (lemas) sao
invalidados pela refutacdo em questédo. O procedimento seguinte € a modificacao para
gue o novo teorema, aperfeicoado, ndo mais seja afetado pelo contraexemplo.

A inovacao do método de Lakatos é mudar o foco para a prova e sua analise,
admitindo uma flexibilidade tanto nos conceitos como nas opera¢cdes mentais. Uma
prova ndo € um ente estatico nem deve ser dogmaticamente definido; deve ser, ao

contrario, um terreno fértil para as modificagBes que permitem a teoria evoluir.

3.4.2 OS EXPERIMENTOS MENTAIS: ELEMENTOS BASICOS DE UMA MATEMATICA EM

EVOLUCAO

Finalmente, nesta ordem invertida dos comentarios de temas selecionados de
P&R, chegamos a conjectura de Euler e a demonstracdo — ou experimento mental —
de Cauchy. A escolha da conjectura de Euler, como ja mencionado, foi uma sugestao
dada a Lakatos por George Pdlya e acabou por se verificar muito propicia, ja que
trajetéria histérica deste tema na histéria da matematica € vasta, com diversos
momentos de conflito*°,

Outros exemplos da matematica poderiam ter sido escolhidos e, como ja
mencionado, Lakatos realmente fez um estudo de caso sobre um tema voltado a
propriedades de fungBes. Uma vantagem do teorema de Euler sobre poliedros € a
razoavel simplicidade dos objetos matematicos envolvidos, permitindo que se desse
mais destaque as questbes gerais da filosofia da matematica que a jargbes e
tecnicismos.

Uma questdo importante para Lakatos na proposi¢cdo do método de provas e
refutacfes era explicar o que vem a ser uma prova matematica e qual € sua estrutura
para, assim, ampliar o estudo sobre seu papel no desenvolvimento da ciéncia.

Um ponto de partida é dizer que uma prova € dada pela fragmentacéo de uma

conjectura em uma colecdo de subconjecturas que devem ser estudadas

40 A riqueza do assunto é perceptivel ainda em estudos atuais, na teoria de grafos, por exemplo, que
faz uso das propriedades de malhas de poligonos tais como a obtida no experimento de Cauchy.
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individualmente, podendo se mostrar falsas, sem que isso signifique a ruina de todo o
processo.

Essa concepcdo se aproxima claramente da definicAo da analise, um
procedimento que quase sempre é considerado no par analise-sintese e cuja
interpretacado classica se encontra na obra de Pappus:

A analise é o caminho que parte daquilo que é procurado — considerado como
se fosse admitido — e segue, em ordem, através de seus concomitantes
[consequéncias], até algo admitido na sintese. Pois, na analise, supomos o
gue é procurado como ja tendo sido feito e investigamos aquilo do qual ele
resulta, e de novo qual é o antecedente deste Ultimo, até que, no nosso
caminhar para tras, alcancemos algo que ja é conhecido e primeiro na ordem.
A tal procedimento chamamos de analise, por ser uma solugéo de tras para
frente. Na sintese, por outro lado, tomamos como ja feito aquilo que na
andlise foi por ultimo alcancado e, arranjando em sua ordem natural como
consequente o que antes era antecedente e conectando-os uns aos outros,
chegamos por fim a construgdo da coisa procurada. E a isso chamamos
sintese. A analise é de duas espécies. Uma procura a verdade, sendo
chamada teorética. A outra serve para produzir o que se desejava fazer, e
essa € chamada problemética. Na espécie teorética, supomos a coisa
procurada como existindo e sendo verdadeira, e entdo passamos em ordem
pelos seus concomitantes [consequéncias], como se fossem verdadeiros e
existentes por hipdtese, até algo admitido; entéo, se aquilo que é admitido &
verdadeiro, a coisa procurada € também verdadeira, e a prova sera o reverso
da andlise. Porém, se chegarmos a algo que é falso admitir, a coisa procurada
também sera falsa. Na espécie problematica, supomos a coisa desejada
como sendo conhecida e entdo passamos, em ordem, pelos seus
concomitantes [consequéncias], como se fossem verdadeiros, até algo
admitido. Se a coisa admitida é possivel ou pode ser feita, isto &, se ela for o
gue os matematicos chamam de dado, a coisa desejada sera também
possivel. A prova serd novamente o reverso da analise. Mas se chegarmos a
algo impossivel de admitir, o problema sera também impossivel. (PAPPUS
apud HINTIKKA & REMES, 1976, p. 255)

Lakatos se vale de uma reconstrucao deste método no ultimo capitulo de sua
tese de Ph. D., em que acrescenta uma continuacdo do debate entre os alunos de
P&R. Retomando a prova de Cauchy para o teorema de Euler, o aluno Psi acusa o
Professor de trapaca e diz que nao se provou nada além de “para um triangulo, V —
A+F=1".

O argumento de Psi € o0 seguinte: a proposicao inicial (P), que se desejava
provar, foi apresentada como “V — A + F = 2 para todo poliedro.” Desta se inferiu a
proposicao (P1) que diz “V — A + F = 1 para toda malha poligonal plana”, sendo que

foi utilizado como premissa o lema “todo poliedro € simples” (Q1). Disto seguiu a
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proposicao (P2) “V — A + F = 1 para toda malha triangular’, usando o lema “todas as
faces sdo simplesmente conexas” (Q2) chegando-se, finalmente, a proposi¢ao (P3)
que afirma “V— A+ F =1 para um triangulo”. O personagem, incomodado, conclui
gue foi obtida uma conclusdo indubitavelmente verdadeira a partir de premissas
falsas, j& que nem todo poliedro é simples (ver o contraexemplo 4 — a moldura, na
secao 2.4.4) e nem sempre todas as faces de um poliedro sdo simplesmente conexas
(ver o contraexemplo 5 — 0 cubo encristado, na se¢éo 2.4.7).

O aluno Gama tenta oferecer uma solucao, dizendo que Psi havia descrito
apenas a etapa da analise que deveria ser “trivialmente invertida e deduzir de forma
valida P da premissa certamente verdadeira P3 e dos lemas Q1 e Q2.” A sugestao de
Gamma é descrever a sintese como uma cadeia de deducfes da seguinte maneira:

() Partindo da proposi¢éo “V — A + F = 1 para qualquer tridngulo” (P3), se
obtém “V — A 4+ F = 1 para toda malha triangular” (P2),

(i) Admitida arelagédo V — A + F = 1 para toda malha triangular plana, esta
€ estendida para malhas poligonais planas (P1), em que as faces nao
necessariamente sao triangulares. No entanto, deve ser considerado que
esta malha ndo possui faces anelares, isto €, as faces devem ser
simplesmente conexas (Q',);

(iif) Como ultima passagem, dada a validade de V — A + F = 1 para a malha
poligonal e considerando que esta malha corresponda a planificacdo de um
poliedro simples, apo6s a retirada de uma face (Q';), a insercdo de uma face
permite obter o poliedro em que o incremento de uma unidade na quantidade

de faces fazcomque V — A + F = 2, como afirma a proposigéo P.

O diagrama apresentado para ilustrar a proposta € o seguinte:

Analise:
P—->P,—P,— P;

T T
Q1 Q:
Sintese:
P;—>P,—>P —>P
T T

Q2 Q4
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A aparente solugao de Gama € incorreta e logo o aluno Alpha assinala que “a
inversdo nao é trivial” e que as inferéncias da analise ndo sdo necessariamente as
mesmas da sintese nem devem ser dispostas necessariamente na mesma ordem.

As deducdes de Gama se valem de lemas auxiliares (Q'; e Q',) que ja haviam
sido refutados por contraexemplos e a cadeia dedutiva s6 poderia ser empregada no
dominio de validade de poliedros “bem comportados”, rejeitando-se as anomalias.

Lakatos (1990, p. 74), ao discorrer sobre o método de andlise-sintese, aponta
que uma caracteristica deste procedimento é a percepcado de que “uma conjectura
falsa pode ser refutada, mas nao aperfeigoada”, pois, como dito por Pappus, a analise
“parte daquilo que é procurado — considerado como se fosse admitido — e segue, em
ordem, [...] até que, no nosso caminhar para tras, alcancemos algo que ja € conhecido
e primeiro na ordem”. Se a analise precisa iniciar considerando o que é procurado
como se ja fosse conhecido, uma conjectura falsa ndo permite sequer este primeiro
passo.

Um exemplo de uma conjectura falsa seria a afirmacao: “é possivel dividir um
quadrado em trés partes triangulares congruentes*” e, para se adotar o método de
analise o ponto de partida seria uma figura dada por um quadrado, constituido de trés
regides triangulares congruentes. Como isso € impossivel, ndo se pode realizar a
anadlise em que “as uUnicas provas que podem ser encontradas sao aquelas que
envolvem um axioma ou uma proposi¢ao ja provada” e que levaria a proposi¢des “ja
conhecidas e primeiras na ordem”. A alternativa, em um caso como este, é a refutagao
da conjectura.

No caso da conjectura de Euler, a conjectura inicial (ingénua, como diz
Lakatos) ndao é refutada, pois ela se constata verdadeira, pelo menos para uma
amostra de poliedros convexos (cubo, tetraedro etc.), assim, a analise pode ser feita,
partindo-se desses casos regulares. A ocorréncia posterior de contraexemplos nao
impele a refutacdo suméaria da conjectura, mas permite avaliar a delimitacdo de seu

ambito de validade ou ainda a reformulacdo do préprio teorema.

41 A refutacdo desta conjectura esta contida no teorema que leva o nome do matematico Paul Monsky
(1936-), que diz que um quadrado ndo admite uma equidisseccao impar, isto é, ndo é possivel fracionar
um quadrado em uma quantidade impar de triangulos congruentes.
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Citando Descartes, Lakatos sugere que os gebmetras gregos eram
conscientes das limitacbes do método e optaram por ndo manter registros de suas
tentativas mal sucedidas, compilando apenas os teoremas que, ap0s 0 Processo,
pudessem ser devidamente escritos como provas (sintéticas) genuinas:

Era somente a sintese que 0s gregos empregavam em Seus escritos, nao
porque eles eram totalmente ignorantes a respeito do método analitico, mas
em minha opinido, porque lhe estabeleciam um valor t&o alto que desejaram
guarda-lo para si mesmos como um segredo importante. (DESCARTES apud
LAKATOS, 1997d, p. 75)

Neste método, o maior potencial heuristico est4, portanto, na primeira etapa,
a analise. Antes, porém, de prosseguir com as ideias de Lakatos sobre o tema,
tomaremos duas visdes sobre o método analitico: inicialmente, uma distingcdo entre o
procedimento de Pappus e de Descartes; depois, um estudo metodolégico feito por
Bernard Riemann.

Em uma réplica a Mersenne, Descartes apresenta sua concepc¢ao de andlise
e sintese em uma atualizacéo da tradicdo de Pappus:

A andlise mostra o verdadeiro caminho pelo qual a coisa em questao foi
descoberta metodicamente e como era a priori... se o leitor ndo conseguir
perceber mesmo o menor detalhe, ndo vera a necessidade da concluséo. A
sintese emprega um método diretamente oposto em que se busca como [a
coisa] é a posteriori. Ela demonstra a conclusao claramente e emprega uma
longa série de definicbes, postulados, axiomas, teoremas e problemas.
(DESCARTES apud RAFTOPOULOQS, 2003, p. 271)

N&o restrito a matematica, mas em um aspecto mais amplo, a demonstracao
analitica parte do conhecimento do fendmeno percebido em dire¢cdo as condicdes
para sua existéncia (dos efeitos para as causas), enquanto a sintese toma um
percurso que assume 0s principios ou leis naturais e delas deriva as conclusdes (das
causas para os efeitos).

Raftopoulos (2003) menciona que o uso do verbo demonstrar feito por
Descartes ao tratar tanto da analise como da sintese pode gerar certa confusdo, que
e facilmente solucionada ao entender em um caso como prova e, no outro, como
explicacdo. Com essa interpretagéo, justifica-se a énfase dada a analise como “o
melhor e mais verdadeiro método de instru¢gao” (AT. VII 156) que tem como maior
vantagem permitir que o leitor possa acompanhar o processo de descoberta e saber

como os principios foram derivados das investigacoes.
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Com certa dose de exagero, Arnauld e Nicole afirmam que h& dois tipos de
meétodos:

aquele dedicado a descoberta da verdade € chamado de analise ou método
da resolugdo ou método da invencdo; o segundo usado para fazer os outros
entenderem a verdade é chamado de sintese ou de método da composicao
ou de método da instrugdo. (ARNAULD e NICOLE, 1724, p. 302 apud
RAFTOPULOQOS, 2003, p. 283)

Em uma classificacdo como essa, parece que a sintese € redundante e pode
ser entendida como um mero recurso pedagogico para se apresentarem de forma
sequencial as proposi¢cdes que levam dos elementos mais basicos até a resolucdo do
problema ou até a verificacdo da proposicéo estudada.

Uma comparacdo do método cartesiano com o original de Pappus oferece
uma Vviséo a respeito de seus objetivos. Ambos iniciam com a afirmacdo de que se
deve assumir a solucéo do problema como ja sabida, mas o objetivo final é distinto;
Pappus precisa das proposi¢cdes e construcdes auxiliares para chegar a um axioma
ou teorema conhecido, enquanto Descartes precisa fazer isso para poder nomear
todas as linhas e angulos relevantes para a solu¢do do problema e manipula-los como
se fossem conhecidos, aplicando-lhes todas as operacdes conhecidas a que linhas
sdo susceptiveis.

O estudo da geometria, na época de Pappus, dedicava-se as figuras, suas
propriedades, seus elementos componentes e suas constru¢des; a analise
pappusiana, neste aspecto, buscava entender as relacdes entre objetos geométricos.
No caso de Descartes, um dos pioneiros da chamada Geometria analitica, as figuras
eram vistas ndo somente em seu aspecto gréafico, mas como representacdes visiveis
de equacdes geométricas; a analise cartesiana pretendia entender como se
relacionavam pontos, retas e curvas com variaveis e equacodes algébricas.

A etapa da sintese de Pappus comeca a partir dos axiomas que se deduziram
para chegar a resposta do problema, em um processo de constru¢cdo geométrica. O
segundo passo da andlise de Descartes consiste em comparar o conhecido com o
desconhecido, de modo a encontrar as proporcdes ou dependéncias entre os objetos
relevantes que resultardo em expressdes generalizantes; por exemplo, se a analise
de uma curva parabdlica particular permitiu identificar uma expresséao polinomial que
a representa (y = ax? + bx + ¢), varias outras curvas parabdlicas poderdo ser

estudadas, bastando definir uma escolha arbitraria dos coeficientes (a, b € c).
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Buchdahl (1963) ja havia estabelecido uma classificacdo entre a analise no
sentido usual da algebra, como o processo de obter as expressdes envolvendo
grandezas, relacionado ao gréafico de curvas (analise1), a analise no sentido mais
amplo da palavra, isto é, como particdo de um todo (analisez) e o procedimento de
Pappus de assumir a solu¢do do problema como ja conhecida (analises).

Sofisticando a classificacdo, Raftopoulos acrescenta outra categoria que
engloba as anteriores, produzindo um método Unico, a analisep.

A andlisep comega com a analise2, para exibir as unidades mais simples: os
segmentos de reta. Entdo assumimos que todos 0s segmentos de reta sao
conhecidos (andlises) e os identificamos. Finalmente, a tarefa passa a ser
encontrar as relacdes de dependéncia entre esses segmentos, o que é feito
operando algebricamente com o0s simbolos (analise1). Essas relacdes
assumem a forma de equacgbes nas quais as incognitas sdo expressas em
funcéo das grandezas conhecidas. (RAFTOPOULOQS, 2003, p. 294)

Compreendendo que a andlise cartesiana é tal como descrita acima, a sintese
parece ser mesmo dispensavel, a ndo ser para permitir uma redacdo mais ordenada
das teorias e resolugdes de problemas. A analisep constitui um circuito fechado, tal
como indicaremos adiante, apresentando a proposta de Lakatos.

Retomando as consideracodes feitas por Lakatos, temos a sua avaliagdo de
que “o ponto principal a respeito da analise-sintese classica é que ela conecta
informacgdes conhecidas e desconhecidas por uma cadeia de deducdo.” (LAKATOS,
1997d, p. 76) Neste circuito, valores de verdade (e de falsidade) podem ser inseridos
e sdo transmitidos nesta circulagéo.

Na figura a seguir indica-se a representacao feita por Lakatos para o que
chamava de circuito de Pappus, isto €, 0 método de analise e sintese classico: vale
ressaltar que o termo “hipétese” é utilizado para indicar uma conjectura ou proposta
de solucdo de um problema apresentado e que os processos em ambos 0s sentidos
séo indicados como sendo deducdes, em virtude de se pretender a obtencdo de
conclusdes verdadeiras a partir da insercao de valores de verdade nas premissas.

Por exemplo, quando aquilo que é procurado é considerado como ja sabido,
todas as relacdes existentes entre 0s objetos matematicos sdo premissas verdadeiras
cujas conclusdes sdo as proposi¢cdes mais basicas. Invertendo a ordem, na sintese
pappusiana, o valor de verdade € inserido nos axiomas, dos quais se deduzem as
propriedades que se queriam demonstrar, na forma ortodoxa do método euclidiano.

O programa euclidiano classico é antiempirico e altamente critico em relacéo

aos dados obtidos pelos sentidos; as proposi¢coes indubitaveis devem ser obtidas
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apenas pela intuicdo infalivel do intelecto. Na ciéncia moderna, no entanto, dois
fatores surgem:

- novo tipo de proposicdo admitida com valor de verdade: o fato
fundamentado. Por exemplo, a fisica moderna toma como validas afirmagdes como
“a Terra € esférica” e “os corpos no vacuo tém a mesma aceleragao”. Nenhuma
dessas sentencas € verificada empiricamente de forma direta, nem € resultado de
deducdes a partir de principios primeiros. Pelo contrario, sdo resultados de medicdes
indiretas, mas assim que sua validade é aceita, passam a ser sustento para o
desenvolvimento de outras proposicoes.

- novo tipo de proposicdo questionavel: a hipétese oculta. Esse é caso de
afirmagdes como “todos os corpos atraem-se mutuamente”, que nao faz parte dos
entes primitivos da teoria, mas sao essenciais para a construcdo das leis de
funcionamento dos fendmenos. Assim como o fato fundamentado, ndo sdo passiveis
de observacao empirica ou medicao direta, mas atuam como elementos de explicacao
dos fatos analisados.

Com a insergédo desses elementos, o método de analise-sintese deve ser
empreendido em outro circuito, que Lakatos chama de cartesiano.

Figura 15 — Circuito cartesiano

deducio
W% - edyes
‘\0(5“_,,/ tao
fato - fato hipotese primeiros principios
(experiéncia) fundamentado oculta
IRRE T e
f[}o(u ~""-.‘_-J— __________ V “-@\_\Q
%o g0
deducéo indugao ae
—

Fonte: Lakatos, 1997d, p.76
Para Lakatos, had duas criticas importantes contra o circuito cartesiano:
i) hipéteses e fatos sédo colocados em grau de igualdade e ii) ndo ha diferenca entre
inferéncias dedutiva e indutiva.
Sobre a primeira questdo, Lakatos comenta que

0 objetivo do circuito cartesiano é levar verdade a todos os seus pontos
transformando, assim, hipdtese em fatos e justificando a antiga assertiva
aristotélica de que ‘a convicgao da ciéncia pura deve ser inabalavel’. [..] nesta
estrutura, efeitos e causas; fatos e teorias estdo no mesmo nivel Idgico, e
portanto epistemolégico (apesar de que ndo no mesmo hivel heuristico).
(LAKATOS, 1997d, p. 78)
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A concepcao de causa aequat effectu é verificada no procedimento do préprio
Descartes e de alguns expoentes usuarios de seu método analitico, como Newton que
nao encontrava nenhum incbmodo em equiparar fatos com primeiros principios. I1sso
n&o quer dizer que os fatos somente eram suficientes para garantir o fluxo de verdade
no circuito, mas certamente nao significa que “negligenciando a experiéncia, a
verdade poderia saltar da mente como Palas da cabecga de Zeus” (DESCARTES, apud
LAKATOS, 1997d, p.78)

Sobre a segunda critica, o circuito cartesiano também assume certa igualdade
entre a indugao e a deducao, ambas compreendidas como “inferéncias baseadas na
intuicdo, que transmitem verdade (das premissas para as conclusdes) e retransmitem
falsidade (das conclusdes para as premissas).” (LAKATOS, 1997d, p.79)

Para véarios matematicos até o século XVI, a Matematica era entendida
apenas no ambito restrito da Geometria euclidiana e da Algebra elementar. Nesse
caso, o circuito de Pappus tem emprego certo e as criticas contra o circuito cartesiano
nao o atingem, pois — aparentemente — ndo se identificam fatos que precisam ser
fundamentados por inducéo e ndo ha hipéteses ocultas.

O célculo, nos séculos XVII e XVIII, trouxe para a matemética os problemas
dos elementos do circuito cartesiano, com necessidade de se explicar de forma mais
rigorosa a presenca dos infinitesimais, por exemplo, ou de algumas propriedades de
fungdes de variaveis complexas.

Ja que tanto a matematica como as ciéncias experimentais estavam todas
afetadas pelas criticas ao método, Lakatos (1997d, pp. 88-91) indica os pontos que
levaram ao que chama de “colapso” do circuito cartesiano:

a) “A indugcdo nao transfere verdade”. Com esta afirmagado, o circuito é
rompido em sua esséncia e como consequéncias surgem o abandono da possibilidade
de teorias geradas pelos fatos e as alternativas de introduzir uma teoria da
probabilidade de hipoteses cientificas.

Lakatos faz um comentario contra a recusa explicita da possibilidade de
deduzir teoria a partir dos fatos, bem como de ndo admitir nem mesmo as suavizadas
teorias probabilisticas de confirmacéo; isso, para o autor, corresponde a “jogar fora o
bebé junto com a agua do banho” (LAKATOS, 1997d, p. 89).

b) Nao ha “principios primeiros” e nao ha “fatos perfeitamente

fundamentados”. Outro ataque sofrido pelo circuito cartesiano diz respeito a
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justificabilidade das insercbes de verdade. Se nao ha “principios primeiros”
indubitaveis e ndo se podem prova-los, 0 maximo que se pode fazer é refuta-los.

Para Lakatos, os positivistas usavam critérios de demarcacao que separavam
a Matematica das demais ciéncias por acreditar que naquela ha “primeiros principios”,
mas, em sua percepc¢ao, as tentativas fracassadas de estabelecer seus fundamentos
mostram que, mesmo na Matematica, ha fatos para os quais ndo se consegue
estabelecer fundamentos e principios primeiros sempre podem ser colocados em
davida.

Nem o circuito de Pappus, nem o de Descartes sdo o método definitivo.
Lakatos usa essa constatacdo para fazer apologia a sua propria teoria, que se vale
das refutacbes como potenciais pontos de partida heuristicos para programas de
pesquisa progressivos.

Podemos retomar agora o exemplo da conjectura de Euler e do experimento
de Cauchy, apresentado em suas trés etapas (planificacdo em uma malha poligonal
apos a retirada de uma face, triangulacao da malha e retirada sucessiva de triangulos
até que restasse somente um).

Ha, na prova de Cauchy, um nitido procedimento analitico, que toma o
problema ja resolvido e busca principios primeiros para garantir sua solugdo. No
entanto, como toma um poliedro particular (um cubo), no inicio do raciocinio, e chega
a um unico triangulo, no final da analise; o resultado obtido é bastante fraco e poderia
ser dito assim: “se o cubo (P;) tem a propriedade de ser euleriano (E), isto é, vale V —
A+ F = 2, entédo o triangulo restante (T;) tem a propriedade de ser quase-euleriano
(E'),ouseja, V-A+F=1".

A “conclusao” obtida nesta via analitica é evidente e pode ser verificada por
uma mera acao de contagem (qualquer triangulo tem, certamente, trés arestas, trés
vértices e uma face). Da mesa forma, a propriedade do cubo de ser euleriano é
constatada pela enumeracédo de seus veértices, arestas e faces.

Sob este ponto de vista, a prova de Cauchy parte de “o cubo é euleriano” e
chega a “o tridngulo é quase-euleriano”, ndo acrescenta nenhuma informagéo nova e
— muito menos — vale como uma prova da conjectura inicial que diz “todo poliedro é
euleriano.”

No percurso de apresentacdo de contraexemplos e refutacdes, Lakatos

identifica um viés heuristico que pretende tornar o experimento de Cauchy valido ndo
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somente para o caso especifico do cubo, mas para uma classe mais abrangente de
objetos.

Esta ampliacdo do dominio de validade se faz pela insercdo de hipéteses
auxiliares, a saber: os poliedros considerados devem ser tais que, apos a retirada de
uma face, possam ser planificados, sem rupturas (H,); além disso, todas as malhas
poligonais obtidas devem permitir uma triangulagdo que nao altere a relagao V-
A+ F =1 (H,), e, finalmente, quaisquer dessas malhas triangulares devem admitir a
retirada sucessiva de triangulos, até o ultimo, ainda sem alterar a dita relacédo (Hs).

Esquematicamente, a cadeia dedutiva se mostra como abaixo:

H; Ho Hs

l

E(P) > E(T)

O experimento de Cauchy pode ser reproduzido, consideradas as hipoteses
auxiliares, ndo somente para o cubo, mas para um conjunto de objetos que permitam
a execucéo das etapas, respeitando a manutencdo da propriedade de ser quase-
euleriano. Assim, a conjectura inicial pode ser admitida para os poliedros
homeomorfos a uma esfera e simplesmente conexos, 0 que é uma ampliagdo em
relacdo a analise inicial que estudava somente o caso do cubo, porém é uma restricao
em relacdo a conjectura inicial, pois varios poliedros devem ser excluidos pela
exigéncia das hipéteses auxiliares.

Esta € uma caracteristica nuclear do método de provas e refutacfes: a ideia
de de teorema gerado pela prova, isto é, apos a analise das hipdteses e lemas na
cadeia analitica, a conjectura original “para todo poliedro, V— A + F = 27, passa a ser
escrita como “se x € um poliedro simples, com faces simplesmente conexas, entao
V—-A+F=2vale parax.”

Outro aspecto da abordagem de Lakatos € que o processo de sintese da
deducdo obtida ndo se da meramente pela apresentacdo em ordem inversa das
etapas obtidas na analise, mas se mostra como um procedimento de construcdo do
objeto matematico em questao.

A prova, na ordem da sintese, parte do conhecimento de que (i) um triangulo

€ quase-euleriano, como ja comentado ha pouco. A etapa seguinte, ainda no ambito
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bidimensional, € (ii) a construcdo, a partir deste triangulo original, de uma malha
triangular que mantenha valida a relacdo V — A + F = 1. Este procedimento pode ser
feito de duas maneiras: (a) tracando dois segmentos com um ponto comum, partindo
de vértices de um triangulo ja pertencente a malha, causando o incremento de duas
arestas, uma face e um vértice ou (b) unindo dois vértices de triangulos pré-existentes

com o acréscimo simultaneo de uma aresta e uma face.

Figura 16 — Construc&o de malha triangular

C C

Fonte: o autor.

Assim que a malha construida, mantendo a propriedade de ser quase-
euleriana, possuir pelo menos trés faces triangulares, € possivel, pelo (iii) acréscimo
de uma face e a transposicdo para um ambiente tridimensional, a obtencdo de um
objeto de Cauchy (um poliedro, se o termo ndo causar confusao), com a propriedade
de ser euleriano, ja que esta ultima face ndo causa aumento da quantidade de vértices
nem de arestas (no caso da malha da figura anterior, a nova face seria o triangulo de
vértices A, C e D).

O experimento de Cauchy, colocado desta maneira sintética, garante um
processo que constrdi o objeto e paralelamente elucida os conceitos e incorpora
hipoteses auxiliares. As etapas descritas necessitam do entendimento dos termos
vértice, aresta, face, bem como das ideias de faces simplesmente conexas e malhas
planas quase-eulerianas.

Além de gerar um teorema menos “ingénuo” (apesar de mais restritivo), o
método lakatosiano tem uma vantagem colateral que é formular questdes que agem
como pontos de partida para outras investigacdes. No caso estudado, a duvida paira
sobre os poliedros que nao séo contemplados pela prova de Cauchy, isto €, aqueles
para os quais a relacdo V — A + F é diferente de 2.

O que era inicialmente uma afirmacdo que, de certa forma, buscava fixar o

e

conceito de poliedro, é alterado para uma pesquisa sobre a relacdo entre as
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guantidades de vértices, faces e arestas e as consequéncias para a classificacdo de
diversas categorias de objetos geométricos.

Partindo do estudo particular sobre os poliedros e a conjectura de Euler,
Lakatos dd um passo adiante e organiza uma estrutura do desenvolvimento
matematico. O inicio de todo o processo ndo € um corpo axiomatico, mas um problema
cuja solucao é buscada por tentativa e erro; sendo que as conjecturas somente sao
formuladas ap0és este estagio primario.

Em seguida, se obtém a conjectura ingénua, que deve ser submetida aos
experimentos mentais (provas, testes) e, finalmente, pela incorporacédo dos lemas,
chega-se ao teorema gerado pela prova, que se torna o ponto central de uma teoria
ou, na terminologia de Lakatos, o nucleo duro de um programa de pesquisa.

O método de provas e refutagdes incorpora, entdo, elementos da andlise
cartesiana com a preocupacdo de ndo empregar suposicdes arbitrarias, e garantir a
geracdo de um hibrido prova-teorema refutavel que pode ser aperfeicoado

progressivamente.

H
E refutagées incorporagéo de
tentativa raciocinio ' lemas

‘
H |

; : ‘

e ero plausivel ' b\_/ |
1 |

— pré-conjecturas — conjectura ingénua » Teorema gerado
pela prova

Problema a
ser resolvido

Sem rejeitar um processo de descoberta que se origine em observacoes
factuais e, principalmente, sem exigir uma busca incessante pelos fundamentos do
sistema tedrico utilizado, Lakatos diz que

Ha um padrédo pelo qual se parte da ingénua conjectura popperiana para o
método de provas e refutacdes (ndo conjecturas e refutagées), e entdo, um
passo além, para programas de pesquisa matematicos. Este padrao rejeita a
alegacao filoséfica de que a fonte de todo programa de pesquisa é sempre
uma ampla visdo metafisica. Um programa de pesquisa pode vir de uma
origem mais modesta. [...] Meu estudo de caso, de certa forma, reabilita a
heuristica indutivista. [...] A Matematica e a ciéncia sao fortemente inspiradas
por fatos, generalizagdes factuais e, depois, por esta analise dedutiva criativa.
(LAKATOS, 1997d, p. 97 — grifos nossos)

O interesse pela resolucédo de problemas, oriundo da heranca grega, se
manteve presente no desenvolvimento da ciéncia moderna. A recomendacdo de

Lakatos € que esta deve ser a preocupacado dos estudos sobre o desenvolvimento
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matematico: como os problemas séo (ou podem ser) resolvidos e quais estratégias

racionais auxiliam os seres humanos nesses desafios.
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4 CONSIDERACOES FINAIS

Um artigo descrevendo caracteristicas da producao intelectual de Lakatos,
escrito por Matteo Motterlini*?, recebeu o titulo de “Between the Hegelian devil and the
Popperian deep blue sea” e possivelmente a composi¢ao do titulo foi influenciada pela
maneira como o amigo de Lakatos, Paul Feyerabend (apud MOTTERLINI, 1999) o
descreveu em uma de suas correspondéncias: “um grande bastardo — um filésofo
nascido de um pai popperiano e uma mae hegeliana.”

O titulo da publicacdo de Motterlini € uma adaptacdo da expresséao idiomatica
“between the devil and the deep blue sea”, que normalmente € usada para significar
uma situacdo de dilema ou de um perigo inescapavel.

Uma provavel origem desta expressao esta na terminologia naval britanica, ja
que “devil” era um termo antigo para designar a parte ndo submersa do casco de uma
embarcacao que fica mais proxima da superficie da dgua e que, por razdes 6bvias,
deve ser mantida impermeavel e sem furos. Quando havia necessidade de uma
inspecao ou de manutencéo do “devil’, estando o navio em curso, um tripulante era
suspenso por um andaime feito de madeira e cordas até o local designado para fazer
o reparo ou calafetagcéo (GARY, 2017).

Apesar do significado da sentenca ter se modificado na lingua inglesa, estar
entre o “devil” e o mar profundo, de acordo com esta explicacao, corresponde a tensa
situacdo vivida pelos marinheiros que precisavam ficar exatamente nesta posicao,
tendo a sua frente o casco do navio e, as costas, 0 oceano, com 0 objetivo de
providenciar o reparo necessario para que o havio pudesse seguir sua viagem.

Exagerando no exercicio da analogia, esta seria a sensacédo de Lakatos ao
perceber que a grande nau da filosofia da Matematica precisava de modificacdes na
maneira como estava sendo desenvolvida. O filésofo hingaro ocupou seu lugar na
desafiadora tarefa de aperfeicoar o falibilismo e, simultaneamente, racionalizar as
reconstrucdes historicas.

A contraditoria genealogia que Feyerabend atribui ao companheiro deixa de

fora, no entanto, a importante influéncia que as ideias do conterraneo Pdélya exerceu

42 Matteo Motterlini (1967-) foi responsavel pela edigdo de “For and against the method”, em 1999, obra
gue traz uma apresentacao das ideias de Lakatos e Feyerabend sobre a filosofia da ciéncia, acrescida
de uma coletanea das correspondéncias trocadas entre si.
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sobre a filosofia da matematica de Lakatos. A heuristica foi assumida como uma
alternativa para racionalizar o processo de descoberta das conjecturas e para
selecionar praticas cientificas que levassem a resolucdo dos problemas, isto €, que
permitissem chegar as provas matematicas.

Aproveitar-se da heuristica de Pdlya ndo foi uma acao pouco controversa, ja
gue isso significava admitir aspectos indutivistas, claramente rejeitados pela tradicao
popperiana em que Lakatos se encontrava (apesar de suas criticas a uma
interpretacao inflexivel da teoria de Popper). A solugéo para construir seu edificio com
blocos tao distintos foi empregar a maxima biblica que o autor coloca na fala do aluno
Kappa: “examinai tudo, retenha firmemente o que for bom.” (LAKATOS, 1977, p. 23)

Dateoria de Popper foi retida a importancia do falseamento percebido no valor
gue é dado as refutacbes, mas, para Lakatos, uma refutacdo ndo leva a descarte
sumario das hipéteses, mas obriga a um procedimento de andlise cuidadosa para
incorporar os lemas que foram agredidos pelos contraexemplos.

De sua formacéao original nas universidades hungaras, Lakatos manteve a
preocupagdo com o componente histérico na reconstru¢cdo da evolugdo da ciéncia,
mesmo dizendo que esta reconstrucdo € uma mera caricatura da histéria, ousando,
porém, inserir este componente no terreno da matematica, paradigma das verdades
inabalaveis.

Finalmente, das propostas de Pdlya, a heuristica foi incorporada como uma
metodologia indispensavel que mantém o ciclo constante de proposicbes de
conjecturas (problemas a se resolver), elaboracdo de provas (solu¢des) e critica dos
resultados obtidos (verificacdes). Os componentes das obras de Pdlya que eram
expressamente associados a uma abordagem indutivista foram, nos escritos de
Lakatos, reduzidos a um processo investigatorio, pré-conjectural e de menor
importancia no aspecto geral do método.

Claro opositor das escolas que pretendiam estabelecer os principios
definitivos ou critérios de verdade absolutos, Lakatos desenvolve toda a teoria em uma
via evolucionaria. A matematica — gerada na atividade humana — € estudada quase
como um organismo biolégico que se desenvolve ao longo da historia, sofrendo
mutacdes e, por um processo de sele¢cdo, mantendo em uso 0s conceitos mais

adaptados, que tenham passado pela “selegao natural’ das refutagdes.
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O método de provas e refutacbes ndo se apresenta como um conjunto de
instrucBes para instruir a acdo dos matematicos, mas se apresenta como uma maneira
de observar e compreender como a atividade matematica se da na histéria.

Considerando a indagacéo “o que é a matematica?”, Lakatos ensina que a
matematica existe como um corpo de saberes, como uma linguagem, como um
fendbmeno humano e os mateméaticos cumprem o papel de manté-la em movimento,
elaborando conjecturas, provas e contraexemplos.

Para demarcar a extensao de atuacdo de seus préprios estudos, também
deixa claro o que nao corresponde a matematica, aquilo que ela ndo é. A matematica,
na filosofia de Lakatos ndo € o reduto das proposicdes certas e verdadeiras. Pode
parecer desnecessario afirmar isso apds os teoremas de Godel, mas o século XX foi
palco de muitas tentativas de uma espécie de reestabelecimento da matematica como
bastido dos entes e proposi¢coes verdadeiros.

Lakatos se aproxima, neste aspecto, das ideias de Tarski (1969, p. 77)
quando diz que “a prova ainda € o Unico método usado para verificar a verdade das
sentencas dentro de qualquer teorema matematico especifico”, mas €& necessario
estar ciente de que “o processo de extensdo de uma teoria pode ser repetido
arbitrariamente muitas vezes e a noc¢do de sentenca verdadeira funciona como um
limite ideal que nunca pode ser alcancado, mas que tentamos aproximar
gradualmente.”

Assim como a questdo da verdade, o rigor na matematica também é
compreendido como uma caracteristica em constante evolugcao, que jamais pode ser
avaliada anacronicamente, jA que os matematicos de cada época formulam sua
particular nocao de rigor, que acaba sendo um elemento de impacto na construcao
das provas. Uma demonstracédo sera dita rigorosa, em determinado tempo e espaco,
se atender aos critérios socialmente estabelecidos pela comunidade dos matematicos.

Considerando que a matematica e suas propriedades sédo resultados da
atividade humana, ndo ha alternativa para a avaliacdo do progresso da atividade
matematica que ndo seja uma investigacao critica a respeito do processo de
conjecturas-prova-refutagdes. Uma possivel resposta de Lakatos a questdo “como se
da o progresso na Matematica?” seria: evoluindo de conjecturas ingénuas, pela
formulacdo dos quasi-experimentos, pela refutagao pelos contraexemplos, chegando

aos teoremas gerados pela prova.
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Os escritos de Lakatos sugerem que ele pretendia dedicar seu tempo para
apresentar trabalhos novamente dedicados a filosofia da matematica, depois do
periodo em que trabalhou com a proposicdo da Metodologia dos programas de
pesquisa cientifica, mais voltados para as ciéncias experimentais. Nao é dificil supor
gue varias das ideias de Proofs and refutations seriam mescladas com suas ultimas
teorias e que teriamos algo como a Metodologia dos programas de pesquisa
matematicos. Infelizmente isso néo foi realizado até sua morte, em 1974.

Apés a realizacao deste estudo e inspirados pela suposicdo de uma teoria
mais sistematizada de uma filosofia da matematica lakatosiana, apontam-se como
propostas de trabalhos futuros a investigacdo de outros teoremas matematicos (seus
objetos, suas provas e refutacBes) para produzir reconstrucdes racionais ou uma
pesquisa sobre as evolugdes ocorridas apos o trabalho de Lakatos a respeito do
mesmo tema, isto é, o teorema de Euler para poliedros, em seus desdobramentos na

matematica contemporanea.



151

REFERENCIAS

ALBERS, D. J.; ALEXANDERSON, G. L. (ed.) Mathematical People: Profiles and
Interviews. Wellesley, Massachusetts: A. K. Peters, 2008.

AMBROSE, A. Proof and the theorem proved. In: Mind, New Series, v. 68, n. 272
(Oct., 1959), pp. 435-445. Oxford: Oxford University Press, outubro 1959.

ANGIONI, L. Aristoteles — Metafisica, livros I, Il e lll (tradugéo, introducdo e notas),
Campinas: IFCH/Unicamp, col. Classicos da Filosofia: Cadernos de Tradugéo n° 15,
2008.

BOTTAZZINI, U. The higher calculus: a history of real and complex analysis form
Euler to Weierstrass. New York: Springer-Verlag, 1986.

CATTANEI, E. Entes matematicos e metafisica. Sdo Paulo: Edi¢des Loyola, 2005.
COURANT, R.; ROBBINS, H. What is Mathematics? An elementary approach to
ideas and methods. Oxford: Oxford University Press, 1996.

CAUCHY, A. L. Cours d’analyse de I'Ecole royale polytechnique. Paris:
Imprimerie royale, 1821.

CELLUCCI, C. Why should the logic of discovery be revived? A reappraisal. In:
IPPOLITI, E. (ed.) Heuristic reasoning. Springer, 2015.

COLTON, S.; PEASE, A. The TM System for Repairing Non-Theorems. In: Electronic
Notes in Theoretical Computer Science, n. 125, pp. 87-101. Elsevier, 2005

CROMWELL, P. R. Polyhedra. Cambridge: Cambridge University Press, 1997.

CRUPI, V. Confirmation. In: The Stanford Encyclopedia of Philosophy (Winter 2016
Edition), ZALTA, E. N. (ed.), 2015. Disponivel em: https://plato.stanford.edu/archives/
win2016/entries/confirmation/>. Acesso em 03 mar 2017.

CURRIE, G. Lakatos’ Philosophy of Mathematics. In: Synthese, v. 42. pp. 335-351.
Dordrecht (Holanda): D. Reidel Publishing Co., 1979

DESCARTES, R. Regras para a dire¢cdo do espirito. Traducdo: Jodo Gama.
Lisboa: Edicdes 70, 1985.

. Discurso do método para bem conduzir a prépria razao e procurar
a verdade nas ciéncias. Traducao: Thereza Christina Stummer. S&o Paulo: Paulus,
2002.




152

DIDEROT, D.; DALEMBERT, J, R. (eds.) Encyclopédie, ou dictionnaire raisonné
des sciences, des arts et des meétiers, etc. University of Chicago: ARTFL
Encyclopédie Project (Autumn 2017 Edition), MORRISSEY, R.; ROE, G. (eds).

Disponivel em: <http://encyclopedie.uchicago.edu/>. Acesso em out. 2017.

EULER, L. Specimen de usu observationum in mathesi pura. In: Novi Commentarii
academiae scientiarum Imperialis Petropolitanae. Sdo Petersburgo, 1761.

GALILEI, G. O ensaiador. Os pensadores. Sao Paulo: Abril Cultural, 1978.

GILLIES, D. Lakatos’ Criticisms of Popper. In: KAMPIS, G.; KVASZ, L;
STOLTZNER, M. (eds.) Appraising Lakatos: Mathematics, Methodology and the
Man. Dordrecht (Holanda): Kluwer Academic Publishers, 2002.

GLAS, E. Arole for quasi-empiricism in Mathematics Education. In: MATTHEWS,
M. R. (ed.) International Handbook of Research in History, Philosophy and Science
Teaching, Springer, 2014.

GRUNBAUM, B. Are your polyhedra the same as my polyhedra? In: ARONOV,
B., BASU, S., PACH, J., SHARIR, M. (eds.) Discrete and Computational Geometry:
The Goodman-Pollack Festschrift. Springer, 2003.

HACKING, I. Why is there Philosophy of Mathematics at all? Cambridge:
Cambridge University Press, 2014.

HARDY, G. H.; LITTLEWOOD, J. E. Contributions to the theory of the Riemann
zeta-function and the theory of the distribution of primes. In: Acta Math. v. 41, pp.
119-196, 1916.

HEATH, T. L. The Thirteen Books of Euclid's Elements. 22 ed. 1925.

HINTIKKA, J.; REMES, U. Ancient Geometrical Analysis and Modern Logic. In:
COHEN, R. S.; WARTOFSKY, M. W. (eds.) Essays in memory of Imre Lakatos.
Dordrecht (Holanda): D. Reidel Publishing Co., 1976.

KADVANY, John. A mathematical Bildungsroman. In: History and Theory, 28, No.
1: 25-42. 1989.

KANT, I. Critica da razdo pura. Trad. Valério Rohden e Udo B. Moosburger. Sao

Paulo: Abril Cultural, 1980. (Colecéo os pensadores)

KISS, Olga. Heuristic, Methodology or Logic of Discovery. Lakatos on Patterns of
Thinking” In: Perspectives on Science Cambridge, MA, MIT Press, 2006. pp.302-
317.


https://encyclopedie.uchicago.edu/

153

KLINE, M. The Loss of certainty. Oxford: Oxford University Press, 1980.

KOERTGE, N. Rational reconstructions. In: COHEN, R. S. et al. (eds.) Essays in
memory of Imre Lakatos. Dordrecht (Holanda): Reidel Publishing Company, 1976.

KUTROVATZ, G. Lakatos Philosophical work in Hungary. In: Studies in East
European Thought, Vol. 60, No. 1/2, The Sociological Tradition of Hungarian
Philosophy (Jun., 2008), pp. 113-133. Springer, 2008.

LAKATOS, I. Proofs and refutations (I). In: The British Journal for the Philosophy
of Science, Londres, v. XIV, n. 53, pp. 1-25, maio 1963.

. Proofs and refutations (I1). In: The British Journal for the Philosophy
of Science, Londres, v. X1V, n. 54, pp. 120-139, agosto 1963.

. Proofs and refutations (I1). In: The British Journal for the Philosophy
of Science, Londres, v. X1V, n. 55, pp. 221-245, novembro 1963.

. Proofs and refutations (IV). In: The British Journal for the
Philosophy of Science, Londres, v. XIV, n. 56, pp. 296-342, fevereiro 1964.

. History of Science and Its Rational Reconstructions In: Proceedings
of the Biennial Meeting of the Philosophy of Science Association, Vol. 1970, pp.
91-136, 1970.

. Proofs and Refutations: The logic of mathematical discovery.
WORRAL, J.; ZAHAR, E. (eds.) Cambridge: Cambridge University Press, 1977.

. A Renaissance of Empiricism in the Recent Philosophy of
Mathematics. In: LAKATOS, I.; WORRAL, J.; CURRIE, G. Philosophical Papers:
Mathematics, science and epistemology, Vol. 2, Cambridge University Press, 1997.

. Infinite Regress and Foundations of Mathematics. In: LAKATOS, |,;
WORRAL, J.; CURRIE, G. Philosophical Papers: Mathematics, science and
epistemology, Vol. 2, Cambridge University Press, 1997.

. What does a mathematical proof prove. In: LAKATOS, |.; WORRAL,
J.; CURRIE, G. Philosophical Papers: Mathematics, science and epistemology, Vol.
2, Cambridge University Press, 1997.

. The method of analysis-synthesis. In: LAKATOS, I.; WORRAL, J.;
CURRIE, G. Philosophical Papers: Mathematics, science and epistemology, Vol. 2,
Cambridge University Press, 1997.

LANGLANDS, R. Is there beauty in mathematical theories? Disponivel em



154
<http://publications.ias.edu/sites/default/files/ND.pdf>. Acesso em 17 nov. 2017.
LARVOR, Brendan. Lakatos: an introduction. Londres: Routledge, 1998.

LHUILIER, S. A. J. Mémoire sur polyedrométrie; contenant une demonstration directe
du Theoreme d'Euler sur les polyedres, et un examen des diverses exceptions
auxqguelles de théoreme esta sujetti. In: Annales de mathematique pures et
appliqués, v. 3. 1812-1813, p. 169-191

LONG, J. The Unforgiven: Imre Lakatos' Life in Hungary In: KAMPIS, G.; KVASZ,
L; STOLTZNER, M. (eds.) Appraising Lakatos: Mathematics, Methodology and the
Man. Dordrecht (Holanda): Kluwer Academic Publishers, 2002.

MATE, A. Arpad Szab6 and Imre Lakatos, or the relation between history and
philosophy of mathematics. In: Perspectives on Science, vol. 14, no. 3. The
Massachusetts Institute of Technology: 2006.

MOTTERLINI, M. Professor Lakatos Between the Hegelian Devil and the
Popperian Blue Sea. In: KAMPIS, G.; KVASZ, L; STOLTZNER, M. (eds.) Appraising
Lakatos: Mathematics, Methodology and the Man. Dordrecht (Holanda): Kluwer
Academic Publishers, 2002.

MUSGRAVE, A. Evidential Support, Falsification, Heuristics, and Anarchism.
In: RADNITZKY, G.; ANDERSSON, G. (eds.) Progress and Rationality in Science.
Dordrecht (Holanda): D. Reidel Publishing company, 1978.

O’CONNOR, J. J.; ROBERTSON, E. F. George Pdlya, 2002. Disponivel em
<http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Biographies/Pdlya.html> Acesso em 15
mar 2017.

. Janos Bolyai, 2004. Disponivel em <http://www-groups.dcs.st-
and.ac.uk/history/Biographies/Bolyai.html> Acesso em 23 set. 2017

. Bolzano, 2005. Disponivel http://www-groups.dcs.st-
and.ac.uk/history/Biographies/Bolzano.html> Acesso em 05 out. 2017

POLYA, G. How to solve it. Princeton: Princeton University Press, 1973.

. Induction and analogy in Mathematics: of Mathematics and
plausible reasoning. Princeton: Princeton University Press, 1954.

POPPER, K. R. Conjecturas e Refutagdes. Brasilia: Editora da UnB. 1980.

. Objective Knowledge: An Evolutionary Approach , revised ed.,
Clarendon, 1981.




155

. All life is problem solving. London: Routledge, 2007.

. A Logica da pesquisa cientifica. Sdo Paulo: Editora Cultrix, 2008.

RAFTOPOULOQOS, A. Cartesian analysis and synthesis. In: Studies in History and
Philosophy of Science, v. 34 (2003) pp. 265—-308.

RITCHEY, T. Analysis and synthesis on scientific method based on a study by
Bernhard Riemann. In: Systems Research, 1991, Vol. 8, No. 4, pp 21-41.

ROPOLYI, L. Lakatos and Lukacs. In: KAMPIS, G.; KVASZ, L; STOLTZNER, M.
(eds.) Appraising Lakatos: Mathematics, Methodology and the Man. Dordrecht
(Holanda): Kluwer Academic Publishers, 2002.

SANDIFER, E. How Euler did it: V, E and F, part 2. In: MAA online. julho 2004.
Disponivel em: <http://eulerarchive.maa.org/hedi/HEDI-2004-07.pdf> Acesso em 20
mar. 2017.

SHABEL, L. Kant’s philosophy of mathematics. In: GUYER, P. (ed.) The
Cambridge companiom to Kant and modern philosophy. Cambridge: Cambridge
University Press, 2007.

SIMMONS, G. F. Differential equations with applications and historical notes.
New Delhi: McGraw Hill, 1979.

SZABO, A. The beginnings of greek mathematics. Budapeste: Akademiai Kiadd,
1978.

THURSTON, W. P. On proof and progress in mathematics. In: Bulletin of the
American Mathematical Society, n. 30, pp. 161-177, 1994.

WATKINS, J. The Propositional Content of the Popper- Lakatos Rift. In:
KAMPIS, G.; KVASZ, L; STOLTZNER, M. (eds.) Appraising Lakatos: Mathematics,
Methodology and the Man. Dordrecht (Holanda): Kluwer Academic Publishers, 2002.

. Corroboration and the Problem of Content-Comparison. In:
RADNITZKY, G.; ANDERSSON, G. (eds.) Progress and Rationality in Science.
Dordrecht (Holanda): D. Reidel Publishing company, 1978.

WORRAL, J. Nachruf auf Imre Lakatos: Imre Lakatos (1922-1974): Philosopher of
Mathematics and Philosopher of Science. In: Zeitschrift fur allgemeine
Wissenschaftstheorie / Journal for General Philosophyof Science, Vol. 5, n. 2,
pp. 211-217. Dordrecht (Holanda): Kluwer Academic Publishers, 1974.



156

ZALTA, E. N. Gottlob Frege. In: The Stanford Encyclopedia of Philosophy (Winter
2016 Edition), ZALTA, E. N. (ed.), 2016. Disponivel em: <https://plato.stanford.edu/
entries/frege/>. Acesso em 03 out. 2017.



