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IV. Wahrscheinlichkeit, Indnkiion und SyHogistik

Zu Bolzanos Wahrscheinlichkeitslehre
von Georc J. W. Dorn, Salzburg
0 Einleitung

Bolzano hat seine Wahrscheinlichkeitstheorie in 15 Punkten im § 14
des zweiten Teils seiner Religionswissenschaft sowie in 20 Punkten im
§ 161 des zweiten Bandes seiner Wissenschafislelre niedergelegt, (Ich ver-
weise auf die Religlonswissenschaft mit ‘RW IF, auf die Wissenschafislehre
mit ‘WL II'.} In der RW II (vgl. p. 37} ist seine Wahrscheinlichkeitslehre
eingebettet in seine Ausfithrungen “Uber die Natur der historischen Er-
kenntnif, besonders in Hinsicht auf Wunder®™, und die Lehrstitze, die er
dort zusammenstellt, dienen dem ausdriicklichen Zweck, mit mathemati-
schem Riisizeug Lehrmeinungen entgegentreten zu kdnnen, gemify denen
Wundererzithlungen keine Glavbwiirdigkeit zukommen kénne. In der WL
I (vel. p. 171) fihrt Bolzano im groflen und ganzen dieselben Lehgsiitze
an wie in der RW II, entwickelt nun aber die Wahrscheinlichkeitslehre

" innerhalb seiner Lehre von den Sidtzen an sich. Dabei orientiert er sich
zwar durchaus an den Lehrsitzen in den damaligen “Schriften iiber die
Wahrscheinlichkeitsrechnung” (vgl. WL 1L, p. 190}, korrigiert aber dort,
wo es ithm noétig erscheint (vgl. WL 11, pp. 187—-191), und leistet so im
Grunde eine Reformuiierung des elementaren Teils der Wahrscheinlich-
keitslehre seiner Zeit innerhalb seiner logischen Theorie von den Sitzen
an sich,

Ich bezwecke hier keine historische Studie iiber Bolzanos Wahr-
scheinlichkeitslehre, obwohl es von Interesse sein mag, herauszuschilen,
worin Bolzano mit welchen Wahrscheinlichkeitstheoretikern seiner Zeit
ibersinstimmt, und worin nicht, insbesondere welche Schwiichen von
Bolzanos Wahrscheinlichkeitsiehre Schwiichen aller damaligen Wahrschein-
lichkeitslehren waren. Eine wichtige systematische Studie {iber Bolzanos
Wahrscheinlichkeitslehre bestiinde — wie von Berg (1962, pp. 148—149)
ansatzweise begonnen — in einer exakten Rekonstruktion seiner Wahr-
scheinlichkeitslehre innerhalb eines konsistenten logischen Systems der
Sitze an sich. Ich werde im folgenden etwas bei weitem Bescheideneres,
doch méglicherweise durchaus Fruchtbares versuchen, niimlich die Lehr-
siitze von Bolzanos Wahrscheinlichkeitslehre in die Sprache einer heutigen
Wahrscheinlichkeitstheorie zu iibersetzen und die itbersetzten Lehrsitze
dort herzuleiten, soweit dies moglich ist. Man kénnte dann in einem zwei-
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ten Schritt, der hier nicht mehr unternomten wird, untersuchen, inwie-
weit jene Thesen, die den Herleitungstest {iberstanden haben, jenen
Zweck erfiillen, den Bolzano ihnen urspriinglich zugedacht hat: als mathe-
matisches Ristzeug fiir seine Argumentationen gegen-die Auffassung zu
dienen, Wundererzidhlungen kénnten nicht glaubwiirdig sein.

1 Eine axiomatische Wahrscheinlichkeitstheorie

1.1 Zur Objektsprache der Wahrscheinlichkeitstheorie

Ich habe zum Zweck der Rekonstruktion von Bolzanos Wahrschein-
lichkeitslehre eine moderne axiomatische Wahrscheinlichkeitstheorie
gewiihlt, in der die Objekte, denen Wahrscheinlichkeiten zugeordnet wer-
den, Aussagesitze sind und nicht - wie ebenfalls moglich und tiblich —
Mengen.! Die fraglichen Aussagestitze sind allerdings nicht umgangssprach-
licher Natur. Ahnlich wie die Aussagenlogik keine Logik umgangssprach-
licher Aussagesitze, sondern eine Logik von Formeln ist, durch die um-
gangssprachliche Aussagesiitze reprisentierbar sind, so ordnet die hier
gewihite Walrscheinlichkeitstheorie nicht direkt umgangssprachlichen
Aussagesittzen Wahrscheinlichkeiten zu, sondern aussagénlogischen For-
meln, durch die sich umpgangssprachliche Aussagesitze reprisentieren
lassen. Ich nehme also eine aussagenlogische Sprache als Objektsprache
an; nennen wir diese Sprache ‘AL’ Ich verwende kursive Grofibhuchstaben,
insbesondere ‘4’, ‘B* und *C’, als Mitteilungszeichen fiir Formeln von AL,
Die Menge aller Formeln von AL sei in der-iiblichen Weise rekursiv defi-
niert: Insbesondere sei 4 4 die Negation von A4, (4 A 5) die Konjunktion
von A mit B, (4 v B) die Disjunktion von 4 mit B. Wenn I eine Interpreta-
tion von AL ist, dann seien I[ 4], I[{AA B)), I[{A vB)] in der gewohnten
Weise rekursiv definfert. Der Semantik von AL eptnehime ich folgende
Definitionen:

Definition (1): A ist logisch wahr genau dann, wenn gilt:
Firralle I: T[4} = W. :

Definition (2): A ist logisch falsch genau dann, wenn gilt:

Fiir alle I: 1{4] = F. '
Definifion (3): A schlief’ B logisch aus genau dann, wenn gilt:
Firalle I: I(AA B)]=F.

Definition (4): 4 folgt logisch aus B genau dann, wenn gilt:

- A schliefdt B logisch aus.

1 Ich orientiere mich inhaltlich und terminologisch an Skyrms (1986).
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Definition (5): 4 ist logisch dquivalent mit B genau dann, wenn gilt:

A folgt.logisch aus B und B folgt logischaus A,

Definition (6): A ist logisch unabhiingig von B genau dann, wenn gilt:

A folgt nicht logisch aus B; und B schliefit A nicht logisch aus.

Definition (7}: A ist logisch abhiingig von B genau dann, wennA nicht lo-
g1sch unabhiingig von B ist. : T

12 Das spezifische Vokabular, die Axiome und einige wichtige
Theoreme der Wahrscheinlichkeitstheorie"

1.2.1 Das spezifische Vokabular

Es besteht -aus nur zwei Zeichen, dem Kleinbuchstaben ‘p’ und dem
senkrechten Strich ‘[, Mit beiden Zeichen lassen sich zwei Arten von
Funktoren bilden: ‘p(A)’; gelesen als ‘die- Wahrscheinlichkeit von A°;und
‘p(BId)’, gelesen als ‘die Wahrscheinlichkeit von B unter der Bedingung
A’ oder als ‘die Wahrscheinlichkeit von B relativzu 4°.

Ich ibernehme zudem die gewohnien mathematischen Symbole; nur
statt des Bruchstriches verwende ich den Schrigstrich’/’. Man beachte,
dafd der senkrechte Strich so wenig zu unserer Objektsprache gehort wie
etwa def Schriigstrich;z B. gehort kein Ausdruck der Form B4 zu AL.

1.2, 2 Die Axiome

Axiom (1): Fiiralle A: p(4) = 0 :

Axiom (2): Fiir alle A: Wenn A logisch wahr ist, dann p(4) =},
Axiom (3): Fiir alte A und 5: Wenn A B logisch ausschlieft, dann gilt:
plA v B) = p(A) + ptB). (Spezielle Disjunktionsregel)

1.2.3 Einige Standard—]jefinitibnen und -Theoreme

Theorem (1): Fiir alle A: p{(4 4) = 1 — p(4).-(Negationsregel (fiir absolute
Wahtscheinlichkeiten))

Theorem (2): Fiir alle 4: Wenn 4 logisch falsch 1st dann p(4) = 0.
Theorem (3): Fiir alle A und B: Wenn A mit B logisch aquwaient ist, dann
gilt: p(A) = p(B).

Theorem (4): Fiir alle A und B: Wenn A4 aus B loglsch folgt, dann gilt:
pld)Y=p(B).

Theorem (5): Fiir alie A: p(A) < 1

Theorem (6): Fiir-alle.4 und B: p{d v B) = p(4) + p(B) — p{dA B).
{Generelle Disjunktionsregel)

Definition (8): Wenn'p(4) # 0, dann gilt: p(B[4) = p(BAA)/p(A)
(Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit)

Theorem (7): Fiir alle 4 und B: Wenn p(A) # 0, dann gilt:

p{AAB)=1p(4d) - p(Bl4). (Generelle Konjunktionsregel)
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Definition (9): Wenn p(4 )+ 0, dann gilt: B ist genau dann probabilistisch
unabhiingig von 4, wenn p(BEA) = p(B). (Def:mtlon der probablllst:schen
Unabhingigkeit}

Theorem (8): Fiir alle A4 und B: Wenn p(4)#0 und wenn B von A proba-
bilistisch unabhingig ist, dann gift: pldA B) = pld) - p(B). {Spezielle Kon-
junktionregel}

Theorem {9): Fiir alle A und B: Wenn p(B) # 0 und wenn A4 aus B logtsch
folgt, dann gilt: p(418) = 1.

Theorem (10): Fiir alle 4, B, C: Wenn p(C) # 0 und wenn p{d) = p(B)
dann gilt: p(4{C) = p(BIC). .

Theorem (11): Fiir alle 4 und B; Wenn p(8) # 0, dann gilt:

p{n AIB) = 1 — p(A|B). (Negationsrege! (fiir bedingte Wahrschemhchkel
ten})

Theorem (12): Fiir alle A und B: Wenn p(B) # 0 und wenn B A !ogisch
ausschliefdt, dann gilt: p{41B8)=0.

1.3 Zur Wah! der Wahrscheinlichkeitstheorie

Dafs ich fir die Rekonstruktion der Bolzanoschen Wahrscheinlich-
keitslehre eine Wahrscheinlichkeitstheorie gewiihlt habe, die Formeln, die
Aussagesitze reprisentieren, Wahrscheinlichkeiten zuordnet und nicht
Mengen, dic Ereignisse reprisentieren, hat zwei haupisichliche Griinde,
die ich gleich anfithren werde. Zuvor mochte ich jedoch hervorheben, dafd
ich diese Griinde nicht fir zwingend halte und dafl ich es durchaus nicht
ausschlieffe, dafd eine Wahrscheinlichkeitstheorie, die Ereignissen statt
Aussagesitzen Wahrscheinlichkeiten zuordnet, sich als mindestens ebenso
dienlich fiir eine Ubersetzung der Bolzanoschen Wahrscheinlichkeitslehre
herausstellen mag wie die von mir gewiihlte. Nun zu den beiden Griinden,
die Bolzanosche Wahrscheinlichkeltslehre in die Sprache siner Wahrschein-
lichkeitstheorie zu {ibersetzen, die Aussagesitzen Wahrscheinlichkeiten
zuordnet.

Erstens: Bolzano stellt in seiner Religionswissenschaft seine wahr-
scheinlichkeitstheoretische Behandlung von Wundern unter den Titel
“Uber die Natur der historischen BErkenntniff, besonders in Hinsicht auf
Wunder” {vgl. RW 11, p. 37) und erldutert eine Seite darauf, was er unter
‘historischer Erkenntnify’ versteht, nimlich historische Urteile im wei-
testen Sinne des Wortes. Der Haupteindruck, den man aus seinen Ausfih-
rungen gewinnen wird, ist der, daf nach ihm historische Urteile solche um-
gangssprachliche Aussagesiitze sind (Erzéhlungen, Berichte, Auferungen
von Zeugen {iber Ereignisse), deren einen Teil man heute vermutlich
‘Protokollsitze’, deren anderen Teil man ‘Basissitze’ nennen wiirde, oder
daB® nach ihm historische Urteile die von solchen Aussagesitzen ausge-
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dritckten Behauptungen sind. Wie auch immer — obschon Bolzanos Aus-
drucksweise oft suggeriert, er ordne den Ereignissen selbst (etwa Wun-
dern) Wahrscheinlichkeiten zu, hilt er doch mehrmals ausdriicklich fest,
es gehe thm um die Wahrscheinlichkeit {die Glaubwirdigkeit, den Grad
der Zuversicht in die Wahrheit) von Urteilen, Sitzen, Behauptungen,
Annahmen, Nachrichten, Erzihlungen (vgl, etwa RW II, § 13, Punkt 5, p.
38; § 15, Punkt 1, pp. 39-40; § 15, Punkt 3, p. 40; § 15, Punkt 4, pp.
40—41; § 15, Punkt 5, pp. 41-42; § 15, Punkt 8, p. 42; § 15, Punkt 9,
pp. 42—-43; § 15, Punkt 10, p. 43; § 15, Punkt 13, pp. 44-45; § 15,
Punkt 14,p.45; § 16, Einleitung, p. 49; § 30, pp. 71--75). i

Zweitens: Bolzano stelit in der Wissenschafislehre die Wahrschein-
lichkeitslehre unter den Titel *Verh#ilinifd der vergleichungsweisen Giiltig-
keit oder der Wahrscheinlichkeit eines Satzes in Hinsicht auf andere
Satze” (vel: WL 1L, p. 171}, wobei er, wie der Kontext eindeutig klarstellt,
mit ‘Siatze’ Sidtze an sich meint. Fiir Bolzano ist die Wahrscheinlichkeit
also ein Verhiiltnis zwischen Sifzen an sich, dem er den Namen ‘verglei-
chungsweise Gliltigkeit® gibt, und zwar — wie er schreibt (WL 11, p. 172) —
“wegen der Ahnlichkeit, die es mit der Beschaffenheit hat, die ich § 147.
die Gilltigheit eines Satzes nannte. Denn wie bei der Gilltighkeif eines Satzes
nach dem Verhiltnisse gefragt wird, in welchem die Menge der verschie-
denen Sidtze, die durch den Austausch gewisser Vorstellungen aus jhm
gebildet -werden konnen, zur Menge der darunter befindlichen wahren
stehet: so fragen wir bei der vergleichungsweisen Giiltigkeit des Satzes M
hinsichtlich auf gewisse andere Siitze A, B, C, D, ... nach dem Verhilinis-
se, in welchem die Menge der Fille, bei welchen die A, B, C, D ... wahr
werden, zur Menge der Fille stehet, bei welchen nebst A, B, C,D, ... auch
noch M wahr wird. Walirscheinfichkeit-aber nenne ich dieses Verhiiltnif,
weil es mir dducht, dafd wir, nach einem je linger je allgemeiner werdenden
Sprachgebrauche, unter der Wahrscheinlichkeit wirklich nichts Anderes,
als ein solches Verhilinif zwischen gegebenen Siitzen verstehen, ohne vor-
auszusetzen, daf diese S#tze eben von einem denkenden Wesen vorgestellt
und geglaubt werden miifiten.”

Aus diesem Zitat Lifdt sich eine Auffassung der Wahrscheinlichkeit
heraustesen, die man heute oft ‘die logische Deutung von Wahrscheinlich-
keitsaussagen’ nennt. Diese Deutung geht von dem Faktum aus, dad zwi-
schen Aussagesitzen bzw. den durch sie ausgedrickten Aussagen oder

Propositionen mannigfache logische Beziehungen bestehen, insbhesondere

die Beziehungen der logischen Folge, des logischen Ausschlusses und der
togischen Unabhingigkeit. Nach der logischen Deutung von Wahrschein-
lichkeitsaussagen sind nun Wahrscheinlichkeitsaussagen — grob gesagt --
Aussagen iber das Ausmafs, in dem ein Satz A in einem Satz B “inhaltlich
eingeschlossen ist: Die Wahrscheinlichkeit eines Satzes A hinsichifich
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eines Satzes B ist danach so etwas wie der Grad, in dem 4 von B impli-
ziert wird.- Wenn Bolzano die Wahrscheinlichkeitsbeziehung als das Ver-
haltnis der vergleichungsweisen Giiltigkeit zwischen Sitzen an sich auf-
faft, dann liegt es in der Tat nicht fern, dafl er damit etwas ganz Analoges
meint wie ein moderner Wahrscheinlichkeitstheoretiker - der logischen
Schule, der sagt, die Wahrscheinlichkeitsbezichung sei cine verfeinerte
logische Beziehungzwischen Sitzen, nimlich eine metrisierte Implikations-
beziechung. Fs ist auch offensichitlich, dafh diese Deulung jemandem ent-
gegenkommt, der — wie Bolzano — die Wahrscheintichkeiten zu errechnen
versucht, die Wundererzihlungen durch Zeugenaussagen “yérlichen’’ wer-
den. Und ein Teil seiner Lehrsiitze spiegelt dennauch einige wichtige Intui-
. tionen wider, die man beziiglich der Wahrscheinlichkeitsbeziehung als ei-
ner metrisierten Implikationsbezichung zu haben pflegt.? .

All dies ist freilich nicht zwingend. Wie erwihnt, ist Bolzanos Termi-
nologie in der RW II besonders uneinheitlich ; so gebraucht er hiufig neben-
einander Wendungen wie ‘die Wahrscheinlichkeit eines Erfolges” und ‘die
Wahrscheinlichkeit eines Urteiles’; in seiner Anwendung der Wahrschein-
lichkeitsleire auf die Wunderproblematik gebraucht er zudem fast aus-
schlieflich Wendungen wie ‘die Wahrscheinlichkeit einer Begebenheit® und
‘lie Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses’. Was.die Entwicklung seiner
Wahrscheinlichkeitslehre in der WL II angeht, so ist offensichtlich, dafl er
die damals iibliche Auffassung der Wahrscheinlichkeit als der Verh#ltnis-
zahl zwischen den giinstigen und méglichen Fillen in seine Lehre von den
Sitzen an sich einzubauen versucht. (Ob dieser Versuch gegliickt ist, sei
dahingestellt.) Dafl damit fiir Bolzano die Wahrscheinlichkeit eines Satzes
eng verkniipft ist mit der relativen Haufigkeit von Ereignissen, kénnte eine
Ubersetzung seiner Lehre auch in eine solche Wahrscheinlichkeitstheorie,
die Ereignissen Wahrscheinlichkeiten zuordnet, nahelegen.

Gleichgiiltig, ob nun der Bolzanoschen Wahrscheinlichkeitslehre eher
durch eine hiufigkeitstheoretische Auffassung der Wahrscheinlichkeit
oder eher durch eine logische Deutung der Wahrscheinlichkeit {oder viel-
leicht auch durch eine andere Auffassung der Wahrscheinlichkeit) Gerech-
tigkeit widerfihrt — es ist offensichtlich, daf® die hier gewdhlite Wahr-
scheinlichkeitstheorie in diesem Punkt neutral ist, weil sie ja keinerlei
Regeln enthilt, wie die Wahrscheinlichkeit eines Satzes, der weder logisch
wahr noch logisch falsch ist, zu bestimmen ist. Insofern steht sie {iber dem

72 Zwei Beispiele: Folgt A logisch aus B, dann “verleiht™ der Satz B dem Satz A
die groBtmbgliche Wahrscheinlichkeit, ndmlich die Wahrscheinlichkeit | (vgl. die
These 4); mit anderen Worten, 4 als logische Folge von B ist mit Sicherheit
wahr unter der Bedingung, dad & selbst wahr ist. SchlieBt der Satz B den Satz A
logisch aus, dann “gibt” der Satz B dem Satz A die geringstmdgliche Wahrschein-
lichkeit, nimlich die Wahrscheinlichkeit O (vgl. die These 5).
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Streit der verschiedenen Schulen, wie Wahrscheinlichkeit zu messen sei.
Und insofern verpflanze ich Bolzano nicht von vornherein in eine be-
stimmie Schule der Wahrscheinlichkeitsauffassung, wenn ich seine Wahr-
scheinlichkeitslehre in die von mir gewihlie Theorie iibersetze. '

2 Ubersetzung von Bolzanos Wahrscheinlichkeitslehre in die
Sprache der hier gewiihlten Wahrscheinlichkeitstheorie

Textauslegung ist immer mit Unsicherheit behaftet. Gliicklicherweise
hat jedoch Bolzano seine Lehrsitze nicht nur mitiels der Umgangssprache
darzustellen versucht, sondern er hat auch — zumindest bruchstiickhaft —
mathematische Formeln verwendet und den Grofteil seiner Lehrsitze
durch leicht faBliche Beispiele veranschaulicht, Ich fithre im folgenden sei-
ne eigenen Beispiele zu den wichtigeren Lehrsiitzen an, einerseits um
damit die Ubersetzungen dieser Lehrsitze zu erliutern, andererseits um
eben dadurch die inhaltliche .Adiquanz der Reformulierungen aufzuzei-
gen. (Ich werde diese Reformulierungen ‘die Thesen der (rekonstruierten)
Bolzanoschen Wahrscheinlichkeitslehre’ nennen.) Ich strebe dabei nicht
an, Bolzanos eigene Begriindungen fiir seine Lehrsdtze nachzukonstruieren;
dazu ist einerseits die von mir gewihlte Wahrscheinkichkeitstheorie zu
schwach, andererseits interessiert ja hier nur die Herleitbarkeit der Thesen,
nicht die Korrektheit der Beégriindung der entsprechenden Lehrsifze in
Bolzanos eigener Wahrscheinlichkeitslehre.

2.1 Thesen iiber die Extretngrade der Wahrscheinlichkeit

Aus Punkt 3) des § 161 der WL II (pp. 172-173) und aus Punkt 7)
des § 15 der RW II (p. 42) geht hervor:

These 1: Fiiralle 4: p(A) < L.
Beweis: These 1 ist mit Theorem (5} identisch.

Aus Punkt 5) des § 161 der WL II (p. 173) und aus Punkt 15a) des § 15
der RWII (pp. 45—46) geht hervor;3

3 AusPunkt 5)des § 161 der WL 11 (p. 173), nicht aber aus Punkt 15a) des § 15 der
RW I (pp. 45-46), lift sich eventuell auch die Negationsregel fiir bedingte Wahr-
scheinlichkeiten (das ist das Theorem (11) der hier gewihlten Walirscheinlichkeits-
theorie) herauslesen. Bolzanos abschlieBende Ausfihrungen im Punkt 17) des
§ 161 in der WL II {p. [83) legen zudem die Vermutung nahe, daft er zumindest
instinktiv die Negationsregel fiir bedingte Wahrscheinlichkeiten verwendet. Ich
sehe trotzdem vorliufig von einer Aufnahme dieser Regel unter die Thesen ab, um
keine Uberinterpretation des Textes zu riskieren.

Hier wird ein allgemeines Intérpretationsproblem beziiglich #lterer wahrschein-
lichkeitstheoretischer Texte sichtbar. Bs scheint nimlich {vgl. Hacking (1975, p.
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These 2: Fiir alle A p(q A) =1 - p(A).
Beweis: These 2 ist mit Theorem (1} identisch.

Aus Punkt 3) des § 161 der WL II (pp. 172-173) diirfte sich neben der
These | auch das Axiom {1} der hier gewidhlten Wahrscheinlichkeits-
theorie entnehmen lassen:

‘These 3: Fiir aile A: p(4) > 0.

These 3 wird durch die Thesen [ und 2 suggeriert, wenn sie auch nicht
aus ihnen folgt: Kann ein Satz keine grofere Walrscheinlichkeit als |
haben, so kann seine Negation keine kleinere Wahrscheinlichkeit als 0
haben. Allerdings ist zuzugeben, daR Bolzano selbst nicht ausdriicklich
einen der These 3 entsprechenden Lehrsatz aufstellt und in den Punkten
10), 11), 12) des § 15 der RW I und spiter bei der Erdrterung der Wun-
dérproblematik (vgl. p. 57, pp. 69—70 der RW 1) sogar Wendungen ge-
braucht, die moglicherweise suggerieren, die Wahischeintichkeit eines Aus-
sagesatzes konne einen Grad annehmen, der “unendlich gering” und somit
eventuell kleiner als 0 ist. .

2.2 Thesen iiber die Wahrscheinlichkeit eines Satzes relativ zu anderen
Sitzen, von denen er logisch abhéngt

_ Aus Punkt 3) in § 161 der WL II (p. 172) gehen die Thesen 4 und 5
hervor, die unter Beriicksichtigung der Tatsache, daf} bei Bolzano Ableit-
barkeit Vertriglichkeit impliziert®, mit Hilfe des heutigen Begriffs der lo-

90); Popper (1982, pp. 306-307)), dal bis in die dreifiiger Jahre unseres Jahrhun-
derts herein auch von den Wahrscheinlichkeitstheoretikern setbst der Unterschied
swischen den Sitzen der folgenden drei Formen nicht immer deutlich gesehen
worden ist: .
(a) Wenn A, dann p(B) = x;
(b) p(Bld)=x;
{¢) p(Wenn 4, dann B)=x,
Was die Interpretation der wahrscheinlichkeitstheoretischen Ausfihrungen Bolza-
nos angeht, so ist es dann besonders schwierig, bei ihm zwischen {a) und (b} zu
unterscheiden, wenn er — wie im vorliegeriden Fall — kein Beispiel gibt; (und es
wird noch schwieriger, wenn sich auch keine parallele Stelte in der RW II findet).
4 Ich pehe aber nicht soweit wie Berka (1979, p. 8, p. 15}, der schreibt, Bolzano
setze als eine notwendige Bedingung fiir seinen Wahrscheinlichkeitsbegriff — dhn-
lich wie fiir den Begriff der Ableitbarkeit — die Eigenschaft der Vertriglichkeit
voraus. Es ist wahr, daf bei Bolzano gilt: Wenn A ableitbar aus B ist, dann ist 4
verteplich’ mit B; insofern ist Vertriplichkeit eine notwendige Bedingung fir
Ableitbarkeit. Aher was konnte es heiflen, daB Vestrliglichkeit eine notwendige
Bedingung filr Wahrscheinkichkelt ist? Wenn es heiffen soll, daB bei Bolzano die
Wahrscheinlichkeit von 4 relativ zu B nicht definiert Ist, wenn A mit B nicht ver-
triglich ist; oder wenn es gar heifien soll, daB fiir Bolzano kein einziger Satz relativ
21t anderen Sitzen die Wahrscheinlichkeit O annimmt, dann kann man jeweils nur
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gischen Folge (s. Definition (4)) folgendermafien formuliert werden kon-
nen: ’

These 4: Fiir alle 4 und B: Wenn p(B) # 0 und wenn B nicht logisch
falsch ist, dann gilt: Wenn 4 aus B logisch folgt, dann: p{4diB) = 1.

These 5: Fiir alte 4 und B: Wenn p(8) # 0 und wenn B nicht logisch falsch
ist, dann gilt: Wenn B 4 logisch ausschliefdt, dann: p(4iB)=10,

Beweis: Die Thesen 4 und 5 sind Abschwichungen der Theoreme (9) und

(12).
Enthiette Bolzanos Wahrscheinlichkeitslehre das Theorem (2), ndmlich
Fiir alle A: Wenn 4 logisch falsch ist, dann p(d) =0,

als These, wiire der Antezedens-Teil ‘und wenn B nicht logisch falsch ist’
natiirlich iiberfHissig, Nicht iiberfliissig ist jedenfalls wegen der Gefahr der
Inkonsistenz die Voraussetzung, daf die Wahrscheinlichkeit des bedingen-
den Satzes ungleich O zu sein habe. Diese Voraussetzung findet sich nicht
ausdriicklich im § 161 der WL 11, Sie wurde hier im Sinne einer wohlwol-
lenden Interpretation den Thesen 4 und 5 hinzugefiigt. Es gibt zwar kei-
nen sicheren Anhaltspunkt in Bolzanos Text, daf er filr die Berechnung
von p{B{d) stets voraussetzt, dad p{Ad) > 0. Allerdings diirfte es jemandem,
der — wie Bolzano — in der Tradition der Laplaceschen Gedankenexperi-
mente dachte (“blinde” Ziehungen aus Urnen, Wiirfe mit “unverfilschten™
Minzen und Wiirfeln), von vornherein nicht in den Sinn gekommen sein,
Situationen wie etwa die beiden folgenden zu betrachten, in denen der
bedingende Satz 4 die Wahrscheinlichkeit 0 hat: )
p{Es wird eine schwarze Kugel gezogen | Es wird eine rote Kugel gezogen
und es wird nicht eine rote Kugel gezogen); )

p(Es wird eine gerade Zahl mit einem sechsseitigen Wiirfel geworfen | Es
wird eine Sieben geworfen).

Solche Situationen wiren ihm wohl als absurd erschienen, und so
mag man mit einiger Berechtigung davon ausgehen, dafd zumindest in dlte-
ren wahrscheinlichkeitstheoretischen Texten den bedingenden Satzen,
wenn nicht ausdriicklich anders angegeben, immer eine Wahrscheinlich-
keit grofier als 0 zuzuschreiben ist. (Manchmal ist dies ja auch noch beziig-
lich von als vorbildlich geltenden, modernen Standardeinfihrungen in die
Wahrscheinlichkeitstheorie angebracht, wie Popper an einem berilhmten
Beispiel entdeckt hat; vgl. Popper {1982, p.305).) '

auf Bolzanos Text selbst verweisen, aus dem das Gegenteil hervorgeht: “[...] wenn
M in dem Verh#ltnisse der Unvertriglichkeit mit A, B, C, D, ... stehet, so ist der
Grad der Wahrscheintichkeit des M hinsichtlich auf die Sitze A, B, C, D, ...=0"
(WL II, p. 173). : .
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Aus den Punkten 9) und 10) des § 161 der WL I (pp. 177-178)
geht hervor:

These 6; Fiir alle A und B: Wenn £ nicht logisch falsch ist, dann gilt;
Wenn A aus B logisch folgt, dann: p(4) = p(B).

Beweis: These 6 ist eine Abschwichung des Theorems (4).

Aus Punkt 4) des § 161 der WL II (p. 173) geht hervor;

These 7: Fiir alle A und B: Wenn B nicht logisch falsch ist, dann gilt:
Wenn A mit B logisch diquivalent ist, dann: p{4) = p(B).

Beweis: These 7 ist eine Abschwiichung des Theorems (3).
2.3 Bolzanos Konjunktionsregel ‘

~ Aus Punkt 11) des § 161 der WL II (pp. 178—180) und aus Punkt
15b) des § 15 der RW 11 (pp. 4647} geht hervor:

These 8: Fiir alle A und B: p(da BY=p(4) * p{#).

These 8§ laft sich als Bolzanos Konjunktionsregel auffassen. Aus ihr ist auf
offensichtliche Weise das Theorem (8), die sogenannte spezielle Konjunk-
tionsregel, ableitbar:

These 9: Fiir alie 4 und B: Wenn p(A4) # 0 und wenn B von A probabili-
stisch unabhiingig ist, dann gilt: p(A A B) = p(4) * p(B).

Man sieht; Im Gegensatz zu der speziellen Konjunktionsregel ist Bolzanos
Konjunktionsregel sricht durch die Voraussefzung eingeschrinkt, dafl B
von A probabilistisch unabhingig zu sein habe. Zumindest findet sich
diese Voraussetzung nicht ausdriicklich in Bolzanos Text. Dafl er sie still-
schweigend gemacht habe, dagegen spricht sein eigenes Beispiel, das er zur
Erlduterung seiner Konjunktionsregel angibt. Das Beispiel ist eines der da-
mals wie heute ibliclien Laplaceschen Urnen-Beispiele und lautet: *“So
wire z.B. die Wahrscheinlichkeit, dafl Jemand von 6 Kugeln, darunter 4
schwarze und 5 wohlriechende sind, eine ergreifen werde, die zugleich
schwarz und wohlriechend ist, = 4/6 * 5/6 = 5/9.” (WL 11, p. 180).

Das Ergebnis, zu dem Bolzano hier gelangt, ist unkorrekt, und
zwar deshalb, weil er die Tatsache nicht berlicksichtigt hat, daf} der Aus-
sagesatz ‘Hs wird eine wohiriechende Kugel gezogen® nicht von dem Aus-
sagesaty ‘Bs wird eine schwarze Kugel gezogen® probabilistisch unabhiingig
ist. Kiirzen wir zur Erleichterung der Schreibiveise ersteren Satz durch
W und letzteren Satz durch S* ab. Wir kénnen- (uriter der von Bolzano
hier und in allen anderén Urnen-Beispielen stets vorausgesetzten Gleich-
wahrscheinlichkeit aller Sifze der Form ‘Kugel x wird herausgezogen’)
akzeptieren, daf gilt: ’ '
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(1) p(S) =4/6;
(2) p(W) = 5/6.

Unter der Annahme von (1) und (2) liefert Bolzanos Konjuﬁktionsregel
dann das gerade zitierte Ergebnis:

p(SA W) =46+ 5/6=20/36=5/[9;

aber um die spezielle Konjunktionsregel, die in der hier gewihiten Wahr-
scheinlichkeitstheorie das Analogon zu Bolzanos Konjunktionsregel ist,
verwenden zu kdnnen, miifite die Voraussetzung erfiillt sein, daf’ (a)
p(S) # G und daf® (b} W von § probabilistisch unabhiingig ist, daf also’

(3) p(WIS) = p(W) = 5/6.

(a) ist wegen (1) erfiitlt. {b) ist nicht erfiilt, wie sich aus folgender Fall-
unterscheidung ergibt.

Fall 1: Alle vier schwarzen Kugeln sind wohlriechend.
Fall 2: Nicht alle vier schwarzen Kugeln sind wohlriechend.

Nehmen wir zunéchst Fall 1 an. Dann gilt:
4) p(W1S)y = 1 = 5/6.

Nehmen wir nun Fall 2 an, Wenn mindestens eine der vier schwarzen
Kugeln nicht wohlriechend ist und 5 der insgesamt 6 Kugeln wohlriechend
sind, dann ist hochstens eine der vier schwarzen Kugeln nicht wohlrie-
chend. (Denn wiren weniger als drei der vier schwarzen Kugeln wohl-
riechend, so wiren, auch wenn beide nicht-schwarzen Kugeln wohlrie-
chend sind, weniger als 5 der 6 Kugeln wohiriecheid; es sind jedoch 5 der
6 Kugeln wohlriechend.) Im Fall 2 ist also genau eine der vier schwarzen
Kugeln nicht wohlriechend. Somit gilt: -

) p(W1S) = 3/4 + 5/6.

Da W erwiesenermafen nicht von § probabilistisch unabhéngig ist, kommt
statt det speziellen die generelle Konjunktionsregel zur Anwendung. Sie
-liefert im Fall 1 das Ergebnis: ‘

(6)  PSAW)=p(S) * p(WIS) = 4/6 - 1 =2{3 #5/9;
und im Fall 2 das Brgebnis; .
€] p(SA W)=p(S)  p(WIS)=4/6+ 3/4=1[2+5/9.

Ich halte fest: Wenn Bolzanos Konjunktionsrege! angewendet wird,
ohne daft die Voraussetzung der probabilistischen Unabhingigkeit erfilllt
ist, kann dies zn unkorrekten Ergebnissen fiihren, wie Bolzanos sigenes
Beispiel zu seiner Konjunktionsregel veranschaulicht. Man wird .deshalb
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gut daran tun, alle Anwendungen seiner Konjunktionsregel kritisch dar-
aufhin zu tberpritfen, ob jeweils die Bedingung der probabilistischen
Unabhangigkeit erfuillt ist.

2.4 Bolzanos Disjunktionsregel

Aus Punkt 16) des § 161 der WL II (pp. 181) geht hervor:®
These 10: Fiir alle A und B: p(d vBY=1 — {[1 —p(A)] - [1 — p(B)}.

These 10 Lt sich als Bolzanos Disjunktionsregel auffassen. Man kann
bei Betrachtung der These (10) im Lichte von Bolzanos Ausfithrungen im
Punkt 16) sagen, daf sich Bolzano der Berechnung der Wahrscheinlichkeit
eines Disjunktionssatzes (4 v B) tiber die Berechnung der Wahrscheinlich-
keit seines De Morganschen Aquivatents (4 AA - B) ndhert — eine ange-
sichts des Theorems (3) bzw. der These 7 durchaus legitime Zugangsmég-
lichkeit:

pAVB)=p(q(qa AA1 BN =1 —p(AA 1 B)= 1 —[p(r 4) * p(- B)] =
=1~ {[! —p(4)]* [1 - pB)]}.
Den kritischen Punkt in dieser Reihe von Gleichungen bildet die Gleichung
Il =p(RAA-8)=1—[p(1A)" plq B}].

Der Ubergang von p(~ AA - B) zu [p(+ 4) * p(5 B)} setzt nimlich voraus,
daB die Wahrscheinlichkeit von o 4 grofer als 0 ist und dafy 4 B probabi-
listisch unabhingig von 5 A4 ist. Schwicht man Bolzanos Disjunktionsreget
durch die Voraussetzing der probabilistischen Unabhingigkeit ab, so er-
hilt man:

These 11: Fiir alle 4 und B: Wenn p{4 A) # 0 und wenn 7 B von 4 A
probabilistisch unabhiingig ist, dann gilt:
plAdvEB)=1 — {[1 —p(4)] * [1 - p(B)}-

These 11 ist in der hier gewiihlten Wahrscheinlichkeitstheorie herleitbar.®
In jenen Fillen, in denen die Voraussetzung der probabilistischen Unab-

S Bolzano stellt seine Konjunktionsregel in Punkt 11), seine Disjunktionsregel in
Punkt 16) des § 161 der WL II vor. In den dazwischenliegenden Punkten 12), 13},
t4) und 15) bringt er einige (korrekte) Korollare, die sich auf offensichtliche
Weise aus der Konjunktionsregel und der These 4 ergeben. Da diese Korollare irre-
levant fiir die wahrscheinlichkeitstheoretische Behandlung der Wunderproblematik
sind, gehe ich im Text sofort zu der interessanteren und relevanteren Disjunktions-

regel fiber,
6 Skizze des Beweises fiir These I1:
1. p(qA)}F0 Annahme
2. 1B ist von 4 probabilistisch unabhiingig Annahme

3. ptAvB)Y=pln(7AA 1 B)) Mittels Theorem (3)
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hingigkeit erfiillt ist, wird man also bei der Anwendung von Bolzanos
Disjunktionsregel zu korrekten Ergebnissen gelangen: in jenen Fillen, in
denen sie nicht erfiiltt ist, nicht. In dem Beispiel, das Bolzano zur Erliu-
terung seiner Disjunktionregel angibt, kann die Voraussetzung plausib-
lerweise als erflilit betrachtet werden, und deshalb das Ergebnis, zu dem
Bolzano gelangt, als korrekt. Das Beispiel lautet: *[...] die Wahrscheinlich-
keit, daft Jemand, der in zwei Urnen gréift, in deren eiter unter 50 Kugeln
40, in deren anderen aber unter 60 Kugeln 45 schwarze sind, eine schwar-
ze hervorholen werde, = 1 — (1 — 40/50) (1 — 45/60) = 19/20.” (WL I,
p. 181} Aber wiirde etwa Bolzanos Disjunktionsregel auf das weiter-oben
gebrachte Beispiel mit den 4 schwarzen und den 5 wohlriechenden Kugeln
in einer Urne mit insgesamt 6 Kugeln angewendet, so ergiibe sich ein von
den zwei moglichen korrekten Werten 5/6 und 1 verschiedener unkorrek-
ter Wert:

pSvII=1—[(1 —p(S) (1 —p@NI=1-[(1 —4/6) - (1 —5/6)]=
=1—(2/6 +1f6)=1-2/36=34/36=17/18.

2.5 Bolzanos zwei Hauptthesen

Wir kommen nun zu jenen beiden Thesen aus Bolzanos Wahrschein-
lichkeitslehre, denen er ausdriicklich eine grofie Bedeutung fiir die wahr-
scheinlichkeitstheoretische Betrachtung von Sitzen llber Wunder beimifit.
Diese Thesen seien daher seine ‘Hauptthesen® genanni.

2.5.1 Hauptthesel

Dic Hauptthese I a8t sich dem Punkt 17) des § 161 der. WL 1T {pp.
181—-183) sowie dem Punkt 15d) des § 15 der RW II (pp. 4748} entneh-
men: -

Hauptthese I: Fiir alle 4 und B: p({4A A B)l[(/l/'; BYv(HAA 4 B))=
=[p(d) * pB)1/ {[p(A) * p(BN + [{(1 — p(A)) * (1 —p(BN]].

Man erkennt unschwer, daf} die Wahrscheinlichkeit von (4 A B) hier
wieder — ganz im Sinne von Bolzanos Konjunktionsregel — gleich dem
Produkt der Wahrscheinlichkeit von 4 mit der von B gesetzt worden ist;und
daBl die Wahrscheinlichkeit von (4 A A  B) gleich dem Produkt der Wahr-
scheinlichkeit von 4. A mit der von o B gesetzt worden ist. Die Vermu-
fung liegt nahe, daft es der Hauptthese I wie schon den Thesen 10 und 8§
an einem Antezedens fellt, das die ndtigen probabilistischen Unabhiingig-
keitsbehauptungen ausdriickt, um diese Gleichsetzungen zu rechtfertigen.

4. pldvB)Y=1—-p(qAA .B) Mittels Theorem (1)

5. p(AvBY=1 —fp(H 4)* p(q &) Mittels Theorem (8)
6. plAdvBY=1- {ft —p(4)) {1 —pBY} Mittels Theorem (1)
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Wenn. wir ein solches Antezedens der Hauﬁtthesga anfilgen, erhalten wir
denn auch eine abgeschwichte Variante, die in der hier gewdihiten Wahr-
scheinltichkeitstheorie herleitbar ist:”

Hauptthese I't Filr alle 4 und B: Wenn p{A) # 0 und wenn p(5 4) # 0
und wenn B probabilistisch unabhiingig von A ist und wenn B probabi-
listisch unabhingig von - A ist, dann gilt;

p((AA B)I(AA BYv(R AA B} =

=[p(A) - p(BY/ {Ip4) pBN + (1 —p(4)) - (1 —p(BNI}.

+ Bolzano veranschaulicht die Hauptthese I durch ein weiteres Urnen-
Beispiel: “Wenn wir z.B. wiifiten, daft Jemand in zwei Urnen, deren eine
30 schwarze und 20 weife, die andere 70 schwarze und 50 weifle Kugeln
enthilt, gegriffen, und aus jeder eine Kugel hervorgeholt habe, von denen
uns nur gesagt wird, daf beide gleichfirbig (also entweder beide schwarz
oder weifd) sind: so wire die Wahrscheinlichkeit des Satzes, dafy beide
Kugeln schwarz sind, =21/31.” (WL IL, p. 182) Da in diesem Beispiel die
Voraussetzung der probabilistischen Unabhingigkeit plausiblerweise als
erfilllt betrachtet werden kann, fihrte die Anwendung der Hauptthese I
71 einem korrekten Brgebnis.®

7 Skizze des Bewelses fiir Haupithese I':

1. p(A)#0 : Annahme

2. p(HAYFO Annahme

3. B ist probabilistisch unabhangig von A Annahme

4, — B ist probabilistisch unabhiingig von - A Annahme

5. pl{Aa Byv(q AA 7B =pl4dA B} + p{q AA 9 B} Mittels Axiom {3)

6. p((da BYv{AA BNFD0 . Aus 1., 2.und 5.

7. plAa BI[(AABY v AA 5 B)]) =1p( {(4A B)A  Mittels Definition (8)

AAABYV(AA BN [ pUAAB) v (5 4A 4 B))

8. p{{(AA BYA [AAB)V(HAA BN =plda B) Mittels Theorem (3)

9, p{AAB)=p(4d) p(B) Mittels Theorem (8)
10. pl A A 7 B) = p(4) * p(= B) Mittels Theorem (8)
1. pl(da BIKAA B viqAA 1B = Auss.,7.,8.,9

= [p(4) * B/ {Ip(4) * p(B)] + [p( A} - p(5 B)]}und 10,
12, SN BYAABY Y (1 AA B = o) * (B3] 7
7 {pCa)  p(BY] + [(1 — p(A)) « {1 — p(B}]} Mittels Theorem (1)

8  Zwar sprechen dieses Urnen-Beispiel und auch das Formelbruchstiick, das Bolzano
als Beschreibungshilfe fiir jenen Lehrsatz verwendet, den ich hier als Hauptthese I
{ibersetzt habe, eindeutig fiir die Adiiquatheit der Ubersetzung, aber es ist bemer-
kenswert, dafs Bolzano, wenn es zur Anwendung der Hauptthese 1 auf die Wunder-
problematik kommt, stillschweigend (und vermutlich unbewufit) zu einer duler-
fich #hnlichen, aber inhaltlich ganz verschiedenen These {ibergeht, die man Bolza-
nos stillschweigende Haupithese I nennen kénnie:
plAlBa O) =
= [p(A1B) + p(A[O)] [ {[p(A1B) * p(AICY] + [(1 — p(4IB)) * (1 — p(AION]}.

Diese stillschweigende Hauptihese 1 ist auch nach Hinzufigung der nétigen proba-
bilistischen Unabhingigkeitsvoraussetzungen nicht in der hier gewihlten Wahr-
scheinlichkeitstheorie herleitbar.
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Ein wichtiges KoroHar zu Hauptthese I kann dem Punkt 18) des

§ 161 der WL II (p. 183) sowie dem Punkt 15f) des § 15 der RW Il {(p.
48) entnommen werden:

Korollar zu Hauptthese I: Fiir alle 4 und B:

Wenn gilt:

PUAA BNAABIV(A AA B =

[p(4) * pB)] [ {lp(4) * p(B)]+ (1 —pAN - —p(B))}},

dann gilt auch:

(a) Wenn p(A) = 1/2, dann p((4A BU[(AA BY)v (.44 - B))) = p(BY;
{b) Wenn p(4) < 1/2, dann p((4 A B){(AA BYv (1 A A+ B)]) <p(B).

Der (a)-Teil dieses Korollars. ist auf offensichtliche Weise in der hier ge-
wihlten Wahrscheinlichkeitstheorie herleitbar. Es ist aber zumindest eben-
so offensichtlich, dafl auch die folgenden beiden Satze dort unter An-
nam¢ der Hauptthese I herleitbar sind:

Wenn p(8) = 0, dann p{{AA BI(AABYV(HAAS B = P(B)
Wenn p(B) = 1, dann p((AA BU[(A A BYv (5 AA - B)]) = p(B).

Woraus folgt, daB® der (b)-Teil des Korollars falsch ist, wenn nicht die Ein-
schrinkung hinzugefiigt wird, daft 0 < p(B) < 1. Wenn wir unterstellen,
daB Bolzano diese Einschrinkung stillschweigend gemacht hat, ist das
Korollar zur Hauptthese I (bzw. I') so zu reformulieren:

Modifiziertes Korollar zu Hauptthese I'; Fiir alle A und B:
- Wenn gilt:
p({AA B)(AA BYV(HAAR B =
[p(d) * pB)] /| {Ip{4) * p] + (1 — p(4)) - (1 — pBNI},
dann gilt anch:
(a) Wenn p(4) = 1/2, dann p{{A A B)[(AA B) v (5 AA 1 B)]) = p(B);
(b) Wenn p(4} < 1/2 und wenn 0 < p(B) < 1, dann:
p(AA BHIAABYV (5 AAB)) <p(B).

Das modifizierte Korollar zu Hauptthese 1' ist in der hier gewiihlten Wahr-
scheinlichkeitstheorie herleitbar,®

9  Skizze des Beweises fiir das modifizierte Korollar zu Hauptthese I', Teit (b):
L pl(AA BIHAA Byv (5 An 1 B =[p(4) * p(B)]/

! {lpCAY * p(BY + [(1 — pA)) + (1 — p(BN]} Annahme
2, p(AY<IN ‘Annahme
3. 0<p)<1 Annahme
4. 2p(4) <1 Aus 2.
5. 2p(A)Y<{1 —p(B)}} (1. — p(BY) Aus 3, und 4.
6. p(A)<2p(4) * p(B) + (1 — p(B)) — p(4) Aus 5,
7. p(A)<[p(4) * p(B} +[(} —p(4))* (1 — p(BY] Aus 6,
8 pld)  p(1)<

<p(B)* {[pld) p(BY]+[(1 — p{4))* (1 —p(BN]} Aus3.und 7.
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2.5.2 Hauptthese Il

Die Hauptthese I kann dem Punkt 19) des § 161 der WL II (pp.
183—184) sowie dem Punkt 15g) des § 15 der RW I (pp 48-49) ent-
nommen werden:

Haupithese II: Fiir alle A und B: Wenn A B logisch ausschliefﬁt und wen’n
p(A v B) # 0, dann gilt: p(A1(4 vB))=p(4) ] [p(4) + p(B)].

Hauptthese I ist in der hier gewithlten Wahrscheinlichkeitstheorie herleit-
bar.!® Bolzanos Urnen-Beispiel zur Hauptthese II lautet: “Wenn wir z.B.
wissen, daf sich in einer Urne 1000 Kugeln von verschiedenen Farben,
aber nur 1Q schwarze und eine weifle befinden: so ist die Wahrscheinlich-
keit, dafs Jemand, der eine einzige Kugel herausgezogen, eine schwarze
ergriffen habe, = 10f1000 ="1/100, und daf es die weifle gewesen sey, =
1/1000. Wenn uns nun Jemand, ohne die Farbe der Kugel zu bestimmen,
nur mittheilt, dafd sie entweder schwarz, oder weifd gewesen; so ist die
Wahrscheinlichkeit fiir das Erstere = 10/11” (p. 184). Das Ergebnis ist of-
fensichtlich korrekt.

Folgendes Korollar zur Hauptthese II ist Bolzano wichtig. Es 1afit
sich dem Punkt 20) des § 161 der WL II (pp. 184) entnehmen,

Korollar zu Hauptthese IT: Fiir alle 4 und B:
Wenn gilt:

L. p(Al(4 v B)) = p(4} [ [p(A) +p(B)Iund
2, p(4) <1/2 und

3. p(B) <pl4d);

dann gilt auch:

plA (4 v B)) > p(4).

Das Korollar zu Hauptthese II ist in der hier gewiihlten Wahrscheinlich-
keitstheorie Herleitbar. !}

9. [p{d)* p(N] /] {[p(4) * p(N] +

+[(1—ptA) - A -pBR <pB) Aus 8.
10. p{(AA B)[(AA B) v(q AA 1 B)]) < p(B) Aus 1.und 9.
10 Skizze des Beweises fiir Hauptthese II;
1. A schliefit # togisch aus ] Annahme
. plAvEBYF#O0 Annahme
3. plANAvBY =p([AA (A v B /p(4vB)- Mittels Definition (8)
4, p({4AA (AvB)])=p(d) Mittels Theorem (3}
5. pld v B)=p(4)+p(B) Mittels Axiom {3)
6. plAl(4 vB)}=p(d) [Epld) + p(B)] Aus 3,,4, und 5.
11 Skizze des Beweises fiir das Korollar zu Hauptthese I1: ’
1. p(A[(4 v B)Y) =pld) [ [p(4) + p(B)] Annzhme
2. pldy<<1y2 Annahme
3. p(B)Y<p(4) Annahme

4. p(B}=0 ’ Mittels Axiom (1)
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2.6 Zur Konsistenz der rekonstruierten Bolzanoschen
Wahrscheinlichkeitslehre

Wir haben in 23-2.5 festgestellt, daf es Bolzanos Konjunktions-
regel, Bolzanos Disjunktionsregel sowie Bolzanos Hauptthese I an einem
Antezedens mangelt, das die jeweils ndtigen probabilistischen Unabhingig-
keitsvoraussefzungen ausdriickt. Dieser Mangel gewinnt dann praktische
Relevanz, wenn Bolzanos Konjunktionsregel oder seine Disjunktions-
regel oder seine Hauptthese I auf solche Sitze angewendet werden, fiir
welche die Annahme, der eine sei vom. anderen probabilistisch unabhiin-
gig, falsch ist. In diesen Fillen kann, wie wir gesehen haben, die (rekon-
struierte) Bolzanosche Wahrscheinlichkeitslehre zu anderen Ergebnissen
als die (hier gewihite) Wahrscheinlichkeitstheorie fithren.

Das Fehlen der nétigen probabilistischen Unabhiingigkeitsvoraus-
setzungen hat aber auch noch eine theoretische Relevanz: Dieser Mangel
macht die rekonstruierte Bolzanosche Wahrscheinlichkeitslehre zu einer
zwelwertigen Wahrscheinlichkeitstheorie, das heifit zu einer Theorie, die
jedem Aussagesatz entweder die Wahrscheinlichkeit 1 oder die Wahr-
scheinlichkeit 0 zuordnet, und ftrivialisiert sie damit in einer unzumut-
baren Weise. Denn gibe es auch nur einen .einzigen Aussagesatz, dem sie
eine andere Wahrscheinlichkeit als 1 oder 0 zuordnet, wiirde sie inkon-
sistent. Man kann sich diesen Sachverhalt leicht am Beispiel von Bolzanos
Konjunktionsregel veranschaulichen.

Wenn gilt: p(4) = 1, darin gilt zwar gemiB Bolzanos Konjunktionsregel:
pAA A}=pld) pd)=1"1=1;

und wenn gilt: p(4) = 0, dann gilt zwar gemif Bolzanos Konjunktions-
regel: -

PAA A)=p(A) p(4)=0-0=0;

wenn aber etwa gilt: p(4) = 1/2, dann gilt gemift Bolzanos Konjunktions-
regel:

PAAA)=p(A) " pd)=1/2+ 1/2=1/4+1/2;

womit aus der Annalme, ein Satz habe die Wahrscheinlichkeit 1/2 und so-
mit eine andere Wahrscheinlichkeit als 0 oder 1, ein Widerspruch gefolgt

5. pAY>¢ Aus 3. und 4.

6. [plA)+p(B)] >0 Ausd.und 5.

7. [ptd) +p(8)] <1 Aus 2. und 3.

8. Firdllex,»: Wennx>Qundy =0,

0 dann: xf{ix +¥)> x gdw x + 3 <\ Algebraisches Gesetz.

P44 v B)) >ip(A4) Aws 1., 4.,5.,6,7.

und 8. -
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ist. Allgemeiner: Aus Bolzanos Wahrscheinlichkeitsiehre (zumindest in
der Form, wie sie hier rekonstruiert worden ist) wiirde eine inkonsistente
Theorie, wenn man die foigende These zu ihr hinzurechnete:

These 12: Bs gibt mindestensein 4: 0 <p(4) < 1.

Zwar hat Bolzano nirgends ausdriicklich ein Posfulat des Inhalts
aufgestellt, es gebe mindestens einen Satz, der eine Wahrscheinlichkeit
grofer als 0 und kleiner als | hat, doch erhellt aus seinen Beispielen, dafl
er ein solches Postulat als filr selbstverstindlich wahr erachtfet. Es wire in
der Tat eine eigenartige Wahrscheinlichkeitstheorie, die unter der Annah-
me der These 12 als inkonsistent herauskiime. Dafb die hier rekonstruierte
Bolzanosche Wahrscheinlichkeitsiehre inkonsistent wirde, wenn man’
These 12 dazunihme, ist jedoch leicht beweisbar.!? Also darf sie um der
Erhaltung der Konsistenz der rekonstruierten Bolzanoschen Wahrschein-
lichkeitslehre willen nicht dazugerechnet werden. Dann aber ist-die Bolza-
nosche Wahrscheinlichkeitslehre (zumindest in der hier rekonstruierten
Form) eine blof zweiwertige und damit praktisch entwertete Wahrschein-
lichkeitstheorie. _

Will man Konsistenz und Unendlichwertigkeit, dann mufd man die in
der rekonstruierten Bolzanoschen Wahrscheinlichkeitslehre vorkommen-
den und sie an den Rand der Inkonsistenz filhrenden Bestandteile aus-
gliedern und durch ihre geeignet abgeschwichten Varianten ersetzen. Da-
mit erhatten wir als das gefilterte Ergebnis der hier vorgenommenen
Rekonstruktion die folgende Fassung der Bolzanoschen Wahrscheinlich-
keitslehre:

{These 1, These 2, These 3, These 4, These 5, These 6, These 7, These 9,
These 11, Hauptthese I', modifizlertes Korollar zu Hauptthese I’ Haupt-
these I, Korollar Zu Hauptt‘nese II}

[2 Skizze des Inkonsistenz-Beweises:

1, Fiir mindestens ein A: 0 <pf{d) <1 Aus 2. (nach 8., VB
erfiillf}

2. 0<p{d)<i Annahme

.30 plAy=pl4a 4) : . Mittels These 7

4. pldA A)=p(d) - p(A) ’ Bolzanos Konjunk-
tionsregel

5. pl4)=p(d) p(4d) Aus 3. und 4.

6, Firalle x: Wenn 0 <x <1, dann:

xFx*x Algebraisches Gesefz
7. pld) #Fpld) * pld) Aus 2. und 6.

8. Fiir mindestens ein 4: p(4) = p(4)} p(A) und .
p(A) #Fpld} » p(4). Widerspruch Aus S, und 7.
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