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Comentario inicial

En su articulo “La Légica Matemdtica de Russell” (1944) Godel mani-
fiesta [[Go4], pp. 325-326] que la Légica Matemdtica ha tomado (o reasu-
mido, porque la habia abandonado después del surgimiento de las paradojas)
una posicion realista (o platonista) de la matemdtica a los fines de contar
con suficiente poder como para estudiar los fundamentos de la matemdtica.
Y Godel esta de acuerdo con esa tendencia y la promueve en dicho articulo
y también en su otro articulo ;Qué es el problema del continuo de Cantor?
(1947). En este trabajo filoséfico-matemdtico se intenta mostrar (con cuatro
temas) como la Légica Matemdtica contempordnea estd en completa sintonia
con las palabras y las aspiraciones de Godel.

Resumen

En esta investigacion se estudian cuatro topicos de la Logica matemdtica: El
método de construccion de modelos llamado Ultraproductos, la Propiedad de
Interpolacion de Craig, las Algebms booleanas y los Ordenes parciales separa-
tivos. El objetivo principal del trabajo es analizar la importancia que tienen
dichos topicos para el estudio de los Fundamentos de la matemdtica, desde
el punto de vista del platonismo matemdtico. Para cumplir con tal objetivo
se trabajard en el ambito de la Matemdtica, de la Metamatemdtica y de la
Filosofia de la matemadtica. FEl desarrollo de la investigacion arrojo como
resultado que tales topicos son muy importantes para el estudio de los funda-
mentos de la matemdtica, desde el punto de vista del platonismo matemdtico,
y al final de cada seccion y del trabajo se explica detalladamente el porqué. El
orden expositivo es el siguiente: (a) Primero se responderd la prequnta jen
qué consiste el platonismo matemdtico, y cudl es su relacion con los funda-
mentos de la matemdtica y con la Teoria axiomdtica de conjuntos de Zermelo-
Fraenkel con el Azioma de eleccion (ZFC)? en el contexto de la Filosofia de
la matemdtica. (b) Luego se estudiard el método de construccion de modelos
llamado Ultraproductos en el contexto de la rama de la Logica matemdtica
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llamada Teoria de modelos. Dicho método fue inventado por Skolem (1930) y
desarrollado por Los (1955) y desde entonces se ha utilizado en los estudios
de matemdtica (Andlisis matemdtico, Teoria de la medida, Probabilidades,
Topologia, Teoria de nimeros, etc) y de los Fundamentos de la matemdtica,
siendo el mismo de gran utilidad para tales fines. En este trabajo se hard
énfasis en su estudio con relacion a los Fundamentos de la matemdtica, por
ejemplo en su relacion con el Teorema de compacidad (y sus implicaciones),
con los Modelos no estandar (y sus implicaciones) y los grandes cardinales
(Cardinales inaccesibles y cardinales medibles) y sus implicaciones. Vale la
pena resaltar que en el estudio de cardinales medibles con ultraproductos se
usardn ldgicas infinitarias y/o fragmentos de la ldgica de seqgundo orden. (c)
Después se estudiard a la Propiedad de Interpolacion de Craig en el con-
texto de la Teoria de modelos, se describirdn dos demostraciones de dicha
propiedad, una para la Logica proposicional y otra para la Légica de primer
orden, 1y luego se conectardn tales resultados con el estudio de los fundamen-
tos de la matemdtica, por ejemplo se estudiardn dos de sus consecuencias:
El Teorema de definibilidad de Beth (1953) y el Teorema de consistencia de
Robinson (1956). El Teorema de Interpolacion fue demostrado por primera
vez para la Logica de primer orden por William Craig en 1957, y desde en-
tonces se ha investigado la posibilidad de generalizarlo y aplicarlo. Dicho
teorema tiene aplicaciones en Teoria de la Demostracion, Teoria de modelos
abstracta, Ciencias de la Computacion, Logica Modal, Logica Intuicionista,
Légica de la relevancia, Filosofia de la ciencia, etc. Y (d) por ultimo se
estudiard una relacion entre las Algebms booleanas vy los Ordenes parciales
separativos: Se presentard una demostracion de que las cortaduras requlares
de un orden parcial separativo forman un dlgebra booleana completa. Tal re-
sultado es muy conocido y existen pruebas del mismo, por ejemplo pruebas
topolégicas, pero la que se presentard aca usa las definiciones de las opera-
ciones booleanas entre cortaduras requlares que hace Jech en sus textos, “Set
Theory” (1978) y “Set Theory”(2000), en dichos libros Jech enuncia el Teo-
rema y formula las definiciones pero no hace explicito el porqué las mismas
satisfacen las propiedades de dlgebra booleana, aqui se hace una demostracion
matemdtica rigurosa de tal hecho.
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1 Introduccién

En esta investigacion se estudian cuatro topicos de la Logica matematica: El
método de construccion de modelos llamado Ultraproductos, la Propiedad de
Interpolacion de Craig, las Algebms booleanas y los Ordenes parciales sepa-
rativos. El objetivo principal del trabajo es analizar la importancia
que tienen dichos tépicos para el estudio de los fundamentos de la
matematica, desde el punto de vista del platonismo matematico. El
estudio matematico de tales topicos se realiza en el contexto de la rama de la
Légica matematica denominada “Teoria de modelos”, y el estudio filosofico
se hace en el ambito de la Filosofia de la matematica. La investigacion
matematica y filoséfica realizada en este trabajo permite concluir que los Ul-
traproductos, la Propiedad de Interpolacién de Craig, las Algebras booleanas
y los Ordenes parciales separativos son de mucha importancia para el estudio
de los fundamentos de la matematica, desde el punto de vista del platonismo
matematico.

La Ldgica matemdtica es una rama de la matematica surgida en el siglo
XX que esta constituida por las siguientes cuatro subramas (entre otras):

Teoria de conjuntos, Teoria de modelos, Teoria de la demostracion y Com-
putabilidad. [[Fel], pp. 409], [Hor]

La Filosofia de la matemdtica es una rama de la filosofia que estudia los
problemas filoséficos suscitados por la matematica [[Hac|, pp. 21], [[Mou],
pp. 11-12]. Vale la pena resaltar que debido a que el objeto de estudio
de la matematica no es necesariamente espacio-temporal y los métodos de
la matematica difieren en aspectos esenciales de los métodos de las cien-
cias naturales, la Filosofia de la Matematica ocupa un lugar distinto en
la Filosofia de la ciencia al que ocupan las Filosofias de las ciencias na-
turales cuyo objeto de estudio es espacio-temporal [Hor|, [[Mou], pp. 12].
Las matematicas plantean problemas singulares de tipo filoséfico: Proble-
mas ontoldégicos, problemas epistemoldgicos, etc. ;Cual es la naturaleza de
los objetos matematicos 7, ; Cudles son las leyes fundamentales que los gobier-
nan? y ;Coémo adquirimos conocimientos matematicos sobre ellos?, son tres
preguntas (entre otras) que intenta responder la filosofia de la matemética.
Algunos filésofos y/o matemdticos se han interesado por responder las mis-
mas en el transcurso de la historia de la humanidad. Existen diversas con-



cepciones filoséficas de la matematica: Platonismo, Intuicionismo (cons-
tructivismo), Logicismo, Formalismo, Empirismo, Predicativismo,
Convencionalismo, Nominalismo, Ficcionismo, Naturalismo, Es-
tructuralismo, etc. [Hor|, [B-P|, [AA]

., Cudl es exactamente la relacién entre los “Fundamentos de la matematica”
y la “Filosofia de la matematica”?. Si se considera la manera en que esta
estructurado el texto clasico de Filosofia de la Matematica, “Philosophy of
mathematics”, de Benacerraf y Putnam [B-P], alguien podria verse tentado a
concluir que los Fundamentos de la Matematica estan incluidos estrictamente
en la Filosofia de la Matematica, pues dicho libro se llama “Filosofia de la
matemadtica” y tiene cuatro partes: (1)“Los fundamentos de la matematica”,
(2) “La existencia de los objetos matemaéticos”, (3) “La verdad matematica”
y (4) “El concepto de conjunto”. Sin embargo, hay autores que afirman que
la frontera entre los “Fundamentos de la matematica” y la “Filosofia de la
matematica” es difusa, por ejemplo Horsten en su articulo “Phylosophy of
Mathematics” [Hor|. Y cuando uno revisa detalladamente las subpartes en
que esta dividida la parte 1 del texto antes mencionado de “Philosophy of
mathematics” de Benacerraf y Putnam [B-P], da la impresién de que Horsten
tiene razon en su afirmacion sobre lo difuso de la frontera entre ambas cate-
gorias, porque hay muchos temas comunes (entre otras razones).

Desde el siglo XX se ha demostrado que se pueden estudiar problemas
de Fundamentos de la matematica o de Filosofia de la matematica usando
métodos matematicos, esto se hace a partir de la Logica matematica. Fe-
rreirds caracteriza este hecho de la siguiente manera [[Fel], pp. 409]:

“ El estudio de los fundamentos de la matemdtica es desde hace un siglo,
competencia de la logica matemdtica. Se trata de un fenomeno bien ca-
racteristico del siglo XX: la propia matemdtica trata de dar cuenta de sus
bases convirtiendose en una ciencia “reflexiva” que da lugar a la llamada
Metamatematica. Por usar la habitual metdfora de la ciencia en tanto
edificio, es como si la arquitectura tratara de extender su campo de estudio
para dar cuenta también de las bases geologicas en que tienen que asentarse,
por necesidad, sus construcciones.”

Se puede apreciar en la cita anterior que para Ferreirds la Metamatemdtica
es la disciplina matemaética que estudia los fundamentos de la matematica
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usando métodos matematicos. ;Cudales métodos? Precisamente los métodos
de la Légica matematica, los cuales en la actualidad estan clasificados como
se dijo anteriormente en: Teoria de conjuntos, Teoria de modelos, Teoria de la
demostracion, Computabilidad, etc. Siguiendo el parrafo citado de Ferreirds y
el contenido de los textos “Introduccion a la Metamatemdatica” de Kleene [Kle]
e “Introduction to Mathematical Logic” de Mendelson [Me| quiza se pueda
decir que en la actualidad “Légica Matematica” y “Metamatematica” son dos
nombres distintos para designar la misma rama de la ciencia matematica.

Es importante resaltar también que tal vez se pueda decir que una parte
importante de los teoremas de cada rama de la Légica matemética (por no
decir que todos) tienen al menos dos “dimensiones”: Por un lado se pueden
estudiar como teoremas matemaéticos, sin més nada (sin otro valor agregado),
y por otro lado se pueden usar (aplicar) como un método (o como resultados)
para estudiar los fundamentos de la propia matemaética, para hacer filosofia
de la matematica. A continuacién se presentan algunos ejemplos:

Ejemplo 1: El “Teorema de Ramsey” finito, infinito y para arboles (Teo-
rema de Halpern-Lduchli), estas tres versiones del Teorema de Ramsey se
pueden estudiar y valorar (aplicarlos a diversas ramas de las matemaéticas,
por ejemplo) como tres teoremas matemadticos de combinatoria finita y de
combinatoria infinita (respectivamente), y més nada, pero también ellos han
sido y son utilizados para probar teoremas metamatematicos, teoremas de
fundamentos de la matematica o de filosofia de la matematica como por
ejemplo: (1) Decibilidad: Ramsey prob6 con su teorema en 1930 que un
fragmento especifico de la Légica de primer orden es decidible [Ral, este es
un resultado valioso con respecto a dicha légica pues se sabe, por el Teo-
rema de Indecibilidad de Church de 1936, que la misma es indecidible en
general [[Dal, pp. 89-115], [[Me], pp. 222]. Y (2) las demostraciones de que
el Teorema del Ideal Primo no implica al Axioma de eleccién que hicieron
Halpern (1964) en la “Teorfa axiomadtica de conjuntos con atomos” (ZFA),
y Halpern y Levy (1967) en la “Teoria axiomatica de conjuntos de Zermelo-
Fraenkel, sin el Axioma de eleccién” (ZF). Estas pruebas son importantes
para la filosofia de la matematica pues el Axioma de eleccién es uno de los
mas importantes principos de la matemaética, y ademds, como el Axioma
del eleccion implica al Teorema del Ideal Primo tales resultados permiten
concluir que dicha implicacion es estricta, es decir, el Axioma de eleccion
es un principio matematico mas fuerte que el Teorema del ideal primo. En



la prueba de Halpern se us6 el Teorema de Ramsey finito y el “Modelo de
permutaciones totalmente ordenado de Mostowski”. Y en la demostracion
de Halpern y Levy se usé el Teorema de Halpern-Lauchli y el “Modelo bésico
de Cohen”, el cual se construye con el método de construccion de modelos
llamado “forcing de Cohen” y permutaciones [H-L], [[J2], pp. 97-100], [D5].

Ejemplo 2: Otro ejemplo es el principio de combinatoria infinita llamado
“A-Lema” demostrado por Shanin en 1946: Tal resultado puede ser estudi-
ado y valorado como un teorema de combinatoria infinita (aplicarlo a diver-
sas ramas de las matemadticas, por ejemplo), y mas nada, pero el mismo fue
fundamental también para que Cohen demostrara en 1963-1964 que la ne-
gacién de la Hipdtesis del continuo (=HC) es consistente con ZFC (“La Teoria
axioméatica de conjuntos de Zermelo-Fraenkel con el Axioma de eleccién”),
usando el método de construccién de modelos llamado “forcing” [[Ku], pp.
207], [J1], [Col], [Co2], lo cual permitié terminar la prueba de que la HC es
independiente de ZFC, pues ya Godel habia probado en 1938 que la HC es
consistente con ZFC, usando otro método de contruccion de modelos distinto
al forcing de Cohen, “la clase de los conjuntos constructibles de Godel”, L,
[[Ku], capitulo IV], [J1], [[Gol], pp. 191-293]. Y esta independencia de la
HC de ZFC es un resultado de los fundamentos de la matematica o de la
filosofia de la matematica que tiene que ver con el cardinal del conjunto de
los nimeros reales.

Ejemplo 3: Y el ultimo ejemplo tiene que ver con la prueba de la in-
dependencia de la Hipétesis de Suslin de ZFC, un resultado de los funda-
mentos de la matematica o de la filosofia de la matemaética que se refiere
a la estructura del sistema de los nimeros reales, y que se debe a Tennen-
baum(1968), Jech (1967), Solovay-Tennenbaum(1971) y Jensen (1968,1972).
En dicha demostracién de independencia fueron fundamentales los dos princi-
pios de combinatoria infinita llamados “Axioma de Martin” y “Principio Dia-
mante”, y también una caracterizacion de las “Lineas de Suslin” en términos
de “Arboles de Suslin” demostrada por Kurepa en 1935. En estas pruebas
se usaron también los métodos de contruccién de modelos “constructibles de
Godel” y “forcing de Cohen” [[J3], pp. 216-232]. Tales principios combina-
torios y la caracterizacion pueden ser estudiados y valorados en combinatoria
infinita demostrando teoremas con los mismos (aplicarlos a diversas ramas
de las matematicas, por ejemplo), sin mas nada, pero en este caso también
fueron muy valiosos para la Filosofia de la matemaética, para el estudio de los



fundamentos de la matematica, pues permitieron demostrar que la Hipdtesis
de Suslin es independiente de ZFC.

El término “Metamatematica” fue usado por Hilbert (inicios del siglo XX)
para designar su Programa formalista de fundamentacion de la matematica
platonista de finales del siglo XIX, también lo llamé “Teoria de la demostracién”
[[Kle], pp. 59], [[Hil], pp. 53]. El significado actual de “Metamatematica” se
parece en algunos aspectos al original de Hilbert pero difiere en otros, por
ejemplo en algunos métodos que se usan, en la concepcion de la filosofia de la
matematica y en la finalidad del mismo. Estas variaciones experimentadas
a través del tiempo por la metamatematica tal vez son consecuencia o se
manifiestan en los siguientes dos aspectos (entre otros):

(1) La demostracién de los teoremas de Incompletitud de Godel de 1931
[[Gol], pp. 45-89], de Indecibilidad de Church de 1936 y de Indefinibilidad de
Tarski de 1936 [[Me], pp. 154-224] que afectaron severamente el éxito total
del Programa original de Hilbert sobre los fundamentos de la matematica
platonista, por ejemplo hoy en dia ya no se busca “El fundamento de la
matematica” con la metamatematica como si era la finalidad de Hilbert con
su programa original, eso ya no es el objetivo de dicha ciencia, tampoco los
métodos de la metamatematica hoy en dia tienen que ser necesariamente
finitos como Hilbert lo propuso originalmente, pueden ser finitos o transfini-
tos (por ejemplo), también contemporaneamente con la metamatemética se
estudian problemas de fundamentos de la matematica mas especificos que el
problema general del Programa original de Hilbert los cuales se abordan desde
algunas de las ramas mencionadas de la Logica matematica, como por ejem-
plo (a) problemas de consistencia relativa o independencia de los axiomas de
una teoria matemética especifica formalizada, (b) problemas de independen-
cia de términos primitivos de una teoria matematica especifica formalizada,
(c) las propiedades de correccién, completitud, consistencia, decibilidad, ca-
tegoricidad, etc, de teorias matemaéticas especificas formalizadas, (d) técnicas
de construccién de modelos, (e) fundamentos de métodos computacionales
especificos, (f) resolver problemas abiertos especificos de cada una de las ra-
mas de la l6gica matematica ( Teoria de conjuntos, Teoria de modelos, Teoria
de la demostracion, Computabilidad, etc) que en principio no se le ve relacién
directa con el estudio de los fundamentos de la matematica, pero que en dicha
rama son importantes, etc.



Y (2) el enorme desarrollo de la Légica matemética: Por ejempo han ocu-
rrido nuevos descubrimientos y demostraciones de muchos resultados Légicos
matematicos que aportan nuevos métodos de investigacion a dicha ciencia.

Como se dijo anteriormente, en este trabajo se estudiaran cuatro topicos
de la Metamatematica o de la Loégica matemética desde una perspectiva
matematica y filoséfica: Ultraproductos, La Propiedad de Interpolacion de
Craig, Algebms booleanas vy Ordenes parciales separativos. Y se analizara
la importancia de los mismos para el estudio de los fundamentos de la
matematica, desde el punto de vista del platonismo matematico. Ultra-
productos es un método de construcciéon de modelos que se estudia (por
ejemplo) en Teoria modelos y Teoria de conjuntos. La Propiedad de Inter-
polacién de Craig es una propiedad de la Légica de primer orden (y de otros
sistemas 16gicos) que se estudia (por ejemplo) en Teoria de modelos, Teoria
de modelos abstracta, Teoria de la demostracion, Computabilidad y Teoria
de conjuntos. Las Algebras booleanas se estudian (por ejemplo) en Teoria
de modelos, Teoria de conjuntos y Computabilidad. Y los Ordenes parciales
separativos se estudian (por ejemplo) en Teoria de conjuntos y Teoria de
modelos. También se dijo anteriormente que el estudio matematico de tales
topicos se realizara en el contexto de la Teoria de Modelos. Con respecto a la
Teoria de Modelos se puede afirmar que segin Chang y Keisler [[Ch-K], pp.
1] y Manzano [[Ma], pp. 31] la frontera entre dicha teorfa y el Algebra Uni-
versal es difusa. Siguiendo a tales autores se entendera en esta investigacién
que:

Algebra Universal 4+ Légica = Teoria de Modelos

Se trabajara en Teoria de modelos desde el punto de vista del plato-
nismo matemaético, un platonismo matematico que quiza es muy parecido al
que usan Chang y Keisler en su texto “Model Theory” [Ch-K], es decir, se
hard Teoria Modelos usando informalmente como principios matematicos los
axiomas de ZFC. Preguntas: ;Esta bien fundamentada ZFC? ; Esta bien fun-
damentado el método que se usara para hacer Teoria de Modelos en este tra-
bajo? ;Es consistente y completa ZFC? ; Es indispensable ZFC para nuestras
mejores teorias cientificas (ciencias naturales)? En la siguiente seccién (2) se
tratard de explicar estas preguntas y también las siguientes: ;jen qué consiste



el platonismo matematico? ;cual es la relacion que existe entre el platonismo
matematico, los fundamentos de la matematica y ZFC? ;Hoy en dia existe
un fundamento matemético y/o filoséfico para el platonismo matemaético?
JEn qué consiste el platonismo matematico moderado de Bernays? ;Cual es
la escala de Bernays del platonismo matemético moderado?. Ademas de in-
tentar responder las preguntas mencionadas anteriormente, el autor de este
trabajo tratarda de presentar en la seccién 2 algunos argumentos filoséfico-
matematicos a favor de la idoneidad cientifico-matemaética del método que
usan la mayoria de los matematicos profesionales en la actualidad para hacer
investigacién matemaética, es decir, para hacer su trabajo matemaético (‘“el
quehacer matemaético cotidiano”), dicho método fue descrito por Bernays
en 1934 como “platonismo matematico moderado”, y el mismo tiene una
infinita variedad de gradaciones (la cual se llamard en esta investigacién
“La escala de Bernays del platonismo matemdatico moderado”). En dichos
argumentos filoséfico-matematicos que se intentaran ofrecer a favor del “pla-
tonismo matemaéatico moderado” en algunos casos se recurrira a los articulos
de Godel donde dicho autor expone su concepcién platonista sofisticada de
la matematica, “; Qué es el problema del cardinal del continuo de Cantor?”
(1947) [Go2] y “La légica mateméatica de Russell” (1944) [Go4], al articulo
de Neumann, “El Matematico” (1947) [Nel, y a la descripcién de la con-
cepcién platonista sofisticada de la matematica de Godel que hace Horsten
en su articulo “Philosophy of Mathematics” (2012) [Hor], se hara énfasis en
la concepcion de la matematica de Godel mas que en la Neumann, la razén
de esta eleccién quiza tiene que ver con la concepcion metafisica u ontolégica
sobre la matematica que tiene el autor de este trabajo. También se consi-
derard a Hilbert y a Quine-Putnan. Es importante destacar que el autor
de esta investigacion esta consciente de que el problema de los fundamentos
de la matematica no tiene porque interesarle a todo matematico, pues, en
principio, es un problema de Filosofia de la matematica, y no un problema
matematico.

Como se dijo anteriormente la teoria axiomética de conjuntos ZFC se
usara informalmente en este trabajo, sin embargo es concido que la misma se
puede formalizar como una teoria axiomatica en primer orden: Los axiomas
l6gicos son los del “Caélculo de predicados de la logica clasica de primer
orden”, por ejemplo los que estan descritos en los textos [E1], [Ch-K] y [D1],
entre otros. Y los axiomas propios son: Axioma de extensionalidad, Axio-
ma del conjunto vacio, Azioma de pares, Azioma de la union, Axioma del



conjunto de partes, Arioma de reemplazo, Azioma de comprension (o de se-
paracion), Azioma del infinito, Azioma de fundamentacion o de reqularidad y
Axioma de eleccion. Una descripcion de tales axiomas se puede encontrar en
los textos [D2], [J1] y [E2], entre otros. El estudio matematico y matematico-
filosofico riguroso de ZFC se hace especialmente en la rama de la Logica
matematica que se llama “Teoria de conjuntos”, por ejemplo en los textos
[D2], [E2], [H-J], [Ku], [J1], [J4] y [Me], entre otros.

También en la Teoria de modelos se estudian algunos aspectos matematicos
y matematico-filoséficos importantes de ZFC y de la Teoria de conjuntos en
general, en el texto [Ch-K], entre otros, por ejemplo en esta investigacién se
estudiardn tres importantes teoremas relativos a cardinales grandes (cardi-
nales inaccesibles y cardinales medibles) en el &mbito de la Teoria de modelos
siguiendo (principalmente) al texto [Ch-K]. Otros estudios rigurosos que se
hacen de ZFC y de la teoria de conjuntos en general provienen de la filosofia,
por ejemplo de las fuentes (entre otras) [B-PJ, [Hil], [Ber], [Q1], [Q2], [Q3],
[Mad], [Hor], [To]. La primera formulacién de ZFC se debe a Zermelo en
1908 [[Hij], pp. 199-215], y en el perfeccionamiento posterior de la misma
influyeron Skolem, Fraenkel y Neumann, entre otros, hoy en dia ZFC con-
tinda evolucionando, informaciéon sobre el desarrolo histérico de ZFC desde
su surgimiento hasta la actualidad puede encontrarse (entre otros) en las
fuentes [To|, [Mad], [J5], [Ba], [Mol], [Mo2], [Mos|, [Gar], [J1], [J2], [AJ] ¥
[D4].

Ahora bien, teniendo presente que anteriormente se dijo cual es el objetivo
de esta investigacion y cual es metadologia que se utilizara, es pertinente
preguntarse ahora ;Cual es la contribucion principal de este trabajo?. La
respuesta se puede dividir en cuatro partes:

(1) La primera contribucién de este trabajo es que en el mismo se pre-
sentan demostraciones detalladas y rigurosas de teoremas importantes de la
l6gica matematica relacionados con los ultraproductos, con la propiedad de
interpolacion de Craig, con los ordenes parciales separativos y con las algebras
booleanas, los cuales son de gran utilidad para el estudio de los fundamen-
tos de la matematica desde el punto de vista del platonismo matematico. Y
luego se aplican algunos de dichos teoremas para investigar problemas de fun-
damentos de la matematica, las aplicaciones que se hacen son demostradas
rigurosamente y en detalle. Se hace explicito el por qué el problema que se
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esta estudiando es un problema de fundamentos de la matematica, cuestion
que no es comun encontrar en la bibliografia consultada.

Casi todas las demostraciones que se realizan en este trabajo son cono-
cidas, son clasicas, pero en algunos casos importantes se escriben versiones
propias usando ideas y ejemplos de varios textos y del autor de este trabajo
(el Teorema fundamental de ultraproductos, el Teorema de Interpolacién de
Craig para la Logica proposicional, el Teorema de Interpolacién de Craig para
la Légica de Primer orden, entre otros). El ultimo teorema que se demues-
tra, “Todo orden parcial separativo se puede extender a una algebra booleana
completa”, es un importante teorema muy conocido y la demostracién que se
hace aca es original del autor de este trabajo, mas rigurosamente, la prueba es
original de Jech pues el formula las definiciones de las operaciones booleanas
sobre cortaduras regulares de un orden parcial separativo en sus textos “Set
Theory” (1978) [[J3], pp. 152-153] y “Set Theory” (2000) [[J1], pp. 82-
83], pero Jech no demuestra que tales operaciones satisfacen los axiomas de
algebra booleana, Jech deja esa labor para el lector de sus libros, y el autor de
este trabajo usando ideas propias hace la demostracion rigurosa y detallada
de que tales operaciones satisfacen los axiomas de algebra booleana.

(2) La segunda contribucién de este trabajo es que en el mismo se hace
explicito el por qué los métodos usados en las demostraciones son platonistas,
es decir, se hace explicito la conexion de los métodos logicos-matematicos
usados en las pruebas (los cuales son métodos mateméticos) con la filosofia
platonista de la matematica, algo que no es usual en la mayoria de los textos
de légica matematica consultados.

(3) La tercera contribucién de este trabajo es en el &mbito de la filosofia de
la préctica matematica, pues en el mismo se reflexiona sobre algunos métodos
de dicha ciencia.

(4) Y la cuarta contribucién de este trabajo es con respecto al fomento
de la investigacién futura en Légica matematica (Teoria de conjuntos, Teoria
de Modelos, Teoria de modelos abstracta, Teoria de la demostracion, Com-
putabilidad, etc), Fundamentos de la matemaética, Filosofia de la matemaética,
Filosofia de la practica matematica, etc, pues en el mismo quedan sugeridos
varios problemas interesantes en tales tematicas que pueden convertirse en
proyectos de investigacion futura.

11



El orden expositivo del trabajo es el siguiente:

En la siguiente seccién (2) se intentard responder las siguientes preguntas:
JEn que consiste el platonismo matematico? ;Cdémo se relaciona el plato-
nismo matematico con los fundamentos de la matematica y con ZFC? ; Es
ZFC consistente y completa? ; Hoy en dia existe un fundamento matematico
y/o filoséfico para el platonismo mateméatico? ;Cudl es la escala de Bernays
del platonismo matematico moderado? ;Cudl es la relacion entre el “quehacer
matematico cotidiano” y el platonismo matematico moderado de Bernays?.

En la siguiente seccién (3) se estudiard el método de construccién de
modelos llamado ultraproductos en el contexto de la Teoria de Modelos si-
guiendo principalmente el texto de Chang y Keisler [[Ch-K], pp. capitulo
4], esto significa que como se dijo anteriormente se usard informalmente
la Teoria axiomética de conjuntos de Zermelo-Fraenkel con el Axioma de
eleccién (ZFC) tal como es presentada y desarrollada en los textos [D2], [E2],
[H-J], [J1], [J3] ¥ [Ku], entre otros. Se trabajara entonces en el contexto del
platonismo matematico, en un grado fuerte de platonismo, segin la escala
de Bernays del platonismo matematico moderado (como se explicard en la
seccion 2).

El método de ultraproductos fue inventado por Skolem (1930) y desar-
rollado luego por Los (1955) [Ch-K] [Lo], y desde entonces se ha utilizado
en los estudios de matemética (Analisis matemédtico, Teoria de la medida y
probabilidades, Topologia, Teoria de numeros, etc [[Cor|, pp. III]), y de los
fundamentos de la matemaética [J1],[D3], [Ch-K], [Mal, siendo el mismo de
gran utilidad para tales fines.

El estudio se realizard en el siguiente orden expositivo: En las subsec-
ciones 3.2 y 3.3 se definiran las nociones y resultados necesarios para cons-
truir los ultraproductos, por ejemplo: Filtro, ultrafiltro, el Lema de Zorn, el
Teorema del Ultrafiltro, Lenguajes de primer orden, Estructuras o interpreta-
ciones, relaciones entre estructuras (subestructura, isomorfismo, inmersién
elemental, elementalmente equivalentes, etc), satisfacibilidad y verdad en
una estructura, etc. En la subseccién 3.4 se definiran los ultraproductos y se
demostrara el Teorema fundamental de los ultraproductos (Teorema de Los)
siguiendo ideas principalmente de [[Ch-K], capitulo 4], [[J1], parte I(12)] y
[[Me], pp. 129-138]. Y algunas ideas del autor de este trabajo.
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En la subseccion 3.5 se describiran las demostraciones de algunos teoremas
cuya prueba se realiza usando el Teorema fundamental de los ultraproduc-
tos: Una prueba directa del Teorema de compacidad (I tiene un modelo si y
sélo si cada subconjunto finito de I' tiene un modelo) y tres teoremas sobre
cardinales grandes, especificamete sobre cardinales medibles ((i) Compacidad
débil: Una version de Compacidad para logicas infinitarias cuyo cardinal es
un cardinal medible, (i) Si un cardinal k es medible, entonces k es un car-
dinal inaccesible y existen k cardinales inaccesibles menores que k,y (iii) Si
existe un cardinal medible, entonces el Azioma de constructibilidad es falso).
Vale la pena resaltar que las iltimas pruebas mencionadas sobre cardinales
medibles usan légicas infinitarias y /o fragmentos de la Légica de segundo or-
den, ademds que las mismas se realizan utilizando ideas (principalmente) de
[[Ch-K], capitulo 4]. También se hace un esbozo de la construccién del cuerpo
ordenado no arquimideano de los Hiper-Reales y del Anélisis no estandar de
Robinson [Robl], a partir del Teorema de compacidad siguiendo (principal-
mente) a [[Mal, pp. 225-232] y [Cor|. Y en la dltima subseccién 3.6 se hacen
algunas consideraciones matematicas, metamatematicas y filoséficas sobre
los ultraproductos, compacidad, Anélisis no estdndar y cardinales medibles.

En la siguiente seccién (4) se estudiard la Propiedad de Interpolacién
de Craig. El objetivo de esta seccion es presentar dos demostraciones del
Teorema de Interpolacion, una para la Légica proposicional y otra para la
Légica de primer orden, y luego se conectaran tales resultados con el estudio
de los fundamentos de la matematica, de la filosofia de la matematica. Am-
bas demostraciones se realizan en el contexto de la Teoria de Modelos. El
Teorema de Interpolacién afirma que si ¢ y 1 son féormulas, y ¢ no es una
contradiccién, y ¢ no es vélida, y 1 es una consecuencia légica de ¢ (¢ |= 1),
entonces existe una féormula ¢ que estd escrita en un lenguaje comin al de ¢

yvtalque p =0y d 1.

El Teorema de Interpolacion fue demostrado por primera vez para la
Légica de primer orden por William Craig en 1957 ([C1], [C2]), y desde
entonces se ha investigado la posibilidad de generalizarlo y aplicarlo. Dicho
teorema tiene aplicaciones en Teorfa de la Demostracién ([C2], [F]), Teorfa
de Modelos Abstracta ([Val], [F]), Ciencias de la Computacién ([T], [Am]),
Légica Modal ([Ga-Mak], [Hoo]), Légica Intuicionista ([Ga-Mak|, [Hoo]),
Filosoffa de la ciencia ([Ga-Mak], [Hool), etc.
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Existen distintas pruebas del Teorema de Interpolacién para la logica
proposicional que aparecen en la bibliografia sobre el tema. En este trabajo
se realizard una demostracién que es constructiva (platonista matemética
moderada constructiva, en el sentido de Bernays, seccion 2) y usa el Principio
de induccién matematica utilizando ideas de una prueba que se encuentra en
[[Hu], pp. 79-80], entre otros, y algunas ideas y ejemplos del autor de este
trabajo. Es importante destacar que el autor de esta investigacién no conoce
la fecha exacta de la demostracién del Teorema de Interpolaciéon para la
Légica proposicional, en consecuencia no sabe si se demostré antes o después
de la prueba de Interpolacién de Craig para la Légica de primer orden.

También existen distintas pruebas del Teorema de Interpolacion para la
Légica de primer orden [Val], por ejemplo pruebas con métodos de Teoria
de la demostracién ([C1] y [C2], 1957), pruebas con métodos de la Teoria
de Modelos (por ejemplo [Hen2], 1963) y pruebas con métodos de Teoria de
juegos y Teorfa de conjuntos (por ejemplo Svenonious, 1965, [Val]). En este
trabajo se realizard una demostracién en el contexto de la Teoria de modelos
utilizando ideas de una prueba que se encuentra en [[Ch-K], pp. 87-89] que
es original de Henkin (1963) [Hen2], ella se hace utilizando otro método
de Henkin (1949) [Henl] de construccién de modelos a partir de constantes
con el cual dicho autor probd el Teorema de completitud de Godel en 1949
(con tal método se puede construir un modelo para una teoria 7' que sea
consistente) generalizado con la nocién de “Par de teorias inseparables”, lo
cual proporciona un nuevo método de construccién de modelos para la unién
de dos teorias T7 U T3, donde T y T5 son inseparables y consistentes. Dicha
demostracion se realiza por reduccion al absurdo usando el Principio del
tercero exluido y el resto de los axiomas de ZF, no requiere del Axioma de
eleccion. Por lo tanto es una demostracién platonista, en un grado no tan
fuerte de platonismo segun la escala de Bernays del platonismo matematico
moderado (se explicard en la seccién 2). La prueba que se realizard acd usa
también ideas y ejemplos del autor de este trabajo.

Segin Feferman [F|, a pesar de la aparente simpleza del Teorema de
Interpolacion de Craig éste es una propiedad logica central que se ha utilizado
para revelar una profunda armonia entre la sintaxis y la seméantica de la

Légica de primer orden.

Dos consecuencias muy conocidas del Teorema de Interpolacién de Craig
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son el Teorema de definibilidad de Beth (1953) y el Teorema de consistencia
de Robinson (1956), también el Teorema de consistencia Robinson implica
al Teorema de Interpolacion de Craig, es decir, ambos Teoremas son equi-
valentes. Y una mejora del Teorema de Interpolacion de Craig es el Teorema
de interpolacién de Lyndon (1959) [[Ch-K], pp. 92-93]. En este trabajo
se presentara una demostracion de Teorema de definibilidad de Beth y otra
demostracion del Teorema de consistencia de Robinson a partir del Teorema
de Interpolacién de Craig siguiendo el texto [[Ch-K], pp. 90-91], entre otros.

La revisién de bibliografia especializada sobre la Propiedad de interpo-
lacién Craig revela que tal tema es bastante amplio y profundo, abarca (como
se dijo antes) Teorfa de la demostracién, Teoria de modelos abstracta, Cien-
cias de la Computacion, Légica Modal, Logica Intuicionista, Logica de la
relevancia, Filosofia de la Ciencia, etc. Por ejemplo un aspecto de la in-
vestigacion es si dicha propiedad la cumplen otros sistemas l6gicos (Légicas
infinitarias, légicas con cuanificadores generalizados, logica de segundo orden,
légicas no clésicas, etc), y se han obtenido resultados positivos y negativos al
respecto. En esta seccion se presentard un breve resumen sobre este impor-
tante tema. Algunas de estas investigaciones se pueden desarrollar sélo con
ZF (y puede ser que con menos grados de platonismo matemético moderado),
pero existen otras, por ejemplo las que se refieren a la Teoria de modelos
abstracta que usan el concepto de “Sistema Logico” o “Logica abastracta” el
cual requiere minimo de todo ZFC, de modo que Teoria de modelos abstracta
es platonista matematica moderada en un grado fuerte, segin la escala de
Bernays del platonismo matemético moderado (se explicard en la seccién 2).

El orden de presentacién de la seccion es siguiente: En la siguiente sub-
secciéon 4.2 se describird la demostracién del Teorema de Interpolacién para
la Logica proposicional. En la subseccién 4.3 se describird la demostracion
del Teorema de Interpolacion para la Logica de primer orden. En la sub-
secciéon 4.4 se describiran las demostraciones del Teorema de definibilidad de
Beth y del Teorema de consistencia de Robinson. En las subseccién 4.5 se
presentard un breve comentario sobre algunas generalizaciones del Teorema
de interpolacién Craig a otros sistemas logicos. En la subseccion 4.6 se pre-
sentard un breve comentario sobre una caracterizacion de la légica infinitaria
L,,., usando interpolacion en el contexto de la Teoria de modelos abstracta.
En la subseccion 4.7 se presentard un breve comentario sobre dos problemas
abiertos en Teoria de modelos abstracta relacionados con la Propiedad de
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Interpolacién. Y en la tltima subseccién 4.8 se presentaran algunas consi-
deraciones matematicas, metamatematicas y filoséficas sobre la Propiedad
de interpolacién de Craig.

Y por ultimo, en la secciéon 5, se estudiara una relacién entre las Algebras
booleanas y los Ordenes parciales separativos. El objetivo principal de esta
seccion es presentar una demostracion de que las cortaduras regulares de
un orden parcial separativo forman un &algebra booleana completa. Tal re-
sultado es muy conocido y existen pruebas del mismo, por ejemplo pruebas
topoldgicas en [[Ku|, pp. 63-64] y [[Ja], pp. 258-275] . Y una prueba de que
los abiertos regulares de un espacio topoldgico forman un algebra booleana, lo
cual esta estrechamente vinculado con este hecho, puede encontrarse también
en [[Hal|, pp. 12-16].

Sin embargo, el desrrollo de la prueba que se presentara aca es propio
del autor de este trabajo y se basa en la demostracién ofrecida por Jech en
[[J1], pp. 81-83] y [[J3], pp. 152-154], por ejemplo usa las definiciones de
las operaciones booleanas entre cortaduras regulares que se hace en [[J1], pp.
81-83] y [[J3], pp. 152-154]. En tales libros se formulan las definiciones y se
enuncia el Teorema, pero no se hace explicito el por qué las mismas satisfacen
las propiedades de algebra booleana, Jech deja ese trabajo al lector, aqui se
realiza una demostracion de tal hecho usando ideas propias del autor de este
trabajo.

El resultado de que a cada orden parcial separativo le corresponde una
tunica (salvo isomorfismo) algebra booleana completa, que se demuestra en
este trabajo, se puede extender a todo orden parcial, y es conocido que el
algebra booleana completa de las cortaduras regulares de un orden parcial
es isomorfa al algebra booleana completa de los abiertos regulares de un
espacio topolégico inducido por tal orden parcial ([J1], [J3], [[Bel2], pp. 3-4],
[Ku], [Ja], entre otros). Entre el orden parcial y su correspondiente dlgebra
booleana completa asociada existe una relacién de “inmersién densa”, dicha
relacion es importante desde el punto de vista matematico, metamatematico
y filoséfico (de la matematica) pues permite inferir (entre otros) que las dos
versiones del forcing més usadas contemporaneamente, forcing con ordenes
parciales y forcing con algebras booleanas completas son equivalentes, es
decir, producen los mismos modelos de ZFC [[Ku], pp. 221-222|, [[J3], pp.
154-156].
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Es conocido que el método de forcing de Cohen [Col], [Co2] es de gran
utilidad (desde su creacién en 1963-64) para realizar pruebas metamatematicas
de Teoremas metamateméticos (independencia o consistencia relativa) y también
para realizar pruebas metamatematicas de Teoremas matematicos [Solovay].
En consecuencia, el método de forcing es importante para estudiar la propia
matematica y también para estudiar los fundamentos de la matemaética, la
filosofia de la matemaética. Por lo tanto el resultado matematico que se
demostrara en esta seccidén también es valioso para los estudios de los funda-
mentos de la matematica y de la filosofia de la matematica, desde el punto de
vista del platonismo matematico, porque el forcing es un método platonista
matematico, en un grado fuerte de platonismo, segin la escala de Bernays
del platonismo matematico moderado (se explicard en la seccién 2). Es un
método platonista matematico moderado fuerte porque el usa (minimo) a
ZFC. Abundantes ejemplos de la aplicaciéon de dicho método en distintas
versiones contempordneas (con ordenes parciales o con édlgebras booleanas)
pueden encontrarse en los textos [Kul, [J1], [J3], [J4] y [Bel2]. En tales ejem-
plos se podra apreciar que los ordenes parciales o las algebras boolenas que
se usan en la aplicacion del forcing para resultados relevantes tienen cardinal
mayor o igual que Ny y ademas son estructuras infinitas actuales complejas
que requieren de todo ZFC para definirlas y para operar con las mismas.

El orden de exposicién serd el siguiente: En la siguiente subseccién 5.1 se
presentard la definicion de algebra booleana y se describiran algunos ejem-
plos clasicos. En la subseccion 5.2 se definird Orden parcial separativo y
se describirdn algunos ejemplos clasicos. En la subseccion 5.3 se definiran
las operaciones booleanas para las cortaduras regulares de un orden par-
cial separativo y se demostrara que la estructura resultante es un algebra
booleana. Y en la tltima subseccién 5.4 se presentardan algunas considera-
ciones matemadticas, metamatematicas y filoséficas sobre el contenido de esta
seccion.

Para finalizar con esta introduccion se informa que en toda esta investi-
gacion se suponen los conceptos basicos de la Teoria axioméatica de conjuntos
de Zermelo-Fraenkel (ZFC) tal como son presentados y desarrollados en los
textos [D2], [E2], [H-J], [Ku], [J1] y [J3], entre otros.
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2 El Platonismo matematico, los Fundamen-
tos de la matematica y ZFC

JEn que consiste el Platonismo matematico? ;Cémo se relaciona el Plato-
nismo matematico con los Fundamentos de la matemaética y con ZFC? ; Esta
bien fundamentada ZFC? ;Es consistente y completa ZFC? ;Es indispen-
sable ZFC para nuestras mejores teorias cientificas (ciencias naturales)?
Hoy en dia existe un fundamento matematico y/o filoséfico para el Plato-
nismo matematico? ;En qué consiste el Platonismo matematico moderado
de Bernays? ;Cudl es la escala de Bernays del platonismo matematico mo-
derado? ;Cuadl es la relacion entre el “quehacer matematico cotidiano” y el
Platonismo matemaéatico moderado de Bernays?.

Segun la biliografia consultada Bernays fue el primero en usar (1934) el
término “platonismo” en las matematicas en su articulo “El Platonismo en
Matemdtica” [Ber|]. En dicho ensayo Bernays dice: “Dado que esta tendencia
se baso especialmente en la filosofia de Platon, me permito llamarla “pla-
tonismo”” [[Ber|, pp. 16]. A continuacién se intentard describir el platonismo
en mateméticas con el apoyo de Bernays [Ber|, Ferreirés [Fe2|, Aleman Pardo
[AA], Mosterin y Torretti [M-T] y Mosterin [Mos], entre otros. Y también se
intentard responder el resto de las preguntas planteadas en el parrafo anterior.

Se puede afirmar que para Bernays [Ber] y Ferreirds [Fe2], entre otros, el
platonismo matemaético es el método peculiar (“el modo de razonar”) que se
usa para la investigacion matemaética en el Anélisis matemaético, en la Teoria
de conjuntos, en el Algebra moderna y en la Topologia, entre otras disciplinas
matematicas. Existen varias modalidades de platonismo matemaético que
se pueden encontrar descritas en la bibliografia. Por ejemplo para Bernays
hay “Platonismo absoluto”, “Platonismo moderado” y “Platonismo construc-
tivo” [[Ber], pp. 9,10,11], més adelante se decribira brevemente a los mismos.
Y para Ferreirds hay “Platonismo interno” y “Platonismo externo”, dicho au-
tor explica en que consisten ambos tipos de platonismo en las siguientes citas:
(a) “Platonismo interno o propiamente matemadtico: es cardcteristico de
las teorias de la matemdtica abstracta o moderna, donde se hace referencia a
elementos cuya existencia se postula y se considera dada, se podria hablar de
existencia ideal. Y (b) “Platonismo externo, ontoldgico, o propiamente
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filoséfico (una de las posibles interpretaciones filosdficas de la matemdtica,
en particular de la caracteristica antes senalada de la matemdtica abstracta):
consiste en la afirmacion de que los objetos matemdticos gozan de una exis-
tencia real, andloga en algin sentido (aunque diferente) a la existencia de
los objetos fisicos” [[Fe2], pp. 2].

Para complementar la descripcién de Ferreirds, se coloca una cita de
Aleman Pardo quien describe al platonismo matemaético de una manera que
hace explicito un importante aspecto epistemoldgico del mismo, es decir, “la
necesidad de la intuicion intelectual” para conocer las entidades matematicas
(como por ejemplo lo planteaba Gddel [Go2|, [Hor]), algo que se considera

fundamental y no esté presente en el parrafo anterior de Ferreirds: [AA, pp.
16]

“Para el platonismo, la realidad que describen (verdadera o falsamente)
los enunciados logicos y matemdticos no es la realidad empirica que percibi-
mos a través de nuestros organos sensoriales. Se trata de una realidad ideal,
abstracta, no perceptible por los sentidos, sino mediante una facultad es-
pecial de la razon llamada comumnente “intuicion intelectual”. La natu-
raleza especial de los objetos logico-matemdticos como entidades no espacio-
temporales requiere postular correlativamente (al menos en algunas versiones
del platonismo) un tipo especial de via de acceso cognoscitivo a tal tipo de
objetos; de ahi la apelacion a la intuicion.”

Bernays en [[Ber|, pp. 15-16] describe al platonismo matematico de la
siguiente manera:

“Tales modos de razonar (peculiares al andlisis y a la teoria de conjuntos)
se aplicaron por primera vez sistemdticamente para dar una forma rigurosa
a los métodos del cdlculo. [de acuedo con éstos], los objetos de una teoria se
tratan como elementos de una totalidad tal que permite razonar como sigue/:
Para cada propiedad expresable usando las nociones de la teoria, es un hecho
objetivamente determinado st hay o no un elemento de la totalidad que posea
tal propiedad. Asi mismo, se sigue de este punto de vista que o bien todos
los elementos de un conjunto poseen una determinada propiedad , o bien hay
al menos un elemento que no la posee”.

También Bernays en [[Ber], pp. 20] dice lo siguiente:
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“No resulta exagerado afirmar que el platonismo reina actualmente en la
matemadtica”.

Con respecto a la segunda cita de Bernays se puede decir que aunque
fue escrita en 1934 tal vez lo afirmado por el autor siga siendo cierto en la
actualidad, lo que se escribe en el resto de toda esta secciéon quiza explica el
porqué.

Siguiendo a Bernays [Ber| y [Fer2] se puede afirmar que ZFC es una teoria
platonista matematica, con un grado fuerte de platonismo porque [[Fer2],
pp. 9] : “no solo consiste en admitir el infinito actual en su forma mds
elemental, 1a totalidad de los niimeros naturales”; si no que “asume un
supuesto mas fuerte que consiste en la admision de las nociones de conjunto
y funcion tal como se usan en la matemdtica moderna: lo que suele llamarse
las nociones abstractas, o la idea de conjunto y funciones arbitrarios” . Sin
embargo, ZFC se podria considerar como una teoria platonista moderada
en comparacion con la llamada Teoria de conjuntos ingenua usada en sus
investigaciones matematicas o de fundamentos de la matematica por Can-
tor, Dedekind y Frege (entre otros) hacia finales del siglo XIX [Cal], [Ca2],
[Fre]. La Teorfa ingena de conjuntos se considera una teorfa platonista ab-
soluta, pues en la misma se usaba (entre otros) el Principio de comprensién
intuitivo, “Toda propiedad determina un conjunto”, el cual permité derivar
paradojas como la de Russell, Cantor y Burali-Forti (entre otras) descubier-
tas hacia finales del siglo XIX e inicios del siglo XX [[Lip], pp. 185-186],
[To]. A este Platonismo absoluto tal vez Bernays lo entiende de una manera
parecida a como Ferreirds entiende su Platonismo externo [[Ber|, pp. 20],
pues se correponde con la concepcion de la matematica de Cantor, Dedekind
y Frege, segun la bibliografia consultada, por ejemplo [Mos], [Fe2] y [Ca2].

Zermelo, en su axiomatica original de 1908 para la teoria de conjuntos
(la primera versién de ZFC) [[Hil], pp. 199-215] restringié el Principio de
comprensién intuitivo (entre otros) “para salvar la teoria creada por Cantor
y Dedekind” de las contradicciones [[Gar|, pp. 524|, y por tal restriccién
se puede considerar a ZFC como platonista moderada. La restriccion del
Principio de comprensién intuitivo en la axiomética original de Zermelo se
llama “Axioma III: Axioma de separacion” [[Hil], pp. 202]. La diferencia
entre ambos principios matematicos es descomunal, pues el Axioma de sepa-
racién afirma: Si A es un conjunto y P(x) es una propiedad, entonces eriste
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el conjunto {x € A : P(x)es cierta}. (Para cualquier conjunto A y para
cualquier propiedad P). El Axioma de separacién no afirma que existe el
conjunto {x : P(z)es cierta}, lo cual si es afirmado por el Principio de com-
prensién intuitivo. Y afirmar que existe el conjunto {z : P(x)es cierta} (para
cualquier propiedad P) podria producir “colecciones demasiado grandes”
que pueden implicar contradicciones como por ejemplo “el conjunto de todos
los conjuntos”, “el conjunto de todos los nimeros ordinales”, “el conjunto
de todos los nimeros cardinales”, “el conjunto de todos los conjuntos que no
pertenecen a si mismos”, etc.

Cuando Zermelo publicé su axiomatica original en 1908 escribi6 al inicio
de su articulo:

“La Teoria de conjuntos es la rama de la matemdtica que se ocupa de
wnwvestigar las nociones de “niumero”, “orden” y “funcion” y de desarrollar los
fundamentos logicos de toda la aritmética y el andlisis, por lo tanto constituye
un componente indispensable de la ciencia matemdtica”.

Con esta cita de Zermelo, mas todo lo anteriormente dicho en esta seccién
y en la introduccion de este trabajo, ya se puede apreciar la conexién en-
tre el platonismo matemaético, los fundamentos de la matematica y ZFC.
Simplificando bastante se puede decir que: El platonismo matemaético es la
metodologia de la Teoria de conjuntos, del Anélisis matematico, del Algebra
abstracta, la Topologia, etc. ;Y en qué consiste tal metodologia? Ya han
dado una respuesta casi completa a esta pregunta Bernays y Ferreirds en
citas anteriores. La Teoria de conjuntos ingenua (Platonismo absoluto) de
Cantor, Dedekind, Frege, etc, se uso en el siglo XIX para establecer los Fun-
damentos Logico-matematicos del Calculo diferencial y del Célculo integral
de Newton y Leibniz de segunda mitad del siglo XVII ([To], [Mos|, [Pa-Bal,
[Robl], [Roy], [AL]), por ejemplo se dieron definiciones rigurosas del con-
cepto de “numero real” como clases de equivalencia de sucesiones de Cauchy
de racionales (Cantor) y como cortaduras de racionales (Dedekind) [[E2],
pp. 111-113]. Luego, a finales del siglo XIX e inicios del siglo XX esta funda-
mentacién conjuntista (absoluta) entré en contradiccién con el surgimiento
de las paradojas de Russell, Cantor, Burali-Forti, etc, motivado por uno de
sus métodos: El Principio de comprensién intuitiva. Este acontecimiento se
suele llamar en la bibliografia “crisis de los fundamentos de las matemaéticas”.
Luego se reparé la Teoria de conjuntos ingenua (el Platonismo absoluto) res-
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tringiendo sus métodos, por ejemplo el Principio de comprension de intui-
tivo, mediante una axiomatica ofrecida por Zermelo en 1908, tal axioméatica
se perfecciond y se convirtio en ZFC, donde se puede desarrollar toda la
matematica conocida hasta los momentos y con la cual se puede realizar in-
vestigacién matematica y de los fundamentos de la matematica de gran nivel
(Vale la pena resaltar que existen otras axiomaticas de la teoria de conjuntos
posteriores y distintas a ZFC y que son muy interesantes [[Me], pp. 225-304]:
Por ejemplo “Newmann-Bernays-Gédel” (NBG), “Morse-Kelley” (MK), “La
Teoria de Tipos” (ST), “Dos Teorias de conjuntos Quine” NF y ML, y la
mencionada en la introduccion de este trabajo: “La Teoria de conjuntos con
atomos” (ZFA)).

Sin embargo, con respecto a ZFC y los fundamentos de la matematica
es pertinente la siguiente pregunta ;El problema de los fundamentos de la
matematica esta resuelto con ZFC? Para responder esta interrogante puede
ser 1til (entre otras opciones) conocer la respuesta a otra pregunta planteada
en la introduccion de este trabajo ;Es completa y consistente ZFC? Por los
Teoremas de Incompletitud de Gédel de 1931 [[Gol], pp. 45-89] se conoce
que ZFC es esencialmente incompleta y ademéds que no se puede probar la
consistencia de ZFC con sus propios métodos, de modo que la pregunta
por la consistencia de ZFC es un problema abierto en la actualidad. Tal
vez esto significa que ZFC no se pueda considerar como un fundamento de
las matematicas en el sentido estricto del término. Empero, ZFC se consi-
dera un fundamento razonable para las matematicas en la comunidad logico-
matematica mundial [Mol] al menos por seis razones, segin la opinién del
autor de este trabajo (algunas de las razones que expondré quiza las comparte
[Mol], entre otros):

(1) Todo teorema matematico conocido hasta los momentos se puede re-
formular en el contexto de ZFC y demostrar como un teorema del mismo, en
este sentido ZFC es completa. (2) ZFC es una teoria axiomatica en primer
orden, es decir, ella estd escrita en el marco de la Logica de primer or-
den, y dicha légica tiene (entre otras) las propiedades de Correccién, Com-
pletitud, Compacidad, Lowenheim-Skolem-Tarski hacia abajo y Lowenheim-
Skolem-Tarski hacia arriba, importantes propiedades para la investigacion
matematica que no posee juntas ninguna otra Logica de mayor capacidad
expresiva que la Logica de primer orden [F-T-E], [Li], [Ch-K]. (3) La comu-
nidad matematica universal reconoce los inmensos aportes de la Teoria de
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conjuntos, y en especial de ZFC, al desarrollo de la ciencia matemética y de
los fundamentos de la matematica. (4) En principio, ZFC es completable.
Por ejemplo se puede usar la “intuicién matemética” para descubrir nuevas
verdades conjuntistas y agregarlas a ZFC a los fines de aumentar su capaci-
dad deductiva (Gdodel, [Go2]), agregarlas después de examinarlas rigurosa-
mente y mediante una prueba de consistencia relativa, pues hay que tener
cuidado con las “intuiciones matematicas”, el Principo de comprensién intui-
tivo de la Teoria de conjuntos ingenua confirma la necesidad de tener esta
precaucion. O agregarle nuevos principios con gran poder explicativo (ricos
en consecuencias matematicas importantes) también mediante pruebas de
consistencia relativa. (5) se tiene la esperanza de que ZFC sea consistente,
ya que por ahora no se le conoce ninguna contradiccion, y si apareciera una
contradiccién en la misma, se piensa que ZFC se podria restructurar para
mejor, para avanzar mas, para profundizar méas, para penetrar mas en la
“nocién de conjunto”, en el conocimiento mas verdadero sobre los conjuntos,
y eso es extraordinario ;Existe algin matematico que no quiera aproximar
la verdad matematica?. Y (6) La simplicidad de la Légica de primer orden.

Con las conclusiones parciales obtenidas hasta ahora vale la pena conti-
nuar profundizando en las preguntas ; En que consiste el platonismo matematico?
.Cémo se relaciona el platonismo matematico con los fundamentos de la
matematica y con ZFC? ;Estd bien fundamentada ZFC? ;Es consistente y
completa ZFC? ; Es indispensable ZFC para nuestras mejores teorias cientificas
(ciencias naturales)? ; Hoy en dia existe un fundamento matematico y/o fi-
loséfico para el platonismo matemaéatico? ;En qué consiste el platonismo
matematico moderado de Bernays? ;Cual es la escala de Bernays del pla-
tonismo matematico moderado? ;Cual es la relaciéon entre el “quehacer
matematico cotidiano” y el platonismo matematico moderado de Bernays?.

Anteriormente se hablé del platonismo moderado desde el punto de vista
de la restriccién del platonismo absoluto, en especial de la restriccion del
Principio de comprension intuitivo. Sin embargo vale la pena resaltar que
por platonismo moderado Bernays entiende lo siguiente [[Ber|, pp. 42]:

“al platonista moderado no le interesa en lo mds minimo saber “donde”
existen las entidades matemdticas: en la mente de los hombres, en un paraiso
platonico o en la mente de Dios. De lo que se trata es mdas bien de conocer qué
relaciones formales mantienen las entidades abstractas entre si y respecto de
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los individuos que subsumen, y si es de alguna utilidad asumir la existencia
de entidades caracterizadas por tales relaciones. En este sentido Russell de la
sequnda edicion de los Principia y el propio Godel sostendrian un platonismo
moderado”.

Quiza vale la pena resaltar dos cosas con respecto a la cita anterior: (a)
Para el autor de este trabajo no necesariamente Godel sostendria totalmente
un platonismo moderado en el sentido de Bernays, segtin la bibliografia con-
sultada ([Go2|, [Hor], etc) el platonismo sofisticado y no ingenuo propio de
Godel podria ser mas fuerte que el platonismo matematico moderado descrito
por Bernays. Y (b) Para el autor de este trabajo el platonismo moderado que
describe Bernays en su cita, ampliado con los nuevos métodos de la meta-
matemadtica contemporanea (Hilbert, Tarski, Godel, Cohen, Solovay, Then-
nenbaum, Shelah, Chang, Keisler, Jech, Todorcevié¢, Woodin, etc), nuevos
métodos que se desarrollan en el contexto del platonismo moderado, modela
la manera de trabajar de la mayoria de los matemaéticos profesionales en la
actualidad, modela “el quehacer matematico cotidiano”, en este sentido lo
que dijo Bernays en 1934, “No resulta exagerado afirmar que el platonismo
reina actualmente en la matemdtica”, sigue siendo vigente en la actualidad.

. Cuales son los rasgos mas platonistas de ZFC?. Respuesta: Tal vez se
pueda decir que son tres de sus axiomas: (1) El Principio del tercero exluido
(“Para cualquier proposicién ¢ se cumple que (¢ es verdadera o ¢ es falsa ),
(2) el Axioma del infinito (“Existe un conjunto inductivo”, es decir, “Existe
un conjunto A tal que ) € A y para cada conjunto X, si X € A, entonces
S(X) = XU{X} € A. Notar que como consecuencia de la propiedad
de A que postula el axioma del infinito se cumple que A es infinito. Con
este axioma (princialmente) se puede demostrar que en dicha teoria existe el
conjunto de los nimeros naturales N), y (3) el Axioma de eleccién (“Todo
conjunto tiene una funcién selectora”).

Los tres axiomas antes mencionados son necesarios para desarrollar en
ZFC la Teoria de los niimeros transfinitos ordinales y cardinales de Cantor,
teorfa que llamé Hilbert el “nucleo fundamental” [[Hil], pp.90] de la Teoria de
conjuntos ingenua de Cantor, en el caso del desarrollo de la aritmética trans-
finita cardinal es estrictamente necesario usar el Axioma del eleccion. Desde
sus origenes los nimeros transfinitos ordinales y cardinales de Cantor fueron
fuertemente cuestionados (entre otros) por los matematicos que sostienen la
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Filosofia de la matematica intuicionista (o constructivista), como por ejemplo
Kronecker, Brouwer, Heyting, etc. Alemén Pardo describe al Inticionismo de
la siguiente manera [[AA], pp. 17-18]:

“Frente al descriptivismo, compartido por platonismo y empirismo, aparece
el constructivismo negando directamente la tesis comun a ambos: los enun-
ciados logico-matemdticos no describen ningin tipo de realidad (ni ideal ni
natural) preezistente a la propia actividad constructiva del matemdtico. La
funcion propia de los enunciados logico-matemdticos no es describir, sino
construir formas que pueden ser empleadas en la descripcion de la reali-
dad. Pero la realidad que se alude aqui no es la realidad ideal que pretende
describir el platonico. En este punto el constructivismo coincide con el em-
pirismo: no hay necesidad de postular dos tipos de realidad habitadas por
dos tipos de objetos de naturaleza ontologica heterogénea: objetos empiricos
espacio-temporales y objetos abtractos fuera del espacio-tiempo. Para el cons-
tructivismo no es necesario postular la existencia de objetos fuera del espacio-
tiempo a fin de dar cuenta de la naturaleza de la logica y la matemdtica, pues
st los enunciados logico-matemdticos no funcionan como descripciones, en-
tonces no hace falta postular ninguna clase de objetos que describir.”

.Cémo entender en la cita anterior la expresion “construir formas”?:
“construir formas” significa para los intuicionistas hacerlas matematicamente
usando “procedimientos finitos y efectivamente computables” a partir de los
numeros naturales considerados como ladrillos basicos, entendiendo a los
nimeros naturales como una sucesion infinito potencial (no como un conjunto
infinito actual) [Heyl], [[Hey2], “Una disputacion”, pp. 13-22], [[Hey2], “II.
Aritmética”, pp. 23], [B-P|, [AA]. Un ejemplo de “procedimiento finito y
efectivamente computable” podria ser un procedimiento que se pueda carac-
terizar por una “funcién recursiva” de Gdadel [[Gol], pp. 55-89], [[Me], pp.
174-175].

Con respecto a los nimeros naturales, se puede encontrar en la biblio-
grafia una proposicién muy conocida atribuida al intuicista Kronecker que
quiza valga la pena analizar por si misma en el futuro, pero que sale del
ambito de estudio de la presente investigacién: “ Dios hizo los naturales, el
resto es obra del hombre” [Mart], [[Ma], pp. 245]. Valdria la pena relacionarla
(entre otras) con una afirmacién de Cantor de una naturaleza ontoldgica
(metafisica, teoldgica) parecida a la Kronecker pero quiza mas fuerte: “..los
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numeros enteros existen en el grado sumo de realidad, en tanto separados
como en su totalidad actualmente infinita, en la forma de ideas eternas in
intellectu Divino” [[Fe2|, pp. 1]. También puede ser importante compararla
con otra afirmacion de la misma naturaleza atribuida al atrénomo, filésofo,
ingeniero, matematico y fisico Galileo Galilei (1564-1642): “Las matemdticas
son el lenguaje en que Dios escribio el universo” o “La filosofia estd escrita
en este grandisimo libro que continuamente estd abierto ante nuestros 0jos
(digo: el universo), pero mno puede entenderse si antes mo se procura en-
tender su lengua y conocer los cardcteres en los cuales estd escrito. FEste
libro estd escrito en lenguaje matemdtico, y sus caracteres son tridangulos,
circulos y otras figuras geométricas, sin las cuales es totalmente imposible
entender humanamente una palabra, y sin las cuales nos agitamos vana-
mente en un oscuro laberinto” [[FM], pp. 1426]. También compararla con
una afirmacion de una naturaleza parecida atribuida al fisico y matematico
Isaac Newton (1642-1727) que aparece en la bibliografia consultada como
escrita en su magna obra de 1687 “Philosophia Naturalis Principia Mathe-
matica” (“Principios Matematicos de la Filosoffa Natural”): “Estas palabras
tenia que escribirlas sobre Dios, que el estudio de Sus obras es el papel de la
ciencia” [[Chol, pp. 8], [[FM], pp. 2542-2545]. Y también con la busqueda
que tenia uno de los mejores amigos Gadel, el destacado fisico tedrico Albert
Einstein (1879-1955): “la teoria del campo unificado” [[FM], pp. 980-981],
[Shah]. Analizar la concepcién de la matemaética que estd detras de todas es-
tas frases y busqueda (la metafisica involucrada en ellas), y poner las mismas
en relacion con la matematica contemporéanea, la ciencia contemporanea, la
filosofia contemporanea, y en general, con todo el conocimiento universal
contemporaneo (sistematico o intuitivo), es un tema que interesa investigar
al autor de este trabajo, pero escapa al ambito del mismo, se deja para
investigaciones futuras.

Para los intuicionistas los nimeros transfinitos de Cantor no eran enti-
dades matematicas y por lo tanto su teoria tampoco era matematica. En la
actualidad los seguidores de la Filosofia de la matematica intuicionista, con-
sistentes con sus principios (finito-constructivistas), rechazan los tres axio-
mas de ZFC mencionados anteriormente como principios matematicos uni-
versalmente validos, y si se elimanan tales axiomas no se puede desarrollar
el “nucleo fundamental” de la Teoria de conjuntos, teoria de quien Hilbert
dijo “en mi opinion, el sistema de Cantor constituye no solo la flor mas
admirable que el espiritu matemdtico ha producido, sino igualmente uno de
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los logros mds elevados de la actividad intelectual humana en general” [[Hil],
pp. 89]. El rechazo de los intuicionistas a dichos tres axiomas se explica a
continuacion:

Con respecto al Principio del tercero excluido pasa que nadie ha dado
un procedimiento finito y efectivo que permita decidir que para cualquier
proposicion matematica ¢, ocurre ¢ o —¢, en consecuencia tal principio para
los intuicionistas no puede ser aceptado como una proposicién matemaéatica
verdadera, ni siquiera como una proposicién matematica, salvo en el caso que
se esté trabajando con universos finitos, donde si es decidible y efectivamente
computable la verdad o falsedad de la misma. Vale la pena resaltar que
también el Principio del tercero exluido permite demostrar existencia por el
método de reduccion al absurdo, y los intuicionistas no aceptan pruebas de
existencia por esta via, para ellos “existir” significa “poder ser construido
usando procedimientos finitos y efectivamente computables”.

En cuanto al Axioma del infinito el mismo postula la existencia de un con-
junto infinito sin ofrecer un procedimiento finito y efectivamente computable
para construir tal conjunto, entonces para los intuicionistas tal axioma no
puede ser aceptado como una proposicion matematica verdadera, ni siquiera
como una proposicién matemaética.

En relacion al Axioma de eleccion dicho axioma postula la existencia
de una funcién selectora sin ofrecer un procedimiento finito y efectivamente
computable que permita construirla, entonces para los intuicionistas tal axio-
ma no puede ser aceptado como una proposicion matematica verdadera, ni
siquiera como una proposicion matemaética, a menos que se esté hablando
de conjuntos finitos, donde si es decidible y efectivamente computable la
definicién de la misma.

Sin embargo, vale la pena destacar que el intuicionismo también puede
ser interpretado como platonismo matemadtico segin Bernays [[Ber|, pp. 11],
especificamente como una modalidad del platonismo moderado, como un tipo
de platonismo moderado constructivo, pues es conocido que los “procedimien-
tos finitos y efectivamente computables” pueden parar en un nimero natural
n muy grande que el ser humano no puede construir en la préactica con el
pensamiento. Un ejemplo en la actualidad se puede encontrar en la com-
putacion con las diferencias que existen entre “computable tedricamente” y

27



“computable en la practica”, la primera no implica a la segunda, y ocurre que
el intuicionista estd en el ambito de “computable teéricamente”, por lo tanto
el intuicionista es un platonista. Lo Monaco y Sanchez, en su introduccion
al texto [Ber| expresan esto de la sigiente manera:

“Como quiera que sea, lo mas importante del andlisis de Bernays es que la
escuela intuicionista puede ahora pasar a interpretarse como una especie de
platonismo moderado constructivo. En efecto, en el sentido en que Bernays
usa el término, los intuicionistas serian platonistas que aceptan la existencia
de solo algunas entidades abstractas, incluso aquellas entidades que no han
sido siquiera mentalmente construidas. Por ejemplo, es azaz inverosimil que
alguien tenga tiempo y brios para construir el nimero 1010, Pyes bien, los
intuicionistas aceptarian la existencia de tal numero, pues admiten la exis-
tencia de cualesquiera entidades para las que pueda establecerse un método
por medio del cual “en principio” podrian ser efectivamente construidas”

[[Ber], pp. 11].

Para Ferreirds [[Fe2], pp. 9] el platonismo matemético segin Bernays
tiene dos extremos: El platonismo moderado constructivo instuicionista y el
platonismo absoluto de la Teoria de conjuntos ingenua. El primero se puede
defender a pesar de que limita enormemente las posibilidades tedricas, la
segunda no se puede sostener por el problema de las paradojas. Entre tales
extremos caben multiples posibilidades de grados de platonismo. En este
trabajo se llamara a esta gradacién: La escala de Bernays del platonismo
matematico moderado.

Con respecto al platonismo y al intucionismo (constructivismo) Bernays
afirma que ambos son necesarios para la ciencia matemaética [[Ber], pp. 35]:

“Lo anterior es suficiente para mostrar que las dos tendencias, intuicismo
y platonismo, son ambas necesarias; se complementan mutuamente con lo
cual no tiene sentido renunciar a ninguna de ellas”.

La relacién entre el platonismo matematico y el intuicionismo (construc-
tivismo) es presentada por Mosterin y Torretti desde un punto de vista in-
teresante en la siguiente cita que aporta a esta investigacion, pues se refieren
a un resultado metamatematico (16gico matematico) de Gadel que relaciona
ambas concepciones filoséficas de la matematica ( “la aritmética intuicionista
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no es mds sequra que la aritmética platonista”) y también hablan del pro-
blema de los fundamentos de la matemaética en el pasado reciente y en el
presente [[M-T], pp. 307-308]:

“El programa intuicionista requiere abandonar el andlisis matemdtico ha-
bitual y sustituirlo por una nueva matemadtica intuicionista, que emplea nuevas
nociones, como la de secuencia de elecciones. El problema de las paradojas
desaparece, pues son meras combinaciones de palabras a las que no corres-
ponde construccion mental alguna. Durante cierto tiempo, el exigente intui-
cionismo paracia ofrecer la opcion mas sequra para el desarrollo consistente
de las matemdticas. Sin embargo, en 1932 Godel probo que hay una manera
de traducir la logica y la aritmética cldsica a la intuicionista, de tal manera
que cualquier formula cldsica vdlida es también intuicionistamente vdlida
y a cualquier posible contradiccion en la teoria cldsica corresponderia otra
contradiccion en la intuicionista. En otras palabras, Godel probo la consis-
tencia relativa de la logica y la aritmética clasica respecto a la intuicionista.
Por lo tanto la sequnda no es mds sequra que la primera. Esto redujo consi-
derablemente el atractivo del programa intuicionista. Ademds, la matemdtica
intuicionista tiene que renunciar a gran parte de la riqueza, potencia y ele-
gancia de la matemdtica cldsica, asi como a muchos de sus resultados y
métodos. Ademds, en los casos en que los teoremas cldsicos coinciden con
los intuicionistas, las pruebas de los mismos resultados se vuelven mucho mds
complicadas. Por todo ello el intuicionismo no ha logrado gran aceptacion
en la comunidad cientifica y sique siendo cultivado por una fraccion minori-
taria de los matemdticos, sobre todo en Holanda. De todos modos, la prueba
de que un resultado cldasico puede también obtenerse con los austeros medios
intuicionistas es interesante por si misma, con independencia de lo que uno
pueda pensar de esta peculiar filosofia de la matemdtica.”

Volviendo a ZFC la nocién de “constructivo” en dicha teoria se usa en
un sentido mas amplio que el que sostiene la Filosofia de la matematica
intuicionista, “construccion” en ZFC incluye la construccion intuicionista
y la extiende para poder trabajar con conjuntos infinitos (actuales) y sis-
temas infinitos (actuales): El sistema de los nimeros naturales, el sistema
de los nimeros enteros, el sistema de los nimeros racionales, el sistema de
los niimeros reales, el sistema de los nimeros complejos, R"™, los nimeros
transfinitos ordinales y cardinales de Cantor, estructuras algebraicas gene-
ralizadas, espacios topoldgicos, lenguajes formales infinitarios, Sintaxis y
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Semantica de sistemas formales de 16gica que dependen de conjuntos infinitos
actuales, etc. Lo que trae enormes ventajas para la investigacién matematica
desde dos puntos de vista: (1) la investigacién dentro de las diversas teorias
matematicas especificas, y (2) la investigacién sobre los fundamentos de la
matematica. Las herramientas bésicas de construccién en ZFC son sus axi-
omas légicos y sus axiomas propios. Es sobresaliente resaltar algo que se
ha dicho anteriormente en este trabajo: Los grandes aportes de ZFC a la
investigacion matematica hoy en dia son reconocidos por la mayoria de los
miembros de la comunidad matemética mundial [Fel], [Mol], [J5], [Ba]. ZFC
y la Légica matematica en general también aportan mucho a la Filosofia (con-
temporanea) de las ciencias naturales [[Mou], pp. 13|, entre otras ramas del
saber humano.

Vale la pena resaltar que a pesar del inmenso poder constructivo y de-
ductivo que tiene ZFC dicha teoria cumple con el principio de limitacion
del tamano (para evitar las paradojas conocidas), es decir, sus axiomas de
existencia no introducen conjuntos demasiado grandes y los axiomas de cons-
truccion de conjuntos a partir de otros que ella tiene no permiten construir
conjuntos demasiado grandes [[Mad], Cap.3: The Standard Axioms]. Esto
implica que en ZFC no existen clases demasiado grandes como por ejemplo
“el conjunto de todos los conjuntos” y “el conjunto de todo los ordinales”,
mencionados anteriormente. En la ontologia determinada por ZFC sélo exis-
ten conjuntos, el universo determinado por ZFC es la clase de La jeraquia
acumulativa de conjuntos de von Neumann, El Universo de von Neumann,V,
la cual se construye a partir del conjunto vacio y del Axioma de partes u-
sando induccién transfinita sobre los ordinales. V es una clase propia, no es
un conjunto, y es tan grande como se quiera, es abierta porque la clase de los
ordinales es infinita potencialmente (también es abierta, no esta acotada). Y
en V estdn todas las entidades matematicas conocidas hasta la actualidad
(o hay una copia isomorfa de las mismas) [D2], [J1], [Ku].

Ahora se mencionara otro intento filoséfico de justificar al platonismo
matematico que es distinto al utilizado por David Hilber en su Programa
formalista (Metamatemaética) referido en la introduccién de este trabajo: Es
el “Argumento de indispensabilidad de Quine-Putnan”, el mismo suele for-
mularse de la siguiente manera [Hor]:

Hay que tener compromisos ontologicos con todas las entidades, y solo
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con ellas, que son indispensables para las mejores teorias cientificas (por
ejemplo para las mejores teorias fisicas). Las entidades matemdticas son
indispensables para las mejores teorias cientificas. En consecuencia: hay que
tener compromisos ontologicos con las entidades matemdticas

Sin embargo, tal argumento de indispensabilidad de Quine-Putnan no
es aceptado por todos los filésofos de la matematica como suficiente para
justificar la existencia de todas las entidades matematicas que se construyen
con ZFC, por ejemplo en el campo numérico se quedan por fuera los nimeros
transfinitos ordinales y cardinales de Cantor pues ellos no se usan (por los
momentos) en las teorfas cientificas (las ciencias naturales) [Hor|. Pero los
numeros transfinitos son el nicleo fundamental de ZFC, y de la teoria de
conjuntos en general, entonces el argumento de indispensabilidad de Quine-
Putnan no es suficiente para fundamentar ontolégicamente a ZFC. Quizéa
tampoco puede fundamentar (hoy en dia) a todo el Andlisis real y complejo.

Se infiere de lo anteriormente dicho en esta seccién que el Programa for-
malista original de Hilbert y el Argumento de indispensabilidad de Quine-
Putnan son dos intentos muy interesantes para fundamentar matematica y/o
filoséficamente el platonismo en matematica. Pero como se dijo antes el Pro-
grama de Hilbert no tuvo éxito total (por Godel, Tarski, Church, etc), es
decir falla para ZFC, entre otros. En la filosofia de la matemaética sostenida
por Hilbert, si se hubiese probado la consistencia y completitud de ZFC
eso implicaria que existen las entidades de las cuales habla dicha teoria y
ademds que las leyes que las rigen, los axiomas, son verdaderas [Mos|, por
ello (entre otras razones) tal programa implicaba la fundamentacién del pla-
tonismo matematico. El Argumento de indispensabilidad de Quine-Putnan
no es aceptado totalmente como un fundamento para ZFC por las razones
antes mencionadas. Es decir, ZFC no tiene fundamentos matematicos, ni
filosoficos, al menos por esas dos propuestas de fundamentacién referidas. Y
como ZFC es una teoria platonista matematica (genuina) esto quiere decir
que el platonismo matemético (genuino) no tiene fundamentos matemaéticos,
ni filoséficos en la actualidad, al menos por esas dos propuestas de funda-
mentacion mencionadas. Y la tendencia de ZFC es a aumentar su nivel
de platonismo pues existen investigaciones a los fines de ampliar su capaci-
dad deductiva por medio de la incorporacién a la misma de nuevos axiomas
(Axiomas de grandes cardinales, Axioma de Martin Maximo (MM), Axioma
de Forcing propio (PFA), etc), estos candidatos a nuevos axiomas son mas
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fuertes que los de ZFC desde el punto de vista platonista [Bal], [D4], [AJ],
[J1].

Las conclusiones del parrafo anterior sugieren una reflexién matematica
y filoséfica (sin necesidad de analizar otras concepciones filoséficas de la
matematica existentes en la actualidad que puedan ser capaces de fundamen-
tar a ZFC | ni de estudiar otros métodos mas poderosos a los existentes que
pueda crear la matematica para estudiar sus propios fundamentos): ;Dejaran
los matematicos de hacer matematica si los métodos que usan en “el quehacer
matematico cotidiano” no tienen fundamentos matematicos, ni filoséficos?
;Desapareceran las preguntas filoséficas de matemaéticos y /o fildsofos por los
fundamentos de la matemética (ontolégicas, espistemoldgicas, metodolégicas,
etc) si no se encuentran respuestas satisfactorias?. Segin la historia de la
humanidad, la bisqueda del conocimiento matematico y del conocimiento
filosofico no se ha detenido por estos problemas, tales estudios han continu-
ado, en consecuencia la respuesta a las dos preguntas anteriores podria ser
que NO [Pa-Ba|, [Hor|, [Mou], [FM].

Lo expresado en el parrafo precedente quiza pueda explicarse considerando
la siguiente hipétesis: “EXISTE LA VERDAD Y TODOS LOS SERES HU-
MANOS POR NATURALEZA DESEAN CONOCERLA, O AUNQUE SEA APROXI-
MARLA”. Hipdtesis que se asume en todo este trabajo. La busqueda de
LA VERDAD es un acontecimiento fisico y metafisico que hace posible que
todo el conocimiento humano universal (cientifico, filoséfico, etc) avance, en
particular, posibilita el avance de la Ciencia matematica y de la Filosofia de
la matematica. ([TK], [Pla], [Aris|, [Kan], [Hor|, [B-P], [Hil], [Ber|, [AA],
[Go2], [God4], [[Mos]|, Cap 2: Georg Cantor|, [Maiml], [Maim2], [Maim3],
[Mou], [Pa-Bal, [Shah]).

Entonces parece razonable concluir de toda esta seccion lo siguiente:

El platonismo matematico moderado descrito por Paul Bernays en su
ensayo de 1934, que incluye a ZFC, ampliado con los nuevos métodos de
la Metamatematica contemporanea, que incluyen también a ZFC, los cuales
son igualmente platonista matematico moderados, puede ser el método més
utilizado e idoneo que existe en la actualidad para “el quehacer matematico
cotidiano”, es decir, podria ser el método mas adecuado para que los matema-
ticos profesionales continuen haciendo sus investigaciones en matemaética
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pura en las distintas ramas de dicha ciencia, y para investigar problemas
especificos de fundamentos de la matematica desde la propia matematica.
Esto es asi, a pesar de los “Problemas normales” de falta de fundamentaciéon
matematica y filoséfica que enfrenta el platonismo matematico moderado en
la contemporaneidad. Se dice “Problemas normales” porque en algunos as-
pectos la busqueda de LA VERDAD por parte de los seres humanos parece
proceder (naturalmente) por ensayo y error, quiza por nuestros (naturales)
limites fisicos y metafisicos, y de esto no escapa la bisqueda de LA VERDAD
MATEMATICA.

En este sentido, el criterio para fundamentar una teoria matematica pla-
tonista moderada podria ser el siguiente (sugerencia del autor de este tra-
bajo): Una teoria matemdtica platonista moderada estd bien fundamentada
sty solo si ella modela alguna region de la realidad: fisica o metafisica. Para
el aspecto metafisico del criterio puede pensarse en un platonismo sofisti-
cado y no ingenuo como el que Godel sostiene en sus articulos, “;Qué es el
problema del cardinal del continuo de Cantor?” (1947) [Go2] y “La ldgica
matematica de Russell” (1944) [God], o en otra versién fuerte de platonismo
sofisticado que no sea ingenuo. La elaboracién de este criterio esta motivada
(entre otros) por la concepcién platonista sofisticada de la matematica de
Godel, la cual puede resumirse de la siguiente manera siguiendo el articulo
“Philosophy of Mathematics” (2012) de Horsten [[Hor|, 3.1]:

“Godel era un platonista con respecto a los abjetos matemdticos y con
respecto a los conceptos matemdticos. Pero su vision platonista era mds
sofisticada que la del comin de los matemadticos. Godel sostuvo que existe un
fuete paralelismo entre teorias plausibles de objetos matemadticos y sus concep-
tos, por un lado, y teorias plausibles de objetos fisicos y sus propiedades por
otro. Aligual que los objetos fisicos y su propiedades, los objetos matemdticos
y sus conceptos no son construidos por los seres humanos. Al igual que los
objetos fisicos y sus propiedades, los objetos matemdticos y sus conceptos no
son reducibles a entidades mentales. Los objetos matemdticos y sus concep-
tos son tan objetivos como los objetos fisicos y sus propiedades. Los objetos
matemdticos y sus conceptos son, como los objetos fisicos y sus propiedades,
postulados para obtener una teoria altamente satisfactoria de nuestra expe-
riencia. De hecho, de una manera andloga a nuestra relacion perceptual con
los objetos fisicos y sus propiedades, a través de la intuicién matematica
nos encontramos en una relacion casi-perceptual con los objetos matemdticos
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y sus conceptos. Nuestra percepcion de los objetos fisicos y sus conceptos
es falible y puede ser corregida. Del mismo modo la intuicion matemdtica
no es infalible (como lo demuestra la historia de la Ley Bdsica de Frege)
pero puede ser entrenada y mejorada. A diferencia de los objetos fisicos y
sus propiedades, los objetos matemdticos no existen ni en el espacio ni en el
tiempo, y los conceptos matemdticos no se instancian ni en el espacio ni en
el tiempo.”

El criterio expresado anteriormente también esta motivado por el articulo
“El Matemético” (1947) de Neumann [Ne], realmente esta mas motivado por
Godel que por Neumann, pero Neumann manifiesta en el articulo mencionado
su preocupacion por responder a la pregunta ;qué se puede hacer para que
la matematica no llegue a la vanalizacién cuando se encuentra en niveles
muy abstractos? y plantea una solucion para ello, en pocas palabras y segun
entiende el autor de esta investigacion: volver al mundo espacio-tiempo. La
preocupacion de Neumann le parece muy importante al autor de este tra-
bajo, aunque podria no estar de acuerdo totalmente con la solucién que Neu-
mann propone pues le parece que podria ser muy restrictiva del “quehacer
matematico cotidiano”, el autor de esta investigacién se inclina por una res-
puesta a tal pregunta que considera mas general que la de Neumann desde
el punto de vista metafisico u ontoldgico, esta respuesta queda razonable-
mente recogida por la postura de Godel anteriormente mencionada, aunque
puede ser més general que la de Godel, pues por ejemplo ademas de la “intui-
cién matematica” los seres humanos también pueden poseer una “intuicion
metafisica general” (tal vez Gddel no rechazaria esta posibilidad). Quizéa
el critero expresado contiene estrictamente al Programa metamatemaético de
Hilbert, y también contiene estrictamente al argumento de indispensabilidad
de Quine-Putnan.
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3 El Método de contruccion de modelos lla-
mado Ultraproductos

3.1 Introduccion

En esta seccién se estudiara el método de construccion de modelos llamado
ultraproductos en el contexto de la Teoria de Modelos siguiendo principal-
mente el texto de Chang y Keisler [[Ch-K]|, pp. capitulo 4], esto significa
que se usara informalmente la Teoria axiomatica de conjuntos de Zermelo-
Fraenkel con el Axioma de eleccién (ZFC) tal como es presentada y desarro-
llada en los textos [D2], [E2]|, [H-J], [J1], [J3] v [Ku], entre otros. Por lo
tanto, se trabajara en el contexto del platonismo matemaético, en un grado
fuerte de platonismo, segin la escala de Bernays del platonismo matematico
moderado (seccién 2).

El método de ultraproductos fue inventado por Skolem en 1930 y luego
desarrollado por Los en 1955 [[Ch-K], pp. 211] [Lo|, y desde entonces se ha
utilizado en los estudios de matemadtica (Andlisis matematico, Teoria de la
medida y probabilidades, Topologia, Teoria de nimeros, etc [[Cor], pp. I1I]),
y de los Fundamentos de la matemética [J1],[D3|, [Ch-K], [Mal, siendo el
mismo de gran utilidad para tales fines.

El estudio se realizara en el siguiente orden expositivo:

En las subsecciones 3.2 y 3.3 se definiran las nociones y resultados necesar-
ios para construir los ultraproductos, por ejemplo: Filtro, ultrafiltro, el Lema
de Zorn, el Teorema del Ultrafiltro, Lenguajes de primer orden, Estructuras o
interpretaciones, relaciones entre estructuras (subestructura, subestructura
elemental, isomorfismo, inmersion elemental, elementalmente equivalentes,
etc), satisfacibilidad y verdad en una estructura, etc.

En la subseccion 3.4 se definiran los ultraproductos y se demostrara el
Teorema fundamental de los ultraproductos (Teorema de Los) siguiendo ideas
principalmente de [[Ch-K], capitulo 4], [[J1], parte 1(12)] y [[Me], pp. 129-
138]. Y algunas ideas del autor de este trabajo.
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En la subseccion 3.5 se describiran las demostraciones de algunos teoremas
cuya prueba se realiza usando el Teorema fundamental de los ultraproductos:
Una prueba directa del Teorema de compacidad (I' tiene un modelo si y
sélo si cada subconjunto finito de I' tiene un modelo) y tres teoremas sobre
cardinales grandes, especificamete sobre cardinales medibles ((i) Compacidad
débil: Una wversion de Compacidad para logicas infinitarias cuyo cardinal
es un cardinal medible, (ii) Si un cardinal k es medible, entonces Kk es un
cardinal inaccesible y existen k cardinales inaccesibles menores que k, y (iii) Si
existe un cardinal medible, entonces el Azioma de constructibilidad es falso).
Vale la pena resaltar que las iltimas pruebas mencionadas sobre cardinales
medibles usan légicas infinitarias y/o fragmentos de la Logica de segundo
orden, ademds que las mismas se realizan utilizando ideas (principalmente)
de [[Ch-K], capitulo 4]. También se realiza un esbozo de la construccién
del cuerpo ordenado no arquimideano de los Hiper-Reales y del Anélisis no
estdndar de Robinson [Robl], a partir del Teorema de compacidad siguiendo
(principalmente) a [[Ma], pp. 225-232] y [Cor].

Y en la tdltima subseccion 3.6 se hacen algunas consideraciones matematicas,
metamatematicas y filoséficas sobre los ultraproductos, compacidad, Analisis
no estandar y cardinales medibles.

3.2 Filtros, Ultrafiltros, Lema de Zorn, Teorema del
Ultrafiltro

Definicién 3.2.1. e Un filtro sobre un conjunto no vacio S es una coleccion
F de subconjuntos de S tal que:

(i) SeFybgF.
(ii)) Si X € FyY € F, entonces XNY € F.
(i) Si X € Fy X CY, entonces Y € F.

e Sea F un filtro sobre un conjunto S. F es un ultrafiltro si para cualquier
X C S se cumple que:

XeF-oS\XEF.
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e Sea F un ultrafiltro sobre un conjunto S. F es no principal si y solo si

Vie S({i} ¢ F).

Ejemplos de filtros ([J1], [Ch-K]): (1) Filtro trivial: F = {S}. (2) Para
cada B C S, B # ), el filtro Fp ={Z C S : B C Z} se llama filtro principal
generado por B. Para B = {a} C S, Fp es escribe F,, F, ={Z C S :a €
Z}. Notar que F, es un ultrafiltro principal. (3) Sea S un conjunto infinito,
el filtro F = {X € P(S) :| S\ X |< No} se llama filtro de Fréchet. Notar
que el filtro de Fréchet no es principal. Dado cualquier conjunto infinito S
siempre se puede construir un filtro no principal sobre S, que extiende al
filtro de Fréchet sobre S usando la propiedad de interccién finita, tal como
lo afirma el teorema que viene a continuacién (Teorema 3.2.2). Pregunta:
Ya se demostré anteriormente que existen ultrafiltros principales, mediante
un ejemplo, F,. Pero, ; Existen ultrafiltros no princiales?. La existencia
de tales entidades matematicas solo se puede garantizar por los momentos
usando el Lema de Zorn, no hay otra manera [[J1], pp. 75], en este trabajo
se demuestra el Teorema del Ultrafiltro (Tarski), Teorema 3.2.4, a partir
del Lema de Zorn, que permitird contar con tales entidades (ultrafiltros no
princiales) las cuales son fundamentales para la investigacién matematica y
se usan mas adelante en este trabajo.

Una familia G de conjuntos tiene la propiedad de interseccion finita si
para cualquier conjunto finito H = {Xi,..., X,} € G se cumple que H; N
N H, #0.

Teorema 3.2.2. 1. Si A es una familia de filtros sobre S, entonces (| A
es un filtro sobre S.

2. 51 Q es una C-cadena de filtros sobre S (es decir, VX,Y € Q(X C
YoY C X)), entonces | JQ es un filtro sobre S.

3. Si G C P(S) tiene la propiedad de interseccion finita, entonces existe
un filtro F talGCF (F={XCS:3%4,...,.Z, € G(ZiN...NZ, C

X)1)-

Una prueba de tal resultado puede encontrarse (entre otros) en [[J1], pp.
74] y [[Ch-K], pp. 212].
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Teorema 3.2.3. Sea F un filtro sobre un conjunto S. Entonces:

F es un ultrafiltro < Fes maximal.

Una prueba de tal resultado puede encontrarse (entre otros) en [[J1], pp.
74].

Teorema 3.2.4 (Teorema del Ultrafiltro(Tarski)). Todo filtro se puede
extender a un ultrafiltro.

Como ya se dijo antes la demostracion del Teorema del Ultrafiltro requiere
del Lema de Zorn, una versién de dicha prueba puede encontrarse (entre
otros) en [[J1], pp. 75] y [[Ch-K], pp. 214]. En este trabajo se presentara una
demostraciéon del Teorema del Ultrafiltro (la estandar) después de formular
el Lema de Zorn y de unas definiciones previas:

Definicién 3.2.5. Sea A un conjunto y R una relacion binaria en A(es decir,
RCAXxA)

1. R es reflexiva si y solo si Vo € A(xRx)

2. R es simétrica si y solo siVr,y € A(xRy — yRx)

3. R es transitiva si y solo siVr,y,z € A(xRy NyRz — zRz)

4. R es antisimétrica si y solo siVr,y € A(xRy NyRx — x =y).

5. R es una relacion de equivalencia si R es una relacion reflexiva, simétria
y transitiva.

Definicién 3.2.6. 1. Un orden parcial es un par (P,<) donde P es un
congunto no vacio y < es una relacion en P que es reflexiva, anti-
simétrica y transitiva.

2. Dado un orden parcial (P, <) se dicep < q—p<qAp#q.
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3. Sean (P, R) un orden parcial y D C P. x € P es un elemento minimal
(mdzximal) de D si x € D A no existe ningin y € D tal que y # x A
yRx (xRy). x es una cota inferior (superior) de D si¥y € D(xRyVy =
x) (yRx Vy =x). z es un infimo (supremo) de D si z es cota inferior
(superior) de D N para todoy € P, si y es una cota inferior (superior)
de D, entonces yRx Vy = z(xRy Vy = x). = es un menor (mayor)
elemento de D sixz € D N Yy € D(xRyVy=1z)(yRxVy=x).

4. Sea (P,R) un orden parcial. (P,R) es un orden total (o lineal) si la
relacion R satisface la propiedad de tricotomia: Vx,y € P(xRyVyRzV

r=1y).

5. Sea (P,R) un orden parcial. (P,R) es un buen orden si para todo
X C P se cumple que: Si X # (0, entonces X tiene un menor elemento.

(Notar que todo conjunto bien ordenado es un conjunto totalmente or-
denado).

(Un orden parcial o orden total o buen orden (P, <) a veces se denotard
por P)

Teorema 3.2.7 (Lema de Zorn). Sea (K,S) un conjunto parcialmente
ordenado tal que cada X C K totalmente ordenado tiene una cota superior
en K. Entonces K tiene un elemento madximal.

Es conocido que el Lema de Zorn es equivalente al Axioma de eleccién.
Donde el Axioma de eleccién es la siguiente sentencia: Todo conjunto tiene
una funcion selectora. (Dado un conjunto Z se dice que la funcién f es una
funcién de eleccién - o una funcién selectora - para Z si el dom(f) = Z — {0}
y para todo W € dom(f), se tiene que f(W) € W). Una prueba de la
equivalencia puede encontrarse (entre otros) en [[D2], pp. 83-85] y [[E2],
pp. 151-153]. También es conocido que el Lema de Zorn es equivalente
al Principio del Buen Orden (Todo conjunto se puede bien ordenar). Una
prueba de tal equivalencia puede encontrarse (entre otros) en [[D2], pp. 82-
85] v [[E2], pp. 151-153, 196-197].

Demostraciéon del Teorema del Ultrafiltro usando el Lema de
Zorn: Sea I’ un filtro sobre un conjunto S. Sea K el siguiente conjunto
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parcialmente ordenado por la inclusion:
K ={G C P(S): F C G A Ges filtro sobre S}.

Sea D C K un conjunto totalmente ordenado por la inclusién. Entonces
UD es un filtro tal que F' C UD, es decir, UD € K. De modo que K cumple
con todas las hipétesis del Lema de Zorn. Entonces por dicho Lema existe
un filtro H méaximal en K. En consecuencia como H es filtro maximal si y
sélo si H es ultrafiltro (Teorema 3.2.3), se tiene que H O F es el ultrafiltro
buscado que extiende a F'. En conclusién, todo filtro se puede extender a un
ultrafiltro. [

3.3 Lenguajes de primer orden, Estructuras, Relaciones
entre estructuras, Satisfacibilidad y Verdad en una
estructura

3.3.1 Lenguajes de primer orden y Estructuras

A continuacién se ofrecerdn los conceptos usuales de “lenguaje de primer or-
den” y “estructuras o interpretaciones” para dichos lenguajes, las definiciones
se haran siguiendo el orden y la notacién (principalmente) de los textos [D1]
y [Ch-K], pero se realizardan de manera gneralizada para cualquier cardinal.

Lenguajes de cualquier cardinalidad:
Un lenguage es una coleccién de simbolos que puede ser numerable (finito
o equipotente a N) o de cualquier otra cardinalidad R,, para algin ordinal

o > 0. Estos simbolos seran agrupados en tres clases:

Simbolos relacionales S, S1,...,S,,... (1 € J). Donde 6 es un ordinal
que puede ser infinito (de cualquier cardinalidad).

Simbolos funcionales  go,¢1,...,98,... (8 € 7). Donde v es un ordinal
que puede ser infinito (de cualquier cardinalidad).
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Simbolos constantes  dy,dy,...,dy,... (0 € {). Donde ¢ es un ordinal
que puede ser infinito (de cualquier cardinalidad).

L= {S,}es U{gﬁ}ﬁev U{d(’}@GC‘

O expresado como una lista:

52{507517---75;“"' (N€5)590>91>--->95>--- (66’}/),
do,dl,...,dg,... (QEC)}

Todo simbolo relacional y todo simbolo funcional tiene asociado un niimero
natural n > 1 (su nimero de argumentos), de este modo se tienen entonces
simbolos relacionales o funcionales unarios, binarios, 3-arios, 4-arios, 5-arios,
..., n-arios, etc.

Como consecuencia de resultados bésicos de la aritmética cardinal ([D2],
[E2], [H-J]) se tiene que el cardinal de £ es:

| L|=[6 ]+ [y |+ |¢|=mayor{[d | |~ ][]}

Estructuras (o Interpretaciones) para un lenguagje L:

Una estructura € para un lenguaje £ (o una interpretacion € para un
lenguaje £) esta cosntituida por:

(1) Un conjunto no vacio C' (el universo de &)

(2) Para cada simbolo relacional n-ario S, de £, una relacién

SEc o
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(3) Para cada simbolo funcional n-ario gg de £, una funcién

gE:C’"—>C’

(4) Para cada simbolo constante dy de £, un elemento

ds € C.

La estructura € definida se puede escribir asi:

€ = (C, <S¢ >ue5, < 9§ >pey, < df >occ).

Ante la pregunta ; Cudl es la cardinalidad de la estructura €7  La
respuesta es: La cardinalidad de € es la cardinalidad de su universo C'.

Algunos ejemplos de lenguajes y de estructuras para dichos lenguajes son
los siguientes:

(i) El siguiente conjunto {<, F, @, 0, 1}; donde <, ¥, ® son simbolos
funcionales binarios, y 0 y 1 son simbolos constantes; es un lenguaje. Una
estructura para dicho lenguaje es por ejemplo (N, < e 0,1) : La estructura
que tiene como universo el conjunto de los niimeros naturales, con su relacion
de orden usual, su operacién de suma usual, su operacién producto usual,
su cero usual y su uno usual.

(ii) El siguiente conjunto de sfmbolos {F, 6}, es un lenguaje. Una estruc-
tura para este lenguaje es (Z, +, 0), también (R, +,0) y (C,+,0). La primera
estructura son los nimeros enteros con su suma y cero usuales, la segunda
estructura son los nimeros reales con su suma y cero usuales, y la tercera
estructura son los nimeros complejos con su suma y cero usuales. Dichas
estructuras tienen en comin que son “grupos” [[E-F-T], pp. 4], [[Ch-K], pp.
39-40], [[Ma], pp. 34-37].
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(iii) El siguiente conjunto {<}, donde < es un simbolo relacional binario,
es un lenguaje. Una estructura para este lenguaje es (R, <), y también
(P(A), ©), para cualquier conjunto A. La primera estructura es un “orden
total” y la segunda es un “orden parcial” si A tiene al menos dos elementos
[[Ma], pp. 37-39], [[Ch-K], pp. 37-38], [[E-F-T], pp. 43].

(iv) El siguiente conjunto de sfmbolos {7, .. 7.0, T}, donde F, @, 0y
T son simbolos definidos anteriormente y7es un simbolo funcional unario,
es un lenguaje. Una estructura para este lenguaje es por ejemplo el algebra
booleana (P(A),U,N,, 0, A), para cualquier conjunto A. P(A) es el conjunto
de todos los subconjuntos de A y " es la relacién de complemento en P(A)
[[J1], pp. 78-79], [[Ma], pp. 41-42], [[Ch-K], pp. 38-39]. (En la quinta seccién
de este trabajo se definird rigurosamente la estructura de élgebra booleana).

(v) Sea o un ordinal. El siguiente conjunto {€} U {dy : # € R,}, donde
€ es un simbolo de relacional binario, v los dy son simbolos constantes;
es un lenguaje infinito. Una estructura para este lenguaje es por ejemplo
(R, €, < 0 >pen,), donde el conjunto Vi, es el X, nivel de la Jerarquia
acumulativa de von Neumann (la cual suele denotarse por V, mas adelante
en esta misma seccién se definira la misma en el contexto del estudio de los

cardinales medibles), y € es la relacién usual conjuntista de “pertenencia’
[D2].

3.3.2 Isomorfismo entre estructuras, Subestructuras, inmersion

Ahora se definirdn tres relaciones entre estructuras: “isomorfismo”, “sub-
estructuras” e “inmersion”. Otras importantes relaciones como “submo-
delo elemental”, “inmersion elemental” y “elementalmente equivalentes” se
definirdn més adelante en esta misma seccién.

¢ Cudndo dos estructuras son isomorfas?
Sean € = (C, < S¢ >ue5, < 95 >pey, < dy >pec), ¥ D = (D, < 52 >c5
, < g? > gey, < d“% >,ec) dos estructuras para un lenguaje £. € y ® son

isomorfas (€ = ®) siy sélo si existe una funcién biyectiva f : C' — D
que satisface las siguientes tres propiedades:
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(1) Para cada simbolo relacional S, de L, si n es la aridad de S,,, entonces
para cada (cy,...,c,) € C"

SE(cr, .-y en) & S2(fler), -, Flen)).

(2) Para cada simbolo funcional gg de L, si n es la aridad de g3, entonces
para cada (ci,...,c,) € C™ :

f(gg(cla s >Cn)) = g?(f(cl)> e .f(cn))

(3) Para cada simbolo constante d,, de £ se tiene que:

£(d%) = d®.

Ejemplos: (a) Sea (N, <) y (N'\ {0}, <). La funcién g : N\ {0} — N
tal que g(n) = n — 1 es una biyeccién que satisface la propiedad (1) antes
mencionada, por lo tanto (N, <) = (N '\ {0}, <) [[Ma], pp. 57]. (b) Teorema
(Cantor): Si (B,<p)y (A, <a) son dos ordenes totales, densos, no acotados
y numerables, entonces (B, <p) = (A, <a) [[J1], pp. 38-39]. (c) Teorema
(Cantor): Si (A, <4) es un orden total, denso, completo, y ademds (A, <)
tiene un subconjunto numerable y denso F isomorfo a (Q, <), (E, <4) =
(Q, <), entonces (A, <4) = (R, <) [[J1], pp. 38-39]. (Un orden total (A, <4)
es “denso” siVx € AVy € A(x <ay — 3z € A(x <4 2 <4 y)). Un conjunto
Y C Aesun “subconjunto denso” de A si para todo x <4 yen A existeun z €
Y tal que z <4 z <4 y. Un conjunto ordenado es “no acotado” si él no tiene
mayor, ni menor elemento. Un orden total (A, <4) es “completo” si cualquier
subconjunto Y C A distinto de vacio tiene un supremo, es decir, una menor
cota superior). (d) Teorema (Dedekind): Cualquier dos estructuras de Peano
son isomorfas [[E-F-T], pp. 47-48]. Otros ejemplos de estructuras isomorfas
pueden encontrarse en [[Ma], pp. 56-57] y en [Ch-K]. Y en el desarrollo de
este trabajo de demostrara que algunas interesantes estructuras son isomorfas
(se presentaran mas ejemplos).

¢ Cudndo una estructura es subestructura de otra estructura ?
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Sean € y ® dos estructuras para un lenguaje £. Se dice que € es una
subestructura de ®, € C D | si y solo si:

(H)CcCD

(2) Para cada simbolo relacional n-ario S de L,
S¢=82nCn.

(3) Para cada simbolo funcional n-ario g de L,
ge=g" 10"

(4) Para cada simbolo constante d de L se tiene que:

d® =d®.

(R, +,e). Otros ejemplos

Ejemplos: (N, +,e) C (Z,+,¢) C (Q, +,¢) C
en [Ch-K]. En el desarrollo de este

pueden encontrarse en [[Ma], pp. 48] y en [C
trabajo se presentaran mas ejemplos.

¢ Cudndo se dice que existe una inmersion de una estructura en otra
estructura ¢

Sean dos estructuras € y ®. Una inmersion de € en ® es un isomorfismo
entre € y una subestructura €' de ® (€' C ®). Otra manera de decirlo: Una
funcién h : C — D es una inmersion de € en ® si y sélo si h es inyectiva
y h preserva las funciones, las relaciones y las constantes, es decir, h cumple
con las clausulas (1), (2) y (3) de la definicién de isomorfismo presentada
anteriormente.

Ejemplos: (N, +,e) estd inmersa en (Z,+,e) y (Q,+,e) estd inmersa
en (R, +,e). Una demostracion de estos resultados puede encontrarse en
[[D2], pp. 25-42] y [[E2], pp. 90-127]. Otros ejemplos pueden conseguirse en
[[Ma], pp. 55-56] y en [Ch-K]. En el desarrollo de trabajo se presentaran més
ejemplos.
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3.3.3 Formalizacién de un lenguaje (en primer orden)

Sea L un lenguaje. Para formalizar a £ se usan un conjunto de simbolos
logicos, los cuales se listan a continuacion:

(i) Conectivas: =, A, V, —, <« (negacién, conjuncién, disyuncion,
condicional y bicondicional, respectivamente).

(ii) Cuantificadores: 3, V ( existencial y universal, respectivamente).
(iii) Stmbolo de identidad: = (un simbolo relacional binario).
(iv) Variables: vg, v1,v2, V3, Vs, ..., Uk, ... (k€ Np).

(v) Paréntesis: ),( (paréntesis derecho y paréntesis izquierdo, respecti-
vamente).

(vi) La coma: ,

El conjunto de las variables se denotard por VAR.

A continuacién se presentaran una lista de definiciones que tienen la fi-
nalidad de indicar como usar los simbolos 16gicos y los simbolos de £ para
construir términos y formulas del lenguaje £, términos y féormulas que van a

permitir hablar de las estructuras para L :

Se empieza definiendo Término del lenguaje £, utilizando induccién:

Definicién 3.3.3.1. (i) Toda variable y todo simbolo constantes es un término.
(ii) Si g es un simbolo funcional n-ario yti, ..., t, son términos, entonces
g(ty, ..., t,) es un término.
(7ii) Una sucesion de simbolos es un término solo si se obtiene aplicando
una cantidad finita de veces las cldusulas (1) y (ii).

El conjunto de los términos de £ se denotara por 7.
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Ahora se define férmula atémica de L, las férmulas maés simples del
lenguaje L:

Definicién 3.3.3.2. (i) Si t; y to son términos, entonces t| = ty es una
formula atomica.

(i) Si S es un simbolo relacional n-ario y ty,...,t, son términos, en-
tonces S(ti,...,t,) es una formula atomica.

Con el concepto de formula atémica se procede ahora a definir lo que es
una formula (formula bien formada) de L, dicha definicién se hace usando
induccién:

Definicién 3.3.3.3. (i) Toda férmula atémica es una formula.

(ii) Si ¢ y x son formulas, entonces (=), (¢ V x), (¢ Ax),(¢ — x) v
(¢ <> x) son formulas.

(iii) Si v es una variable y ¢ es una formula, entonces (Vx)¢ y (Ix)p son
formulas.

(iv) Una sucesion de simbolos es una formula sélo si se obtiene usando
una cantidad finita de veces las cldusulas (i), (ii) y (iii).

Por simplicidad, cuando no exista ambiguedad se eliminaran los paréntesis
externos de las féormulas y de los cuantificadores, es decir, se escribird —¢ en
lugar de (—¢) y Vz¢ en lugar de (Vx)¢, por ejemplo. El conjunto de las
formulas de £ se denotara por Fp.

Como se ha podido apreciar las definiciones de término y de férmula
se hicieron inductivamente, por eso cuando se vaya a probar que alguna
propiedad vale para todos los términos o para todas férmulas conviene usar
induccién basada en dicha construccién. Esto aplica igualmente para el caso
de hacer definiciones para todos los términos o para todas las férmulas. En
este mismo orden de ideas es importante resaltar también que toda férmula
tiene un nimero natural asociado, su rango, el cual se define como su nimero
de conectivas y cuantificadores. También a cada término se le puede asociar
un Unico nimero natural, su longitud, su nimero de ocurrencias de simbolos.
Esto trae como consecuencia interesante que se pueda aplicar induccion sobre
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esta longitud o sobre este rango con la finalidad de probar propiedades para
todos los términos o para todas las férmulas, y también con la finalidad
de hacer definiciones relativas a todos los términos o a todas las férmulas
(Una aplicacién al lenguaje de primer orden del el Principio de induccién
matemadtica en N).

Se dice que una ocurrencia de una variable en una férmula es libre si esta
ocurrencia no esta bajo el alcance de algin cuantificador. Y dicha ocurrencia
es ligada en caso contrario: Si ella esta bajo el alcance de algiun cuantificador.
Segun esta definicién es evidente que una variable puede tener ocurrencias
libres y ocurrencias ligadas en una férmula. Una definicién inductiva de
estas nociones puede encontrarse en [[D1], pp. 41-42]. Con los dos conceptos
anteriores se define cuando una variable estd libre en una férmula: Una
variable estd libre en una férmula si ella tiene al menos una ocurrencia libre
en dicha féormula. En caso contrario se dice que dicha variable no esta libre
en la férmula. Dada una férmula ¢ se escribe ¢(y1, . .., y,) para indicar que
las variables libres de ¢ estan entre y1, ..., y,.

3.3.4 Satisfaccién y Verdad en una estructura

Se sabe que los términos del lenguaje denotan objetos en una estructura y
que las formulas afirman hechos relativos a estos objetos en dicha estructura,
ahora se definirdn rigurosamente estas nociones. Después se definird (entre
otros conceptos) cuando una férmula es verdadera y cuando es falsa en una
estructura.

Definicién 3.3.4.1. Sea € una estructura para L y s : VAR — C. Se
define el valor de un término de L en € segun s inductivamente en la com-
plejidad del término. Dado un término t se denotard este valor portels| y se
omitira mencionar la estructura € en los casos donde no exista posibilidad
de ambiguedad.

(i) Si t es la variable v, te[s] = s(v).

(i) Si t es el simbolo constante c, te[s] = c®.
(iii) Si ty,...,t, son términos, g es un simbolo funcional n-ario y t =
g(t1, ... t,), entonces te[s] = g% (t1els], - - -\ tnels])-
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Informalmente, el valor de t en € segiin s, es el elemento de C' denotado
por t cuando asignamos a la variables de t valores segin s.

De lo anterior se desprende que si s y s’ coinciden en las variables que
aparecen en el término ¢, entonces te[s] = te[s'].

Sea € una estructura para L, s : VAR — C'y ¢ una féormula de L. Se
procede a definir lo que significa que s satisface a ¢ en €, lo que se denota
por € = ¢[s]. El siginificado intuitivo de € = ¢[s] es que el resultado de
sustituir en ¢ las variables libres por sus valores segin s, es una afirmacion
verdadera en €.

La definicién se hace aplicando induccion en la construccion de las férmula

o.

Definicién 3.3.4.2. (Caso base)

(1) Si ¢ es una formula atdmica, es decir, p =t; =ty 0 = S(t1,...,tn),
entonces:

(Z]) (' |: 1 = tQ[S] < tle[s] = tQQ[S].

(1.2) € S(ty,... t,)[s] &= S t1els], .., tnels])-

(Caso inductivo)

(2) Sig=-x o ¢=x—>0 0 ¢o=xANo o ¢=xVo o
¢ = x < o, donde x y o son formulas para las cuales se ha definido lo que
se quiere, entonces:

(2.1) € (=)ls] <= € I A,

(2.2) € = (x — 0)ls] <= € £ x[s] 0 € |= 03]

(2.9) € = (xAo)ls] <= € (5] y € o).

(24) € = (xVo)ls] <= € Ex[s] 0 € = o).

(2 EF (o ] e (€ v F ot} o fe e xi v
olsl}.

(2.6) € = (Vv)x)[s] <= € = x[¢] para toda s : VAR — C que
difiere de s a lo sumo en el valor que le asigna a la variable v.

(2.7) € = ((Fv)x)[s] <= € = x|s'] para alguna s’ : VAR — C que
difiere de s a lo sumo en el valor que le asigna a la variable v.

Definicién 3.3.4.3. Sea € una estructura para £ y ¢ una formula de L.

49



(1) ¢ es satisfacible si existe una estructura € y una s : VAR — C tal
que € = ¢|s].

(2) ¢ es verdad en € si y sélo si € |= p[s|, para toda s : VAR — C.
Esto también se expresa diciendo que € es un modelo de ¢ y se denota por
¢ E 9.

(3) ¢ es falsa en € siy solo si € = ¢|s|, para toda s : VAR — C.

(4) Si T es un conjunto de formulas, se dice que € es un modelo de I' si
toda formula ¢ € T' es verdad en €.

Es importante resaltar que si ¢ es una férmula con variables libres vy, . . ., Vi,
entonces el que s : VAR — C satisfaga a ¢ en € sélo depende de los valores
de s en las variables v;y, ..., v;,. Si a; = $(vi1),...,am = $(vyy,), entonces
se escribird € |= ¢laq, ..., a) en vez de € |= ¢[s].

3.3.5 Validez, Contradiccién, Consecuencia légica

Definicién 3.3.5.1. (1) ¢ es légicamente vdlida si es verdad en toda estruc-
tura (interpretacion).

(2) ¢ es contradictoria si —¢ es l6gicamente vdlida, es decir, si ¢ es falsa
en toda estructura.

(8) Sea I un conjunto de férmulas en un lenguaje L y v una formula de
L. Se dice que vy es una Consecuencia logica de ', T' |=~, si toda estructura
para L que es un modelo de I también es un modelo de v, es decir, si no
existe una estructura para L que satisfaga a I' y no satisfaga v. Cuando se
habla de consecuencia ldgica de conjuntos unitarios, por ejemplo, {¢} |= ¥,
se escribe ¢ = 1. Y cuando se habla de consecuencias ldgicas del conjunto
sentencias vdcio, ) =1, se escribe asi: = 1. Ocurre que ¢ es ldgicamente
vdlida si y solo si = 1.

3.3.6 Otras relaciones entre estructuras: Submodelo elemental,

Inmersién elemental, elemetalmente equivalentes

Submodelo elemental:
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Sea 20 una subestructura de 2. Se dice que 26 es una subestructura
elemental o un submodelo elemental de 2B, y se denota,

A<V,

si para cualquier férmula ¢(x1,...,x,) y para cada (ay,...,a,) € A™

Ql|:¢[a1>--->an] ﬁ% |: (p[al,...,an].

Ejemplos: (Q, <g) < (R, <gr). Dos pruebas distintas de este resultado
pueden encontrase en [[Ma] , pp. 147-148, 258-261]. Otros ejemplos pueden
conseguirse en [[Ma], pp. 144] y en [Ch-K]. Y en el desarrollo de este trabajo
se presentaran mas ejemplos.

Inmersion elemental:

Sean € = (C, < S¢ >ue5, < 95 >pey, < dy >pec), ¥ D = (D, < 52 >c5
, < g? > By, < d“% >,ec) dos estructuras para un lenguaje £. Se dice que
una funcion f : C' — D es una inmersion elemental de € en ® si y sélo si

f es inyectiva y satisface las siguientes cuatro propiedades:

(1) Para cada simbolo relacional S, de L, si n es la aridad de S,,, entonces
para cada (cy,...,c,) € C™

SE(cr, .-y en) & S2(fler), -, Flen)).

(2) Para cada simbolo funcional gg de L, si n es la aridad de g3, entonces
para cada (ci,...,c,) € C™ :

f(gg(cla s ,Cn)) = g?(f(cl)> e .f(cn))

(3) Para cada simbolo constante d,, de £ se tiene que:

f(df) = df?.
(4) Para cada férmula ¢(zq,...,x,) de £ y para cada (cy,...,c,) € C™

51



C = Pler,...,cn]l D E[f(cr),. .., flen)]

Se dice que € estd inmersa elementalmente en ®, € < 3, si existe una
inmersion elemental de € en ©. En otras palabras, esto significa que ®
contiene una subestructura elemental § que es isormorfa a €.

Es claro que si 21 < 9B, entonces 2A < 9. (La funcién f que garantiza
la inmersion elemental seria la funcion identidad en A, que suele denotarse
en la literatura por 14). Sin embargo, la direccién contraria de la impli-
cacién anterior, si 2l < B entonces A < B, no necesariamente se cumple,
evidentemente, porque los universos de las estructuras pueden ser disjuntos.

Ejemplos: (Q,<g) = (R, <g), pues como se comenté anteriormente
(Q, <q) < (R, <g). Otros ejemplos pueden encontrarse en [[Mal, pp. 150-
151] y en [Ch-K]. En el desarrollo de este trabajo se presentaran més ejemplos.

Dos estructuras 24 y 28 para un lenguaje L se dice que son elementalmente
equivalentes, 2 = B, si ellas satisfacen las mismas sentencias.

Ejemplos: (a) Como se cumple que las estructuras isomorfas satisfacen
las mismas sentencias (esto se puede probrar usando induccién), entonces
(N, <) = (N\ {0}, <). (b) (Q,<g) = (R, <g), porque (Q, <g) < (R, <g).
(c) También son elementalmente equivalentes todo par de modelos 20 y 2B
de “La teoria de los érdenes totales densos sin extremos” o de “La teoria de
los nimeros naturales con el cero y la operacién sucesor”, Teo((N,0,S)) =
{¢: (N,0,5) = ¢}, pues tales teorias son completas.

(Una teoria de un lenguaje J es un conjunto de sentencias de J. Una
teoria X2 de un lenguaje J es cerradasi para cualquier sentencia o del lenguaje
J que sea consecuencia légica de ¥, ¥ = o, se cumple que o € ¥. Una
teoria X se dice que es completa si y solo si para cualquier sentencia o ocurre
exactamente una de las dos opciones: ¥ =0 0 ¥ |= —0).

“La teoria de los érdenes totales densos sin extremos” se definird mas ade-
lante en esta misma seccion. Una prueba de que ambas teorias son completas,
usando tres teoremas sobre teorias, el “Teorema de eliminaciéon de cuantifi-
cadores”, el “Teorema de modelo-completitud” y el “Teorema del modelo
principal de Robinson”, puede encontrarse en [[Ma], pp. 256-263]. Otra
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version de la demostracién de que “La teoria de los 6rdenes totales densos
sin extremos” es completa, pero que también usa eliminacién de cuantifi-
cadores, puede encontrarse en [Ch-K], pp. 49-54]. “La Teoria de las algebras
de Boole sin atomos” también es completa, ello se puede probar usando elimi-
nacién de cuantificadores [[Ck-K], pp. 59|, y “La Teoria de las dlgebras de
Boole numerables sin dtomos” también es completa, ello se puede probar
usando categoricidad por medio del “Teorema de completitud de Vaught
(1954)” [[Mal, pp. 242-250] usando ideas parecidas al procedimiento de
zig-zag que us6 Cantor para probar su teorema referido anteriormente (Si
(B,<p)y (A, <a) son dos ordenes totales, densos, no acotados y numerables,
entonces (B, <p) = (A, <4)). Esto significa que cualquier dos modelos 24 y
B de dichas teorias son elementalmente equivalentes. La dlgebras booleanas
atémicas y no atomicas seran definidas y ejemplificadas en la quinta seccion
de este trabajo (dltima seccién). Otros ejemplos de estructuras elemental-
mente equivalentes pueden encontrarse en [[Mal, pp. 141-142] y en [Ch-K].
Y en el desarrollo de este trabajo se presentaran mas ejemplos.

Un resultado clave en la construccion de submodelos elementales es el
siguiente: Un subconjunto A C B forma un submodelo elemental de 28 si y
sélo si para cualquier férmula ¢(u, x4, ..., z,), y para cualquier ay, ..., a, €
A

dbe BB Epb,a,...,a,) = e AB = p(b,ay,...,a,). (M)
Una funcién h : B" — B es una funcion de Skolem para ¢ si:

e BB = o(b,by,....by) = B = @(h(bi,....by), b1, ... by),

para cualquier by,...,b, € B. Usando el Axioma de eleccién, se puede
construir una funcién de Skolem para cualquier . Si un subconjunto A C B
es cerrado bajo las funciones de Skolem de todas las formulas del lenguaje,

entonces A satisface (#), y por lo tanto forma un submodelo elemental de
B [[J1], pp. 156].

Este método de cerrar conjuntos bajos funciones de Skolem, mas resul-

tados de aritmética cardinal, permite demostrar el importante “Teorema de
Léwenheim-Skolem” en su versiéon mas simple [[J1], pp. 157]:
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Teorema de Lowenheim-Skolem: Cualquier estructura para un lenguaje
numerable, tiene un submodelo elemental numerable.

Y también en su versién mas fuerte llamado “Teorema de Lowenheim
-Skolem-Tarski hacia abajo” [[J1], pp. 66], [[Ma], pp. 210-212]:

Teorema de Liwenheim-Skolem-Tarski hacia abajo (1956): Si
una teoria X en un lenguaje J tiene un modelo, entonces ¥ tiene un modelo
de cardinalidad menor o igual que el cardinal de J.

Es conocido que estos dos teoremas también se pueden demostrar como un
colorario del Teorema de completitud de Godel usando la técnica del conjunto
méaximal consistente de Henkin [[Ch-K], pp. 61-68], [FG4], mas adelante, en
la siguiente seccién de este trabajo se usara dicha técnica de Henkin (am-
pliada) para demostrar que la Légica de primer orden tiene la Propiedad de
Interpolacion de Craig. Y al final de esta misma seccién se hablara de con-
secuencias matematicas del Teorema Lowenheim-Skolem-Tarski hacia abajo.
También se mencionaran al final de esta seccién consecuencias matematicas
de otro importante método para construir modelos muy relacionado con este,
el “Teorema de Lowenheim-Skolem-Tarski hacia arriba”:

Teorema de Lowenheim-Skolem-Tarski hacia arriba (1956):5i una
teoria X3 en un lenguaje J tiene modelos infinitos, entonces tiene modelos de
cualquier cardinalidad mayor o igual que el cardinal de J.

Una demostracién de ellos puede encontrarse en [[Ch-K]|, pp. 61-68] y
[[Ma], pp. 210-213]. Ambos teoremas son bastante valiosos para el estu-
dio de los fundamentos de la matematica, desde la perpectiva del plato-
nismo matemdtico. En el texto [[Ch-K], pp. 61-68] se prueba el Teorema
de Lowenheim-Skolem-Tarski hacia abajo como un corolario del Teorema de
completitud de Godel para lenguajes de cualquier cardinalidad, y luego se
demuestra el Teorema de Lowenheim-Skolem-Tarski hacia arriba usando el
“Teorema de Compacidad” y el Teorema de Lowenheim-Skolem-Tarski hacia
abajo (usando ambos resultados). El Teorema de Compacidad se demostrara
directamente en este trabajo a partir del Teorema fundamental de los Ultra-
productos (Teorema de Lés). Es conocido que en la actualidad suele probarse
el Teorema de Compacidad como un corolario del Teorema de completitud
de Godel, pero también es importante estudiar esta demostracion directa que
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usa ultraproductos desde el punto de vista pedagdgico y de la investigacion
matematica, metamatematica y de la filosofia de la matematica. Ultrapro-
ductos, el Teorema de Los, algunas aplicaciones matematicas del mismo y
algunas consideraciones filoséficas sobre los ultraproductos y dichas aplica-
ciones, es lo que se estudiara en las siguientes subsecciones 3.4, 3.5 y 3.6 de
esta seccion.

3.4 Ultraproductos, el Teorema Fundamental de Ul-
traproductos (Skolem 1930, Lés 1955)

Construccién de la estructura (el modelo) llamada Ultraproductos usando
ultrafiltros siguiendo principalmente los textos [[Ch-K], capitulo 4], [[Me],
pp. 120-135] y [[J1], pp. 158-161].

Supongamos que [ es un subconjunto no vacio, D es un filtro sobre I y
que para cada ¢ € I, A; es un subconjunto no vacio. Entonces se considera
el producto cartesiano de los conjuntos A;, es decir:

C=JJA={f: 11— UecAi AViel(f(i)€ A)}.

il

(Notar que si I es infinito para garantizar que el producto cartesiano
C = Hie ; A; sea distinto de vacio se requiere del Axioma de eleccién. Esto
conecta los ultraproductos con todo ZFC y por lo tanto con el platonismo
matematico. También para garantizar que I pueda ser infinito se require del
Axioma de infinito, esto también conecta a los ultraproductos con ZF, y por
lo tanto con el platonismo matematico. Hay otras conexiones que pueden
hacerse)

Ahora se define una relacién de equivalencia ~ en [|
manera:

ser Ai de la siguiente

frege—diel: fli)=yg@)} €D
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Se cumple que la relacion ~ es reflexiva, simétrica y transitiva, por lo
tanto ~ es una relacion de equivalencia. Entonces se considera el conjunto
cociente de [[,.; A; determinado por ~ (llamado producto reducido de los A;
mddulo D):

[TAi/~={n:re]]A}
icl i€l
Se denotara al conjunto cociente [[,.; Ai/~ por [[, A; y la clase de equi-
valencia [f] se denotard por fp (Vf € [];,; As). Cuando D es un ultrafiltro
[1p Ai es llamado un Ultraproducto. Y en el caso de que todos los conjuntos
A; esan iguales, digamos, A; = A (Vi € I),][, A es llamado la Ultrapotencia
de A modulo D.

Ahora se definira el producto reducido de modelos para un lenguaje L fijo:

Sea I un conjunto no vacio, D un filtro sobre I y para cada i € I sea
2A; una estructura para un lenguaje £. Supongamos que para cada simbolo
relacional P de L la interpretacién de P en A; es R;, los simbolos de funcién F
son interpretados en 2(; por G; y los simbolos constantes ¢ son interpretados
en 2A; por a;.

El producto reducido [[,®2U; es una estructura para L definida de la
siguiente manera:

(i) El universo de [[, 24 es [[, 4.

(ii) Sea P un simbolo de relacién n-drio de £. La interpretacién de P en
[1p 2 es la relacién n-dria S definida de la siguiente manera:

S(fhy - fr) e=—{iel: R(f'(i),...,f"(i)} € D

(iii) Sea F' un simbolo de funcién n-drio de £. Entonces F es interpretado
en [ [, 2 por la funcién n-dria H definida de la siguiente manera:

H(fp,....fp) = (Gi(f' (i), ... f*(0)) s i € I),
(iv) Sea ¢ una constanta de £. Entonces la interpretacién de c en [, 2;
esun b € [[,A; que se define como sigue:

b:(ai:z'EDD
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Se cumple que las definiciones realizadas anteriormente de S(f}, ..., f5)
y H(fh, ..., /) dependen solamente de las clases de equivalencia y no de
sus representantes f1, ..., f*. Es decir, f! ~g',..., f* ~ ¢g", entonces :

{icl:R(f'G),....,f"(i)Y e D« {iecl:Rig"(i),...,qg"(1))} €D

(Gi(f1 (@), [ (@) ri € I)p = (Gi(g' (i), " (1)) 1 i € I)p.

Ahora se enunciara y demostrara el Teorema Fundamental de Ultrapro-
ductos (Lo$-1955) :

Teorema 3.4.1 (Teorema Fundamental de Ultraproductos (Los)).
Sea B el ultraproducto [ [, A;, donde I es el conjunto de indices de los ;.
Entonces :

(1) Para cada término t(x1,...,z,) de L y elementos f},,..., s € B =
[1p Ai se tiene que:

twlfp, - fp] = (ta[f1(0), ., 1 (0)] i € T),
(i1) Dada una férmula p(z1,...,x,) de Ly fh, ..., [P € B se tiene que:

B =olfp,- ol o {ie I WE=olf'(Q),.... [ ()]} e D
(#ii) Para cada sentencia ¢ de L se tiene que:

BEpolicl :A;=pteD

(Inuitivamente (ii1) afirma que ¢ es verdadera en el ultraproducto B =
[Ip A sty solo si ¢ es verdadera en “casi todos” los factores U; de B )

Demostracién: Es claro que la clausula (iii) se deduce inmediatamente
a partir de la cldusula (ii). Entonces se probaran sélo las clausulas (i) y (ii),
y esto se realizara utilizando induccion en la longitud de los términos y en el
rango de las formulas.
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(i) Sea el conjunto E = {m € N : VYu € Tz(longitud(u) = m = Q(u)},
donde @ es la propiedad descrita en (7). Se probard que £ = N\ {0} por
induccion.

Caso Base: Se probard que 1 € E. Sea t un término tal que longitud(t) =
1. Se debe probar que Q(t) es cierta. ¢ es una constante o una variable:

Caso 1: t es una constante c :

twslfhs - 3l = (a1 € ), = (a; = to,[[*(3),..., f*(i)] i € I),. Por
la definicién de B y la definicién 3.3.4.1 sobre el valor de un término en una
estructura segin una asignacién. Esto es lo que se queria probar.

Caso 2: t es una variable x; tal que j € {1,2,...,n}:

twlfh, .., Bl = fh = (F (i) i € I)p=(F (i) =ta[f'(0),.... (D)) i € I)py.

Por la definicion 3.3.4.1. Esto es lo que se queria probar.

Caso inductivo: Sea m € N tal que m > 1 y supdngase que para cada
k € N(si k < m entonces k € E). Se debe probar que m € E. Sea t un
término tal que longitud(t) = m. Se debe probar que Q(t) es cierta. ¢ de
longitud m tiene la forma siguiente:

tzxy,...,zn) = F(ti(z1, ..., 20), o to(T1, oo )

Por la definicién 3.3.4.1 se tiene que:

talfp, .. fpl = H(tiwfp. -, fBl - tassfps - fD))

Por la Hipdtesis Inductiva se tiene que para cada k, 1 < k < n, se cumple
que:

tim[fpy - fB] = (e [F1(0), -, f1(@)] i € 1)
Para cada k, 1 < k < n, se denota (tpe,[f'(),..., ["(i)] : i € I), por g

v a by [F1(0)s. o fH0)] 21 € 1) por g
Aplicando la cldusula (iii) de la definicién del ultraproducto 8B se tiene
que:

H(gp,---.9p) = (Gi(g' (1), ..., g" (1)) s i € I)}

Por otro lado, aplicando la definicion 3.3.4.1 se tiene que:

tg[i[fl(’é), ey fn(z)] = Gi(tlmi[fl(i)> ey fn(z)]> s >tn2li[f1(i)> H) fn(z)])

Entonces combinando todo el desarrollo anterior se concluye que:
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tss[fp. - fpl = H(gp.--.gp) = (ta[f1 (D). f1(D)] i € I)p

Lo que se queria probar. Por lo tanto £ = N\ {0}. Ha terminado la
prueba de la cldusula (i) del Teorema.

(ii) Sea el conjunto Z = {m € N : V§ € Fr(rango(d) = m = K(J)},
donde K es la propiedad descrita en (ii). Se probard que Z = N por in-
duccién.

Caso base: Se debe probar que 0 € Z. Sea una férmula ¢ tal que
rango(p) = 0. Se debe probar que K () es cierta. ¢ es una férmula atémica
de alguna de estas dos formas: (1) P(ty,...,t,) o (2) t; = to. (La prueba
se hace siguiendo una sugerencia que esta en [[Ch-k|, pp. 218] la cual dice
que se proceda de manera andloga al caso inductivo de la clausula (i) para
términos).

Caso 1: ¢ = P(t1,...,tn).

B Pty t)lfD ... 1] o

(por definicion de satisfacibilidad en una estructura y definicién del ultrapro-
ducto)

Stisslfps -0 Sl tasslfp. -, fB]) <
(por la clausula (i))
S(<t12lz[f1(z)>7fn(z)] 11 € I>D>7<tn2ll[f1(z)>>fn(z)] S I>D) N

(Procediendo como en la prueba de la cldusula (i): Paracada k, 1 < k <n, se

denota (tyay [F (i), ., 7(3)] -1 € T)y por gl y a (taay [ (0), -, /()] 17 € I)
por gF. Con esta definicién y la definicién de ultraproducto)

S(9D,- - 9P) <—>iz €l:Ri(g"'(i),...,g"(0))}yeD

J

L

Se quiere probar que:

B = P(ty, ..., t)lfp, .-, [D] <
(il Py, . t)f'(0).....f"()]} € D

»
Y esto se cumple porque los conjuntos #, & y A son iguales.
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ii el: Ri(tlmi[fl(i)> B >.fn(z)]> s >tn2li[f1(i)> B >.fn(z)])} €D
A

Fin de la prueba del Caso 1.
Caso 2: ¢ =t] =ts.

D |:t15t2[fé>7fg](_)

(por definicién de satisfacibilidad en una estructura)
tis[fps - [ = tass[fps -+, D)) <
(por la clausula (i))
(g [f1 (), [ (@] i € Iy = (tag, [f1(0), .-, fP@)] ri € 1)y

(Procediendo como en el caso anterior y en la prueba de la clausula (i): Para
cada k, 1 < k < 2, se denota (tpe,[f'(i),..., ["(¢)]:i € I), por ¢g§ y a
(tea, [f1(0), ..., f™(@)] - i € I) por g*. Y por la definicién de la relacién de
equivalencia ~ con que se definié el ultraproducto)

gp=9p—{i€l:(g'(i) =g’(i))} €D

J

L

Se quiere probar que:

D |:t1 Et?[féaafg] =
{iel: W EL=b6f3),.. . f6))}eD

»
Y esto se cumple porque los conjuntos #, & y A son iguales.

S

L€l tig [f1(0),.. [ ()] = tog,[f(0),.... ["()]} € D

A
Fin de la demostracién del Caso 2.
Caso inductivo: Sea m € N tal que m > 0, y supéngase que para todo
k € N(si k < mentonces k € Z). Se debe probar que m € Z. Sea una férmula
v tal que rango(yp) = m. Se debe probar que K () es cierta. Es suficiente con
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considerar a ¢ con las siguiente tres formas, pues toda féormula se puede re-
expresar de esa manera: (1) ¢ = =x(21,...,%,), (2) o = (X Ao)(T1, ..., %)
y (3) ¢ = (Fv)x(v, 1,22, ..., 2p).

Caso 1: ¢ = =x(21,...,%y).

B = -xlfp,- o Sl <
(Definicién de satisfacibilidad)

no®B |= x[fp, ..., fp] <
(Hipétesis Inductiva)
{iel: W E=X[f'G),....["O]} ¢ D
(D es ultrafiltro)

{iel:noA; |=x[f'G),...,f (1))} €D«
(Definicién de satisfacibilidad)

{iel:A=~xf©)....f" 0]} €D
Caso 2: p = (X ANo)(x1,...,Tn).

B = (X Ao)fp, -, fo] <
(Definicién de satisfacibilidad)

B = xlfp, - [DIABEolfp... b <
(Hip6tesis Inductiva)

{iel: A= x[f@),..../"(@)]}eDA
{iel A Eolf'G),...,f"(0)]} €D
(D es filtro)

{iel:- 2 =x[f'G),.... /" @O)n
el N =olfi@),..., ')} eD e

(interseccion y satisfacibilidad)
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liel: W= (xANo)[f@),..., ()]} €D
Caso 3: ¢ = (Fv)x(v,x1, T2, ..., Ty).

B = (30)x[fp, - fp] &
(satisfacibilidad)

Existe fp € Btal que B = X[fD,fé,--wfg] A

(Hipotesis Inductiva)

(*) Existe fp € Btal que {i € I : 24; = x[fp(i), f(i),..., f(i)]} € D

Como ocurre que si 2; = x[fp(i), f1(7),. .., f*(i)], entonces
2; = (Jv)x[f1(), ..., f*(@)], (*) implica que:

() {i € I :2A; = (F)x[f'(G), ..., f"(i)]} € D

Para probar que (*) es equivalente a (**) falta probar que (**) implica a
(*). Si (**) ocurre se usa el Axioma de eleccién (para los casos donde existan
universos de las estructuras 2(; que no son finitos o numerables, por ejemplo
donde existan universos que sean no numerables y no bien ordenados) para
definir una funcién f € [[,.; A tal que (*) ocurra. Por lo tanto (*) y (**) son
equivalentes. En consecuencia Z = N, lo que se queria probar. La prueba de
la clausula (ii) del Teorema ha terminado, y la prueba de Teorema también.
O

>I<>I<)

Algunos colorarios (clasicos) del Teorema Fundamental de Ultraproductos
son los siguientes:

Corolario 3.4.2. Sea 2 una estructura para un lenguaje L y sea [ [, A una
ultrapotencia de 2A. Entonces A =[], 2.

Para enunciar el segundo corolario se requiere de una difiniciéon previa:
Sea I un conjunto no vacio, D un filtro sobre I y 2 una estructura para
un lenguaje £. La inmersion natural de 2 dentro de [[,2A es la funcién

62



d: A — ], A definda com sigue: Va € A(d(a) = (a : i € I)p). El rango
de d es denotado por d(A) y la restriccion de [[, 2 a d(A) es donotada por
d(1).

Corolario 3.4.3. Sea A una estructura para un lenguaje L y D un ultrafiltro.
Entonces la inmersion natural de 20 dentro de la ultrapotencia [[, A es una
immersion elemental.

Demostracion: La funcion d es inyectiva y se puede chequear facilmente
que d cumple con las cldusulas (1), (2) y (3) de la definicién de inmersién
elemental. La prueba de la cldusula (4) se hace usando el Teorema Fun-
damental de Ultraproductos de la siguiente manera: Sea ¥ (z1,...,z,) una
formula de £y aq,...,a, € A. Entonces:

T2 E vlda),. .., d(a,)] <

(Cléusula (ii) del Teorema Fundamental de Ultraproductos)
{iel - AE=Yar,...,a,)} €D«

(saisfacibilidad)
A |: ’l/)[al, .. .,an]. Ol

Vale la pena resaltar que el corolario anterior (3.4.3) muestra que la in-
mersién natural d es un isomorfismo de 2 sobre d(2() y que d(2) es un
submodelo elemental de la ultrapotencia [[, 24 [Ch-K].

3.5 Algunas aplicaciones del Teorema Fundamental de
Ultraproductos

3.5.1 Una prueba directa del Teorema de Compacidad usando
ultraproductos

A continuacién se ofrece una prueba directa del Teorema de Compacidad
usando el Teorema fundamental de ultraproductos. Es conocido que tal teo-
rema se prueba también (entre otros) como un corolario del Teorema de com-
pletitud de Gdodel (1930) [[Gol], pp. 32]. El Teorema de Compacidad tiene
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importantes consecuencias matematicas, metamatematicas y filosféficas. Di-
cho teorema es, entre otros, un poderoso método de construccion de modelos
no estandar (mas adelante en esta misma seccién se definird la nocién “mo-
delo no estdandar”). Notar que la prueba de este teorema usa el Teorema
del Ultrafiltro, por lo tanto requiere del Lema de Zorn necesariamente, es
decir, tal demostracion es esencialmente platonista, en un grado fuerte de
platonismo segtn la escala de Bernays del platonismo matemético moderado
(seccién 2). Esto ocurrird con todo lo que se realice en este trabajo que use
al Teorema de Compacidad.

Teorema 3.5.1.1 (Teorema de Compacidad (1930)). Sea I un conjunto
de sentencias de un lenguaje L, sea I = S,(I') el conjunto de todos los
subconjuntos finitos de I', y para i € I, sea A; un modelo de . Entonces

existe un ultrafiltro D sobre I tal que el ultraproducto [, 24 es un modelo
de T

Demostracién: Para cada v € T', se define 4 = {i € [ : v € i}. El
conjunto K = {§ : v € I'} C P(I) tiene la propiedad de interseccién finita
ya que para todo Ay, ..., %, € K se cumple que { 71,...,7%} €51 N...NAy.
Entonces se considera el filtro K* sobre I generado por K que proporciona el
Teorema 3.2.2 (K C K*). Por el Teorema del ultrafiltro (3.2.4) K* se puede
extender a un ultrafiltro sobre I, sea D dicho ultrafiltro (K C K* C D). Si
i € 4, entonces v € i y 2A; = 7. En consecuencia:

Vyel(yC{iel A=},
y como ¥ € D, entonces {i € [ : A; =~} € D, porque D es filtro. Por

lo tanto, por el Teorema Fundamental de Ultraproductos (clausula (iii)) se
tiene que,

vyeT(J[2 ).
D

es decir, [ [, 2 es un modelo de I'. Lo que se queria demostrar. [J.
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3.5.2 Modelos no estandar de la Aritmética y de la Teoria de los
nuimeros reales

Con el Teorema de Compacidad se puede demostrar que existen modelos
no estandar para la Aritmética y para la Teoria de los nimeros reales (am-
bas en primer orden), se demostrardn tales resultados luego de unas defini-
ciones previas, esto se realizara porque tiene importantes consecuencias en
matematicas, en metamatematicas, en filosofia de la matematica, etc. Un
ejemplo de ello es la creacién del Analisis no estandar por parte de Robin-
son en 1960 [Robl], [Ma], [Cor], [Ivo], [Ch-K], [Mi]. En el trabajo de li-
cenciatura [FG1] se investigé sobre las limitaciones expresivas de la Logica
de primer orden como consecuencia de sus Propiedades de Compacidad y
Lowenheim-Skolem, pero ellas se investigaron en relacién con el Teorema de
Lindstrom [Li], no en relacién con el Método de Ultraproductos, es decir,
dicho método no se estudié en [FG1]. En [FG1] tampoco se investigd sobre
cardinales medibles, ni sobre Analisis no estandar lo cual si se hace en este
trabajo, por ejemplo se probaran tres interesantes teoremas sobre cardinales
medibles. Con relacién al Andlisis no estandar sélo se explicara en esta in-
vestigacién cémo se construye el Modelo de los Hiper-Reales de Robinson
usando el Teorema de Compacidad, y como se pueden probar Teoremas de
Analisis estandar usando técnicas de Analisis no estdndar. La construccion
del Modelo de los Hiper-Reales de Robinson y la prueba de los teoremas sobre
cardinales medibles se realizaran en las dos subseciones siguientes a esta.

M =(N,S +,0,0,1,<) es la estructura cuyo universo es el conjunto de
los niimeros naturales N, S es la operacién sucesor usual en N, 4+ y e son la
suma y el producto usual de N, 0 y 1 son el cero y el uno usual de N, y < es
el orden usual en N. La Aritmética es el conjunto de todas las sentencias en
primer orden en el lenguaje adecuado Loy = {<, S, F, @, 6, T} verdaderas
en N, tal conjunto se denota asi TEO(N), es decir, TEO(N) = {¢p € Lo :
M = ¢}. Una estructura la cual es elementalmente equivalente a %, pero

no es isomorfa a ella, se dice que es un modelo no estandar de la Aritmética
(TEO(N)).

MR = (R,+,0,0,1,<) es la estructura cuyo universo es el conjunto de

los nimeros reales R, + y e son la suma y el producto usual de R, 0 y 1
son el cero y el uno usual de R, y < es el orden usual en R. $R se puede
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cardcterizar (salvo isomorfismo) como un cuerpo totalmente ordenado, denso,
no acotado, completo y separable [J1], [J3]. Otra propiedad de PR es que es
arquimidiano. Para este trabajo interesa definir las propiedades de cuerpo
totalmente ordenado, arquimidiano, denso y sin extremos, el que YR es un
cuerpo totalmente ordenado, arquimidiano, denso y sin extremos significa
que SR satisface los siguientes axiomas:

Axiomas de cuerpo: Vx,y, 2z € R se cumple que:
Al z4+y=y+=x
A2 (z4+y)+z=x+(y+2)
A3 Ve e RI0 e R(x + 0 = x)
A4 Vo e RIw € R(z +w =0)
A5 rey=yex
A6 (rey)ez=uxe(yez)
AT Ve eRIIeR(1#0Az 0]l =12x)
A8 Vx e R\ {0}Jw e R(zroew =1)

A ze(y+z)=(xey)+ (rez)

(El w de A4 es tnico y se denota por —z (el elemento simétrico de x).
Y el w de A8 es tnico y se denota por z! (el elemento inverso de x))
Axiomas de orden total o lineal (estricto):

Vz,y,z € R se cumple que:
1. xfx
2. (z<yhy<z)—z<z

.x<yVy<zVr=y
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R es arquimidiano:

VeeRIneNz<1l+1+...+1).
—_—
nveces

R es denso:

Ve RYyeR(zx<y—JzeR(x < z<y))
dz € Ry € R(x £ y)

R no tiene extremos:

Ve € Ry € R(z < y)
Ve e Ry € R(y < z)

El conjunto de todas las sentencias en primer orden en el lenguaje ade-
cuado Loy = {<, T, @, 0, 1} verdaderas en SR se denota asi TEO(R), es
decir, TEO(R) = {¢ € Loz : R = ¢}. Una estructura la cual es elemental-
mente equivalente a R, pero no es isomorfa a ella, se dice que es un modelo
no estandar de TEO(®R).

Corolario 3.5.2.1 (Modelos no estdndar de TEO(DM) y TEO(®R)).
Ezisten modelos no estindar de TEO(2N) y de TEO(®R).

Demostracion: Se probard primero que existe un modelo no estdndar
de TEO(N) : Considérese el siguiente conjunto de sentencias que extiende
a TEO(M):

A =TEOM)U{~[(c=S5"0)]:n e N},

donde ¢ un simbolo constante nuevo, S™(0) es el término que resulta

0)
de aplicar S n-veces a la constante 6, y §0(6) = 0. Es claro que cada
subconjunto finito de A tiene como modelo a la estructura expandida,

(9, ),

donde n es un nimero natural suficientemente grande al cual se interpreta
la constante nueva c. Por lo tanto, por el Teorema de Compacidad, A tiene
un modelo. Sea M = (M, ST+ ™ P 1M <P P dicho modelo.
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Por la definicién de A es claro que Mt = TEO(NM) y por lo tanto M | Loy
es elementalmente equivalente a 91. Sin embargo, por la definicién de A,
M £ S™(0)™ para todo n € N, y en consecuencia 9t | Ly no es isomorfo
a M.

Se probaréd ahora que existe un modelo no estandar de TEO(R) de una
manera analoga al caso anterior: Considérese el siguiente conjunto de sen-
tencias que extiende a TEO(fR):

©=TEOMR)U{1F...F1<c:neN},
n Veces

donde ¢ un simbolo constante nuevo, y 1F...F1=0. Es claro que cada
—_——

oveces
subconjunto finito de © tiene como modelo a la estructura expandida,

(R, n),

donde n es un nimero natural suficientemente grande al cual se interpreta
la constante nueva c. Por lo tanto, por el Teorema de Compacidad, © tiene un
modelo. Sea & = (E,+%, 0% 0%,1%, <%, ¢%) dicho modelo. Por la definicién
de O es claro que € = TEO(®R) y por lo tanto & | Lg es elementalmente
equivalente a SR. Sin embargo, por la definicién de ©, ie—T—e e %A—GTGJ < c%,

-
' ' nveces
para todo n € N, y en consecuencia € [ Lo no es isomorfo a R, pues R es

arquimidiano y & [ Ly no lo es. [J

3.5.3 Un esbozo de la construccion del cuerpo ordenado y no ar-
quimediano de los Hiper-Reales, y del Analisis no estandar
de Robinson

El cuerpo ordenado y no arquimediano de los Hiper-Reales es una estructura,
m* m* %k m* m* m*
m*:<R*7+ 7. ) 7||*?0 ?1 ?< >7
que se construye a partir del cuerpo ordenado y arquimidiano de las reales,

m = <R? _l_? .?_?||?0? 1? <>?
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donde para facilitar algunas definiciones se le agrega la funcién ~— que a
cada real le asigna su simétrico y la funcién valor absoluto ||. PR™ es un
modelo no estandar de TEO(R) tal que R < R*. M™ contiene a todos los
reales estandar y satisface todas las propiedades R que se pueden expresar
con férmulas de primer orden. La construccién puede hacerse (entre otros)
usando el Teorema de compacidad directamente aplicando un procedimiento
analogo al que se utilizo para construir en el teorema anterior el modelo
no estandar para R (como se hace en [Mal), y también puede construirse
(sin usar directamente el Teorema de compacidad) usando Ultrafiltros y el
Teorema fundamental de ultraproductos, tal como se hace en [Cor].

La construccién, usando compacidad, se hace en [Ma] de la siguiente
manera:

Sea (M, (r : r € R)) una estructura que extiende a R, donde aparecen
destacados todos los eleAmentos de R. Un lenguaje apropiado para (R, (r :
reR)) es{<, 5,97, ],0, 1} U{c, : 7 € R}. ¢, es un nombre para r, para
cada r € R. Considérese el siguiente conjunto de sentencias ©':

O = TEO(R, (r 7 € R))) U{e, <d:re R},

donde d un simbolo constante nuevo que no aparece en,
Lonrrery) = 1<, +. 0, ||, 0,1} U {c, : v € R}. Es claro que cada
subconjunto finito de ©' tiene como modelo a la estructura expandida,

(R, (r:r eR)),a),

donde a es un numero real suficientemente grande al cual se interpreta
la constante nueva d. Por lo tanto, por el Teorema de Compacidad, ©’ tiene
un modelo. Sea Al tal mogelo. R estd inmerso elementalmente en 31 [ Loy,
donde Loy = {<, F, ®, =, 1|, 0, 1}, por la funcién f : R — U tal que f(r) =
M oyaque (R, (r:reR)=U1{F e |01 U{e :reR}
Como R es isomorfo a un submodelo elememental de 3 | Lx, entonces
identificando a cada r € R con su imagen segin f, f(r) = ¢*, se concluye
que R < U | L. Entonces 3 [ Loz es un cuerpo ordenado estrictamente,
denso y sin extremos (ya que todas estas propiedades son expresables en

primer orden con sentencias del lenguaje {<, F, @, f, ﬂ, 0, T}) Se define
R = $L | Lo,
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m* = <R*7 _l_m*? .m*7 _*7 ||*70m*7 1m*7 <m*>'

Por construccién se cumple que R C R*) pero R # R*. En efecto: R*
tiene nuevos elementos, por la definicién de ©' se sabe que existe un z € R*,
(z = d*), tal que r < z para todo r € R. Como z es distinto de cero, entonces
2 tiene un inverso multiplicativo, 271" € R*. Se llamar4 ilimitado (o infinito)
a los elementos de R* del tipo de z, y se llamara infinitisimal a los elementos
de R* del mismo tipo de z71".

A continuacién se definen en R* las nociones de “ntmero real ilimitado
(o infinito)”, “ntimero real finito” y “nimero real infinitesimal”:

ILIMITADOR*) ={z e R*:Vr e R(| r |"'<*| z ")},

FINITOR*) = {z e R*: Ir e R(| z ["<*| r |")},

INFINITESIMAL(R) = {z € R* : Vr € R*(| 2 |"<* r)}.

Ahora bien, ; Cémo son los naturales N* de R*? ; Qué propiedades tiene
N*?. Para responder estas preguntas se aplican algunos métodos de la Teoria
de modelos, por ejemplo re-escribir el modelo estandar original, YR, como
una estructura que tiene como elementos destacados todas las funciones y
relaciones posibles sobre R,

%= (R, <f>(fiR”—>R)neN’ <P>(P§R”)neN\{o}>'

Y aplicando un procedimiento exactamente igual al que se realizé ante-
riormente para construir SR* a partir de R, tal que B < ", usando el
conjunto ©’ y el Teorema de compacidad, se construye otra estructura no
estandar,

TR = (R, <.f*>(f*:R*”—>R*)neN’ <P*>(P*QR*”)nEN\{0}>’

tal que T PR <T R". En el contexto de estas estructuras T Ry T R" es
donde se responderan las preguntas anteriores. Es importante destacar que
tales estructuras restriilgidas al lenguaje original de 9R,

Low={2,F, ¢, ],0, 1},

son iguales a R y JR", respectivamente.
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Se conoce que N no es acotado en R, es decir, “para cada z € R existe un
y € N(z < y) 7, entonces la sentencia Vz3y(Ny A x < y) es verdad en T 2R,
por lo tanto, por submodelo elemental se tiene que Vozdy(Ny Az < y) es
verdad T R", es decir, “Para todo z € R* existe un y € N* tal que = <* y”.
Sea w € R* un elemento ilimitado y mayor que cero. Entonces existe un
u € N* tal que w <* u. En consecuencia, como r < u para todo r € R,
se conluye que u es también ilimitado, de modo que en N* hay elementos
ilimitados.

Se puede demostrar usando T R <7 R" que también se cumple:

<N7 S? _l_? .7 07 17 <> —< <N*7 5*7 _I_*? .*70*7 1*7 <*>7

para ello es conveniente trasnformar las formulas que afirman hechos sobre
los naturales en férmulas relativizadas que afirman los mismos hechos pero en
el lenguanje de la estructura de los reales (T Ry T 9R"), es decir, cuando se
afirma dx¢ en el lenguaje de los naturales se toma la respectiva relativizacion
en el lenguaje de los reales 3z(N(x) A¢'), y cuando se afirma V¢ se considera
Va(N(z) — ¢').

Ahora se procede a definir una relacion en YR* que serd una relacién de
equivalencia: x estd infinitamente prérimo ay (xr ~ y) si y sélo si (v —* y)
es infinitesimal.

Con esta definicion se puede probar, en el Analisis no estandar, la siguien-
te proposicién sobre convergencia de sucesiones, es importante resaltar que
la proposicion ofrece un método del Analisis no estandar para probar si una
sucesién (del Andlisis estdndar) converge o no, es decir, la proposicién propor-
ciona un método no estandar para resolver problemas del Anadlisis estandar.
Una prueba de la misma se encuentra en [[Cor|, pp. 31]. Se enunciara la
proposicion luego de una definicién previa:

Sea S : N — R una sucesion, y [ € R. Se dice que S converge hacia a
I (limy—o0oS(n) = 1) siy sblo si para todo € > 0 existe un nimero natural
m tal que que para todos los nimeros naturales n: si n > m, entonces
| S(n) —1) |< e. Se dice que la sucesién S converge si converge hacia [ para
algin [ € R, y que S diverge si no converge.

Proposicion: Sea S : N — R una sucesién, y [ € R. S converge hacia
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al siysélosiVn € N*(S*(n) ~ ). Donde N*, es el conjunto de todos los
naturales ilimitados de N*.

Para que tenga sentido la proposicion anterior es importante resaltar que
toda sucesion S : N — R en R tiene una correspondiente sucesion S* :
N* — R* en R" que la extiende. Esto se puede justificar en el contexto de
TR <7 M*. Pues S C R x R es una relacién binaria que satisface existencia
y unicidad (relativizada a N), lo cual es expresable en primer orden (con
el nombre respectivo para S, §) y tal proposicién se cumple en T R, y
por lo tanto en T PR*, por ejemplo por una sentencia de la siguiente forma:
Va(N(z) — Jy[(S(z,y) AV2Yw(S(z, 2) AS(x,w) — z = w)]. Tal proposicién
se cumple en T MR, y en consecuencia en T R*. También se cumple en T R
que VaxVy(S(xz,y) — N(x) A R(y)), en consecuencia tal sentencia es verdad
en T R*, de modo que S* : N* — R* es la sucecién en R* que extiende y

se corresponde con S de PR. (También, como T SR CT PR", se cumple que:
SR =S8 NR?2 y § =5y 5 =517,

Vale la pena resaltar que asi como se reformulé la definicion de “limite de
una sucesiéon” en el contexto del Analisis no estandar (ofreciendo la cardterizacion
anterior) también se pueden reformular el resto de los conceptos del Andlisis
estandar: “continuidad de una funcién en un punto y sobre R”, “continuidad
uniforme de una funcion sobre R 7, “derivada de una funcién en un punto
de R”, etc. Esto proporciona nuevos métodos para resolver problemas del
Analisis [Mi], [Cor].

Escapa al ambito de este trabajo profundizar méas en este interesante
tema, se deja para posteriores investigaciones, sin embargo, al final de esta
seccién (3) sobre Ultraproductos, en la dltima subseccion llamada “Algunas
consideraciones matematicas, metamatematicas y filoséficas sobre Ultrapro-
ductos, Compacidad, Anadlisis no estandar y Cardinales medibles” , se pre-
sentaran algunas reflexiones con respecto al Analisis estandar y al Analisis
no estandar.

También vale la pena resaltar, con relacién al Andlisis no estandar, que
quiza es muy interesante e instructivo desde el punto de vista matematico,
légico y filoséfico (etc), estudiar la polémica de Berkeley con los analistas que
ocurrié en el siglo XVIII después de la publicacion en 1734 de su texto: “Fl
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Andlisis: 0 un discurso dirigido a un matemdtico infiel. Donde se examina
si el objeto, principios e inferencias del andlisis moderno son concebidos
mas claramente o son deducidos con mayor evidencia que los misterios de
la religion y los asuntos de la fe” [Robl], [Pa-Ba]. Escapa al ambito de
este trabajo profundizar en este interesante tema, se deja para posteriores
investigaciones.

3.5.4 Cardinales grandes: Tres teoremas sobre cardinales medi-
bles que se demuestran usando ultraproductos

A continuacion se presenta la definicién de “cardinal inaccesible” y también
la de “cardinal medible” las cuales son necesarias para realizar esta seccién.

Sea « un ordinal limite. Decimos que § < « es cofinal con « si existe
una funcién creciente f : § — « tal que para todo £ < «, existe un 6 < 3
tal f(9) > £ (es decir, la imagen de f es no acotada en «). Dado «, la
cofinalidad de o, cof (a), es el menor ordinal cofinal con .. Con respecto a la
cofinalidad se cumple lo siguiente: cof(«) es el menor cardinal (3 tal que existe
una particién de a en 3 pedazos cada uno de los cuales tiene cardinalidad
estrictamente menor que «. Un cardinal infinito x es regular si es igual a
su cofinalidad. Decimos que es singular en caso contrario (cof(a) < a). Un
cardinal x es un cardinal limite fuerte si para todo cardinal # < k se tiene que
29 < k. Un cardinal k > ¥y es inaccesible si es regular y limite fuerte (Notar
que si se quita la condicién de que k > Ny se tiene que Ny es un cardinal
inaccesible).

Sea o un cadinal infinito. Un filtro D sobre I se llama a-completo si y
sélosi: X C Dy | X |< «implica()X € D. Un cardinal o > ¥, se dice que
es medible si y sélo si existe un ultrafiltro no principal y a-completo sobre
a (Notar que si se quita la condicién de que k > Xy se tiene que Nj es un
cardinal medible).

PRIMER TEOREMA SOBRE CARDINALES MEDIBLES:
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Se demostrard el Teorema de Compacidad débil, una versién del Teo-
rema de compacidad para Logicas infinitarias. Es un primer ejemplo de
la aplicacion del método de ultraproductos que usa cardinales grandes, es-
pecificamente cardinales medibles.

Los lenguajes infinitarios L., donde x es un cardinal mayor o igual que
N()I
([D2], [E-F-T], [Ch-K], [Bell])

Considérese un lenguaje de primer orden £ (conjunto de simbolos rela-
cionales, funcionales y constantes) tal como fue definido anteriormente en
este trabajo (3.3) y también considérese las reglas que se usaron para for-
malizar el mismo, es decir, para construir las férmulas del lenguaje £. A la
lista de simbolos légicos agréguese los siguientes nuevos simbolos: /A (con-
juntor infinito) y \/ (disyuntor infinito), y sustitiyase la lista numerable de
variables por una lista de variables de cardinal x. Para construir el conjunto
de férmulas de Ly, se utilizan las mismas reglas que se usaron para contruir
las formulas de lenguaje £ (Ver definicién 3.3.3.3), mds las siguientes dos
nuevas reglas:

(v) Si @ es un conjunto de férmulas de L, tal que | ® |< &, entonces
A ® vy \/ @ también son formulas de L.

(vi) Si ¢ es una férmula de L., y V es un conjunto de variables tal que
| V' |< K, entonces (VV)® y (V)P también son férmulas de L.

Semantica de L,,: Una estructura para evaluar las formulas del lenguaje
L. es igual que una estructura para el lenguaje L, pues tiene los mismos
simbolos no logicos. Sea ¢ una férmula de L., € una estructura para L
y s : VAR, — C. La definicién de € |= ¢[s] es igual que la definicién
que se hizo para £, mas las siguientes reglas correspondientes a los nuevas
férmulas construidas mediante (v) y (vi):

(2.8) €= A\ Q[s] <= € |= ¢][s], para toda p € .

(2.9) €=V Q[s] <= € = ¢[s], para alguna ¢ € .

(2.10) € = ((VV)x)[s] <= € = x[¢] para toda s’ : VAR, — C que
difiere de s a lo sumo en los valores de las variables de V.

(2.11) € = ((FV)x)[s] <= € [= x|¢] para alguna s’ : VAR, — C
que difiere de s a lo sumo en los valores de las variables de V.

Notar que si k = Rp, entonces Lyyn, = £ (Es decir, Ly, es la Logica
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de primer orden definida al inicio de este trabajo y con la cual se ha venido
trabajando en el trancurso del mismo).

Es importante destacar, porque se utilizard més adelante, que con di-
cho lenguaje infinitario, en particular con x > Ny se puede caracterizar el
concepto de “relacién bien fundamentada” (una relacién binaria R es bien
fundamentada si no existen cadenas infinitas descendientes con respecto a R,
por ejemplo “€” en V) y el concepto de “relacién bien ordenada”. En efecto:
La siguiente sentencia afirma que la relacién binaria que nombra el simbolo
relacional binario P(z,y) es bien fundamentada:

RBF: (Vzori29...)— /\{P(l’n+1,l’n) :m € No},

y cuando se adiciona (con la conjuncién finita A) a la sentencia anterior
los axiomas de orden total escritos con el lenguaje L,

RBO: [(Vzoz122...)— /\{P(:En+1, Zn) 1 m € No}] A Axiomas de orden total,

se tiene que la relacién determinada por P(x,y) es un buen orden en la es-
tructura respectiva donde P(z,y) sea interpretado y se satisfaga la sentencia
RBO.

El Teorema fundamental de Ultraproductos tiene versiones mas fuertes.
En efecto, se cumple que los ultrapoctuctos también preservan las férmulas
infinitarias (si se le agrega una hipétesis adicional al ultrafiltro, d-completo, §
un cardinal mayor o igual que Ry ), ese es el significado del siguiente resultado,
una prueba del mismo puede encontrarse en [[Ch-K], pp. 231-232]:

Lema 3.5.4.1 (Las férmulas infinitarias son preservadas por los ul-
traproductos). Sea B el ultraproducto [[,U;, donde I es el conjunto de
indices de los U;, y D es un ultrafiltro §-completo (6 un cardinal mayor o
igual que Ny ). Entonces:

(i) Dada una formula o(x1, . .., Tn, Tpi1,...) de Los y fhy .. [, fort, ... €
B se tiene que:

B Eolfp o fp e

fiel A = o[f'G),..., f"G), f"7@G),.. ] eD
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(ii) Para cada sentencia ¢ de Lss se tiene que:

BEpolicl :A;=pteD

El siguiente Teorema es una version del Teorema de Compacidad para
conjuntos de sentencias de lenguajes infinitarios cuyo cardinal sea un cardinal
medible. La demostraciéon supone ultraproductos y lenguajes infinitarios
(preservados por ultraproductos). Con dicho teorema se abre la puerba para
la definicion de un nuevo tipo de cardinal grande: “Cardinal débilmente
compacto”. Se cumple que “cardinal medible” implica “cardinal débilmente
compacto” (y algo més fuerte), pero “cardinal débilmente compacto” no
implica “cardinal medible” [[Ch-K], pp. 243], [[D2], pp. 132]. Es decir, la
hipdtesis “existe un cardinal medible” es mas fuerte que la hipodtesis “existe
un cardinal débilmente compacto”. Los cardinales débilmente compactos se
pueden caracteriazar también con propiedades de combinatoria infinita tipo
Ramsey [[D2], pp. 118], después de la demostracién del teorema se comentara
brevemente este asunto.

Teorema 3.5.4.2 (Teorema de Compacidad débil). Sea n un cardinal
medible, y I' un conjunto de sentencias de L,, tal que | I' |=n y cualquier
subcongunto Ty C T tal que | Ty |< n tiene un modelo. Entonces I tiene un
modelo.

Demostracion:

Como 7 es medible se tiene que existe un ultrafiltro H no principal y n-
completo sobre 1. Como H no contiene conjuntos unitarios y es n-completo,
entonces H no contiene conjuntos de cardinal menor que 7.

(para ver la intuicién de este hecho se puede pensar que 77 = Xy, aunque
obviamente si 77 es medible es mayor que Ny por definicién, es una sélo una
idea para la intuicién, y luego considerar que H es el filtro de Fréchet sobre
Ny, de este modo el hecho descrito se aprecia claramente. Una demostracién
mas general y rigurosa es la siguiente: Sea A € H tal que | A |< 7. Para
todo x € A se cumple que {z} ¢ H porque H es ultrafiltro no principal
y entonces por definiciéon no contiene conjuntos unitarios. Entonces para
todo z € A(n\ {z} € H) ya que H es ultrafiltro. En consecuencia, como
H es n-completo se cumple que: (,.4(n\ {z}) € H. Por lo tanto: =
(Myean\{z}) N A€ H, pues H es un filtro. Contradiccién)
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Por lo tanto para cada § < n,

{#:0<0<n}eH,

ya que el complemento de {# : § < # < n} no pertenece a H porque tiene
cardinal menor que 7, y entonces como H es un ultrafiltro {6 : § <0 < n} €
H.

Sea la siguiente enumeracién de I': I' = {¢3 : 5 < n}. Por hipdtesis, para
cada (< n, existe un modelo €3 del conjunto {¢s : § < B}. Sea

el ultraproducto ® =[], €. Entonces para cada ¢s € I, se tiene que,

{0<n:Cl=¢s} 2{0:6<0<n}eH

En consecuencia, como los ultraproductos preservan las férmulas infini-
tarias (por el Lema 3.5.4.1), se cumple que el ultraproducto ® es un modelo
de I'. Lo que se queria demostrar. [

Definicién de cardinal débilmente compacto y combinatoria in-
finita:

Un cardinal k > Ny es débilmente compacto si para todo conjunto I' de
sentencias de L, tal que | I' |= k ocurre lo siguiente: Si cada subconjunto de
I' de cardinalidad menor que « tiene un modelo, entonces I' tiene un modelo.
(Es decir, k es débilmente compacto si cumple con el Teorema anteriormente
demostrado, en otras palabras, un cardinal medible es débilmente compacto).

(Notar que el Teorema de compacidad demostrado para la Logica de
primer orden Ly,x, implica que ¥, es débilmente compacto, si se elimina la
restriccién de que el cardinal débilmente compacto debe ser mayor que Ny,
es decir, la definiciéon de cardinal débilmente compacto es una generalizacién
de una propiedad de N para cardinales no numerables, algo andlogo ocurre
con la nocién de cardinal inaccesible y la de cardinal medible)

Como se dijo anteriormente todo cardinal medible es débilmente com-
pacto, pero lo inverso no ocurre, débilmente compacto no implica medible,

una demostracién de ello puede encontrarse en [[Ch-K], pp. 243].

La relacién combinatoria k — k3 significa que para toda particién en
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dos clases del conjunto de subconjuntos de dos elementos de k existe un
subconjunto H C k cuyos subconjuntos de dos elementos estan todos en el
misma clase y H tiene cardinal x. Esta definicién se puede re-expresar de
la siguiente manera teniendo presente que [A]? = {{z,y} : 2 € ANy € A}
y que F"[A] = {F(x) : x € A}. Entonces k — k3 significa que para toda
funcién F : [k]? — {0, 1} existe un subconjunto H C « tal que | H |= k y
existe un ¢ € {0,1} tal que F"'[H)* = {i}.

Se cumple el siguiente Teorema [[D2], pp. 118]:
Si K es inaccesible, entonces K es débilmente compacto siy solo si k — K3,

Para culminar con los cardinales débilmente compactos vale la pena agre-
gar lo siguente: cardinal débilmente compacto implica estrictamente cardinal
inaccesible, es decir, la hipétesis “Existe un cardinal débilmente compacto”
es mas fuerte estrictamente que la hipdtesis “Existe un cardinal inaccecible”
[[D2], pp. 132].

SEGUNDO TEOREMA SOBRE CARDINALES MEDIBLES:

El segundo ejemplo de aplicaciéon del método de ultraproductos en la
Teoria de conjuntos con cardinales medibles es la demostracion del teorema:
St « es un cardinal medible, entonces o es un cardinal inaccesible y ademdas o
es el a-ésimo cardinal inaccesible, es decir, existen o cardinales inaccesibles
menores que «. FEsto siginifica (entre otros) que la hipdtesis conjuntista
“Existen cardinales medibles” es estrictamente mas fuerte que la hipétesis
“existen cardinales inaccesibles” [Ch-K], [D2]. Es conocido que la existencia
de cardinales inaccesibles no se puede demostrar de los axiomas estandar

de la Teoria de conjuntos, por el Segundo Teorema de incompletitud de
Godel(1931) [Ch-K], [D2], [Ku], [J1], [Gol].

Vale la pena resaltar que en la prueba del Teorema se usaran logicas

infinitarias (como en el teorema anterior) y légicas de segundo orden de un
tipo especifico, 32} férmulas, las cuales son preservadas por los ultraproductos.
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Algunos resultados y definiciones que se presuponen en la prueba se enuncian
a continuacién:

El siguiente resultado se refiere a la expansién de propuctos reducidos,
una prueba del mismo puede encontrarse en [[Ch-K], pp. 216-217]:

Lema 3.5.4.3 (Teorema de expansién de productos reducidos). Sea
un lenguaje L' que expande a un lenguaje L. Sea I un conjunto no vacio y
para cada i € 1 sea A; una estructura para L, y 2B; una expansion de 2;
para L' (es decir, B; restringida a L es U;, en otras palabras, los universos
de B; y A; son iquales, y las interpretaciones de los simbolos de L en ambas
también son iguales. B; difiere de U; solo en la interpretacion de los nuevos
simbolos de L'\ L). Sea D un filtro sobre I. Entonces el producto reducido
[I, B es una expansion del producto reducido [[, ;. (Es decir, [, B
restringida a L es [[,2A;)

Las 3{ férmulas y los ultraproductos:

Un tipo especifico de férmulas de segundo orden son preservadas por los
ultraproductos, las i férmulas, tal resultado se expresard a continuacién
mediante una definién y un lema, una demostraciéon de dicho lema puede
encontrarse en [[Ch-K], pp. 222]:

Sea £ un lenguaje de primer orden, y sea una expansién de £, L =
LU{Q1,...,Qn,G1,...,Gy}, donde los @; v los G; son simbolos de relacién
y de funcién, respectivamente, que no ocurren en £ . Una Xi férmula sobre
L es una formula p de la siguiente forma:

donde ¢ es una férmula (en primer orden) del lenguaje expandido £'. De
modo que una Y1 férmula es una férmula de segundo orden donde todos los
cuantificadores sobre relaciones y funciones ocurren al incio de dicha férmula,
y ademas de eso tales cuantificadores sélo son existenciales. La definicién de
satisfacibilidad de una X} férmula se define como sigue: Si ¢ es una sentencia,
entonces p ocurre en una estructura € para L si y solo si existe una expansion
¢ =(&P,...,P, Fi,..., F,) de €para L tal que ¢ es verdad en €. Si ¢
tiene una variable libre z, entonces € |= g[b] si y sélo si existe una expansion
¢’ de € para £’ tal que € = ¢[b].
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Lema 3.5.4.4 (X} férmulas son preservadas bajo ultraproductos).
Sea B el ultraproducto [, A;, donde I es el conjunto de indices de los 2,
Ihe o fEeB, yolzi,...,2) es una X1 férmula. Entonces:
Si,
fi € 1+ = olf'(i),..... f* ()]} € D,

Entonces,
B = olfp, ..., fr].

El siguiente resultado sobre cardinales medibles se usa en el teorema que
se demostrard, una prueba del mismo puede encontrarse en [[Ch-K], pp. 233]:

Lema 3.5.4.5. Sea n un cardinal medible, y sea H un ultrafiltro sobre n, no
principal y n-completo. Se forma la ultrapotencia € = [[5(n, <). Entonces:
(i) € es una estructura bien ordenada de tipo de orden mayor que 7.

(ii) Para cualquier § < n, d(6) es el §-ésimo elemeto de €.

La demostracion del siguiente teorema usa ideas de la prueba que se
encuentra en el texto [[Ch-K], pp. 233-236]. Otra prueba de este teorema
que también usa ultraproductos pero que es distinta a la que se realizara aca
se puede encontrar en [[J3], pp. 313].

Teorema 3.5.4.6. Sea n un cardinal medible. Entonces n es un cardinal
inaccesible y ademds n es el n-ésimo cardinal inaccesible, es decir, existen n
cardinales inaccesibles menores que 1.

Demostracion: Sea H un ultrafiltro no principal y n-completo sobre 7.
Se considera el modelo € = (n, <, p),e, v se forma la ultrapotencia © =
[ €. Por el Lema anterior (3.5.4.5) ® es una estructura bien ordenada de
tipo de orden mayor que 7. Sea v > 7 el tipo de orden de ® y para cada
0 < 7y, sea § el §-ésimo elemento de . Como por el Corolario 3.4.3 el rango
de la inmersién natural d : (1, <, p)pen, — [z D, rango(d) = {d(d) : § €
n}, es un segmento inicial de ®, entonces se cumple que d(§) = 5, para todo
0 < n. Por esta razén cada constante cs, 0 < 1, es interpretada por ¢ en la
estructura € y por d(0) = 6 en la ultrapotencia D.
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(I) Ahora se probara que el cardinal 7 es un cadinal inaccesible:

(I.1) Demostracién de que 7 es un cardinar regular:

(Por reduccién al absurdo) Supéngase que 7 no es un cardinal regular,
es decir, n es un cardinal singular. Entonces existe un ordinal o < 7 cofinal
con 7, es decir, existe una funcién creciente U : &« — 7 cuya imagen es
no acotada en 7. Entonces se define la siguiente funciéon U’ : n — n de
la siguiente manera: U’(3) = 0, para todo n > § < a. Y U'(B) = U(p),
para todo f < «a. Con esta funcién U’ se forma el modelo (&€,U'), y la
ultrapotencia,

[[e.v) =@ w).

H

Para cada 8 < 7, se tiene que:

‘ A~
W (3) = W(d(B))=d(U'(3)) = U'(B) < 7.

&: Como la inmersién natural d es una inmersién elemental, se esta
aplicando la cldusula (2) de la definicién de inmersién elemental.

Por lo tanto, en la ultrapotencia (®,W) es verdadera la siguiente sen-
tencia:

JzVy(y < ca — U'(y) < z), (o)

~

para x = 1.
Sin embargo, como el rango de U’ es cofinal en 7, se cumple que la si-
guiente sentencia es verdad en la estructura (&€, U’):

VoIy(y < ca A < U'(y)), (o)

y por lo tanto (por la relacién de equivalencia elemental =, corolario
3.4.2) tal sentencia es también verdadera en la ultrapotencia (®,W). Pero
las sentencias (o) y (o) se contradicen mutuamente. Por lo tanto, n no puede
ser un cardinal singular, en consecuencia 7 es un cardinal regular.

(I.2) Demostracién de que 7 es un cardinal limite fuerte:

Hay que probar que para todo cardinal 3 < 7 se tiene que 2° < 7. Se
hara la prueba por reduccién al absurdo. Supodngase que existe un cardinal
k tal que,

k<n<2%.
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En consecuencia existe un funcién inyectiva W : n — P(k). Sea T C
7 X Kk una relacion binaria, “la representante de W7, que se define como sigue:

T(0,0) <= o€ W(0).

Entonces se forma la estructura (€,7") y se considera la ultrapotencia:

[[(e1)=(®.q)
H
Sea W’ una funcién de dominio vy (v es el tipo de orden de ® fijado
anteriormente) definida de la siguiente manera:

W'(8) = {0 <~:Q(6,0)}.

Se cumple que la funcién W’ es una funcién inyectiva de vy en P(k), porque
las dos sentencias siguientes ocurren en la estructura (€,7") y por lo tanto
(por (€,7) = (D,Q)) en la ultrapotencia (D, Q):

Vavy(T(z,y) — y < ),
VaVy[(r Z y) — F2=(T' (7, 2) < T(y, 2))].

También se cumple que W (§) = W'(§), para toda § < 7, ya que d es una
inmersién elemental de (€,7") en (D, Q). De lo anterior se puede inferir que

el conjunto Z = W'(n) no esté en el rango de W, a pesar de que Z € P(k).
De modo que la siguiente sentencia,

Hl"v’y[T(l’,y) — \/{y =cCp:TE Z}],

es falsa en la estructura (&€, 7), pero es verdadera en la ultrapotencia
(®,Q) considerando a x = 7. Esto contradice el hecho de que (€, T) =
(®,Q), incluyendo para férmulas infinitarias, como consecuencia del lema
3.5.4.1. Por lo tanto n es un cardinal limite fuerte.

(IT) Demostracién de que 7 es el n-ésimo cardinal inaccesible:

Esta parte de la demostracion se realiza considerando el Teorema que
afirma que las ¥{ férmulas son preservadas por los ultraproductos (Lema
3.5.4.4).

Sea O la clase de todos los cardinales inaccesibles, A la clase de todos
los ordinales los cuales no son cardinales regulares, y €2 la clase de todos los
ordinales los cuales no son cardinales limite fuerte. En consecuencia a € © si
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y s6lo si a € AUSL Se probara que © N7 es cofinal con 7. En consecuencia,
dado que 7 es regular, se cumple que | © N7 |= 7, por lo tanto 7 es el n-ésimo
cardinal inaccesible, lo que se quiere demostrar, es decir, (II) ocurre.

Como n € © U AU, es suficiente con demostrar que para cada 3 < 7,
(1) existeun 0 tal que 5 <O <ny O & AUQ.

Supéngase que para algin § < 7, (1) no ocurre. Entonces para todo
6 < n se cumple que:
(2) 0<pB ofeA obeq.

Existe una X1 férmula ¢ (v) tal que para cuaquier modelo (n’, <) donde
7’ es un ordinal, y cualquier 7 € 7/,

(3) e Asiysdlosi (nf,<) | oalr].

¢a(v) se obtiene formalizando la siguiente sentencia:
“ Existe un z < v y existe una funciéon J : z — v tal que el rango de J
es cofinal con v”.

También existe una 3{ férmula ¢q(v) tal que para cuaquier modelo (1), <)
donde 7' es un ordinal, y cualquier 7 € 7/,

(4) T€Qsiysdlosi (), <) = palT].

¢a(v) se obtiene formalizando la siguiente sentencia:

“ Existe un z < v y existe una relaciéon T' C v X z tal que T representa a
una funcién inyectiva de v en P(z)”.

Anteriormente (en esta demostracion) se ha explicado como definir una
relacion T que representa a una funcién inyectiva W : v — P(z) y también
se ha explicado como decir que W es inyectiva usando a T

A partir de (2), (3) y (4) se tiene que la féormula,

(5) v <cpVoa(v)Vwal(v),

es verdadera en (n, <) para todo v € 7.

Moviendo los cuantificadores de segundo orden para el inicio se puede
apreciar que (5) es equivalente a una 1 férmula. Por lo tanto, por el Lema
3.5.4.4 (Las férmulas X} son preservadas por ultraproductos), para cualquier

83



gy € B la férmula (5) es satisfecha por gy en (D, <), donde (D, <) es
la ultrapotencia correspondiente a la estructura (n, <), construida con el
ultrafiltro H no principal y n-completo sobre . Dado que (D, <) es isomorfa
a (7, <), la formula (5) es verdad en (7, <), para toda v € . Poniendo v =7
se tiene que:

n<p o dan) o pan).

Usando (3) y (4), con v = 7/, se tiene que:

n<pf o neA omne ) Pero esto contradice la hipétesis de que
8 < ny quen es un cardinal inaccesible. Con esto termina la demostracion
del Teorema. [

TERCER TEOREMA SOBRE CARDINALES MEDIBLES:

En este tercer teorema sobre cardinales medibles que usa ultraproduc-
tos se demuestra que si existen cardinales medibles, entonces el “Axioma de
constructibilidad” es falso. Es conocido que el Axioma de constructibilidad
implica la “Hipétesis generalizada del continuo” (Vo € Ord(2% = R,41)) v
al “Axioma de eleccién” [J1], [Ku], [Gol]. La prueba se realiza utilizando
ideas principalmente de Chang y Keisler en [[Ch-K]|, pp. 238-239]. Como
en la demostracion de los dos teoremas anteriores sobre cadinales medibles
también se usan en esta prueba lenguajes infinitarios (los cuales son preserva-
dos por los ultraproductos). Otra demostracién de este teorema que también
usa ultraproductos pero que es distinta a la que se realizara aca se puede
encontrar en [[J3], pp. 311].

A continuacion se enuncian algunos resultados y definiciones previas:
V es la clase de los conjuntos bien fundamentados (“Jerarquia acumu-

lativa de conjuntos de J. von Neumann”) que se define como sigue (usando
induccién en la clase de los ordinales):

Vo=10
Va—l—l = P(Va)
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Wy = UMVB, A limite.

Si x € V entonces el rango de x, p(z), es el menor ordinal « tal que
x € Va+1.

Para cada a € Ord ocurre que V,, es un conjunto transitivo (X es tran-
sitivo si Vz(z € X — z C X). También se cumple que: (i) Para cada
a,f € Ord: Si a < 3, entonces V,, C Vs. (ii) Para cada ordinal a:
V,NOrd = . Y (iii) si n es un cardinal medible, entonces (V;, €) es
un modelo de ZFC'. [Ch-K], [J1], [J3].

L es la clase de los conjuntos constructibles de Godel que se define infor-
malmente como sigue (usando induccién en la clase de los ordinales):

Antes de dar la definicién se introduce la definicién de definibilidad en
una estructura [Ch-K], [D2]: Sea una estructura A = (A, < RF >pe,, <
ff‘ > s, < c?l >¢ep) para un lenguaje £. Se dice que un subconjunto B C A
es definible en 2 si existe una férmula p(x) del lenguaje £ tal que B =
{z € A: A = ¢[z]}. Se dice que B es definible en 2 con pardmetros si
existe formula ¢(x,zq,...,z,) del lenguaje £ y existen ay,...,a, € A tal
que: B={z€ A: A= ylz,a1,...,a,)}.

Lo=10
Loy ={X C L, : X es definible en la estructura
(Lo, €,(b:b€ Ly))}

Ly=|JLs, Xlimite.
BEA

L:ULQ

acOrd

Es claro que en el paso sucesor la expresiéon “X es definible en la estructura
(Lo, €,(b: b € L,))” supone que se tiene un lenguaje de primer orden con
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identidad, cuyos simbolos no légicos son: Una constante b para cada b € L,
y un simbolo relacional binario € para la relaciéon de pertenencia €. Sin em-
bargo también se puede hablar de “definible con parametros” y eliminar las
nuevas constantes agregadas al lenguaje inicial. Formalizaciones en ZF de la
definicién intuitiva de L pueden encuentrarse en [Ku] y [J1].

Se cumple que para o € Ord: L, es transitivo y L, C V,. También
ocurre que para cada n € Wo(L, = V,,). Y también se cumple que: (i)
L, =1V,. Y (ii) para cada ordinal a:: L, N Ord = «.

Sea « un cardinal infinito. H(«) es el conjunto de todos los conjuntos
hereditariamente de cadinal menor que «, es decir, H(a) = {z :| TC(z) |<
a}, donde dado un conjunto D, T'C(D) es la clausura transitiva de D, es
decir, TC(D) es menor conjunto transitivo (con respecto a la relacién in-
clusién) que contiene a D. Se cumpe que z € H(«) si y sélo si existe un
conjunto transitivo w tal que z Cw y | w |< a. Entre las propiedades H ()
se encuentran [[Ch-K], pp. 237], [[Ku], pp. 130-133]:

Lema 3.5.4.7. 1. H(a) es un subconjunto transitivo de V.
2. Sia < 3, entonces H(a) C H(S).
3. a C H(a).

4. St a >Ny es un cardinal reqular, entonces (H(«), €) es un modelo de
ZF —P.

5. H(a) N Ord = a.

Como se definié anteriormente en este trabajo: Una relaciéon binaria
E es bien fundamentada si no existen secuencias infinitas decrecientes con
respecto a F, es decir, si no existen secuencias {z, : n € Ny} tal que:
e ,[L’4El’3, [L’gEl’g, [L’gEl’l, [L’lEl’o.

Sea X un conjunto y E una relacion binaria bien fundamentada sobre X.
La estructura (X, E) se llama estructura o modelo bien fundamentado.

Sea (X, F) una estructura bien fundamentada. Se dice que a € X es un
ordinal de (X, E) si y sélo si ocurre lo siguiente:
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(X,E) EVaVy[(reaNy€ea—zeyVyeaoVae =y
(xreaNy€ex—yca).

Hecho ~ : Dada la definicién anterior se cumple que u es un ordinal de
(H(a), €) siy solosiue a [[Ch-K], pp. 238].

El siguiente resultado afirma que las relaciones bien fundamentadas so-
bre un conjunto dado X bien ordenan los ordinales de dicho conjunto X si
(X, E) E ZF — P, una prueba del mismo puede encontrarse en [[Ch-K], pp.
238]:

Lema 3.5.4.8. Sea (X, E) un modelo bien fundamentado de ZF-P. Entonces
el conjunto de los ordinales de (X, E) estd bien ordenado por E.

Sea (X, E/) un modelo bien fundamentado de ZF — P. Kl tipo de orden
de (X, E) es el tipo de orden del conjunto de ordinales de (X, E') segin E.

Formulacién del Axioma de constructibilidad:

Azioma de constructibilidad: Para cualquier cardinal regular g > Rq (todo
modelo bien fundamentado (A, S) de ZF — P de tipo de orden p es isomorfo

a (H(u), €)).

Se puede demostrar en ZFC que la versién formulada del Axioma de
constructibilidad es equivalente a la versién usada normalmente en los textos
de Teoria de conjuntos, es decir, la proposicién Vzda € Ord(z € L), la cual
se expresa simplificadamente en la bibliografia de la siguiente manera V = LL
[J1], [Ku], [Ch-K], etc.

El siguiente teorema afirma que si existen cardinales medibles, entonces
el Axioma de constructibilidad es falso.

(Es conocido que Gdédel demostré que se cumple (L, €) =V = L, este
teorema implica entonces que en L no existen cardinales medibles [Gol], [J1],

[Kul)
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Teorema 3.5.4.9 (Teorema de Scott). Si existe un cardinal medible, en-
tonces el Azioma de constructibilidad es falso. (En consecuencia el Azioma
de constructibilidad implica que no existen cardinales medibles).

Demostracién: Sea 7 el primer cardinal medible. Y sea 6 = (222n)+.
Entonces V,;3 es un conjunto transitivo de cardinalidad menor que 6, pues:

| Vi |=| P(V,) |= 2|V’7|(77es inaccesible, | V,, |=n, [[J3], pp.72]) = 2",

Visa |=| P(Vy + 1) |= 2lVoril = 92",
n n

| V;v+3 |:| P(V;v+2) |: olVatal — 222n <0

Y también 6 es un cardinal regular porque todo cardinal sucesor es regular
[[D2], pp. 92].

En consecuencia V.3 € H(0) y (H(),€) es un modelo de ZF — P,
porque 6 es un cardinal regular no numerable (Lema 3.5.4.7, clausula 4).

Sea H un ultrafiltro no principal y n-completo sobre . Con H'y (H(#), €)
se forma la ultrapotencia,

(@, R) = [[(H(®). )

H

Entonces como el concepto “relacion bien fundamentada” se puede ca-
racterizar con una férmula del lenguaje infinitario Ly,x,,

RBF: (Vzori29...)— /\{P(l’n+1,l’n) :m € No},

y los ultraproductos preservan las formulas infinitarias (Lema 3.5.4.1), en-
tonces (D, R) es un modelo bien fundamentado de ZF — P (los axiomas de
ZF— P se cumplen en (D, R) porque (H(0),€) = (D, R)). En consecuencia,
por el Lema 3.5.4.8, el conjunto de los ordinales de (®, R) estd bien ordenado
por R.

Proposicion: El conjunto de los ordinales de (®, R) tiene tipo de orden

6.
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Prueba de la Proposicién: La inmersion natural d es un isomorfismo de
(H(#),€) en (D, R) [ d(H(0)). En consecuencia el conjunto de los ordinales
de (D, R) tiene tipo de orden al menos € (tomar en cuenta el Hecho x). Sea
z cualquier ordinal de (®, R). Entonces se concluye que z = gy, para alguna
funcién g : p — 0.

(Nota: Usando la definicién de “ordinal de una estructura bien funda-
mentada” y el Lema de buen orden 3.5.4.8 se puede probar que todo ordinal
z de la ultrapontencia (D, R) = [[,;(H(0), €) tiene la forma gy, para alguna
funcién g : p — 6.)

Como cof(f) > n, entonces g no es cofinal en 6 es decir, el rango de g
estd acotado en 6. Por lo tanto existe un 6 < 6 tal que g : n — ¢, es decir,
g € "). De lo anterior se sigue que si wRz, entonces w = jy para alguna j €
"§. En consecuencia | {w : wRz} |< 0",y como § < 92" (por definicién de
cardinal sucesor [[D2], pp. 76]), entonces 6" < 6: En efecto, como § < 22*"
entonces por propiedades de potencias de cardinales [[J1], pp. 29] se tiene
que ()7 < (221 = 2*)n = 22*") < | Esto muestra que cualquier ordinal
de (®, R) tiene menos de # predecesores. En consecuencia el conjunto de los
ordinales de (®, R) tiene a lo sumo tipo de orden 6. Por lo tanto, el tipo de
orden del conjunto de los ordinales de (®, R) es 6. Ha culminado la prueba
de la Proposicion.

Sea ¢(z) una férmula de la Teoria de conjuntos que afirma “z es el primer
cardinal medible”. Cuando se escribe en detalle dicha férmula se puede
apreciar que sus cuantificadores pueden ser restringidos a P(P(P(z))) [[Ch-
K], pp. 239]. En consecuencia, en el modelo (H(#), €) un elemento a satisface
¢(z) si y solamente si a es realmente el primer cardinal medible, a = 7.
De modo que en la ultrapotencia (®, R) el tnico elemento que satisface
¢(z) es d(n). El ordinal d(n) es mayor que el n-ésimo ordinal de (®, R)
ipor qué? por el Lema 3.5.4.5 y considerando la estructura (n, <) se tiene
que la ultrapotencia que se forma con la misma usando el ultrafiltro H no
principal y n-completo sobre 1, (€, K) = [[5(n, €), es una estructura bien
ordenada de tipo de orden mayor que 1 y para cualquier § < 7, d(J) es el
d-ésimo elemeto de [[,(n, €). Se cumple que [[,(n, €) estd inmersa en la
ultrapotencia (D, R) = [[;(H (), €) {, cudl es una inmersiéon? La siguiente:
Para cada f €™ se considera fy € (€, K) = [[z(n,€)y fu € (D,R) =
[15(H(0),€), dicha correspondencia es una inmersién. Como tal inmersién
preserva el orden y la ultrapontencia (€, K) esta bien ordenada y su tipo
de orden es mayor que 7, entonces (€, K) es un segmento inicial de los

89



ordinales de la ultrapotencia bien fundamentada (®, R) (todo ordinal z de
las ultrapotencias (D, R) = [[4(H(0),€) o (€, K) = [[4(n,€) tiene la
forma gy, para alguna funcién g : n — 9). Por lo tanto existe una funcién
u €™ tal que la clase de equivalencia uy es el n-ésimo ordinal de (€, R)
y de (®, R), es decir, uy tiene n predecesores. Considerando a d(n) en la
ultrapotencia (®, R) se tiene que ella es la clase de equivalencia de la funcién
constante en 1: (n : 0 € n). Si se llama a tal funcién constante ¢ se puede
re-escribir la misma asi: ¢ : 7 — H(6) tal que para cada 6 € n(c(d) = n).
Por otro lado, uy en (®, R) es la clase de equivalencia de la funcién u €.
Es decir, para cada § € n(u(d) € ¢(d) = n)). Por lo tanto, n = {J : u(d) €
c(6) = n} € H. Entonces, por la definicién de ultrapotencia, se cumple
que: ugRd(n). En consecuencia las estructuras (H(6),€) v (®, R) no son
isomorfas, pues cualquier isomorfismo asigna 7 al n-ésimo ordinal de (®, R),
7, y 7 no satisface ¢(z). Por lo tanto, el Axioma de constructibilidad es falso.
Con esto termina la demostracién del Teorema. [

Observacion: Antes de pasar a la siguiente subseccion vale la pena
destacar que una interesante lista de problemas abiertos de Teoria de modelos
(desde el punto de vista platonista matemético) relacionados con ultrapro-
ductos, teorias matemaéticas, cardinales, cardinales medibles, ZFC, etc, puede
encontrarse en el texto de Chang y Keisler [[Ch-K], pp. 597-602 (Apéndice
B)].

3.6 Algunas consideraciones matematicas, metamatematicas
y filoséficas sobre Ultraproductos, Compacidad,
Analisis no estandar y Cardinales medibles

(1)Sobre la demostracion del Teorema fundamental de Ultraproductos:

La prueba del Teorema fundamental de ultraproductos requiere del Axi-
oma de eleccion para que tenga validez universal, al menos en cuatro casos:
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(1) El producto cartesiano posiblemente infinito en la construcciéon (El Ax-
ioma de eleccion es la garantia de que los productos cartesianos infinitos
sean distintos del conjunto vacio), (2) La prueba inductiva (clausula (ii)) de
la formula existencial, la definicién de una funcién de eleccién involucrada
en la prueba puede requerir el uso del Axioma de eleccién, (3) Para que el
conjunto I de indices pueda ser infinito requeriria del Axioma del infinito, y
(4) para poder contar con la existencia de ultrafiltros que extienden a filtros
no principales se requiere del Axioma de eleccién. Es decir se necesita de
ZFC para su validez universal, de modo que este método de construccién
de modelos es platonista matematico, con un nivel de platonismo fuerte en
la escala de Bernays del platonismo matematico moderado (seccién 2). Hay
otras conexiones de dicha demostracién con el platonismo matematico, éstos
son sélo cuatro ejemplos.

(2)Sobre la demostracion directa del Teorema de Compacidad usando
Ultraproductos:

Se puede apreciar que la prueba directa del Teorema Compacidad usando
ultraproductos requirié del Lema de Zorn para construir un ultrafiltro D
sobre I que permitiera construir el ultraproducto [[,2li. En consecuencia
dicha demostracién necesita de todo ZFC, y por lo tanto es un resultado
platonista matemaético, con un grado fuerte de platonismo en la escala de
Bernays del platonismo matematico moderado.

(3)Sobre las demostraciones de los modelos no estandar de la Aritmética y
de la Teoria de los nimeros reales (en primer orden):

Como todos estos modelos no estandar se construyeron usando compaci-
dad aplica lo mismo que en (2), es decir, ellos requieren de todo ZFC, y
por lo tanto son resultados platonistas matematicos, con un grado fuerte de
platonismo en la escala de Bernays del platonismo matemético moderado.

Vale la pena agregar las siguientes dos consideraciones sobre el tema:

Como se demostré en esta investigacién una de las consecuencias (clésicas)
matematicas y metamatematicas del Teorema de compacidad es que con el
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mismo se pueden construir modelos no estandar para la Aritmética en primer
orden y para la Teoria de los niimeros reales en primer orden, es decir, mo-
delos donde valen las mismas sentencias de primer orden que en el sistema
estandar de los naturales y de los reales, respectivamente, pero que no son
isomorfos a los mismos [Ch-K], [Ma], [F-T-E], [Me], [N-S]. También con dicho
teorema (compacidad) se puede demostrar que existen importantes clases de
estructuras matematicas que no se pueden definir en primer orden, por ejem-
plo las clases de las estructuras isomorficas a las anteriormente mencionadas
(La clase de las estructuras isomorfas a la estructura de los nimeros reales
(estandar) y la clase de las estructuras isomorfas a la estructura de los na-
turales (estandar)), es decir, la Légica de primer orden tiene limitaciones
expresivas como consecuencia de la propiedad de Compacidad [Ma], [E-F-
T], [N-S], [FG1]. Esto también ocurre como consecuencia del Teorema de
Lowenheim -Skolem-Tarski hacia arriba, dicho teorema permite demostrar
que no hay teorias categéricas (teorfas tal que todos sus modelos son isomor-
mos) con modelos infinitos. Es claro que como estos resultados dependen
del Teorema de compacidad, para demostrar los mismos se require entonces
del Lema de Zorn, es decir, se necesita trabajar en ZFC para hacer dichas
pruebas de construccién de modelos no estandar y de limitaciones expresivas
de la logica de primer orden, y ZFC es una teoria matematica platonista,
con un fuerte grado de platonismo en la escala de Bernays del platonismo
matematico moderado.

Otra de las consecuencias (clasicas) matemédticas y metamatematicas del
Teorema fundamental de ultraproductos y de Compacidad es que con ellos se
puede demostrar que algunas teorias matematicas que son axiomatizables por
un conjunto infinito de axiomas no son finitamente axiomatizables, es decir,
no se pueden axiomatizar por un conjunto finito de axiomas, por ejemplo la
Teoria de los cuerpos de caracteristica cero (Un cuerpo tiene caracteristica
0 si para todo nimero primo p: pl # 0, donde pl es una breviatura de
14+1+4...41 p-veces.) , la Teoria de los cuerpos algebraicamete cerrados (Un
cuerpo es algebaicamente cerrado si todo polinomio con coheficientes en dicho
cuerpo tiene una raiz en en el mismo), y la Teoria de los grupos abelianos
libre-torsion (Un grupo abeliano es libre-torsion si todos sus elementos tienen
orden infinito, es decir, si para todo elemento z # 0 de dicho grupo se cumple
xn # 0, donde zn es x + x + ... + = n-veces.) [Ch-K], [F-T-E], [Ma].
Como para probar estos resultados se usa el Teorema de compacidad [[Ch-
K], pp. 220,225], entonces el Lema de Zorn es requerido, es decir, se necesita
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trabajar en ZFC para hacer las pruebas de que tales teorias matematicas no
son finitamente axiomatizables, y ZFC es una teoria matematica platonista,
con un grado fuerte de platonismo en la escala de Bernays del platonismo
matematico moderado.

(4)Sobre el esbozo de la construccion del cuerpo ordenado y no
arquimediano de los Hiper-Reales y del Andlisis no estandar de Robinson:

Como toda la construccion del cuerpo ordenado y no arquimediano de los
Hiper-Reales donde se desarrolla el Andlisis no estandar de Robinson se hace
usando el Teorema de Compacidad, entonces vale exactamente lo mismo que
en (3), es decir, tales resultados requiren de todo ZFC, y por lo tanto son
platonistas matematicos, con un grado fuerte de platonismo en la escala de
Bernays del platonismo matematico moderado.

Vale la pena agregar las siguientes cosideraciones sobre el tema:

Los modelos no estandar contruidos con compacidad son la base para la
creacion del Andlisis real no estindar de Robinson en 1960 [Robl], [Ma],
[Cor], [Ivo], [Mi]. Tal andlisis no estandar difiere del que se ensena contem-
poraneamente, es decir, el fundamentado en el cuerpo ordenado arquimideano,
completo, denso y separable de los nimeros reales (R, S, +,,0, 1, <) y el con-
cepto de limite e — 9§, donde no existen nimeros “infinitesimales”, ni “ilimita-
dos”. Con compacidad Robinson construyé una estructura que es un cuerpo
ordenado que “extiende” a,

m = <R7 _l_? .7_7||707 17 <>7

tal estructura es llamada el cuerpo ordenado y no arquimediano de los Hiper-
Reales,

m* = <R*7 _I_m*? .m*7 _*7 ||*7 0m*7 1m*7 <m*>7
donde si existen elementos “infinitesimales” y elementos “ilimitados” [Cor],
[Ma]. Se cumple que el cuerpo arquimideano de los reales es un submodelo
elemental del cuerpo ordenado y no arquimediano de los Hiper-Reales. Y

entonces dicho autor (Robinson) desarrollé su anélisis no estandar con tal
estructura.
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Segin Manzano [Ma] el Analisis no estandar de Robinson modela de cierta
manera el Célculo diferencial y el Célculo integral tal como lo concibieron
Newton y Leibniz cuando lo crearon en el siglo XVII. Quiza valga la pena
estudiar la polémica creada por las criticas de Berkeley [Robl] a los métodos
infinitesimales del Calculo diferencial y del Célculo integral creados por New-
ton y Leibniz, pues tal vez dicha critica contribuy6 para que se le buscara
desde la matematica un fundamento Logico-matematico a tales métodos: Ese
fundamento fue “el Analisis estandar” que se estudia en la actualidad, donde
no hay nimeros infinitesimales, ni nimeros ilimitados. Y ; Qué ventaja tiene
el Andlisis no estandar frente al Andlisis estdandar 7 Segin Manzano [[Mal,
pp. 216] para los especialistas la ventaja sélo radica en la simplicidad (el
Anélisis no estdndar es mas simple), pues toda prueba que se realiza en el
Anélisis no estandar se puede hacer en el Anadlisis estandar, solo que de man-
era mas engorrosa. “como el propio Robinson senala, elegir andlisis estdndar
0 no es cuestion de gusto, no de necesidad” [[Mal, pp. 216]. Sin embargo,
segun Corbillén [[Cor], pp. III, y pp.25] la comparacién del poder deductivo
del Analisis estandar y del Anélisis no estandar todavia estd en discusion.

Quiza Ivorra [Ivo] comparte la opinién de Manzano de que el Analisis
no estandar no agrega verdades nuevas que no se puedan demostrar del
Analisis estandar, y sostiene ademéas que para valorar los métodos estandar
y no estandar del Analisis de una manera mas justa tal vez pueda ayudar
intentar responder las siguientes preguntas: Por una parte, el Anadlisis no
estandar da lugar a pruebas mas ;intuitivas?, ;elegantes?, ;sencillas? que el
Anélisis estandar. Por otra parte, el Andlisis no estandar requiere un marco
de razonamiento logico jun poco?, ;bastante?, ;mucho? mas complejo que
el Analisis estandar.

Como se dijo anteriormente el Anélisis no estdandar es una teoria plato-
nista matematica. Como también es platonista el Anédlisis estandar, tal como
lo afirma Bernays en la secciéon 2 de este trabajo. Si ambas teorias tienen
exactamente las mismas consecuencias, como se dijo antes, tal vez se pueda
concluir que el Analisis estandar también requiere de todo ZFC como funda-
mento. Los resultados que arrojen las investigaciones mencionadas anterior-
mente por Corbillén en [[Cor|, pp. III] tal vez arrojen luces para responder
con mayor exactitud las diferencias platonistas del Analisis estandar y del no
estandar, si realmente existen.
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Es importante resaltar que para Godel el Analisis no estandar seria el
andlisis del futuro [[Ma], pp. 216]. Ante esta apreciacién de Gédel Man-
zano comenta lo siguiente [[Ma], pp. 217]: “Aunque Godel pudiera estar
exagerando hoy nadie duda en considerar el Andlisis no estdndar como uno
de los mayores inventos de la Logica de la sequnda mitad de este siglo”.

Vale la pena resaltar que el Calculo con herramientas no estandar hoy en
dia se ensena a nivel de pregrado en algunas universidades con adaptaciones
que minimizan los preliminares de Légica matemaética que el mismo requiere
a los fines de hacer més accesible sus fundamentos [Cor]. Segin [[Cor], pp.
II] las técnicas de Andlisis no estandar introducidas por Robinson han sido
generalizadas y aplicadas con éxito en anadlisis real, teoria de la medida y
probabilidades, topologia, analisis funcional, fisica, teoria de niimeros, finan-
zas, etc. (En sus origenes también se aplicé para resolver problemas (por
ejemplo) de andlisis y de teorfa de numeros, segiun [[Mal, pp. 216]).

También es importante destacar que existe al menos una construccion del
“cuerpo ordenado y no arquimediano de los hiper-reales” y del Anadlisis no
estandar que no usa compacidad, ella se realiza directamente con ultrafiltros
y el Teorema fundamental de ultraproductos, en tal construccion “el cuerpo
ordenado de los hiper-reales” es la ultrapotencia del “cuerpo de los reales”
considerando un ultrafiltro no principal sobre N(la relacion entre los reales y
la ultrapotencia, los hiper-reales, se llama “Principio de Transferencia (PdT)”
y es la relacién de equivalencia elemental (=) entre estructuras). El Teorema
fundamental de ultraproductos en este contexto dice entonces que “todo teo-
rema del Anélisis no estandar es un teorema de ZFC”, no que “cualquier
teorema demostrable usando Anélisis no estandar puede demostrarse sin él”
[[Cor], pp. 25]. Un desarrolo axiomatico del Anélisis no estandar puede
encontrarse en el texto [Ivo].

(5)Sobre la demostracion del primer teorema de cardinales medibles: El
Teorema de Compacidad débil, una version del Teorema de compacidad para
Logicas infinitarias cuyo cardinal es un cardinal medible:

Se puede constatar que dicha demostracién necesita de todo ZFC, por
lo tanto es platonista matematica, con un grado fuerte de platonismo en la
escala de Bernays del platonismo matematico moderado. Se presentan dos
ejemplos para justificar esto (aunque hay mas): (a) La definicién de las l6gicas
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infinitarias (L, ) requiere de las nociones de “cardinal de un conjunto infinito
de férmulas” y de “cardinal de un conjunto infinito de variables”, y éstas son
imposible definirlas sin el Teorema del buen orden (Axioma de eleccién), y
de todo ZFC. Y (b) Dentro de la prueba del Teorema de compacidad débil
la garantia de que el ultraproducto utilizado (D = [[, €3, donde H es un
ultrafiltro no principal y 7-completo sobre 7, y 5 < 1) tenga universo distinto
de vacio, es decir, la garantia de que el mismo sea una estructura o inter-
pretacion en sentido estricto, es el Axioma de eleccién. Por lo tanto dichos
resultados (la definicién de L, la extensién del Teorema de fundamental
de Ultraproductos a légicas infinitarias, Lema 3.5.4.1, y el Teorema de com-
pacidad débil, 3.5.4.2) son platonistas matematicos, en un grado fuerte de
platonismo en la escala de Bernays del platonismo matemético moderado.

Vale la pena agregar lo siguiente: La definicién de cardinal débilmente
compacto requiere de logicas infinitarias y ello necesita como se dijo antes de
todo ZFC. La caracterizacion combinatoria de cardinal débilmente compacto
que se presenté involucra la nocién de cardinal inaccesible y para definir
cardinal inaccecible se requiere aritmética cardinal (para la nocién de “limite
fuerte”, por ejemplo) y esto sélo se puede hacer con el Axioma de eleccién.
Desarrollar la aritmética cardinal requiere de todo ZFC. Por lo tanto también
estos resultados mencionados son platonistas matematicos, en un grado fuerte
de platonismo segun la escala de Bernays del platonismo matematico mo-
derado.

Es sobresaliente resaltar que cardinal débilmente compacto implica es-
trictamente cardinal inaccesible [[D2], pp. 132]. Por lo tanto la hipdtesis
“Existe un cardinal débilmente compacto” es mas fuerte estrictamente que
la hipotesis “Existe un cardinal inaccesible”. Es decir, la Teoria axiomatica
de conjuntos extendida ZFC + “Existe un cardinal débilmente compacto”
tiene un rango platonista estrictamente mayor que la Teoria axiomética de
conjuntos extendida ZFC + “Existe un cardinal inaccesible”, segiin la escala
de Bernays del platonismo matematico moderado.

También es importante mencionar que como consecuencia del Segundo
Teorema de incompletitud de Gédel (1931) no se puede demostrar con ZFC
que existen cardinales inaccesibles [[J3], pp. 85-86], si ZFC es consistente.
Entonces como los cardinales débilmente compactos son cardinales inaccesi-
bles, se infiere que tampoco se puede demostrar en ZFC que existan cardinales
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débilmente compactos, si ZFC es consistente. Ademds, como se dijo en la
seccién 2, por los Teoremas de Incompletitud de Godel de 1931 [[Gol], pp.
45-89], primero y segundo, se conoce que ZFC es esencialmente incompleta
y ademas que no se puede probar la consistencia de ZFC con sus propios
métodos, de modo que la pregunta por la consistencia de ZFC es un pro-
blema abierto en la actualidad. Estos dos resultados valen exactamente igual
para las teorias extendidas ZFC + “Existe un cardinal inaccesible” y ZFC
+ “Existe un cardinal débilmente compacto”, es decir, dichas teorias son
esencialmente incompletas y ademéds no se puede probar la consistencia de
ellas con sus propios métodos, de modo que la pregunta por la consistencia
de ambas es un problema abierto en la actualidad.

(6)Sobre la demostracion del sequndo teorema de cardinales medibles: Sin
es un cardinal medible, entonces n es un cardinal inaccesible y ademds n es
el n-ésimo cardinal inaccesible, es decir, existen n cardinales inaccesibles
menores que 1):

La demostracién de este teorema requiere de todo ZFC, por lo tanto es
un resultado platonista matematico, con un grado fuerte de platonismo en la
escala de Bernays del platonismo moderado. Explicacién mediante ejemplos:

(a) La demostraciéon de que n es regular: Necesita de todo ZFC, pues
por ejemplo: (i) Con el ultrafiltro H no principal y n-completo sobre 7 se
construyeron las ultrapotencias infinitas ® = [[, €, donde € = (1, <, p) pep-
Y [[4(€,U") = (®,W). Y entonces para garantizar que el universo de
cada una de estas estructuras sea distinto del conjunto vacio se requiere del
Axioma de eleccion.

(b) La demostracién de que 7 es limite fuerte: Requiere de todo ZFC,
pues por ejemplo: (i) Se usé el Teorema de comparacién de cardinales el cual
es equivalente al Axioma de eleccidn, (ii) Con el ultrafiltro H no principal y -
completo sobre 7 se construyé la ultrapotencia infinita [[,(€,T) = (D, Q),
y (iii) se usé la légica infinitaria L£,,, especificamene se utilizé la sentencia
infinita JaVy[T(z,y) < V{y =c, : m € Z}].

(c) La demostracion de que 7 es el n-ésimo cardinal inaccesible: Necesita
de todo ZFC, pues se usé la ultrapotencia infinita (D, <) correspondiente a
la estructura (n, <), construida con el ultrafiltro H no principal y n-completo
sobre 7.
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Vale la pena resaltar que este segundo teorema sobre cardinales medibles
implica (entre otros) que la hipdtesis conjuntista “Existen cardinales medi-
bles” es mas fuerte estrictamente que la hipdtesis conjuntista “Existen car-
dinales inaccesibles”. Es decir, la Teoria axiomatica de conjuntos extendida
ZFC + “Existe un cardinal medible” tiene un rango platonista estrictamente
mayor que la Teoria axiomatica de conjuntos extendida ZFC + “Existe un
cardinal inaccesible”, segiin la escala de Bernays del platonismo matematico
moderado.

.Y la hipotesis “Existe un cardinal medible” es mas fuerte estrictamente
que la hipotesis “Existe un cardinal débilmente compacto”? la respuesta
es que ST [[D2], pp. 132]. En consecuencia, segtin la consideracién anterior
(5), se puede concluir que en la escala de Bernays del platonismo matemético
moderado el orden de las teorias respectivas es el siguiente: (ZFC + “Existe
un cardinal inaccesible”) menor estricta que (ZFC + “Existe un cardinal
débilmente compacto”) menor estricta que (ZFC + “Existe un cardinal me-
dible”).

También es importante destacar que en esta demostracién se usaron
légicas infinitarias (como en el primer teorema sobre cardinales medibles)
y légica de segundo orden de un tipo especifico, las ¥} férmulas, las cuales
son preservadas por los ultraproductos.

Con se dijo en (5) una consecuencia del Segundo Teorema de incompleti-
tud de Godel (1931) es que no se puede demostrar con ZFC que existen
cardinales inaccesibles [[J3], pp. 85-86], si ZFC es consistente. Entonces
como se demostro en este trabajo que los cardinales medibles son cardinales
inaccesibles, se concluye que tampoco se puede demostrar en ZFC que exis-
tan cardinales medibles, si ZFC es consistente. Ademds, como se dijo en
la seccién 2 y en la consideracién anterior (5), por los Teoremas de Incom-
pletitud de Gaodel de 1931 [[Gol], pp. 45-89], primero y segundo, se conoce
que ZFC es esencialmente incompleta y ademéds que no se puede probar la
consistencia de ZFC con sus propios métodos, de modo que la pregunta por
la consistencia de ZFC es un problema abierto en la actualidad. Estos dos
resultados valen exactamente igual para la teoria extendida ZFC + “Existe
un cardinal medible”, es decir, dicha teoria es esencialmente incompleta y
ademas no se puede probar la consistencia de ella con sus propios métodos,
de modo que la pregunta por la consistencia de la misma es un problema
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abierto en la actualidad.

(7)Sobre la demostracion del tercer teorema de cardinales medibles: Si
existen cardinales medibles, entonces el Azioma de constructibilidad (que
implica la HGC y AE) es falso:

Se pudo constatar en la demostracion realizada que la misma requiere del
Axioma de eleccién y de todo ZFC, por lo tanto dicho resultado es platonista
matematico, con un grado fuerte de platonismo en la escala de Bernays del
platonismo matemaéatico moderado. Algunas construcciones presentes en la
prueba que requieren de todo ZFC son:

1. La utilizacion de “cardinal de un conjunto” y de la Aritmética cardinal.
n n
Ejemplos: (a) 6 = (27)%, (b) | Vous < 0y (c) (8)" < (277)" =
22*")m — 9(2*") g

2. La definicién de la ultrapotencia infinita con el ultrafiltro H no principal
y n-completo sobre n: (D, R) = [[5(H(0), €).

3. La construccién de la légica infinitaria Ly,n, para trabajar con la sen-
tencia que caracteriza las relaciones bien fundamentadas:

RBF: (Vzoriza.. )~ AN{P(xni1,2,) :n € No}.

Es conocido que Gédel demostré que se cumple (L, €) =V = L. En-
tonces el teorema demostrado aca implica que en L no existen cardinales
medibles. Tal vez por este resultado (si existen cardinales medibles el Axioma
de constructibilidad es falso) y el hecho de que el Axioma de constructibi-
lidad implica a la Hipétesis del continuo de Cantor (2% = ;), Hipdtesis
que hoy en dia se cree que es falsa, muchos conjuntistas actuales piensan
que 2% = N, (algo que ya conjeturaba Gédel [Go3]), no se suele considerar
mayoritariamente en la bibliografia contemporanea consultada al Axioma de
constructibilidad como un candidato a nuevo axioma de la Teoria de conjun-
tos [AJ], [D4], [J1]. Quizéd se considera que el Axioma de constructibilidad
limita la investigacion en Teoria de conjuntos, limita su potencial platonista
matematico, limita el conocimiento de LA VERDAD sobre los conjuntos.
V = L es importantante, pero no deberia frenar el potencial investigativo
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de la Teoria de conjuntos. Este tema, la ampliaciacion de la capacidad de-
ductiva de ZFC mediante la incorporacién de nuevos axiomas, es todo un
problema de Teoria de conjuntos, de Meta-Teoria de conjuntos y de Filosofia
de la teoria de conjuntos que se deja pendiente para abordar en posteriores
investigaciones.

4 La Propiedad de Interpolaciéon de Craig

4.1 Introduccion

El objetivo de esta secciéon es presentar dos demostraciones del Teorema de In-
terpolacion, una para la Logica proposicional y otra para la Légica de primer
orden, y luego se conectaran tales resultados con el estudio de los fundamen-
tos de la matematica, de la filosofia de la matematica. Ambas demostraciones
se realizan en el contexto de la Teoria de Modelos. El Teorema de Interpo-
lacion afirma que si ¢ y 9 son férmulas, y ¢ no es una contradiccién, y ¢ no
es valida, y ¢ es una consecuencia logica de ¢ (¢ |= 1), entonces existe una
féormula 0 que estd escrita en un lenguaje comun al de ¢ y ¥ tal que ¢ = 0

y o .

El Teorema de Interpolacion fue demostrado por primera vez para la
Légica de primer orden por William Craig en 1957 ([C1], [C2]), y desde
entonces se ha investigado la posibilidad de generalizarlo y aplicarlo. Dicho
teorema tiene aplicaciones en Teorfa de la Demostracién ([C2], [F]), Teorfa
de Modelos Abstracta ([Val], [F]), Ciencias de la Computacién ([T], [Am]),
Légica Modal ([Ga-Mak], [Hoo]), Légica Intuicionista ([Ga-Mak|, [Hoo]),
Filosoffa de la ciencia ([Ga-Mak], [Hool), etc.

Existen distintas pruebas del Teorema de Interpolacién para la logica
proposicional que aparecen en la bibliografia sobre el tema. En este trabajo
se realizard una demostraciéon que es constructiva (en el sentido de Bernays
platonista matemética moderada constructiva, seccién 2) y usa el Principio
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de induccién matematica utilizando ideas de una prueba que se encuentra en
[[Hu], pp. 79-80], entre otros, y algunas ideas y ejemplos del autor de este
trabajo. Es importante destacar que el autor de esta investigacién no conoce
la fecha exacta de la demostracién del Teorema de Interpolaciéon para la
Légica proposicional, en consecuencia no sabe si se demostré antes o después
de la prueba de Interpolacién de Craig para la Légica de primer orden.

También existen distintas pruebas del Teorema de Interpolacion para la
Légica de primer orden [Val], por ejemplo pruebas con métodos de Teoria
de la demostracién ([C1] y [C2], 1957), pruebas con métodos de la Teoria
de Modelos (por ejemplo [Hen2], 1963) y pruebas con métodos de Teoria de
juegos y Teorfa de conjuntos (por ejemplo Svenonious, 1965, [Val]). En este
trabajo se realizard una demostracién en el contexto de la Teoria de modelos
utilizando ideas de una prueba que se encuentra en [[Ch-K], pp. 87-89] que
es original de Henkin (1963) [Hen2], ella se hace utilizando otro método
de Henkin (1949) [Henl] de construccién de modelos a partir de constantes
con el cual dicho autor probd el Teorema de completitud de Godel en 1949
(con tal método se puede construir un modelo para una teoria 7' que sea
consistente) generalizado con la nocién de “Par de teorias inseparables”, lo
cual proporciona un nuevo método de construccién de modelos para la unién
de dos teorias T7 U Ty, donde T y T5 son inseparables y consistentes. Dicha
demostracion se realiza por reduccion al absurdo usando el Principio del
tercero exluido y el resto de los axiomas de ZF, no requiere del Axioma de
eleccion. Por lo tanto es una demostracién platonista, en un grado no tan
fuerte de platonismo, segin la escala de Bernays del platonismo matematico
moderado (seccién 2). La prueba que se realizard acd usa también ideas y
ejemplos del autor de este trabajo.

Segin Feferman [F|, a pesar de la aparente simpleza del Teorema de
Interpolacion de Craig éste es una propiedad logica central que se ha utilizado
para revelar una profunda armonia entre la sintaxis y la seméantica de la
Légica de primer orden.

Dos consecuencias muy conocidas del Teorema de Interpolacién de Craig
son el Teorema de definibilidad de Beth (1953) y el Teorema de consistencia
de Robinson (1956), también el Teorema de consistencia Robinson implica
al Teorema de Interpolacion de Craig, es decir, ambos Teoremas son equi-
valentes. Y una mejora del Teorema de Interpolacion de Craig es el Teorema
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de interpolacién de Lyndon (1959) [[Ch-K], pp. 92-93]. En este trabajo
se presentara una demostracion de Teorema de definibilidad de Beth y otra
demostracion del Teorema de consistencia de Robinson a partir del Teorema
de Interpolacién de Craig siguiendo el texto [[Ch-K], pp. 90-91], entre otros.

La revisién de bibliografia especializada sobre la Propiedad de interpo-
lacién Craig revela que tal tema es bastante amplio y profundo, abarca (como
se dijo antes) Teorfa de la demostracién, Teoria de modelos abstracta, Cien-
cias de la Computacion, Légica Modal, Logica Intuicionista, Logica de la
relevancia, Filosofia de la Ciencia, etc. Por ejemplo un aspecto de la in-
vestigacion es si dicha propiedad la cumplen otros sistemas l6gicos (Légicas
infinitarias, légicas con cuanificadores generalizados, logica de segundo orden,
légicas no clésicas, etc), y se han obtenido resultados positivos y negativos al
respecto. En esta seccion se presentard un breve resumen sobre este impor-
tante tema. Algunas de estas investigaciones se pueden desarrollar sélo con
ZF (y puede ser que con menos grados de platonismo matemético moderado),
pero existen otras, por ejemplo las que se refieren a la Teoria de modelos abs-
tracta que usan el concepto de “Sistema Logico” o “Légica abastracta” el cual
requiere minimo de todo ZFC, de modo que la Teoria de modelos abstracta
es platonista matematica moderada en un grado fuerte, segin la escala de
Bernays del platonismo matematico moderado.

El orden de presentacion de esta seccién es el siguiente: En la subseccién
4.2 se describira la demostracién del Teorema de Interpolacion para la Logica
proposicional. En la subseccion 4.3 se describird la demostracion del Teo-
rema de Interpolacién para la Logica de primer orden. En la subseccion 4.4
se describiran las demostraciones del Teorema de definibilidad de Beth y del
Teorema de consistencia de Robinson. En la subseccion 4.5 se presentard
un breve comentario sobre algunas generalizaciones del Teorema de inter-
polacién Craig a otros sistemas légicos. En la subseccién 4.6 se presentard
un breve comentario sobre una caracterizacién de la logica infinitaria L, .
usando interpolacion en el contexto de la Teoria de modelos abstracta. En
la subseccién 4.7 se presentara un breve comentario sobre dos problemas
abiertos en Teoria de modelos abstracta relacionados con la Propiedad de
Interpolacién. Y en la tltima subseccién 4.8 se presentaran algunas consi-
deraciones matematicas, metamatematicas y filoséficas sobre la Propiedad
de interpolacién de Craig.
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4.2 El Teorema de Interpolacion para la Légica Proposi-
cional

A continuacién se presenta una demostracion del Teorema de Interpolacion
para la Légica proposicional. Tal demostracién es constructiva (platonista
moderada constructiva en el sentido de Bernays, seccién 2) y se realiza uti-
lizando el Principio de induccién matemaética, para hacer la misma se definen
primero los conceptos basicos sintacticos y seménticos de la Logica proposi-
cional tal como son presentados en la mayoria de los textos contemporaneos
de Légica matematica, por ejemplo [D1], [E1], [Me], [N-S], etc. Tales concep-
tos son los de “proposicién”, “valuacién” (o “interpretaciéon”), “tautologia”,
“contradiccién, “satisfacible”, “consecuencia légica” (X |= o), etc. En esta
seccién se usaran las definiciones expuestas en los textos [D1], [E1] y [N-S].
La demostracién que se realizara usa ideas de la prueba del teorema que se
encuentra en el texto [[Hu], pp. 79-80], entre otros, y también usa ideas y
ejemplos del autor de este trabajo.

Defininicion del lenguaje de la Logica proposicional: Sea pg, p1, p2, ... un
conjunto numerable de letras proposicionales, se llamara a este conjunto LP.
Para construir el lenguaje también se requiere de otros simbolos: Las conec-
tivas y los paréntesis. Las conectivas son: — (negacién), A (conjuncién), V
(disyuncién), — (condicional material) y < (bicondicional). Y los paréntesis
son: “)” paréntesis derecho y “(” paréntesis izquierdo. Con estas letras,
mas las conectivas y los paréntesis, se define lo que es una proposicién usando
induccién:

Definicién 4.2.1. (1) Toda letra proposional es una proposicion.

(2) Si ¢ y 1 son proposiciones, entonces (—g), (¢ VU), (¢ AY),(¢ — ¥)
y (@ < 1) son proposiciones.

(8) Solo son proposiciones las sucesiones finitas de simbolos que se puedan
construir aplicando una cantidad finita de veces las cldusulas (1) y (2).

Se denota el conjunto de todas las proposiciones por PROP.

Ahora se definira la seméantica de a Légica proposicional:
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Definicién 4.2.2. e Una asignacion de valores de verdad es una funcion
A:LP — {V,F}.

e Una Valuacion (o Interpretacion ) es una funcion I : PROP —
{V, F} tal que:

1. I(—p) =V <= I(p)=F.

2. 1p—=Y)=V=I(p)=Folly)=V.
3. 1o ANY) =V <= 1(p) =V ylI(y)=V
b Ipve) =V = 1) =V o I(§) =V
O. lp =)=V = I(p) = 1(y).

Las asignaciones y las valuaciones guardan una estrecha relacion que se
describe a continuacion: Sea A una asignacién. Se cumple que para todo par
de valuaciones Z y W, si Z | A=W | A, entonces Z =W.

Definicién 4.2.3. Una proposicion ¢ es una tautologia si I(p) =V, para
toda valuacion I. Una proposicion es una contradiccion si toda valuacion le
asitgna el valor F. Una proposicion es satisfacible si existe una valuacion que
le asigna el valor V (es decir, si ella no es una cotradiccion). Como en el caso
de la logica de primer orden: Sea I' C PROP un conjunto de proposiciones
y v € PROP wuna proposicion. Se dice que v es una Consecuencia logica de
I, T' =7, sitoda Valuacion (o Interpretacion) I que es un modelo de ' (es
decir: I(o) =V, para toda o € ') también es un modelo de v, es decir, si no
existe una valuacion I que sea modelo de I' y I(y) = F'. Cuando se habla de
consecuencia logica de conjuntos unitarios, por ejemplo, {p} =1, se escribe
v E . Y cuando se habla de consecuencias ldgicas del conjunto sentencias
vdcio, ) =1, se escribe asi: = 1. Ocurre que ¥ es una tautologia si y sélo
si b=

Teorema 4.2.1 (Teorema de Interpolacién para la Légica proposi-
cional). Sean x y ¢ dos proposiciones tal que x = (. Entonces: (i) x es
insatisfacible o (ii)  es vdlida o (i) existe una proposicion A tal que x = A
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y A = C, y cualquier letra proposicional que aparece en A también aparece en
X y en ¢ (en ambas).
(La proposicion A es llamada una “Interpolacion de x y C”)

Ejemplos del Teorema de interpolacién para la légica proposi-
cional:

(1) x=-r—(sAt).
(=-1r— s,

Es claro que x |~ (.

Una interpolacion de x y C es:
A=-1r—s.

2) x=@—=aNP—(g—r)).

(=p—r.

Es claro que x = (.

Una interpolacién de y y ( es:

A=p—=@Vvar)Alp—=((rVv-or)—=r)Vip— (rA-r) A —
((rA=r) =)l

La proposicién A anterior del ejemplo (2) ha sido construida con un pro-
cedimiento efectivo que se describira en la demostracién del teorema. Tal
procedimiento usa las letras proposicionales que estdn en y y no estan en
¢ hasta eliminarlas todas sustituyéndolas por una tautologia (r V —r) o por
una contradiccién (r A—r) de una manera especifica (utilizando disyunciones)
para lograr construir la proposicion interpolacion.

Demostracion del Teorema: Para probar el teorema se supone que
(i) y (ii) no ocurren y se prueba que se cumple (iii). Como (i) y (ii) no
ocurren entonces y y —( son satisfacibles, es decir, existe una valuacion
V : PROP — {V,F} tal que V(x) = V y existe una valuaciéon W :
PROP — {V,F} tal que W({) = F. Entonces x y ( tienen al menos
una letra proposicional en comun pues si esto no ocurre se puede definir una
valuacién ‘H : PROP — {V, F'} tal H coincide con V en los valores a las
letras proposicionales de x y H coincide con W en los valores a las letras
proposicionales de (, en consecuencia H(y) = V' y H(¢) = F (para definir
H se usa la definicién 4.2.2 y el Principio de induccién matemética), lo cual
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contradice la hipdtesis y = (. Por lo tanto x y ¢ tiene al menos una letra
proposicional en comun.

Sea ¢ € PROP, y sea LP(¢) el conjunto de las letras proposicionales
que aparecen en ¢. Considérese el conjunto de las letras proposicionales que
aparecen en ¢ y no aparecen en (, es decir, LP(¢) \ LP({). El cardinal de
tal conjunto | LP(¢) \ LP({) | es un nimero natural. Entonces se probard
(iii) por induccién en N usando | LP(¢) \ LP(() |, se demostrard la siguiente
Proposiciéon @ que implica (iii) y donde ( est4 fija:

Proposicién @@: Vn € NV¢ € PROP [( Si ¢ = Cy ¢ es satisfacible y
n =| LP(¢) \ LP(() |) = existe una proposicién Interpolacién de ¢ y (].

Prueba de la Proposicién @p:

Caso base: n = 0. Sea ¢ una proposicién tal que o |= (, o es satisfacible
y 0=| LP(0)\ LP({) |. Entonces se toma A = ¢. Claramente se cumple que
o |= o,y por hip6tesis ocurre o |= (. También todas las letras proposicionales
de o estan en o y en ¢ (en ambas) porque 0 =| LP(o) \ LP(() |.

Caso inductivo: Sea k € N, k£ > 0. Y supdngase que para cualquier r < k
se cumple la Proposicién . Es decir, Vr < kV¢ € PROP [(Si¢ =y ¢ es
satisfacible y r =| LP(¢)\ LP(({) |) = existe una proposicién Interpolacién
de ¢ y (]. Se demostrard que la Proposicién € se cumple para k, es decir,
V¢ € PROP [(Si¢ |= Cy ¢ es satisfacible y k =| LP(¢)\ LP(() |) = existe
una proposicién Interpolacién de ¢ y (].

Sea ¢ una proposicién tal que o |= (, o es satisfacible y k =| LP(o) \
LP(¢)|. Como k > 0seau € LP(c)\ LP((). Sea s una letra proposicional
que aparece en o y . Se construyen dos proposiciones a partir de o: Sea o
la proposicién que resulta de sustituir u por la tautologia (sV —s) en 0. Y
sea 09 la proposicién que resulta de sustituir « por la contradiccién (s A —s)
en 0. Se probard que o; = (y 02 | (. Prueba de que o1 = (: Sea V
una valuacién tal que V(1) = V. Se cumple que V(u) =V o V(u) = F.
Caso 1: Si V(u) = V, entonces (por la construcciéon de oy a partir de o)
como en o7 no aparece vy en los lugares donde estaba u aparece (s V —s) y
V((sV =s)) =V, se concluye que V(o) = V. Luego, por hipétesis V({) = V.
Caso 2: V(u) = F, entonces como u no aparece en o; se define a partir
de V otra valuacién V' que coincide con V en los valores a todas las letras
proposicionales menos u, es decir, V'(u) = V. En consecuencia V(o) = V.
Luego, por hipétesis V'(¢) = V. De modo que V({) = V, pues como u no
aparece en ( se cumple que V'({) = V((). La prueba de oy = ( se realiza
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de manera andloga pero considerando la sustitucién de (s A —s) por u en o.
Por lo tanto, como o = ( vy 02 = (, se concluye que 01 V 09 |= (. Entonces,
como por construccién la proposicién o1V o, tiene k—1 letras proposicionales
que no aparecen en (, y es satisfacible porque o lo es, se aplica la Hipodtesis
Inductiva y se tiene que existe una proposicion A Interpolacién de o1 V o5 v
(. Es decir, 01 Vog = Ay A =, y cualquier letra proposicional que aparece
en A\ también aparece en gy V 03 y en ¢ (en ambas). Como se cumple que
o = 01V 0y, entonces o = \. Por lo tanto A es una proposicién Interpolacién
de o y (. Lo que se queria demostrar. Ha terminado la domostracion de la
Proposicién @ y por lo tanto ha finalizado también la prueba del Teorema
de Interpolacién para la Logica proposicional. [

4.3 El Teorema de Interpolacién para la Légica de
Primer Orden

A continuacién se presenta una demostracion del Teorema de Interpolacion
para la Légica de primer orden. Tal prueba se hace utilizando el método
de Henkin [Henl] de construcciéon de modelos a partir de constantes (con el
cual se puede construir un modelo para una teoria T que sea consistente),
ampliado con la nocion de “Par de teorias inseparables”, lo cual proporciona
un nuevo método de construccion de modelos para la unién de dos teorias 11U
T,, donde T} y T5 son inseparables y consistentes. Para hacer la demostracion
se usaran los conceptos basicos de la sintaxis y la semantica de la Logica de
primer orden que se presentaron en la seccién anterior (3). La demostracién
que se realizard utiliza ideas de la prueba del teorema que se encuentra en
el texto [[Ch-K], pp. 87-89], la cual se debe originalmente a Henkin (1963)
[Hen2].

Vale la pena resaltar que segin [Val] existen varias pruebas del Teorema
interpolaciéon de Craig: Con métodos de Teoria de la demostracién (por
ejemplo la original de Craig de 1957 [C1] y [C2]), con métodos de la Teoria
de modelos (por ejemplo la de Henkin, 1963, [Hen2]) y con métodos de la
Teoria de juegos y Teoria de conjuntos (por ejemplo Svenonious, 1965, [Val]).

Antes de la demostracién se presentan algunos conceptos y resultados
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previos:

El Teorema de Completitud de Godel para la Légica de primer orden
(Godel (1930), Henkin (1949):

., La Logica de Primer Orden es axiomatizable?”. La respuesta es que
si, al igual que la Légica Proposicional, algunos sistemas de la Logica modal,
etc, pero diferente (por ejemplo) a la Aritmética, a la Teoria de Conjuntos,
el Anélisis matematico, a la Légica de Segundo orden, a las Ldgicas con
cuantificadores generalizados y a las légicas infinitarias, las cuales no son
axiomatizables. Y existen varios sistemas axiomaticos completos y correctos
para la Logica de Primer Orden, a continuacion se presenta uno ellos, el
sistema axiomatico presentado por Enderton en [[E1], pp. 166-167] (otros
sistemas axiomaticos para la légica de primer orden pueden encontrarse en

[Me], [Ch-K], etc):

AXIOMAS LOGICOS
(ESQUEMAS DE AXIOMAS)

Los Axiomas l6gicos son todas las generalizaciones de formulas de la for-
mas siguientes, donde z, y son variables y ¢ y x son férmulas (Definicién: ¢
es una generalizacion de x si ¢ es Vzi,...,z,Y, para variables xy,...,x,):

(1) Todas las instancias de tautologias de la Ldgica proposicional.

(2) Vxo — ¢7, donde t es substituible por x en ¢.

(3)Vz(¢ — x) — (Vg — Vay).

(4) ¢ — Vx¢, donde z no ocurre libre en ¢.
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5)y=y.

(6) (x=y) — (¢ — ¢), donde ¢ es una férmula atémica y ¢ se obtiene
de ¢ al reemplazar x por y en cero o mas lugares (aunque no necesariamente
en todos).

REGLA DE INFERENCIA

Modus Ponens: A partir de ¢ — x y ¢ se puede inferir Y.

Definicién 4.3.1. Sea I' un conjunto de formulas y ¢ una formula. Se dice
que ¢ se deduce de I' o que ¢ se demuestra a partir de I', lo que se denota
por,

L' o,

st existe una sucesion finita oy, ...,0, de formulas tales que o, = ¢, y
cada o; es un axioma, o es un miembro de I', o se obtiene de dos formulas
anteriores en la sucesion por la regla de inferencia Modus Ponens.

Si I' = (), entonces se escribe = ¢ en lugar de O+ ¢.

Teorema 4.3.2 ( Teorema de Completitud de Gddel). Sea ¥ un con-
junto de sentencias de un lenguaje numerable L y ¢ una sentencia de L.
Entonces:

(1) Primera version:

Y es consistente <= X tiene un modelo.
(2) Sequnda version:

YhFp <= X Eo
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Como esta sugerido en la formulacion del teorema la Primera version es
equivalente a la Segunda version.

El Teorema de Completitud de Gddel (como se dijo anteriormente) se
utilizara en la prueba del Teorema de interpolacién para la Logica de primer
orden, en especial se usard la técnica de Henkin de construcciéon de modelos
a partir de constantes (1949) que se aplica contempordneamente en la de-
mostracion del mismo, dicha técnica permite construir un modelo para una
teorfa consistente T en un lenguaje J extendiéndola (inductivamente) a una
teoria maximal consistente 7" en un lenguaje expandido J U E, donde E es
un conjunto numerable de nuevos simbolos constantes que funcionan como
“testigos” para T’. El modelo se construye con los términos cerrados de
J U E o solamente con F, usando clases de equivalencia de los mismos y la
propiedad de maximal consistencia. Mas adelante se definiran estos concep-
tos. Una prueba del Teorema de Completitud de Godel aplicando el método
de Henkin (1949) puede encontrarse en los textos [[D1], pp. 56-60], [[Ch-K],
pp. 61-66], [E-F-T], [[E1], pp. 198-208], [Me], [Ma], etc. La que se utilizara
este trabajo es la demostracion que aparece en [[Ch-K], pp. 61-66].

La aplicacién del teorema que se realizara aca sélo necesita de lenguajes
numerables, por lo tanto tal resultado se puede demostrar en ZF, de modo que
es platonista, pero no tan fuerte, segiin la escala de Bernays del platonismo
matematico moderado (seccién 2).

Vale la pena resaltar que el Teorema de Completitud de Godel también
se cumple para lenguajes de primer orden de cualquier cardinalidad, en tal
caso se requiere de la Aritmética transfinita ordinal y cardinal, y por lo tanto
del Axioma de eleccién para hacer la prueba [Ch-K], [FG4]. En tal caso tal
resultado es platonista matematico, en un grado fuerte de platonismo segin
la escala de Bernays del platonismo matematico moderado.

(Una prueba muy interesante del Teorema de Completitud de Godel dis-
tinta a la de Henkin y muy parecida a la original de Gadel ([[Gol], pp.
15-34]) se puede encontrar en [FG5], ella usa el procedimiento efectivamente
computable de Forma normal de Skolem y estda basada en una que realiza
Alonzo Church (1956) en [[Chu], pp. 233-237], se hace en ZF, en particular
hay un paso clave de la misma donde se usa el Principio del tercero excluido,
principio no aceptado por el platonismo matematico moderado contructivo,
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es decir, por el Intuicionismo.)

El Teorema de Compacidad para la Logica de primer orden (1930):

Como se dijo en la seccién anterior (3) una consecuencia muy conocida
del Teorema de Completitud de Godel es el Teorema de Compacidad, di-
cho teorema también se utilizara en la prueba del Teorema de interpolacién
para la Légica de primer orden. En la seccion 3 se formuld el Teorema de
Compacidad y se demostré el mismo usando el método de construccion de
modelos llamado Ultraproductos. Una prueba de dicho teorema como coro-
lario del Teorema de Completitud de Godel puede encontrarse en los textos
[[El]’ pbp. 208]> [[D1]> pbp. 61]7 [[Ch_K]> pbp. 67] y [[Ma]’ pp. 131]'

Es conocido que también la légica proposicional cumple con la propiedad
de compacidad ([E1], [D1]), pero no todo sistema légico cumple con tal
propiedad, por ejemplo la légica de segundo orden y las légicas infinitarias
no cumplen con la misma, mas adelante se mencionara un sistema logico
con cuantificadores generalizados que a pesar de no cumplir con compaci-

dad, cumple con una versién débil de la misma: “Compacidad numerable”.
[E-F-T]

A continuacién se presenta una formulacion del Teorema de Compacidad
para la Logica de primer orden que es distinta pero equivalente a la que se
presentd anteriormente en la seccion 3 de este trabajo, es la versién que se
aplicara en la demostracién del Teorema de interpolacién para la Légica de
primer orden:

Corolario 4.3.3 (Teorema de Compacidad (1930)). Sea ¥ un conjunto
de sentencias de un lenguaje numerable L y ¢ una sentencia de L. Entonces:

Y | ¢ < Eziste un subconjunto finito Xy C X tal que X = ¢.

A continuacion se formula y demuestra el Teorema de Interpolacién para
la Légica de primer orden:
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Teorema 4.3.4 (Teorema de Interpolacién para la Légica de primer
orden (1957)). Sean x y ¢ dos sentencias en primer orden tal que x |= (.
Entonces existe una sentencia X\ tal que:

(i) x EAyAEC

(i) Cualquier simbolo de relacion, funcién o constante (excluyendo la
identidad) que ocurra en A también ocurre en x y (.

(La sentencia X\ es llamada una “Interpolacion de x y ¢”)

Observacion:

Los siguientes tres ejemplos muestran porque es necesario permitir que el
simbolo de la identidad ocurra en \ y no necesariamente en y y (, en efecto,
notar que los siguientes pares de sentencias tienen el simbolo de identidad a
lo sumo en una de ellas, y sin embargo, ellas no tienen interpolacion A\ que
no tenga el simbolo de identidad [[Ch-K], pp. 87]:

(1) x = Jz(Sz A =Sx) y ( = JxRx. Una A = =Vz(zr = x).
(2) x =3JzRx y ( = Jz(Sz VvV ~Sx). Una A =Vz(z = z).
(3) x =VaVy(xr =y) y ( = VaVy(Sz < Sy). Una A = VaVy(z = y).

Sin embargo, cuando el simbolo de identidad no aparece en x ni en (, y
X no es una sentencia contadictoria y ¢ no es una sentencia valida, entonces
en la Interpolacién A de x y ¢ no aparece el simbolo de identidad [[Ch-K],
pp. 88]. Por ejemplo:

Otro ejemplo de interpolacién es el siguiente:

X =9b)=dAQ(g(b) y ¢ = (d=e) — Qe). Una A = Q(d).

Demostracion del Teorema:

Considerando la observacion anterior se tiene que si x es una sentencia
insatisfacible, entonces una sentencia A Interpolacién de y y ¢ es -V (z =
x), vy si ¢ es una sentencia vélida, entonces una sentencia A Interpolacién
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de x y ( es Vz(zr = z). En consecuencia para terminar de demostrar el
teorema se considerara el caso en que x no es una sentencia insatisfacible
(x es satisfacible) y ¢ no es una sentencia vélida (—( es satisfacible). Se
demostrara este caso por reduccion al absurdo. Supodngase que no existe
una sentencia A Interpolacion para xy y (. Se obtendra una contradiccion
demostrando que no ocurre y = ( contruyendo un modelo para y A (.
(Notar que la prueba que se realizard no es Intuicionista, pues se prueba
existencia por reduccién al absurdo. Es una prueba platonista matematica,
seccion 2).

Sea L el lenguaje de todos los simbolos que ocurren en y o en ( o en
ambas. Sea L; el lenguaje de todos los simbolos que ocurren en y, Lo el
lenguaje de todos los simbolos que ocurren en { y Ly el lenguaje de todos los
simbolos que ocurren en ambas (y v (). Es decir:

L=L ULy,

Lo=LyNLs.
Ahora se extiende el lenguaje £ a un lenguaje £ agregdndole un conjunto
numerable C' = {¢, : n € Ny} de nuevos simbolos constantes, es decir,
L' = LUC. En correpondencia con esta extensiéon de L se definen las

extensiones con C' de Ly, L1 v Lo asi:

Lh=1LoUC,
L, =L uC,
Ly=LUC.

La demostracion se parece a la prueba del Teorema de Completitud de
Godel usando la técnica de Henkin de construccién de modelos a partir de
constantes, pero usa una nocién adicional: La de “Par de teorias insepara-
bles”.

Considérese un par de teorfas K de £y H de L), (la definicién de “teoria”
estd en la pagina 52. También la de “teoria completa”). Se dice que una
sentencia A de L{ separa a K y a H siy sélo si:

KNy HE -\

Se dice que las teorias K y H son inseparables si y s6lo si ninguna sentencia
A de L separa a Ky a H.
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Proposicién {: {x} y {—(} son inseparables.
Demostracién de la Proposicién {: (Por reduccién al absurdo). Supéngase

. } ,
que existe una sentencia A(c1, o, . .., ¢,) de Lf, que separa a {x} y a {—(},
dondecy,co,....c, € C. Sean 21, 29, . . ., 2, variables que no ocurren A(cy, ca, . . .
) ) ) ) ) ) ) )
Entonces la sentencia Vz;Vzy...Vz,A(21, 22, . . ., 2,) es una interpolacién de

X Vv ¢, es decir,

X E Va1V Yo A(21, 22,0, 20) ¥ V2iV2o 0 V2o A (21, 22, .., 20) = C.
Contradiccion pues se esta suponiendo que no existe una sentencia Interpo-
lacién para x y (. Fin de la prueba de la proposicion.

El conjunto de todas las sentencias de £ es numerable y también el con-
junto de todas las sentencias de £),. Considérese una lista de tales sentencias,
primero las de £} y luego las de L:

X0>X1>X2>"'>Xn>"'(n€N0)> C0>C17C27--->Cn7---(n€NO)

Ahora se construirdn dos secuencias crecientes de teorias de £} y de L},
respectivamente,

{X}:KogKngggKn(TLENo),

{~(}=HyCH CHy...CH,...(n €Xy),

tales que cumplen las siguientes propiedades:

(i) K, y H, son conjuntos finitos de sentencias inseparables.

(ii) Si K, U{xn} es inseparable con H,, entonces x, € K,+1. Y Si K,,11y
H,, U{(,} son inseparables, entonces (,, € H,+1 (Notar que el procedimiento
es en zigzag).

(iii) Si xn = Jxp(x) y Xn € Kni1, entonces p(a) € K, 41, para alguna
a € C tal que a no aparezca en K, U {x,}. Y si ¢, = Jz7(z) v ¢, € Hpya,
entonces 7(b) € H,,11, para alguna b € C tal que b no aparezca en H,, U{(,}.

Si han sido definidas las teorias K, y H,, entonces se pueden construir
las teorfas K11 y Hpy1 de la manera usual:
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K, U{x.} si K, U{xn} es inseparable con H,, y x, no es existencial
Ko =< K,U{x,}U{p(a)} si K, U{x,} esinseparable con H,, vy x, = Jzp(z)
K, en caso de que K, U {y,} no sea inseparable con H,

Donde a es la menor constante de C' (en la numeracién fijada al incio)
que no aparece en K,, U {xx}.

H,U{¢.} si H, U{(,} es inseparable con K, .1 y (, no es existencial
Hypy =< H,U{G}U{r(b)} si H,U{(,} esinseparable con K, 1,y (, = Jz7(x)
H, en caso de que H,, U {(,} no sea inseparable con K,

Donde b es la menor constante de C' (en la numeracién fijada al incio)
que no aparece en H, U {(,}.

Entonces como por construccion se tiene a las teorfas Ko = {x} y Ho =
{=(}, se puede continuar construyendo inductivamente, mediante la regla
de definiciéon anterior, a las dos secuencias de teorias K; y H;, para cada
1 € Ng. Por el Principio de induccion matematica existen tales secuencias.
Se demostrard que tales secuencias tienen las propiedades (i), (ii) y (iii):
(i) Hay que probar que Vi € Wo(K;y H;son finitos e inseparables). Se hara
por induccion en N: Caso base: n = 0. Obviamente Ky y Hy son finitos y
también son inseparables (Ver Proposicién <»). Caso inductivo: Sea n € N
y supdngase K, y H, cumplen con lo que se quiere, es decir, son finitos e
inseparables. Se debe probar que K, 1 v H,.1 son finitos e inseparables.
El que son finitos es inmediato por la construccién. Para probar que son
inseparables hay que considerar varios casos segun la definicién inductiva
(Knt1y Hyyq tienen tres posibilidades de ser cada uno), pero la idea principal
de dicha prueba se puede presentar demostrando un caso modelo de todos
los posibles, los demés casos salen usando esa idea y/o la hipdtesis inductiva
y/o la definicién inductiva: Considérese el siguiente caso:

Kn+1 = K, U {Xn} U {p(a)},

Hn+1 = H, U {Cn} U {T(b)}a
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donde x,, = Jxp(x), ¢, = Jx7(x), a es la menor constante de C' (en la
numeracién fijada al incio) que no aparece en K, U {x,}, v b es la menor
constante de C' (en la numeracion fijada al incio) que no aparece en H, U{(,}.

Supongase que K, 11y Hpy1 son separables. Es decir, existe una sentencia
A de Lf tal que:

Ky |: Ay Hon |: —A.

Aplicando el Teorema de completitud de Gédel y el Teorema de la de-
duccion en H,, 1 se tiene que:

H, U {G)} F 7(b) — =

Entonces, como b no aparece en H,,U{(,} se aplica la regla de introduccién
del generalizador y se tiene que:

H, U{(.} FVx(r(z) — —-N).
Volviendo a aplicar el Teorema de completitud de Godel se concluye que:

H, U{G} = Va(r(z) = =A),

En consecuencia se tiene que:

H, U {Cn} |: =

Entonces K, 11 y H, U{(,} son separables. Esto contradice la definicién
de H, 1 en el caso analizado (Ver definicién). Por lo tanto K, 11 y H,4+1 son
inseparables, lo que se queria probar. Con esto termina la demostracion de
la propiedad (i): Vi € Ro(K; y H; son finitos e inseparables). Las propiedades
(ii) y (iii) se cumplen por contruccién.

Sean,

K, = K.,

new

H, = UHn

necw
Proposicion &: K, y H, son inseparables.
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Demostracién de la Proposicién &: (Por reduccién al absurdo) Si K, y
H,, son separables, entonces existe una sentencia A de L£f tal que K, = Ay
H, = —)\. Entonces por el Teorema de Compacidad existen conjuntos finitos
Iy CK,yI'y C H, tal que I'y F Ay I't = =\, Luego, por la construccién
K,y H, existe j € ¥, tal que I'g C K; y I'y C H;. En consecuencia K; = A
y H; = —A. Por lo tanto K y H; son separables. Esto contradice la clausula
(i) probada anteriormente. Entonces K, y H, son inseparables. Fin de la
prueba de la Proposicion é.

Sea Y un conjunto de sentencias de un lenguaje J. ¥ es mazimal con-
sistente si 2 es consistente y no existe un conjunto de sentencias consistente
I’ que contenga propiamente a >, es decir, un I' tal que X C I' y exista una
sentencia y tal y € 'y v € 3.

Sea Y un conjunto de sentencias de un lenguaje J y E un conjunto de
constantes de J. Se dice que E es un conjunto de testigos para % en J si
para toda férmula ¢ de J con a lo sumo una variable libre(digamos, ) existe
una e € F tal que:

Y E Jzp(x) — p(e).

Proposicién A: K, y H, son teorfas maximal consistentes en L] y L},
respectivamente. Y ambas tienen al conjunto de constantes C' como conjunto
de testigos (en L} y L), respectivamente).

Demostracion de la Proposicion A:

Primero se probara que K, y H, son consistentes, luego se probara que
son maximal consistentes, y por ultimo se probara que el conjunto de con-
stantes C' es un conjunto de testigos para K, y también para H, (en L] y

5, respectivamente).

Para probar que K, y H, son consistentes primero se probara que Vi €
No(K; y H; son consistentes) por induccién en N: Caso base: n = 0. K tiene
un modelo, pues por hipdtesis y no es insatisfacible, y Hy tiene un modelo,
pues por hipotesis ( no es valida, entonces por el Teorema de completitud
de Godel Ky y Hy son consistentes. Caso inductivo: Sea n € N y supongase
que K, y H, cumplen con lo que se quiere, es decir, ellas son consistentes.
Se debe probar que K,.; vy H,y1 son consistentes. Para probar que son
consistentes hay que considerar varios casos segin la definicién inductiva
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(Kpt1y Hpyq tienen tres posibilidades de ser cada uno), pero la idea principal
de dicha prueba se puede presentar demostrando un caso modelo de todos
los posibles, los demés casos salen usando esa idea y/o la hipdtesis inductiva
y/o la definicién inductiva: Considérese el siguiente caso:

Kn+1 = K, U {Xn} U {p(a)},

Hn+1 = H, U {Cn} U {T(b)}a

donde x, = Jxp(x), ¢, = Jx7(x), a es la menor constante de C' (en la
numeracién fijada al incio) que no aparece en K, U {x,}, v b es la menor
constante de C' (en la numeracion fijada al incio) que no aparece en H, U{¢,}.

Supoéngase que K, es inconsistente. Entonces cualquier proposicion de
L} es consecuencia légica de K, 11. Sea A una sentencia contradictoria de L.
Entonces:

Kn+1 |: )\

Aplicando el Teorema de completitud de Gédel y el Teorema de la de-
duccion en K, se tiene que:

K, U{xa} F pla) — A

Entonces, como a no aparece en K, U {x,} se aplica la regla de intro-
duccién del generalizador y se tiene que:

K, U{xn} FVYz(p(z) — N).

Volviendo a aplicar el Teorema de completitud de Godel se concluye que:

Ky U{xn} = Va(p(z) = A),

En consecuencia se tiene que:

K, U{xx} es insatisfacible. Y por lo tanto, K,, U {x,} F A. Y como =\
es una sentencia valida se tiene que H,, = —A. Entonces K,, U{x,} vy H, son
separables. Esto contradice la definicién de K4 en el caso analizado (ver
definicién). Por lo tanto K, es cosistente.

Si H,.+1 es inconsistente, entonces se aplica un razonamiento analogo al
caso anterior de K,y y se concluye que H, U {(,} v K,41 son separables
lo cual contradice a definicién de H, 41 en el caso analizado (ver definicion).
Por lo tanto H, 1 es consistente. Con esto termina la demostracion de la
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primera parte de la Proposicién A, es decir, se tiene que Vi € Ny: K; y H;
son consistentes.

Ahora se probara que K, y H, son consistentes: Si K, es inconsistente,
entonces por la defincion de deducibilidad se tiene que existe un conjunto
finito I'y € K|, tal que I'y es inconsistente. En consecuencia (por cons-
truccién) existe un j € Ny tal que I'y C K. Por lo tanto K es inconsistente.
Esto contradice el resultado anterior. Entonces K, es consistente. Aplicando
un razonamiento analogo se prueba que H, es consistente.

Ahora se probarda que K, y H, son maximal consistente en L] y L),
respectivamente. Se demostrard que H, es méaximal consistente en £: Es
suficiente con demostrar que Vi € X ((; € H, o =(; € H,). Se probara por
reduccion al absurdo. Supdngase que existe un n € Ny tal que ¢, € H, y
-(, ¢ H,. Entonces por construccion ambas proposiciones fueron sacadas
en el paso corespondiente a su subindice, ¢, en H,.1, y supongase que —(,
en H,. 1, donde r € N, es decir, por construccién: H, U{(,} es separable con
Kny1 y H U{(} es separable con K, ., donde —=(, = (.. En consecuencia
existe una sentencia A de £, tal que H,, U{(.} E Ay Kpp1 = -\ Y existe
una sentencia A\ de Lf tal que H, U{—=(,} =N y K,41 =N, Sin perder
generalidad supéngase que r > n. Entonces por construccién H,, C H, y
K,i1 € K,11. Y se tiene que:

H, =G — A, Ko A,

H, |: =G — )\/> Kyt |: -\

Luego:
H.=AVXN), K. o1 E-(AVX).

En consecuencia:

Ho = (AVN), Ky ==V N),

Por lo tanto, K, y H, son separables. Esto contradice lo desmostrado ante-
riormente en la Proposicion &. Entonces Vi € 8y ((; € H, 0 =(; € H,) y se
concluye que H, es maximal consistente. La prueba de que K, es maximal
consistente se realiza de manera analoga.

Por tltimo se probara que el conjunto de constantes C' es un conjunto de
testigos para K, y para H, (en L] y L}, respectivamente): Se demostrara
que C' es un conjunto de testigos para K, en £}: Sea dxp(zr) una sentencia de
L. Como K, es maximal consistente, entonces Jzp(x) € K, o =Jxp(z) €
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K,. Sin Jzp(z) € K,, entonces por construccién para alguna constante
a € C se tiene que ¢(a) € K,. Entonces K, F ¢(a). En consecuencia
K, F Jzp(x) — ¢(a). Si ~Jzp(x) € K, entonces K, F =Jzp(z). Luego,
K, (—=3zp(x)) V ¢(a), para cualquier constante a € C'. En consecuencia,
K, F Jzp(r) — ¢(a), para cualquier constante a € C. En conclusién, C
es un conjunto de testigos para K, en L£|. La demostracion de que C es
un conjunto de testigos para H, (en L) se realiza de manera andloga. Con
esto termina la prueba de la Proposicion A: K, y H, son teorias maximal
consistentes en £} y L}, respectivamente. Y ambas tienen al conjunto de
constantes C' como un conjunto de testigos (en £} y L}, respectivamente).

Proposicién #: K, N H, es una teorfa maximal consistente en L.

Demostracion de la Proposicion #: Como K,NH, C K,y K,NH, C H,
y K, v H, son teorias consistentes, entonces K, N H, es consistente. Se
probard que K, N H, es maximal consistente demostrando que para toda
proposicién ¢ de L, se cumple que ¢ € K, N H, o ~¢ € K, N H,. Sea una
proposicién ¢ de £j. Como K, y H, son inseparables, entonces no puede
ocurrir que ¢ € K, y ¢ € H, o que ~¢ € K, y ¢ € H,. Entonces como
K, y H, son teorias maximal consistentes en £} y L), respectivamente, se
concluye que ¢ € K,NH, 0 ~¢ € K,NH,. Por lo tanto K,N H,, es maximal
consistente. Con esto termina la prueba de la Proposicion #.

Ahora se procederd a construir un modelo para la teoria K, UH,,, y como
x € K, v =( € Hw entonces se tendra el modelo buscado para y A =(. Con
esto terminara la demostracion del teorema:

Usando la técnica de construccion de modelos a partir de constantes de
Henkin que se aplica para demostrar en Teorema de completitud de Godel
en [[Ch-K], pp. 61-66] se puede construir un modelo para la teorfa K, y otro
modelo para la teoria H,, pues se ha demostrado (Proposicién A) que dichas
teorfas son maximal consistentes en L] y L), respectivamente, y ademas
ambas tienen al conjunto numerable de nuevas constantes C' = {¢,, : n € Ny}
como un conjunto de testigos (en L] y L), respectivamente).

Sea 20 una estructura para L] que es un modelo para K, construida
utilizando la técnica referida anteriormente. Es decir, 1 se construye como
sigue:

Sea C' = {c, : n € Xy} el conjunto de nuevas constantes. Para no tener
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problemas con las sentencias atémicas de K, se define sobre C' una relacion
de equivalencia ~ de la siguiente manera:
Sean ¢; € C'y ¢; € C, entonces:

¢ ~cjsiysblosic =c¢j € K,.
Notar que ~ es una relacién de equivalencia porque la relacién de identi-

dad es reflexiva, simétrica y transitiva.

Sea C/ ~= {[¢,] : ¢, € C} el conjunto cociente determinado por ~.

Notar que el cardinal de C'// ~ es a lo sumo numerable.

El universo A de la estructura 24 es el conjunto cociente C/ ~. Y las
interpretaciones en 2 para los simbolos de £} son las siguientes:

(1) Si ¢y, ..., ¢, son constantes de C'y R es un simbolo relacional n-ario
de L) entonces,

R*([c1],...,[en)) <= R(c1,...,c,) € K.

(2) Si a es un simbolo constante de £/, entonces,

a?l = [Ci]>
para alguna constante ¢; € C tal que a = ¢; € K. Tal constante existe
pues F Jz(a = x), y por lo tanto Jx(a = z) € K,. Luego, como C es un
conjunto de testigos para K, se concluye que existe una constante ¢; € C' tal
que (a = ¢;) € K,. Notar que por las propiedades de la relacién de identidad
= la interpretacién de a en A, a*, es tnica. Notar también que Vj € N si

¢; € C, entonces ¢ = [¢j], pues ¢; = ¢; € K.
(3) Si ¢y, ...,c, son constantes de C'y f es un simbolo funcional n-ario
de L) entonces,
2A
el lel) = [el,
para alguna constante ¢; € C' tal que (f(cy1,...,cn) = ¢;) € K. Como en
el caso anterior tal constante ¢; existe pues Jz(f(c1,...,cn) =) € K, y C
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es un conjuntos de testigos para K. Notar también que por las propiedades
de la relacion de identidad estd garantizada la unicidad de la imagen en A
de f2([c1], ..., [cn))-

Con esto termina la definicién de la estructura 2 que es un modelo de la
teoria K.

Sea una esructura B para L}, que es un modelo para H, que se construye
de manera andloga a la estructura 21 para L.
Los universos de 21 y 8 son los siguientes (por construccion):

A=A{[ec,) i cn € C},

B={[cy) :cn € C}.

Como K, N H, es una teorfa maximal consistente en £ (Proposicion #)
pues K, y H, son inseparables (Proposicién &), se cumple que 20 [ Lf y
B | L) son isomorfas. Donde A [ L{ es la estructura para L), que tiene
el mismo universo de 2{ y preserva la misma interpretaciéon de 2( para los
simbolos de L), y B | L es la estructura para L{, que tiene el mismo
universo de B y preserva la misma interpretacion de 8 para los simbolos
de L£j. En efecto: Sea f : A — B una funcién de A en B definida asi:
f([en]) = [en)'. Claramente f es sobreyectiva, y f es inyectiva porque K,NH,,
es una teorfa maximal consistente en £{. Por lo tanto f es una funcién
biyectiva. Se demostrara que f preserva las funciones, relaciones y constantes
corrrespondientes a Lj:

Sea R un simbolo de relacién n-ario de L. Hay que probar que:

R*([c1], ..., [ea)) & RE([c1]'s ..., [ea]).
R*([c1],...,[cn]) & Rley, ..., cn) € K, (por definicién) < R(cy, ..., c,) €
H, (porque K, N H, es maximal consistente) < R®([c1]',...,[c.])) (por

definicién).
Sea g un simbolo de funcién n-ario de L. Hay que probar que:
flg™([eal, -
f

al,- o leal)) = g2 (f(lea]), - fllea])).
g®(f([er)), - f(le

([ea])) = g®([c1)s ..., [cn]') (por definicién de f)= [¢;]
(por definicién, donde g(ci,...,c,) = ¢ € H,)= f([ci]) (por definicién de

i,
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= f(@®([e1], .- [cn]) (porque g(cy,...,c,) = ¢ € K, ya que K, N H,, es
maximal consistente).

Sea c¢; una constante de C: Entonces por definicién ¢ = [¢;] y ¢® = [ci]’.
En consecuencia f(c)= f([ci])= [ci] = cP.

Sea a una constante de L£{, que no estd en C. Entonces existe un j € Ry
tal que ¢; € C'y a = ¢; € K,,. Luego, también a = ¢; € H, pues K, N H,, es
maximal consistente. En consecuencia, por definicién, a® = [¢;] y a® = [¢;]'.
En conclusién f(a®)=a®. Con esto termina la demostracién de que A | £,
y B | Lj son isomorfas. Entonces podemos considerar que A = B, es
decir, que Vn € Ny([c,] = [c)). Sea D un conjunto equipotente a B y
h : B — D una funcién biyectiva de B en D. Entonces se construye una
extension de la estructura 2B al lenguaje £ de la manera usual (teniendo
presente la definicién de estructuras isomorfas), es decir, se construye de la
manera natural una estructura @ para £ tal que ® [ L), y B son isomorfas,
y ® | L] y 2 son isomorfas. En consecuencia ® es un modelo de T, U H,,.
Y como y € K, y = € Hw entonces ® es un modelo de xy A =(. Lo que se
queria demostrar. Con esto terminara la prueba del Teorema de Interpolacién
para la Logica de Primer Orden. [J

4.4 Algunas consecuencias del Teorema de Interpo-
lacion

4.4.1 El Teorema de Definibilidad de Beth (1953)

Se demostrard el Teorema de Definibilidad de Beth [Beth], el cual relaciona
“definibilidad implicita” (seméntica) con “definibilidad explicita” (sintactica),
a partir del Teorema de Interpolacién de Craig siguiendo a [[Ch-K], pp. 90-
91]. Algunas definiciones previas para formular y demostrar dicho teorema
son las siguientes:

Sea £ un lenguaje de primer orden. Y ) y @' dos nuevos simbolos de
relacién n-arios que no estdan en L. Sea I'(Q)) un conjunto de sentencias
del lenguaje LU {Q}, y sea I'(Q)’) el correspondiente conjunto de sentencias
formado a partir de I'(Q)) reemplazando @) por @’ en todos los lugares donde
aparece. Se dice que I'(Q) define implicitamente a @) si y sélo si:
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N(Q)UT(Q) EVoVry .. Vo, [Q(x1, e, ..., 1) « Q' (21,22, ..., x0)],

Equivalentemente: Si (€,5) y (€,5’) son modelos de I'(Q), entonces
S = 5'". Donde € es una estructura para £y Sy S’ son las interpretaciones

de Q.

Se dice que I'(Q) define explicitamente a @ siy sélo si existe una férmula
¢(x1, 9, ..., 2,) de L tal que se cumple:

[(Q) | VriVag .. Vo, [Q(x1, Ta, .. ., 2y) < P(x1, Ta,y ..., Tp)].

Es obvio que si I'(Q)) define a @) explicitamente, entonces también lo define
implicitamente. El Teorema de definibilidad de Beth afirma que la direccion
inversa también ocurre, es decir, que definicién implicita implica definicion
explicita.

Teorema 4.4.1.1 (Teorema de definibilidad de Beth, 1953). I'(Q)
define a @ implicitamente si y solo si I'(Q) define a Q) explicitamente.

Demostracion:

La direccién < es inmediata. Se probara la direccion =-.

Supéngase que ['(Q)) define a @ implicitamente. Se adicionan nuevas
constantes dy, ds, ..., d, al lenguaje £. Entonces:

F(Q) U P(Q/) |: Q(d1> d2> sy dn) - Q/(d1> d2> SRR dn)

Por el Teorema de Compacidad, existen subconjuntos finitos &5 C I'(Q)
y @1 CI'(Q') tal que,

@0 U @1 |: Q(dl,dg, e ,dn) — Q/(dl,dg, . ,dn)

Sea (@) la conjuncién de todas las v(Q) € I'(Q) tal que v(Q) € Py o
Y(Q') € ®1. Sea ¢(Q') la sentencia conjuntiva obtenida a partir de ¢(Q)
sustituyendo Q) por (). Entonces:

SO(Q) N QD(Q/) |: Q(d1> d2> sy dn) - Q/(d1> d2> s 7dn)
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Reordenando el simbolo () de un lado y el simbolo de )" de otro lado se
tiene que:

QO(Q) A Q(d1> d2> s >dn) |: QD(Q/) - Q/(d1> d2> s >dn)

Entonces, por el Teorema de Interpolacion de Craig, existe una sentencia
A(dy,da, ... dy) de LUA{dy,ds, ..., d,} tal que:

(1) QO(Q) N Q(d1>d2> ‘. >dn) |: )\(d1>d27 ‘. '>dn)>

(11) )\(db d2> SRR dn) |: QD(Q/) - Q/(d1> d2> s >dn)

Como cualquier modelo (®,S5") para LU {Q',d;,ds, ...,d,} es también
un modelo para LU{Q, dy,ds, ..., d,} interpretando @) por S’, se cumple que
(ii) implica:

(111) )\(db d2> s >dn) |: SO(Q) - Q(d1> d2> s >dn)

En consecuencia, por (i) y (iii) se tiene que:

QO(Q) |: Q(d1>d2> ‘. >dn) N )\(d1>d27 ‘. >dn)

Como las nuevas constantes dy, da, . .., d, no ocurren en ¢(@)) (el cual se
construy6 a partir de I'(Q))) se tiene que:

o(Q) EVriVay .. Vo, [Q(x1, k2, . .., Ty) < AN@1,X2,. .., T0)],

donde las variables x1, =3, . . ., ,, no ocurren en A(dy, da, . . ., d,,). Por lo tanto,

[(Q) | VriVag .. Vo, [Q(x1, Ta, ..., xy) & N1, T2y ..o, X)),

Es decir, I'(Q)) define a @) explicitamente. Lo que se queria demostrar. [
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4.4.2 El Teorema de consistencia de Robinson (1956)

Se probard el Teorema de Consistencia de Robinson [Rob2] a partir del Teo-
rema de Interpolacién de Craig siguiendo a [[Ch-K], pp. 91], también se
puede probar que el Teorema de consistencia de Robinson implica al Teo-

rema de Interpolacion de Craig, es decir ambos resutados son equivalentes
[[Ch-K], pp. 95].

Si T, y Ty son dos teorias consistentes, no necesariamente la union de
ambas teorias T7 U T5 es consistente, por ejemplo por el Teorema de incom-
pletitud de Gadel (1931) existe una proposicién indecidible 9 de la Aritmética
en primer orden (AP,), es decir, AP, i/ 9 y AP, I/ =9. Entonces, AP, U {d}
y APy U {9} son teorias consistentes. Sin ambargo la unién de ambas
AP, U{d, =9} es inconsistente. Algo andlogo ocurre con la Teoria de conjun-
tos de Zermelo-Fraenkel (ZFC) y la Hipdtesis del continuo (HC): Por Gédel
(1938) y Cohen (1963-64) se sabe que HC' es independiente de ZF'C', es decir,
ZFCVW HC y ZFC W -HC, es decir, ZFCU{-HC} y ZFC U {HC?} son
teorfas consistentes. Sin embargo, la unién de ambas ZFC U{-HC, HC'}
es una teoria inconsistente. En los dos casos anteriores se cumple que las
teorias iniciales AP, y ZFC son incompletas, y esto puede sugerir que si no
ocurriera esto (la incompletitud) con la teoria inicial puede garantizarse que
la unién de las dos teorias (que contienen la inicial) sea consistente. Esto es
lo que afirma el Teorema de consistencia de Robinson, que la union de dos
Teorias consistentes sera consistente si ellas estan contenidas en una misma
teoria completa (la definicién de “teoria completa” estd en la pagina 52).

Teorema 4.4.2.1. Sean J1 y Jo dos lenguajes y sea J = J1NJ2. Supongase
que K es una teoria completa en J, y K1 O K y Ko O K son dos teorias
consistentes en Jy y Jo, respectivamente. FEntonces Ky U Ky es una teoria
consistente en J1 U Ja.

Demostracion :

(Por reduccién al absurdo) Supdngase que K; U K5 es inconsistente. En-
tonces existen subconjuntos finitos I'y € K; y I'y C K5 tal que I'y UTs es
inconsistente. Sea vy, la conjuncién de las sentencias de I'y v 42 la conjuncién
de la sentencias de I'y. Se cumple que y; = 2. Por el Teorema de Interpo-
lacién de Craig existe una sentencia A tal que v; = Ay A | =2, y cualquier
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simbolo de relacién, funcién o constante que ocurre en A\ ocurre en v, y 7o
(en ambas). A es una sentencia de J = J; N J,. Considerando a K se tiene
que K = A y dado que K es consistente se cumple que K; [~ —\. Entonces
como K C K se tiene que K [~ —\. Sin embargo, considerando a K, se
cumple que K5 |= =\, y por la consistencia de K se infiere que Ky = A. Por
lo tanto, como K C K, se tiene que K [~ A. Esto contradice la hipotesis de
K es completa. Fin de la demostracién. [

4.5 Algunas generalizaciones del Teorema de Interpo-
lacion Craig a otros sistemas logicos

La revisién de bibliografia especializada sobre la Propiedad de interpolacién
Craig revela que tal tema es bastante amplio y profundo, (como se dijo antes)
abarca Teoria de la demostracion, Teoria de modelos abstracta , Ciencias de
la Computacién, Logica Modal, Logica Intuicionista, Logica de la relevancia,
Filosofia de la Ciencia, etc. Por ejemplo se ha investigado si dicha propiedad
la cumplen otros sistemas légicos, y entre los resultados obtenidos se encuen-
tran los siguientes segun [Hool, [F], [Val], [Ga-Mak]:

Antes de enunciar dichos resultados se presentaran dos maneras de formu-
lar la Propiedad de Interpolacién Craig que exiten (entre otras) en la bibli-
ografia especializada: La Propiedad de interpolacion Craig (PIC™), también
llamada Propiedad de interpolacion local o Propiedad de interpolacion fuerte,
y |=-Propiedad de Interpolacion Craig (PICT), también llamada Propiedad
de interpolacion global o Propiedad de interpolacion débil, ambas propiedades
no son comparables, es decir, ninguna implica a la otra (PIC™ #= PICF y
PICF #= PIC™), una prueba de ello puede encontrarse en [[Hoo|, pp. 31].
Aunque bajo algunas condiciones (Teorema de deduccion local) se cumple
que PIC~ = PICF [[Hoo|, pp. 30

PIC™: Sea L una légica la cual tiene la implicacién entre sus conectivas
logicas. Se dice que L tiene la Propiedad de interpolacion Craig, o que PIC™
ocurre para ella, si para cualquier par de férmulas x y ¢ del lenguaje de L
tal que =, x — (, existe una férmula interpolante en L. Es decir, existe
una férmula A del lenguaje de L, con un lenguaje comin a x y ¢ tal que:
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FLx— Ay FLA—C.

Observacion: En el caso de que la logica L no contenga férmulas cons-
tantes las cuales denoten verdad y falsedad, la existencia de una interpolante
para =1 x — ( es requirida s6lo en el caso de = —x y & (. Un ejemplo de
una logica con estas caracteristicas es la 16gica de primer orden sin identidad,
esta légica no tiene PIC™, pues por ejemplo no existe interpolante para |=y,
Q(x) — (T'(x) <> T(x)). Sin embargo, el Teorema de interpolacién ocurre
para tal logica si se agrega a la definicion PIC™ la observacién anterior.

PICF: Sea L una légica. Se dice que L tiene la |= - Propiedad de interpo-
lacién Craig, o que PICF ocurre para ella, si para cualquier par de férmulas
X vy C del lenguaje de L tal que x |1 (, existe una férmula interpolante en
L. Es decir, existe una férmula A del lenguaje de L, con un lenguaje comin
axy(tal que: x =L Ay A =L ¢ (Aplica para PICF la misma observacién
que para PIC™).

Notar que PIC~ depende de la nocién de validez y PICF depende de la
relacién de consecuencia légica.

En la bibliografia consultada se pueden encontrar varias tablas que re-
sumen algunos resultados obtenidos, dichos resimenes son con PIC™ y otros
son con PICF, y ellos tienen algunos resultados similares, se elige presentar
aqui una parte de la tabla resumen que se encuentra en [[Hool, pp. 40], la
cual se hace considerando PIC™, tal eleccion se hace porque en tal resumen
aparecen sistemas logicos no clasicos, ademas de los clasicos, algo que no
ocurre con otros resumenes revisados:

Algunas logicas que cumplen C'1P~:

1. Logica proposicional. [[Hoo|, pp. 40], (En este trabajo se prob6 que
también cumple con PICF).

2. Logica de primer orden. (Craig, 1957. En este trabajo se probé que
también cumple con PICF).

3. L, Logica infinitaria que admite conjunciones y disyunciones nu-
merables. (Lopez-Escobar, 1965). También cumple con PICF, [Val],
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(Lopez-Escobar, 1965).

Légica Modal proposicional T. (Gabbay, 1972). [[Hool, pp. 40].
Légica Modal proposicional S4. (Gabbay, 1972). [[Hoo|, pp. 40].
Légica Modal proposicional S5. (Schumm, 1976). [[Hoo|, pp. 40].

Légica Modal en primer orden T (sin la formula de Barcan). (Gabbay,
1972). [[Hool, pp. 40].

Légica Modal en primer orden S4 (sin la férmula de Barcan). (Gabbay,
1972). [[Hool, pp. 40].

. Logica intuicionista de predicados. (Schiitte, 1962). [[Hool, pp. 40]

Agunas logicas que no cumplen CIP™:

. Logica de segundo orden. [F]. (Lopez-Escobar, Barwise).(Observacién:

La Logica de segundo orden cumple con PICF [[Sha], pp. 163-164])

Légicas con cuantificadores generalizados: L(Q,), para todo ordinal
a > Ry, QurPr <—| {z : P(z)} |> N,. [F]. (Lopez-Escobar, Bar-
wise).

Légicas infinitarias: Lg, para todo o > wy, 0 @ = 00. (L, admite
conjunciones y disyunciones de cardinal menor que «, y Lo, admite
conjunciones y disyunciones de cuaquier cardinalidad). (Malitz, 1971).
[[Hoo|, pp. 40]. También no cumple con PICF, [Val], (Malitz, 1971).

Légica Modal S5 en primer orden. (Fine, 1979). [[Hool, pp. 40].

Las légicas con varios valores de verdad de Lukasiewuiz, para n > 2.
(Krzystek y Zachorowski, 1977). [[Hool, pp. 30].

Légica de la Relavancia R. (Urquart, 1999). [[Hool, pp. 40].
Entailment logic E. (Urquart, 1999). [[Hoo|, pp. 40].

129



4.6 Una caracterizacion de la légica infinitaria L,
usando interpolaciéon en el contexto de la Teoria
de modelos abstracta

Por los resultados presentados en la seccién anterior se tiene que la légica Ly, .,
satisface el Teorema de interpolacién Craig (Lopez-Escobar, 1965). También
se tiene que D. Scott y E. Engeler probaron (de manera independiente) que
(x)  Toda estructura numerable para un lenguaje numerable puede ser ser
caracterizada, salvo isomorfismo, con una sentencia de Ly, [[Mak], pp. 17].
Después de eso Johann Makowsky probd en 1973 el siguiente teorema que
carateriza a L, con tal propiedad (%) e Interpolacién [[Mak], pp. 23], la
caracteriza como la menor logica (desde el punto de vista de la expresividad)
que satisface la Propiedad de Interpolacién de Craig y cumple con ():

Es importante destacar que la caracterizacion que se presentard supone
los conceptos abstractos de “Sistema Logico” o “Légica abastracta”, L, y
de cuando una logica abstracta L' es “al menos maés fuerte” que otra légica
abstracta L: L < L'. Estas nociones son fundamentales para desarrollar la
Teoria de modelos abstracta. Tales conceptos no se definen en este trabajo
por consideraciones de simplicidad. Basta decir al respecto que estos concep-
tos fueron formulados para modelar sistemas légicos y relaciones entre ellos
(que se han mencionado en este trabajo y otros que no). Por ejemplo son
“Sistemas Légicos” o “Légicas abstractas” los siguientes: La légica de primer
orden, la légica de segundo orden, las légicas infinitarias, las logicas con cuan-
tificadores generalizados (Q),), etc. Y por eso el enunciado que se presentara
a continuacién se puede entender intuitivamente pensando en dichas légicas
y en el poder expresivo de las mismas para la relacion <. Una definicion
rigurosa de estos conceptos puede encontrarse en [[E-F-T|, pp. 193-194] y
[[Ch-K], pp. 128].

Teorema 4.6.1. Sea L una logica abstracta que satisface el Teorema de
interpolacion de Craig y ademas se cumple que toda estructura numerable
para un lenguaje numerable puede ser ser caracterizada, salvo isomorfismo,
con una sentencia de L. Entonces Ly, < L.

Por lo dicho anteriormente vale la pena resaltar que el concepto de “Sis-
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tema Ldégico” o “Logica abastracta” requiere minimo de todo ZFC, de modo
que esta caraterizaciéon de L, (la cual supone dicho concepto) es un resul-
tado platonista matematico moderado en un grado fuerte, segin la escala de
Bernays del platonismo matematico moderado.

4.7 Algunos problemas abiertos en Teoria de modelos
abstracta relacionados con la Propiedad de Inter-
polaciéon

A continuacién se presentan dos problemas abiertos que relacionan “légicas
abstractas”, “cuantificadores generalizados”, la “propiedad de interpolacién”
y la “Logica de primer orden”. El autor de este trabajo no tiene informacion
de que hayan sido resueltos:

Problema abierto 1:(Feferman, Friedman y Shelah [[Va2], pp. 2]) 4
Eziste una logica abstracta L que sea extension propia de la Logica de primer
orden y que satisfaga las siguientes dos propiedades: (a) Compacidad nume-
rable y (b) Interpolacion Craig ?.

(Una ldgica abstracta L tiene la propiedad de Compacidad numerable si
satisface el Teorema de Compacidad (Teorema 3.5.1.1 o Corolario 4.3.3) para
todo conjunto numerable de sentencias 3 C Lenguaje de L.)

Por ejemplo la logica L(Q)1) es numerablemente compacta [[F], pp. 18],
[[E-F-T], pp. 142-143] y [[Ch-K], pp. 134]. Y sin embargo no satisface la
Propiedad de Interpolacién de Craig como aparece referido en el resumen
de sistemas logicos que no satisfacen la Propiedad de Interpolacién expuesta
anteriormente (subseccién 4.5).

Problema abierto 2: ([[F], pp. 22]) s Existe una ldgica abstracta L que
sea extension propia de L., y sea “razonable”?.
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Donde se ha sugerido que para que una logica L sea “razonable” ella
debe satisfacer Compacidad numerable y A-Interpolacién (Interpolacién —
A-Interpolaciéon — Propiedad de Beth), o al menos la Propiedad de Beth.

Por ejemplo la légica L(Q;) es numerablemente compacta y sin embargo
no satisface la Propiedad de A-Interpolacién [[F], pp. 14].

Vale la pena resaltar (como se dijo en la caracterizacién de L,,) que
el concepto de “Sistema Légico” o “Légica abastracta” requiere minimo de
todo ZFC, de modo que estos problemas abiertos son platonistas matematicos
moderados en un grado fuerte, segun la escala de Bernays del platonismo
matematico moderado.

Otros interesantes problemas abiertos sobre la Propiedad de Interpolacién
en el contexto de la Teoria de modelos abstracta pueden encontrarse en [F]
y [Va2], entre otros.

4.8 Algunas consideraciones matematicas, metamatematicas
y filoséficas sobre la Propiedad de interpolacién de
Craig

(1) Sobre la demostracion del Teorema de interpolacion para la Ldgica
proposicional:

La demostraciéon que se realizé fue en ZF, pues (por ejemplo) se trabajé
con los infinitos actuales (numerables): N, PROP, “Asignacién”, “Valu-
acién”, etc. Por lo tanto dicho resultado es platonista, con un grado de
platonismo que no es tan fuerte segin la escala de Bernays del platonismo
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matematico moderado (seccién 2). Sin embargo, segin dicha escala el plato-
nismo de ZF es mas fuerte que el platonismo matematico moderado contruc-
tivo (Intuicionista). No obstante, como tal prueba proporciona un proced-
imiento efectivamente computable para construir una proposicién A Interpo-
lacién de x y ¢, usando las letras proposicionales que estdn en y y no estan
en ( hasta eliminarlas todas sustituyéndolas por una tautologia (sV—s) o por
una contradiccién (sA—s) de una manera especifica (utilizando disyunciones)
para lograr construir la proposicién interpolaciéon, se puede considerar que
dicho resultado es méas genuinamente platonista matematico moderado con-
structivo, es decir, es Intuicionista. Por lo tanto, su grado de platonismo es
el menor grado de platonismo matematico moderado en la escala de Bernays
del platonismo matematico moderado (el platonismo matemético moderado
constructivo (Intuicismo) quizad también admite gradaciones).

(2) Sobre la demostracion del Teorema de interpolacion para la Légica de
primer orden:

La demostracién realizada para la Logica de primer orden no es con-
structiva ya que se demuestra la existencia de la sentencia A Interpolacién
de x y ¢ por reduccién al absurdo usando el Principio del tercero excluido
y ZF (no se usa el Axioma de eleccién) sin ofrecer un procedimiento efec-
tivo para calcularla. Por lo tanto la prueba es platonista, con un grado
de platonismo que no es tan fuerte segin la escala de Bernays del platon-
ismo matematico moderado. Es importante destacar que la técnica usada
para dicha prueba (Henkin en 1963) es una generalizacién del método de
construccién de modelos a partir de constantes de Henkin (1949) mediante
la nociéon de “teorias inseparables”. El nuevo método de construccién de
modelos resultante permite construir un modelo para la unién de dos teorias
KoU Hy en un lenguaje £ y Lo, respectivamente, las cuales son consistentes
e inseparables, expandiéndolas simultdaneamente (por induccion y en zigzag)
a dos teorias K, y H, maximal consistentes e inseparables en un lenguaje
extendido £; UC'y Lo UC, respectivamente, donde C' es un conjunto numer-
able de nuevos simbolos constantes que funciona como testigos para ambas.
También se cumple (por la maximal consistencia e inseparabilidad) que la
teoria K, N H, es maximal consistente. El modelo buscado ® para KoU H,
se construye aplicando el hecho de que K, N H, es maximal consistente (o
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que K, y H, son inseparables) a dos modelos previos : Un modelo 2 para
K, y un modelo 2 para H, que se construyen mediente el método de Henkin
(1949).

(8) Sobre el Teorema de interpolacion para la Ldgica de primer orden:

Si se considera que actualmente un modelo l6gico-matematico de la mate-
matica aceptado mundialmente por la comunidad l6gico-matematica es ZFC
[Mol], como se dijo en la seccién 2 de este trabajo, y que el lenguaje de
tal sistema axiomatico es de primer orden, y si considera también que ZFC
es usado para estudiar los fundamentos de la matematica, entonces siendo
la Propiedad de Interpolacion Craig una propiedad de la légica de primer
orden, se puede concluir que el Teorema de Interpolacién de Craig revela (en
si mismo) un avance en el estudio de los fundamentos de la matematica, de
la filosofia de la matematica.

(4) Sobre una consecuencia del Teorema de interpolacion para la Légica de
primer orden: FEl Teorema de definibilidad de Beth:

Se describe a continuacién una aplicacién del Teorema de definibilidad
de Beth, y por lo tanto del Teorema de interpolacién de Craig, para el estu-
dio de los fundamentos de la matematica, de la filosofia de la matematica,
especialmente para los estudios de la metamatematica contemporanea in-
cluyendo la metamatemaética platonista para cualquier grado de platonismo,
segin la escala de Bernays del platonismo matematico moderado. En pocas
palabras se puede decir que el Teorema de definibilidad de Beth proporciona
un método para probar independencia de términos primitivos en una teoria
formal axiomatizada [[Ce], pp. 760-761]. Algunos ejemplos introductorios de
aplicacién de este método pueden encontrarse en el texto “Introduccion a la
Légica Simbdlica” de Suppes [[Sup|, pp. 217-222].

En un sistema axiomatico formal se puede hacer un paralelismo entre la
dupla Axiomas-Teoremas y la dupla Términos primitivos-Términos definidos:
Los Teoremas se deducen de los Axiomas y los Términos definidos se definen
a partir de los Términos primitivos, en este sentido la nocién de deducibilidad
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se corresponde con la nocién de definibilidad. Entonces en un sistema axio-
matico formal riguroso deberia de probarse independencia de los términos
primitivos asi como se prueba la independencia de los axiomas [[Ce], pp.
760-761]. En este orden de ideas, el Teorema de definibilidad de Beth, el cual
se puede demostrar a partir del Teorema de interpolacién de Craig como se
hizo en este trabajo, ofrece un método para probar independencia de términos
primitivos usando “definicién implicita” (seméntica) y “definicién explicita’
(sintaxis).

La idea es la siguiente (el ejemplo es del autor este trabajo):

Supongase que se tiene un sistema axiomatico en primer orden con diez
axiomas Ay, Ag, ..., Ajg, y cinco términos primitivos (@1, Q2, @3, Q4, Q5) que
son simbolos relacionales con diferente aridad. Y supdénase que se quiere pro-
bar que 5 es independiente del resto de los otros cuatro términos primitivos.
Entonces es suficiente con demostrar, via dos modelos, que los diez axiomas
no definen implicitamente a ()5, es decir, se debe demostrar que existen un

par de estructuras para el lenguaje {Q1, @, Qs, Q1, Qs}, (€, Q5) v (€,Q5°)
que son modelos de los diez axiomas Ai, Ao, ..., A9, vy que se cumple que

Qs' # Qs°, donde € es una estructura para {Q1, Q2, @3, Q1} v Q5" v Q5° son
las interpretaciones de Q5 en dichas estructuras, respectivamente. Pues si se
demuestra lo contrario, es decir, si se prueba que para cada par de modelos
de los diez axiomas (con las propiedades de las estructuras anteriormente
mencionadas) se cumple que Qs = Q5°, entonces esto quiere decir que los
diez axiomas Aq, Ao, ..., Ay definen implicitamente a (5, y aplicando el Teo-
rema de definbilidad de Beth se tiene que existe una férmula ¢ en lenguaje
{Q1,Q2,Q3,Q4} tal que los diez axiomas definen explicitamente a (J5. En-
tonces se pueden re-escribir los diez axiomas sustituyendo a Q5 por la formula
en el lenguaje restringido que lo define ¢ y se tendria otro sistema de diez
axiomas equivalente al anterior (que tiene los mismos teoremas) pero que
estd escrito en el lenguaje restringido {Q1, Q2, Q3, @4}, es decir, no tiene a

Qs.

(5) Sobre otra consecuencia del Teorema de interpolacion para la Ldgica de
primer orden: FEl Teorema de consistencia de Robinson:

El Teorema de consistencia de Robinson (el cual es equivalente al Teorema
de interpolacién de Craig) ofrece un método para probar que la unién de dos
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teorias consistentes es consistente: Si T} y T, son dos teorias consistentes, no
necesariamente la unién de ambas teorias 17 U T5 es consistente, sera consis-
tente si ellas estan contenidas en una misma teoria completa. Al igual que el
Teorema de definibilidad de Beth este teorema es importante para el estudio
de los fundamentos de la matematica, de la filosofia de la matematica, espe-
cialmente para los estudios de la metamatematica contemporanea incluyendo
la metamatematica platonista, para cualquier grado de platonismo, segin la
escala de Bernays del platonismo matematico moderado.

Observaciéon: El Teorema de Interpolacién de Craig también proporciona
un método para probar que T; U T5 es consistente: Lo que hay que hacer
(segun dicho teorema) es probar que 7} y T3 son inseparables.

(6) Sobre algunas generalizaciones del Teorema de interpolacion Craig a
otros sistemas logicos, Una caracterizacion de la l6gica infinitaria Ly,
usando interpolacion en el contexto de la Teoria de modelos abstracta, y
algunos problemas abiertos en Teoria de modelos abstracta relacionados con
la Propiedad de Interpolacion:

La revisién de bibliografia especializada sobre la Propiedad de interpo-
lacién de Craig revela que tal tema es bastante amplio y profundo, abarca
Teoria de la demostracién, Teoria de modelos abstracta, Ciencias de la Com-
putacion, Logica Modal, Légica Intuicionista, Logica de la relevancia, Filosofia
de la Ciencia, etc.

Por ejemplo un aspecto de la investigacion es si dicha propiedad la cumplen
otros sistemas l6gicos (Ldgicas infinitarias, 16gicas con cuanificadores gene-
ralizados, légica de segundo orden, légicas no clésicas, etc), y se han obtenido
resultados positivos y negativos al respecto. Ejemplos de investigaciones mas
abstractas sobre la propiedad de interpolacién son las caracterizaciones de
sistemas 16gicos en el contexto de la teoria de modelos abstracta usando in-
terpolacion, y otros problemas abiertos de logicas abstractas vinculados con
la Propiedad de Interpolacién.

Vale la pena resaltar que el concepto de “Sistema Logico” o “Loégica
abastracta” requiere minimo de todo ZFC, de modo que Teoria de modelos
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abstracta es platonista matematica moderada en un grado fuerte, segin la
escala de Bernays del platonismo matematico moderado.
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5 Una relacion entre las Algebras booleanas
y los Ordenes parciales separativos

El objetivo principal de esta seccién es presentar una demostracion de que
las cortaduras regulares de un orden parcial separativo forman un &algebra
booleana completa. Tal resultado es muy conocido y existen pruebas del
mismo, por ejemplo pruebas topolégicas en [[Kul, pp. 63-64] y [[Ja], pp. 258-
275] . Y una prueba de que los abiertos regulares de un espacio topolégico
forman un algebra boolena, lo cual esta estrechamente vinculado con este
hecho, puede encontrarse también en [[Hal|, pp. 12-16].

Sin embargo, el desrrollo de la prueba que se presentara aca es propio
del autor de este trabajo y se basa en la demostracién ofrecida por Jech en
[[J1], pp. 81-83] y [[J3], pp. 152-154], por ejemplo usa las definiciones de
las operaciones booleanas entre cortaduras regulares que se hace en [[J1], pp.
81-83] y [[J3], pp. 152-154]. En tales libros se formulan las definiciones y se
enuncia el Teorema, pero no se hace explicito el porqué las mismas satisfacen
las propiedades de algebra booleana, Jech deja ese trabajo al lector, aqui se
realiza una demostracion de tal hecho usando ideas propias del autor de este
trabajo.

El resultado de que a cada orden parcial separativo le corresponde una
tnica (salvo isomorfismo) dlgebra booleana completa se puede extender a
todo orden parcial, y es conocido que el algebra booleana completa de las
cortaduras regulares de un orden parcial es isomorfa al algebra booleana
completa de los abiertos regulares de un espacio topologico inducido por tal
orden parcial ([J1], [J3], [[Bel2], pp. 3-4], [Ku], [Ja], entre otros). Entre
el orden parcial y su correspondiente algebra booleana completa asociada
existe una relacion de “inmersién densa”, dicha relacion es importante desde
el punto de vista matemético, metamatemético y filoséfico (de la matemética)
pues permite inferir (entre otros) que las dos versiones del forcing més usadas
contemporaneamente, forcing con ordenes parciales y forcing con algebras
booleanas completas son equivalentes, es decir, producen los mismos modelos
de ZFC [[Ku], pp. 221-222], [[J3], pp. 154-156].

Es conocido que el método de forcing de Cohen [Col|, [Co2] es de gran
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utilidad (desde su creacién en 1963-64) para realizar pruebas metamatematicas
de Teoremas metamateméticos (independencia o consistencia relativa) y también
para realizar pruebas metamatematicas de Teoremas matematicos [Solovay].
En consecuencia, el método de forcing es importante para estudiar la propia
matematica y también para estudiar los fundamentos de la matemaética, la
filosofia de la matemaética. Por lo tanto el resultado matematico que se
demostrara en esta seccidén también es valioso para los estudios de los funda-
mentos de la matematica y de la filosofia de la matematica, desde el punto de
vista del platonismo matematico, porque el forcing es un método platonista
matematico, en un grado fuerte de platonismo, segin la escala de Bernays
del platonismo matemético moderado (seccién 2). Es un método platonista
matemdatico moderado fuerte porque el usa (minimo) a ZFC. Abundantes
ejemplos de la aplicacion de dicho método en distintas versiones contem-
pordneas (con ordenes parciales o con algebras booleanas) pueden encon-
trarse en los textos [Kul, [J1], [J3], [J4] y [Bel2]. En tales ejemplos se podra
apreciar que los ordenes parciales o las algebras boolenas que se usan en la
aplicacion del forcing para resultados relevantes tienen cardinal mayor o igual
que Ny v ademds son estructuras infinitas actuales complejas que requieren
de todo ZFC para definirlas y para operar con las mismas.

El orden de exposicién serd el siguiente: En la siguiente subseccién 5.1 se
presentard la definicion de algebra booleana y se describiran algunos ejem-
plos clasicos. En la subseccion 5.2 se definird Orden parcial separativo y
se descibiran algunos ejemplos clasicos. En la subseccion 5.3 se definiran
las operaciones booleanas para las cortaduras regulares de un orden par-
cial separativo y se demostrara que la estructura resultante es un algebra
booleana. Y en la tltima subseccién 5.4 se presentaran algunas considera-
ciones matemadticas, metamatematicas y filoséficas sobre el contenido de esta
seccion.
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5.1 Definicion de Algebra booleana: Axiomas. Y al-
gunos ejemplos clasicos.

Definicién 5.1.1. Un dlgebra booleana es un conjunto B con al menos dos
elementos, 0y 1(cero y uno), dotado de dos operaciones binarias (suma)+
y (producto) ., y una operacion unaria (complemento), las cuales satisfacen
las siguientes propiedades (axiomas):

(Leyes conmutativas)

a+b=b+a,a.b=b.a

(Leyes asociativas)

(a+b)+c=a+((b+c), (a.b)sc=a.(b.c)

(Leyes distributivas)
a.(b+c)=(a.b)+(avc), a+(bec)=(a+b).(a+c)

(Leyes de idempotencia)

at+a=a, a.a=a

(Leyes de absorcion)

a.(a+b)=a, a+(a.b)=a

(Leyes de identidad (elementos neutros y dominacion))
a+l=1,a.1=a
a+0=a, a.0=0

(Leyes de complemento)
a+(d)=1,a.(d)=0

(a') =a
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(Leyes de De Morgan)
(a+0b)=d.b, (a.b) =d +V

Denotaremos a tal dlgebra booleana asi: B = (B,+,.,,0,1).

Por simplicidad consideraremos que B = B, a menos que el contexto
requiera distinguirlos.

El orden parcial de B se define asi,

p<qg—p.qd=0.

Si a,b € B, entonces: a + b es el supremo de a y b, a.b es el infimo
de a y b, a’ es el inico ¢ € B tal que a +¢ =1y a.c = 0. También:
a<b<—a+b=b<+< a.b=a. Dos elementos a,b de B son incompatibles si
ysolosia.b=0. a—b=a.b/. DC Besdensoen BsiDC B— {0}y D es
denso en B — {0}, es decir, si Vb € B— {0}3d € D(d <b). B es completa si
el supremo de S (> S) y el infimo de S ([[S) existen en B, para cualquier
S C B. Sea k un cardinal regular no numerable. B es k-completa si > X y
[] X existen en B, para todo subconjunto X de B tal que | X| < k. Si B es
N;-completa se dice que B es o-completa. Un dtomo del algebra boolena B
es un a € B tal que a # 0 y no hay ningin elemento z € B que esté entre 0
y a,es decir, 0 <x<ayz#0yx#a. Sedice que B es atdmica si para
cada z € B, z # 0, existe un dtomo w € B tal que w < z.

ALGUNOS EJEMPLOS CLASICOS DE ALGEBRA
BOOLEANAS:

(1) EL ALGEBRA BOOLEANA DE LINDENBAUM:
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Se definira el Algebra de Lindembaum siguiendo (principalmente) los tex-
tos [D1], [Me] y [J1]. El procedimiento es el siguiente:

Es conocido que la logica proposicional es axiomatizable y que existen
varios sistemas axiomaticos para la misma, a continuaciéon formulamos uno

de ellos [D1]:
(ESQUEMAS DE AXIOMAS)

Los Axiomas légicos son todas las formulas que tengan alguna de las
formas siguientes:

1) o= (W — )
2) (= @—=9) = (¢—=1¢)—=(p—9)
3) (7 =) = (. = ) — o)
REGLA DE INFERENCIA:

Modus Ponens: A partir de ¢ — 1 y ¢ podemos inferir 1.

La relacion de “deducibilidad” o “derivabilidad” en el sistema axiomatico
se define de manera andloga a como se hizo en una seccién anterior de este
trabajo (Seccién 3: “La propiedad de Interpolacién de Craig”) para el caso
de sistema axiomatico para la légica de primer orden, es decir:

Definicién 5.1.2. Sea > C PROP y ¢ € PROP. Se dice que ¢ se deduce
de Y o que ¢ se demuestra a partir de 33, lo que se denota por,

Yo,

si existe una sucesion finita i, ..., ¥, de formulas tales que 1, = @, y
cada ; es un arioma, o es un miembro de X, o se obtiene de dos formulas
anteriores en la sucesion por la regla de inferencia Modus Ponens.

Si Y = (), entonces se escribe = o en vez de ) - .
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Teorema 5.1.3 (Teorema Completitud para la 16gica proposicional).
Sea > C PROP y v € PROP. Entonces:

YFp e XEe

Una prueba de este resultado se puede encuentrar en [D1], entre otros.

Ahora se define una relaciéon de equivalencia en PROP de la siguiente
manera: X ~ o siy sélo si - xy < 0. Existen procedimientos decidibles
en la Logica proposicional para determinar cuando una proposicién es tau-
tologia o no: Tablas de verdad, Forma normal conjuntiva, Tablas (Arboles)
semanticas, Resolucién, etc. Entonces aplicando en Teorema de completitud
se tiene que dados cualesquiera proposiciones x y o se puede determinar en
un nimero finito de pasos si se cumple = y < ¢ 0 no se cumple, es decir,
se puede determinar en un nimero finito de pasos si cumple xY ~ ¢ 0 no se
cumple. Esto significa que la relacién ~ es efectivamente calculable (com-
putable). Se puede demostrar sin dificultad que la relaciéon ~ es reflexiva
, simétrica y transitiva, por lo tanto ella es una relaciéon de equivalencia,
entonces se considera el conjunto cociente:

PROP/ ~={][p| : p € PROP}

Y se definine el Algebra de Lindenbaum C = (C,+,4,,0,1) de la sigui-
ente manera:

C = PROP/ ~
() =[]

W] [xX] =¥ Ax]
W]+ Xl = VX
0=[vA—Y]
1= [V -]

143



Teorema 5.1.4. C es un dlgebra booleana.

Demostracion: Por la definicion de C es suficiente con demostrar que las
siguientes proposiciones, correspondientes a las leyes del algebra booleana,
son tautologias, y entonces por el teorema de completitud son teoremas del
sistema. La prueba de que ellas son tautologias se puede hacer sin dificultad:

(PVY) < (¢
(V) Ve) = (oV (Vv
(@A (V)< ((9AY)V(0A
(Vo) , (9NQ) <
PN (PV ) ; V(cb/\so)ch
PV (pV () < (pV(=9), oA (pV(mp)) < ¢
(VA (=) =9, (DA (A (T9) < (pA(mp))
@V (=9) < (pV(=9)) . (¢A ( 9)) < (e A (—p))
(—(=¢)) <
(=l V) < () A(—¢)) , (= (¢As0)) ((=¢) V (me)). O

PAY) = (P AP)
(@AY Np) = (DA (W Ap))
(o V (A s@)) (eVY)A(PV o))

) )
) )
)

Y

¥)
%)

AA/—\/—\

=
=

(2) EL ALGEBRA BOOLEANA DE LOS CONJUNTOS:

Definicién 5.1.5. Sea S un conjunto no vacio.

1. Un dlgebra de conjuntos (o cuerpo de conjuntos) sobre S es una coleccion
F de subconjuntos de S, con las siquientes propiedades:

(a) S €F
(b) Si AeF, entonces S— A€ F.
(c) Si A, B € F, entonces AUB€F y ANBe€ F.

El conjunto S — A se llama el complemento de A y se denota por A°.
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2. Si ademds de (a),(b) y (¢) F satisface (d) se dice que F es una o-
algebra de conjuntos sobre S:

(d)Si{A;:i ey} CF entoncesUAiE}" Y ﬂ A, e F.

1EN, 1€V

3. Sea Z C P(S). o(Z)=({F:Z CF AN Feso— dlgebra}.o(Z) es la
menor o-dlgebra de conjuntos sobre S que contiene a Z.

Teorema 5.1.6. El dlgebra de conjuntos (o cuerpo de conjuntos) (F,U,N, < 0, S)
es un dlgebra booleana.

Demostracion: Es suficiente con demostrar de manera general las leyes
booleanas sobre los conjuntos, lo cual se hace sin dificultad (por ejemplo, los
digramas de Venn o de Venn-Euler son un método de prueba muy ttil para
algunos de estos casos), a continuacion se listan las mismas:

AUB=BUA, AnB=BnNA
(AUB)UC =AU (BUC), (AnB)NC=ANn(BNC)
AN(BUC)=(ANnB)U(ANC), AUu(BNnC)=(AUuB)N(AUC)
AUA=A, AnNA=A
AN(AUB)=A, AU(ANnB)=A

En las siguientes leyes U denota el conjunto universal que se este considerando,
en el caso de la definicion escrita arriba U es el conjunto S
AUU=U, AnU=A
AUD=A, An0=10
AUA=U, ANA°=0
(A% = A
(AUB)*=A°NB°, (ANB)=A°UB“ O
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También ocurre la direccién inversa al teorema anterior, es decir, que toda
algebra booleana es un algebra de conjuntos (o cuerpo de conjuntos), en rigor,
se cumple el Teorema de Representacién de Stone (1936): Toda dlgebra
booleana es isomorfa a un dlgebra de conjuntos . Una prueba del mismo
puede encontrarse en [[J1], pp. 81], entre otros. Es importante destacar que
la prueba de dicho teorema requiere de la existencia de ultrafiltros (al igual
que el método de construcciéon de modelos llamado ultraproductos, seccion
3 de este trabajo), por lo tanto necesita del Lema de Zorn, y todo ZFC,
en consecuencia es un resultado platonista matematico, en un grado fuerte,
segin la escala de Bernays del platonismo matematico moderado.

En el ejemplo anterior, un caso bastante usado es cuando F = P(S). Es
decir, el algebra de conjuntos:

(P(5),U,N.%0,5).

Sea S un conjunto con al menos dos elementos. Entonces el algebra
booleana (P(S),U,N, 0, S) es atémica. Los d&tomos son precisamente todos
los subcojuntos unitarios {x} de S. Una élgebra booleana que no es atémica
es [Pe]:

<J([0> 1])7 U, n, C? ®> [07 1)>>

donde [0, 1] es el intervalo cerrado de los nimeros reales de extremos cero
y uno, es decir, [0,1] = {z € R : 0 < z < 1}, J([0,1]) es el conjunto de
todas las uniones finitas de intervalos cerrados-abiertos [a,b), con a < b,
incluidos en [0, 1], U es la unién conjuntista usual, N es la interseccién con-
juntista usual, y la operacién ¢ no es el complemento (relativo) usual de los
conjuntos, el complemento de un [ay,b1) U [ag, bs),Ulas, bs) U ... U [ag, bi) €
J([0,1]), ([a1,b1) U [az,b2) U [as, b3)... U [ak, b)), es el conjunto diferen-
cia [0,1) \ Unidn finita de intervalos cerrados-abiertos, es decir, es la unién
finita de intervalos cerrados abiertos complementarios de la unién anterior,
tal conjunto es: [0,a1) U [b1,as) U [ba,a3) U...U [bg, 1). Es claro que cada
x € J([0,1]) cumple que z Nz =0, y x Uz® = [0,1). Es decir: ([a,b1) U
[ag, bg) U [ag, bg) LU [ak, bk)) N ([0, al) U [bl, ag) U ([bg, ag) Uu...uU [bk, 1)) = @,
¥y que ([al, bl) U [ag, bg) U [ag, bg) U [ak, bk)) U ([0, al) U [bl, ag) U ([bg, ag) U
. Ulbk, 1)) =1[0,1).

Vale la pena resaltar que dos ejemplos de algebra booleana de conjun-
tos muy usados en matematicas son la “o-algebra de los conjuntos medi-
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bles Lebesgue” y la “o-algebra de los conjuntos borelianos de un espacio
topoldgico”, la definicién de la “o-algebra de los conjuntos medibles Lebesgue”
puede encontrarse (entre otros) en los textos [Bet], [Roy|, [J1] y [D-U],
y la definicion de la “o-algebra de los conjuntos borelianos de un espacio
topoldgico” se define a continuacién siguiendo los textos [Bet], [Roy], [D-U]

y [J1].

Definicién 5.1.7. Un espacio topoldgico es un par (Y,T) donde Y es un
conjunto no vacio, T CP(Y) y se cumple (a), (b) y (c):

(a) YT, 0eT
(b) Si Oy €T yOy €T, entonces, O1 NOy €T
(c) Si Z C T, entonces, UZ € T .

Se dice que T es una topologia para Y. Los elementos de T se llaman
abiertos. Z CY es cerrado < Y — Z es abierto. Sea W C Y. El interior de
W, W?¢, es el mayor subconjunto abierto de Y que esta contenido en W. La
clausura de W, W, es el menor subconjunto cerrado de Y que contiene a W.

Definicién 5.1.8. Sea (Y, T) un espacio topoldgico. o(Abiertos de Y) es la
o-dlgebra de Borel de Y ( o los conjuntos Borelianos de Y). o(Abiertos de Y)
se suele denotar por B(Y').

5.2 Definicion de Orden parcial separativo y algunos
ejemplos clasicos

Definicién 5.2.1. 1. Sea (P, <) un orden parcial y p,q € P. Se dice que
p y q son compatibles si existe unr € P(r < pAr <gq). Y se dice
que p y q son incompatibles si no existe unr € P(r <pAr <q).

2. Un orden parcial (P, <) es separativo si para todo p,q € P (Sip £ q,
entonces eziste r < p tal que r es incompatible con q).
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ALGUNOS EJEMPLOS DE ORDENES PARCIALES
SEPARATIVOS (Y UNO QUE NO LO ES):

(1) El orden parcial (simple con mayor elemento) de Cohen (C, <, 1) se
define como sigue:

e C={p:pesfuncion A |p| < Ro A dom(p) C Ry Aran(p) C Ny}
*p<qe<qCp

o 1 =10.

Este orden parcial es separativo.

(Tal orden parcial aparece referido en relacién con el método de forcing
en [J4], [FG2] y [FG3], entre otros.)

(2) Sea A = {1,2}. El orden parcial (P(A),C) no es separativo, pues
P(A) tiene dos atomos, {1} y {2}, v el conjunto vacio esté incluido en todo

conjunto.

(3) Sea a > Ny un ordinal. C, es un orden parcial de Cohen que se define
como sigue:

Co={p:|p|< Ny A dom(p) C a xRy Arango(p) C 2},

P<q<qCp.

Este orden parcial es separativo.

(Tal orden parcial aparece referido en ralacién con el método de forcing
en [J4], [FG2] y [FG3], entre otros.)

(4) El orden parcial (con mayor elemento) de Sacks (S,, <,1) se define
asi,

e S, = {p: p es subdrbol perfecto y no vacio del arbol binario completo}.
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e p<qg—pCyq

e 1= El arbol binario completo.

Este orden parcial es separativo.

Donde el par (7,<) es un arbol si y sélo si (T, <) es un orden parcial
y para cada z € T el par ({y € T : y < z},<) es un buen orden estricto
(Un conjunto parcialmente ordenado por < es un buen orden estricto si cada
subcojunto distinto de vacio de dicho conjunto tiene un menor elemento
segin <, y ademéds se cumple que para cada x, r £ x.). Los elementos de
T se llaman nodos. Un subéarbol de T es un subconjunto 7" C T con el
orden inducido tal que, Vo € T'Vy € T(y < * — y € T'). El &lbol binario
completo es el orden parcial (2<%, <) constituido por todas las sucesiones
finitas de ceros y unos, ordenadas por la relacion de extension. Es decir,
2P0 = | J{2" :n € Rg} y s < tsiysolosisCtsiysdlositextiende a
s. (2<¥ <) se denomina el drbol binario completo de altura Ry. Si s € 2<%0
tal que dom(s) =nyi =001 =1, entonces s"i = sU {(n,i)}. Sea p un
subarbol del drbol binario completo. El conjunto de las ramas de p, [p], es
{f e2X :Vn(f | nep)}. Porejemplo, [2<F0] = 2% p es perfecto si y s6lo
siVs € pdt O s tal que t"0 € py t"'l € p.

(Tal orden parcial aparece referido en relacién con el método de forcing
en [J4], [FG2] y [FG3], entre otros.)

5.3 Todo orden parcial separativo se puede extender a
una unica algebra booleana completa

A continuacién se define el algebra booleana completa de las cortaduras re-
gulares de un orden parcial separativo siguiendo a [J1] y [J3]: Sea (P, <)
un orden parcial separativo. Un subconjunto W C P es una cortadura en
P si W es cerrado hacia bajo, es decir, si para todo p,g € P (Sip <qy
q € W, entonces p € W). Notar que esta definicién de cortadura se parece a
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la definicién de cortadura que usé Dedekind para definir los niimeros reales
a partir de los nimeros racionales ([D2], [E2], entre otros). Para cualquier
p € P, sea W, = {z : x < p}. Por la definiciéon de W, y la definicién de
cortadura se tiene que W, es una cortadura en P. Una cortadura W en P
es reqular si para todo p € P (Si p € W, entonces existe ¢ < p tal que
W,NW = (). Como P es separativo se cumple que W, es regular, para todo
p € P. Sea D el conjunto de todas las cortaduras regulares en P. Si W es
una cortadura en P se define W = {p: (Vg < p)W NW, # 0}. Se cumple
(por definicién) que W es una cortadura regular y ademds que es la menor
(con respecto a la inclusion C) cortadura regular que contiene a W, esto se
puede probar sin dificultad usando reduccién al absurdo. Entonces se define
para todo X,Y € D las siguientes tres operaciones:

X.Y=XnNnY
X+Y=XUY
X' ={p:W,NnX =0}
0=10
1=P
Sea D = (D, +,./,0,1).

Teorema 5.3.1. D es un dlgebra booleana completa (El dlgebra booleana de
las cortaduras regqulares en P).

Demostracién: (1.1) A+ B = B+ A: AUB = BUA se cumple
porque AU B = BU A es una ley del dlgebra boolena de conjuntos. (1.2)
A.B = B.B: Se cumple porque AN B = BN A es una ley del algebra
booleana de los conjuntos. (2.1) (A+B)+C = A+(B+C): (i) Desarrollando
la definicién del lado izquierdo de la igualdad (2.1) se tiene lo siguiente:

AUBUC ={p:Yq<p((AUBUC)NW, #0)}
&

={p:Yg<p(AUBNW,UCNW, #0)}
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Y también que:

AUB={s:Vr <s((AUB)NW, #0)}
={s:Vr<s(ANW,uBNW, #0)}

AUBNW,={s:Vr <s(ANW,UBNW, #0)} NI,

(ii) Desarrollando la definicién del lado derecho de la igualdad (2.1) se
tiene lo siguiente:

AUBUC ={p: Vg <p((AUBUC)NW, #0)}
[

={p:Vg<p(ANW,UBUCNW, #0)}

Y también que:

BUC ={s:Vr<s((BUC)NW, #0)}
={s:Vr<s(BNW,uCNW, #0)}

BUCNW,={s:Vr<s(BNW,UCNW, #)}NW,

Hecho 5.3.2. 1. p € & & Para todo g < pW,NA#0V W,NB #
0V Ww,NnC#0D).

2. p€ &S Paratodo g <p(W,NA#0DV W,NB#0 VvV W,NC #0).

Demostracién del hecho: (1) (=): (Por reduccién al absurdo) Sea
p € & y supongamos que existe un ¢ < p(W,NA=0AW,NB =0 A
W,NC = 0). Entonces p ¢ &, por la definicién de & desarrollada en (i).
Contradiccién con la hipétesis: p € &. (<): Se debe probar que p € &. Sea
q < p. Considerando la definicién de & desarrollada en (i) hay que probar
que AUBNW,UCNW, # (. Esto se hace directamente por casos: Caso
I: W,nC # 0. Caso 22 W,NB # (. Caso 3: W, N A # (). Se puede
apreciar claramente, por la definicién de & desarrollada en (i), que en cada
caso se cumple AUBNW,UCNW, # (0. Porlo tanto p € &. Fin de la
demostracion. De manera analoga se demuestra, considerando la definicion
desarrollada en (ii), la clausula (2) del hecho, tanto la direccién (=) como la
direccién («<=). Fin de la prueba del hecho.
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Considerando el hecho anterior se tiene que & C # yv que & C &, por lo
tanto, & = M. Lo que se queria demostrar.

(2.2) (A.B).C = A.(B.C): Se cumple porque (ANB)NC = AN(BNC)
es una ley del algebra booleana de conjuntos.

(31) A.(B+C)=(A.B)+(A.C): ANBUC =(ANB)U(ANC).
(i) Desarrollando el lado izquierdo de igualdad (3.1) se tiene que:

ANBUC=AN{p:VYg<p(BUC)NW, #0)}
&

=AN{p: Vg <p((BNWy) U(CNW,) #0)}
(ii) Desarrollando el lado derecho de la igualdad (3.1) se tiene que:

ANB)UANC) ={p: Vg <p([(ANB)UANC) N, #0)}
PS

={p: Vg <p([(ANB)NW,U(ANC)NW,] #0)}

Ahora bien, es claro que & C # se cumple por el desarrollo expuesto en
(i) y (ii). La prueba de que # C & usa el desarrollo (i) y (ii), reduccién al
absurdo y regularidad: Sea p € # y supongase que p ¢ A. Entonces como A
es regular se tiene que existe un ¢ < p tal que ANW, = (). Entonces p ¢ #.
Contradiccion, pues por hipdtesis: p € #. Por lo tanto p € A. Entonces
considerando el desarrollo (i) y (ii) se concluye que p € &. En consecuencia
& C &. Entonces & = #, lo que se queria probar.

(3.2) A+ (B.C)=(A+B).(A+(C): (i) Desarrollando el lado izquierdo
de la igualdad (3.2) se tiene que:

AUBNC={p:Yg<p([AU(BNC)NW, # 0}
&
={p:Vg<p([(AUB)N(AUC)NW, # 0}
(ii) Desarrollando el lado derecho de la igualdad (3.2) se tiene que:

AU B = {p: Vg < p[(AUB)NW, # 0]} = {p : Vg < p[(ANW)U(BNW,)] # 0)}
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AUC = {p: Vg < pl(AUC)NTV, # 0]} = {p : Vg < pl(ANTV,)U(COV,)] # 0)}

AUBNAUC = {p: Vg < p([(ANW,)U(BNW,) # DIAI(ANW,)U(CNI,) # 0]}
[y

Entonces por el desarrollo (i) y (ii) es claro que & C #. j por qué ocurre
& C & Seap € #. Se debe probar que p € &. Sea ¢ < p. Se cumple que
W,NA=0o0oW,NnA#D. Si W,NA +# (), entonces por el desarrollo (i) y
(ii) se cumple claramente que [(AUB)N(AUC)|NW, £ 0. SiW,NA =10,
entonces BNW, # 0y CN W, # (. De modo que existe un t € CNW, y
existe un s € BNW,. Ocurre que s € C ot € B: Puessis ¢ Cyt & B,
entonces por reguralidad de las cortaduras existen ¢ < sy j < t tal que
W,NC =0y W;nNB =1{. Por lo tanto, como i,j < gy W,NA =0, se
tiene W; N A =0y W,NA = 0. En consecuencia i,j no cumplen con la
condicién del ultimo conjunto del desarrollo (ii) y 7,7 < p. En consecuencia
p ¢ #. Contradiccion con la hipdtesis. Luego, s € C' ot € B,y por lo tanto
CNBNW, #0. Entonces p € &. Es decir, & C &. En conclusién & = #,
lo que se queria probar.

(4.1) A+ A=A

Hecho 5.3.3. Si X es una cortadura regular, entonces X = X.

Demostracién de hecho: X C X. Como X C X y X es a menor
cortadura regular (con respecto a la relacién de inclusién) que contiene a X,
entonces X C X. Por lo tanto X = X. Fin de la prueba del hecho.

Usando el hecho anterior y la ley del algebra booleana de conjuntos A U
A = A, la demostracién de (4.1) es la siguiente: AUA=A= A

(4.2) A. A = A: Se cumple porque AN A = A es una ley del dlgebra
booleana de conjuntos.

Las siguientes propiedades (5.1) y (5.2) resultan obvias cuando se escribe
su definicién: (5.1) A.(A+ B) = A. Definicién: [AN (AU B)] = A. (5.2)
A+ (A.B) = A. Definicién: [AU (AN B)] = A. Por el trabajo realizado
previamente, por ejemplo el Hecho 5.3.3 y las leyes del algebra booleana de
conjuntos, las siguientes propiedades (6.1), (6.2), (6.3) y (6.4) resultan obvias
cuando se escribe su definicién: (6.1) A+ 1 = 1. Definicién: AUP = P.
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(6.2) A.1 = A. Definicion: ANP = A. (6.3) A+ 0 = A. Definicién:
AU =A. (64) A.0=0. Definicién: AN = 0.
(7.1) A+ (A) =1

AU{p - W,NnA=0}=P
*»

Es claro que & C P, por definicién de cortadura regular de P. Para
demostrar que P C & se realiza el siguiente desarrollo y luego se aplica
reduccion al absurdo:

AU{p W, NA=0}={i:Vj <i[(AU{p: W,NA=0})NW, # 0]}

{’l\V/]SZ[(AHW)U{]?WpﬂAzw}ﬂWj)%m}

Supongamos que p € Py p & &. Entonces existe un j < p[(ANW,;U{p:
W,NA=0}NW;) = 0]. Entonces j ¢ A, pues si j € A se cumple que
ANW; # 0. En consecuencia, por la regularidad de A, se tiene que existe
k < jtal que Wy N A=0. Por lo tanto k € {p: W, N A =0} NW;. Luego,
(AnW; U{p: W,NnA=0}nW;) # 0. Contradiccién con la hipdtesis.
Entonces p € &, lo que se queria demostrar.

(7.2) Av(A)=0: An{p:W,NA =0} =10. Supongamos que AN {p:
W,NA =0} # (. Entonces existe un z € A tal que W, N A = 0, pero
z € W, N A. Contradiccién. Por lo tanto se cumple la identidad (7.2).

(7.3) (A)) = A:

{a:Won{p:W,nA=0}=0}} = A
»

Se probara que & C A por reduccion al absurdo. Supongamos que existe
un z € & tal que z € A. Entonces por regularidad de A existe [ < z tal
que W; N A = 0. En consecuencia l € {p: W, N A =0}, y comol € W, se
tiene que W, N {p: W, N A = ()} # (). Por lo tanto, z ¢ &. Contradiccién
con la hipétesis. Luego, d C A. Prueba de que A C &: Si z € A, entonces
W.N{p: W,NA =0} =0. En consecuencia z € &. Luego, & C A, y se
concluye & = A, lo que se queria demostrar.

(7.4) (A+ BY = A'. B
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{p:W,NAUB =0}
&

— (p:W,N{z:VI<2(W,N(AUB) % 0)} =0}

={p: W, N{z:VI<2(WNAUW,NB) #0)} =0}

ip:WpﬂAzw}ﬂ{p:WpﬂBzw}J
-

={p: W, NA=0AW,NB =0}

Entonces considerando el desarrollo realizado se demostrara que & = #.
& C M: Sim e d, entonces W, N{z: VI < 2(W,NAUW,NB) #0)} = 0. Si
m & #, se concluye que W,,NA # 0 VvV W,,N B # (. Considerando el primer
caso de la disyuncidn se tiene que existe un k € W,, N A. Luego, W, N A # ()
y més todavia: k € {z : VI < z(W,NAUW; N B) # 0}, pues como k € A
se cumple que VI < k(W; N A # (). En consecuencia, como k € W, se tiene
que:

W N{z:VI<2(WNAUW,NB)#0}#0

Entonces m ¢ &, contradiccién con la hipdtesis. Si se toma el segundo
caso de la disyuncién,W,, N B # (), se aplica el mismo procedimiento y se
obtiene la misma contradiccién. Por lo tanto & C #. Ahora se probard
que % C &: Sea z € #. Entonces W, NA =0y W,NB = (. También
VI<z(WiNA=0AW,NB=0). Siz¢d, entonces:

W.N{z:VI<:(WNAUWNB)#N))}#0

En consecuencia existe un s < z tal que VI < s(W,NAUW; N B) # (.
De modo que que W, N A # vV W, N B # (). Contradiccién con la hipétesis.
Por lo tanto, z € &. Luego, & C &.

(7.5) (A.B) = A"+ B"

J

{p:W,Nn(ANB) =0}
s
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ip:WpﬂA:®}U{p:WpﬂB=®}J=
PS

{k:Vm <k[(W,N{p: W, NA=0}U{p: W,NnB=0})#0]}

{k:Ym < k[(Wn,N{p: W, NA=0}UW,,N{p: W,NB=10})#0]}

Se debe probar que d = M. & C #: Sea z € &. Entonces W,N(AN B) =
(. Sea m < z. Casol: Si W,, C A, entonces por hipétesis W,, N1 B =0 y en
consecuencia W,,, N {p : W, N B = 0} # (. Caso 2: Si W,, C B, entonces
por hipétesis W,, N A = () y en consecuencia W,, N {p: W, N A = 0} # (.
Caso 3: W, NA =0y W,,NnB =1, entonces W,, N {p: W, NA=0} #10
yWoan{p: W,NnB =0} # 0. Caso 4: W,,, N A # (). Entonces existe
r € W, tal que r € A. r no puede estar en B, pues si estuviera, como €l
pertenece a W,,, C W, se tendria que W, N (A N B) # (), lo cual contradice la
hipétesis. Luego, r ¢ B. Entonces por regularidad de la cortadura B existe
un d < r tal que WyN B = 0. d € W, por lo tanto W,,, N {p: W, N B =
0} #10. Caso 5: W, N B # (). Se procede de manera andloga al Caso 4 y se
obtiene el resultado buscado W,, N {p : W, N A = ()} # 0. En consecuencia
z € #, de modo que & C . Ahora se realiza la prueba de que & C &:
(Por reduccién al absurdo) Supongamos que existe un z € @ y que z ¢ .
Entonces W, N (AN B) # (. Por lo tanto existe un d < z tal que d € AN B.
SiWan{p: Wygn A= 0} # (0, entonces existe un s < d tal que W, N A = ().
Pero s € Ay s € Wy, contradicciéon. Luego, WyN{p: Wy;NA =0} =0. Si
Wy {p: Wyn B =0} # (), entonces existe un s < d tal que Wy N B = ().
Pero s € By s € Wy, contradiccién. Luego, WyN{p : WyNA=0}=0y
Wan{p: Wyn B =0} =0. En consecuencia z ¢ #, contradiccién con la
hipétesis. Por o tanto, & C &.

Para terminar con con la prueba del Teorema soélo falta demostrar D que
es completa:

D es completa si el supremo de S (Y- .5) y el infimo de S (J][.5) existen
en D, para cualquier S C D. Esto se cumple pues si S = {S; : j € J} C
D, entonces se prueba sin dificultad usando las definiciones de cortaduras
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regulares que [[.S =(;c; S € Dy >S5 = Ujc; 5 € D. Ha terminado la
demostracién del Teorema (D es un algebra booleana completa). [

Como D es el algebra booleana completa de las cortaduras regulares en
P se denota D = c.r(P). Vale la pena resaltar que la funcién e : P — D,
definida e(p) = W), es una funcién que preserva el orden y ademas el conjunto
{e(p) : p € P} C D\ {0} es denso en D, es decir, es denso en D\ {0}. Se
dice que la funcion e es una inmersion densa de P en D.

También se puede probar que D es unica salvo isomorfismo [J1], [J3],
[Ku], [Bel2], [Ja]. En efecto: Dadas dos algebras booleanas completas C y €
que tienen a P como subconjunto denso la funcion 7 : C — & definida asi:

£
w(c)=> {peP:p<cc},
es un isomorfismo entre C y £, una demostracion de este hecho procede
como sigue:

Sea h : £ — C definida asi:

C
he) =3 {p e Prp<eeh

Se probara que las funciones compuestas hom = 1¢ y que moh = 1¢ para
concluir que 7 : C — £ es una funcién biyecctiva.

hom = l¢: Se probard que p<g.c <= p<gm(c), para cada p € P
y cada ¢ € C. Si p<cc, entonces 7(p) = p<gm(c), por la propiedad del
supremo. En la direccién inversa: Si p<gm(c), entonces p e w(c) = py
pe Zg{q € P :q<cc} = Zg{p eq:q<cc} =p, porque £ es una dlgebra
booleana completa y satisface la propiedad de distributividad generalizada.
Como se cumple que si g<cc, entonces peq <. pec <¢ c¢, entonces p<c ¢ (por
la propiedad del supremo, ya que c¢ es una cota superior. También se usa que
las dlgebras booleanas C y £ restringidas al orden parcial P son isomorfas).
En consecuencia: p<gc <= p<gm(c). Por lo tanto, como por la densidad
de P en C se tiene que,

C
c=> {geP:q<cc},

Sup
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(Explicacién de hecho anterior: (i) Sup <¢ ¢, ya que ¢ es una cota superior
del conjunto {q € P : q<cc}. Y (ii) ¢ <¢ Sup : Esto ocurre porque si
¢ £c Sup, entonces c o (Sup)’” # 0. Luego, por la densidad de P se tiene
que existe un ¢ € P, ¢ # 0, tal que ¢ <¢ ¢ e (Sup)’. De modo que ¢ <¢ ¢
y q¢ <c (Sup)’. Como q <¢ ¢, entonces q € {q € P : q<cc}, y por lo tanto
q <c Sup. Asi que q <¢ (Sup)' y ¢ <¢ Sup. Esto implica que ¢ = 0 (pues en
toda dlgebra booleana se cumple que z < wy = < y, entonces zex < wey).)

se concluye (volviendo a la tltima linea antes de la explicacién expresada
entre paréntesis) que,

C C
c=)Y {geP:q<cct =) {ge€P:q<en(c)} = h(n(c)),

es decir, hom = l¢.

Ahora se debe probar que m o h = 1lg: Se demostrard que p<ge <
p<ch(e), para cada p € Py cada e € £. La prueba se realiza de manera
analoga al caso anterior. Por lo tanto, ro h = 1¢. De modo que 7 : C — &
es una funcion biyecctiva.

Se cumple que 7(0¢) = Og y m(1l¢) = lg. Entonces falta probar que 7
preserva las funciones de C y £ y como tales funciones se pueden definir con
el orden parcial de cada una de ellas (definido a su vez por sus operaciones
booleanas), es suficiente con probar que 7 preserva el orden entre ambas
estructucturas, es decir, que (C,<¢) es isomorfa con (£, <¢). Se probara
que:

1 <¢ ey <= m(c1) <g m(ca).

(1) Si ¢g <¢ o, entonces 7(cy) <g m(cz). Por la propiedad de supremo.

(2) Sim(cy) <g m(cz2), entonces ¢; <¢ ¢y. Pues (por reduccion al absurdo) si
c1%c C2, entonces ¢ @ ¢y’ # 0. De modo que como P es un subconjunto denso
de C existe un p € P, p # 0, tal que p< (c; ® ¢o’). En consecuencia p < ¢;
y p<cco'. Porlo tanto, pe ¢y’ = p # 0. Es decir, p £, ce. Y como se tiene
por lo anteriormente demostrado que p <. c <= p<g7(c), para cada p € P
y cada ¢ € C, se concluye que pL¢m(ca) (%). Por otro lado, se tiene, por la
hipétesis y por la propiedad de supremo que, p <gm(c1) <g 7(cz), entonces
p<gm(c2) (% %). Las proposiciones (x) y (x x) son contradictorias. Por lo
tanto, c¢; <cco. Con esto termina la prueba de que 7 es un isomorfismo de
entre C y &, es decir, C = £.
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Vale la pena resaltar que D tiene una versién topoldgica [J1], [J3], [Ku],
[S], [Hal], [Bel2], [Ja]. En efecto: Los abiertos bésicos de dicha topologia para
P son los subconjuntos de P con se trabajé anteriormente, es decir, los W,
para cada p € P. Un conjunto abierto X de un espacio topoldgico se dice
que es abierto reqular si X = (X)°, es decir si X es igual al interior de su
clausura. Sea Z el conjunto de los abiertos regulares de la topologia para P
descrita, es decir, la topologia que tiene por base el conjunto {W, : p € P}.
Se difinen la operaciones booleanas de la siguiente manera:

X.Y=XnY
X+Y=(XUY)
X' =P\X
0=10
1=P

Se cumple que Z = (Z,+,.,0,1) es un algebra booleana completa, el
algebra de los abietos regulares de P, por eso algunos libros la denotan asi
: Z = a.r(P). Tal algebra aparece referida (entre otros) en [J1], [J3], [Ku],
[Hall,[S] y [Ja], y una demostracién de que es dlgebra booleana completa
puede encontrarse en [Ku], [Hal] y [Ja], entre otros. Por la unicidad de la
completacién de P que se mencioné anteriomente se puede concluir que D y
Z son isomorfas.

En el teorema demostrado anteriormente (Teorema 5.3.1) se supuso que el
orden parcial (P, <) es separativo, si P no fuera separativo se puede construir
un orden parcial (@, <) que es separativo tal que existe una funcién h : P —
@ que cumple (i) y (ii): (i) Si # <y, entonces h(z) 2 h(y). Y (ii) z y z son
compatibles en P siy sélo si h(z) y h(z) son comptibles en (). La definicién
de (@, =) v h son las siguientes: Se define una relacién de equivalencia en )
asi : x ~ gy siy sblo si Vz(z es compatible con x si y sélo si z es compatible
cony). Sea Q = P/ ~={[p] : p € P}, donde [p] ={q € Q:p~q}. [2] Z[y]
si y sélo si Vz < x(z y y son compatibles). (@), <) es separativo y la funcién
h que cumple con (i) y (ii) se puede definir asi h(p) = [p], para todo p € P.
Se puede probar que (@, <) es unico salvo isomorfismo [J1], [J3].

Y entonces con este resultado sobre (P, <) y (@, =), mas el Teorema
5.3.1 que se demostrd anteriormente, y mas el isomorfismo 7, se puede inferir
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el siguiente resultado general como corolario ([J1], [J3], [Ku], [Bel2]), dicho
resultado fue demostrado por primera vez por Stone en 1936 [Sto] [J1]:

Corolario 5.3.4 (Stone, 1936). Para cualquier orden parcial (P, <) eziste
un dlgebra booleana completa unica  (salvo isomorfismo) D = c.r(P) (o
D =a.r(P)) y una funcion e : P — D tal que:

1. Sip < q entonces e(p) < e(q).
2. p y q son compatibles si y sdlo si e(p)«e(q) # 0.
3. {e(p) :p€ P} C D\ {0} es denso en D\ {0}.

La funcion e se llama “inmersion densa” de P en D.

Observacion: Antes de pasar a la siguiente subseccion vale la pena
destacar que una interesante lista de 25 problemas abiertos de Algebras boole-
nas (desde el punto de vista platonista matemadtico) que relaciona &dlgebra,
topologia, légica, teoria de conjuntos y teoria de ordenes, puede encontrarse
en el articulo de Bekkali [Bek].

5.4 Algunas consideraciones matematicas, metamatematicas
y filoséficas sobre el contenido de esta seccién

(1) Sobre los ejemplos cldsicos presentados de dlgebras booleanas y ordenes
parciales separativos:

A pesar de los pocos ejemplos clasicos sobre dlgebras booleanas y ordenes
parciales separativos que se expusieron en esta seccién, se puede apreciar que
tales estructuras son indispensables para las matematicas y para el “quehacer
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matematico cotidiano”, y en particular son indispensables para la Légica
Matematica (o Metamatematica) y para el “quehacer 16gico matemético co-
tidiano”.

(2) Sobre el Teorema 5.3.1, y el Corolario 5.5.4:

La inmersién densa e : P — D entre el orden parcial (P, <) y su co-
rrespondiente algebra booleana completa de cortaduras regulares o abiertos
regulares, D = c.r(P) o D = a.r(P), expuesta en el Teorema 5.3.1 y en el
Corolario 5.3.4, es fundamental para demostrar que el “forcing con ordenes
parciales” y el “forcing con algebras booleanas” producen los mismos modelos
de ZFC. Una prueba de ello puede encontrarse en [[Ku], pp. 221-222] y en
[[J3], pp. 154-156].

La prueba del Teorema 5.3.1 se hizo en ZF, es decir, es un resultado
platonista matematico no tan fuerte, teniendo en cuenta la escala de Bernays
del platonismo matematico moderado (seccién 2). Sin embargo, para las
aplicaciones metamatematicas relevantes de este resultado, por ejemplo con
la aplicacién del método de forcing, se requiere minimo de todo ZFC. Es decir,
desde el punto de vista de las aplicaciones metamatematicas del forcing es
mas conveniente considerar que el teorema 5.3.1 es un resultado platonista
matematico fuerte, teniendo en cuenta la escala de Bernays del platonismo
matematico moderado.

Un ejemplo de definicién del método de forcing con ordenes parciales
con abundantes aplicaciones al estudio de los fundamentos de la matemaética
(Metamatemaética), clasicos y contemporaneos, puede encontrarse en el texto
de Kunen [Ku]. Un ejemplo de definicién del método de forcing con dlgebras
boolenas con abundantes aplicaciones al estudio de los fundamentos de la
matematica (Metamatematica), cldsicos y contemporaneos, puede encon-
trarse en los textos de Jech [J1], [J3] y [J4]. Otro ejemplo (clasico) de pre-
sentacion del método de forcing con algebras booleanas con algunas aplica-
ciones a los estudios de los fundamentos de la matematica (Metamatemética)
puede encontrarse en el texto de Bell [Bel2]. Una aplicacién (Metamatematica)
del método de forcing para probar teoremas matematicos puede encontrarse
en [Solovay].
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6 Conclusiones

Conclusién general del trabajo:

En esta investigacion se ofrecieron abundantes argumentos para justificar
la importancia del método de construccion de modelos llamado Ultraproduc-
tos, de la Propiedad de Interpolacién de Craig, de las Algebras booleanas y
de los Ordenes parciales separativos para el estudio de los fundamentos de la
matematica, desde el punto de vista del platonismo matemaético. Tales argu-
mentos se expondran detalladamente a continuacién usando las conclusiones
especificas de las secciones 3 (“El método de construccién de modelos llamado
Ultraproductos”), 4 (“La Propiedad de Interpolacién de Craig”) y 5 (“Una
relacion entre la Algebras booleanas y los Ordenes parciales separativos”):

Conclusiones de la seccién 3: El método de construccién de
modelos llamado Ultraproductos:

(1)Sobre la demostracion del Teorema fundamental de Ultraproductos:

La prueba del Teorema fundamental de ultraproductos requiere del Axio-
ma de eleccion para que tenga validez universal, al menos en cuatro casos: (1)
El producto cartesiano posiblemente infinito en la construccién (El Axioma
de eleccién es la garantia de que los productos cartesianos infinitos sean
distintos del conjunto vacio), (2) La prueba inductiva (cldusula (ii)) de la
formula existencial, la definicién de una funcién de eleccién involucrada en la
prueba puede requerir el uso del Axioma de eleccién, (3) Para que el conjunto
I de indices pueda ser infinito requeriria del Axioma del infinito, y (4) para
poder extender filtros no principales a ultrafiltros se requiere del Axioma de
elecciéon. Es decir se necesita de ZFC para su validez universal, de modo que
este método de construccion de modelos es platonista matematico, con un
nivel de platonismo fuerte en la escala de Bernays del platonismo matematico
moderado (seccién 2). Hay otras conexiones de dicha demostracién con el
platonismo matematico, éstos son sélo cuatro ejemplos.
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(2)Sobre la demostracion directa del Teorema de Compacidad usando
Ultraproductos:

Se puede apreciar que la prueba directa del Teorema Compacidad usando
ultraproductos requirié del Lema de Zorn para construir un ultrafiltro D
sobre I que permitiera construir el ultraproducto [[,®2li. En consecuencia
dicha demostracién necesita de todo ZFC, y por lo tanto es un resultado
platonista matemaético, con un grado fuerte de platonismo en la escala de
Bernays del platonismo matematico moderado.

(3)Sobre las demostraciones de los modelos no estandar de la Aritmética y
de la Teoria de los nimeros reales (en primer orden):

Como todos estos modelos no estandar se construyeron usando compaci-
dad aplica lo mismo que en (2), es decir, ellos requieren de todo ZFC, y
por lo tanto son resultados platonistas matematicos, con un grado fuerte de
platonismo en la escala de Bernays del platonismo matemético moderado.

Vale la pena agregar las siguientes dos consideraciones sobre el tema:

Como se demostré en esta investigacién una de las consecuencias (clésicas)
matematicas y metamatematicas del Teorema de compacidad es que con el
mismo se pueden construir modelos no estandar para la Aritmética en primer
orden y para la Teoria de los niimeros reales en primer orden, es decir, mo-
delos donde valen las mismas sentencias de primer orden que en el sistema
estandar de los naturales y de los reales, respectivamente, pero que no son
isomorfos a los mismos [Ch-K], [Ma], [F-T-E], [Me], [N-S]. También con dicho
teorema (compacidad) se puede demostrar que existen importantes clases de
estructuras matematicas que no se pueden definir en primer orden, por ejem-
plo las clases de las estructuras isomorficas a las anteriormente mencionadas
(La clase de las estructuras isomorfas a la estructura de los nimeros reales
(estandar) y la clase de las estructuras isomorfas a la estructura de los na-
turales (estandar)), es decir, la Légica de primer orden tiene limitaciones
expresivas como consecuencia de la propiedad de Compacidad [Ma], [E-F-
T], [N-S], [FG1]. Esto también ocurre como consecuencia del Teorema de
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Lowenheim -Skolem-Tarski hacia arriba, dicho teorema permite demostrar
que no hay teorias categéricas (teorias tal que todos sus modelos son isomor-
mos) con modelos infinitos. Es claro que como estos resultados dependen
del Teorema de compacidad, para demostrar los mismos se require entonces
del Lema de Zorn, es decir, se necesita trabajar en ZFC para hacer dichas
pruebas de construccién de modelos no estandar y de limitaciones expresivas
de la logica de primer orden, y ZFC es una teoria matematica platonista,
con un fuerte grado de platonismo en la escala de Bernays del platonismo
matematico moderado.

Otra de las consecuencias (clasicas) matemédticas y metamatematicas del
Teorema fundamental de ultraproductos y de Compacidad es que con ellos se
puede demostrar que algunas teorias matematicas que son axiomatizables por
un conjunto infinito de axiomas no son finitamente axiomatizables, es decir,
no se pueden axiomatizar por un conjunto finito de axiomas, por ejemplo la
Teoria de los cuerpos de caracteristica cero (Un cuerpo tiene caracteristica
0 si para todo nimero primo p: pl # 0, donde pl es una breviatura de
14+1+4...41 p-veces.) , la Teoria de los cuerpos algebraicamete cerrados (Un
cuerpo es algebaicamente cerrado si todo polinomio con coheficientes en dicho
cuerpo tiene una raiz en en el mismo), y la Teoria de los grupos abelianos
libre-torsion (Un grupo abeliano es libre-torsion si todos sus elementos tienen
orden infinito, es decir, si para todo elemento z # 0 de dicho grupo se cumple
zn # 0, donde zn es x + x + ... + = n-veces.) [Ch-K], [F-T-E], [Ma].
Como para probar estos resultados se usa el Teorema de compacidad [[Ch-
K], pp. 220,225], entonces el Lema de Zorn es requerido, es decir, se necesita
trabajar en ZFC para hacer las pruebas de que tales teorias matematicas no
son finitamente axiomatizables, y ZFC es una teoria matematica platonista,
con un grado fuerte de platonismo en la escala de Bernays del platonismo
matematico moderado.

(4)Sobre el esbozo de la construccion del cuerpo ordenado y no
arquimediano de los Hiper-Reales y del Andlisis no estandar de Robinson:

Como toda la construccion del cuerpo ordenado y no arquimediano de los
Hiper-Reales donde se desarrolla el Andlisis no estandar de Robinson se hace
usando el Teorema de Compacidad, entonces vale exactamente lo mismo que

164



en (3), es decir, tales resultados requiren de todo ZFC, y por lo tanto son
platonistas matematicos, con un grado fuerte de platonismo en la escala de
Bernays del platonismo matematico moderado.

Vale la pena agregar las siguientes cosideraciones sobre el tema:

Los modelos no estandar contruidos con compacidad son la base para la
creacion del Andlisis real no estindar de Robinson en 1960 [Robl], [Ma],
[Cor], [Ivo], [Mi]. Tal andlisis no estandar difiere del que se ensena contem-
poraneamente, es decir, el fundamentado en el cuerpo ordenado arquimideano,
completo, denso y separable de los nimeros reales (R, S, +,,0, 1, <) y el con-
cepto de limite e — 9§, donde no existen nimeros “infinitesimales”, ni “ilimita-
dos”. Con compacidad Robinson construyd una estructura que es un cuerpo
ordenado que “extiende” a,

m = <R7 _l_? .7_7||707 17 <>7

tal estructura es llamada el cuerpo ordenado y no arquimediano de los Hiper-
Reales,

m* = <R*7 _l_m*? .m*7 _*7 ||*70m*7 1m*7 <m*>7

donde si existen elementos “infinitesimales” y elementos “ilimitados” [Cor],
[Ma]. Se cumple que el cuerpo arquimideano de los reales es un submodelo
elemental del cuerpo ordenado y no arquimediano de los Hiper-Reales. Y
entonces dicho autor (Robinson) desarrollé su anélisis no estandar con tal
estructura.

Segin Manzano [Ma] el Andlisis no estandar de Robinson modela de cierta
manera el Célculo diferencial y el Célculo integral tal como lo concibieron
Newton y Leibniz cuando lo crearon en el siglo XVII. Quizé valga la pena
estudiar la polémica creada por las criticas de Berkeley [Robl] a los métodos
infinitesimales del Calculo diferencial y del Célculo integral creados por New-
ton y Leibniz, pues tal vez dicha critica contribuy6 para que se le buscara
desde la matematica un fundamento Logico-matematico a tales métodos: Ese
fundameto fue “el Analisis estandar” que se estudia en la actualidad, donde
no hay numeros infinitesimales, ni nimeros ilimitados. Y ; Qué ventaja
tiene el Anadlisis no estdndar frente al Analisis estandar 7 Segin Manzano
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[[Ma], pp. 216] para los especialistas la ventaja sélo radica en la simplici-
dad (el Andlisis no estdndar es mas simple), pues toda prueba que se realiza
en el Anadlisis no estandar se puede hacer en el Analisis estandar, solo que
de manera mas engorrosa. “como el propio Robinson senala, elegir andlisis
estandar o no es cuestion de gusto, no de necesidad” [[Ma], pp. 216]. Sin
embargo, segin Corbillén [[Cor|, pp. I1I] la comparacién del poder deductivo
del Analisis estandar y del Anélisis no estandar todavia esta en discusion.

Quizé Ivorra [Ivo] comparte la opinién de Manzano de que el Anélisis
no estandar no agrega verdades nuevas que no se puedan demostrar del
Analisis estdndar, y sostiene ademéas que para valorar los métodos estandar
y no estandar del Analisis de una manera ma&s justa tal vez pueda ayudar
intentar responder las siguientes preguntas: Por una parte, el Anadlisis no
estandar da lugar a pruebas mas ;intuitivas?, ;elegantes?, ;sencillas? que el
Anélisis estandar. Por otra parte, el Andlisis no estandar requiere un marco
de razonamiento logico jun poco?, ;bastante?, ;mucho? mas complejo que
el Analisis estandar.

Como se dijo anteriormente el Anélisis no estdandar es una teoria plato-
nista matematica. Como también es platonista el Anélisis estandar, tal como
lo afirma Bernays en la secciéon 2 de este trabajo. Si ambas teorias tienen
exactamente las mismas consecuencias, como se dijo antes, tal vez se pueda
concluir que el Analisis estandar también require de todo ZFC como fun-
damento. Los resultados que arrojen las investigaciones menciones anterior-
mente por Corbillén en [[Cor|, pp. III] tal vez arrojen luces para responder
con mayor exactitud las diferencias platonistas del Analisis estandar y del no
estandar, si realmente existen.

Es importante resaltar que para Godel el Analisis no estandar seria el
andlisis del futuro [[Ma], pp. 216]. Ante esta apreciacién de Gédel Man-
zano comenta lo siguiente [[Ma], pp. 217]: “Aunque Godel pudiera estar
exagerando hoy nadie duda en considerar el Andlisis no estdndar como uno
de los mayores inventos de la Logica de la sequnda mitad de este siglo”.

Vale la pena resaltar que el Calculo con herramientas no estandar hoy
en dia se ensena a nivel de pregrado en algunas universidades con algunas
adaptaciones que minimizan los preliminares de Légica matemaética que el
mismo requiere a los fines de hacer més accecible sus fundamentos [Cor].
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Segun [[Cor], pp. III] las técnicas de Anélisis no estdndar introducidas por
Robinson han sido generalizadas y aplicadas con éxito en analisis real, teoria
de la medida y probabilidades, topologia, analisis funcional, fisica, teoria
de nimeros, finanzas, etc. (En sus origenes también se aplicé para resolver
problemas (por ejemplo) de anélisis y de teorfa de nimeros, segin [[Mal, pp.
216)).

También es importante destacar que existe al menos una construccién
del “cuerpo ordenado y no arquimediano de los hiper-reales” y del Analisis
no estandar que no usa compacidad, ella se realiza directamente con ultra-
filtros y el Teorema fundamental de ultraproductos, en tal construccién “el
cuerpo ordenado de los hiper-reales” es la ultrapotencia del “cuerpo de los
reales” considerando un ultrafiltro no principal sobre N(la relacién entre los
reales y la ultrapotencia, los hiper-reales, se llama “Principio de Transfe-
rencia (PdT)”). El Teorema fundamental de ultraproductos en este contexto
dice entonces que “todo teorema del Analisis no estandar es un teorema de
ZFC”, no que “cualquier teorema demostrable usando Analisis no estdndar
puede demostrarse sin é1” [[Cor|, pp. 25]. Un desarrolo axiomatico del
Analisis no estandar puede encontrarse en el texto [Ivo.

(5)Sobre la demostracion del primer teorema de cardinales medibles: El
Teorema de Compacidad débil, una version del Teorema de compacidad para
Logicas infinitarias cuyo cardinal es un cardinal medible:

Se puede constatar que dicha demostracién necesita de todo ZFC, por
lo tanto es platonista matematica, con un grado fuerte de platonismo en la
escala de Bernays del platonismo matematico moderado. Se presentan dos
ejemplos para justificar esto (aunque hay mas): (a) La definicién de las l6gicas
infinitarias (L, ) requiere de las nociones de “cardinal de un conjunto infinito
de féormulas” y de “cardinal de un conjunto infinito de variables”, y éstas son
imposible definirlas sin el Teorema del buen orden (Axioma de eleccién), y
de todo ZFC. Y (b) Dentro de la prueba del Teorema de compacidad débil
la garantia de que el ultraproducto utilizado (D = [[, €3, donde H es un
ultrafiltro no principal y n-completo sobre 7, y § < 1) tenga universo distinto
de vacio, es decir, la garantia de que el mismo sea una estructura o inter-
pretacién en sentido estricto, es el Axioma de eleccién. Por lo tanto dichos
resultados (la definicién de Ly, la extensién del Teorema de fundamental
de Ultraproductos a légicas infinitarias, Lema 3.5.4.1, y el Teorema de com-
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pacidad débil, 3.5.4.2) son platonistas matematicos, en un grado fuerte de
platonismo en la escala de Bernays del platonismo matemético moderado.

Vale la pena agregar lo siguiente: La definicién de cardinal débilmente
compacto requiere de logicas infinitarias y ello necesita como se dijo antes de
todo ZFC. La caracterizacion combinatoria de cardinal débilmente compacto
que se presenté involucra la nocién de cardinal inaccesible y para definir
cardinal inaccecible se requiere aritmética cardinal (para la nocién de “limite
fuerte”, por ejemplo) y esto sélo se puede hacer con el Axioma de eleccién.
Desarrollar la aritmética cardinal requiere de todo ZFC. Por lo tanto también
estos resultados mencionados son platonistas matematicos, en un grado fuerte
de platonismo segun la escala de Bernays del platonismo matematico mo-
derado.

Es sobresaliente resaltar que cardinal débilmente compacto implica es-
trictamente cardinal inaccesible [[D2], pp. 132]. Por lo tanto la hipdtesis
“Existe un cardinal débilmente compacto” es mas fuerte estrictamente que
la hipotesis “Existe un cardinal inaccesible”. Es decir, la Teoria axiomatica
de conjuntos extendida ZFC + “Existe un cardinal débilmente compacto”
tiene un rango platonista estrictamente mayor que la Teoria axiomética de
conjuntos extendida ZFC + “Existe un cardinal inaccesible”, segiin la escala
de Bernays del platonismo matematico moderado.

También es importante mencionar que como consecuencia del Segundo
Teorema de incompletitud de Gédel (1931) no se puede demostrar con ZFC
que existen cardinales inaccesibles [[J3], pp. 85-86], si ZFC es consistente.
Entonces como los cardinales débilmente compactos son cardinales inaccesi-
bles, se infiere que tampoco se puede demostrar en ZFC que existan cardinales
débilmente compactos, si ZFC es consistente. Ademds, como se dijo en la
seccién 2, por los Teoremas de Incompletitud de Godel de 1931 [[Gol], pp.
45-89], primero y segundo, se conoce que ZFC es esencialmente incompleta
y ademads que no se puede probar la consistencia de ZFC con sus propios
métodos, de modo que la pregunta por la consistencia de ZFC es un pro-
blema abierto en la actualidad. Estos dos resultados valen exactamente igual
para las teorias extendidas ZFC + “Existe un cardinal inaccesible” y ZFC
+ “Existe un cardinal débilmente compacto”, es decir, dichas teorias son
esencialmente incompletas y ademéds no se puede probar la consistencia de
ellas con sus propios métodos, de modo que la pregunta por la consistencia
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de ambas es un problema abierto en la actualidad.

(6)Sobre la demostracion del sequndo teorema de cardinales medibles: Sin
es un cardinal medible, entonces n es un cardinal inaccesible y ademds n es
el n-ésimo cardinal inaccesible, es decir, existen n cardinales inaccesibles
menores que 1):

La demostracién de este teorema requiere de todo ZFC, por lo tanto es
un resultado platonista matematico, con un grado fuerte de platonismo en la
escala de Bernays del platonismo moderado. Explicacién mediante ejemplos:

(a) La demostraciéon de que n es regular: Necesita de todo ZFC, pues
por ejemplo: (i) Con el ultrafiltro H no principal y n-completo sobre n se
construyeron las ultrapotencias infinitas ® = [[, €, donde € = (1, <, p) pe-
Y [[4(€,U") = (D,W). Y entonces para garantizar que el universo de
cada una de estas estructuras sea distinto del conjunto vacio se requiere del
Axioma de eleccion.

(b) La demostracién de que 7 es limite fuerte: Requiere de todo ZFC,
pues por ejemplo: (i) Se usé el Teorema de comparacién de cardinales el cual
es equivalente al Axioma de eleccidn, (ii) Con el ultrafiltro H no principal y -
completo sobre 7 se construyé la ultrapotencia infinita [[,(€,T) = (D, Q),
y (iii) se usé la légica infinitaria L£,,, especificamene se utilizé la sentencia
infinita JaVy[T(z,y) < V{y =c, : 7 € Z}].

(c) La demostracion de que 7 es el n-ésimo cardinal inaccesible: Necesita
de todo ZFC, pues se usé la ultrapotencia infinita (D, <) correspondiente a
la estructura (n, <), construida con el ultrafiltro H no principal y n-completo
sobre 7.

Vale la pena resaltar que este segundo teorema sobre cardinales medibles
implica (entre otros) que la hipdtesis conjuntista “Existen cardinales medi-
bles” es mas fuerte estrictamente que la hipdtesis conjuntista “Existen car-
dinales inaccesibles”. Es decir, la Teoria axiomatica de conjuntos extendida
ZFC + “Existe un cardinal medible” tiene un rango platonista estrictamente
mayor que la Teoria axiomatica de conjuntos extendida ZFC + “Existe un
cardinal inaccesible”, segiin la escala de Bernays del platonismo matematico
moderado.
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.Y la hipotesis “Existe un cardinal medible” es mas fuerte estrictamente
que la hipotesis “Existe un cardinal débilmente compacto”? la respuesta
es que SI [[D2], pp. 132]. En consecuencia, segin la consideracién anterior
(5), se puede concluir que en la escala de Bernays del platonismo matemético
moderado el orden de las teorias respectivas es el siguiente: (ZFC + “Existe
un cardinal inaccesible”) menor estricta que (ZFC + “Existe un cardinal
débilmente compacto”) menor estricta que (ZFC + “Existe un cardinal me-
dible”).

También es importante destacar que en esta demostracién se usaron
légicas infinitarias (como en el primer teorema sobre cardinales medibles)
y 16gica de segundo orden de un tipo especifico, las ¥1 férmulas, las cuales
son preservadas por los ultraproductos.

Como se dijo en (5) una consecuencia del Segundo Teorema de incom-
pletitud de Gédel (1931) es que no se puede demostrar con ZFC que existen
cardinales inaccesibles [[J3], pp. 85-86], si ZFC es consistente. Entonces
como se demostro en este trabajo que los cardinales medibles son cardinales
inaccesibles, se concluye que tampoco se puede demostrar en ZFC que exis-
tan cardinales medibles, si ZFC es consistente. Ademds, como se dijo en
la seccién 2 y en la consideracién anterior (5), por los Teoremas de Incom-
pletitud de Gaodel de 1931 [[Gol], pp. 45-89], primero y segundo, se conoce
que ZFC es esencialmente incompleta y ademéds que no se puede probar la
consistencia de ZFC con sus propios métodos, de modo que la pregunta por
la consistencia de ZFC es un problema abierto en la actualidad. Estos dos
resultados valen exactamente igual para la teoria extendida ZFC + “Existe
un cardinal medible”, es decir, dicha teoria es esencialmente incompleta y
ademas no se puede probar la consistencia de ella con sus propios métodos,
de modo que la pregunta por la consistencia de la misma es un problema
abierto en la actualidad.

(7)Sobre la demostracion del tercer teorema de cardinales medibles: Si
existen cardinales medibles, entonces el Azioma de constructibilidad (que

implica la HGC y AE) es falso:

Se pudo constatar en la demostracion realizada que la misma requiere del
Axioma de eleccion y de todo ZFC, por lo tanto dicho resultado es platonista
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matematico, con un grado fuerte de platonismo en la escala de Bernays del
platonismo matemaéatico moderado. Algunas construcciones presentes en la
prueba que requieren de todo ZFC son:

1. La utilizacién de “cardinal de un conjunto” y de la Aritmética cardinal.
n n
Ejemplos: (a) 0 = (2*7)+, (b) | Vigs [< 0y (c) (0)” < (27)" =
222" — 9(2*") ¢ .

2. La definicién de la ultrapotencia infinita con el ultrafiltro H no principal
y n-completo sobre n: (D, R) = [[5(H(0), €).

3. La construccién de la légica infinitaria Ly,n, para trabajar con la sen-
tencia que caracteriza las relaciones bien fundamentadas:

RBF: (Vzoziza.. )" A{P(2nt1,20) :n € No}.

Es conocido que Gédel demostré que se cumple (L, €) =V = L. En-
tonces el teorema demostrado aca implica que en L no existen cardinales
medibles. Tal vez por este resultado (si existen cardinales medibles el Axioma
de constructibilidad es falso) y el hecho de que el Axioma de constructibi-
lidad implica a la Hipétesis del continuo de Cantor (2% = X;), Hipétesis
que hoy en dia se cree que es falsa, muchos conjuntistas actuales piensan
que 2% = N, (algo que ya conjeturaba Gédel [Go3]), no se suele considerar
mayoritariamente en la bibliografia contemporanea consultada al Axioma de
constructibilidad como un candidato a nuevo axioma de la Teoria de conjun-
tos [AJ], [D4], [J1]. Quizéa se considera que el Axioma de constructibilidad
limita la investigacion en Teoria de conjuntos, limita su potencial platonista
matematico, limita el conocimiento de LA VERDAD sobre los conjuntos.
V = L es importantante, pero no deberia frenar el potencial investigativo
de la Teoria de conjuntos. Este tema, la ampliaciacion de la capacidad de-
ductiva de ZFC mediante la incorporacién de nuevos axiomas, es todo un
problema de Teoria de conjuntos, de Meta-Teoria de conjuntos y de Filosofia
de la teoria de conjuntos que se deja pendiente para abordar en posteriores
investigaciones.

Conclusiones de la seccién 4: La Propiedad de Interpolacién de
Craig:
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(1) Sobre la demostracion del Teorema de interpolacion para la Ldgica
proposicional:

La demostraciéon que se realizé fue en ZF, pues (por ejemplo) se trabajé
con los infinitos actuales (numerables): N, PROP, “Asignacién”, “Valu-
acién”, etc. Por lo tanto dicho resultado es platonista, con un grado de
platonismo que no es tan fuerte en segin la escala de Bernays del plato-
nismo mateméatico moderado (seccién 2). Sin embargo, segin dicha escala
el platonismo de ZF es mas fuerte que el platonismo matematico moderado
contructivo (Intuicionista). No obstante, como tal prueba proporciona un
procedimiento efectivamente computable para construir una proposicién A
Interpolacion de y y ¢, usando las letras proposicionales que estan en y y no
estan en ( hasta eliminarlas todas sustituyéndolas por una tautologia (sV-s)
o por una contradiccién (s A—s) de una manera especifica (utilizando disyun-
ciones) para lograr construir la proposicién interpolacién, se puede considerar
que dicho resultado es mas genuinamente platonista matematico moderado
constructivo, es decir, es Intuicionista. Por lo tanto, su grado de plato-
nismo es el menor grado de platonismo matematico moderado en la escala
de Bernays del platonismo matematico moderado (el platonismo matematico
moderado constructivo (Intuicismo) quiza también tiene gradaciones).

(2) Sobre la demostracion del Teorema de interpolacion para la Légica de
primer orden:

La demostracién realizada para la Logica de primer orden no es con-
structiva ya que se demuestra la existencia de la sentencia A Interpolacién
de x y ¢ por reduccién al absurdo usando el Principio del tercero excluido
y ZF (no se usa el Axioma de eleccién) sin ofrecer un procedimiento efec-
tivo para calcularla. Por lo tanto la prueba es platonista, con un grado
de platonismo que no es tan fuerte segin la escala de Bernays del platon-
ismo matematico moderado. Es importante destacar que la técnica usada
para dicha prueba (Henkin en 1963) es una generalizacién del método de
construccién de modelos a partir de constantes de Henkin (1949) mediante
la nociéon de “teorias inseparables”. El nuevo método de construccién de
modelos resultante permite construir un modelo para la unién de dos teorias
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KoU Hy en un lenguaje £ y Lo, respectivamente, las cuales son consistentes
e inseparables, expandiéndolas simultdaneamente (por induccion y en zigzag)
a dos teorias K, y H, maximal consistentes e inseparables en un lenguaje
extendido £; UC'y Lo UC, respectivamente, donde C' es un conjunto numer-
able de nuevos simbolos constantes que funciona como testigos para ambas.
También se cumple (por la maximal consistencia e inseparabilidad) que la
teoria K, N H, es maximal consistente. El modelo buscado ® para KoU H,
se construye aplicando el hecho de que K, N H, es maximal consistente (o
que K, y H, son inseparables) a dos modelos previos : Un modelo 2 para
K, y un modelo 2 para H, que se construyen mediente el método de Henkin
(1949).

(8) Sobre el Teorema de interpolacion para la Ldgica de primer orden:

Si se considera que actualmente un modelo l6gico-matematico de la mate-
matica aceptado mundialmente por la comunidad légico-matematica es ZFC
[Mol], como se dijo en la seccién 2 de este trabajo, y que el lenguaje de
tal sistema axiomatico es de primer orden, y si considera también que ZFC
es usado para estudiar los fundamentos de la matematica, entonces siendo
la Propiedad de Interpolacion Craig una propiedad de la légica de primer
orden, se puede concluir que el Teorema de Interpolacién de Craig revela (en
si mismo) un avance en el estudio de los fundamentos de la matematica, de
la filosofia de la matematica.

(4) Sobre una consecuencia del Teorema de interpolacion para la Légica de
primer orden: FEl Teorema de definibilidad de Beth:

Se describe a continuacién una aplicacién del Teorema de definibilidad
de Beth, y por lo tanto del Teorema de interpolacién de Craig, para el estu-
dio de los fundamentos de la matematica, de la filosofia de la matematica,
especialmente para los estudios de la metamatematica contemporanea in-
cluyendo la metamatemaética platonista para cualquier grado de platonismo,
segin la escala de Bernays del platonismo matematico moderado. En pocas
palabras se puede decir que el Teorema de definibilidad de Beth proporciona
un método para probar independencia de términos primitivos en una teoria
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formal axiomatizada [[Ce], pp. 760-761]. Algunos ejemplos introductorios de
aplicacién de este método pueden encontrarse en el texto “Introduccion a la
Légica Simbdlica” de Suppes [[Sup|, pp. 217-222].

En un sistema axioméatico formal se puede hacer un paralelismo entre la
dupla Axiomas-Teoremas y la dupla Términos primitivos-Términos definidos:
Los Teoremas se deducen de los Axiomas y los Términos definidos se definen
a partir de los Términos primitivos, en este sentido la nocién de deducibilidad
se corresponde con la nocién de definibilidad. Entonces en un sistema axi-
omatico formal riguroso deberia de probarse independencia de los términos
primitivos asi como se prueba la independencia de los axiomas [[Ce], pp. 760-
761]. En este orden de ideas, el Teorema de definibilidad de Beth, el cual
se puede demostrar a partir del Teorema de interpolacién de Craig como se
hizo en este trabajo, ofrece un método para probar independencia de términos
primitivos usando “definicién implicita” (seméntica) y “definicién explicita’
(sintaxis).

La idea es la siguiente (el ejemplo es del autor este trabajo):

Supongase que se tiene un sistema axiomatico en primer orden con diez
axiomas Ay, Ag, ..., Ajg, y cinco términos primitivos (Q1, Q2, @3, Q4, Q5) que
son simbolos relacionales con diferente aridad. Y supdénase que se quiere pro-
bar que )5 es independiente del resto de los otros cuatro términos primitivos.
Entonces es suficiente con demostrar, via dos modelos, que los diez axiomas
no definen implicitamente a ()5, es decir, se debe demostrar que existen un

par de estructuras para el lenguaje {Q1, Q2, Q3,Q4, @5}, (€, Q5) v (€,Q5°)
que son modelos de los diez axiomas Ai, Ao, ..., A9, vy que se cumple que

Qs' # Qs°, donde € es una estructura para {Q1, Q2, Q3,Q1} v Q5" v Q5° son
las interpretaciones de Q5 en dichas estructuras, respectivamente. Pues si se
demuestra lo contrario, es decir, si se prueba que para cada par de modelos
de los diez axiomas (con las propiedades de las estructuras anteriormente
mencionadas) se cumple que Q5 = Q5°, entonces esto quiere decir que los
diez axiomas Aq, Ao, ..., Ay definen implicitamente a (5, y aplicando el Teo-
rema de definbilidad de Beth se tiene que existe una férmula ¢ en lenguaje
{Q1,Q2,Q3,Q4} tal que los diez axiomas definen explicitamente a (J5. En-
tonces se pueden re-escribir los diez axiomas sustituyendo a Q5 por la formula
en el lenguaje restringido que lo define ¢ y se tendria otro sistema de diez
axiomas equivalente al anterior (que tiene los mismos teoremas) pero que
estd escrito en el lenguaje restringido {Q1, Q2, Q3, @4}, es decir, no tiene a
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Qs.

(5) Sobre otra consecuencia del Teorema de interpolacion para la Ldgica de
primer orden: FEl Teorema de consistencia de Robinson:

El Teorema de consistencia de Robinson (el cual es equivalente al Teorema
de interpolacién de Craig) ofrece un método para probar que la unién de dos
teorias consistentes es consistente: Si T} y T, son dos teorias consistentes, no
necesariamente la unién de ambas teorias 1) U T5 es consistente, sera consis-
tente si ellas estan contenidas en una misma teoria completa. Al igual que el
Teorema de definibilidad de Beth este teorema es importante para el estudio
de los fundamentos de la matematica, de la filosofia de la matematica, espe-
cialmente para los estudios de la metamatematica contemporanea incluyendo
la metamatematica platonista, para cualquier grado de platonismo, segun la
escala de Bernays del platonismo matematico moderado.

Observaciéon: El Teorema de Interpolacién de Craig también proporciona
un método para probar que T); U T5 es consistente: Lo que hay que hacer
(segun dicho teorema) es probar que 7} y T3 son inseparables.

(6) Sobre algunas generalizaciones del Teorema de interpolacion Craig a
otros sistemas logicos, Una caracterizacion de la l6gica infinitaria Ly,
usando interpolacion en el contexto de la Teoria de modelos abstracta, y
algunos problemas abiertos en Teoria de modelos abstracta relacionados con
la Propiedad de Interpolacion:

La revision de bibliografia especializada sobre la Propiedad de inter-
polacién Craig revela que tal tema es bastante amplio y profundo, abarca
Teoria de la demostracién, Teoria de modelos abstracta, Ciencias de la Com-
putacion, Logica Modal, Légica Intuicionista, Logica de la relevancia, Filosofia
de la Ciencia, etc.

Por ejemplo un aspecto de la investigacion es si dicha propiedad la cumplen

otros sistemas l6gicos (Ldgicas infinitarias, 16gicas con cuanificadores gene-
ralizados, légica de segundo orden, légicas no clésicas, etc), y se han obtenido
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resultados positivos y negativos al respecto. Ejemplos de investigaciones mas
abstractas sobre la propiedad de interpolacién son las caracterizaciones de
sistemas 1ogicos en el contexto de la teoria de modelos abstracta usando in-
terpolacion, y otros problemas abiertos de logicas abstractas vinculados con
la Propiedad de Interpolacién.

Vale la pena resaltar que el concepto de “Sistema Logico” o “Logica
abastracta” requiere minimo de todo ZFC, de modo que Teoria de modelos
abstracta es platonista matematica moderada en un grado fuerte, segin la
escala de Bernays del platonismo matematico moderado.

Conclusiones de la seccién 5: Una relacién entre la Algebras
booleanas y los Ordenes parciales separativos:

obre los ejemplos cldsicos presentados de dlgebras booleanas y ordenes
1) Sobre 1 ' los clast tados de dlgebras bool d
parciales separativos:

A pesar de los pocos ejemplos clasicos sobre dlgebras booleanas y ordenes
parciales separativos que se expusieron en esta seccién, se puede apreciar que
tales estructuras son indispensables para las matematicas y para el “quehacer
matematico cotidiano”, y en particular son indispensables para la Légica
Matematica (o Metamatemadtica) y para el “quehacer 16gico matemético co-
tidiano”.

(2) Sobre el Teorema 5.3.1, el Corolario 5.3.4:

La inmersién densa e : P — D entre el orden parcial (P, <) y su co-
rrespondiente algebra booleana completa de cortaduras regulares o abiertos
regulares, D = c.r(P) o D = a.r(P), expuesta en el Teorema 5.3.1 y en el
Corolario 5.3.4, es fundamental para demostrar que el “forcing con ordenes
parciales” y el “forcing con algebras booleanas” producen los mismos modelos
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de ZFC. Una prueba de ello puede encontrarse en [[Ku], pp. 221-222] y en
[[J3], pp. 154-156].

La prueba del Teorema 5.3.1 se hizo en ZF, es decir, es un resultado
platonista matematico no tan fuerte, teniendo en cuenta la escala de Bernays
del platonismo matematico moderado (seccién 2). Sin embargo, para las
aplicaciones metamatematicas relevantes de este resultado, por ejemplo con
la aplicacién del método de forcing, se requiere minimo de todo ZFC. Es decir,
desde el punto de vista de las aplicaciones metamatematicas del forcing es
mas conveniente considerar que el teorema 5.3.1 es un resultado platonista
matematico fuerte, teniendo en cuenta la escala de Bernays del platonismo
matematico moderado.

Un ejemplo de definicién del método de forcing con ordenes parciales
con abundantes aplicaciones al estudio de los fundamentos de la matemaética
(Metamatemaética), clasicos y contemporaneos, puede encontrarse en el texto
de Kunen [Ku]. Un ejemplo de definicién del método de forcing con dlgebras
boolenas con abundantes aplicaciones al estudio de los fundamentos de la
matematica (Metamatematica), cldsicos y contemporaneos, puede encon-
trarse en los textos de Jech [J1], [J3] y [J4]. Otro ejemplo (clasico) de pre-
sentacion del método de forcing con algebras booleanas con algunas aplica-
ciones a los estudios de los fundamentos de la matematica (Metamatemética)
puede encontrarse en el texto de Bell [Bel2]. Una aplicacién (Metamatematica)
del método de forcing para probar teoremas matematicos puede encontrarse
en [Solovay].
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