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Resumen

El objetivo de este trabajo es presentar en un solo cuer-
po tres maneras de relativizar (o generalizar) el con-
cepto de conjunto constructible de Godel que no sue-
len aparecer juntas en la literatura especializada y que
son importantes en la Teoria de Conjuntos, por ejemplo
para resolver problemas de consistencia o independencia.
Presentamos algunos modelos resultantes de las diferen-
tes formas de relativizar el concepto de constructibili-
dad, sus propiedades bésicas y algunas formas débiles
del Axioma de Eleccién validas o no validas en ellas.
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1. Introduccién

El objetivo de este trabajo es presentar en un solo cuerpo tres ma-
neras de relativizar (o generalizar) el concepto de conjunto constructi-
ble de Godel que no suelen aparecer juntas en la literatura especializa-
da y que son importantes en la Teoria de Conjuntos, por ejemplo para
resolver problemas de consistencia o independencia. Presentamos los
modelos resultantes de las diferentes formas de relativizar el concepto
de constructibilidad, sus propiedades béasicas y algunas formas débiles
del Axioma de Eleccién validas o no vélidas en ellas. El orden de la
exposicion es el siguiente: En la seccion 2 presentamos algunos con-
ceptos preliminares y la clase de los conjuntos constructibles de Godel
(L), la cual es un modelo transitivo de ZFC! més la Hipdtesis Gene-
ralizada del Continuo. En la seccién 3, definimos para cada conjunto

1ZFC la Teorfa Axiomética de conjuntos de Zermelo-Fraenkel y el Axioma de
Eleccion. ZF es ZFC sin el Axioma de Eleccién
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A, un modelo transitivo L(A) de ZF. Tal modelo permite construir,
con la ayuda del forcing de Cohen el Modelo de Feferman, un modelo
transitivo de ZF que no satisface el Axioma de Eleccién y tal que A no
pertenece al mismo. En la seccion 4 describimos, para cada conjunto
A, otro modelo transitivo L(A) de ZF. Dicho modelo permite constru-
ir, con la ayuda del forcing de Cohen, al Modelo Bésico de Cohen, un
modelo transitivo de ZF que no satisface el Axioma de Eleccion y que
contiene a A como elemento. También este L(A) permite construir,
con la ayuda del forcing de Levy (el Colapso de Levy) y la hipétesis
“existe un cardinal inaccesible”, al Modelo de Solovay, un modelo tran-
sitivo de ZF mas el Principio de Eleccion Dependiente, donde vale que
cualquier conjunto de reales es medible segun Lebesgue (o Lebesgue
medible), tiene la propiedad de Baire y cada subconjunto de reales no
numerable contiene un subconjunto perfecto. En la seccién 5 descri-
bimos, para cada conjunto A, al modelo L[A] de ZFC. Finalizamos
(seccién 6) mencionando algunos problemas abiertos de la Teoria de
Conjuntos relacionados con el tema.

2. La clase de los conjuntos constructibles de Gédel (L)

ZFC esta constituida por los siguientes axiomas:

1. Axioma de Extensionalidad: Si X y Y son dos conjuntos que
tienen los mismos elementos, entonces ellos son iguales.

2. Axioma de pares: Si X y Y son dos conjuntos, entonces existe
un conjunto Y = {X, Y}, cuyos elementos son exactamente X
yY.

3. Axioma de comprensién: Si P(X) es una propiedad bien definida,
entonces para cualquier conjunto X existe un conjunto Y =
{ZeX:P(2)}.

4. Axioma de la unién: Si X es un conjunto, entonces existe un
conjunto Y = [J X, la unién de todos los elementos de X.

5. Axioma del conjunto potencia: Para todo conjunto X, existe un
conjunto Y = P(X), el conjunto de los subconjuntos de X.

6. Axioma del infinito: Existe un conjunto infinito.
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7. Axioma de reemplazo: Si F' es una funcion definible, entonces
para cualquier conjunto X existe un conjunto Y = F(X) =
{F(z):2 € X}.

8. Axioma de regularidad: Cualquier conjunto no vacio tiene un
elemento €-minimal.

9. Axioma de eleccién: Cualquier familia de conjuntos no vacios
tiene una funcién de eleccién.

ZF es la teoria axiomédtica de conjuntos constituida por los axiomas
1-8. ZFC se puede presentar como una teoria de primer orden, cuyo
lenguaje tiene como unico simbolo no logico al relacional binario €.

Dada una férmula () del lenguaje de ZFC decimos que la colec-
cién {z : p(z)} es una clase. Hay clases que son conjuntos, en parti-
cular todo conjunto es una clase pues si x es un conjunto, entonces la
clase {z € x: z = z} es un conjunto por el axioma de comprensién, y
r ={z € x: 2z =z} por el axioma de extensionalidad. Sin embargo,
hay clases que no son conjuntos (clases propias), ya que el suponer
que son conjuntos implica una contradiccion. A continuacién damos
algunos ejemplos de ellas: Los ordinales, los cardinales, los conjuntos
bien fundamentados, el universo y los constructibles de Godel (clase
definida por Godel para probar la consistencia de ZF con el Axioma
de Eleccion y la Hipdtesis Generalizada del continuo[11] ,[12] , [13] ).

Los ordinales (Ord) : Se dice que un conjunto x es transitivo si
Vz(z € © — 2z C z). Un conjunto « es un ordinal si es transitivo y
estd estrictamente bien ordenado por €, es decir, si es transitivo y el
par (a, €,) es un buen orden estricto, donde €,= {(7,0) € a X a :
v € 8}. Ord := {z : x es un ordinal}. Ord estd estrictamente bien
ordenada por €. Sean oy 3 dos ordinales. Se define a < § « « € (5.
La clase de los ordinales la podemos definir intuitivamente asi: 0 :=
0,1 :={0},....n.={0,....n — 1},..., w == {0,1,2,3,...} = N,
w+1:={0,1,2,3,.. ;w}, w+2:={0,1,2,3,.. ;w,w+ 1}, w+ 3 :=
{0,1,2,3,.. swyw+ Lw+2},...,w+w:={0,1,2,.. ;w,w+ Lw+
2,w+3,...},.... De esta forma se ve claramente que cada ordinal es
igual al conjunto de los ordinales que lo preceden. Un ordinal « es
sucesor si a = 3+ 1, para algin ordinal 3. Por ejemplo: 5, w + 1y
w + 2. Un ordinal es limite si no es cero ni sucesor. Por ejemplo, w y
W+ w.
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Los cardinales (Card): Dos conjuntos v y w son equipotentes si
existe una funcién f : v — w que sea biyectiva. Un conjunto
es un cardinal si es un ordinal y no es equipotente a ningin ordinal
menor (Es decir, si no es equipotente a ninguno de sus elementos).
Card = {z : z es un cardinal}. Cada cardinal tiene la forma X,,
para algin ordinal «, pues la clase C'ard se puede definir por induccién
tranfinita en los ordinales de la siguiente forma:

Ny = w
Nor1 = (No)T:={B € Ord: Bes equipotente a
algin subconjunto de X, }
N, = U Ng, siyes limite
B<y

Card = {X,:a € Ord}.

Un cardinal es sucesor si es de la forma X, para algin ordinal «.
Por ejemplo Ny, Ny y V3. Y es limite si es de la forma R, para algin
ordinal limite . Por ejemplo N, y N, ..

Sean k,n dos cardinales. k < 1 « existe una funcién f : Kk — 7
que sea inyectiva. Sea x un conjunto. Se denotard por |z| al tnico
cardinal k equipotente con x. Tal cardinal existe por el Axioma de
Eleccién. z es finito si existe un n € w tal que || = n. = es infinito si
no es finito. = es numerable si |z| < V.

Cardinales regulares e inaccesibles: Sea o un ordinal limite. Deci-
mos que [ < « es cofinal con « si existe una funcion creciente f :
B — « tal que para todo & < a, existe un § < [ tal f(5) > & (es
decir, la imagen de f es no acotada en «). Dado «, la cofinalidad de «,
cof (), es el menor ordinal cofinal con . Con respecto a la cofinalidad
se cumple lo siguiente: cof(«) es el menor cardinal [ tal que existe una
particién de « en 8 pedazos cada uno de los cuales tiene cardinalidad
estrictamente menor que «. Un cardinal infinito x es reqular si es igual
a su cofinalidad. Decimos que es singular en caso contrario. Ejemplos:
w es regular y N, es singular. Se puede demostrar que para cada ordinal
a, el cardinal N, es regular. Un cardinal s es un limite fuerte, si
para todo cardinal o < k se tiene que 2% < k. Un cardinal k > w
es fuertemente inaccesible (o simplemente inaccesible) si es regular y
limite fuerte. Decimos que k es débilmete inaccesible si es regular y
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limite. Es conocido que la existencia de cardinales inaccesibles no se
puede demostrar en ZFC'.

Los conjuntos bien fundamentados W F": Se define por inducciéon
transfinita en los ordinales asi:

R() = @
Ra+1 = P(Ra)
Ry = UMRB, A limite.

WF = |J R
a€eOrd

Si x € WF entonces el rango de x, p(x), es el menor ordinal « tal
que r € Roiq.

El universo (V): V := {z : x = z}. Por el Axioma de Funda-
mentacién se tiene que V = WF.

Sea M una clase. M es transitiva si Vz(z € M — z C M). Ord
y WF son clases transitivas. Pero C'ard no es transitiva pues, por
ejemplo, los N, para a > 0 tienen como elementos ordinales que no son
cardinales. Ahora definiremos a la clase de los conjuntos constructibles,
pero antes daremos una definicién previa que vamos a utilizar: Sea
A = (A, < fi >ie1, < Rj >jes, < ar >pex) una estructura y Lo un
lenguaje de primer orden para la misma. Decimos que un subconjunto
B C A es definible en 24 si existe una férmula ¢(x) del lenguaje Ly
tal que B = {z € A: A | p[z]}. Se dice que B es definible en 2 con
pardametros si existe formula ¢(x, 1, ..., z,) del lenguaje Lo y existen
a,...,a, € Atalque B={z€ A: A= [z, a1,...,a,]}

L se define intuitivamente usando induccién transfinita sobre los
ordinales de la siguiente manera [19] :

LO = (b
Loyi = {X CL,: X esdefinible en(Lg, €, (b: b € L,))}
Ly = [JLs; X limite
BeA
L= |J L
aeOrd

Es claro que en el paso sucesor la expresion “X es definible en la
estructura (L,, €,(b: b € L,)” supone que se tiene un lenguaje de
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primer orden con identidad, cuyos simbolos no légicos son: Un simbolo
relacional binario € para la relacion de pertenencia €, y una constante
b para cada b € L,. Esta definicién se puede formalizar en ZF, ver [19]

y [16].

Teorema 2.1. L es un modelo transitivo de ZF que contiene a los
ordinales.

Un demostracién de este teorema puede encontrarse en [19] o [16].

Vale la pena resaltar que un importante resultado que es usado en
esta prueba es el Teorema de Reflexion, el cual enunciaremos luego de
la siguiente definicién, y una prueba del mismo puede encontrarse en:
[19] o [16].

Sean M, N dos clases tal que M C N y (x4, ..., x,) una férmula.
Se dice que ¢(x1,...,x,) es absoluta para M y N siy sélo si,

Vry ... Vo, € M{(M,€) E o(x1,...,x,) < (N, €) E o(xy,...,2,)]

Teorema 2.2 (Teorema de Reflexién). Sea Z un clase, y para cada
ordinal o, Z(a) un conjunto. Supongamos que:
(1) a < 3, entonces Z(«a) C Z().
(2) Si~y es un ordinal limite, entonces Z(7y) =
(3) Z = Uascora Z(a).
Entonces: Para cualquier formulas o1, ..., ©n,

Z(a).

a<ly

Va3g > alpy, ..., o, son absolutas paraZ(3), 7).
Teorema 2.3. L es un modelo del Axioma de Eleccion.

Una demostracién de este resultado puede encontrarse en [19] o
[16]. La idea es definir un buen orden para L utilizando la definicién
formal del mismo.

La Hipotesis Generalizada del Continuo, HGC, es la siguiente pro-
posicion:

Va € Ord(2% =R, 1).

La Hipoétesis del Continuo (HC) es la HGC para el caso o = 0, es
decir, 2% = N;.

Teorema 2.4. L es un modelo de la HGC.



Constructibilidad relativa y Axioma de Eleccién 29

Una prueba de este Teorema puede encontrarse en [19] o [16]. Tal
prueba usa el Azioma de Constructibilidad el cual afirma que todo
conjunto es constructible, es decir, Vxda(z € L,). El Axioma de Cons-
tructibilidad se simboliza asi: V' = L. L |V = L. Asumiendo V' = L,
el caso base de la HGC, 2% = R, se sigue del hecho de que cualquier
subconjunto constructible de w es construido en algin paso numerable,
es decir, P(w) C L(w;). Dado que | L(w) |= w; se tiene que 2% < Ny,
Y como por el Teorema de Cantor se tiene que R; < 2% se concluye
que 2% = 8. Un importante Teorema que se usa para la demostracion
de que L | HGC es el Teorema de Colapsamiento de Mostowski, el
cual enunciamos a continuaciéon luego de la siguiente definicion:

Sean R una relacién binaria sobre una clase A. R es bien fun-
damentada sobre A si y sélo si para todo conjunto X C A : X #
) — Jy € X(Vz € X((z,y) € R)). El y anterior se llama R-mini-
mal en X. R es semejante a un conjunto sobre A si y sélo si Vo € A,
{y € A: (y,x) € R} es un conjunto. R es extensional sobre A siy sélo
siVe,y € A(Vz € A(zRx < zRy) — x =y).

Teorema 2.5 (Teorema del Colapsamiento de Mostowski). Sea A una
clase y R una relacion binaria sobre A tal que R es bien fundamentada,
semejante a un conjunto y extensional. Entonces existe una clase tran-
sitiva M y una funcion biyectiva G : A — M tal que G es un isomor-
fismo entre (A, R) y (M, €), es decir, Vr,y € AlxRy < G(z) € G(y)].
M y G son unicas.

Una prueba de este Teorema puede encontrarse en [19] o [16].

3. Primera relativizacion del concepto de conjunto cons-

tructible de Godel (L(A))

Sea A un conjunto. Se define intuitivamente a la clase L(A) por
induccién en los ordinales ast:

Definicion 3.1.

Lo(A) = 0
Loi1(A) = {X CL,(A): X es definible en la estructura
(La(A),€,(aNLy(A):a€ A),(d:d e L,(A)))}
La(A) = [JLs(A), X limite
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aeOrd

Es claro que en el paso sucesor la expresion “X es definible en la
estructura (L,(A),€,(a N Ly(A) :a € A),(d:d € Ly,(A)))" supone
que se tiene un lenguaje de primer orden con identidad, cuyos simbolos
no légicos son: Una constante d para cada d € L,(A), un simbolo de
relacién unario P, por cada conjunto a N L,(A), donde a € A; y un
simbolo relacional binario € para la relacion de pertenencia €. Una
formalizacién de la definicién de L(A) en ZF puede hacerse siguiendo
las ideas expuestas por [19] para formalizar el concepto de L.

Teorema 3.2. L(A) es un modelo transitivo de ZF que contiene los
ordinales.

Una prueba de este resultado se puede hacer de manera similar a
la que realiza [19] para demostrar que L es un modelo transitivo de
Z F que contiene a los ordinales.

Teorema 3.3. Si A es transitivo, entonces A C L(A).

Una prueba de este resultado puede hacerse por induccion en el
rango (en V') de A (p(A)). Esto implica que si A es un conjunto tran-
sitivo, entonces L(A) es el menor modelo transitivo de ZF que contiene
a los ordinales y a A.

3.1. Con L(A) y el forcing de Cohen que agrega infinitos
reales genéricos se pueden construir modelos tipo Fe-
ferman

Denotamos por N<“ al conjunto de todas las sucesiones finitas de

nineros naturales, es decir, N<“ := (J (N, donde N" := {5 : s :
n — N}. Denotamos por N*° al conjunto de todas las sucesiones de
nimeros naturales, es decir, N* := {f : f : N — N}. Considere-

mos el espacio topoldgico (N>, ¢;), donde ¢; es la topologia generada
por los conjuntos bésicos de la forma Us := {f € N* : s C f},
donde s € N<“. Es decir, t; es la topologia producto de N*° que se
obtine al dotar a N con la topologia discreta. El espacio (N* ;) se
denomina Espacio de Baire. Denotamos por 2V al conjunto de todas
las sucesiones de ceros y unos, es decir, 2V := {f : f : N — 2}.
2N C N* y con la topologia producto heredada de N*® se denomina
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Espacio de Cantor. Denotamos por NI a la familia de todos los sub-
conjuntos infinitos de N. Consideremos el espacio topolégico (NI, ¢,),
donde t5 es la topologia generada por los conjuntos basicos de la forma
U, := {X € N~ : ¢ £ X}, donde a es un subconjunto finito de N
y [ es la relaciéon de segmento inicial. Es conocido que los espacios
N> y NI*! son homeomorfos [6]. También que ellos son homeomorfos a
los irracionales, considerados como un subespacio del conjunto de los
niimeros reales R [16]. Todos los espacios mencionados, N>, 28 N [o]
v R tienen la misma cardinalidad(2%) y son espacios polacos, es decir,
espacios métricos, separables'y completos[16]. A los elementos de los
espacios N, 2N y N*l nosotros también los llamamos nimeros reales.

Presentacién intuitiva del Método de forcing, una técnica para
construir modelos: Sea (P, <) un orden parcial. D C P es denso en P
siy sélosi Vp € Pdg € D(q <p). G C P es un filtro sobre P siy sélo
si: (1) Vp,q e GIre Gr<pAr<q)y (2 VpeGVqe Plp<q—
q € G). Sean M un modelo transitivo de ZFC y P € M un orden par-
cial. G es un filtro P-genérico sobre M si y sélo si G es un filtro
sobre P y para todo denso D C P: Si D € M— G N D#(). Sean M
un modelo transitivo de ZFC, P € M un orden parcial y G un fil-
tro P-genérico sobre M. Entonces M[G], la extension genérica de M,
es el menor modelo transitivo de ZFC que es cerrado bajo las ope-
raciones usuales de la Teoria de Conjuntos y contiene a M U {G}.
(en este caso M se llama modelo base). Cuando el orden parcial P
satisface que Vp € P3dq,r € Pl < pAr < pAgq L r), entonces
G & M. Donde ¢ L r significa que ¢ y r son incompatibles, es decir,
—3s € P(s < gAs <r). Es decir, cuando P tiene la condicién antes
descrita el nuevo modelo M[G] es una extension propia del modelo
base M, por ejemplo, M[G] puede tener ntiimeros reales que no estan
en M y en este caso se dice que el orden parcial P (o el forcing P)
agrega nuevos reales a M. Un ejemplo de un orden parcial que agrega
nuevos numeros reales al modelo base es el forcing de Cohen, el cual
definiremos a continuacion.

Forcing de Cohen que agrega un real al modelo base: El forcing de
Cohen es el orden parcial (C, <) donde C es el conjunto de todas las
secuencias finitas de ceros y unos. Y p < ¢ < p D ¢. Sea G un C-
genérico sobre un modelo transitivo M de ZFC. Entonces, f = UG €
MI|G]y f:w — 2 se llama real de Cohen. Sea a := {n: f(n) = 1}.
El conjunto a también es llamado un real de Cohen, y se cumple que
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MIG] = M|[f] = Mlal], porque G puede ser recuperado a partir de f,
G={peC:pcC f}. C también se puede definir como el conjunto de
todas las secuencias finitas de nimeros naturales. Con el mismo orden
anterior, es decir, p < q <> p 2 ¢. En este caso si H es un C-genérico
sobre un modelo transitivo M de ZFC, entonces la funcién g : w — w
tal que ¢ = UH es también llamada un real de Cohen. Y se cumple
que M[G] = M|[f] = M[a] = M[H] = M]|g]. El forcing de Cohen C se
puede generalizar para agregar una cantidad infinita (o > w) de reales
genéricos. Una manera de hacerlo es la siguiente: Sea M un modelo
transitivo de ZFC. Sea (C,, <) el siguiente orden parcial:

Co ={p:lpl<wApCaxwx?2}

P<q<—qCp

Sea G un C,-genérico sobre M y M[G] la extension genérica resul-
tante. Tal forcing agrega la funcién F':= |JG = a X w — 2. La cual
permite definir a nuevos reales genéricos de la siguiente forma: Para
cada § < a definimos la funcién f, : w — 2 asi: f,(n) == F(8,n),
para cada n € w. Los a nuevos reales genéricos también pueden ser
definidos de la siguiente manera: Sea € . Se define,

ag:={mew:3Ip e G(p(B,m)=1)}

Los ag asi definidos son subconjuntos de w y estan en M[G]. Obvia-
mente los fz son las funciones caracteristicas de los ag. A la extensién
M|[G] la denotamos a veces por M[{ag : f < a}] para resaltar los
reales genéricos que agregamos.

Sea L la clase de los conjuntos constructibles. Y sea L[G] la exten-
sion genérica de L que se obtiene utilizando el forcing de Cohen que
agrega N, nuevos reales genéricos (Cy, ). Sea A el conjunto de dichos R
reales genéricos, entonces L(A) en L[G] es el Modelo de Feferman. El
Modelo de Feferman es un modelo transitivo de ZF que contiene a los
ordinales y tiene las siguientes dos propiedades: A ¢ L(A) y L(A) no
satisface el Axioma de Eleccién [9] , [17]. Estos resultados se enuncian
en forma de teorema a continuacién:

Teorema 3.1.1. A ¢ L(A).

Teorema 3.1.2. L(A) no satisface el Azioma de Eleccion.
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En [15] puede encontrarse una lista de versiones débiles del Axio-
ma de Eleccién vélidas en el Modelo de Feferman. También se puede
encontrar en [15] una lista de formas débiles que no son vélidas en el
mismo. Dentro de las no validas se encuentra por ejemplo el Teorema
del Ideal Primo: Toda dlgebra booleana tiene un ideal primo (o todo
filtro se puede extender a un ultrafiltro) [9]. Es conocido que el Teore-
ma del Ideal Primo es equivalente al Teorema de Compacidad (si cada
subconjunto finito de ¥ tiene un modelo, entonces ¥ tiene un mode-
lo) y al Teorema de Completitud (si ¥ es un conjunto consistente de

sentencias, entonces 3 tiene un modelo) de la Légica de Primer Orden
[17].

4. Segunda manera de relativizar el concepto de conjunto
constructible de Godel (L(A))

Sea A un conjunto. Se define intuitivamente otra clase L(A) por
induccion en los ordinales asi:

Definicion 4.1.
Lo(A) = CT({A})

Loi1(A) = {X C Ly(A): X es definible en la estructura
(La(A), €, {d :d € La(A)))}
Ly(A) = U Ls(A), X limite
BeA
L(A) = |J L&)
acOrd

Es claro que en el paso sucesor la expresion “X es definible en
la estructura (L,(A),€,(d : d € L,(A)))” supone que se tiene un
lenguaje de primer orden con identidad, cuyos simbolos no légicos
son: Una constante d para cada d € L,(A) y un simbolo relacional
binario € para la relacién de pertenencia €. Una formalizacion de la
definicién de L(A) en ZF puede darse siguiendo las ideas expuestas en
[19] para el caso de L.

Teorema 4.2. L(A) es un modelo transitivo de ZF que contiene los
ordinales.

Como en el caso anterior, la prueba es similar a la que se realiza en
[19] para demostrar que L es un modelo transitivo de ZF' que contiene
a los ordinales.
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A C L(A). Esto ocurre por construccién e implica que L(A) es el
menor modelo transitivo de ZF que contiene a los ordinales y a A.

4.2. Con L(A) y el forcing de Cohen que agrega X, reales
genéricos se puede construir el Modelo Basico de Cohen

Sea L la clase de los conjuntos constructibles. Y sea L[G] la ex-
tension genérica de L que se obtiene utilizando el forcing de Cohen
que agrega Ny nuevos reales genéricos (Cy,). Sea A el conjunto de di-
chos N, reales genéricos, entonces L(A) en L[G] es el Modelo Bdsico
de Cohen. Este es un modelo transitivo de ZF que contiene a los or-
dinales y tiene las siguientes dos propiedades:A € L(A) y L(A) no
satisface el Axioma de Eleccién. Una prueba de que L(A) no satisface
el Axioma de Eleccion usa argumentos de simetria y puede realizarse
procediendo andlogamente a como se hace en [16] , paginas 221-223.
Entre las versiones débiles del AE que satisface el Modelo Bésico de
Cohen se encuentra el Teorema del Ideal Primo[10]. Otra versién débil
del AE vélida en el Modelo Béasico de Cohen es: Cualquier familia de
conjuntos bien ordenables no vacios, tiene una funcién de eleccion[17].

Otra forma débil del AE es el Teorema de Ramsey, el cual afirma
que cualquier conjunto infinito X tiene la siguiente propiedad: Para
cualquier particién del conjunto [X]* := {{a,b} : a,b € X} en dos
pedazos, existe un subconjunto infinito Y de X tal que [Y]? estd in-
cluido en una de las piezas de la particién. El Teorema de Ramsey es
falso en el modelo Bésico de Cohen [3]. Una lista de versiones débiles
del Axioma de eleccién validas en el Modelo Bésico de Cohen puede
encontrarse en [15]. También se puede encontrar en [15] otra lista de
versiones débiles del AE que no son validas en tal modelo.

4.3. Con L(A) y el Colapso de Lévy mas la hipétesis de
que existen cardinales inaccesibles se puede construir
el Modelo de Solovay

El siguiente teorema nos ofrece una técnica para colapsar un car-
dinal aplicando forcing:

Teorema 4.3.1. Sea k un cardinal regular y A\ > Kk otro cardinal.
Entonces eziste un orden parcial (P,<) que colapsa a A onto Kk, es
decir, (P, <) agrega una fucion sobreyectiva de k en X\, por lo que A
tiene cardinalidad v en la extension genérica. Mds todavia:
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(a) Cualquier cardinal o < K en el modelo base M sigue siendo un
cardinal en M[GJ; y
(b) Si X" = X, entonces cualquier o > X\ sigue siendo un cardinal

en M[G]. Donde \<" := [J{\* : a < A}.

Una demostraciéon de este teorema puede encontrarse en [16]. El
orden parcial (P, <) utilizado es el siguiente:

P es el conjunto de todas las funciones p tal que:

(i) dom(p) C ky | dom(p) |< &,

(ii) ran(p) C A.

Y el orden < es: p < ¢ siy sélosipDq.

La técnica anterior nos dice como colapsar un cardinal A en un car-
dinal regular menor . Lévy nos presenta una técnica de colapsamiento
de los cardinales menores que un cardinal inaccesible A preservando
a A, asi A\ es un cardinal sucesor en la extension genérica. Esto es el
contenido del siguiente teorema:

Teorema 4.3.2. Sea k un cardinal reqular y X > Kk un cardinal inac-
cesible. Entonces eziste un orden parcial (P, <) tal que:

(a) Cualquier a, k < a < A, tiene cardinal K en M[G], y

(b) Cualquier cardinal < k y cualquier cardinal > X siguen siendo
cardinales en M[G].

En particular M[G] E X = kT.

Una demostraciéon de este teorema puede encontrarse en [16]. El
orden parcial (P, <)(se denota Col(k,< X)) utilizado es el siguiente:

P son todas las funciones p cuyo dominio esta contenido en \ X &
tal que:

(i) | dom(p) |< x,

(ii) p(a, &) < a para cada (a,§) € dom(p).

Conjuntos proyectivos y borelianos [2] : Una férmula del lenguaje
de la teoria de conjuntos es Z:l si es de la forma:

JrVaedzs .. (T1, . Ty YLy e Ym),s

donde los cuantificadores Jx1Vzo3xs . . . tienen rango sobre N*°(es de-
cir: Jzy € N®Vay, € N*®dzg € N*© .. ), y1,...,yn, son variables libres
que toman valores en N*°, y todos los cuantificadores de v tienen rango
sobre w.
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Una férmula es ] si es la negacién de una formula S .

Una formula es proyectiva si es Z:L 0 H}l, para algin nimero
natural n.

Decimos que un conjunto A C N es proyectivo si y solo si existe
una férmula Z:L 0 Hrll, (T, Y1y Ym), ¥ A1, ..., 4y € N, tal que
A ={beN®:pxa,...,a,)} Un conjunto proyectivo B C N>
es boreliano si es definible con una férmula 371 y también es definible
con una férmula [];}.

Sea k un cardinal inaccesible en L. Y sea L[G] la extensién genérica
de L que se obtiene usando el Colapso de Lévy: Col(Xy, < k). En
L|G] todo conjunto proyectivo de reales es medible Lebesgue, tiene
la propiedad de Baire, y si es no numerable, entonces contiene un
subconjunto perfecto[22]. Sea L(R) en L|G](L(R) es llamado el Modelo
de Solovay), donde R son los reales en L[G]. Entonces L(R) satisface
ZF, més el Principio de Eleccién Dependiente(DC), méas “cualquier
conjunto de reales es medible Lebesgue, tiene la propiedad de Baire
y cada subconjunto de reales no numerable contiene un subconjunto
perfecto”[22]. El Principio de Eleccién Dependiente es la version débil
del AE que afirma lo siguiente: Si E es una relacién binaria sobre un
conjunto no vacio A, y si para cualquier a € A existe un b € A tal
que bEa, entonces existe una secuencia ag, a1, ds, ..., dy,... en A tal
que: a,y41Fa,, para todo n € N. DC implica El Axioma de Eleccién
Numerable (Cualquier familia numerable de conjuntos no vacios tie-
ne una funcién de eleccién). En [15] se puede encontrar una lista de
formas débiles del Axioma de Eleccion que valen en el modelo de
Solovay. También se puede encontrar otra lista de formas débiles que
no valen en el mismo.

5. Tercera manera de relativizar el concepto de conjunto
constructible de Goédel (L[A])

Definicién intuitiva de L[A]:
Sea A un conjunto. Se define intuitivamente a la clase L[A] por
induccion sobre los ordinales ast:

Definicion 5.1.

Lo[A] = @
Lo1[A] == {X C Ly[A] : X es definible en la estructura
(Lo[A], €, AN Ly[A],(d : d € Lo[A]))}
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Ly[A] = ULﬁ[A]’ A limite
BEAX
LAl = | Lal4]

Es claro que en el paso sucesor la expresion “X es definible en la
estructura (L,[A], €, AN Ly[A],{d : d € L,[A]))” supone que se tiene
un lenguaje de primer orden con identidad, cuyos simbolos no légicos
son: Una constante d para cada d € L,[A], un simbolo de relacién
unario P para el conjunto A N L,[A], y un simbolo relacional binario
€ para la relacion de pertenencia €. Una formalizacién de L[A] en ZF
puede hacerse siguiendo las ideas expuestas en [19] para L.

Teorema 5.2. L(A) es un modelo transitivo de ZF que contiene los
ordinales.

Como en los casos anteriores la prueba es similar a la que se realiza
para demostrar que L es un modelo transitivo de ZF' que contiene a
los ordinales.

Teorema 5.3. L[A] satisface el Azioma de Eleccion.

Una prueba puede realizarse de manera analoga a como se hace en
[19] o [16] para L.

Otras propiedades de L[A] se expresan a partir del siguiente teo-
rema, una prueba del mismo puede encontrarse en [16] :

Teorema 5.4. (i) L[A] satisface el Azioma 3X(V = L[X]).
(11) Si M es un modelo transitivo de ZF que contiene a los ordinales
y tal que ANM € M, entonces L[A] C M.

(111) Eziste un ordinal o tal que para todo o > v,

L[A] E 2% = R 1.

6. Algunos problemas abiertos de la teoria de conjuntos que
tienen relacion con este tema

1. Definicion de la Propiedad de Ramsey: Para toda (particién)
F : NI*l — 2 existe un conjunto infinito # C N tal que F
es constante en HI*. La Propiedad de Ramsey se denota asf:
w — (w)*. Es conocido que esta propiedad es falsa si vale el
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Axioma de Eleccién [5] y que Mathias probé que en el Modelo
de Solovay vale la misma [20], de esta forma demostré que si
ZFC + “existe un cardinal inaccesible” es consistente, también
es consistente ZF + DC + w — (w)¥.

Problema [18]:

.. Se puede eliminar la hipdtesis de la existencia del cardinal in-
accesible para probar la consistencia de la propiedad de Ramsey
con ZF?. Es decir, j se puede construir un modelo para ZF +
w — (w)¥ utilizando solamente ZFC ?.

(Carlos Di Prisco) § w — (w)“ es compatible con N; < 2807,
donde R; < 2% es una versién débil del AE que significa: Existe

una funcién inyectiva de Ny en el conjunto de los niimeros reales
R.

Para fianlizar, podemos mencionar que es conocido por los trabajos

de K. Godel [11] y P. Cohen [4] que la Hipétesis del Continuo (HC)
es independiente de ZFC. Pero desde una perspectiva platonista de
la matematica, la HC es una proposicién verdadera o falsa, entonces
sigue abierto el problema sobre cémo aumentar el poder deductivo de

ZFC agregando nuevos axiomas para determinar cudl es el cardinal
del continuo [8], [14].
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