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RESUMEN

El objetivo principal de estearticulo es presentar la demostacion
directadel Teorema de Compacidad e Ldgica de primer orden/{ tiene un
madelo si y sdo si cadasuboonjunto finito del” tiene un modelo) quse rea-
liza al usarel método de construciéon de modelos llamaslgUItraproductos que,
a suvez, emplea‘Ultrafiltros’. Actualmente es mé comin demostrar elTeo-
rema de Compacidad como un corolario del Teorema de Completitu@odsd y
usar el metodo de reduccion al absurdo. B emnbargo, valela pena estudiar
tambien la prueba diecta que utilizael método de Ultrapoductos porque dicha
técnica tieneimportantes aplicacionegn investigaciones contemporaneas de
matemdéicas, por ejemplo,en la Teoria de Conjuntos. IAfinal del articulo, se
realiza un beve comentario adicional sobre compacidadultraproductos,
grandes cardinales y modelos estandar

Plabaras clave: fitros— ultrafiltros - Teorema Fundamental de Wiproductos -
Teorema deConmpacidad

Clasificaddn por temas déa Saiedad Matemtica AmericanaD3-XX.

*

Doctor en Matemética egresado de la Universidad Central de Venezuela (UCV). Magister
Scientiarium en Matematica de la UCV. Licenciado en Filosofia de la UCV. Docente-Inveiségad

el Departamento de Légica y Filosofia de la Ciencia de la Escuela de Filosofia de la bfesorPr
Asociado. Profesor en pregrado y postgrado. Profesor de Matematicas de desidads Simén
Bolivar (USB), (Departamento de Mateméticas USB). Profesor de Ldgica Simbélicgolegio
Universitario Francisco de Miranda (CUFM). Su especialidad es Légica Mateméatica y los
fundamentos de las Matematicas


mailto:franklingalindo178@gmail.com

1 Introducciéon

El objetivo principal de este articulo es presentar la demostracion directa del
Teorema de compacidad de la Légica de primer orden (I' tiene un modelo si
y solo si cada subconjunto finito de I' tiene un modelo) que se realiza usando
el método de construccién de modelos llamado “Ultraproductos” que a su
vez usa “Ultrafiltros”, método que fue creado por Skolem (en los anos 1930)
y luego desarrollado por Los en 1955, quien demostro el Teorema Fundamen-
tal de Ultraproductos. Actualmente es mas comin demostrar el Teorema
de compacidad como un corolario del Teorema de Completitud de Godel
usando el método de reduccién al absurdo, sin embargo vale la pena estu-
diar también la prueba directa que utiliza el método de “Ultraproductos”
porque dicha técnica tiene importantes aplicaciones en investigaciones con-
temporaneas de matematicas, por ejemplo en la Teoria de conjuntos. El orden
de la exposicién es el siguiente: En la siguiente seccién (2) se presentan los
conceptos de Filtro, Ultrafiltro y el Teorema del Utrafiltro. En la seccién (3)
se definen los lenguajes de primer orden, las estructuras, algunas relaciones
entre estructuras (isomorfismo, inmersién elemental, submodelo elemental,
equivalencia elemental), satisfacibilidad en una estructura, verdad en una
estructura, etc. Y en la ultima seccién (4) se definen los Ultraproductos y
se demuestran el Teorema Fundamental de Ultraproductos, el Teorema de
Compacidad y algunos otros colorarios clasicos del Teorema fundamental de
Ultraproductos. Al final de esta seccion se realiza un breve comentario adi-
cional sobre compacidad, ultraproductos, grandes cardinales y modelos no
estandar.

2 Filtros, Ultrafiltros, Teorema del Ultrafil-
tro

Definicién 2.1. e Un filtro sobre un conjunto no vacio S es una coleccion
F de subconjuntos de S tal que:

(1) SeFybgF.
(ii)) Si X € FyY € F, entonces XNY € F.
(i) Si X € Fy X CY, entonces Y € F.

e Sea F un filtro sobre un conjunto S. F es un ultrafiltro si para cualquier



X C S se cumple que:

XeF-oS\XEF.

o Sea F un ultrafiltro sobre un conjunto S. F es no principal si y solo si

Vie S({i} ¢ F).

Ejemplos de filtros ([J], [Ch-K]): (1) Filtro trivial: F = {S}. (2) Para
cada B C S, B# 0, el filtro F = {Z C S : B C Z} se llama filtro principal
generado por B. (3) Sea S un conjunto infinito, el filtro F = {X € P(S) |
S\ X |< Ny} se llama filtro de Fréchet. Notar que el filtro de Fréchet no es
principal.

Una familia G de conjuntos tiene la propiedad de interseccion finita si
para cualquier conjunto finito H = {Xi,..., X,} € G se cumple que H; N
..M H, #0.

Teorema 2.2. 1. Si A es una familia de filtros sobre S, entonces [ A es
un filtro sobre S.

2. 51 Q es una C-cadena de filtros sobre S (es decir, VX, Y € Q(X C
YoY C X)), entonces | JQ es un filtro sobre S.

3. Si G C P(S) tiene la propiedad de interseccion finita, entonces eriste
un filtro F talGCF (F={XCS:3%4,...,.Z, € G(ZiN...NZ, C
X)}).

Una prueba de tal resultado puede encontrarse (entre otros) en [J] y [Ch-

Teorema 2.3. Sea F un filtro sobre un conjunto S. Entonces:
F es un ultrafiltro < Fes maximal.

Una prueba de tal resultado puede encontrarse (entre otros) en [J].

Teorema 2.4 (Teorema del Ultrafiltro(Tarski)). Todo filtro se puede
extender a un ultrafiltro.

Una Demostracién del Teorema del Ultrafiltro usando el Lema de Zorn
puede encontarse (entre otros) en [J] y [Ch-K]. A continuacion se formula el
Lema de Zorn después de unas definiciones previas:
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Definicién 2.5. Sea A un conjunto y R una relacion binaria en A(es decir,
RCAXxA)

1. R es reflexiva si y solo si Vo € A(xRx)

2. R es simétrica si y solo siVr,y € A(xRy — yRx)

3. R es transitiva si y solo siVr,y,z € A(xRy NyRz — zRz)

4. R es antisimétrica si y solo siVr,y € A(xRy NyRx — x =y).

5. R es una relacion de equivalencia si R es una relacion reflexiva, simétria
y transitiva.

Definicién 2.6. 1. Un orden parcial es un par (P, <) donde P es un con-
Junto no vacio y < esuna relacion en P que es reflexiva, antisimétrica
y transitiva.

2. Dado un orden parcial (P, <) se dicep<q—p<qAp#q.

3. Sean (P, R) un orden parcial y D C P. x € P es un elemento minimal
(mdzximal) de D si x € D A no existe ningin y € D tal que y # x A
yRx (xRy). x es una cota inferior (superior) de D siVy € D(xRyVy =
x) (yRx Vy =x). z es un infimo (supremo) de D si z es cota inferior
(superior) de D A para todoy € P, si y es una cota inferior (superior)
de D, entonces yRx Vy = z(xRy Vy = x). = es un menor (mayor)
elemento de D sixz € D N Yy € D(xRyVy=1z)(yRxVy=x).

4. Sea (P,R) un orden parcial. (P,R) es un orden total (o lineal) si la
relacion R satisface la propiedad de tricotomia: Vx,y € P(xRyVyRzV

r=1y).

(Un orden parcial o total (P, <) a veces se denotard por P)

Lema 2.7 (Lema de Zorn). Sea (K, S) un conjunto parcialmente ordenado
tal que cada X C K totalmente ordenado tiene una cota superior en K.
Entonces K tiene un elemento mdximal.

Es conocido que el Lema de Zorn es equivalente al Axioma de Eleccién y al

Principio del Buen Orden. Una prueba de tal equivalencia puede encontrarse
en [D2].



3 Lenguajes de primer orden, Estructuras,
Relaciones entre estructuras, Satisfacibil-
idad y Verdad en una estructura

3.1 Lenguajes de primer orden y Estructuras

A continuacién se ofrecerdn los conceptos usuales de “lenguaje de primer or-
den” y “estructuras o interpretaciones” para dichos lenguajes, las definiciones
se haran siguiendo el orden y la notacién (principalmente) de los textos [D2]
y [Ch-K], pero se realizardan de manera gneralizada para cualquier cardinal.

Lenguajes de cualquier cardinalidad:

Un lenguaje es una coleccién de simbolos que puede ser numerable ( finito
o equipotente a N) o de cualquier otra cardinalidad ®,, para algin ordinal
o > 0. Estos simbolos seran agrupados en tres clases:

Simbolos relacionales  Sp, S1,...,S,,... (1 € J). Donde ¢ es un ordinal
que puede ser infinito (de cualquier cardinalidad).

Simbolos funcionales  go,¢1,...,98,... (8 € 7). Donde v es un ordinal
que puede ser infinito (de cualquier cardinalidad).

Simbolos constantes  dy,dy,...,dy,... (0 € {). Donde ( es un ordinal
que puede ser infinito (de cualquier cardinalidad).

£ = {Su}pes | g} oer | Hdodoec.

O expresado como una lista:

L={S0,5,.... 5, .. (LE€D):go,g1,---:98,--- (BEY);
do,dl,...,dg,... (QEC)}

Todo simbolo relacional y todo simbolo funcional tiene asociado un niimero
natural n > 1 (su nimero de argumentos), de este modo se tienen entonces
simbolos relacionales o funcionales unarios, binarios, 3-arios, 4-arios, 5-arios,
..., n-arios, etc.

Como consecuencia de resultados basicos de la aritmética cardinal ([D2])
se tiene que el cardinal de L es:

| L|=[6 ]+ [y |+ |¢|=mayor{[d ]| |~ ][]}



Estructuras (o Interpretaciones) para un lenguaje L:

Una estructura € para un lenguaje £ (o una interpretacion € para un
lenguaje £) esta cosntituida por:

(1) Un conjunto no vacio C' (el universo de €)

(2) Para cada simbolo relacional n-ario S, de £, una relacién

SEC s

(3) Para cada simbolo funcional n-ario gg de £, una funcién

gE:C’"—>C’

(4) Para cada simbolo constante dy de £, un elemento

ds € C.

La estructura € definida se puede escribir asi:

< <
€ = (C, < Sy >ues, < g5 >pey, < d >oec).

Ante la pregunta ; Cudl es la cardinalidad de la estructura €7  La
respuesta es: La cardinalidad de € es la cardinalidad de su universo C.

Algunos ejemplos de lenguajes y de estructuras para dichos lenguajes son
los siguientes:

(i) El siguiente conjunto {<, F, @, 0, 1}; donde <, ¥, ® son sfmbolos
funcionales binarios, y 0 y 1 son simbolos constantes; es un lenguaje. Una
estructura para dicho lenguaje es por ejemplo (N, < e 0,1) : La estructura
que tiene como universo el conjunto de los niimeros naturales, con su relacion
de orden usual, su operacién de suma usual, su operacién producto usual,
su cero usual y su uno usual.

(ii) El siguiente conjunto de sfmbolos {F, 6}, es un lenguaje. Una estruc-
tura para este lenguaje es (Z, +, 0), también (R, +,0) y (C,+,0). La primera
estructura son los nimeros enteros con su suma y cero usuales, la segunda
estructura son los niimeros reales con su suma y cero usuales, y la tercera
estructura son los nimeros complejos con su suma y cero usuales. Dichas
estructuras tienen en comun que son “grupos” [E-F-T], [Ch-K], [Ma].

(iii) El siguiente conjunto {<}, donde < es un sfmbolo relacional binario,
es un lenguaje. Una estructura para este lenguaje es (R, <), y también
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(P(A), ©), para cualquier conjunto A. La primera estructura es un “orden
total” y la segunda es un “orden parcial” si A tiene al menos dos elementos.

(iv) El siguiente conjunto de simbolos_ {F, .. 7.0, T}, donde ¥, %, 0 y
T son simbolos definidos anteriormente y ’ es un simbolo funcional unario;
es un lenguaje. Una estructura para este lenguaje es por ejemplo el algebra
booleana (P(A),U,N,, 0, A), para cualquier conjunto A. P(A) es el conjunto
de todos los subconjuntos de A y " es la relacién de complemento en P(A)
[J].

(v)Sea « un ordinal. El siguiente conjunto {€} U {dy : # € R,}, donde €
es un simbolo de relacional binario, y los dy son simbolos constantes; es un
lenguaje infinito. Una estructura para este lenguaje es por ejemplo (Wi, , €
, < 0 >pen,, ), donde el conjunto Vi, es el X, nivel de la Jerarquia acumulativa
de von Neumann y € es la usual relacién conuntista de “pertenencia” [D2].

3.2 Isomorfismo entre estructuras, Subestructuras

Ahora se definirdn dos relaciones entre estructuras: “isomorfismo” y “sub-
estructuras”. Otras importantes realciones como “inmersién elemental” y
“submodelo elemental” se definiran mas adelante en esta misma seccion.

¢ Cudndo dos estructuras son isomorfas?

Sean € = (C, < S¢ >ue5, < 95 >pey, < dy >pec), ¥ D = (D, < 52 >c5
, < g? > gey, < d? >,ec) dos estructuras para un lenguaje £. € y ® son
isomorfas (€ = ®) siy sélo si existe una funcién biyectiva f : C' — D
que satisface las siguientes tres propiedades:

(1) Para cada simbolo relacional S, de L, si n es la aridad de S,,, entonces
para cada (cy,...,c,) € C"

SE(cr, .-y en) & S2(fler), -, Flen)).

(2) Para cada simbolo funcional gg de L, si n es la aridad de gs, entonces
para cada (ci,...,c,) € C™ :

flggler, . en)) = g5 (fler), ..., flen))-
(3) Para cada simbolo constante d,, de £ se tiene que:
f(df) = df.

¢ Cudndo una estructura es subestructura de otra estructura ?



Sean € y ® dos estructuras para un lenguaje £. Se dice que € es una
subestructura de ® si y sélo si:

(H)Cc <D

(2) Para cada simbolo relacional n-ario S de L,

S¢=82nCn.

(3) Para cada simbolo funcional n-ario g de L,

ge=g" 10"
(4) Para cada simbolo constante d de L se tiene que:

d® = >,

3.3 Formalizacion de un lenguaje

Sea L un lenguaje. Para formalizar a £ se usan un conjunto de simbolos
logicos, los cuales se listan a continuacion:

(i) Conectivas: -, A, V, —, <« (negacién, conjuncién, disyuncion,
condicional y bicondicional, respectivamente).

(ii) Cuantificadores: 3, V ( existencial y universal, respectivamente).

(iii) Stmbolo de identidad: = (un simbolo relacional binario).

(iv) Variables: vg, v1,v2, V3, Vs, ..., Uk, ... (k€ Np).

(v) Paréntesis: ),( (paréntesis derecho y paréntesis izquierdo, respecti-
vamente).

(vi) La coma: ,

El conjunto de las variables se denotara por VAR.

A continuacién se presentaran una lista de definiciones que tienen la fi-
nalidad de indicar como usar los simbolos 16gicos y los simbolos de £ para
construir términos y formulas del lenguaje £, términos y féormulas que van a
permitir hablar de las estructuras para L:

Se empieza definiendo Término del lenguaje £, utilizando induccion:

Definicién 3.3.1. (i) Toda variable y todo simbolo constantes es un término.
(ii) Si g es un simbolo funcional n-ario yti, ..., t, son términos, entonces
g(ty, ..., t,) es un término.
(7ii) Una sucesion de simbolos es un término solo si se obtiene aplicando
una cantidad finita de veces las cldusulas (1) y (ii).



El conjunto de los términos de £ se denotara por 7.
Ahora se define férmula atémica de L, las férmulas maés simples del
lenguaje L:

Definicién 3.3.2. (i) Si t; y to son términos, entonces t1 = to es una
formula atomica.

(ii) Si S es un simbolo relacional n-ario y ty,...,t, son términos, en-
tonces S(ty,...,t,) es una formula atomica.

Con el concepto de formula atémica se procede ahora a definir lo que es
una formula (formula bien formada) de L, dicha definicién se hace usando
induccién:

Definicién 3.3.3. (i) Toda formula atémica es una formula.

(ii) Si ¢ y x son formulas, entonces (=), (¢ V x), (¢ Ax),(¢ — x) v
(¢ <> x) son formulas.

(iii) Si v es una variable y ¢ es una formula, entonces (Vx)¢ y (3x)p son
formulas.

(iv) Una sucesion de simbolos es una formula solo si se obtiene usando
una cantidad finita de veces las clausulas (i), (i) y (iii).

Por simplicidad, cuando no exista ambiguedad se eliminaran los paréntesis
externos de las férmulas y de los cuantificadores, es decir, escribird —¢ en
lugar de (—¢) y Vz¢ en lugar de (Vx)¢, por ejemplo. El conjunto de las
formulas de £ se denotara por Fp.

Como se ha podido apreciar las definiciones de término y de férmula
se hicieron inductivamente, por eso cuando se vaya a probar que alguna
propiedad vale para todos los términos o para todas férmulas conviene usar
induccién basada en dicha construccién. Esto aplica igualmente para el caso
de hacer definiciones para todos los términos o para todas las férmulas. En
este mismo orden de ideas es importante resaltar también que toda férmula
tiene un nimero natural asociado, su rango, el cual se define como su nimero
de conectivas y cuantificadores. También a cada término se le puede asociar
un Unico nimero natural, su longitud, su nimero de ocurrencias de simbolos.
Esto trae como consecuencia interesante que se pueda aplicar induccion sobre
esta longitud o sobre este rango (El Principio de inducciéon matematica en
N) con la finalidad de probar propiedades para todos los términos o para
todas las férmulas, y también con la finalidad de hacer definiciones relativas
a todos los términos o a todas las formulas.



Se dice que una ocurrencia de una variable en una férmula es libre si esta
ocurrencia no esta bajo el alcance de algin cuantificador. Y dicha ocurrencia
es ligada en caso contrario: Si ella esta bajo el alcance de algun cuantificador.
Seguin esta definicién es evidente que una variable puede tener ocurrencias
libres y ocurrencias ligadas en una férmula. Una definicién inductiva de
estas nociones puede encontrarse en [D1]. Con los dos conceptos anteriores
se define cuando una variable estd libre en una férmula: Una variable esta
libre en una formula si ella tiene al menos una ocurrencia libre en dicha
férmula. En caso contrario se dice que dicha variable no esta libre en la
formula. Dada una férmula ¢ se escribe ¢(yi, ..., y,) para indicar que las
variables libres de ¢ estan entre v, ..., yp-

3.4 Satisfaccién y Verdad en una estructura

Se sabe que los términos del lenguaje denotan objetos en una estructura y
que las formulas afirman hechos relativos a estos objetos en dicha estructura,
en esta subsubseccion se definiran rigurosamente estas nociones. Después se
definird (entre otros conceptos) cudndo una férmula es verdadera y cuando
es falsa en una estructura.

Definicién 3.4.1. Sea € una estructura para L ys: VAR — C. Se define
el valor de un término de L en &€ sequn s inductivamente en la complejidad
del término. Dado un término t se denotard este valor por te[s] y se omi-
tird mencionar la estructura € en los casos donde no exista posibilidad de
ambiguedad.

(i) Si t es la variable v, tels] = s(v).

(i) Si t es el simbolo constante c, te[s] = c®.

(iii) Si ty,...,t, son términos, g es un simbolo funcional n-ario y t =
g(t1, ... t,), entonces te[s] = g% (t1els], - - -\ tnels])-

Informalmente, el valor de t en € segtin s, es el elemento de C' denotado
por t cuando asignamos a la variables de t valores segin s.

De lo anterior se desprende que si s y s’ coinciden en las variables que
aparecen en el término ¢, entonces te[s] = te[s'].

Sea € una estructura para L, s : VAR — C'y ¢ una formula de L. Se
procede a definir lo que significa que s satisface a ¢ en €, lo que se denota
por € = ¢[s]. El siginificado intuitivo de € |= ¢[s] es que el resultado de
sustituir en ¢ las variables libres por sus valores segin s, es una afirmacion
verdadera en €.

10



La definicién se hace aplicando induccién en la construccion de las formula
0.

Definicién 3.4.2. (Caso base)

(1) St ¢ es una formulas atomica, es decir, p =t; =ty 0 p = S(t1,...,tn),
entonces:

(]]) (3 |: 1 = tQ[S] < tle[s] = tge[s].

(1.2) € S(t,...,tn)[s] &= S(tiels], -, tnels])-

(Caso inductivo)

(2) Sig=-x o ¢=x—0 0 ¢=xANod ¢=xVo o
¢ = x < o, donde x y o son formulas para las cuales se ha definido lo que
se quiere, entonces:

(2.1) €k (mx)[s] <= € = x|s].

(2.2) €= (x — o)[s] <= €}~ x[s] 0 € |=0]s].

(2.5) € (x Ao)ls] <= € = x[s] y € E o]
(2.4) € (xVo)ls] <= € = x[s] 0 € k= o]s].
(2.5) € b (x = 0)ls] <= {€ | x[s] y € |= als]} o {€ I x[s] y €

ols]}.
(2.6) € = (Vv)x)[s] <= € = x[¢] para toda s : VAR — C que
difiere de s a lo sumo en la variable v.

(2.7) € = ((Fv)x)[s]| <= € = x|s'] para alguna s’ : VAR — C que
difiere de s a lo sumo en la variable v.

Definicién 3.4.3. Sea € una estructura para £ y ¢ una formula de L.

(1) ¢ es verdad en € si y sélo si € |= p[s|, para toda s : VAR — C.
Esto también se expresa diciendo que € es un modelo de ¢ y se denota por
¢ E 9.

(2) ¢ es falsa en € siy solo si € = ¢|s|, para toda s : VAR — C.

(8) Si T es un conjunto de formulas, se dice que € es un modelo de I' si
toda formula ¢ € I' es verdad en €.

Es importante resaltar que si ¢ es una formula con variables libres vy, . . ., Vi,
entonces el que s : VAR — C satisfaga a ¢ en € sélo depende de los valores
de s en las variables v;, ..., vi,. Si a1 = $(viy),...,am = $(vyy,), entonces
se escribird € |= ¢lay, ..., ay) en vez de € |= ¢[s].

3.5 Validez, Consecuencia légica

Definicién 3.5.1. (1) ¢ es logicamente vdlida si es verdad en toda estructura
(interpretacion,).
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(2) ¢ es satisfacible si existe una estructura € y una s : VAR — C tal

que € = ¢|s].
(8) ¢ es contradictoria si —¢ es l6gicamente vdlida, es decir, si ¢ es falsa
en toda estructura.

3.6 Otras relaciones entre estructuras: Inmersion ele-
mental y Submodelo elemental

Inmersion elemental:

Sean € = (C, < S¥ >.e5, < 9§ >pey, < dy >uec), ¥ D = (D, < S? >ucs
, < g? > By, < d“% >,ec) dos estructuras para un lenguaje £. Se dice que
una funcion f : C' — D es una inmersion elemental de € en ® si y sélo si
f es inyectiva y satisface las siguientes cuatro propiedades:

(1) Para cada simbolo relacional S, de L, si n es la aridad de S,,, entonces
para cada (cy,...,c,) € C™

SE(cr, .oy en) & S2(fler), -, Flen)).

(2) Para cada simbolo funcional gg de L, si n es la aridad de gs, entonces
para cada (ci,...,c,) € C™ :

f(gg(cla s ,Cn)) = g?(f(cl)> e .f(cn))

(3) Para cada simbolo constante d,, de £ se tiene que:

f(df) = df?.
(4) Para cada férmula ¢(zq,...,x,) de L y para cada (cq,...,c,) € C™

C = Pler,...,cnl D E[f(cr),. .., flen)]

Se dice que € esta inmersa elementalmente en ® si existe una inmersion
elemental de € en . En otras palabras, esto significa que ® contiene una
subestructura § que es isormorfa a €. La estructura de los racionales con su
orden usual (Q, <) estd inmersa elementalmente en (R, <).

Submodelo elemental:

Sea 20 una subestructura de 2. Se dice que 26 es una subestructura
elemental o un submodelo elemental de 2B, y se denota,

A< B,
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si para cualquier férmula ¢(x1,...,x,) y para cada (ay,...,a,) € A™

2‘|:S0[a17--->an] ﬁ% |: (p[al,...,an].

Dos estructuras 2 y B se dice que son elementalmente equivalentes si
ellas satisfacen las mismas sentencias.

Un resultado clave en la construccion de submodelos elementales es el
siguiente: Un subconjunto A C B forma un submodelo elemental de 8B si y
sélo si para cualquier férmula p(u, z1, ..., z,), y para cualquier ay, ..., a, €
A

Y

dbe BB E b, a,...,a,) = e AB E= p(b,ay,...,a,). (M)

Una funcién h : B" — B es una funcion de Skolem para ¢ si:

b€ BB = o(b,by,....by) = B = o(h(bi,....by),b1,....by),

para cualquier by,...,b, € B. Usando el Axioma de eleccién, se puede
construir una funcién de Skolem para cualquier . Si un subconjunto A C B
es cerrado bajo las funciones de Skolem de todas las formulas del lenguaje,
entonces A satisface (#), y por lo tanto forma un submodelo elemental de

B [J).

4 Ultraproductos, el Teorema Fundamental
de Ultraproductos y el Teorema de Com-
pacidad

Construccién de la estructura (el modelo) llamado Ultraproductos usando
ultrafiltros siguiendo a [Ch-K]|, [Me] y [J]:

Supongamos que I es un subconjunto no vacio, D es un filtro sobre I y
que para cada ¢ € I, A; es un subconjunto no vacio. Entonces se considera
el producto cartesiano de los conjuntos A;, es decir:

C:HAi:{f:f:I—NJA/\‘V’Z'EI(f(z')EAi)}

il
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Ahora se define una relaciéon de equivalencia ~ en Hie ; A; de la siguiente
manera;

frge—diel: f(i)=yg(i)} €D
Se cumple que la relacion ~ es reflexiva, simétrica y transitiva, por lo
tanto ~ es una relacion de equivalencia. Entonces se considera el conjunto

cociente de [[..; A; determinado por ~ (llamado producto reducido de los A;
modulo D):

il

T4/~ =1{1): 1 € [[ A}
iel icl
Se denotara al conjunto cociente [ [,.; A;/~ por [, A; y la clase de equi-
valencia [f] se denotard por fp (Vf € [];c; 4i). Cuando D es un ultrafiltro
[1p Ai es llamado un Ultraproducto. Y en el caso de que todos los conjuntos
A; esan iguales, digamos, A; = A (Vi € I),][, A es llamado la Ultrapotencia
de A modulo D.
Ahora se definira el producto reducido de modelos para un lenguaje L fijo:
Sea I un conjunto no vacio, D un filtro sobre I y para cada i € I sea
2A; una estructura para un lenguaje £. Supongamos que para cada simbolo
relacional P de L la interpretacién de P en A; es R;, los simbolos de funcién F
son interpretados en 2(; por G; y los simbolos constantes ¢ son interpretados
en 2A; por a;.
El producto reducido [ [, 24; es una estructura para £ definida de la sigui-
ente manera:
(i) El universo de [, 24 es [[, 4.
(ii) Sea P un simbolo de relacién n-drio de £. La interpretacién de P en
[Ip2A; es la relacién n-aria S definida de la siguiente manera:

S(fhy ..., fp)e—{iel:R(f'(i),...,f"(i)}y e D

(iii) Sea F' un simbolo de funcién n-drio de L. Entonces F es interpretado
en [ [, 2A; por la funcién n-dria H definida de la siguiente manera:

H(fp,--, fb) = (Gi(f' (). f"(@) ri € I)p
(iv) Sea ¢ una constanta de £. Entonces la interpretacién de c en [[, 2;
esun b € [[,A; que se define como sigue:

14



b:(ai:z'EDD

Se cumple que las definiciones realizadas anteriormente de S(f}, ..., f3)
v H(fh, ..., f?) dependen solamente de las clases de equivalencia y no de
sus representantes f1, ..., f*. Es decir, f! ~g',..., f* ~ ¢g", entonces:

{icl:R(f'G),....,f"(i)Ye D« {iel:Rig"(i),...,qg"())} €D

(Gi(f1 (@), fP() i€ 1) = (Gi(g' (i), ..., g"(0) : i € I) .
Ahora de enunciard y demostrara el Teorema Fundamental de Ultrapro-

ductos (Lo$-1955):

Teorema 4.1 (Teorema Fundamental de Ultraproductos (Los)). Sea
B el ultraproducto [[, 2, donde I es el conjunto de indices de los ;.
Entonces:

(i) Para cada término t(z1,...,x,) de L y elementos f},..., [r € B =
[1p Ai se tiene que:

t%[féw"?fg] = <tmz[f1(z)>7fn(z)] S I>D
(i1) Dada una férmula p(z1,...,x,) de Ly fh, ..., [ € B se tiene que:

B =olfp,.. . fploliel A Eolf(),.... f"()]} €D
(#ii) Para cada sentencia ¢ de L se tiene que:

BEpolicl :A;=pteD

(Inuitivamente (ii1) afirma que ¢ es verdadera en el ultraproducto B =
[Ip A sty solo si ¢ es verdadera en “casi todos” los factores U; de B)

Demostracién: Es claro que la clausula (iii) se deduce inmediatamente
a partir de la cldusula (ii). Entonces se probaran sélo las clausulas (i) y (ii),
y esto se realizara utilizando induccion en la longitud de los términos y en el
rango de las formulas.
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(i) Sea el conjunto E = {m € N : Yu € Tz(longitud(u) = m = Q(u)},
donde @ es la propiedad descrita en (7). Se probard que £ = N\ {0} por
induccién.

Caso Base: Se probard que 1 € E. Sea t un término tal que longitud(t) =
1. Se debe probar que Q(t) es cierta. ¢ es una constante o una variable:

Caso 1: t es una constante c:

twfhs .- [l = (a; i € I),. Por la definicién de B y definicién 3.4.1
sobre el valor de un término en una estructura segiin una asignacién. Esto
es lo que se queria probar.

Caso 2: t es una variable z; tal que j € {1,2,...,n}:

tslfh, -, 5] = fh = {(f() :i € I)p. Por la definicién 3.4.1 .Esto es lo
que se queria probar.

Caso inductivo: Sea m € N tal que m > 1 y supdngase que para cada
k € N(si k < m entonces k € E). Se debe probar que m € E. Sea t un
término tal que longitud(t) = m. Se debe probar que Q(t) es cierta. ¢ de
longitud m tiene la forma siguiente:

tzxy,...,zn) = F(ti(z1,. .., 20), o to(Tr, ..o )

Por la definicién 3.4.1 se tiene que:

talfp, ... fpl = H(tiwfp. -, fBl - tassfps - fD))

Por la Hipdtesis Inductiva se tiene que para cada k, 1 < k < n, se cumple
que:

tim[fpy - fB] = (e [F1(0), -, f1(@)] i € 1)
Para cada k, 1 < k < n, se denota (tpe,[f'(i),..., ["(i)] : i € I), por gf

¥ a (b [F1(0)s. o 1] 27 € 1) por g
Aplicando la cldusula (iii) de la definicién del ultraproducto B se tiene
que:

H(gp,---.9p) = (Gi(g'(0), ..., g" (1)) i € I)

Por otro lado, aplicando la definicién 3.4.1 se tiene que:

tg[i[fl(’é), ey fn(z)] = Gi(tlmi[fl(i)> ey fn(z)]> s >tn2li[f1(i)> H) fn(z)])

Entonces combinando todo el desarrollo anterior se concluye que:
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tss[fp. - fpl = H(gp.--.gp) = (ta[f1 (D). f"(D)] i € I)p

Lo que se queria probar. Por lo tanto £ = N\ {0}. Ha terminado la
prueba de la cldusula (i) del Teorema.

(ii) Sea el conjunto Z = {m € N : V§ € Fr(rango(d) = m = K(J)},
donde K es la propiedad descrita en (ii). Se probard que Z = N por in-
duccion.

Caso base: Se debe probar que 0 € Z. Sea una férmula ¢ tal que
rango(p) = 0. Se debe probar que K (¢) es cierta. ¢ es una férmula atémica
de alguna de estas dos formas: (1) P(t1,...,t,) 0 (2) t1 = to.

Caso 1: ¢ = P(t1,...,tn).

B Pty t)lfD ... 1] o

(por definicion de satisfacibilidad en una estructura y definicién del ultrapro-
ducto)

Stisslfps - [l tasslfp. -, fB]) <
(por la clausula (i))
S((trgg [f1G)y ooy fr@] i € D)y ooy (g [F1(0), o, fHG)] i € 1))

(Procediendo como en la prueba de la cldusula (i): Paracada k, 1 < k <n, se

denota (tyay [F (i), ., "(3)] -1 € I)y por gl y & (taay [ (0), -, /(D] 17 € I)
por gF. Con esta definicién y la definicién de ultraproducto)

S(gps---r9p) = {i € I Ri(g'(i),...,g" (i)} € D

J

L

Se quiere probar que:

B = Pty ) [fp, - [ =
fiel: A P(tl,...,tn)[fl(z'),...,f"(z')]};e D

&
Y esto se cumple porque los conjuntos #, & y A son iguales.

J

ii S I: Ri(tlmi[fl(i)a . >.fn(z)]> e >tn2li[f1(i)> . >.fn(z)])} S D
A
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Fin de la prueba del Caso 1.
Caso 2: ¢ =t] =ts.

D |:t15t2[fé>7fg](_)

(por definicién de satisfacibilidad en una estructura)

tl%[fé>7.fg] = t2%[.fé>7.fg]) A

(por la clausula (i))
(g [f1 (@), M) i € 1)y = (tag[f1(0), ..., f2(0)] :i € I) ), &

(Procediendo como en el caso anterior y en la prueba de la clausula (i): Para
cada k, 1 < k < 2, se denota (tpe,[f'(i),..., ["(¢)]:i€I), por gf v a
(oo, [f1 (i), ..., f(@)] 1 i € I) por g*. Y por la definicién de la relacién de
equivalencia ~ con que se definié el ultraproducto)
12 : Al 20
gp=9p—{i€l:(g(i)=g7(i))}eD

J

L

Se quiere probar que:

B |:t1 Et2[fé>7fg] =
fielAEHL= tg[fl(z'),...,f"(z')]};e D

)

Y esto se cumple porque los conjuntos #, & y A son iguales.

fieTtig [f1(0), . [ ()] = tog,[f1(0),.... ["()]} € D

A

Fin de la demostracién del Caso 2.

Caso inductivo: Sea m € N tal que m > 0, y supéngase que para todo
k € N(si k < mentonces k € Z). Se debe probar que m € Z. Sea una férmula
v tal que rango(p) = m. Se debe probar que K (¢)es cierta. Es suficiente con
considerar a ¢ con las siguiente tres formas, pues toda féormula se puede re-
expresar de esa manera: (1) ¢ = =x(z1,...,%,), (2) o = (xAo)(T1, ..., %)
y (3) ¢ = (Fv)x(v, 1,22, ..., Tp).

Caso 1: ¢ = =x(z1,...,%,).
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B =xfp-- fol &
(Definicién de satisfacibilidad)

no‘HB |: X[féaafg] «

(Hipétesis Inductiva)

el E=XfGE),....ffO} gD«

(D es ultrafiltro)

{iel:noA; |=x[f'G),...,f (1))} €D

(Definicién de satisfacibilidad)
{iel A E=-x[f),..., ()]} e D.

Caso 2: ¢ = (X ANo)(z1,...,xn).

B = (xANo)fp.---. fpl <
(Definicién de satisfacibilidad)

B = xlfp, - [DIANBEolfp... b <

(Hip6tesis Inductiva)

el W= x[f@),..., Q) e DA

{iel A Eolf'G),...,f"(0)]} €D

(D es filtro)

{iel 2 =X(f10),.... f@)}n

Gel:N=olfi@),..., "))} eD e

(interseccion y satisfacibilidad)

fiel A= (xAo)fG),...,f"()]}yeD

Caso 3: ¢ = (Fv)x(v,x1, T2, ..., Ty).
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B = (Jo)x[fp, .- fp] <
(satisfacibilidad)

Existe fp € Btal que B = x[fp, fb,---, []] <

(Hip6tesis Inductiva)

(*) Existe fp € Btal que {1 € I : 2A; |= X[fD(i),fl(i)> L f"@))eD

Como ocurre que si ; = x[fp(), f1(i),..., f*(i)], entonces
2; = (Jv)x[f1(), ..., f*(@)], (*) implica que:

() {i € I :U; |= Bo)x[f'(),..., ()]} € D

Para probar que (*) es equivalente a (**) falta probar que (**) implica
a (*). Si (**) ocurre se usa el Axioma de eleccién para definir una funcién
f €Il Ai tal que (*) ocurra. Por lo tanto (*) y (**) son equivalentes. En
consecuencia Z = N, lo que se queria probar. La prueba de la clausula (ii)
del Teorema ha terminado, y la prueba de Teorema también. [

Algunos colorarios (clasicos) del Teorema Fundamental de Ultraproductos
son los siguientes:

Corolario 4.2. Sea 2 una estructura para un lenguaje L y sea [[, A una
ultrapotencia de 2A. Entonces A =[], 2.

Para enunciar el segundo corolario se requiere de una difiniciéon previa:
Sea I un conjunto no vacio, D un filtro sobre I y 2 una estructura para
un lenguaje £. La inmersion natural de 2 dentro de [[, 24 es la funcién
d: A — [, A definda com sigue: Va € A(d(a) = (a : i € I))p. El rango
de d es denotado por d(A) y la restriccion de [[, 2 a d(A) es donotada por
d(A).

Corolario 4.3. Sea 20 una estructura para un lenguaje L y D un ultrafiltro.
Entonces la inmersion natural de 2 dentro de la ultrapotencia [[, A es una
inmersion elemental.
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Demostracion: La funcion d es inyectiva y se puede chequear facilmente
que d cumple con las cldusulas (1), (2) y (3) de la definicién de inmersién
elemental. La prueba de la cldusula (4) se hace usando el Teorema Fun-
damental de Ultraproductos de la siguiente manera: Sea ¥(z1,...,z,) una
formula de £y aq,...,a, € A. Entonces:

[T 2t E vlda), ..., d(a,)] <

(Cléusula (ii) del Teorema Fundamental de Ultraproductos)
{iel - AE=Yar,...,a,)} €D«

(saisfacibilidad)
A |: w[al, .. .,an]. ]

Vale la pena resaltar que el corolario anterior (4.3) muestra que la in-
mersién natural d es un isomorfismo de 2 sobre d(21) y que d(2A) es un
submodelo elemental de la ultrapotencia [, [Ch-K].

Corolario 4.4 (Teorema de Compacidad). Sea I' un conjunto de senten-
cias de un lenguaje L, sea I = S,(I") el conjunto de todos los subconjuntos
finitos de ', y parat € I, sea24; un modelo de i. Entonces existe un ultrafiltro
D sobre I tal que el ultraproducto [, i es un modelo de T,

Demostracién: Para cada v € T', se define 4 = {i € [ : v € i}. El
conjunto K = {§ : v € I'} C P(I) tiene la propiedad de interseccién finita
ya que para todo Ay, ...,%, € K se cumple que { 71,...,7%} €5 N...NAy.
Entonces se considera el filtro K* sobre I generado por K que proporciona
el Teorema 2.2 (K C K*). Por el Teorema del ultrafiltro (2.4) K* se puede
extender a un ultrafiltro sobre I, sea D dicho ultrafiltro (K C K* C D). Si
i € 4, entonces v € i y 2; = 7. En consecuencia:

VyeT(h Cliel A},

y como ¥ € D, entonces {i € [ : A; =~} € D, porque D es filtro. Por
lo tanto, por el Teorema Fundamental de Ultraproductos (clausula (iii)) se
tiene que,

vyeT(J][2 E),
D
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es decir, [ [, 2 es un modelo de I'. Lo que se queria demostrar. [J.

Breve comentario adicional sobre compacidad, ultraproductos, grandes
cardinales y modelos no estindar:

(1) Un ejemplo de aplicacién del método de ultraproductos en la Teoria de
conjuntos es con cardinales medibles, con dicho método se puede demostrar
que: Si « es un cardinal medible, entonces « es un cardinal inaccesible y
ademas « es el a-ésimo cardinal inaccesible, es decir, existen « cardinales
inaccesibles menores que «. Esto siginifica (entre otros) que la hipdtesis
conjuntista “Existen cardinales medibles” es mas fuerte que a hipdtesis “exis-
ten cardinales inaccesibles”. Es conocido que la existencia de cardinales
inaccesibles no se puede demostrar de los axiomas estandar de la Teoria de
conjuntos, por el Segundo Teorema de incompletitud de Godel(1931) [Ch-
K], [D3], [D4], [K], [J]. A continuacién se presenta la definicién de “cardinal
inaccesible” y también la de “cardinal medible”:

Sea « un ordinal limite.Decimos que 8 < « es cofinal con « si existe una
funcién creciente f :  — « tal que para todo £ < «, existe un § < (8
tal f(9) > & (es decir, la imagen de f es no acotada en «). Dado «, la
cofinalidad de «a, cof(a), es el menor ordinal cofinal con . Con respecto
a la cofinalidad se cumple lo siguiente: cof(a) es el menor cardinal [ tal
que existe una particién de o en [ pedazos cada uno de los cuales tiene
cardinalidad estrictamente menor que . Un cardinal infinito s es reqular
si es igual a su cofinalidad. Decimos que es singular en caso contrario. Un
cardinal k es un cardinal limite fuerte si para todo cardinal 6 < k se tiene
que 2? < k. Un cardinal k > X es inaccesible si es regular y limite fuerte.

Sea o un cadinal infinito. Un filtro D sobre I se llama a-completo si y
sélosi: X C Dy | X |< «implica (X € D. Un cardinal a se dice que es
medible si y solo si existe un ultrafiltro no principal y a-completo sobre «.

(2) La propiedad de compacidad para lenguajes infinitarios permite carac-
terizar los cardinales inaccesibles que satisfacen la relacién combinatoria k —
k3. Explicacién:

(2.1) Los lenguajes infinitarios L, [D2], [E-F-T]: Dados dos cardinales 6
y 0, sea Lys el lenguaje que se obtiene anadiendo dos nuevas operaciones a
las reglas de construccion de férmulas de los lenguajes de primer orden vistos
al inicio de este articulo (Definicién 3.3.3):

(i) Conjunciones (y disyunciones) infinitas de cardinalidad menor que 6.

22



(ii) Cuantificacion infinita para bloques de variables de cardinalidad menor
que o

(2.2) Un cardinal k > w es débilmente compacto si para todo conjunto I" de
sentencias de L, tal que | I' |[< k ocurre lo siguiente: Si cada subconjunto
de I' de cardinalidad menor que x tiene un modelo, entonces I' tiene un
modelo. Notar que el Teorema de compacidad demostrado anteriormente
para Ly, implica que Ry es débilmente compacto, es decir, la definicién de
cardinal débilmente compacto es una generalizacion de una propiedad de ¥,
para cardinales no numerables.

(2.3) La relacién combinatoria x — k3 significa que para toda particién
en dos clases del conjunto de subconjuntos de dos elementos de k existe un
subconjunto H C k cuyos subconjuntos de dos elementos estan todos en el
misma clase y H tiene cardinal x. Esta definicién se puede re-expresar de
la siguiente manera teniendo presente que [A]> = {{z,y} : v € ANy € A}
y que F"[A] = {F(x) : x € A}. Entonces k — k3 significa que para toda
funcién F : [k]? — {0, 1} existe un subconjunto H C « tal que | H |= Kk y
existe un ¢ € {0,1} tal que F"'[H)* = {i}.

(2.4) Se cumple el siguiente Teorema: Si k es inaccesible, entonces k es
débilemte compacto si y sélo si k — k3. [D2].

(3) Una de las consecuencias matematicas del Teorema de compacidad
es que con el mismo se pueden construir modelos no estdndar para la Arit-
mética en primer orden, es decir, modelos donde valen las mismas sentencias
(de primer orden) que en el sistema estandar de los naturales, pero que no son
isomorfos al mismo . También con dicho teorema se demuestra que existen
importantes clases de estructuras matematicas que no se pueden definir en
primer orden,es decir, la Légica de primer orden tiene limitaciones expresi-
vas [Ma], [E-F-T], [N-S]. Esto también ocurre con el Teorema de Lowenheim
-Skolem-Tarski hacia bajo (Cualquier teoria consistente T en un lenguaje L
tiene un modelo de cardinalidad a lo sumo el cardinalidad de L) y con el Teo-
rema Teorema de Lowenheim -Skolem-Tarski hacia arriba (Si una teoria T
en un lenguaje L tiene modelos infinitos, entonces tiene modelos de cualquier
cardinalidad mayor o igual que el cardinal de L), es decir, como consecuen-
cia de dichos teoremas con la Loégica de primer orden no se pueden definir
importantes estructuras matematicas y clases de estructuras matematicas,
como por ejemplo el Sistema de los niimeros reales, pues se pueden contruir
modelos no estandar para la teoria de los reales en primer orden (de estos
resultados surgié el Andlisis no estandar, por ejemplo) [Mal, [E-F-T]. Es
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decir, la Logica de primer orden tiene limitaciones expresivas como conse-
cuencia de los Teoremas de Compacidad y Lowenheim -Skolem, y entonces
surge una interrogante ; las logicas de mayor capacidad expresiva que la
Légica de primer orden que se han construido (Légicas infinitarias, Légicas
con cuantificadores generalizados, Légica de segundo orden, etc) satisfacen
ambas propiedades? la respuesta es que NO, ellas no satisfacen alguna de
dichas propiedades (0 ambas), tal resultado lo demostro Lindstrom (en 1969):
Toda logica de mayor capacicad expresiva que Logica de primer orden pierde

alguna (o ambas) propiedades, una demotracién de tal teorema puede encon-
trare en [E-F-T] o [Ch-K].
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