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Il volume raccoglie gli atti della XIlIl Scuola Eg# di Filosofia della Fisica,
tenutasi a Cesena dal 13 al 18 settembre 2010rtAkepdal 1998, il Centro
Interuniversitario di ricerca in Filosofia e Fondami della Fisica (Urbino,
Bologna, Salento e Insubria) organizza annualmante scuola estiva in
collaborazione con la Societa Italiana di Logic&iesofia delle Scienze
(SILFS) e il Comune di Cesena. La scuola, diven@imai punto di
riferimento annuale per studenti, insegnanti e ietiddi varie discipline,
affronta ogni anno un tema differente invitando aggiori esperti italiani
sullargomento. Dedicata a “Complessita e Riduzmom”, I'edizione del
2010 si e avvalsa anche della collaborazione d&dlaola di Dottorato in
Antropologia ed Epistemologia della Complessital’'dalversita degli
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Studi di Bergamo che, dal 2002, promuove in Itaianel mondo la
formazione e il perfezionamento di ricercatori e8prella complessita
storica, filosofica e antropologica delle scienaéunali e umane.
Come mostrano i contributi qui raccolti, durantdavori della scuola,
complessita e riduzionismo sono stati affrontati wdatori a partire da
prospettive diverse e sotto differenti punti dit&is

Gian-Italo Bischi, dopo aver brevemente delinelostoria della
progressiva matematizzazione dell’economia, si Eceotrato soprattutto
sull'utilizzo di modelli dinamici non lineari. Swippati inizialmente in
ambito fisico e basati su equazioni di evoluzida&,modelli deterministici
vengono utilizzati per prevedere — ed eventualmeotatrollare —
I'evoluzione temporale di sistemi reali. SecondsdBi, la scoperta che
modelli dinamici non lineari (tipici dei sistemi dali che presentano
continue interazioni e meccanismi di feed-back) spas esibire
comportamenti di caos deterministico, caratterizzealla proprieta di
amplificare in modo difficilmente prevedibile perbazioni arbitrariamente
piccole, ha suscitato un certo imbarazzo e neleropb creato nuove
possibilitda. Imbarazzo perché la presenza di casteriohinistico rende
insostenibile I'ipotesi dellagente economico ramte, ovvero capace di
prevedere correttamente; ma apre anche nuove pibgsilpoiché tale
scoperta mostra che quei sistemi economici e s$ocalatterizzati da
fluttuazioni in apparenza casuali potrebbero intaeassere governati da
leggi del moto deterministiche (anche se non lifear

Se Bischi ha affrontato il tema della complesasitambito economico,
Salvo D’Agostino ha invece introdotto e approfoadit problema dei
successi e dei fallimenti dell’'assiomatizzazioneampo fisico. Uno degli
aspetti piu dibattuti della complessita sul versasttientifico e filosofico e
infatti quello della supposta rinuncia a una gelerazione dei
procedimenti assiomatico-deduttivi come metodo pmaedella ricerca
scientifica. A partire dalla considerazione chefitdca pre-relativistica e
spesso stata considerata fondata prevalentemdnigosio di tale metodo,
D’Agostino ha evidenziato la presenza di una poseiantagonista presente
gia in Newton e ripresa successivamente da Ampé&texavell. Alternativa
al metodo assiomatico-deduttivo, tale prospettiviosda sul ricorso alla
cosiddetta deduzione dai fenomeni. Una variazionk tema, €& stata
individuata da D’Agostino anche nel contributo dnd&fein in cui alla
celebrazione del metodo assiomatico-deduttivo sitrappone una lode
dell'osservazione dei fenomeni e della riflessionggli esperimenti: e
proprio ponendo il problema di una scelta o coazibne fra le due che
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Einstein avrebbe, secondo D’Agostino, il meritoadier aperto la via al
pensiero scientifico moderno.

Sempre in ambito fisico, Arcangelo Rossi ha traogida un punto di
vista storico, il passaggio dai modelli riduziorasthe hanno caratterizzato
lo studio delle realta fisica nella scienza classall’emergere della
guestione della complessita nella scienza conteamgar. In particolare, a
partire dall’affermazione di Ernst Cassirer secondbla piena transizione
da un’accezione sostantiva ed esplicativa dei nliodeluna formale e
funzionale sarebbe rintracciabile gia alle origdella scienza moderna,
Rossi ha mostrato come la visione della naturaesherge dalla scienza
classica illuminista fosse comunque realista eziwhista. Benché alcuni
aspetti e alcune visioni non propriamente qualtiltacome riduzioniste e
meccaniciste siano gia presenti all’interno deti@isza classica, la tematica
della complessitd comincia a svilupparsi in fisiemlo alla fine
dell'Ottocento.

Sergio Chibarro, Lamberto Rondoni e Angelo Vulpiaanno affrontato
il ruolo del caos e I'emergenza di proprieta ctilet all'interno della
meccanica statistica. In particolare, hanno mastilasistenza di due
posizioni nettamente diverse: da una parte il puhteista “tradizionale”,
risalente a Boltzmann e parzialmente formalizzadtinchin, secondo cui
la meccanica statistica sarebbe caratterizzatarimopluogo dall’enorme
numero di gradi di liberta; dall'altro la scuola éaherna” cresciuta intorno a
Prigogine e ai suoi collaboratori, che consideraaibs come I'ingrediente
fondamentale. Anche attraverso alcune simulaziameriche, gli autori
hanno mostrato come anche all’interno della meceastatistica si faccia
avanti il problema della complessita e del ridudoro. Sebbene i risultati
di Khinchin non siano in grado di rispondere in madkfinitivo a tutti i
problemi sollevati dalla relazione fra termodiname meccanica statistica,
il numero estremamente grande di gradi di libehi& tale approccio prende
in considerazione permettéemergere nei sistemi macroscopici, di
proprieta del tutto assenti in sistemi piccoli.

Giorgio Turchetti ha introdotto il problema delsgaggio dai modelli
fisici ai sistemi complessi mostrando come i limithe il disegno
riduzionista incontra gia per i sistemi fisici ditgno decisamente piu forti
nel caso dei sistemi complessi. La grande diffexdna un sistema fisico e
un sistema complesso risiederebbe infatti, secdndohetti, nel fatto che il
primo, fissate le condizioni esterne, ha semprankxesime proprieta,
mentre il secondo cambia con il fluire del tempaerché la sua
organizzazione interna muta non solo al cambiar&atthri ambientali ma
anche con il succedersi delle generazioni. E ia tabspettiva che egli
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giunge a definire complessi non tanto i sistemattarizzati da proprieta
emergenti e da interazioni non lineari tra i looonponenti (definibili come
sistemi dinamici), ma piuttosto i sistemi viventigoelli di vita artificiale
che ne condividono le proprieta essenziali.

Il problema di complessita e riduzionismo in cantpologico & stato
poi affrontato in maniera diretta da Luciano BalaRoberto Serra. Il primo
ha mostrato come lo studio del comportamento dicandelle strutture
cellulari non possa essere descritto con suffieieatcuratezza né dalla
convenzionale dinamica dell’equilibrio né da modeilatici e richieda
quindi nuovi strumenti. In particolare, egli harafftato la necessita — per
una comprensione del comportamento dei sistemafaiici) complessi — di
un'adeguata conoscenza delle caratteristiche cheete topologiche delle
loro componenti. A differenza dello studio dei matismi molecolari,
I'analisi del comportamento dinamico delle strugteellulari non necessita
tanto di una profonda e dettagliata conoscenzaamportamento di ogni
singola molecola, ma piuttosto delle regole cheegaano il comportamento
globale e collettivo dei sistemi.

In consonanza con il contributo di Boi, Serra Ipgegato come la
scienza dei sistemi complessi abbia mostrato tesza di “leggi” in gran
parte indipendenti dalle specifiche caratteristidele entitd microscopiche
che tuttavia ne descrivono il comportamento edliazione. Se la ricerca di
proprieta generali ha ormai assunto una grandeariza in ambito fisico,
nelle scienze biologiche si trova ancora nei suomip stadi di vita.
Attraverso una serie di esempi, Serra ha mostr@ataoectale approccio, da
considerarsi non in opposizione alla biologia molae classica ma a essa
complementare, sembra pero portare anche in arioitmgico a importanti
e promettenti risultati. Emblematico in questo se@ger Serra il lavoro di
Kauffman che rivela come un sistema dinamico dii gé&e interagiscono
fra loro mostri delle proprieta di auto-organizzam che spiegano alcuni
aspetti della vita, fra cui I'esistenza di un numkmitato di tipi cellulari in
ogni organismo multicellulare.

Pierluigi Graziani ha affrontato invece il problendella complessita
computazionale in riferimento alla decidibilita ldefjeometria elementare di
Tarski. A partire soprattutto dai lavori di Fishdkabin e Meyers e in
confronto con il lavoro di Tarski, Graziani ha amahto come il problema
della decisione si trasformi nella determinaziongquénto tempo e spazio di
memoria impieghi un algoritmo di decisione per tewia a determinare se
un enunciato della teoria ne sia 0 meno un teoreimateoria della
complessita  computazionale, infattii, si assume chgano
computazionalmente intrattabili quei compiti chehredono risorse di
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tempo e spazio di memoria (le cosiddette risorsepedazionali) che

crescono esponenzialmente con la lunghezza deltine che siano

computazionalmente trattabili quelli che richiedarsmrse che crescono al
pit in modo polinomiale con la lunghezza dell'inplut tale prospettiva, la
complessita computazionale non concerne dunqueteuanrse richiede lo

svolgere un determinato compito, bensi quanto atanenle risorse

richieste al crescere delle dimensioni dei dati.

Claudio Calosi e Vincenzo Fano hanno mostrato cbpreblema della
complessita e del riduzionismo riguardi anche gp@to fra psicologia e
fisica. In particolare, hanno proposto qui un nuesperimento mentale che
hanno chiamato Shem-Shaun — dal nome dei due gemnatagonisti del
Finnegan’s Wakeli Joyce — e che solleva un problema per il Hisicw
minimale in filosofia della mente. Il fisicalismo imimale viene infatti
caratterizzato come quella tesi secondo cui le ret@Ep mentali
sopravvengono nomologicamente sulla proprieta Hesicuna forma di
riduzionismo per cui, stabilite le proprieta fisictlel mondo, quelle mentali
sarebbero necessariamente determinate. Gli aubstersgono che, o il
Fisicalismo minimale é incapace di dare un resarorideguato
dell’esperimento Shem-Shaun o ne deve dare unaespche € in forte
tensione con la nostra attuale immagine scientdalanondo.

Nel loro insieme, i lavori presentati testimoniatheo un lato la vivacita
degli studi epistemologici sulla complessita e 'dhtb I'importanza del
concetto di complessita per la filosofia della sze e, in particolare, della
fisica.



Elementare ma complessa:
la prospettiva della complessita computazionale
attraverso il caso studio della geometria di Tarski

Pierluigi Graziani
Universita degli Studi di Urbino Carlo Bo
pierluigi.graziani@uniurb.it

Sul finire degli anni venti dello scorso secoloi, soi corsi all’'Universita di
Varsavia, Alfred Tarski elaboro un sistema di assiper la geometria

elementare (lo indicheremo cdif.) che presento, con diverse semplifica-

vzioni ed aggiunte, nei lavofihe completeness of elementary algebra and
geometrydel 1940 (ma pubblicato solo nel 196A),decision method for
elementary algebra and geomettgl 1948 éVhat is elementary geometry?
del 1959.

Il sistema elaborato da Tarski &€ per molte ragiifierente da quello
hilbertiand e da altre assiomatizzazioni storicamente pres®Entaale
sistema, infatti, descrive un universo contenente punti e due relazioni
tra elementi primitivi: quella dessere trae quella diequidistanza Tale
scelta caratterizza una visione della geometrieuine linee e i piani sono
insiemi di punti e rende piu facile il confrontorcBapproccio algebrico in
cui tutte le figure sono appunto viste come luatjipunti, insiemi definibili
di punti (nel piano, insiemi di coppie di numefiuttavia, quella di Tarski e
un’assiomatizzazione per lgeometria elementareuclidea ovvero per
quella parte della geometria euclidea non basatzogioni insiemistiche e

! per un’analisi storica dell’assiomatizzazionekiansa si veda I'articolo di Alfred Tarski e
Steven Givant (1999).

2 Hilbert (2009).

% Vedi Graziani (2001).
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che puo essere sviluppata in un linguaggio in oni $i suppone — come nel
linguaggio della geometria hilbertiana — di poteragtificare sui numeri
naturali o su insiemi qualunque di pdnunque, tutte le variabik,y,z...
che occorrono in questa teoria sono assunte vaog@ elementi (punti) di
uninsieme fissatgspazio). Le costanti logiche della teoria soconnettivi
-,0,0,0,00, e lo speciale predicato binario =, mentre comeatdisnon
logiche o simboli primitivi della teoria abbiamopitedicato ternarigg usato
per denotare la relazione éssere traed il predicato quaternarie usato
per denotare la relazione dquidistanzalLeggeremo, dunque, la formula
B(xyz) comey giace tra x e gsenza escludere il caso in guioincide corx

0 2); e la formulad(x, y, z y comex é distante da y come z davale a dire

il segmentoxy & congruo al segmenta.

Diamo dunque gli assiomi del sistema tarskianmsierando per
semplicita, l'assiomatizzazione per la geometriamgntare del piano
presentata ittVhat is elementary geometry?

Al (Assioma di identita per la relazion®)

Oxy[ B(xy) O (x= Y]

A2 (Assioma di transitivita per la relazion®)

Oxyzd B( xy) OA( yzhD B( xyg

A3 (Assioma di connessione pg#h)

“In TGZE non possiamo avere enunciati del tipo “per ogtigpoo”, ma solo enunciati che
riguardano poligoni con un numero fissato di vertRer avere, infatti, enunciati del tipo
“per ogni poligono” si dovrebbe arricchire il lingggio diTGzE con nuove variabili X,Y,...
varianti su insiemfiniti di punti. Cid consentirebbe di avere simboli penatare figure
geometriche (insiemi di punti), classi di figureogeetriche etc. L’assioma di continuita,
che daremo tra breve, stabilisce I'esistenza sundirettar di un minimo confine superiore
per ogni insieme Xdefinibile non perinsiemi arbitrari, dove dire che X & definibile
significa che esiste una formula(x,y;,...,y,) ed individui b,....n, per cui in ogni

modello A, {a0|A|: AFa[ah,...j]} = X. Dai risultati di Tarski segue che in questa

teoria non sono definibili i numeri naturali, atbeénti, via Teorema di Godel, essa sarebbe
incompleta.

® E possibile estendere i risultati tarskiani pergkometria bidimensionale al caso di
geometrien dimensionali per un intero positivg modificando gli assiomi A1l e A12. Per
maggiori delucidazioni su tali argomenti si vedsaticolo di Tarski e Givant (1999).
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oxya B(Oo30B( xd0( % Y0 B (X

A4 (Assioma di riflessivita ped)

Oxy[ 3 (xyyX |

A5 (Assioma di identita ped)

Oxyz 3( xyz30( * Y]

A6 (Assioma di transitivita ped)

Oxyzuvw 3 ( xyzpOd( xyvpd o(  zuyw

A7 (Assioma di Pasch)

Otxyzudy B( xt) OB( yupO B( xWwaB( 2

A8 (Assioma di Euclide)

Otxyzudwwf B( xuyOB( yupd( = M1 B( x3@B( xyas( I

A9 (Assioma dei cinque segmenti)
Oxxyy zzulio( xyxyOo( yzy)Do( xux@d( yuyd

OB(xy2 OB(xy2O( » yOo( zuzil

A10(Assioma di costruzione per segmenti)
OxyudZ B( xy303( yzuM

All(Assioma inferiore di dimensionalita)
(xyz[ = B( xyd O-B( yzkO-~B( 23

A12 (Assioma superiore di dimensionalita)

Oxyzuy o( xuxyOo( yuhdd( zup@( = )@ g( z28( yaB( B

A13(Assiomi elementari di continuita)
Tutti gli enunciati della forma

Ovwe. {020 xy ¢ O O B( 2xy] 00 T Xyp O 0 B( x)y}

61



Complessita e riduzionismo

dove ¢ sta per una formula nella quale le variabili x,y,w, ma néy, né z,
né u, occorrono libere, e similmente pgr con x ed y interscambiati.

In generale — come in Hilbert - I'assioma di couniia € un enunciato non
elementare poiché contiene variabili del seconddiner che variano su
insiemi arbitrari di punti (in aggiunta a variabili del primo ordirahe

variano su punti), ovvero lI'assioma di continuitédpessere formulato come

OXY{DAx) 0 >0 9 VA Zy00m kylk X Oy I3 ki

e asserisce che due insiemi X e Y tali che gli eleindi X precedono gli
elementi di Y rispetto ad un purég(cioe B(zxy) ogni qual voltax e in X ey

e in Y) sono separati da un puniolarski sostitui questo assioma con A13,
ovvero con una collezione infinita di assiomi eletaei di continuita che ci
danno la completezza di Dedekind solo per insigefinibili. Dal punto di
vista analitico, come Tarski dimostra, cio sigrafiche i modelli diTZ.
saranno isomorfi apazi cartesianisu campi che non necessariamente
coincidono conR, ma con quelli che sono noti comampi reali chiusi.
Torneremo piu avanti su questo punto.

Come € noto, l'importanza del sistema tarskiandediss anche e
soprattutto nel fatto che per esso € possibile dirae lacoerenza la
completezza ladecidibilita.

Intuitivamente, l'idea di Tarski € quella, dim@a la coerenza,
completezza e decidibilita della teoria dei camgalir chiusi [[.zco), di

interpretareT’. in T, Provando la trasferibilita dei risultati di coeren
completezza e decidibilita d&..., a T . In generale, dimostrando che
Tereo ha l'eliminazione dei quantificatSriTarski dimostra la decidibilita
dei campi reali chiusi. Per il fatto poi che: §g., ha I'eliminazione dei

quantificatori allora € model-completa e se é madehpleta avendo un
modello primo (un modello cioé che e sottostruttelamentare di ogni
modello) allora € completa, Tarski dimostra anéhedmpletezza df ;...

® Per chiarezza ricordiamo che una formalaé equivalente alla formulg nella teoriaT
sel, a -~ y e cheT quindi ammette I'eliminazione dei quantificatoei sgni formula dir

€ equivalente ifT ad una formula aperta. Per una introduzione Edlaria dei Modellisi
veda Hodges (1993); Keisler (1977). Per un’intradne alla decidibilita si veda Rabin
(1977). Si veda anche Renegar (1992).
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La coerenza discende immediatamente dalla esistdnzm modello di
7
TCRCO'

Piu in dettaglio, per poter interpretaf®. in T, provando la
trasferibilita dei risultati di coerenza, completez decidibilita dal ., a
T2, il primo passo da fare & risolvere il cosiddeficoblema di
rappresentaziongoer T2. che consiste nel caratterizzare tutti i modelli di
T2, M =<M,B,D > tali che:

(i) M e uninsieme non vuoto;
(i) B e D sono, rispettivamente, una relazione terreagaaternaria su M,;

(iii) Tutti gli assiomi diTZ. valgono ina se tutte le variabili sono assunte

variare su elementi di M e le costanif e J denotano,
rispettivamente, le relazioni B e D.

" Senza pero ricorrere, come fa Tarski, al teoreim@tatm (si vedano, oltre ai lavori di
Tarski: Jacobson 1985, vol. |, cap. 5; Prestel )9%&r dimostrare chel.., ha

I'eliminazione dei quantificatori, & necessariougfisiente, come mostrato da Shoenfield
(1967), provare che essa soddisfa le due condigéguenti:

Condizione dellisomorfismoper ogni due modelli?l ed A" di Tereo © Ogni
isomorfismo ¢ di una sottostruttura d2l e una sottostruttura Q" esiste un‘estensione
di ¢ che e un isomorfismo di un sottomodelloHii ed un sottomodello L

Condizione del sottomodellper ogni modelldB di T..q, ogni sottomodelldB” di B

e ogni formula chiusa semplicemente esistenzialdi £* abbiamo®B"Fa =B Ea.
Dimostrato cheT ., soddisfa le due condizioni precedenti, & possibiiteostrare la
model-completezza di,,. Poiché & dimostrabile che se una teoria &€ mantepteta
ed ha un modello primo allora & completh;., € anche completa. La decidibilita di

Tereo Scende dal fatto che la teoria & completa e assiprata o dal fatto che la teoria dei

campi ordinati reali chiusi ha I'eliminazione deiantificatori. Attraverso I'eliminazione
dei quantificatori, infatti, trasformiamo un datoumciato di T in un altro enunciatd/

di T tale cheT =@ « ) e y appartiene ad un insienkedi enunciati per i membri del
quale possiamo in un numero finito di passi deteam@ se sono teoremi @io no.
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Come evidenziato, i pit familiari modelli di2. sono certamente gli spazi
cartesiani bidimensionali (che indicheremo cGn) su particolari campi

ordinati § =<F,+,[}- <,0,2> (dove F & appunto un insieme non vuoto) che
soddisfano il teorema di Bolzano ristretto alle Zwmi polinomiali. Sono
guesti i campi reali chiusi.

Tarski riesce a dimostrare chdti e soli i modelli diTZ. sono isomorfi a

spazi cartesiani di questo tipo dove l'assioma elgare di continuita
corrisponde alla proprieta di Bolzano per i polinom

Teorema di Rappresentazione
Affinché ¢ sia un modello diT;. & necessario e sufficiente chie sia

isomorfo allo spazio cartesiano su un campo rebiesn ng.

Risolto il problema della rappresentazione € pdssfer Traski passare al
problema della completezza e decidibilita @.. Come anticipato,
sfruttando il teorema di Sturm, Tarski puo dimastrahe inT.g., ogni
formula & equivalente a una priva di quantifica@mprovare chel ., €
completa e decidibile. Il lavoro e quello di tradpoe queste proprieta da
Terco @ Tee - Per comodita tipografica invece di scriveZé scriveremodl e
consideriamo U F Ty, @ partire dail per il linguaggio formalel
possiamo, dunque, come si € visto, costruire unauttta
M, =<M™ D™ B™ >, per il linguaggio formale’, che sia modello di
TZ ed il modo in cui abbiamo costruitar, da £ ha come correlato
sintattico la definizione di unaaduzionedi T2 in Topeo-

Possiamo, infatti, associare ad ogni formalai £’ una formulag di £
tale che

UFalaa..a4d] ssem, Fal(ad).(g4d)]°

® Dove @ ha 2n variabili libere, se&r ne ha n. Conveniamo per ogni variabildi L di
scegliere due variabilX, X di £: intuitivamente cio significa che mentre£n parliamo
di punti < aj, a; >, in £ parliamo di coordinateaj e a’j. Vedi Tarski e Givant 1999,
201, per una descrizione intuitiva.
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definendo unaraduzione

A:rForm, 0 [ Form,

ponendo, ove si suppongee< X, X'> e y=<Y, y'>, che per le formule
atomiche:

A(x=y)=(x=ydx=Yy)
2Dy zwW)=(x Y+( % §’=(z W+('z ¥
ABMX Y, 2)=[(x YW ¥~ 2=("% YO ¥ )EO0<( x )W ~y)Z0<( 'x)¥ "~y )l.

(% x)

Figura 1. La definizione diquidistanzanel piano cartesiano
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Figura 2. La definizione dissere tranel piano cartesiano.

e supponendola letterale per le altre formule:
AlaOy)=Aa OAy
AlaOpy)=AaOAy

A(—ma)=-Aa
A(xa) =xAa
A(Oxa) =0xda

Sia orag = Aa .
Posto cio e possibile dimostrare il seguérgerema di Interpretazione

Per ogni enunciatardi £, T2 - a = Tepeo- @

Dimostrato il teorema di interpretazioneisponiamo di una traduzione di
Lin £ per cui vale T2 +a OT.eoF @, ovvero disponiamo di una

° Ogni traduzione dil’ in £ per cui valgaTZ Fa O Topeob @ sara chiamata

interpretazionedi T2 in Topco-
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interpretazione dZ in T, Ci0 ci consente di dimostraredaerenzadi
TZ., ma non ancora di trasferire i risultati di conteiza e decidibilita da
2
TCRCO aTGE -
Per poter trasferire la completezza e la decithbda T..., a TS €

necessario non solo che la nostra traduzione siainterpretazione, ma
anche che la nostra interpretazionefsideleovvero che valga il seguente
teorema:

Teorema di fedelta dell'interpretazione
TEFa o Tepeoh @
la cui dimostrazione utilizza il teorema di rapgnesizione ed il teorema di
interpretazione.

Posto che la traduziode € un’interpretazione fedele, e possibile
provare la trasferibilita dei risultati di complera e decidibilita da ., a

TZ . La decidibilita & ovvia — tenuto conto dell'ags@tizzabilita - una
volta provata la completezza. Per avere la congatgposta la coerenza di
T2, si suppongalZ ¥a, dove @ € un enunciato dil’, allora si deve

by

provare chel’. -~ a . Per la fedelta si ha che,., ¥ & e, poichéT,.., &

completa, Tozco - = @ . Per definizione-d =(-a), cosi Tepeot (- a)

poiché A é fedeleTZ -a .

Sebbene i risultati dtoerenzae di completezzasiano gia di grande
rilievo per un sistema assiomatico, l'interesseipgistema tarskiano deriva
soprattutto dalla possibilita di poter dimostraee psso anche la proprieta di
decidibilita che, dopo la famosa conferenza di Parigi di Hillema divenuto
uno dei problemi di maggiore interesse e indagm@atte dei matematici e
logici. Fu proprio il tentativo di analizzare tat®ncetto che condusse a
raffinatissimi contributi non solo nel campo detoria dei modelli,ma
anche in quello delleeoria della ricorsivita°.

Uno dei grandi problemi degli studi fondazionatestp da Hilbert era,
infatti, la questione dilecidere per ogni teoria T quali sono i suoi teorem
E’ questo il cosiddett&ntscheidungsproblera problema della decisione.
La riflessione su tale nozione porto subito in gripiano la necessita di una
chiara definizione del concetto dilgoritmo di decisioneo di computo
ovvero la necessita di definire, relativamente ablami differenti, un

19 5j veda Rabin (1977).
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complesso di istruziordeterministichemeccaniches generali.Esempi noti
di tali procedure sono l'algoritmo euclideo per riaerca del massimo
comune divisore fra due numeri naturali o I'algorit delle tavole di verita
mediante cui stabilire se una data formula proposéte € o no una
tautologia. Sebbene in matematica ed in logicaasisnumerosi esempi di
algoritmi, I'importanza della ricerca di tali prabgae risiede nel fatto che
esistono altrettanti problemi noti per i quali rmnosciamo un algoritmo in
grado di offrirci una soluzione, ad esempio il pesba della decisione per
la logica del primo ordine (LP): data una qualunéprenula o scritta nel
linguaggio della logica del primo ordine, & podsildlecidere in un numero
finito di passi sex € un teorema o meno del sistema considerato? @vver
considerata la class€ di tutte le formule di LP e possibile dare un
algoritmo per isolare in essa una sottoclaBseostituita da tutte e sole
quelle formule che sono teoremi di LP? Ovvero esjimle decidere per
ogni formulaa di LP sea 0T oppure no? Un errore molto facile in cui
possibile cadere & quello di pensare che tale ialypresistd’ e che sia
proprio rappresentato da un sistema di assiomLpecon le sue regole di
derivazione; infatti € possibile decidere per dgninula o di LP se essa e 0
no un assioma ed & anche possibile decidere seudatsuccessione finita
di formule, essa & una derivazione di formule in MR cio non da affatto
una risposta alla domanda deEntscheidungsproblemPer determinare
quando una data formula &€ un teorema dobbiamoeessgrado di sapere
se esisteuna sua dimostrazione, cio significa che dobbidamaualche
modo avere a che fare con il dominio infinito detlenostrazioni. Il
carattere effettivo delle regole di derivazione adlad proprieta di essere
assioma ci consente di determinare, data una sicoeddi formule, se essa
e una dimostrazione, ma non di sapere se, datdoomala a, esisteuna
successione di formule che sia una sua dimostrazidina semplice
riflessione ci mostra allora che per la decidifiliti una teoria é sufficiente
che sia assiomatizzabile e completa. Cio che, deinqaarski riusci a

dimostrare peff’. & che l'insieme dei teoremi @i & decidibile, cioe data
una qualunque formula df’ siamo in grado in un numero finito di passi e
del tutto meccanicamente di stabilire se essa ® emteorema diTZ. .

Questo discende dalla completezzaTdi e dalla sua assiomatizzabilita.
Alternativamente possiamo sfruttare la decidibititar_.., e la traduzione

1 A. Church diede una risposta negativa al probldeita decisione per la logica del primo
ordine. Vedi Church (1936a); (1936b).
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A. Il risultato dimostrato da Tarski €& che [lintegfazione
A:Form, - Form. e effettiva, ovvero datar di£’ & possibile, in un

numero finito di passi, determinate di £. Dato o in £ si deve decidere
seTZ Fa o no. Applicandod, dopo un numero finito di passi abbiario

Poiché T, € decidibile, dopo un numero finito di passi sapmp se

Tereo ¥ @ 0 NO. Per fedelta sappiamo&é - a o no.

In una certa ampia misura, come correttamentelsaa Rabil?, sino
agli anni sessanta dello scorso secolo «in thé giHilbert's Program and
of Turing’s analysis of computabilita, it is tagithassumed that for a theory
T proved decidable, the question whether a givetesee is a theorem of T
is a trivial one. For one needs only to mechanycalpply the decision
procedure in order to answer any such questioncigative or intelligent
thinking is required for this process». Tale prdspa inizio a modificarsi
sotto la spinta dei lavori di Fisher, di Ralfire Meyerd* che posero
I'attenzione in modo particolare sullkomplessita computazionaldella
soluzione di problemi di decisiotte Cosi, la questione non era piu quella
del problema della decisione, bensi la seguentt® da algoritmo di
decisione per una teori@, quantotempo e spazio di memotfatale
algoritmo impiega per decidere se un enunciatoadtdbria € un suo
teorema?

In teoria della complessita computazionale si ms&suche siano
computazionalmente intrattabilqguei compiti che richiedono risorse di
tempo e spazio di memoria (le cosiddette risorsepedazionali) che

12 Rabin (1977, 599).

13 Fischer and Rabin (1974).

* Meyer (1975).

13 vedi anche Stockmeyer (1987). Si veda anche Payitzidiu (1994); Sipser (2005).

' Come opportunamente sottolineato da Frixione dadiab (2004, 381): «queste due
risorse hanno un ruolo, per cosi dire, ‘asimmetricoun certo senso il tempo di calcolo &
prioritario rispetto allo spazio di memoria, in gt se un calcolo richiede un certo spazio
di memoria, esso deve necessariamente richiedetenopo che sia almeno dello stesso
ordine di grandezza. Se ad esempio un calcoloedehuino spazio di memoria che cresce
esponenzialmente, esso deve impiegare un numgrasdi di calcolo almeno esponenziale,
in quanto altrimenti non avrebbe il tempo suffiteerper operare su tutta la memoria
richiesta. Non & detto pero che valga il vicevekda.calcolo puo richiedere un tempo
esponenziale anche se gli & sufficiente uno spdizmemoria polinomiale». Ovviamente,
come Frixione e Palladino notano, questo vale nestde per computazioni sequenziali, nel
caso del calcolo parallelo le cose meritano analisriori.
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crescono esponenzialmente con la lunghezza deltifhpe che siano
computazionalmente trattabijuelli che richiedono risorse che crescono al
pitl in modo polinomiaf® con la lunghezza dell'input. In tale prospettiva,
come correttamente si dice, la complessita comrtale non concerne
quante risorse richiede di svolgere un determimatmpito, bensi quanto
aumentano le risorse richieste al crescere dethesioni dei dati.

Il confronto della nuova prospettiva con il lavderskiano sembro da
subito fondamentale. Proprio studiando la compi@ssimputazionale degli
algoritmi di decisione, nel 1974, Fischer e Rahiavaronoin primis per
I'aritmetica di Presburger (dimostrata decidibibde per ogni algoritmo di
decisione esistono enunciatidi misura (humero dei simboli) tali che

I'algoritmo richiede 2* passi per decidere ; ed in secondo luogo che
I'algoritmo tarskiand® per la geometria elementare & inefficiente in ¢uan
esponenzialmente complessessi mostrarono, infatti, che dato un
qualunque algoritmo per la geometria euclidea ettane esistono infiniti
enunciati della teoria tali che I'algoritmo nonre grado di decidere se e
oppure no un teorema della teoria in meno2di passi, dovec>0 (c
dipende dalla codificazione usata) edla lunghezza dell’enunciato; e
posero (senza dimostrazione) che esistecwD tale che I'algoritmo di
Tarski verifichera o refutera un enunciato dellargetria elementare di
lunghezzan in al piu 2° passi corb=2",

Dunque, dal punto di vista della complessita cadiagionale, cio
significa, come evidenziato da Stockmeyer, che daale distinzione tra
teorie decidibili ed indecidibili viene ad offussain quanto per un essere
umano le teorie decidibili che ammettono algoritng&fficienti equivalgono
a teorie indecidibili:

The fact that Th(R+) and Th(R+,[)] are decidible is of little use in

designing practical decision algorithms. The expiaé growth of the time
required to accepfTh(R +)suggests that any decision procedure for this

problem will use hopelessly large amounts of time relatively short

" Tali lunghezze sono misurate in modo opportundnerthaniera diversa a seconda dei
casi: nel caso in questione potremmo considerar@uiinero di simboli ricorrenti
nell’enunciato da decidere.

'8 Dunque un algoritmo & considerato efficiente sstesuna funzione polinomiale tale
che, per ogni enunciato della teoria in questidiadggoritmo richiede un numero di passi
minori o uguale &(n) (doven € la lunghezza dell’enunciato) per decidere sauleiato &

0 meno un teorema della teoria.

19 per ulteriori dettagli storici si veda Stockmey&887). Un secondo interessante caso
studio é quello proposto da D’Agostino (1992).
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sentences, and therefore tAdi R +) is “practically undecidable” even thoug

it is tecnically decidable. Even though the valdecoand the density of
sentences for which the theorem applies have riobgen determined well
enough to draw solid conclusions, the term practicadecidability seems
apt, since classical undecidability results arenprto similar objections. At
the very least, an exponential lower bound on ihee tcomplexity of a
problem serves as a warning not to seek a uniforefficient decision
algorithm but either to settle for an algorithm whhidoes not work in all
cases or to simplify the problem so that it becotrmstable®

Tali risultati, ovviamente, non implicano una riim a lavorare sulla
geometria tarskiana dal punto di vista della dimazbne automatiéd
perché in generale questo tipo di applicazioni étivatm anche
dall’'obiettivo di verificare la validita di nuovilgoritmi.

In conclusione, la teoria della complessita corapionale non ci
insegna qualcosa di importante e di cui tener cealo per la progettazione
di nuovi algoritmf? e per I'informaticatout court ma qualcosa che deve
spronarci ad una riflessione piu generale che sdnbhio raffinerebbe le
analisi di molti problemi filosofici: dalla filosed del linguaggio alla
filosofia della matematica, dalla filosofia dellasi€a alla filosofia
dell’economia, dalla filosofia della mente allafibfia della biologi.
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