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RESUMO

Poderia haver um unico sistema de légica que permita trabalharmos simultaneamente
com negacoes classica, paraconsistente e paracompleta? Essas trés negacgdes fo-
ram separadamente estudadas em légicas cujas negacdes levam seus nomes. Inicial-
mente iremos restringir nossa andlise as légicas proposicionais, analisando a negacao
classica, -, tal como tratada pela Légica Proposicional Classica (£LPC); a negacao
paraconsistente, —-,, como tratada através da hierarquia de Célculos Proposicionais
Paraconsistentes %, (0 < n < w); e a negagdo paracompleta, -,, como tratada pela
hierarquia de Calculos Proposicionais Paracompletos 2, (0 < n < w). Ainda que pos-
samos chamar os trés conectivos de “negacgdes”, suas propriedades sao distintas de
acordo com cada sistema (que, por sua vez, também preservam caracteristicas meta-
tedricas distintas). Em “Logics that are both paraconsistent and paracomplete” (1989),
Newton da Costa prop6s um sistema com caracteristicas aproximadas ao que busca-
mos. Na hierarquia de Célculos Proposicionais Nao-Aléticos .4, (0 < n < w), apenas
uma negacao é introduzida (como primitiva), chamada de “ndo-alética” (-,,), cujo fun-
cionamento pode preservar as propriedades da negacéo classica, ou paraconsistente
ou paracompleta — dependendo do bom ou mau comportamento da férmula a ela
conectada. No entanto, como veremos, na hierarquia .4, ndo podemos reiterar nega-
¢6es com comportamentos diferentes a uma mesma formula (e.g., —,—ca OU —=c—pa),
ou mesmo analisar uma férmula como -.a - —-,a. Em vista desses problemas, po-
demos realmente dizer que a hierarquia .#;, nos permite compreender as relagdes e
interacoes dos trés tipos de negacdes? Para tratarmos disso, posto o problema ini-
cial, apresentaremos quatro sistemas axiomaticos (KG) nos quais, diferente de .4;,, as
trés negacdes séo diretamente introduzidas — oferecendo também uma semantica e
um método de provas por tableaux analiticos. Através dos Sistemas KG mostraremos
como as negacdes interagem, obtendo teoremas ndao demonstraveis em LPC, ¢,,, £,
e 4, (0 <n <w). Por fim, ofereceremos também uma extensdao em primeira ordem
para os Sistemas KG.

Palavras-chave: Negacao. Logica Classica. Logicas Nao-Classicas. Filosofia da Lé-
gica.



ABSTRACT

Could there be a single logical system that would allow us to work simultaneously
with classical, paraconsistent, and paracomplete negations? These three negations
were separately studied in logics whose negations bear their names. Initially we will
restrict our analysis to propositional logics by analyzing classical negation, -, as treated
by Classical Propositional Logic (£PC); the paraconsistent negation, -,, as treated
through the hierarchy of Paraconsistent Propositional Calculi ,, (0 <n < w); and the
paracomplete negation, —,, as treated by the hierarchy of Paracomplete Propositional
Calculi 22, (0 < n < w). In “Logics that are both paraconsistent and paracomplete”
(1989), Newton da Costa proposed a system with approximate characteristics to what
we are looking for. In the hierarchy of Non-Alethical Propositional Calculi .4;, (0 <n <
w), only one negation is introduced (as primitive), called a “non-alethic” (-,,), whose
operation preserves the properties of classical, or paraconsistent or paracomplete
negation — depending on the well or ill behavior of the formula connected to it. However,
as we shall see, in the hierarchy .4;, we can not reiterate negations with different
behaviors in a same formula (e.g., —,—.a or -,—-.—,c), or even analyze a formula like
-0 = =, In view of these problems, can we really say that the hierarchy .4;, allows us
to understand the relationships and interactions of the three types of negations? In order
to deal with this, given the initial problem, we will present four axiomatic systems (KG)
in which, unlike .4;,, the three negations are directly introduced — offering a semantics
and a method of proofs by analytic tableaux. Through the £G Systems we will show
how the negations interact, obtaining non-demonstrable theorems in LPC, 6,., #,, and
5, (0 <n <w). Finally, we will also offer a first-order extension for the £G Systems.

Keywords: Negation. Classical Logic. Non-Classical Logics. Philosophy of Logic.
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PREFACIO

66 This is my favorite book in
all the world, though | have
never read it. 99

WILLIAM GOLDMAN
The Princess Bride

O que é negar? Ou melhor: 0 que é isso que chamamos de “negacado”? Rios
de tinta ja rolaram na busca de uma resposta a essas perguntas. De modo geral,
compreenderemos aqui uma negacdo como sendo um conectivo légico cujo comporta-
mento pode (em certas circunstancias) alterar o valor-de-verdade de uma formula de
valor designado para ndo-designado, ou vice-versa. Dito de outro modo, negacéao é
um operador que (em certas condi¢des) torna uma férmula falsa, se a férmula inicial
era verdadeira; ou a torna verdadeira, se inicialmente era falsa.? Seria essa resposta,
rapida e descuidada, suficiente para solucionarmos o problema inicial? Ndo. Mas tam-
bém nao é nosso objetivo aqui contribuir para esta enxurrada de pigmentos em busca
de uma solucdo. Com essa caracterizagao simples pretendemos apenas estabelecer
(inicialmente) um aspecto importante ao trabalho que ira se seguir: trés conectivos, co-
nhecidos dos livros-textos de légica, serdo aqui tratados como conectivos de negacao.
Sao eles: (i) negacao classica; (i) negacao paraconsistente; (iii) negacao paracom-
pleta. A negacao classica é, de longe, a mais conhecida e estabelecida na literatura —
nao havendo muitas duvidas quanto a sua natureza de negacéo. Por outro lado, tanto
a negacao paraconsistente quando a negacéao paracompleta podem, de acordo com
certas interpretacdes, ser caracterizadas como operadores distintos da “verdadeira
negacgao” (como poderia chamar aquele que advoga que a negagao classica é a unica
e verdadeira negacao). Nao faremos isso aqui e, tampouco, adentraremos comple-
tamente a esse debate, aceitando, por enquanto, como estabelecido que esses trés
conectivos representam trés tipos de negacao.

Uma vez que aceitemos esses trés conectivos como tipos diferentes de negacao,
nds podemos entao questionar: quais suas diferencas? Como se comportam? Como
se relacionam? Onde-vivem-e-o-que-comem? Essas trés perguntas serdo os guias
para a nossa empreitada. Entender suas diferencas, comportamentos e relagées irdo
nortear nossa investigacao, cujo resultado (esperamos) é desenvolver um conjunto de
sistemas l6gicos capazes de lidar com essas trés negacgdes. Através desses sistemas
esperamos responder aquelas perguntas. O presente trabalho sera dividido em quatro
principais partes.

2

Obviamente, assumindo aqui uma semantica bivalorada. Em outros termos, podemos substituir a
nocao de verdadeiro para a nogao de valor designado, enquanto a nog¢éo de falso para valor ndo-
designado.
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A Parte | - Introducéo consiste do capitulo Logica Classica e Algumas Ldgicas
Né&o-Classicas (p. 16-64), onde desenvolvemos uma andlise introdutéria das trés nega-
cOes em trés dos principais sistemas que lidam com elas: Ldgica Proposicional Clas-
sica (LPC), a hierarquia de Calculos Proposicionais Paraconsistentes ¢, (0 <n < w)
e a hierarquia de Calculos Proposicionais Paracompletos &7, (0 <n < w). Neste ca-
pitulo, posto seu teor introdutério, ndo iremos nos ater a aspectos importantes do
desenvolvimento e tratamento formal dos respectivos sistemas, mas evidenciaremos
principalmente o comportamento sintatico e semantico de suas respectivas negacoes.
Ainda nesse capitulo, observaremos também um quarto sistema formal, a hierarquia
de Calculos Proposicionais Ndo-Aléticos .4, (0 <n < w). Esse sistema (ou hierarquia
de sistemas) tem como caracteristica principal introduzir um tipo neutro de negacao,
capaz de se comportar de modo semelhante a negagao classica, paraconsistente ou
paracompleta — dependendo do comportamento da férmula a qual a negacéo, que
chamaremos de “negacao nao-alética”, esta conectada. Por fim, compararemos o0s
quatro sistemas e o modo como as trés negacdes se comportam, oferecendo uma
analise dessas negagdes utilizando como base o conhecido Quadrado das Oposicoes
aristotélico (através das nocbes de contradicdo, contrariedade, subcontrariedade e
subalternacao), de modo a entendermos o comportamento desses conectivos. Posto
que o unico dos quatro sistemas analisados com capacidade expressiva para lidar com
as trés negacoes simultaneamente € o Nao-Alético, € de se esperar que as possiveis
relacoes (e reiteragdes de negacdes diferentes conectadas a uma mesma férmula)
pudessem ser tratadas pelo referido sistema. No entanto, como veremos, esse nao é
o caso. Assim, em busca de um sistema que tenha capacidade para compreender tais
relacdes e reiteragdes, seguimos para a segunda parte.

A Parte Il - Sistemas KG consiste em dois capitulos. No primeiro, Sistemas KG :
Sintaxe (p. 66-75), oferecemos as definicdes para a constru¢do de uma classe de
sistemas proposicionais (que chamaremos de “AG”) na qual introduzimos, de modo
independente, as trés negacdes supracitadas. Oferecemos um pequeno conjunto de
postulados, distinguindo quatro diferentes sistemas proposicionais KG, sendo eles: XG-
Minimal (XG.,); KG-Paraconsistente (KG,); KG-Paracompleto (KG,); e K£G-Completo
(KG.). Esses quatro sistemas, como veremos, se distinguem em relagdo ao conjunto
de axiomas que cada um deles adota. No capitulo seguinte, Sistemas KG: Semantica
(p. 76-111), desenvolvemos uma semantica bivalorada para os quatro Sistemas KG,
demonstrando os teoremas de correcdo e completude, e oferecendo também um
método de provas por Tableaux Analiticos — e também demonstrando os teoremas de
correcéo e completude para esses tableaux. Posto o estabelecimento dos Sistemas
KG, podemos entdo seguir para a terceira parte do nosso trabalho.

A Parte Il - Resultados consiste em trés capitulos. Em seu primeiro capitulo,
Sistemas KG: Tradugbes (p. 113-138), tentaremos compreender possiveis relacoes
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entre os sistemas vistos inicialmente (viz., LPC, ¢, &, e /1) com 0s quatro Sis-
temas KG. Tais relagdes seriam estabelecidas através de possiveis traducdes entre
os sistemas. Veremos que LPC pode ser traduzida em KG,,; %, pode ser traduzida
em KG,; &, em KG,; e 41 em KG.. Além de compreendermos certas relagdes en-
tre os primeiros sistemas das hierarquias de céalculos proposicionais paraconsistente,
paracompleto e ndo-alético, generalizaremos os respectivos célculos, mostrando que:
foda a hierarquia de Calculos Proposicionais Paraconsistentes %, (0 < n < w)pode
ser traduzida para KG,; toda a hierarquia de Célculos Proposicionais Paracompletos
Z, (0 < n < w)pode ser traduzida para KG,; e que foda a hierarquia de Célculos
Proposicionais Nao-Aléticos .4, (0 <n <w)pode ser traduzida para £G.. Por fim, mos-
traremos também que o sistema KG. (sendo esse o sistema KG mais forte) pode ser
traduzido em LPC. No capitulo seguinte, Sistemas KG: Alguns Resultados (p. 139-
152), observaremos alguns resultados que podemos obter utilizando os Sistemas K£G,
como relagdes entre as negacdes e suas possiveis reiteracdbes — ndo permitidas em
nenhum dos quatro sistemas l6gicos que analisamos na introducéo. Veremos também
como podemos construir um Tetraedro das Oposigdes que, tal como o Quadrado das
Oposicoes, compreende as relacoes e reiteracdes entre as trés negacdes em termos
de contradi¢ao, contrariedade, subcontrariedade e subalternidade. Dando sequéncia,
o ultimo capitulo desta parte, Extensées Elementares dos Sistemas KG (p. 153-182),
ofereceremos uma possivel extensao em linguagem de primeira-ordem dos Sistemas
KG, desenvolvendo sua sintaxe, semantica, demonstrando os teoremas de correcéo e
completude. Sucintamente, discutiremos possiveis teorias que podem ser desenvolvi-
das sobre essa extensao elementar de £G — e.g., uma teoria elementar com identidade
e trés nogdes de diferenca distintas, como também uma aritmética de Robinson que
utilize de outras negacdes que ndo apenas a classica (como se faz usualmente).

A Parte |V - Conclusdo consiste de dois capitulos. O primeiro, A Filosofia de
Tantas Negacgdes (p. 184-200), como o titulo deixa claro, tratara brevemente de algu-
mas questdes filosoficas deixadas de lado ao longo do desenvolvimento deste trabalho.
Retornaremos a problemas mencionados anteriormente como, por exemplo, acerca
da existéncia (ou nao) de varias negacdes; das condicdes necessarias e suficientes
que um operador deve satisfazer para ser uma negacéo; além de outros problemas
que pressupdem a familiaridade do leitor com o que sera apresentado ao longo deste
trabalho. Finalmente, o ultimo capitulo, O que vimos e o que pode vir depois? (p. 201-
210), retomaremos alguns principais pontos observados, que justificam o emprego e
o futuro desenvolvimento dos Sistemas G, além de apontar pesquisas a serem de-
senvolvidas com esses sistemas, como possiveis aplicacdes em debates especificos
e suas extensdes modais.



Parte |

Introducao



16

1 LOGICA CLASSICA E ALGUMAS LOGICAS NAO-CLASSICAS

66 We can only see a short
distance ahead, but we can see
plenty there that needs to be

done. 99
ALAN TURING
Computing Machinery and
Intelligence

Ao longo do desenvolvimento deste trabalho discorreremos principalmente so-
bre quatro tipos de negacdes diferentes. Cada uma dessas negagdes, de modo geral,
foram tratadas de modo sistematico por quatro sistemas légicos distintos, sendo elas:
Logica Classica; Logica Paraconsistente; Légica Paracompleta; e Logica Nao-Alética.
Dentre esses quatro sistemas, apenas o ultimo é (parcialmente) desconhecido do
publico especializado. Na maior parte dos casos, a Légica Classica € conhecida e
apresentada (ainda que de diferentes modos) nos mais variados manuais de légica.?
Como podemos averiguar nesses manuais, ha uma multiplicidade de sistemas que
sdo ditos “classicos”. Concentraremos nossa analise no sistema chamado “Ldgica Pro-
posicional Classica” (LPC). A Logica Paraconsistente, por outro lado, teve um grande
desenvolvimento em meados do século XX, principalmente a partir dos trabalhos do
l6gico e filésofo polonés Jaskowski (1948), do russo Vasiliev (1925) e, em seu 4pice,
nos trabalhos do légico e filésofo brasileiro da Costa (1963) e do I6gico e filésofo inglés
Priest (1979). Dada a pluralidade de sistemas paraconsistentes, trataremos do sistema
de da Costa (1963), chamado “Célculo Proposicional Paraconsistente” (¢,).2 Quanto a
Légica Paracompleta, os primeiros sistemas formais remontam a filosofia intuicionista,
com trabalhos de Brouwer (1907, 1908), Kolmogorov (1925), Glivenko (1928, 1929),
Johansson (1937) e Heyting (1930, 1956). No entanto, vale notar que a chamada “L6-
gica Intuicionista”, ainda que possa ser tratada como uma Logica Paracompleta (que
explicaremos e qualificaremos a frente), tem com ela uma teoria filoséfica peculiar que
nao é encontrada em outras l6gicas que podem ser ditas paracompletas. Portanto,
como veremos, focaremos nossa analise no sistema l6gico paracompleto desenvolvido
por Lopari¢ e da Costa (1984) e da Costa e Marconi (1986), chamado de “Célculo Pro-

1
2

Restringiremos nossa andlise aos sistemas proposicionais de cada uma das légicas mencionadas.
Alguns dos exemplos mais conhecidos sdo Mendelson (1997), Kleene (2002), Tarski (1994), Church
(1996), Enderton (2001), Shoenfield (1967) e Mortari (2001).

Note que da Costa (1963) ndo construiu apenas um Calculo Proposicional Paraconsistente, mas sim
uma hierarquia de Calculos Proposicionais Paraconsistentes, %,, (0 <n <w), tal que %, é o Calculo
Proposicional Classico (DA COSTA; KRAUSE; BUENO, 2007, p. 804, 807) e, todo célculo %59, %,
€ um Calculo Proposicional Paraconsistente. Por questao de facilidade, trabalharemos inicialmente
apenas com o calculo €. A hierarquia %,, (0 <n < w) serd tratada na segéo 4.2.1 (p. 119).
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posicional Paracompleto” (£7,).# Por Ultimo, mas ndo menos importante, trataremos de
um outro trabalho também desenvolvido por da Costa (1989), que € o sistema l6gico
chamado de “Calculo Proposicional Nao-Alético” (.4"1).5

Em vista da diversidade de sistemas l6gicos que sao tratados como classi-
cos, paraconsistentes, paracompletos e, pelo pouco conhecimento geral do sistema
n&o-alético, neste capitulo faremos uma apresentacao sintética desses sistemas (sem
entrar em detalhes que, no cOmputo geral, sdo importantes), ressaltando apenas al-
guns dos diversos aspectos que serao relevantes para o desenvolvimento do nosso
trabalho.

1.1 ALGUNS CONCEITOS LOGICOS IMPORTANTES

Tendo em vista o tema especifico deste trabalho, que se circunscreve em Ldgica
e Filosofia da Ldégica, alguns conceitos l6gicos importantes devem ser esclarecidos.®
Quatro conceitos importantes, que irdo perpassar nosso trabalho, tratam das nogdes de
Consisténcia, Trivialidade, Completude e Contradig&o. A julgar por suas importancias,
faz-se mister esclarecemos como vamos entender tais nogdes.

Definicao 1 (Inconsisténcia). Uma teoria T, cuja linguagem possua um conectivo de
negacéao, -, é dita inconsistente se existe uma formula o de sua linguagem tal que tanto
a quanto -« sdo demonstraveis em T. Caso contrario, chamamos T de “consistente”.

Note que as nocoes de consisténcia e inconsisténcia pressupdem teorias com
negagodes, de modo que uma teoria serd consistente ou inconsistente em relagéo a
uma certa negacao. H4, todavia, sistemas l6gicos sem negacdo, como, por exemplo, a
l6gica positiva intuicionista de Griss (1944, 1951).

Definicao 2 (Trivialidade). Uma teoria T é dita trivial sse para toda formula o de sua
linguagem, o é teorema. Caso contrario, T € dita “ndo-trivial’.

4

De modo semelhante a hierarquia ,, (0 <n <w), Lopari¢ e da Costa (1984) nao construiu apenas
um Calculo Proposicional Paracompleto, mas sim uma hierarquia de Célculos Proposicionais Para-
completos, £, (0<n <w), tal que &, é o Calculo Proposicional Classico (DA COSTA; MARCONI,
1986, p. 505) €, todo célculo £,,.q, &2,, € um Célculo Proposicional Paracompleto. Por questao de
facilidade, trabalharemos inicialmente apenas com o célculo &;. A hierarquia £, (0 < n < w)sera
tratada na secéo 4.3.1 (p. 125).

Tal como nas hierarquias de Calculos Proposicionais Paraconsistentes e Paracompletos, da Costa
(1989) nao desenvolveu apenas um Calculo Proposicional Nao-Alético, mas sim uma hierarquia
de Célculos Proposicionais Nao-Aléticos, .4, (0 < n < w), tal que .4 é o Calculo Proposicional
Classico (DA COSTA, 1989, p. 30) e, todo célculo .4 ,,50, 4", € um Célculo Proposicional Nao-Alético.
Por questao de facilidade, trabalharemos inicialmente apenas com o calculo .4";. A hierarquia .#;,
(0 < n <w)sera tratada na secgéo 4.4.1 (p. 132).

Assumiremos aqui a familiaridade do leitor com nog¢des gerais de l6gica, como o vocabulério empre-
gado, nocbes como formula, sentenga, proposicao, conectivos I6gicos, teoria, demonstragao, teo-
rema, tautologia, consequéncia sintatica, consequéncia semantica, etc. Todavia, ainda que seja espe-
rada tal familiaridade, quando algum conceito em l6gica for topico de debate, tentaremos esclarecé-lo.
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Em outros termos, uma teoria é dita trivial se toda férmula de sua linguagem é
demonstravel. Portanto, seja a linguagem de uma dada teoria tal que « e sua negagéo,
-a, sejam férmulas. Uma teoria trivial tera como teorema tanto o quanto -«. Podemos
observar aqui uma relacao importante entre consisténcia e trivialidade de uma teoria.
Se uma teoria é consistente, entao é no-trivial, visto que a definicdo de consisténcia
implica em haver ao menos uma formula (o ou -«) que nao € demonstravel. Ou, em
contraposicao, se uma teoria é ftrivial e contém o simbolo de negacéo, entdo ela sera
inconsistente. Repare, todavia, que uma teoria sem negacéao pode ser trivial sem ser
inconsistente, posto que nao ha negacao e, desse modo, nunca serdo demonstraveis
uma férmula e sua negagao.

Definicao 3 (Completude). Consideraremos duas nogdes distintas para o conceito de
completude, sendo elas:

(i) Completude Sintatica: Uma teoria T, cuja linguagem possua um conectivo de
negacéo, -, € dita “sintaticamente completa” se, e somente se, T € consistente
e, para toda formula o de sua linguagem, o ou -« é teorema. Caso contrario, T
é dita (sintaticamente) “incompleta’.

(i) Completude Semantica: A relagdo de completude semantica envolve as nogées
de consequéncia sintatica de uma teoria T (usualmente simbolizada por +,
definida com relacao a sintaxe de T ) e consequéncia semantica de T (usualmente
simbolizada por =1, definida com relacao a seméantica de T). Assim, uma teoria
é dita completa com relacdo a uma semantica se, e somente se: =r o = 7 a.
Isto é, se toda férmula valida é um teorema.

A nocao de completude sintatica envolve a nocao de trivialidade. Se uma teoria é
trivial (e contém negacao), entdo toda férmula sera teorema, o que satisfaz a condicao
de uma férmula ou sua negagdo serem demonstraveis. Nesse caso, chamamos a
teoria de “supercompleta”. Por fim, se uma teoria é sintaticamente incompleta, entao
ela ndo sera trivial, visto que nao sera o caso que toda féormula e sua negacéao sao
teoremas.

Definicao 4 (Contradi¢cao). Compreenderemos aqui duas abordagens diferentes para
a nocéo de contradicdo, que trataremos como:

(i) Contradigcao Sintatica: Seja o uma férmula de uma teoria com negagéo. Se a teo-
ria contiver o conectivo de conjungdo, uma contradicdo sintatica sera a conjun¢ao
de o e sua negacio.”

7 Todavia, note que uma teoria pode no conter o conectivo de conjuncéo como primitivo. Nesses

casos, uma contradicdo sera qualquer formula equivalente a conjuncado de uma férmula e sua
negacao. Por exemplo, em uma teoria classica cujos conectivos primitivos sejam apenas a negagao

e a condicional, podemos definir a conjun¢ao de a A def -(a — =3). Uma contradigao, portanto,
sera uma férmula como -(« — «) (ou, de modo equivalente: —(-a - -«)).
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(i) Contradicdo Semantica: Em uma atribuicdo de valores-de-verdade para as for-
mulas de uma teoria, uma contradicdo semantica € uma atribuicdo tanto de um
valor designado como de um valor ndo-designado para uma mesma formula (em
uma mesma atribui¢do).

Repare que nos conceitos definidos acima, sempre recorremos a alguma nogao
de negacdo. No entanto, como veremos, ha mais de um tipo de negagcdo. De modo
apropriado, portanto, sempre deveriamos compreender tais conceitos relativizando-
0S a negacao em causa. Por exemplo, seja —; 0 simbolo de negacéao, as nogdes de
consisténcia e inconsisténcia deveriam ser entendidas como —;-inconsistente ou —;-
consistente. Utilizaremos, contudo, apenas os termos “consisténcia”, “completude” ou
“contradicao” acerca de uma teoria assumindo que esta claro para o leitor acerca de
qual conceito e negacao estamos nos referindo.

Ainda que outros conceitos e definicbes sejam oferecidas ao longo do texto, as
nocoes até aqui definidas nos serdao importantes para a avaliagcdo geral das teorias
que discutiremos. Veremos, por exemplo, que enquanto LPC € consistente e nao-
trivial, os outros sistemas que veremos (%, ¢, € ./#"1) falham em uma ou mais dessas
caracteristicas. Ha também um outro aspecto importante que ja devemos levar em
conta, que diz respeito a fixacdo de uma notacdo comum para nosso trabalho.

1.1.1 Aspectos Notacionais

Como bem sabido, ha uma multiplicidade de notag¢des e simbolos légicos na
literatura que, muitas vezes, servem para os mesmos propositos. Por exemplo, uma
notagao pré-fixa, como a polonesa, se distingue de uma notacéo infixa, que é a notacao
mais comum nos livros de l6gica atuais.® Além disso, os simbolos empregados variam

bastante na literatura. A condicional material pode ser simbolizada como “>” ou “-”,

enquanto que a conjungdo como “”, “&” ou mesmo “A”. Dada essa multiplicidade,
fixaremos aqui o uso de uma notacéo infixa com os seguintes simbolos:

8 C.f Simons (2017).
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Nome Simbolo
Variaveis Proposicionais Dy P1, P25 s @5 Q15 G2, -
Constante de Predicados | P, P, P, ...,R, Ry, Ro, ...

Constante funcionais Iy f1s fa, -
Metavariaveis de Férmulas a, 3,7, ...
Condicional Material —
Conjuncao A
Disjuncéo %
Bicondicional >
Negacao -
Barra de Sheffer 0
Quantificador Universal v
Quantificador Existencial 3
Identidade =
Pertinéncia
Conjuntos I,Q,.

Conjunto Vazio
Consequéncia Sintatica
Consequéncia Semantica

T TIQ|Qm

Note, contudo, que outros simbolos (ou indices aos simbolos vistos) serao

introduzidos quando conveniente. Além da notagédo e desses simbolos, utilizaremos
simbolos auxiliares (como parénteses e chaves) e as convengdes notacionais usuais
para uma linguagem infixa.®

1.2 LOGICA CLASSICA

O que é a chamada “Logica Classica”? Ha diversas logicas que podem recair

sob essa nomenclatura, como o calculo proposicional classico, a légica elementar (cal-
culo classico de predicados de primeira-ordem) e, se envolvermos também a chamada
“grande légica” (que contém alguma matematica), teriamos também os célculos, as
l6gicas de ordem superior e até mesmo as teorias usuais de conjuntos, como ZF.10 A
construcao e o desenvolvimento da chamada “Légica Classica” remonta a antiguidade,
nos trabalhos de filésofos e matematicos gregos.!' Nao faremos aqui uma reconstrugao

9

Diversos tépicos importantes, como o que é uma Idgica?, uma variacdo notacional modifica uma
I6gica?, entre outros, ndo serdo considerados aqui. Ainda que sejam tdpicos importantes e mesmo
relevantes para o trabalho que desenvolveremos, ndo podemos nos debrugar sobre todos eles. Como
diz Décio Krause (comunicagao pessoal), “precisamos partir de algum lugar”, e se formos nos ater a
todos os tépicos importantes sobre légica, antes de fazermos légica, teriamos um trabalho sem fim
que ndo nos permitiria alcangar os objetivos deste trabalho.

Chamamos de “ZF” a teoria de conjuntos apresentada por Fraenkel, Bar-Hillel e Levy (1973). Con-
tudo, é questionavel se podemos incluir teorias como teorias de conjuntos, calculos de ordem-
superior e até mesmo a matematica como parte do que chamamaos de “Légica Classica”. Portanto,
utilizamos aqui a nocao de “grande légica” apenas como consideracoes didaticas, sem nos compro-
metermos com essa tese mais forte.

Note que esse ponto pode ser disputado, alegando que 0 que chamamos de “légica classica” € um
produto do final do século XIX. No entanto, assumiremos uma leitura padrao de que a /dgica classica,
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histérica e, tampouco, pretendemos oferecer todas as condi¢cdes necessarias e sufici-
entes para definirmos o que permite uma légica recair so a nomenclatura “classica”.
Precisamos, todavia, tecer algumas consideragdes importantes sobre caracteristicas
comuns das chamadas “l6gicas classicas”. Tais caracteristicas que observaremos po-
dem ser tratadas como condi¢gées necessérias (ainda que nao suficiente) para que
uma légica seja classica. No entanto, se elas sdo ou ndo condigdes necessarias, nao
sera discutido aqui. Como dito anteriormente, restringiremos nossa analise aos sis-
temas l6gicos proposicionais, de modo que trataremos especificamente da Ldgica
Proposicional Classica (LPC).?

1.2.1 Escolha de Formalizacao

Ao desenvolvermos a LPC, além de fixarmos a notagéo, precisamos também
escolher um dos diversos modos pelos quais podemos formaliza-la. Quais serdo os
conectivos primitivos e quais (se havera algum) serdo os conectivos definidos? O
sistema sera estilo-Hilbert, i.e., sera uma formalizagdo axiomatica?'® Quais serdo os
axiomas e quais serdo as regras de inferéncia?' Ou, de outro modo, a formalizagao
nao tomara uma abordagem axiomatica, mas sim a chamada “deducao natural” tal
como proposta por Jaskowski (1929) e Gentzen (1935)? Essas e outras perguntas
precisariam de uma resposta cuidadosa, pois altera-se radicalmente o modo como
fariamos a apresentacdo da Logica Classica. Em nosso caso, vamos nos ater a uma
formalizacao axiomatica da LPC. No entanto, em qual?

Por exemplo, em Whitehead e Russell (1910), os autores assumem como co-
nectivos primitivos a disjuncdo e a negagao, definindo entdo a condicional como
a—f3 © v B. Como regras de inferéncias introduzem o Modus Ponens e Subs-
tituicdo, sendo os (esquemas de) axiomas os seguintes:'®

RW1 (ava) -«

RW2 a - (avp)

tal como entendida hoje, se remonta aos trabalhos classicos. Cf. Kneale e Kneale (1962).
Doravante, quando nos referirmos a Logica Classica (a ndo ser que qualifiquemos), estamos tratando
da LPC. Utilizaremos também +;,,. e =, para nos referirmos as nogdes de consequéncia sintatica e
consequéncia semantica, respectivamente, da Logica Classica. Se, porventura, utilizarmos apenas
+ ou = sem qualquer indice (ou qualificacao), esperamos que o contexto esteja claro com relagdo ao
sistema tratado.

13 Cf. Décio Krause (2002).

4 Como bem apresentado por Carroll (1895), um sistema axiomatico deve conter ao menos uma regra
de inferéncia; por outro lado, uma légica pode ser composta apenas por regras de inferéncia, sem
qualquer axioma.

Utilizaremos o termo “axiomas” para nos designarmos, muitas vezes, ao chamados “esquemas de
axiomas”. Um axioma, de modo preciso, € uma férmula de uma dada linguagem tomada como
postulado. Uma vez que utilizaremos letras gregas mindsculas como metavariaveis para formulas,
quando expressamos aquilo que chamamos de “axiomas” em termos dessas metavariaveis, o que
obtemos é chamado, de modo mais preciso, de um “esquema de axiomas”, cuja substituicdo uniforme
das metavariaveis por férmulas da linguagem resultam em instancias do axioma em questao.

12
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RW3 (avp) - (Bva)
RW4 (av (Bvy))—>(Bv(avy))
RW5 (a - 8) = ((yva) = (yvp))

Por outro lado, Kleene (1971, p.82) introduz como conectivos primitivos a con-
juncéo, disjungéo, condicional e negacéo, tomando apenas o Modus Ponens como
regra de inferéncia e os seguintes axiomas:

K1 a— (8- a)

K2 (a—>(8->7)~>(a>5)~>(a>7))
K3 (anf)—>a

K4 (anp)—p

KS a— (8- (anpB))

K6 a - (avp)

K7 5~ (av3)

K8 (a—7) > ((8~7)~((avp)~>1))
K9 (o~ ) - ((a = =) » -a)

K10 ~-a >

Mendelson (1997, p.35), de outro modo, assume apenas a condicional e a
negagao como conectivos primitivos, 0 Modus Ponens como regra inferencial e apenas
0Ss seguintes trés axiomas para LPC:

M1 a— (8- «a)
M2 (o~ (8->7))~ ((a—>p8)~>(a—>7))
M3 (-a - B) - ((-a > =5) » a)

Em uma abordagem ainda mais econémica, Meredith (1953) introduz apenas
a negacao e condicional como conectivos primitivos, Modus Ponens como regra de
inferéncia e, de modo espantoso, apenas um axioma:

Mer [(((a =) = (=7 = =0)) = 7) = €] > [(e > a) = (0 > )]
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Por fim, em um esforgo de maior economia simbdlica e formal, Nicod (1917),
utilizando-se apenas da barra de Sheffer como conectivo primitivo, uma forma de
Modus Ponens como regra de inferéncia,'® e apenas um axioma:

Nic (a1t (B1y)) {61101 [(e1 /)1 ((ate)t(ate))]}

Além dessas versoes, ha dezenas de outras abordagens axiomaticas equiva-
lentes (ainda que diferentes) para a légica classica. Para nos fixarmos em apenas
um conjunto de axiomas, tomaremos aqui a seguinte abordagem. Serao conectivos
primitivos apenas a negacao e a condicional, e 0os seguintes postulados:

Postulados 1 (Calculo LPC).
MP o,a - 5/8
Al a— (- «)
A2 (a=B) = ((a=>(8=>7)) = (a—>7))
A3 (a =) = ((a > =f) » -a)
A4 ——-a -«
Podemos entao definir a conjuncgao, disjuncéo e bicondicional tal como se segue:
Conjungdo: a A B %L —(a - -3)
Disjuncdo: av 8% —a - 3
Bicondicional: a <> 3 €' (a > 8) A (8 = a)

A partir dos postulados e das definicoes oferecidas, somos capazes da desen-
volver a Logica Proposicional Classica.

1.2.2 Trés Principios Famosos da Logica Classica

Como dito anteriormente, ha algumas caracteristicas (ou principios) da Logica
Classica que séao considerados condigdes necessarias (ainda que nao suficientes) para
toda e qualquer l6gica que recaia sobre a nomenclatura de “classica”. Por exemplo,
a caracterizacao dos sistemas entendidos como ngo-classicos, como nota Gomes e
D’Ottaviano (2017, p.31), “[...] se deve, em parte, a como essas ultimas facultam ou
nado validade aos principios légicos fundamentais do pensamento dedutivo classico”.
Trés principios se tornaram famosos, cuja formulacées mais comuns sao:

l. Principio da Identidade: o — «

16 Chamada de “Modus Ponens de Nicod”, a regra é a seguinte: a, (a1 (a1 3)) /8
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Il. Principio do Terceiro Excluido: a v -«

1. Principio da Nao-Contradigao:"” —(« A -«)

Veremos a frente que nas légicas categorizadas como Paraconsistentes, o Prin-
cipio da Nao-Contradicao nao se aplica a todas as formulas de sua linguagem. De
modo similar, nas légicas categorizadas como Paracompletas, o Principio do Terceiro
Excluido tem um escopo reduzido, ndo abrangendo todas as formulas de sua lingua-
gem. No entanto, como dito, esses principios (ou formas equivalentes) devem ser
satisfeitos em qualquer légica caracterizada como classica.

1.2.3 Consisténcia e Trivialidade

Seja na Logica Classica, seja nas teorias que a adotam como sua légica subja-
cente (que chamaremos de “teorias classicas”), as nogdes de consisténcia e trivialidade
estao estritamente conectadas. Como vimos, se uma teoria é consistente, nem toda
formula de sua linguagem é demonstravel (i.e., a teoria n&o é trivial). Dito de outro
modo, se uma teoria é trivial (e contém negacgéo), entdo ela sera inconsistente. Nas
teorias classicas, a demonstracdo de uma féormula qualquer e sua negacao acarreta
necessariamente a sua trivialidade. Isto é, qualquer caso de contradicao sintatica na
l6gica classica implicara na trivialidade do sistema. Portanto, buscamos teorias classi-
cas consistentes, o que as tornam nao-triviais (com relacdo a sua negagao), visto os
principios supracitados.'®

1.2.4 Negacao, Ex Falso Sequitur Quodlibet e Trivializacao

Mas por que, em uma teoria classica, a existéncia de uma contradigao tem
como consequéncia imediata sua trivializagdo? De modo geral, isso ocorre pelo fun-
cionamento de sua negacédo. Conforme vimos nos axiomas da légica classica (p. 23),
introduzimos a negagéao através de dois axiomas:

A3 (a—f)~ ((a—-p) —-a)
A4 = —> X

O axioma A3 nos afirma que se uma férmula acarreta uma contradi¢ao sintatica,
isso implica na negagéao dessa férmula. O axioma A4 nos garante que a negacao da

17" Também conhecido como Principio da Contradi¢cdo — terminologia comum na comunidade filoséfica
angléfona. Todavia, chama-lo como “Principio da Ndo-Contradicao” parece empregar uma termino-
logia mais adequada com o sentido do principio em questdo. Cf. Gomes e D’Ottaviano (2017, p.31,
Nota 4)

'8 Por questao de precisdo, devemos salientar que ndo é meramente a satisfacéo desses principios
que garantem a consisténcia e nao-trivialidade, mas outras definicdes importantes, como a nogao
de dedugao empregada. Para uma abordagem mais cuidadosa sobre esses topicos, veja Shoenfield
(1967, Cap. 4).
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negacao de uma férmula (uma dupla negacao) implica na afirmacao dessa mesma
formula.’™ Podemos dizer que a negacao é contextualmente definida através desses
axiomas. Repare, no entanto, que a negacao (de acordo com os postulados apresen-
tados) € um conectivo primitivo. De modo apropriado, dizemos que um conectivo é
“definido” quando existe uma férmula da linguagem (que nao o utilize) e sirva como
definiens.?? Essa férmula podera conter apenas os conectivos primitivos da linguagem.
Como, no sistema axiomatico para a LPC que apresentamos, a negagao é tomada
como conceito primitivo, ela ndo € um conceito que podemos, de modo apropriado,
chamar de “definido”. Todavia, em uma acep¢ao mais geral, podemos dizer que o
conectivo também pode ser definido pelo contexto de seu uso. Como o0 uso da ne-
gacao é determinado por seus postulados, podemos entdo dizer que a negacao é
contextualmente (mas néo diretamente) definida por eles.?!

Do ponto de vista sintatico, a negagao (em nosso sistema axiomatico para LPC)
€ compreendida por seus postulados. E, através deles, somos capazes de derivar uma
tese da légica classica associada a sua trivializagéo e ao Principio da Nao-Contradicao
que leva o nome de Ex Falso Sequitur Quodlibet (ou, simplesmente, Ex Falso).?? Isto
é, de uma contradi¢do “tudo” se segue. Tal tese é denotada pelas formulas:?3

(an=-a)—>p

ou

a = (-a )

que exprimem precisamente o fato de que, se uma férmula o e sua negacao (-«) sao
obtidas, entdo qualquer férmula 5 da linguagem de £LPC é demonstrada. Isto é, se
ha uma contradicéo na légica classica, visto o Ex Falso, qualquer formula é demons-
travel e, portanto, o sistema é trivial. Dado que queremos preservar a consisténcia e
nao-trivialidade da légica classica, podemos dizer que contradicées ndo podem ser
toleradas em LPC. Veremos, no entanto, que iSso Ndo sera o caso para os sistemas
paraconsistentes.

19 Esse axioma se refere a um principio classico, conhecido como duplex negatio affirmat, que significa,
em uma traducao livre, duplamente negar é afirmar.

20 Para esclarecimento, chamamos “definiendum” o termo (ou conceito) que queremos definir, e “defini-

ens” a expressao da linguagem que o define.

Nem toda formalizagdo da £LPC tem a negagdo como primitiva, como visto na abordagem de Nicod

(1917). Nesse sistema, utilizando-se da Barra de Sheffer, Nicod é capaz de definir a negacéo do

. f , , . ..
seguinte modo: -« de (a1 @). Outra possivel abordagem é assumirmos uma constante proposicional,

1, e algum conectivo primitivo, como a condicional, e assim introduzirmos a negagéo como definida

21

através da seguinte expressao: -« el 1

Nao apresentarei aqui a demonstragédo do Ex Falso, que é conhecida na literatura.

23 Ha outras formulagdes equivalentes (em L£LPC) do Ex Falso, além das duas que apresentaremos.
Utilizaremos estas, uma vez que séo as versdes mais comuns de serem encontradas na literatura.
Além disso, devemos notar que as formulas a seguir ndo sao teses apenas acerca da negacao, mas
também sobre a condicional material.

22
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1.2.5 Reductio Classico

Devemos ressaltar um aspecto importante. Dado o sistema axiomatico que
oferecemos para LPC, podemos demonstrar a seguinte formula como teorema:?*

Teorema 1 (Reducao ao Absurdo Classica).

Fipe (—|Oé - B) - ((ﬁo{ - _'5) - O'/)

Demonstragdo. Uma instancia do axioma (A3) é: (-a - ) » ((-a - -f) - —-«q)
Assumindo a regra de substituicdo de formulas, dado o axioma (A4), podemos substituir
qualquer instancia de —-—« por «. Portanto, da instancia do axioma (A3) acima, obtemos
que: (-~a > 8) - ((~a = =) = «), que é o0 que gostariamos de provar. O

E, se ao invés de introduzirmos os axiomas (A3) e (A4), introduzirmos a Redu-
cao ao Absurdo Classica — a axiomatizagao de Mendelson para LPC (p. 22):2°

MP a,a - 3/8

M1 o (8- a)

M2 (a = p) = ((a = (B >7)) = (a=7))
M3 (ma = §) = ((ma = =f) = a)

Note, pois, que (M1) é igual ao axioma (A1) e (M2) igual ao (A2), diferindo assim
(A3) e (M3). Introduzindo as definicdes dos operadores, obteriamos como teorema da
axiomatica de Mendelson as formulas de (A3) e (A4):

Teorema 2. Através da axiomatica de Mendelson, obtemos como teoremas as seguin-
tes formulas 28

(1) '_lpc* - >
(2) '_lpc* o —
(3) Fiper (@ > B) = ((a > =) = -a)

Demonstracdo. As provas de (1) e (2) podem ser encontradas em Mendelson (1997,
p.38-9). A prova de (3) pode ser facilmente obtida ao substituir -« por -—a no axioma
(A3~), obtendo assim que (--a - ) - ((--a - =) = -a). Como a < --« (dado os

24 Na demonstracdo do teorema seguinte assumiremos resultados, ndo apresentados aqui, mas ja
conhecidos na literatura, como a regra de substituicdo de férmulas equivalentes. Nesse teorema
em particular, posto que ja é conhecida a equivaléncia das formulas « e —-«, podemos substituir a
ocorréncia de uma dessas férmulas pela outra.

25 Cf Mendelson (1997, p. 35).

26 Utilizarei Fipe- para referir a nogédo de consequéncia sintatica de LPC utilizando a axiomatica de
Mendelson.
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teoremas provados acima), podemos substituir as formulas --« por «, de modo que a
instancia do axioma dada acima ficaria como: (a« — ) — ((a = =) = -~«) que € o0 que
gostaria de provar em (3) ]

Ou seja, ao introduzirmos a Reducdo ao Absurdo Classica em um sistema com
os postulados (MP), (A1)-(A2), obtemos as férmulas (A3) e (A4); por outro lado, se
substituirmos a Redugdo ao Absurdo Classica no sistema com os postulado (MP),
(A1)-(A2), introduzindo assim (A3) e (A4), obtemos entédo a férmula que expressa a Re-
ducdo ao Absurdo Classica como teorema. Desse modo, fixaremos nossa terminologia
chamando de “Reducgéo ao Absurdo Classica” a seguinte férmula:

(ma=p) = ((ma==p) = a)

1.2.6 A Semantica da Negacao Classica

Enquanto que a negacao [classica] € sintaticamente caracterizada por seus
postulados, nas semanticas padrées da l6gica classica ela é tratada como um operador
que inverte o valor-de-verdade da férmula a ele ligada.?” Vejamos as defini¢des.

Definicao 5 (Valoracao de LPC). Uma valoragdo para LPC é um mapeamento v :
§ — {1,0} sendo § o conjunto de formulas de LPC e {1,0} o conjunto de valores-
de-verdade, onde 1 é valor designado (verdadeiro) e 0 valor ndo-designado (falso), tal
que:

(0) v(a) =1 < v(a) #0

(1) v(=a) =1 < v(a) =0

(2) v(a—B) =1 v(a)=0ouv(s)=1
(3) v(anf) =1 v(a)=v(3)=1

4) v(avB) =1« v(a)=1o0uv(B)=1

Ao analisarmos as condi¢des da fungéo-valoragéo v para LPC podemos encon-
trar quatro casos diferentes para a valoragdo da negagao [classica]:28

(1) v(~a)=1<v(a)=0
O que se segue:

(1.1) v(-a)=1=v(a)=0

27 Compreenderemos aqui como “semantica padrao” da £PC uma semantica bivalorada com suas
definicbes usuais para os conectivos logicos.

28 As consequéncias de (1) que veremos, i.e., (1.1)-(1.4), podem parecer triviais, mas serdo importantes
para o que se segue, muito pelo qual estamos chamando a atengéo para elas.
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(1.2) v(=a)=0=v(a) =1

Ou, de modo equivalente:
(1.3) v(a) =1= v(-a) =0
(1.4) v(a)=0= v(-a) =1

Obtemos da defini¢ao (1) da funcao-valoracéo para uma férmula com negacao
[classica] os quatro fatos acima (1.1-1.4) que, podemos dizer, caracterizam semantica-
mente a negacgao introduzida na LPC. Esses fatos sdo importantes para compreender-
mos, posteriormente, as negacdes dos outros sistemas nao-classicos que trataremos,
como a negacao dos sistemas paraconsistente, paracompleto e nao-alético. De acordo
com as definicbes acima, obtemos como teoremas semanticos que:

Teorema 3 (Propriedades Seméanticas da Negacao (Classica)). Seja a« uma formula
de LPC e v uma fungdo-valoracdo padrdo para LPC.

(1) v(a) # v(-a)

Demonstragcdo. Por absurdo, dada a semantica bivalorada e metalinguagem classica,
ha duas situagdes possiveis de se negar (1): (a) v(«a) = v(-«a) = 1; 0u (b) v(a) = v(-a) =
0. Vejamos o caso (a): dada a definicdo (1) da funcéo-valoragdo v para a negacéo, de
(1.1) obtemos que se v(-a) = 1, entdo v(«) = 0 — 0 que contradiz 0 que assumimos. Do
mesmo modo, se v(«) = 1, de (1.3) obtemos que v(-«a) = 0 — também contradizendo
0 que assumimos. Vejamos agora o caso (b): se v(-«a) = 0, dado (1.2) obtemos que
v(a) =1 — 0 que contradiz o que assumimos. E, do mesmo modo, se v(«) =0, de (1.4)
segue que v(-«) = 1 — contradizendo, novamente, 0 que assumimos. O

Corolario 1. Para toda férmula o de LPC,
(A) v(a) =1 ouv(-a) =1 (B)v(a) =0 ouv(-a) =0
Demonstracdo. As provas de (A) e (B) sao obtidas diretamente do teorema 3. O

Dado os resultados anteriores, a semantica padrao da LPC satisfaz (como é
esperado) o Principio da Nao-Contradi¢cao e o Principio do Terceiro Excluido — tanto
em sua versao sintatica quanto semantica. Por fim, vejamos um outro resultado impor-
tante:29

Teorema 4 (Ex Falso I). o, -a . 8

29 Nos proximos dois teoremas suporemos a definicdo usual de validade I6gica, que pode ser entendida
como: um argumento é valido sse é impossivel ter premissas verdadeiras e conclusao falsa.
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Demonstracdo. Dada a definicao de validade l6gica (que assumimos conhecida pelo
leitor) e as valoracdes apresentadas, € impossivel que v(«) = v(-«) = 1. Portanto, nao
ha circunstancia onde todas as premissas (i.e., « € —«) sejam verdadeiras, o que torna
o argumento trivialmente valido. O

Teorema 5 (Ex Falso ll). =, a > (-a - )

Demonstracdo. Dada a definicdo usual da funcéo-valoracdo v para a condicional e
a negagao, v(a —» (-a - 3)) = 0 sse (i) v(a) = 1 e (i) v(-a - B) = 0. Suponha que
esse seja o caso. Segue de (ii) que (ii.a) v(-«a) = 1 e (ii.b) v(B) = 0. No entanto, de
(il.a) obtemos que v(«a) = 0, 0 que contradiz (i), que € nossa suposigao inicial. Portanto,
v(a—> (~a—p))=1. O

Como ja era esperado, os dois teoremas anteriores demonstram que o Ex Falso
€ uma tautologia de LPC — condizendo com seus aspectos sintaticos, visto que as
versdes do Ex Falso sdo teoremas.

1.2.7 Alguns Teoremas Importantes Sobre a Negacao Classica

Vejamos agora alguns resultados importantes, na Légica Classica, que eviden-
ciam a natureza de sua negagao.3°

(1) +ipe @ v = (Principio do Terceiro Excluido)
(2) Fipe =(a A=) (Principio da Nao-Contradicéo)
(3) Fipc ~—a — o (Eliminagdo da Dupla Negacéo)
(4) +ipc @ = == (Introdugéo da Dupla Negagao)
(5) Fipe (a0 A=cv) - B (Ex Falso)
(6) Fipe (v > B) = (=8 - -~a) (Contraposi¢&o)
(7) Fipe (~ae > =) = (8 - a) (Forma de Contraposicao)
(8) Fipe (v > =) = (B - ~a) (Forma de Contraposicao)
(9) Fipe ~(arB) < (~a v -p3) (De Morgan I)
(10) +ipe ~(a v B) < (~a A =3) (De Morgan )
(11) Fipe (@ = =a) > ~a (Consequentia Mirabilis)

(12) Fipe (ma - a) - o (Forma de Consequentia Mirabilis)

%0 Em uma semantica padrdo da LPC, a LPC é uma teoria semanticamente completa, de modo que
todos os teoremas seguintes sao tautologias, podendo entdo substituir “;,.” por “=p.”.
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(13) +ipe (ma = =B) - ((-a - B) - a) (Reductio ad Absurdum Classico)

(14) +ipe (= B) = ((a = =B) - -«) (Reductio ad Absurdum Intuicionista)

Esses quatorze resultados evidenciam o peso da negacgdo nas teorias clas-
sicas.3 Como veremos a frente, alguns desses teoremas ndo sao obtidos quando
utilizamos negacodes diferentes da negacao classica, como é o caso da negacgao para-
consistente e da paracompleta.

A negacéo classica (i.e., 0 conectivo de negacéo da Ldgica Classica) obedece
tanto ao Principio da Nao-Contradicao como ao Principio do Terceiro Excluido e Ex
Falso, de modo que todos os teoremas apresentados anteriormente sdo consequén-
cias desses fatos.3? Para nao criarmos confusdes desnecessarias até esse momento,
utilizamos o simbolo “~” para nos referirmos a negacao classica. Todavia, nas secoes
seguintes discutiremos sistemas nao-classicos cujas negacdes terdo outras proprieda-
des. Nao pretendemos modificar o simbolo da negagéo. Portanto, para nao criarmos
confuséo, toda vez que utilizarmos “-.” como simbolo da negacéo, estamos nos refe-
rindo a negacao classica — apresentada até aqui.®3

1.3 LOGICA PARACONSISTENTE

Na secao anterior, vimos rapidamente alguns aspectos importantes sobre a
Légica Classica, que podemos resumir do seguinte modo:

(1) Logica Classica:
(1.1) Consistente e Nao-trivial
(1.2) Principios: Identidade, Nao-Contradigao e Terceiro Excluido
(1.3) Ex Falso é teorema geral (i.e., vale para todas as formulas)
(1.4) Semantica da Negacgéo Classica: v(-.a) =1 < v(a) =0

Ao discutirmos as propriedades de consisténcia e trivialidade, vimos também
que uma teoria consistente implica em sua nao-trivialidade — uma vez que, se a teoria
contém negacao e nao € o caso que uma férmula e sua negacao sejam teoremas,

31

Devemos notar que ndo séo apenas os principios e resultados que vimos até aqui que determinam a
Légica Classica, mas também definicdes importantes que ndo apresentamos, como os operadores
de consequéncia sintatica e consequéncia semantica.

Devemos levar em consideracdo o que dito na nota anterior. Ou seja, ndo apenas satisfazer os
principios da Nao-Contradicao, Terceiro Excluido e Ex Falso que garante que a negacdo em questao
sera classica — precisamos garantir, entre outras coisas, que o operadores de consequéncia (sintatica
e semantica) preservem certas propriedades.

Doravante, utilizaremos o simbolo “-,” para nos referirmos a negacdo paraconsistente e “-,” para
a negacao paracompleta. Se utilizarmos apenas “-”, esperamos que o contexto esteja claro para
identificarmos qual negacéo esta em uso.

32

33
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segue que nem toda férmula da linguagem é teorema. Do mesmo modo, vimos que
se um sistema é trivial (e contém negacao), isso acarreta em sua inconsisténcia (visto
que todas as férmulas serdo teoremas, inclusive uma formula e sua negagéo). Mas
podemos propor uma questao:

Pode haver uma teoria inconsistente e nao-trivial, mas na qual o Terceiro Excluido é
tese?

Se sim, como seus conectivos (principalmente a negacdo) funcionariam? Quais
principios classicos seriam satisfeitos e quais ndo? Teriamos o Ex Falso como teo-
rema? Semanticamente, como a negacao desse sistema se comporta? A esses desa-
fios que se langaram os légicos paraconsistentes. Como podemos ver em Gomes e
D’Ottaviano (2017), a construgao das ideias que fundamentaram a Légica Paraconsis-
tente perpassou diversos autores ao longo da histéria, da antiguidade até os tempos
atuais. No entanto, apenas com o trabalho de da Costa (1963) pudemos obter um
sistema paraconsistente que pode ser dito forte o suficiente para suportar quantifi-
cacao e, desse modo, estabelecer teorias mais robustas, como Teoria de Conjuntos
Paraconsistentes e toda uma matematica.®* Outros sistemas paraconsistentes foram
oferecidos, como podemos ver em Priest (1979, 2008). No entanto, restringir-nos-emos
aos calculos proposicionais paraconsistentes desenvolvido por da Costa, conhecidos
como hierarquia €, (0 <n<w).%®

1.3.1 Os Calculos %, (0<n<w)

A ideia geral das logicas paraconsistentes € permitir condi¢gdes nas quais tanto
uma férmula quanto sua negacgao [paraconsistente] passam ser obtidas sem que, com
isso, trivializem todo o sistema. Se contradigdes sdo permitidas, entdo o Principio da
Nao-Contradigao precisa ser restringido (pois nao valera para todas as férmulas). Além
disso, como observamos na sec¢ao anterior, uma contradicdo na LPC a trivializa, posto
o0 Ex Falso: de uma contradigdo, qualquer férmula se segue. Portanto, um desafio
geral é formalizarmos o sistema paraconsistente de modo que nem o Principio da
Nao-Contradicao, e tampouco o Ex Falso sejam teoremas (para toda férmula). Para
isso, da Costa (1963) nos oferece os sistemas %, (0 < n < w) .36 Vamos apresentar
aqui o sistema %y, comecando por sua linguagem. Seja P um conjunto ndo-vazio,

84 Cf da Costa, Krause e Bueno (2007) e da Costa, Béziau e Bueno (1998) e De Carvalho e D’Ottaviano
(2005).

3% Como dito anteriormente, da Costa (1963) desenvolveu ndo apenas um célculo proposicional para-
consistente, mas sim uma hierarquia de calculos proposicionais %,, (0 <n < w). Ao nos referirmos
ao calculo proposicional paraconsistente, nos restringiremos por enquanto ao calculo 47 dessa
hierarquia. Esses e outros detalhes podem ser visto em da Costa, Krause e Bueno (2007).

36 Devemos notar que, nos célculos %, (0 < n < w)apresentados por da Costa (1989), a negagéo
paraconsistente € um conectivo primitivo da linguagem.
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denumeravel, de variaveis proposicionais e F o conjunto de Férmulas de ¢, definido
indutivamente tal como se segue:

def
o« pil~pala>Blanslavsl

onde p; € P e i € um numero natural; « e 5 sdo férmulas; e os simbolos —,, >, A e v
denotam os conectivos (primitivos) da negacao paraconsistente, implicacao material,
conjuncao e disjungao respectivamente.

Antes de apresentarmos os postulados de %, precisamos ter em mente que
o Principio da N&do-Contradicdo ndo sera valido para fodas as formulas. Todavia, da
Costa (1963) define um operador de bom comportamento para algumas formulas. Em
geral, ndo esta garantido para toda formula o que -,(a A -,a). No entanto, se uma
formula é dita bem comportada (ou seja, satisfaz a condigéo de ser “bem comportada
[paraconsistente]’), entdo essa férmula, sim, satisfara o Principio da Nao-Contradigao.

Ele define o operador de bom comportamento do seguinte modo:3”
Definicao 6 (Operador-°). a° % —p(a A —pa)

Apés essa definicdo, podemos entdo adentrar ao conjunto de postulados do
célculo proposicional paraconsistente %;.

Postulados 2 (Calculo %).

€1 a—(8-a)

c2 (a=fF)>((a=>(f->7)~(a=>7))
€3 a,a— BS

©4 (anB)—a

¢5 (anp)—>p

€6 o~ (B~ (anp))

€7 a—(avp)

“8 a— (Bva)

€9 (a>7) > ((B->7) > (avp)>7))
10 5° = ((a > B) = ((a > f) = =)
C11 (a2 A7) = ((anB)° A (av )°) Ao f)°)

87 Assumiremos aqui diversas outras definicdes prévias que devem ser feitas como, por exemplo, a
nogao de consequéncia sintatica e semantica. Para mais, ver da Costa, Krause e Bueno (2007).
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€12 av —pQ¥
%13 _‘p_‘pa —>

Note que %, satisfaz o Principio do Terceiro Excluido, de modo que, uma vez
que uma férmula satisfaga o Principio da Nao-Contradicdo (i.e., seja 0 caso que «°),
essa formula se comportara como uma férmula classica. Podemos entao definir a
bicondicional como:

aoBE (@) A (B~ a)

Como ¢ apresentado em da Costa, Krause e Bueno (2007, Th. 6), as seguintes
formulas ndo sao teoremas de %, :38

(1) ~pa > (= 3)

(2) —~per = (> =)

(3) a— (—pa~p)

(4) = (=pa = =)

(3) (an—pa) =7

(6) (an=pa) > =0

(7) (= B) = ((a = =f) = =pa)
(8) a——p=pa

(9) (a = —pa)—>f

(10) (a <= —pa) = -

(11) —p(an—p)

(12) (A =) = ~p(a A —pa)

Os resultados (1)-(4) apresentam formulacdes diferentes para o Ex Falso. Todas
essas formulas sdo teoremas que podemos facilmente obter em LPC, utilizando-se
da negacao daquele sistema (i.e., negacéao classica); sao teoremas também em %,
mas que em %, nao sao obtidas — a ndo ser que utilizemos da negacéo forte, que
definiremos a frente.

38 Como dito anteriormente, e ressaltado por da Costa, Krause e Bueno (2007, p.807) quanto a hi-
erarquia ¢, (0 < n < w) , 0 sistema %, é o célculo proposicional classico, sendo ¥, o0 primeiro
calculo paraconsistente. Note, portanto, que as formulas seguintes nao sao satisfeitas no calculo %1,
enquanto que sao satisfeitas no calculo %.
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1.3.2 Negacao Paraconsistente, Bom Comportamento e Negacao Forte

O que vimos até agora evidencia um aspecto muito importante quanto a negacao
paraconsistente, que ja deve ser ébvio ao leitor: a negacao paraconsistente néo é
equivalente a negacao classica. No desenvolvimento do célculo %, da Costa (1963)
também oferece uma definicdo do que ele chama de “negacao forte” (para o calculo
paraconsistente).

Definicao 7 (Negagéo (Paraconsistente) Forte). -»a e -y A QP

Repare que essa definicdo nos diz que se uma férmula satisfaz o Principio da
Nao-Contradicao e, ao mesmo tempo, obtemos sua negacgao [paraconsistente], entao
ela é fortemente negada. No fundo, o que isso quer dizer? Lembre-se que as formulas
de %1 satisfazem o Principio do Terceiro Excluido (como podemos ver no axioma ¢'12).
Uma vez que uma férmula de €1 também satisfaca o Principio da Nao-Contradicao
(i.e., seja uma férmula bem comportada), a negacao [paraconsistente] dessa féormula
terd as propriedades da negacao classica. Deste modo, podemos entender a Negacédo
Forte como sendo a negacao classica de uma férmula. Apenas como um exemplo,
vejamos o0 Ex Falso utilizando-se da negacao forte:

Teorema 6. ¢, a — (—;a — 3)

Demonstracdo. Em da Costa, Krause e Bueno (2007, Th. 22). O
E obtemos como corolario desse teorema o seguinte resultado:

Corolario 2. ¢, (a A -ja) - 3

Ou seja, se obtemos uma contradicdo com uma férmula bem comportada, entao
trivializamos o sistema (pois inferimos qualquer formula ). No entanto, como vimos
acima, todas as quatro versdes do Ex Falso, (1)-(4), ndo sdo teoremas — uma vez que
as formulas das quais obtemos contradi¢coes, naqueles casos, ndo sdo bem comporta-
das. De fato, se todas as férmulas que vimos anteriormente que ndo sao obtidas em
%, trocarmos a negacao paraconsistente pela negacéao forte, todas aquelas férmulas
serdo teoremas de %. Isso é evidenciado em da Costa, Krause e Bueno (2007, Th.16,
Th.17).

Outro aspecto importante que temos de ressaltar, que diz respeito ao operador
de bom comportamento, é evidenciado pelo chamado “Teorema de Arruda”:

Teorema 7 (A. I. Arruda). ¢, a®°
Demonstragdo. Em da Costa, Krause e Bueno (2007, Th. 18, p.804). O

O que leva a um outro teorema importante:
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Corolario 3. ¢, a° > (—,a)°
Demonstragdo. Em da Costa, Krause e Bueno (2007, Th. 19, p.804). O

Para o corolario seguinte, utilizaremos a expresséo —,...~»« para denotar uma
formula (finita) com n reiteracdes da negacao paraconsistente. Deste modo, para uma
n =5, a expressdo —,...->« sera equivalente a formula —,-,-,—,—,a.

Corolario 4. Em ¢\ temos que, para todo n, ¢, a® - (=}...-la)°

Demonstracdo. A prova se segue por indugéo. Suponha que (a) «°, pelo Corolario 3 (p.
35) obtemos que (a.1) (-;a)°. De (a.1), pelo Corolario 3, obtemos que (a.2) (-j-2a)°.
Podemos repetir o procedimento até -!...-"~*a que, pelo Corolario 3 obteremos (b)
(—...—ma)°. Por esse resultado, e uma constante aplicagdo do Silogismo Hipoteético
(garantido pelo axioma %'2), obtemos que a° — (—=}...~ra)°. ]

Podemos inferir desses teoremas que, se uma férmula é bem comportada, a
negacao dessa férmula também o é. Em outras palavras, se a formula « satisfaz o
Principio de N&o-Contradicdo, entdo a férmula -,o também o satisfaz. Desse modo,
se a° é 0 caso, obtemos (trivialmente, dada a definicdo do operador de bom compor-
tamento) que ngo podera ocorrer que o A -,c. Todavia, também se seguira que néo
podera ocorrer de -, A ==, NEM —, =, A ===, € assim por diante. 1sso é equi-
valente a dizermos que, se uma férmula « € bem comportada, seja qual for o nimero
de negagbes -, que colocarmos a sua frente, todas elas serdo negagédes fortes (i.e.,
terdo o comportamento da negacao classica).

1.3.3 Reductio Paraconsistente e Reductio Classico

Vejamos agora um outro aspecto importante do célculo %7, que € o axioma €10,
que chamaremos de “Reducao ao Absurdo Paraconsistente”

p° = ((a=B) = ((a > ~pf) = ~pa))

Interpretamos esse axioma como: se « implica uma contradicdo de uma féormula
bem comportada /3, entdo isso implica que -,«. Mas note que, de acordo com as defini-
¢cOes apresentadas anteriormente, se é o caso que 5° e -,/3, entdo temos um caso de
-+ — i.e., temos que a negagao paraconsistente de 3 se comporta como a negagao
classica (entendendo a negacéo forte como uma negagao com as mesmas proprieda-
des da negacdo classica). Deste modo, podemos utilizar a definicdo da negacéo forte
(Def. 7) e reescrever o0 axioma 10 como:

(a=pB) > ((a=>=,5) > =)
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E, uma vez que a negacéo forte (-;) preserva as propriedades da negagao
classica, poderiamos compreender intuitivamente o axioma %10 como:3°

(a = B) = ((a > =cf) > ~pa))

Esse fato sera importante para o que viremos a desenvolver.

1.3.4 A Semantica da Negacao Paraconsistente

N&o desenvolveremos toda a semantica dos calculos %, (0 <n <w)aqui. Toda-
via, existem alguns aspectos semanticos da negacao paraconsistente que precisam
ser levados em consideracdo. Como vimos na Légica Classica, a valoragdo da negacao
classica € dada como:

1 v(-c) =1ssev(a)=0
O que se segue:

1.1 Se v(-.a) =1, entdo v(a) =0
1.2 Se v(-.a) =0, entdo v(a) =1
Ou, de modo equivalente:

1.3 Se v(«a) =1, entdo v(-.a) =0
1.4 Se v(a) =0, entdo v(-.a) =1

A definicdo (1) da funcéo-valoracdo v para a negacéao classica, e suas quatro
consequéncias (1.1-1.4) coadunam-se com o fato de que a negacao classica satisfaz
tanto o Principio da Nao-Contradicdo quanto o Principio do Terceiro Excluido. No
entanto, como vimos, a negacgao paraconsistente (quando nao ligada a uma férmula
bem comportada) satisfaz o Principio do Terceiro Excluido (visto o0 axioma ¢'12), mas
nao o Principio da Nao-Contradicdo. Por conta desses fatos, a definicao da fungao-
valoracao para a negacgao paraconsistente ira divergir da definicao (1) para a negacao
classica.

Pensemos sobre isso. Uma vez que pode ser obtido uma férmula como a A —-,a,
e como a definicdo da fungéo-valoragcdo da conjuncdo é a mesma,*° tanto a férmula a
quanto a sua negagao paraconsistente, —,«, podem ser verdadeiras sob uma mesma
valoracdo. Todavia, ndo pode ocorrer que tanto o quanto sua negacao paraconsistente

3% Note que —. ndo & um conectivo de negacéo dos célculos %, (0 < n < w), mas sim o conectivo
de negacédo de LPC. Assim, a formula a seguir tem como caracteristica apenas uma compreensao
intuitiva do funcionamento da Reducao ao Absurdo Paraconsistente.

40 Jsto é, v(aAB) =1 e v(a)=v(B) = 1.
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sejam falsas ao mesmo tempo — dado o Terceiro Excluido, que € um postulado. Tendo
isso em mente, podemos inferir que se v(a) = 0, segue que v(-,«) = 1; ou, de outro
modo, se v(-,) = 0, entdo v(a) = 1. Mas o contrario ndo acontece. Isso &, se temos
que v(a) = 1, ndo podemos garantir que a valoragdo da férmula -,« sera 0 (ou, de
modo equivalente, se v(-,a) = 1, ndo podemos garantir que v(a) = 0) — uma vez
que ambas podem ser verdadeiras. Portanto, podemos definir uma valoragao para a
negacao paraconsistente do seguinte modo:

2 Se v(-pa) =0, entdo v(a) =1
Do que se segue:
2.1 Sev(a) =0, entdo v(—,a) =1

O que vemos nessa definicdo (2) é um aspecto central para a valoragao de
%, s6 obtemos que uma férmula (ou sua negacao paraconsistente) é verdadeira se
soubermos que sua negacao paraconsistente (ou a férmula sem negacao) é falsa.
Vejamos a definicdo completa de valoragéo para ¢ :*'

Definicao 8 (Valoracao de %1). Uma valoragdo para ¢, € uma mapeamento v : § —
{1,0} sendo § o conjunto de férmulas de ¢, e {1,0} o conjunto de valores-de-verdade,
onde 1 é valor designado e 0 valor ndo-designado, tal que:

(0) v(a) =1 < v(a) £0
(1) v(a) =0 = v(—pa) =1

(2) v(mypa) = 1 = v(a) = 1

(3) v(5) = v(a > B) = v(a > ~8) =1 = v(a) = 0

(4) v(a > B)=1<uv(a)=0ouv(f)=1

(5) v(anB)=1=v(a)=v(8) =1

(6) v(avB)=1=v(a)=10uv(B)=1

(7) v(e) =v(B°) =1=v((anrf)) =v((avp))=v((a~>p))=1

Com essa definicao para a fungao-valoragao para %;, podemos provar que o
Principio da Nao-Contradicdo nao é uma tautologia dessa logica.

Teorema 8. ¢, —,(a A —p)

41 Cf Costa e Alves (1977) e da Costa, Krause e Bueno (2007, p.821, Def. 102).
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Demonstragédo. Se -,(« A -,«) fosse uma tautologia, entdo qualquer valoragdo que
atribua 0 a essa férmula implicaria em uma contradicdo semantica. Portanto, suponha
que (a) v(—,(ar-,a)) = 0. A partir de (a), dada a valorac@o da negacéo paraconsistente
(2), obtemos que (b) v(a A -,«) = 1. Dada a valora¢do da conjuncéo, de (b) obtemos
que (c.1) v(a) =1 e (c.2) v(—-pa) = 1. No entanto, a partir de (c.1) e (c.2) — utilizando
da definicdo da valoragdo para a negagdo paraconsistente (2) — ndo conseguimos
obter algo como v(«) = 1 e v(«) = 0 ou, de outro modo, que v(-«a) =1 e v(-«) = 0.
Ou seja, nao geramos qualquer contradicdo semantica. Uma vez que nao obtivemos
contradicdo ao supormos a falsidade do Principio da Nao-Contradicdo, segue-se que
ele ndo é um tautologia de ;. O

Por outro lado, podemos ver também que o Principio do Terceiro Excluido segue
como uma tautologia:

Teorema 9. =¢, a Vv -«

Demonstragdo. Suponha que (a) v(a v -,«) = 0. Dada a valoragéo da disjunc¢éo, obte-
mos que (b.1) v(a) =0 e (b.2) v(-,a) = 0. A partir de (b.2) e da valoragédo da negagéo
paraconsistente (2), obtemos que (c) v(a) = 1. No entanto, (c) contradiz semantica-
mente (b.1), visto que « terd, sob uma mesma valoracao, valores 0 e 1. Logo, a férmula
a v -, Ndo pode ser falsa— i.e., ela € uma tautologia. O

Vejamos agora a formula que expressa o Ex Falso:
Teorema 10. #¢, a - (a0 = )

Demonstragdo. Se a férmula o — (-,a — ) fosse uma tautologia, entdo a suposicao
da falsidade dessa férmula levaria a uma contradicdo semantica. Suponha entao que
(@) v(a = (=pa — B)) = 0. De (a) segue que (b.1) v(a) =1 e (b.2) v(-,a » 3) = 0. De
(b.2) obtemos que (c.1) v(-,) = 1 e (c.2) v(/) = 0. No entanto, dada a valoracdo da
negacao paraconsistente, de (c.1) nao obtemos que « é falso — ndo gerando, desse
modo, uma contradicdo semantica. Portanto, a formula o - (-,a - ) ndo € uma
tautologia. O

No entanto, vejamos 0 que acontece se supusermos que « é bem comportado:

Teorema 11. Dada a definicao de valoracdo para o calculo ¢, (Def. 8), obtemos que:
a® o, a— (pa— f)

Demonstragdo. Suponha portanto que (a) v(a®) =1 e (b) v(a - (-, - ()) = 0. Dada
a definicdo do operador de bom comportamento °, (a) significa v(—,(a A —,)) = 1.
De (b) segue que (c.1) v(a) =1 e (c.2) v(-,a - () = 0. De (c.2) obtemos que (d.1)
v(-pa) =1 e (d.2) v(B) =0. O



Capitulo 1. Logica Classica e Algumas Ldgicas Nao-Classicas 39

Mas nao é isso o que queremos. Repare que, ao aceitarmos a valoracao apre-
sentada em da Costa, Krause e Bueno (2007, Def. 102) (Def. 8 apresentada acima),
nao conseguimos obter algo importante: se uma férmula é bem comportada, entdo
da sua contradicao segue qualquer coisa (Ex Falso). Mas nGs esperavamos que isso
se seguisse, uma vez que, dada toda a construgao da teoria, se uma férmula é bem
comportada, entao ela satisfaz tanto o Principio do Terceiro Excluido como o Principio
da Nao-Contradicdo — e isso, espera-se, torna tal formula classica, de modo que sua
negacao tenha propriedades equivalentes a negacao classica. Para o Ex Falso seguir
como tautologia para férmulas bem comportadas, precisamos entdo adicionar mais
uma condicao a Def. 8 acima:

(8) v(—pa) =v(a®)=1=v(a)=0
O que seguira também que:
(8.1) v(a) =v(a®) =1=v(-pa) =0

Através da adicao dessas clausulas na definicao da valoracao, podemos obter,
por fim, o Ex Falso.*?

Teorema 12. a° ¢, a = (—,a = )

Demonstragdo. Suponha portanto que (a) v(a®) =1 e (b) v(a - (-, - ()) = 0. Dada
a definicdo do operador de bom comportamento °, (a) significa v(-,(a A —pa)) = 1.
De (b) segue que (c.1) v(a) =1 e (c.2) v(-,a0 - () = 0. De (c.2) obtemos que (d.1)
v(-pa) =1 e (d.2) v(B) = 0. Visto a clausula (8), temos que v(-,a) = v(a®) = 1, 0 que
segue que (d) v(a) = 0. Mas de (d) e (c.1) obtemos uma contradicdo seméntica. Logo,
a°® ¢, a > (-,a - () € tautologia. N

Corolario 5 (Variantes do Ex Falso em %3).
a) k¢, o = (a = (o~ B))
b) a° Ec, (o A=par) - )

¢) ko, a® = ((an—pa) = F))

Demonstragdo. A prova de (a) se segue diretamente do Teo. 12 aplicando-se a versao
semantica do teorema da deducdo — que é valido para o sistema %.43 A prova de (b)
é similar a demonstragcéao do Teo. 12 e (c) segue-se de (b) aplicando-se, novamente, o
teorema da deducgéo. O

42 parece um fato comum os autores esquecerem de adicionar a clausula (8) na definicio de valoragéo
para %1. Cf. da Costa, Krause e Bueno (2007, Def. 102, p.821), Grana (2007, p.59-61) e Grana
(1990b, p.38). Mas note que tais autores, quando oferecem uma definicdo para conjunto maximal
nao-trivial T, tratam de determinar que —,a,a° ¢ I' = a ¢ I' da Costa, Krause e Bueno (2007, Th.
101, p.821) — 0 que garante a clausula (8) — esquecendo-se apenas de introduzir tal caracteristica
na definicdo da valoragao para .

43 Cf da Costa, Krause e Bueno (2007, Th. 5, p. 800).
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1.4 LOGICA PARACOMPLETA

Nas sec¢des anteriores, vimos alguns aspectos importantes sobre a Logica Clas-
sica e a Légica Paraconsistente, que seguem abaixo:

(1) Légica Classica (LPC):
(1.1) Consistente e Nao-trivial
(1.2) Principios: Identidade, Nao-Contradi¢ao e Terceiro Excluido
(1.3) Ex Falso é teorema geral (i.e., vale para todas as formulas)
(1.4) Semantica da Negacgéo Classica: v(-.a) =1 < v(a)=0

(2) Légica Paraconsistente (¢):
(2.1) Paraconsistente,* e Nao-trivial

(2.2) Principios: Identidade e Terceiro Excluido (a Nao-Contradigédo fica restrita apenas
para as formulas que sdo bem comportadas)

(2.3) Ex Falso é teorema apenas para as férmulas bem comportadas (néo é um teo-
rema que vale irrestritamente)

(2.4) Semantica da Negacao Paraconsistente: v(-,a) =0 = v(a) =1

(2.5) A negacao de uma férmula bem comportada (i.e., negacéao forte) preserva as
propriedades da negacao classica

(2.6) Se uma férmula for bem comportada, entdo toda negacao paraconsistente co-
nectada a ela (independente do numero) serd uma negacao [paraconsistente]
forte — Teo. 3

Ao discutirmos as propriedades de consisténcia e trivialidade, vimos que se uma
teoria € trivial, entdo toda férmula sera teorema — caso esse que chamamos teoria
“supercompleta”. E, do mesmo modo, se uma teoria é incompleta, entdo ela ndo sera
trivial, visto que nao sera o caso que toda férmula ou sua negacao sao teoremas. Mas
podemos agora propor uma outra questéo:

Pode entédo haver uma teoria consistente, nao-trivial, mas que o Terceiro Excluido nao
é tese?

4 Note que %, (0 < n < w)ndo é inconsistente, de modo propriamente dito. Ele permite que, de
conjuntos inconsistentes de premissas, ndo derivemos qualquer férmula da linguagem. Por outro
lado, a partir dos postulados de %,, ndés nao obtemos como teorema uma férmula e sua negacao
[paraconsistente].
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Se sim, como seus conectivos (principalmente a negacao) funcionaria? Quais
principios classicos seriam satisfeitos e quais ndo? Teriamos o Ex Falso como teo-
rema? E o Terceiro Excluido? Semanticamente, como a negacado desse sistema se
comporta? A esses desafios que se lancaram aqueles que desenvolveram as logicas
categorizadas como paracompletas. De modo geral, a histéria das légicas paracom-
pletas remonta aqueles que, de algum modo, queriam impedir a aplicacdo geral do
Terceiro Excluido. Desse modo, os primeiros sistemas paracompletos foram os desen-
volvidos para tratar da teoria intuicionista, cuja validade do Terceiro Excluido € posta
em causa, como aponta Heyting (1956, p.1):

“You ought to consider what Brouwer’s program was (BROUWER, 1907). It
consisted in the investigation of mental mathematical construction as such,
without reference to questions regarding the nature of the constructed objects,
such as whether these objects exist independently of our knowledge of them.
That this point of view leads immediately to the rejection of the principle of
excluded middle [...]"*

Todavia, note que a Teoria Intuicionista tem como ponto de discusséao a natu-
reza do raciocinio matematico, sendo uma tese em Filosofia da Matematica — que,
posteriormente, também permitiu desenvolver o que foi chamado de “matematica intui-
cionista”. De acordo com o intuicionismo, a verdade de uma afirmacado matematica (ou
a afirmacao de existéncia) precisa ser estabelecida através de uma construgcdo men-
tal, como aponta Heyting (1956, p.2): “Brouwer’s program entails [...] [i]n the study of
mental mathematical constructions ‘to exist’ must be synonymous with ‘to be construc-
ted’.”#6 Do mesmo modo, para afirmarmos a falsidade de alguma férmula, precisamos
ter uma construgcdo que leve a uma contradigdo. A Teoria Intuicionista, portanto, en-
volve uma filosofia adicional ao seu formalismo. Isto €, enquanto que os sistemas
I6gicos intuicionistas rejeitem o Terceiro Excluido, a semantica oferecida — para ser
precisa com o programa intuicionista — ndo serd uma semantica de valoragées tal como
apresentamos para a légica classica ou paraconsistente, mas devera envolver nogcdes
como construgéo e intuicdo mental. Poderiamos dizer que, associada ao formalismo
paracompleto, uma logica intuicionista assume uma semdantica construtivista.

N&o queremos nos adentrar nas especificidades do intuicionismo e suas re-
lagbes com as logicas paracompletas. Portanto, restringiremos nossa andlise a um
sistema paracompleto especifico, chamado “Célculo Proposicional Paracompleto”, de-
senvolvido por da Costa e Marconi (1986).4”

45 “\Jocé deveria considerar o que o programa de Brouwer era (BROUWER, 1907). Consistia na in-
vestigagdo da construcdo mental da matematica como tal, sem referéncia a questbes relativas a
natureza dos objetos construidos, tais como se esses objetos existem independentemente de nosso
conhecimento deles. Que este ponto de vista leva imediatamente a rejeicao do principio do terceiro
excluido.” Heyting (1956, p.1, trad. nossa).

“O programa de Brouwer implica [...] no estudo de constru¢cdes mentais matematicas [onde] ‘existe’

deve ser sinbnimo de ‘é construido’.” Heyting (1956, p.2, trad. nossa)
47 Em da Costa e Marconi (1986), tal como o célculo proposicional paraconsistente €, (1 <n < w),

46
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1.4.1 Os Calculos &2, (0<n<w)

A ideia geral das légicas paracompletas, como visto, € restringir o Principio do
Terceiro Excluido. No entanto, como vimos tanto em £LPC como em %, o Terceiro
Excluido é uma tese. Vamos apresentar aqui o sistema &?;, comegando por sua lin-
guagem. Seja P um conjunto ndo-vazio, denumeravel, de variaveis proposicionais e F
o conjunto de Férmulas de &7, definido indutivamente tal como se segue:

def
o« pi|~ala—>Blanslavs

onde p; € P e i € um numero natural; o e g sdo férmulas; e os simbolos -,, -, A e
v denotam os conectivos (primitivos) da negagao paracompleta, implicagdo material,
conjuncgéo e disjuncdo respectivamente.*8

Como dito anteriormente, posto que o Principio do Terceiro Excluido € restrin-
gido, a férmula v -,a n&o pode figurar entre os teoremas. Todavia, da Costa e Marconi
(1986) definem um operador de bom comportamento, similar ao operador-° do calculo
¢, para algumas formulas. Em geral, ndo esta garantido a todas as formulas o que
a v -,a. No entanto, se uma férmula é dita bem comportada (ou seja operada pelo
operador-*, conhecido como “bola fechada” ou de “bom comportamento [paracom-
pleto]”), entdo essa férmula, sim, satisfara o terceiro excluido. Eles definem entao o
operador de bom comportamento do seguinte modo:

Definigao 9 (Operador-*). a* € a v -,a

Apds a definicdo do operador de bom comportamento podemos ver o0 conjunto
de postulados do calculo proposicional paracompleto ;.

Postulados 3 (Calculo 2,).
Z1 (a=p)=>((a=>(B->7)) > (a>7))
P2 o (8- a)

P3 a,a - BB

P4 ((a—f)~a)—>a

P5 (anp) -«

desenvolveram nao apenas um calculo proposicional paracompleto, mas sim uma hierarquia de
Célculos Proposicionais Paracompletos &, (0 <n <w). Ao nos referirmos ao calculo proposicional
paracompleto, nos restringiremos ao calculo &7, dessa hierarquia. Devemos notar que, nos célculos
Z, (0<n <w), anegagao paracompleta € um conectivo primitivo da linguagem.

8 Utilizaremos o simbolo “~,” para simbolizar a negagdo paracompleta. Do mesmo modo, utilizaremos
+p, € Ep para as nogbes de consequéncia sintatica e semantica, respectivamente, da Légica Pa-
racompleta. Assumiremos aqui diversas outras definicdes prévias que devem ser feitas como, por
exemplo, a nogao de consequéncia sintatica e semantica. Para mais, ver Grana (2007).
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P6 (anp)—p
P7 a— (B~ (anp))
P8 a— (avf)
P9 B~ (avp)
Z10 (a—>7) > ((B->7) > ((avp)>7))
P11 a* > ((a = B) > ((a = =4f) > ~y))
P12 (ar n %) = ((a = B) A(anp) AlavB))A(-qa)*)
P13 ~y(an-4a)
P14 o - (~ga— )
P15 @ = ~gmg0r

Note que &2, satisfaz o Principio do Nao-Contradicao (axioma £213), de modo
que, uma vez que uma férmula satisfaca o Principio da Terceiro Excluido (i.e., seja o
caso que «*), essa formula se comportara como uma férmula classica. Podemos entao
definir a bicondicional como:

ae B> B)A (B~ a)

Como ¢é apresentado em Grana (2007, p.70), as seguintes féormulas ngo sao
teoremas de 4

(1) av-ya
(2) _‘q(& Vﬁ) - (_‘qO‘ A _‘qﬁ)
() —~g(anB) < (mgaVv—yB)

(4) -y~ —
(8) (= f) = (=g = =)
Em contrapartida, as seguintes formulas sédo teoremas de #;:
(1) Fp (@A) = B
(2) =p v (a—>p)

(B) Fp, a® = (~g—ga = @)
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Repare que (1) é o Ex Falso, enquanto que em (3) obtemos que, se uma formula
€ bem comportada, entao a eliminagdo da dupla negagdo se segue —uma vez que, em
formulas bem comportadas, a negacéao paracompleta tera as propriedades da negacéao
classica.

1.4.2 Negacao Paracompleta, Bom Comportamento e Negacao Forte

O que vimos até agora nos evidencia um aspecto muito importante da nega-
cao paracompleta, que ja deve ser 6bvio ao leitor: a negacao paracompleta nao é
equivalente nem a negacao classica, nem a negacao paraconsistente. Nos desenvol-
vimentos dos calculos &, (0 <n <w), da Costa e Marconi (1986) também oferecem
uma definicao do que chamam de “negacao forte” (para o calculo paracompleto):

Definicao 10 (Negacao (Paracompleta) Forte). - %! g A

Essa definicdo nos diz que, se uma férmula satisfaz o Principio do Terceiro
Excluido (i.e., € bem comportada) e, a0 mesmo tempo, obtemos sua negacao [para-
completa], entao ela é fortemente negada. O que isso quer nos dizer? Lembrando que
as formulas de &7, satisfazem o Principio da Nao-Contradicao (dado o axioma £213),
uma vez que uma férmula de &?; também satisfaga o Principio do Terceiro Excluido,
a negacao [paracompleta] dessa férmula tera as propriedades da negacao classica.
Desse modo, podemos entender a Negacao (Paracompleta) Forte como sendo a ne-
gacao classica de uma férmula.

Um aspecto importante que temos de ressaltar, que diz respeito ao operador
de bom comportamento do calculo paracompleto, é evidenciado por uma variacao do
teorema 3 para #;:

Corolario 6. Em &, temos que p, a* — (—~,)*

Demonstragdo. o* — (—~,)* significa que (o v —,a) - (—,a vV ~;—,a). Suponha que (a)
a v -,a. Ou seja, ou temos (a.1) « ou temos (a.2) -,«. De (a.1) a, aplicando o axioma
15 obtemos (a.1.1) -,—,a €, de (a.1.1) pelo axioma &9 obtemos (b) ~,a v —,—,«.
De (a.2) -,~,, aplicando o axioma £’8 obtemos novamente (¢) —,& v —;—,c. Dado
o axioma £210, de (a.1) obtemos (¢c) — a - (-,a v —~,~,a); € de (a.2) obtemos (c) —
g0 = (400 vV —~g-,a). Portanto, por 2210, obtemos que (a v - ) » (~ga V ~g—gar). O

Para o corolario seguinte, utilizaremos a expresséo —;...~"« para denotar uma
formula (finita) com n reiteracées da negacao paracompleta.

Corolario 7. Em &7, temos que, para todo n, Fp, a® — (=}...~"a)*

Demonstragc&o. A prova se segue por inducdo. Suponha que (a) a*, pelo Coroléario 6 (p.
44) obtemos que (a.1) (-1a)*. De (a.1), pelo Corolario 6, obtemos que (a.2) (-j-2a)*.
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Podemos repetir o procedimento até -...-~*a que, pelo Corolario 6 obteremos (b)
(—g---—nar)*. Por esse resultado, e uma constante aplicagédo do Silogismo Hipotético

(garantido pelo axioma £1), obtemos que a® — (~...~a)*. ]

Podemos inferir desses teoremas que, se uma férmula é bem comportada, a
negacao dessa férmula também o é. Em outras palavras, se a formula « satisfaz o
Principio do Terceiro Excluido, entdo a férmula -, também o satisfaz. Desse modo,
se a* € 0 caso, obtemos (dada a definicao do operador de bom comportamento) que
€ 0 Caso que vV -, —y V ~g—, COMO também —,—,a v ——,—,« € assim por diante.
Isso é equivalente dizermos que, se uma formula é bem comportada, ndo importa o
namero de negacgdes paracompletas que colocarmos a sua frente, todas elas serao
negacoes (paracompletas) fortes (i.e., terdo o comportamento da negacao classica).

1.4.3 Reductio Paracompleta, Paraconsistente e Classica

Vejamos agora um outro aspecto importante do calculo £2,, que é o axioma
Z11, que chamaremos de “Reducéo ao Absurdo Paracompleta”:

a* = ((a=f) = ((a > ~yf) = )

Interpretamos esse axioma como: se a partir de uma férmula bem comportada «,
obtemos que « implica em uma contradi¢cdo, entdo obtemos a negacao paracompleta
de a—i.e., -,a. De acordo com as definicdes apresentadas anteriormente, se é o caso
que a* e —,a, entdo temos um caso de -;«a — i.e., temos que a negagao paracompleta
de o se comporta como a negagao classica (entendendo a negacgéo forte paracompleta
Como uma negacao com as mesmas propriedades da negacio classica). Desse modo,
podemos utilizar a definicdo da negacéao forte (Def. 10) e reescrever o axioma 11
como:

(a=B) > ((a=>=gf) > ~)

E, uma vez que a negagao [paracompleta] forte (-;) preserva as propriedades
da negacao classica, poderiamos compreender intuitivamente o axioma #11 como:

(a=B) > ((a > —gf) > ~c)

Essa leitura nos permite comparar as trés formas de reductio apresentadas até
aqui:

(1) Classica:*°® (a - ) » ((a » =) > —.)

49 Visto na pagina 26.
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(2) Paraconsistente:>° (a —» ) - ((a = -.0) = —p«)
(8) Paracompleta:®' (o — () - ((a = =) = —cv)

E essa comparacao nos sera importante com o trabalho que a frente desenvol-
veremos.

1.4.4 A Semantica da Negacao Paracompleta

N&ao desenvolveremos toda a semantica para &2, aqui. Todavia, existem alguns
aspectos semanticos da negacéo paracompleta que precisam ser levados em conside-
racdo. Como vimos na Logica Classica, a funcao-valoracao para a negacao classica é
definida como (1):

v(=ea) =1 < v(a)=0

E, como vimos na Légica Paraconsistente, a fungdo-valoracéo para a negagao
paraconsistente € definida como (2):

v(—pa) =0=>v(a) =1

A definicado (1) da fungéo-valoragdo para a negacao classica coaduna com o
fato de que essa negacao satisfaz tanto o Principio da Nao-Contradicado quanto o
Terceiro Excluido. Por outro lado, a definicdo (2) da funcao-valoracao para a nega-
cao paraconsistente coaduna com o fato de que essa negacéao satisfaz o Principio
do Terceiro Excluido, mas ndo o Principio da N&do-Contradicdo. No entanto, como
também vimos, no caso das férmulas bem comportadas do calculo paraconsistente,
a Nao-Contradicao vale. Precisamos entdo oferecer uma valoragao para a negacgao
paracompleta que permita que tal negagéo satisfaga o Principio da Nao-Contradigéo,
mas nao o Terceiro Excluido. Tal definicao deve também permitir que, para algumas
formulas do célculo paracompleto (viz., as formulas bem comportadas) satisfagam o
Terceiro Excluido.

Vamos pensar sobre isso entdo. Uma vez que ndo obtemos a v -,ac como te-
orema, e como a fungéo-valoracdo da disjuncdo é a mesma,>® nos casos nos quais
a vV -, N0 € obtido € um caso no qual tanto a quanto -,a tem valor falso. Isto é,
sera um caso que v(«a) = v(-,«) = 0. Todavia, uma vez que vale o Principio da Nao-
Contradicao (visto o axioma £713), ndo podemos obter uma situagdo na qual tanto «
quanto -, sejam tomados como verdadeiros. Portanto, as duas formulas (a formula e
sua negacao paracompleta) podem ser falsas ao mesmo tempo, mas nao verdadeiras

50 Visto na pagina 36.
51 Visto na pagina 45.
%2 Isto &, v(a v B) =1sse v(a)=10uv(B) = 1.
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ao mesmo tempo. Podemos entédo definir uma valoragcao para a negacao paracompleta
do seguinte modo:

(8) Se v(—,a) =1, entdo v(a) =0
O que se segue:
(8.1) Se v(a) =1, entdo v(—,) =0

A semantica valorativa para &2, foi oferecida em Lopari¢ e da Costa (1984),
sendo a fungao-valoragao definida como:

Definicao 11 (Valoragao para &, (A. Loparic)). Uma valoragao para &7, é um mape-
amentov : § — {1,0} sendo § o conjunto de formulas de &, e {1,0} o conjunto de
valores-de-verdade, onde 1 é valor designado e 0 valor ndo-designado, tal que:

(0) v(0) =1 v() 40
(1) v(@) = 1= v(=4a) =0
(2) v(a) # v(=ga) = V(=) # V(=gga)

(3) Se v(a) # v(=g) e v(f) # v(=gh), entdo v(a — ) # v(-g(a = B)), v(ar A ) #
v(=g(anB)) ev(av ) #v(=y(avpi))

(4) v(=g(an—ga)) =1

A partir dessa valoragdo, obtemos que &2, é decidivel pelo método de valoragdo e ha
um tableau semantico e decidivel por esse método.>?

Com essa definicao para a fungao-valoracéao para &?,, podemos provar que o
Principio do Terceiro Excluido ndo é uma tautologia.

Teorema 13. #p, a v -«

Demonstraggo. Se a formula o v -, € uma tautologia, entdo a suposi¢cdo de sua
falsidade implicara em uma contradicdo semantica. Portanto, suponha que (a) v(a v
-,) = 0. De (a) obtemos que (a.1) v(«) =0 e (a.2) v(—-,«) = 0. Todavia, note que de
(a.1) e (a.2) ndo podemos aplicar mais nenhuma clausula da definicdo 11 e, desse
modo, ndo somos capazes de obter uma contradicdo semantica. O

Por outro lado, dada a clausula (4) da valoracao, obtemos trivialmente que o
Principio da Nao-Contradigédo é uma tautologia.

Teorema 14. £p, — (A )

53 Cf. Lopari¢ e da Costa (1984) e Marconi (1980).
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Demonstracdo. Obtém-se diretamente pela clausula (4) da definicao 11. O

Repare que, uma vez obtido que o Principio da Nao-Contradigcéo € tautologia, o
Ex Falso segue trivialmente:

Teorema 15. £p, a - (—,a — )

Demonstragdo. Suponha que (a) v(a = (-, — f)) = 0. De (a) obtemos que (a.1)
v(a) =1 e (a.2) v(~,a - B) = 0. De (a.2) obtemos que (a.2.1) v(-,a) = 1 e (a.2.2)
v(B) =0e, de (a.2.1), obtemos que (b) v(«) = 0. Todavia, de (b) e (a.1) obtemos uma
contradicao semantica. O

Sabemos que se uma féormula é bem comportada («*®), entédo ela satisfaz o
Principio do Terceiro Excluido. A essas formulas obtemos resultados importantes:

Teorema 16.
(1) a® Ep, a0V~
(2) %, Ep ~g(aV f) < (=ga A =)
(3) a®, f* Ep, ~g(an f) < (mga v =g)
(4) o Ep, ~g—ga = @
(5) o, 8 Ep, (> ) > (= > ~g0)

Por questao de brevidade, deixaremos as demonstracdes dos resultados anterio-
res para o leitor, que podera facilmente obter tais resultados com os axiomas oferecidos
e a funcao-valoracao definida para &7,. Outro resultado interessante € que a verséo do
Teorema de Arruda (Teo. 7) para o calculo paracompleto ndo € uma tautologia de £,.

Teorema 17 (A. I. Arruda ll). #p, a**

Demonstragdo. Sabemos que a formula «a** significa a* v -,a°, sendo equivalente a
(v —4a) V=, (av—,a). Suponha que v(a®®) = 0, isto é, (a) v((aV—-ya)Vv-y(av-,a)) =0.
De (a) obtemos que (a.1) v(a Vv -,a) =0 e (a.2) v(~y(a Vv -,a)) = 0. De (a.1) obtemos
(@.1.1) v(a) =0 e (a.1.2) v(-,a) = 0. Note, contudo, que ndo podemos aplicar mais
nenhuma das clausulas da Def. 11 e, deste modo, ndo obtemos qualquer contradi¢éo
semantica. Portanto, a formula (a v —ya) v ~y(a v ~4)) ndo é um teorema de &2;. O

1.5 LOGICA NAO-ALETICA

Nas secdes anteriores vimos alguns aspectos importantes sobre as Légicas
Classica, Paraconsistente e Paracompleta. Podemos sintetizar alguns dos pontos que
discutimos na seguinte lista:
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(1) Loégica Classica (LPC):
(1.1) Consistente e Nao-trivial
(1.2) Principios: Identidade, Nao-Contradicao e Terceiro Excluido
(1.3) Ex Falso é teorema geral (i.e., vale para todas as formulas)
(1.4) Semantica da Negacéo Classica: v(-.a) =1 < v(a)=0

(2) Logica Paraconsistente (¢):
(2.1) Paraconsistente e Nao-trivial

(2.2) Principios: Identidade e Terceiro Excluido (a Nao-Contradicéo fica restrita apenas
para as formulas que sdo bem comportadas)

(2.3) Ex Falso é teorema apenas para as férmulas bem comportadas (nao € um teo-
rema que vale irrestritamente)

(2.4) Semantica da Negagao Paraconsistente: v(-,o) =0 = v(a) =1

(2.5) A negacgédo de uma férmula bem comportada (i.e., negacao [paraconsistente]
forte) preserva as propriedades da negacao classica.

(2.6) Se uma férmula for bem comportada, entdo toda negacao paraconsistente co-
nectada a ela (independente do numero) sera uma negagao [paraconsistente]
forte — Teo. 3

(3) Loégica Paracompleta (#7,):
(3.1) Consistente e Nao-trivial
(3.2) Principios: Identidade e Nao-Contradigdo, mas ndo o Terceiro Excluido

(3.3) Ex Falso é teorema em geral, mas o terceiro excluido é teorema apenas para as
formulas bem comportadas (ndo é um teorema que vale irrestritamente)

(8.4) Semantica da Negacdo Paracompleta: v(-,a) =1 = v(a) =0

(3.5) A negacao de uma férmula bem comportada (i.e., negacao [paracompleta] forte)
preserva as propriedades da negacgao classica

(3.6) Se uma férmula for bem comportada, entdo toda negagao paracompleta conec-
tada a ela (independente do niumero) sera uma negacao [paracompleta] forte —
Teo. 6
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Apdbs observarmos os calculos paraconsistentes e paracompletos, que permitem
introduzirmos a negacao classica através dos operadores de bom comportamento,
percebemos que cada um desses sistemas, de modo independente, contém a légica
classica. Podemos entao propor uma nova pergunta:

Poderia haver um sistema no qual podemos obter as trés negacdes vistas até agora
(viz., negacao classica, paraconsistente e paracompleta)?

Se sim, como seus conectivos, principalmente a negacdo (ou as negacgées),
funcionariam? Quais seriam os principios classicos que seriam satisfeitos, quais nao
seriam e em quais circunstancias? Teriamos o Ex Falso como teorema? E o Ter-
ceiro Excluido? Semanticamente, como a(s) negacao(bes) desse sistema se com-
portaria(m)? Ou melhor, haveria apenas uma negacgao que teria um comportamento
diferente de acordo com cada férmula ou, de outro modo, teriamos trés negacdes
independentes? Poderiamos compreender as relagcbes entre os diferentes tipos de ne-
gacao? Newton da Costa (1989) desenvolveu uma hierarquia de calculos que chamou
de “Né&o-Aléticos” (.4, (0 < n < w)) que seriam tratados tanto como paraconsisten-
tes quanto paracompletos (e que também obteria a légica classica). Vejamos suas
principais caracteristicas.%*

1.5.1 Os Calculos .1, (0 <n<w)

A ideia geral da Légica Nao-Alética, como visto, € obter um sistema que per-
mita tanto casos de paraconsisténcia quanto de paracompletude sem que, com isso,
se perca a logica classica. No entanto, como vimos nas se¢des anteriores, essas ca-
racteristicas implicam em propriedades sintaticas importantes. Se desejamos permitir
paraconsisténcia, entdo o Principio da Nao-Contradigdo ndo pode vigorar para toda
formula; por outro lado, se desejamos permitir paracompletude, entao o Principio do
Terceiro Excluido que nao pode vigorar para toda férmula. Além do mais, se ha para-
consisténcia, entédo o sistema é paraconsistente e ndo-trivial; e, por outro lado, se ha
paracompletude, o sistema nao preserva o Terceiro Excluido. Como podemos entédo
introduzir tanto paraconsisténcia e paracompletude de modo que nos seja permissivel
obter, posteriormente, formulas ditas classicas?

Vamos apresentar aqui o sistema .4";, comegando por sua linguagem. Seja P
um conjunto nao-vazio, denumeravel, de variaveis proposicionais € F o conjunto de
Formulas de .41, definido indutivamente tal como se segue:

54 Note que da Costa (1989) desenvolveu nao apenas um célculo proposicional ndo-alético, mas sim
uma hierarquia de célculos proposicionais. Ao nos referirmos ao calculo proposicional nao-alético,
nos restringiremos ao calculo .4"; dessa hierarquia. Devemos notar que, nos célculos .4, (0 <n <w),
a negacao nao-alética € um conectivo primitivo da linguagem. Esses e outros detalhes podem ser
visto com cuidado em da Costa (1989) e Grana (2007) ou Grana (1990a).
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def
o pi|~wala > BlanBlav sl

onde p; € P e i € um numero natural; o e 5 sdo férmulas; e os simbolos —-,, —, A
e v denotam os conectivos (primitivos) da negacao nao-alética, implicacao material,
conjuncgao e disjuncao respectivamente. Antes de apresentarmos os postulados de
1 precisamos definir dois operadores de bom comportamento.®

Definicao 12 (Operadores de Bom Comportamento em ./,).

Oéo d:ef ﬂn(O[ N ﬂna)

o def
a® = aVv o,

Chamaremos o operador ° de “bom comportamento paraconsistente” (ou “bola
aberta”) e o operador * de “bom comportamento paracompleto” (ou “bola fechada”).

Podemos reparar que introduzimos na definicdo 12 os operadores de bom com-
portamento da légica paraconsistente (Def. 6, p. 32) e o0 operador de bom comporta-
mento da l6gica paracompleta (Def. 9, p. 42). Vejamos agora os postulados do calculo
proposicional ndo-alético.

Postulados 4 (Célculo .4"1).

N1 (= f) =~ ((a=(B=>7) > (a>7))
N2 a—(B-a)

N3 a,a— B8

N4 ((a—=p0)—a)—>a«a

NE (anf)—>a

N6 (anp)—p

N7 a—> (B (anp))

N8 a— (avp)

N9 B - (avp)
N0 (=) > ((B>7) = ((avB) =)

AT 0t A 2= (0> ) = ((a > ) = —na))

% Assumiremos aqui diversas outras definices prévias que devem ser feitas como, por exemplo, a
nocao de consequéncia sintatica e semantica. Para mais, ver da Costa (1989) e Grana (2007) ou
Grana (1990a).
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N2 (a* A %) > ((a = B)* Alanf) AlavB))A(na)*)
A 18 (a° A7) > ((a = B)* Alanf) rlavB)°)A(-na)?)
N 14 = ((a = =) A (@ = (mpa = f)))

N15 a* = (ap=pa > @)

N 16 a°va®

Note que .#"; nao tem como axioma nem o Principio da Nao-Contradi¢cédo e nem
o Principio do Terceiro Excluido. Esse sistema, prima facie, é tanto paraconsistente
quanto paracompleto.

1.5.2 A Negacao Nao-Alética e as Negacoes Aléticas

O célculo .47, tem como caracteristica, como podemos ver em seus postulados,
introduzir apenas um conectivo de negagao. Através dele podemos obter, através dos
bons comportamentos das férmulas, a negacao classica, a negacao paraconsistente
e, por fim, a negagéo paracompleta. Dado o axioma .#"16, sabemos que ou uma fér-
mula é bem comportada no sentido paraconsistente, ou ela é bem comportada no
sentido paracompleto. Isso impede, portanto, uma formula ser mal comportada em
ambos os sentidos. Visto isso, podemos obter trés casos: (1) ser bem comportada
no sentido paraconsistente, mas ser ma comportada no sentido paracompleto — ou
seja, a férmula satisfaz a Nao-Contradicdo, mas nao satisfaz o Terceiro Excluido; (2)
ser bem comportada no sentido paracompleto, mas ser ma comportada no sentido
paraconsistente — ou seja, a formula satisfaz o Terceiro Excluido, mas néo satisfaz
a Nao-Contradicao; e, por fim, (3) ser bem comportada em ambos os sentidos — sa-
tisfazendo assim tanto a Nao-Contradicao quanto o Terceiro Excluido — posto que a
disjungao é inclusiva. Através desses trés casos nos podemos definir as negagdes
paraconsistente, paracompleta e classica:

Definicao 13 (Negacoes Aléticas em .4/;).
(1) Negagé&o Paraconsistente: —,« % —n(a®) A (a® A —pa)
(2) Negagéo Paracompleta: -, ! —n(a®) A (@° A —pa)
(3) Negacéo Classica: .« aef (a®* Aa®) A =

Apenas para estabelecermos uma terminologia, no calculo proposicional .4;,
(0 <n <w), chamaremos uma férmula de

Formula Classica se a formula satisfaz tanto o Terceiro Excluido quanto a Nao-
Contradicao (i.e., se a formula for bem comportada no sentido paracompleto e
paraconsistente)
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Férmula Paraconsistente: se a formula satisfizer o Terceiro Excluido, mas nao
satisfizer a Nao-Contradigcéo (i.e., € bem comportada no sentido paracompleto,
mas nao no sentido paraconsistente)

Formula Paracompleta: se a férmula satisfizer a Nao-Contradicdo, mas nao sa-
tisfizer o Terceiro Excluido (i.e., € bem comportada no sentido paraconsistente,
mas nao no sentido paracompleto)

Através das caracteristicas apresentadas acima nés obtemos metateoremas
importantes quanto ao célculo .4 ;:

Teorema 18. Se adicionarmos o Principio do Terceiro Excluido a .4+, i.e., 0 esquema
a Vv -,a, obtemos o calculo paraconsistente €.

Demonstracdo. Em da Costa (1989, p.30). O

Teorema 19. Se adicionarmos o Principio da Nao-Contradicdo a .4+, i.e., 0 esquema
-»(a A =), obtemos o calculo paracompleto &7,

Demonstragdo. Em da Costa (1989, p.30). O]

Teorema 20. Se adicionarmos tanto o Principio da Ndo-Contradicdo como do Terceiro
Excluido como esquemas de .41 nos obtemos LPC.

Demonstracdo. Em da Costa (1989, p.30). ]

Outro aspecto importante que temos de ressaltar, que diz respeito aos opera-
dores de bom comportamento do calculo .41, € evidenciado por uma variagdo do
teorema 3 (p. 35) e 6 (p. 44) para ¢, e &, respectivamente:

Corolario 8. Em ./, temos que:
(@) ny a* = (-na)®
(b) =, @ = (=na)?
(€) Fn, (a°nat) > ((=n@)° A (—n@)*)

Isto €, em (a) obtemos que, se a € uma formula paracompletamente bem comportada,
entdo -,« sera uma “férmula paraconsistente” (i.e., a negacdo se comportara como a
negacao paraconsistente); em (b) obtemos que, se o é uma formula paraconsistente-
mente bem comportada, entdo -, « sera uma formula paracompleta (i.e., sua negacao
se comportara como a negacdo paracompleta); e, por fim, em (c) obtemos que, se o« é
uma férmula paracompleta e paraconsistentemente bem comportada, entao -, « sera
uma férmula classica (i.e., sua negacdo se comportara como a negagéao classica).
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Demonstracgo. (a) é obtido diretamente pelo postulado .4712; (b) é obtido diretamente
pelo postulado .4713; e (c) é obtido pela aplicagao direta tanto de 412 quanto .4"13.
O

Para o corolario seguinte, utilizaremos a expressao -!...-"« para denotar uma
formula (finita) com n reiteracdes da negacao nao-alética.

Corolario 9. Em .+, temos que, para todo n:
(@) n, a® > (=k...-ra)e
(b) +n, a° > (=}...—ra)°
(€) Fn, (a° A a®) = ((mp ) A (2 ia)*)

Isto é, em (a) obtemos que, se o é uma formula paraconsistente, entdo seja n o numero
de ocorréncias de negacdo nio-alética ligadas a « (i.e., -}...=") a formula resultante
-L...="a serq uma formula paraconsistente; do mesmo modo, em (b) obtemos que, se
a € uma férmula paracompleta, entéo -\...-«a sera uma formula paracompleta; e, por
fim, em (c) obtemos que, se o € uma formula classica, entao -....-"a sera uma formula

classica.

Demonstragdo. Sera obtido utilizando o mesmo método dos corolarios do teoremas
3 (p. 35) e 6 (p. 44), mas aplicando tal método sobre os resultados do teorema 8 (p.
53). O

1.5.3 Reductio Nao-Alética, Paracompleta, Paraconsistente e Classica

O axioma 411 introduz o que chamaremos de “Reducdao ao Absurdo Nao-
Alética”. Esse axioma nos diz que, se uma féormula « for paracompletamente bem
comportada (ou seja, que satisfaga o Terceiro Excluido) implique na contradicdo de
uma férmula 5 paraconsistentemente bem comportada (ou seja, que satisfaca a Nao-
Contradicao), entdo isso implica que -,« — i.e., introduzimos a negacéao alética de
.

Tal como fizemos nas sessdes anteriores, e dada a definicdo das negacdes
aléticas em termos da negacao nao-alética (Def. 13), podemos tentar compreender
(de alguns modos diferentes) o axioma .4 11

a* NG = ((a=B) » (= =0) = =)

Dada a definicdo 13 (p. 52), se uma férmula é bola aberta (bem comportada
no sentido paraconsistente), entdo ela ou é uma formula paracompleta, ou € uma fér-
mula classica (no caso de ser também bola fechada, i.e., bem comportada no sentido
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paracompleto). Por outro lado, se uma férmula é bola fechada, entdo ou ela € uma fér-
mula paraconsistente, ou é uma férmula classica (no caso de ser bola aberta também).
Portanto, se obtivermos apenas que ela € bem comportada de um modo especifico,
nao podemos decidir qual a natureza da sua negacao até sabermos se ela é ou nao
ma comportada no outro sentido. Disso se segue quatro interpretacdes diferentes do
axioma A4 11.

() —n(a?) e, =n(B2) A B Fwy (0= ) = (00 = =) = =)
() a®na, = (8°) A 5% (0= B) = (@0 = =) = =)
() —n(a®) nas, 55 A B2y, (@ = B) = (@ = =ef) = =)
(V) acnas, 52 A 52y ((a = ) = (@ = =ef) = —cr))

Em (I) temos uma situacdo na qual a formula « € ma comportada paraconsisten-
temente (ou seja, ndo satisfaz a Nao-Contradigdo), mas é bem comportada no sentido
paracompleto (ou seja, satisfaz o Terceiro Excluido) e, por outro lado, a férmula g
€ bem comportada paraconsistentemente, mas ma comportada no sentido paracom-
pleto. Assim, sabemos que qualquer negacao de a se comportara como a negacao
paraconsistente e qualquer negacgao de [ sera paracompleta (dada a definicao 13).

Em (IlI) temos um caso no qual o € bem comportada nos dois sentidos, mas 3
continua sendo ma comportada no sentido paracompleto. Desse modo, a negacéao de
a se comportara como classica e, ainda, a negacao de  sera paracompleta.

Em (Ill) obtemos o inverso, sendo o ma comportada no sentido paraconsistente
e bem comportada no sentido paracompleto, enquanto que S é bem comportada nos
dois sentidos. Portanto, qualquer negagédo de a se comportara como uma negacao
paraconsistente, enquanto que as negacdes de [ seréo classicas.

Por fim, em (IV) tanto « quanto  satisfazem o bom comportamento paraconsis-
tente e 0 bom comportamento paracompleto, o que segue que qualquer negagao de «
ou de 5 se comportara como a negacgao classica.

Essas quatro situagdes sdo importantes, pois podemos compreendé-los intuiti-
vamente (dada a definicdo 13 das negacgdes aléticas) do seguinte modo:

() (= B) = (@ = =4f8) = =)
() ((a = B) = ((a = =¢f) = ~c))
() (e = 5) = (( = =) = )
(V) ((a = B) > ((a > =cf) = ~c))

Agora note que em %7, dado que todas as férmulas satisfazem o Terceiro Ex-
cluido, se ela satisfaz a Nao-Contradicao (i.e., satisfaz o operador bola aberta), entao
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ela é classica. Assim, a Reducao ao Absurdo obtida em (lll) é equivalente a Reducéo
ao Absurdo Paraconsistente. Por outro lado, em &7, dado que todas as férmulas satis-
fazem a Nao-Contradicéo, se ela satisfaz o Terceiro Excluido (i.e., satisfaz o operador
bola fechada), entdo ela é classica. Desse modo, a Reducao ao Absurdo obtida em
(I) é equivalente a Reducao ao Absurdo Paracompleta. E, por fim, como todas as
formulas de LPC satisfazem o Terceiro Excluido e a Nao-Contradi¢cao (i.e., satisfazem
tanto o operador bola aberto quanto o operador bola fechada), segue que a Reducéao
ao Absurdo obtida em (IV) é equivalente a Reducao ao Absurdo Classica. O que obte-
mos de diferente nessa analise, como podemos ver, € o caso (l), que chamaremos de
“Reducéo ao Absurdo Nao-Alética” (haja visto o sistema que estamos trabalhando).56

1.5.4 A Semantica da Negacao Nao-Alética

Nao desenvolveremos toda a semantica de .4, (0 < n < w) aqui. Todavia, exis-
tem alguns aspectos semanticos da negacao nao-alética que precisam ser levados
em consideracdo. Como vimos na Légica Classica (LPC), a funcao-valoracao para a
negacao classica é definida como (1):

v(=ea) =1 < v(a)=0

Ja no Célculo Proposicional Paraconsistente (%)), a fungédo-valoragéo para a
negacao paraconsistente € definida como (2):

v(=pa) =0=>v(a) =1

E, como visto no Célculo Proposicional Paracompleto (£2,), a fungao valoragéo
para a negacao paracompleta é definida como (3)

0(g0) = 1= v(a) = 0

No entanto, como podemos perceber no Calculo Proposicional Nao-Alético, a
negacao ndo-alética ndo tem significado independente da natureza da férmula — i.e., a
negacgao nao-alética, -, ao ser ligada em uma férmula qualquer «, nao tera significado
a ndo ser que « seja uma férmula paraconsistente, paracompleta ou classica. Sendo
assim, ndo podemos definir a funcao-valoracao da negacao nao-alética sem apelarmos
para o comportamento da formula que esta a ela ligada. Em da Costa (1989, p.31), é
oferecida uma valoracdo para .#"; como se segue.

56 Devemos notar que a Reducdo ao Absurdo N&o-Alética parece caracterizar uma no¢do minimal
de Reducgao ao Absurdo: se formula « satisfaz o Principio do Terceiro Excluido e implica em uma
férmula 3, que satisfaz o Principio da Nao-Contradicao, como também implica na negacéo de g,
entdo obtemos a negacéo de «.
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Definicao 14 (Valoragao de .4",). Uma valoracdo para ¥ € um mapeamento v : § —
{1,0}, sendo § o conjunto de férmulas de .#"1 e {1,0} o conjunto de valores-de-verdade,
onde 1 é valor designado e 0 valor ndo-designado, tal que:

(1) Se a € um axioma de /1, entdo v(«a) = 1
(2) Sev(a)=v(a—p)=1,entdov(p) =1
(3) Existe ao menos uma formula g tal que v(3) =0

Contudo, note que ndo ha uma definicdo explicita para a negacao nao-alética.
No entanto, de acordo com o que vimos, podemos definir a fungéo-valoragao para a
negacao nio-alética do seguinte modo:%”

Definicao 15 (Valoracdo da Negacao de ./';).
(4) Sev(a®)=v(a®) =1, entdo v(-,a) =1 <= v(a) =0
(5) Sev(a®)=1ewv(a*)=0, entdo v(-,a) =0=v(a) =1
(6) Sev(a®)=0ev(a*)=1, entdo v(-,a)=1=v(a)=0

No entanto, repare que tivemos que impor como condicao para valorarmos a
negacao nao-alética, que tenhamos como antecedente a valoragdo do comportamento
da férmula a qual a negacao esta conectada. Sem isso, i.e., se obtermos apenas o
valor-de-verdade da férmula «, ndo é possivel caracterizar semanticamente a negacéao
nao-alética de a.

1.6 QUADRO COMPARATIVO

No comeco das subsecdes (1.3), (1.4) e (1.5) nds introduzimos um quadro que,
de modo geral, apresentava um panorama dos sistemas que tinhamos analisando
anteriormente. Podemos agora ampliar esse quadro para incluir o Calculo .474.

« Consisténcias e Trivialidade:
LPC: Consistente e Nao-Trivial
¢, Paraconsistente e Nao-trivial
Z1: Consistente, Nao-trivial

A 1. Paraconsistente e Nao-trivial

57 Note que a definicéo a seguir é oferecida por nés, ndo sendo ela encontrada na literatura.
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« Principio da Identidade, Terceiro Excluido e Nao-Contradicao:
LPC: Satisfaz Identidade, Nao-Contradicao e Terceiro Excluido
¢, Satisfaz ldentidade e Terceiro Excluido, mas néo satisfaz a Nao-Contradi¢cao
2. Satisfaz ldentidade e Nao-Contradicdo, mas nao satisfaz o Terceiro Excluido

N 1. Satisfaz ldentidade, mas nao satisfaz Terceiro Excluido e Ndo-Contradicao

« Ex Falso e Terceiro Excluido:
LPC: Ambos sdo teoremas

¢, Terceiro Excluido é teorema, mas nao Ex Falso (que sé vale para as formulas
que séo “pbola aberta”)

Z. Ex Falso é teorema, mas nao Terceiro Excluido (que so vale para as férmulas
que sao “bola fechada”)

A "1: Nenhum é teorema em geral, mas Ex Falso é teorema para as férmulas que
sdo “bola aberta” e Terceiro Excluido é teorema para as formulas que sdo “bola
fechada”

« Semantica da Negacao:
LPC:v(-ca) =1 v(a)=0
G v(—pa) =0=>v(a) =1
P1iv(~g) =1=0v(a) =0

1. Nao é caracterizada de modo independente da férmula a qual esta ligada,
dependendo assim do comportamento desta férmula

« Férmulas Bem Comportadas e Negacao Forte:

LPC: Nao é definido operador de bom comportamento, uma vez que todas as
formulas de LPC seriam bem comportadas tanto no sentido paraconsistente
quanto no sentido paracompleto

%¢,: Se uma férmula € bem comportada no sentido paraconsistente (a°), entao a
negacgao dessa férmula (i.e., negacao [paraconsistente] forte) preserva as propri-
edades da negacao classica
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. Se uma férmula é bem comportada no sentido paracompleto (a*), entdo a
negacao dessa férmula (i.e., negacao [paracompleta] forte) preserva as proprie-
dades da negacéo classica

A 1: A negacao de uma férmula bem comportada no sentido paraconsistente
(a°) € € uma negacgao paracompleta ou classica; A negacao de uma férmula bem
comportada no sentido paracompleto («®*) € uma negacao paraconsistente ou
classica; por fim, a negagao de uma férmula bem comportada tanto no sentido
paraconsistente como no sentido paracompleto preserva as propriedades da
negacao classica

* Reiteracao de Negacoes em Formulas Bem Comportadas:

LPC: Como nao ha operadores de bom comportamento, as ocorréncias de n
negagdes em uma férmula classica seréo, todas, negagdes classicas

¢,: Se uma férmula for bem comportada, entdo todas as negacdes paraconsis-
tentes conectadas a ela (independente do niumero) serdo negacdes [paraconsis-
tentes] fortes — Teo. 3

. Se uma férmula for bem comportada, entdo todas as negacdes paracomple-
tas conectadas a ela (independente do numero) serdo negacdes [paracompletas]
fortes — Teo. 6

A1 Se uma férmula for (i) paraconsistente (ii) paracompleta ou (iii) classica,
entdo todas negacdes nao-aléticas conectadas a ela (independente do numero)
serdo negagdes (i) paraconsistentes (ii) paracompletas ou (iii) classicas — Teo. 8

Tendo em vista essas propriedades gerais que cada sistema apresentado pre-
serva (ou nao), podemos observar que parte crucial desses sistemas depende do modo
como a negacgéo funciona (atrelado, obviamente, ao bom ou mau comportamento das
férmulas que a negacgao estd conectada). No entanto, as quatro negacdes discutidas
(classica, paraconsistente, paracompleta e ndo-alética) preservam propriedades dife-
rentes umas das outras. Poderiamos nos perguntar: em face a tanta diferenca, o que
elas preservam em comum para que seja correto chama-las, todas, de “negac¢des”? Em
outras palavras, o que faz delas negag¢ées ou, de modo geral, 0 que torna um conec-
tivo ser uma negacao? Para oferecermos uma resposta satisfatéria a essa pergunta
deveriamos nos adentrar a um trabalho muito maior, envolvendo desde um projeto
exegético que remonta aos trabalhos desenvolvido na Grécia Antiga, até mesmo ana-
lise do uso de frases negativas em linguagens naturais. Todavia, este nao é o foco
do presente trabalho. Assumiremos, por enquanto, tal como encontramos na tradicao
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l6gico-filoséfica, que os referidos conectivos apresentam trés tipos de negacao (ou
modos de se negar), que podem ser caracterizadas utilizando o famigerado quadrado
das oposicdes. Deixaremos algumas discussodes filosoficas a esse respeito para o

capitulo 7 (p. 184—200).58

1.7 NEGACOES E O QUADRADO DAS OPOSICOES

O quadrado das oposigdes remonta originalmente aos trabalhos de Aristételes,>®
sendo esta uma analise de frases assertivas e suas negacdes. De modo usual, sua
apresentacao analisa quatro tipos de expressdes:80

A Universais Afirmativas: Todo S é P (Vz(Sx — Px))
E Universais Negativas: Nenhum S é P (Vx(Sx - -Px))
| Particulares Afirmativas: Algum S é P (3x(Sx A Px))
O Particulares Negativas: Algum S ndo é P (3x(Sxz A -Px))

Sendo elas dispostas em um quadrado que as relacionam, cujo diagrama seria
representado do seguinte modo:

Todo S éP Nenhum S é P
Vr (Sx — Px) Vo (St — -Px)
(A) N (E)
Contrérias

seuJa)eqns

Sub-Contrarias
M (O)
Algum S é P Algum S ndo é P
3z (Sz A Px) Jx (Sx A -Px)

%8 Note que trataremos das negacdes classica, paraconsistente e paracompleta, sendo a quarta nega-
¢ao supracitada, a negacao ndo-alética, um tipo de negacao (ou modo de se negar) que se comporta
de acordo com alguma dessas trés negagdes, como visto.

9 Cf. Parsons (2017)
60 Utilizarei aqui férmulas da légica classica de primeira ordem para representar as afirmacoes anali-

sadas no quadrado de oposi¢do, assumindo que sua sintaxe e semantica sejam conhecidas pelo
leitor.
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Como podemos facilmente observar, as proposi¢des do tipo (A) Universais Afir-
mativas e as do tipo (O) Particulares Negativas sdo contraditérias, do mesmo modo
que as proposicdes do tipo (E) Universais Negativas e as do tipo (I) Particulares Afirma-
tivas. Isto €, as proposicdes do tipo (A) e (O) ndo podem (em uma semantica padrao)
ter o mesmo valor-de-verdade ao mesmo tempo — i.e., em uma mesma valoracdo. O
mesmo se segue para as proposi¢oes do tipo (E) e (1). Por outro lado, as proposi¢coes
do tipo (A) Universais Afirmativas e as do tipo (E) Universais Negativas sdo chamadas
de contrarias, podendo ser ambas falsas ao mesmo tempo, ainda que ndo possam ser
ambas verdadeiras ao mesmo tempo. Por fim, as proposi¢des do tipo (l) Particulares
Afirmativas e as proposi¢des do tipo (O) Particulares Negativas podem, por outro lado,
ser verdadeiras a0 mesmo tempo, ainda que nao possam ser falsas a0 mesmo tempo.

As relac6es de contraditoriedade, contrariedade e sub-contradiedade parecem
refletir aspectos importantes das trés negagdes que avaliamos.t’ Uma férmula o e
sua negacao classica, -.«, parecem refletir uma relagcao de contradicao, posto que
a e -.a ndo podem ter o mesmo valor-de-verdade ao mesmo tempo (i.e., em uma
mesma valoragéo). Por outro lado, uma férmula o e sua negagéo paracompleta, —,a,
parecem refletir uma relagdo de contrariedade, uma vez que a e -,a podem ser falsas
ao mesmo tempo, ainda que nao verdadeiras. Por fim, uma formula « e sua negagao
paraconsistente, —,a, parecem refletir uma relagéo de sub-contrariedade, visto que o
e -, podem ser verdadeiras ao mesmo tempo, mas ndo falsas. Poderiamos observar
essas relagdes na seguinte figura:2

J
)
Q

o Contraditorias

—|pO{

61 Cf. Slater (1995), Béziau (2003) e Arenhart (2015).

62 Como destaca Arenhart (2015, p. 528): “[...] this terminology applies when we consider that the
relations of opposition encapsulated by these negations mimic the relations of opposition described in
terms of the traditional square”. Além disso, outro aspecto importante ressaltado pelo autor € que [...]
the usual procedure in logic texts is to keep calling an expression of the form [« A -, ] @ contradiction
(it could be called a ‘paraconsistent contradiction’), and the same is usually done for paracomplete
negation” Arenhart (2015, p. 528).
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De modo geral, parece que podemos aceitar tal representacédo para compreen-
dermos as relagdes de contrariedade, sub-contrariedade e contradicdo que ha entre
uma férmula e os trés tipos de negacdes que vimos. Mas haveria alguma relacao de
subalternacao? Pensemos nas relagdes semanticas que vimos anteriormente. A nega-
cao classica nos garante que se uma férmula for verdadeira, sua negacéao classica é
falsa e, do mesmo modo, se a negacao classica de uma formula for verdadeira, entdo a
formula é falsa. Por outro lado, se uma férmula for falsa, sua negacao paraconsistente é
verdadeira (ou, se a negacao paraconsistente de uma férmula for falsa, entdo a formula
€ verdadeira). Por fim, se uma féormula for verdadeira, sua negacéo paracompleta é
falsa (ou, do mesmo modo, se a negacao paracompleta de uma férmula for verdadeira,
a férmula é falsa). Isso é descrito em:

(i) v(=e) =1 <= v(a)=0
(i) v(=ya) =0 = v(a) =1
(i) v(=ga) =1 =v(a) =0

Como podemos observar, se -, € verdadeiro, entdo « é falso. Se «a é falso,
entdo -.a é verdadeiro. Ou seja, v(-,a) = 1 = v(-.a) = 1. Temos, portanto, uma
relacdo de subalternacao entre a negacao paracompleta e a negacgéao classica.

Suponhamos agora que -.« é verdadeira. Disso se segue que « é falso. Como
vimos anteriormente, se « € falso, entdo -,a é verdadeiro. Portanto, temos uma se-
gunda relagdo de subalternagéo: v(-.a) =1 = v(-,a) = 1.
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Por fim, posto que v(—,a) = 1 = v(-ca) = 1 € v(-.a) = 1 = v(-,) = 1, disso
se segue que: v(-,a) = 1 = v(-,) = 1. Ou seja, obtemos uma terceira relagéo de
subalternagéo:

o Contraditorias

Parece apropriado dizer que essas relagdes entre as trés negacdes fazem sen-
tido. Mas podemos compreendé-las em algum dos sistemas vistos anteriormente? O
Unico sistema I6gico que nos permite tratar das trés negacées € o Calculo Proposici-
onal Nao-Alético .4, (0 <n <w). Deste modo, parece que estamos justificados a nos
questionar: podemos compreender essas relacées no calculo .4;,? Como foi ressal-
tado anteriormente, no tocante a reiteragao de negacdes, nos calculos .4, se uma
formula for (i) paraconsistente (ii) paracompleta ou (iii) classica, entdo todas negacoes
nao-aléticas conectadas a ela (independente do numero) serdo negacgdes (i) paracon-
sistentes (ii) paracompletas ou (iii) classicas — isso por conta do Teorema 8, p. 53.
Portanto, se uma férmula « for bem comportada no sentido paraconsistente (satisfizer
o Principio da Nao-Contradicao) e no sentido paracompleto (satisfizer o Principio do
Terceiro Excluido), entdo toda negacao conectada a o sera uma negacao classica —
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independente do numero de negagdes reiteradas. Deste modo, nunca poderemos ob-
ter em .47, uma férmula como -.a - -, ou, por exemplo, uma férmula como -.—,—,c.
Sem essas férmulas n6s ndo poderiamos compreender relagdes importantes entre as
trés negacgdes (que exigiriam estar conectadas a uma mesma férmula). No entanto,
seria possivel construir um sistema que permita tratar de casos como esses? Isto €,
haveria algum sistema l6gico que figuram as trés negagdes e que permita relaciona-las,
mantendo o espirito (i.e., as caracteristicas tedricas e metatedricas que esperamos
encontrar) de cada negacao? Nos proximos capitulos dirigiremos nossos esforgos para
responder esses problemas, desenvolvendo um conjunto de sistemas que deem conta
de compreender tais relagbes entre as trés negacoes vistas.
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2 SISTEMAS KG: SINTAXE

66 [..] atarefa ndo é ver o que
ninguém viu ainda, mas pensar
aquilo que ninguém pensou a
respeito daquilo que todo
mundo vé. 99

ARTHUR SCHOPENHAUER
Sobre a filosofia e seu método

Como declarado, o calculo .#"; nos fornece um sistema que, introduzindo ape-
nas uma negacao (que chamamos de “nao-alética”, representada por “-,”), capaz
de simular as trés principais negacoes que estudamos ao longo deste trabalho (viz.,
classica, paraconsistente e paracompleta).’ Devido ao seu comportamento ser determi-
nado pelo comportamento da formula a ela conectada, vimos que ndo somos capazes
de, em .41, compreender as relagdes e interacdes entre as trés negagodes. Isto é, ndo
é possivel obtermos uma férmula como, por exemplo, —,—.c 0U —.(a A —~,r). N&do sendo
possivel, portanto, obtermos férmulas complexas cujas sub-férmulas estao conectadas
a diferentes tipos de negagdes, ndo podemos analisar de modo rigoroso duvidas como:
sera que —-,—-.« é equivalente a -,~,a? Ou sera que a formula -,~.« - « pode ser
obtida como teorema?

Para tratarmos desse problema introduziremos quatro sistemas légicos, que
chamaremos de “K£G-Minimal” (KG,.), “KG-paraconsistente” (£G,), “KG-paracompleto”
(KG,) e “KG-Completo” (KG.).2 Em suas construgdes sintaticas, os quatro comparti-
Iham a mesma linguagem, alterando-se apenas alguns axiomas entre eles.

2.1 LINGUAGEM

Seja £ uma linguagem proposicional, cujo alfabeto e regras de formacao de
formulas sdo definidas como se segue.

Definicao 16 (Alfabeto de £). Serdo os simbolos basicos de £ os que se seguem:
(a) Simbolos Proposicionais: p,q,r,s,p", p?, ...
(b) Conectivos Logicos:
(b.1) -. — que chamaremos de “negacéo classica”

”

(b.2) -, — que chamaremos de “negacdo paracompleta

Como visto a partir da pagina 48.
2 Devemos notar que o0s quatro sistemas KG sdo trabalhos originais, ndo apresentados antes na
literatura especializada.
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(b.3) -, — que chamaremos de “negag¢do paraconsistente”
(b.4) - — que chamaremos de “condicional” ou “implicacao”
(c) Simbolos Auxiliares: parénteses, chaves, virgulas

Definicao 17 (Expressao). Uma expressao de £ é qualquer sequéncia finita de simbo-
los do alfabeto de L.

Podemos agora definir as expressées bem formadas de £, que chamaremos de
“férmulas”.

Definicao 18 (Formula). Seja F o conjunto das férmulas de £, definido indutivamente
do seguinte modo:

(i) Se p é um simbolo proposicional de £, entao p € F (i.e., p é uma férmula);
(i) Se o é uma férmula, entdo as expressées -.a, ~,« € -, sS40 formulas;
(iv) Se a e  sdo férmulas, entdo a expressao (« — (3) é uma férmula;

(v) Apenas essas expressbes sdo formulas.

Dada as definicoes anteriores, podemos entdo oferecer as expressdes de £ que
chamaremos de “postulados” e “axiomas” dos sistemas K£G que desenvolveremos.?

2.2 POSTULADOS

Tomaremos como postulado inicial a regra de inferéncia (sendo esta uma rela-
¢éo entre conjunto de férmulas e férmula) conhecida como Modus Ponens, seguindo
entdo dos esquemas de axiomas para os sistemas KG.

Postulado 1 (MP). o,a — /8

Axioma 1 (C1). a - (8 - a)

Axioma 2 (C2). (a —» 5) > ((a~ (8 >7)) = (@ —>7))
Axioma 3 (N1). (a = 3) > ((a > =) = —q)
Axioma 4 (N2). -,a - -«

Axioma 5 (N3). —.a — —,a

Axioma 6 (N4). —.—.a - «

3 Por questao de precisdo devemos notar que ofereceremos esquemas de axiomas, figurando metava-
riaveis proposicionais ao invés de simbolos proposicionais.
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Axioma 7 (N5). -,-,a - «
Axioma 8 (N6). o » -~

Podemos agora definir os conectivos classicos, como a conjungao, disjun¢ao e
bicondicional através da condicional e negacao classica.

Definicao 19 (Conectivos Classicos). Podemos definir os conectivos classicos do se-
guinte modo:

Conjungao: o n B L ~.(a > -.3)
Disjungéo: av 8% —.a >

Bicondicional: o <> 3 %' (a=>B)A(f->a)

2.3 OPERADORES ESPECIAIS

Definiremos a seguir trés operadores especiais de bom comportamento. Veja-
mos suas definicdes e sua importancia, comeg¢ando com o operador de bom compor-
tamento para a negagao paraconsistente.

Definicao 20 (Operador-p). a? et (mpa = =)

O operador definido acima, que chamaremos de “operador-p”, tem caracteris-
ticas similares ao operador de bom comportamento do calculo ¢, (Def. 6, p. 32), que
em %, € definido como

o & —pa A —pa)

O bom comportamento de uma férmula (ou ser operado pela bola aberta, no
calculo ), significa que nao é o caso que tanto a férmula quanto sua negacéao pa-
raconsistente sdo o caso. Do mesmo modo, quando a” € 0 caso, segue que nao
poderemos obter tanto o quanto -,a — 0 que € equivalente dizermos que a formula
« satisfaz o Principio da Nao-Contradicdo. Em KG isso sera compreendido como: a
negagao paraconsistente de uma férmula implica na negagéao classica dessa mesma
formula.

Como podemos observar no axioma (N3), é garantido que a negacao classica
de uma férmula implica na negacéao paraconsistente dessa mesma férmula. Portanto,
quando a férmula € bem comportada, temos uma bi-implicacdo entre uma férmula ser
classicamente negada e paraconsistentemente negada. Em outras palavras, nos casos
em que uma férmula é bem comportada (ou é operada por ?), segue que a negacao
paraconsistente € equivalente a negacao classica desta formula.

Definicdo 21 (Operador-q). a? %' (~co - —,a)
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O operador que definimos acima, que chamaremos de “operador-q”, tem carac-
teristicas similares ao operador de bom comportamento do célculo &2, (Def. 9, p.42)
que em £, é definido como

o def
o= AV ogQ

De modo semelhante ao operador de bom comportamento do célculo paracon-
sistente, que garante que uma féormula « satisfaz o Principio da Nao-Contradic¢ao, o
operador de bom comportamento do calculo paracompleto garante que uma dada fér-
mula « satisfaz o Principio do Terceiro-Excluido. Deste modo o operador-q significa
qgue nao é o caso que tanto uma férmula quanto sua negagao paracompleta sao falsas
— em outros termos, ndo é o caso que tanto -.a quanto -.-,a. Em nosso sistema
isso € equivalente a dizer que a negacéo classica de uma férmula implica a negacgéao
paracompleta dessa mesma férmula. E como podemos observar no axioma (N2), é
garantido que a negacao paracompleta implica a negacao classica de uma férmula.
Portanto, quando a férmula é operada pelo operador-q, temos uma bi-implicagéo entre
uma férmula ser paracompletamente negada e classicamente negada, i.e., nesses
casos se segue que a negacgao paracompleta de uma férmula é equivalente a negacao
classica dessa férmula.

Com as duas definicées anteriores, podemos observar que se uma formula for
operada tanto pelo operador-p quanto pelo operador-q, as negacoes classica, paracon-
sistente e paracompleta serdo todas equivalentes. Podemos, por fim, definir o seguinte
operador:

Definigdo 22 (Operador-c). a¢ %' (<,a - —,a)

Através das definicoes anteriores, podemos facilmente perceber que: o é equi-
valente a a? A ad.

2.4 DIFERENTES SISTEMAS KgG

Como apontado anteriormente, ha quatro sistemas que podemos construir atra-
vés das definigcdes e postulados apresentados. Vejamos suas diferengas no que toca
a construcao de tais sistemas. Deve-se ressaltar que as alteragdes sintaticas criadas
pelos quatro sistemas que veremos implica em alteracdes na semantica que oferece-
remos a seguir.

2.4.1 KG-minimal (XG.,)

Chamaremos de “KG-Minimal” (KG,,) o sistema légico desenvolvido sobre a lin-
guagem apresentada, mas que contém (MP) e os axiomas de (C1)-(N4). Note, portanto,
que no sistema KG,, nds nao obtemos (i) a introducao da dupla negacao paracompleta
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e tampouco (ii) a eliminagcédo da dupla negacéao paraconsistente. No calculo paracom-
pleto &, o principio (i) & aceito — no caso, é um axioma do sistema; ja no célculo
%, 0 principio (ii) é aceito — e também é um axioma daquele sistema. Dado que nao
obtemos

(|) o —> —|q—|q(1/

(i) =p=por =

a negacgao paraconsistente nesse sistema é estritamente mais fraca que a negagéo
do calculo %; e, do mesmo modo, a negacao paracompleta é estritamente mais fraca
que a negacao do calculo #,.

2.4.2 [KG-paraconsistente (G,)

Chamaremos de “KG,” o sistema l6gico desenvolvido sobre a linguagem apre-
sentada, mas que contém (MP) e os axiomas de (C1)-(N4) e o axioma (N5). Dado o
axioma (N5), a eliminagédo da dupla negacao paraconsistente se torna um teorema do
nosso sistema — sendo assim uma negacgao paraconsistente com as propriedades da
negacao do sistema %;. Todavia, a negagcao paracompleta continua preservando as
propriedades do sistema KG,,,, sendo, portanto, estritamente mais fraca que a negacao
do célculo Z;.

2.4.3 KgG-paracompleto (KG,)

Chamaremos de “G,” o sistema l6gico desenvolvido sobre a linguagem apre-
sentada, mas que contém (MP) e os axiomas de (C1)-(N4) e o axioma (N6). Do modo
inverso, tendo o axioma (N6), a introducédo da dupla negacéao paracompleta se torna
um teorema do nosso sistema — 0 que torna a negacgao paracompleta equivalente a
negacgao do sistema &2,. Em contrapartida, a negagéo paraconsistente tem as mesmas
propriedades do sistema XG,,,, sendo, portanto, estritamente mais fraca que a negacao
do calculo €.

2.4.4 KG-completo (XG.)

Chamaremos de “KG.” o sistema l6gico desenvolvido sobre a linguagem apre-
sentada contendo (MP) e todos os axiomas (i.e., dos axiomas (C1)-(N6)). Por fim, tanto
(i) quanto (ii) sdo teoremas do nosso sistema, o que torna ambas negacgdes (paracom-
pleta e paraconsistente) completas no sentido de terem as mesmas propriedades das
negacdes dos célculos &, e ¢, respectivamente.

Como vimos, todos os postulados de KG,, séo postulados de K£G,, £G, e KG..
Portanto, todos os teoremas de KG,, serao facilmente obtidos como teoremas dos
outros trés sistemas.
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2.5 DEDUCAO E TEOREMA

Podemos agora definir as no¢cdes de Deducdo como também de Teorema de
um Sistema £G.

Definicao 23 (Deducdo). Seja i algum dos sistemas de KG (i.e., sejai = KG,,, K£G,,
KG,ouKG.)eL =(L, A;, R;) uma estrutura onde £ € a linguagem previamente definida,
A; é o conjunto de axiomas e R; o conjunto de regras de inferéncia de i. Dizemos que
uma formula o € £ é dedutivel de um conjunto de formulas T c £ (o0 que representamos
por T +; o) sse ha uma sequéncia finita de formulas (5, ..., B.) € £ tal que:

(@ B.=a;e
(b) para toda 3;, onde j <n:ou
(i) B; € A;, i.e, € um axioma de i; ou
(i) B; € T'; ou
(i) ha um subconjunto de formulas {fi,...,5i}i<; de pi,...,53; onde
({B1,..-,Bi}, B;) € v para uma regra de inferéncia r ¢ R, — i.e., hd uma regra

r € R; onde §; € uma consequéncia das formulas anteriores (5, ..., ;) quando
aplicamos r.

Na definicao anterior dissemos “conjunto de axiomas” e “conjunto de regras de
inferéncia de ”. Como vimos, ha quatro sistemas diferentes a partir das definicoes
e postulados oferecidos (viz., KG,,, £G,, KG, e KG.), sendo que o que diferencia
esses sistemas serdao os conjuntos de axiomas que cada sistema adota. Portanto,
utilizando a definicao de dedugao oferecida, se adotarmos os postulados de K£G,,,, por
exemplo, teremos entdo um operador de deducado (ou consequéncia sintatica) que
representaremos por +y,,,. O mesmo ocorrera para KG, (Fi,), G, (Fi,) €, por fim, G,

('_k:c)'

Definicao 24 (Teorema). NGs dizemos que “o € um teorema dei” (sendo i um Sistema
KG) se, e somente se, @ ; a. NOs representaremos que « é um teorema de i como

=,

Definicao 25. Sejam A,I" ¢ £ dois conjuntos de formulas. No6s dizemos que A é
dedutivelem i deT (i.e., I'+; A) se, e somente se, paratodaa e A, T +; .

Note que, pela definicdo da deducéo (Def. 23, p. 71), +; € uma relagao entre
conjuntos de formulas e formulas. Todavia, pela definicao anterior (def. 25), nés esten-
demos a aplicacao de +; a uma relagao entre conjuntos de férmulas. Daqui em diante,
a ndo ser que dito de outro modo, quando usarmos o termo “deducdo”, nés estamos
nos referindo a nocéo definida em 23.
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2.6 ALGUNS METATEOREMAS

Os metateoremas apresentados a seguir sdo resultados, principalmente, do
modo como definimos a consequéncia sintatica (deducédo) e dos postulados (MP)-(N1).
Portanto, sdo metateoremas para os quatro sistemas discutidos anteriormente (sendo
i um dos sistemas £G).

Metateorema 1 (Autodedutibilidade).
ael’ = I'Hao

Demonstracdo. Suponha que « € I'. Nés podemos facilmente construir uma sequéncia
unitaria («) a partir de I" e, pela definicdo da deducgao (Def. 23, p. 71), a sequéncia
satisfaz (a), i.e., « € a tltima férmula da sequéncia unitaria («); e satisfaz a condigao
(i) de (b), i.e., a € I". Portanto, I' +; « O

Corolario 10. AcT’" = TI'+ A

Demonstragcdo. A prova deste corolario € uma aplicagéao trivial do metateorema 1.
Assumindo que A cT', uma vez que a € A é tal que a € I" (pela Def. 25, p. 71), através
do metateorema 1 nds temos que I' +; a. No entanto, uma vez que para todo « € A, de
acordo com a definicao 25 (p. 71), nés temos que I' ; A. O

Metateorema 2 (Monotonicidade).
'a = TulAra

Demonstracdo. Suponha que I' +; a. Pela definicdo da deducéo (Def. 23, p. 71), ha
uma sequéncia de férmulas (53, 31, ...,a) € I onde « € a ultima formula. Se I'u A, entéo,
pela definicdo de Unido de Conjuntos, para todo elemento z € I', z € I' u A. Uma vez
que a sequéncia (5, f1,...,a) € ', segue-se que (3, f1, ...,a) € I'u A. Portanto, uma vez
que a derivagado de « pertence a I' u A, segue-se pela definigdo da dedugao (Def. 23,
p. 71) que T'UA +; . ]

Metateorema 3 (Regra do Corte).
', A e AH® = I'H O

Demonstracao. Pela definicao 25 (p. 71), I' +; A se, e somente se, para toda formula
B e A, T'+; . Disso se segue que nds temos de I" uma derivacao para toda férmula
£ ¢ A. Pelo mesmo raciocinio, ndés temos que, para toda féormula « € ¢, ha uma
derivacado de « a partir de A. Pela definicdo da deducao (Def. 23, p. 71), para toda
a € @, se a é dedutivel de A, entdo hd uma sequéncia de formulas pertencentes a A
tal que a é sua ultima formula. Como ja dito, qualquer formula de A é dedutivel de
I'. Portanto, para qualquer sequéncia de formulas de A que deduzimos « (para toda
a € ), esta sequéncia é dedutivel a partir de I'. Logo, I' +; . O
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Metateorema 4 (Teorema da Deducgao).
Na-pg = T'ra->p

Demonstracdo. Seja I',a +; [ e, a partir disso, a prova que I' +; a — [ serd feita
através de inducdo matematica no comprimento de derivacao. Pela Autodedutibilidade
(Metateo. 1, p. 72) nés temos que I', a +; «. Isto é, hd uma derivagéo €2 de « a partir
de I' u {«}. Temos que provar que € possivel transformar a derivacdo {2 em uma
derivacdo de a — [ a partir de I'. Primeiro vamos provar para o caso mais simples,
com comprimento igual a 1. Apds isso, vamos provar que se esse resultado vale para
derivagbes com comprimento menor que n (n > 0), entdo o resultado vale para qualquer
comprimento. Vejamos o caso mais simples: €2 = {§}. Dada a definicdo de dedugao
(Def. 23, p. 71), ha trés situacdes possiveis: (1.a) 5 € um axioma; ou (1.b) 5 é uma das
premissas; ou (1.c) § = . Em qualquer um dos casos podemos construir uma deducao
de a — [ a partir de I' como se segue:

(1.a) T - a—p
1 B Axioma
(2) B-(a=p) C1
3) a-5 1,2: MP

A.b) '~ a-p

Prem (1) B
(2) B-(a—p) CH
| (3) a-5 1,2: MP
Ac)l’'-a-p
(1) B-8 Teorema de £

Vamos agora supor que I';a +; 5 e ha uma deducao de tamanho menor que
n de § a partir de I'u {a}, entdo I' +; « —»  — daremos 0 nome dessa SuUpoSIGao
de “hipétese de inducao”. Seja entdo Q2 = {f,...,5.-1,5} uma dedugédo de (5 de
comprimento n. Novamente, pela definicdo de deducao (Def. 23, p. 71) n6s temos que:
(2.a) 5 é um axioma; ou (2.b) S € uma das premissas; ou (2.c) 8 = «; ou (2.d) 5 € obtido
por regras de inferéncia a partir dos membros anteriores da deduc¢ao, o que significa
que haum 5, e 5, (k,j <n) tal que ; = 5, - 3. Nosso objetivo & mostrar que, para
qualquer uma das situagdes, podemos deduzir o« — 3 a partir de I'. Para as situagdes
(2.a), (2.b) e (2.c) o procedimento € idéntico, respectivamente, ao casos (1.a), (1.b)
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e (1.c). Vamos considerar entdo os casos (2.d). Uma vez que 3, e 3; s4o0 membros
de €2, que tem uma derivagao de comprimento n de § a partir de T'u {a}, entdo ;. e
B; séo tais que I',a +; B, e I',a ~; B;. Uma vez que k e j sG&o menores que n, temos
uma derivagédo de f; a partir de I' u {«a} e a deriva¢do de g, a partir de I' u {a} com
comprimento menor que n. Assim, de acordo com a hipotese da indugéo, I' +; a - [y
el a— p;0que, porsuavezl'+; o — (5, » ) —uma vez que j; = 5, - [, COMO
estabelecido anteriormente. Portanto, ha uma deducgéao de 2, de « — 5, a partir de T,
e uma dedugéo de 2, de a — (5, - ) a partir de I'. A partir dessas duas dedugées,
nds podemos entdo construir uma deducéo de a — [ a partir de I' como se segue:

(2.d) r = o0 —> 6

: membros de €,
(k) o = [ justificacdo em Q

: membros de (2;
(k+)  a—> (B~ P) justificagdo em Q;
(k+j+1)  (a = B) = ((a = (B = B)) = (o - B)) axioma C2
(k+j+2) (a = (Bp = B)) = (a = B) K, k+j+1: MP
(k+j+3) a-p k+j, k+j+2: MP

Portanto, n6s provamos que se I',a+; g in £,entdo I' -; a > S em £. O

Metateorema 5 (Teorema da Implicatividade).
T = 00— ﬁ = F, a=; 6

Demonstragdo. Suponha que I' +; o — 3. Pelo metateorema da Monotonicidade (Me-
tateo. 2, p. 72), nés temos que se I' +; o — [, entdo I',a +; a — (. Aplicando o
metateorema da Autodedutibilidade (Metateo. 1, p. 72) ao resultado anterior, nés ob-
temosque I',a+; a. Umavezque I',a+; a > S e I',a +; o, nGs obtemos (por Modus
Ponnens) que I', a +; 5. ]

Metateorema 6 (Prova por Casos).
Nar;yv e I'BrHiyv = T,avpry

Demonstracdo. Suponha que (1) I',a+; v e (2) I', 5 +; 7. Entdo, aplicando o Teorema
da Deducéao (Metateo. 4, p. 73) a (1), nés obtemos que (1’) I' +; a — ~; €, do mesmo
modo, quando aplicamos o Teorema da Deducéo a (2), nés obtemos que (2') ' +; 5 — 7.
Nés conseguimos obter como teorema que (A) +; (a =) = ((8 =) = ((avB) = ~)).4
Aplicando os resultados (1°) ao teorema (A), nds obtemos (por Modus Ponnens) que
L'+ (8 ->79) - ((avp) - v)). Aplicando (2’) ao resultado anterior, obtemos que
I'+; (v B) — v. Finalmente, se aplicarmos o Teorema da Implicatividade (Metateo. 5,
p. 74), nés obtemos que I', a v 5 +; 7. O

4 A prova seré oferecida na Secéo 5.3 (p. 141).
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Metateorema 7 (Teorema da Finitude). I' +; « se, e somente se, existe um subconjunto
finito A deT tal que A +; c.

Demonstracdo. Provemos primeiro que (a) Se I' +; «, entdo ha um subconjunto finito
A de T tal que A +; a. Suponha que T' +; a. Pela definicdo de deducgao, entdo ha
uma sequéncia finita de férmulas (4, ..., 5,) tal que g, = a e, para toda 3; (j < n), ou
(i) B; € A;, i.e, € um axioma de i; ou (ii) 3; € I'; ou (iii) 3; é obtida pela aplicacdo de
uma regra de inferéncia das férmulas anteriores (que, em Ultima instancia, ou séao
axiomas ou férmulas que pertencem a A). Seja A o conjunto de toda férmula g; da
sequéncia que satisfaz a condicéo (ii), i.e., que sao formulas de I". O conjunto A, por
definicdo, sera subconjunto de I" (posto que todas as férmulas de A pertencem a I'),
sera finito (posto que a deducgao de « a partir de I'" é finita) e A +; o (posto que a mesma
sequéncia (1, ..., 8,) pode ser aplicada a A para deduzir o). Provemos agora que (b)
se existe um subconjunto finito A de I' tal que A +; a, entdo I' -; a. Suponha que A é
um subconjunto finito de I tal que A +; «. Posto que toda férmula de A pertence a T,
entdo a mesma derivacao de « a partir das férmulas de A sera também uma derivacao
de a a partir (das mesmas formulas de A) de I'. O
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3 SISTEMAS XG: SEMANTICA

66 The opposite of a correct
statement is a false statement.
But the opposite of a profound
truth may well be another
profound truth 99

NIELS BOHR
Niels Bohr: His Life and Work

A seguir apresentaremos uma semantica de valoragdes para os Sistemas Kg,
seguida de algumas tabelas de verdade que podemos construir sobre tal semantica e
um método de provas por tableaux analiticos para Kg.

3.1 VALORACAO

Uma semantica de valoragdes para um sistema l6gico consiste em estabelecer-
mos uma fung¢ao que ird mapear as férmulas de nossa linguagem em um conjunto de
valores-de-verdade, de modo que as condi¢des impostas para essa fungao determinam
os valores-de-verdade de cada férmula. Primeiramente ofereceremos uma definicao
abrangente de conjunto de valores-de-verdade (conjunto-verdade), dado em termos
de valores designados e ndao-designados.

Definicao 26 (Valores-de-Verdade). SejaV = D u D’ um conjunto tal que D n D' = @.
Chamaremos os elementos de V de “valores-de-verdade’, tal que:

i) Se x e D, dizemos que x é valor designado

ii) Se x € D', dizemos que x € valor ndo-designado

Chamaremos V de “conjunto-verdade’.

Estabelecido o conjunto-verdade, podemos entdo definir uma funcéo de mapea-
mento (chamada de “funcao-valoracéo”) que ira atribuir valores-de-verdade as férmulas
de nossa linguagem. Note que devemos definir quatro tipos de fungdes-valoracoes dis-
tintas, refentes a cada um dos sistemas G — haja visto que, por exemplo, enquanto que
KG. contém todos os nove postulados dos sistemas K£G (p. 67), KG,,, tem apenas sete
dos postulados. Essa diferenca sintatica altera algumas condi¢cdes que serao impostas
sobre a funcdo-valoracdo. Todavia, por questdo de brevidade, ofereceremos apenas
uma definicdo da funcao-valoragao para os Sistemas G, no qual somos capazes de
obter as quatro fungdes, tal como se segue:
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Definicao 27 (Funcao-Valoracao). Sejai um sistema KG. Uma valoragao de i é uma
fungéo v' : £ =V que mapeia o conjunto das formulas de £ no conjunto-verdade V,
definido como se segue:

Sejai=KGn, K£G,, KG, ou KG.:

(a) vi(a) e D ssevi(a) ¢ D'

(b) vi(-.) € D ssevi(a) ¢ D

(c) Sevi(-,a) ¢ D, entdo vi(a) € D

(d) Sevi(-,a) € D, entdo vi(a) ¢ D

(e) vi(a— p) e D ssevi(a) ¢ D ouvi(B)eD
Sejai=KG, ou KG,:

(f) Se vi(-,—~,a) € D, entdo vi(a) € D
Sejai=KG, ou KG.:

(9) Sevi(a)e D, entdo vi(—~g—4a) € D

Se vi(a) € D, dizemos que o tem valor designado; se vi(«) € D', dizemos que « tem
valor ndo-designado.

Uma vez que estamos assumindo (ainda que implicitamente) uma teoria clas-
sica de conjuntos na metalinguagem, como ZF, obtemos facilmente como teorema
que vi(a) ¢ D se, e somente se vi(a) € D'. Isto €, ou uma férmula o tem valor desig-
nado, ou tem valor ndo-designado (valendo assim o principio do terceiro-excluido na
metaldgica).

Devemos notar que as definicdes anteriores nao se restringem apenas a uma
semantica chamada de “bivalorada”, i.e., cujos valores de verdade sdo apenas ver-
dadeiro e falso — ou seja, onde V = {verdadeiro, falso}, tal que D = {verdadeiro} e
D' = {falso}. Assim podemos construir uma semantica com n valores de verdade. Con-
tudo, sera do nosso interesse oferecer uma semantica bivalorada para os Sistemas
KG, obtendo a partir da definicdo da fungcéo-valoragao o seguinte resultado:

Corolario 11 (Semantica Bivalorada dos Sistemas KG). Seja D = {1} e D' = {0}, tal
que V = {1,0}. De acordo com a definigcdo da fungdo-valoragdo anterior, obtemos 0s
sequintes resultados:

Sejai = KGn, KG,, KG, ou KG.:

(a) vi(a) =1ssevi(a)#0
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(b) vi(-.a) =1 ssevi(a)=0
(c) Sevi(-,a) =0, entdo vi(a) =1
(d) Sevi(-,a) =1, entdo vi(a) =0
(e) vi(a — p)=18sevi(a)=00uvi(p)=1
Sejai=KG, ouKG.:
(f) vi(-p—par) =1, entdo vi(a) = 1
Sejai=KG, ou KG.:
(9) Sevi(a) =1, entdo vi(—y—,a) =1
Sevi(a) = 1, dizemos que « € “verdadeira”; se vi(«) =0, dizemos que « é “falsa’.

Doravante, quando nos referirmos a semantica de valora¢des dos Sistemas
KG, estaremos nos referindo a semantica bivalorada apresentada no corolario ante-
rior. Podemos agora estabelecer precisamente as definicdes de satisfacdo, modelo,
consequéncia, equivaléncia semantica e tautologia.

Definicao 28 (Satisfagédo). Seja o uma formula de £ e v; uma fungdo-valoragédo tal
como definida anteriormente. Dizemos que se v;(«) = 1, entdo a valoragao v; satisfaz
a férmula o, e escrevemos v; £; a. Se esse ndo for o caso, i.e., v;(«) = 0, dizemos que
v; hdo-satisfaz o, escrevendo v; ¥; a.

Definicao 29 (Modelo). Seja I' € um conjunto de formulas de £ e v; uma fungéo-
valoracao tal como definida anteriormente, entao, se para toda formula o € T, v; =; «,
dizemos que v; € um modelo de T" (e escrevemos v; =; I'). Caso contrario, dizemos que
v; N0 é um modelo de T, e escrevemos v; #; T.

Repare que nas definigdes anteriores nés utilizamos v; e ;. Devemos ressal-
tar que, dado que temos quatro sistemas KG e, consequentemente, quatro fungdes-
valoragao, para cada sistema particular que estivermos trabalhando, obteremos uma
nocao de satisfacdo e modelo para cada sistema. Isto é, teremos =,,, para a funcéo
v™ referente ao sistema KG,,; ki, € vP para o sistema KG,; =i, € v? para o sistema
KG,; e, por fim, ;. e v¢ para o sistema KG.. Podemos agora introduzir a no¢do de
consequéncia semantica.

Definicao 30 (Consequéncia Semantica). Dizemos que uma formula o é consequéncia
semantica de um conjunto de formulas I" em um dado sistemai (sendo i um dos quatro
sistemas KG) se, para toda valoragéo v; que seja modelo de I", temos que v;(«) = 1.
Isto é, em toda valorag&o v; que atribui valor-designado para todas as formulas de I’
é também uma valoracdo que atribui valor-designado para .. Escrevemos ' E; a se
esse é o caso, e I' #; a caso contrario.
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A seguir, denotaremos por « E; 8 0 caso no qual 5 € consequéncia semantica
do conjunto-unitario {«}. Podemos agora definir a nogao de equivaléncia semantica.

Definicao 31 (Equivaléncia Semantica). Se para qualquer valoragéo v;, v;(a) = v;(3),
dizemos que, em i (sendo i um dos sistemas KG) o« € semanticamente equivalente a

8.

Trivialmente, se « e § s&0 semanticamente equivalentes em um sistema g
(que continuaremos representando por i), entao nesse sistema i obtemos que a =; 5 e
B =i a. Outro resultado direto que obtemos € que « =; a (para toda valoragéo v; de todo
sistema ¢ que seja um sistema KG). Podemos enfim introduzir a nocao de tautologia
de um dado sistema KgG.

Defini¢ao 32 (Tautologia). Se para toda valoragéo v;, v;(«) = 1, dizemos que o é uma
tautologia do sistema i (sendo i um dos sistemas KG). Se esse for o caso, escrevemos
que =; « e, caso contrario, #; .

3.1.1 Alguns Teoremas das Valoracoes de G

Vejamos agora alguns resultados que podemos obter através das definigcdes
oferecidas anteriormente. Dadas as definicbes dos operadores (viz., definicées 20, 21
e 22) e a definicao da funcao-valoracao ¢, facilmente obtemos as seguintes fungdes-
valoragao para os operadores:

Teorema 21 (Semantica dos Operadores de Bom Comportamento).
(i) vi(aP) =1 sse vi(-pa) =0 ou vi(-.a) =1

(i) vi(a?) =1 sse vi(-.a) =0 ouvi(-,a) =1

(iii) vi(ac) =1 sse vi(-pa) =0 ou vi(-y) =1

Demonstracgo. (i) Dado que o operador ? é definido como a? et -, - -« (Def. 20, p.
68), entdo vi(ar) = 1 sse vi(-,a — —.a) = 1. E visto as condi¢des de valoracdo para a
condicional, obtemos que vi(a?) = 1 sse v'(-,a) = 0 ou v (=) = 1.

(i) Dado que o operador ¢ € definido como a4 e e > -, (Def. 21, p. 68), entdo
vi(ad) =1 sse vi(-.a - -,a) = 1. E visto as condi¢des de valora¢do para a condicional,
obtemos que v(a4) =1 sse v'(-.a) =0 ou vi(-,a) = 1.

(iii) Dado que o operador ¢ € definido como ac def -pa - ~,a (Def. 22, p. 68), entdo
vi(ac) = 1 sse vi(-,a - —,a) = 1. E visto as condi¢cdes de valora¢do para a condicional,
obtemos que vi(ac) =1 sse vi(-,a) = 0 ou v (—,a) = 1. O

Como resultado direto dessas valoracdes, podemos observar alguns fatos inte-
ressantes sobre o funcionamento das negacgdes:

Corolario 12 (Relacdes dos Operadores ¢, ? e 9).
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(a) Nao ha uma situagdo na qual v'(ar) = vi(ad) = vi(ac) = 0. Isto €, ndo ha uma situ-
acao na qual uma formula é “mal comportada” de acordo com os trés operadores
de bom comportamento definidos.

(b) Quando vi(ar) = vi(ad) = 1, segue-se que as valoragdo das trés negacées sdo
equivalentes, i.e., vi(-.a) = vi(-,a) = vi(—,). Isto &, se uma férmula for paracon-
sistemente e paracompletamente bem comportada, entdo as valoragbes dessa
férmula com qualquer uma das trés negagoées serao equivalente.

Demonstragao.

Provemos (a). (1) Se vi(a?) =0, entdo vi(-,a) = 1 e vi(-.a) = 0; (2) do mesmo modo,
se vi(a4) =0, entdo vi(-.a) = 1 e vi(-,a) = 0. Todavia, repare que de (1) obtemos que
v'(-.) =0 e de (2) obtemos que vi(-.«) = 1, 0 que ndo pode ser 0 caso.

Provemos (b). Seja o caso de que vi(a?) = vi(a?) = 1 0 que, pelas fungdes-valoragao,
obtemos que vi(-,a) = 0 ou vi(-.c) = 1 € vi(-.a) = 0 ou vi(—-,a) = 1. Suponhamos,
por hipétese, que seja falso que vi(-.a) = vi(-,a) = vi(-,a). Por exemplo, vejamos a
situacdo na qual vi(-.a) = 1, vi(-,) = 1 mas vi(-,a) = 0. Se vi(-,a) = 0, entdo para
ser o caso que vi(a?) = 1 (0 que estamos assumindo), vi(-.«a) = 0 — mas esse nao
€ 0 caso, dada a hip6tese. Podemos observar os mesmos problemas para todas as
hipdteses onde as negacdes classicas, paraconsistente e paracompleta tomam valores
distintos. Portanto, se vi(a?) = vi(ad) = 1, entdo vi(-.a) = vi(-,) = vi(~4). O

Vejamos agora o comportamento semantico dos axiomas de XG em cada um
de seus sistemas.

Teorema 22. Em KG,,, obtemos que:
(C1) Bt a > (B~ @)
(C2) Erm (o = B) = (= (B = 7)) = (¢ =7))
(NT) B (a = B) = (00 > =) = =et)
(N2) Efp ~qx = —cax
(N3) Erm —c00 > —pa
(N4) =1, ~cmex >
(N5) Hm, —~p—px =
(N6) ¢, @ > =g

Demonstragao.
(C1) Suponha que haja uma valoragao v™ de KgG,, tal que (1) v™(a - (5 - «)) = 0.
Entdo (2.a) v (a) =1 e (2.b) v™(5 — «) = 0. De (2.b) obtemos que (2.b.i) v™(5) =1
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e (2.b.ii) v («) = 0. No entanto, (2.b.ii) contradiz (2.a). Portanto, v (a - (5 - «)) =1,
para toda estrutura A de K£G,,,.

(C2) Suponha que haja uma valoragdo v™ de KG,, tal que (1) v"((a = ) - ((a >
(B —>17)) = (a—1))) =0. De (1) obtemos que (2.a) v"(a - ) =1 e (2.b) v"((a —
(B> 7v)) = (a > 7)) =0. De (2.b) obtemos que (3.a2) v™(a - ( - 7)) =1 e (3.b)
v™(a - ) = 0. De (3.b) obtemos que (3.b.i) v («) = 1 e (3.b.ii) v™(vy) = 0. De (2.a)
obtemos que ou (2.a.i) v™(«) = 0 ou (2.a.ii) v™(B) = 1. No entanto, (2.a.i) contradiz
(3.b.i). Portanto, segue-se que (2.a.ii) De (3.a) obtemos que ou (3.a.i) v"(«) = 0 ou
(8.a.ii) v™(B — v) = 1. No entanto, (3.a.i) contradiz, novamente, (3.b.i). Portanto, segue-
se que (3.a.ii). De (8.a.ii) obtemos que ou (3.a.ii.l) v™(8) = 0 ou (3.a.ii.ll) v™ () = 1. No
entanto, (3.a.ii.l) contradiz (2.a.ii) e (3.a.ii.ll) contradiz (3.b.ii). Logo, segue-se que nao
ha uma valoragdo v™ para £G,, tal que v™((a —= 58) =» ((a« = (8= 7)) = (a > 7))) =0.
(N1) Suponha que haja uma valoracao v™ de KgG,, tal que (1)v™((a = B) - ((a -
-f) = =ca)) = 0. De (1) obtemos que (2.a) v™(a - 3) = 1 e (2.b) v™((av > -.3) =
-.) = 0. De (2.b) obtemos que (3.a) v"™(a - -.5) =1 e (3.b) v™(-.a) = 0. De (3.b)
obtemos que (3.b.i) v™(«) = 1. De (2.a) obtemos que ou (2.a.i) v™(a) = 0 ou (2.a.ii)
v™(B) = 1. No entanto, (2.a.i) contradiz (3.b.i). Portanto, segue-se que (2.a.ii). De
(3.a) segue-se que (3.a.i)) v"(«) = 0 ou (3.a.ii) v™(-.0) = 1. No entanto, como vimos
anteriormente, (3.a.i) contradiz (3.b.i), seguindo-se que (3.a.ii). No entanto, de (3.a.ii)
obtemos que (3.a.ii.l) v™(5) = 0, que contradiz (2.a.ii). Logo, segue-se que ndo ha uma
valoragédo v™ para KG,, tal que v™((a - ) = ((a = =.8) = =.«)) = 0.

(N2) Suponha que haja uma valoragéo v™ de KG,, tal que (1) v (-,a - —.a) = 0. De (1)
se segue que (2) v™(—-,a) = 1 e (3) v™(-.c) = 0. De (2) segue-se que (2.a) v™(a) =0
e de (3) segue-se que (3.a) v («) = 1. Mas (2.a) e (3.a) se contradizem. Logo, n&o ha
uma valoragéo v™ para KgG,, tal que v™ (-, - —.av) = 0.

(N3) Suponha que haja uma valoragéo v™ de KG,, tal que (1) v™(-.a = —,) = 0. De (1)
se segue que (2) v (-.a) =1 e (3) v™(-,) = 0. De (2) segue-se que (2.a) v™(a) =0
e de (3) segue-se que (3.2) v («) = 1. Mas (2.a) e (3.a) se contradizem. Logo, n&o ha
uma valoragéo v™ para KG,, tal que v™(-.a - —,a) = 0.

(N4) Suponha que haja uma valoragao v™ de KgG,, tal que (1) v (-.—.a = ) = 0. De (1)
se segue que (2) v™(-.—.a) =1 e (3) v™(«) = 0. De (2) segue-se que (2.a) v™(-.a) =0
e de (2.a) segue-se que (2.b) v («) = 1. No entanto, (2.b) contradiz (3). Portanto, ndo
h& uma valoragao v™ para KG,, tal que v™(-.—~.a = ) = 0.

(N5) Se fosse o caso que &, ~,—p = a, entéo obteriamos uma contradicdo semantica
da suposicdo que ha alguma valoragéo v™ de KG,, tal que (1) v™(-,—pa - «) = 0.
Vejamos se esse é o caso. De (1) obtemos que (2) v™(-,—,a) =1 e (3) v™(«) = 0. No
entanto, de (2) ndo somos capazes de obter que v™(«) = 1 e, assim, seguir-se uma
contradi¢éo. Portanto, ¥, —=,—po > .

(N6) Se fosse o caso que &y, a — -,—,, entdo obteriamos uma contradicdo semantica
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da suposicdo que ha alguma valoragdo v™ de KG,, tal que (1) v™(a - —;—y) = 0.
Vejamos se esse é o caso. De (1) obtemos que (2) v™(«) =1 e (3) v™(=4—~4) = 0. No
entanto, de (1) ndo somos capazes de obter que v™(«) = 0 e, assim, seguir-se uma
contradicdo. Portanto, #,, oo — —;—,0v. O

Teorema 23. Em KG,, obtemos que:
(C1) Erp a~ (8~ a)
(C2) iy (a = B) > (= (B =>7)) > (a—>7))
(N1) iy (a = ) = ((a > =eff) = —eer)
(N2) Efp ~gax = —cx
(N3) Ep —cov = =0
(N4) Ep —c—cx =
(N5) Ep —p—pa =
(N6) ¢, o > =y,

Demonstracdo. As demonstracao de (C1)-(N4) e (N6) sdo as mesmas vistas no teo-
rema 22 (p. 80). Precisamos, portanto, avaliar (N5). Antes de iniciarmos a demonstra-
¢do, devemos levar em consideragdo que a semantica para K¢, introduz, além de todas
as condicdes de verdade para KG,,, a condi¢cdo: (g) vP(-,—,c) = 1 = vP(«a) = 1. Através
dessa condicdo, a demonstracao de (N5) se torna direta. Suponha que haja uma estru-
tura v? de KG, tal que (1) vP(-,—,& = ) = 0. De (1) obtemos que (2) v?(-,~,a) =1 €
(3) vP(«) = 0. Dada a condicao (j), segue-se de (2) que (2.a) vP(«) = 1, 0 que contradiz
(8). Portanto, ndo ha uma valoragéo v? para K£g, tal que v?(-,—,&c > a) =0 N

Teorema 24. Em KG,, obtemos que:
(C1) kg o= (B~ )
(C2) By (= ) = ((a > (B =>7)) = (a=>7))
(N1) Erq (> ) = ((r = =) = ~c)
(N2) Ey ~q00 = -
(N3) Eg ~cv = —pax
(N4) £y ~c—cx =
(N5) g ~p=pax = @

(N6) Fkq O = —g—qQ
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Demonstracdo. As demonstracdo de (C1)-(N5) sdo as mesmas vistas no teorema
22 (p. 80). Precisamos, portanto, avaliar (N6). Antes de iniciarmos a demonstracgao,
devemos levar em consideragéo que a semantica para g, introduz, além de todas as
condigbes de verdade para KG,,, a condigéo: (h) vi(a) = 1 = vi(-~y—,) = 1. Atraves
dessa condicdo, a demonstracdo de (N6) se torna direta. Suponha que haja uma
valoragdo v? de Kg, tal que (1) vi(a - —~4—,a) = 0. De (1) obtemos que (2) vi(a) =1
e (3) vi(-~,~,a) = 0. Dada a condicao (k), segue-se de (2) que (2.a) vi(—-,~,@) =1, 0
que contradiz (3). Portanto, ndo ha uma valoragéo v? para g, tal que v?(a - —,—~,) =
0. 0

Teorema 25. Em KG., obtemos que:
(C1) Epe v > (B> )
(C2) Fre (a = ) > ((a = (B->7)) = (a=7))
(N1) Ere (@ = ) = ((a > =cf) = —ca)
(N2) Ec mg00 = =
(N3) Ere ~et > —pax
(N4) Ee —cmex = v
(N5) e ~p—px =
(N6) Er. a0 > ==

Demonstragcdo. As demonstracdes (C1)-(N4) sdo as mesmas vistas no teorema 22
(p. 80). Posto que KG. contém a condicao (g), a demonstracao de (N5) € a mesma
que a vista no teorema 23 (p. 82). E, uma vez que KG. contém a condicao (h), a
demonstracao de (N6) é a mesma que a vista no teorema 24 (p. 82). O

3.1.2 Correcao e Completude das Valoracoes de G

Vamos demonstrar os metateoremas da Corre¢cdo e Completude dos Sistemas
KG dada a semantica de valoragdes que oferecemos. Para tal, precisamos oferecer
algumas definicdes e obter alguns resultados preliminares. Seja £° o conjunto de
formulas de ¢ (sendo i algum dos sistemas KG). Usaremos I e A! para designar
subconjuntos de £:.

Definicdo 33. Sgjal = {a e £i: T+, a}. Chamaremos I de conjunto das consequén-
cias de I".

Defini¢do 34 (Conjunto Trivial). O conjunto It é dito “trivial” se T = £. De outro modo,
é dito “ndo-trivial”.
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Ou seja, se I +; «, para toda férmula « € £¢, entdo I' é dito “trivial”.

Definicao 35 (Conjunto Inconsistente). O conjunto ' é dito “inconsistente” se ha
ao menos uma formula «, tal que o, —;a € I — onde —; é —~¢, —c OU —,. Por questao
notacional, chamaremos um conjunto I de:

. “o,-inconsistente” se o, ~ o € T
« “..-inconsistente” se o, -, € T
- . -inconsistente” se a, ~,a € T

Teorema 26.
(i) se I' for —~,-inconsistente, entdo I'* é também -.-inconsistente;
(i) se I'* for —.-inconsistente, entdo I'" é também -, -inconsistente.

Demonstracdo. Suponha que (i) I'" é —,-inconsistente. Entao «, -, € .. Dada a defi-
nicao de I, segue-se que (1) I'i -40. Posto que (N2) -, - -.« € axioma de todo
sistema Kg, entéo (2) I'? +; -,a - —.«a. Portanto, de (1) e (2), obtemos que (3) I'* +; —.«.
Temos assim que I' +; « e I'" +; -.. Consequentemente, «, —.« € T, satisfazendo a
condicdo de ser —.-inconsistente.

Suponha que (ii) IV é —.-inconsistente. Entéo «, -.« € I'". Dada a definicdo de I, segue-
se que (1) I'" +; —.a. Posto que (N3) -.a - -, & axioma de todo sistema G, entéo
(2) I'' +; =ca » —,cn. Portanto, de (1) e (2), obtemos que (3) I'* +; -, . Temos assim que
I +; a e I' +; -,a. Consequentemente, «, -, € I, satisfazendo a condigéo de ser
-p-inconsistente. O

Definicao 36 (Conjunto Paracompleto). O conjunto I'? é dito “paracompleto” se ha ao
menos uma férmula a, tal que o, ~,a ¢ T,

Definicao 37 (Conjunto Maximal Nao-Trivial). IV é dito “maximal n&o-trivial” se I é
ndo-trivial e, para toda formula o, se o ¢ I'?, entdo I u {«} € trivial.

Teorema 27. Se 1" é um conjunto maximal ndo-trivial de formulas, entdo:

1. T+ a<e ael? 5 a¢l=—,ael®

2. Fia=>qel? 6. el ou -, el

3. aele ~a¢l" 7. aelou-po el

4 ael=-a¢l" 8. a,a—>fel= (el
Demonstragao.

(1.a) Vamos provar primeiro que IV +; a = « € I'". Suponha que IV +; o, mas que
a ¢ T, Entdo, uma vez que I'" é maximal, I'" u {a} +; a A -.a. Consequentemente,
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'+ a - (aA-) eI+ -.a. Mas levando em conta que I + «, segue-se que
I+, a A -, €, posto que o ex falso vale para a negacgao classica, i.e., (a A -.a) = [,
I +; 3, para qualquer 5 € £¢, o que torna I'" trivial — 0 que é absurdo. (1.b) A outra
direcdo, a eI = I'' ; «, é imediata.

(2) Se +; a, segue-se que I'" +; a 0 que, pelo resultado anterior, obtemos que « € I'.
(8.2) Provemos primeiro que « € T'" = -, .« ¢ I'". Suponha que « € I e -« € I"". Segue-se
que I''+; a e I +; =.a €, consequentemente, I' ; a A .. Como vimos no resultado
(1), a partir do resultado anterior obtemos que I'# +; 3, para qualquer (5 € £¢, tornando
I trivial — o que é absurdo. (3.b) Vejamos agora a outra diregao: —.«a ¢ I'' = « € T".
Suponha que -.a ¢ TP e a ¢ T Entdo T u {a} +; B A= € TPu{-a} ki BA=p.
Consequentemente, I''u{a Vv -.a} +; BA-.0, 0 que tornaria I'? trivial — o que é absurdo.
(4) Suponha que o € I'" e —,a € I'". Segue disto que I'* +; -, e, posto o axioma (N2)
-, > -, Obtemos que I'' +; -.«. Consequentemente, I +; o A -.a €, como obtido
em (1), I +; 3, para qualquer 3 € £¢, o que torna I trivial — 0 que é absurdo.

(5) Suponha « ¢ I'' e —,a ¢ I'". Como visto em (2), se a ¢ I'}, entdo .« € I'Y, 0 que
significa que I'" +; —.a. Como (N3) -.a - -, é axioma de todos os sistemas Kg,
segue-se que I +; -,a. Como vimos em (1), se I'? +; -,«a, entdo -,a € ', 0 que
contradiz a hipotese inicial.

(6) Suponha que a ¢ TP e —.a ¢ T Entdo T u {a} +; B A =0 e TP u{-ca} i BA=L.
Consequentemente, I u {a Vv -.a} +; B A=.8. Como +; aV —.q, segue que I +; B A -0,
0 que tornaria I'? trivial, como vimos anteriormente — 0 que é absurdo.

(7) Suponha que a ¢ I'' e —, 0 ¢ T, Entdo I u {a} +; BA - eTiu{-pa}t - BA-p.
Consequentemente, I''u {a Vv —~,a} +; BA=.8.Como +; a Vv —,a, segue que I +; B A -0,
0 que tornaria I' trivial, como vimos anteriormente — 0 que é absurdo.

(8) Seja o caso que «,  — 3 € I'. Temos, portanto, que I = {...,a,« — 3} €, aplicando a
regra de inferéncia (MP) a esse conjunto de férmulas, obtemos que {...,a,a - 8} +; 5.
Uma vez que I' +; 3, pelo resultado (1) obtemos que 5 € I'". O

Teorema 28 (Correcdo). I+, aa = Tk«

Demonstracdo. A demonstracao desse teorema se segue por indugao sobre compri-
mento das provas.

(1) Suponhamos que « seja um axioma de i. Se i for o sistema KG,,, entdo vimos que
Erm @ NO teorema 22 (p. 80). Se i for o sistema KG,, entdo vimos que &y, o no teorema
23 (p. 82). Se i for o sistema KG,, entdo vimos que E;, o no teorema 24 (p. 82). Por
fim, se ¢ for o sistema KG., entdo vimos que ;. a no teorema 25 (p. 83).

(2) Vejamos os casos que « é obtida por alguma regra de inferéncia. Se « foi obtido
por Modus Ponens (Unica regra de inferéncia dos sistemas KG) a partir das formulas
pep—a,entdo 5,5 — «a eI Suponhamos entdo que I'' ; a, mas que I' #; a. Disso
se segue que ha ao menos uma valoragéo tal que (a) v(I'¥) = 1 (i.e., para toda férmula
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x el vi(z) =1) e (b) v(a) = 0. Posto que 53,5 - « € I'Y, obtemos que (b.1) vi(p) =1
e (b.2) v/(6 - «) = 1. Dada a valoracdo para a condicional (Cor. 11, p. 77), temos
que ou (b.2.i) vi(5) = 0 ou (b.2.ii) vi(a) = 1. No entanto, os resultados (b.1) e (b.2.i) se
contradizem, do mesmo modo que (b) e (b.2.ii). Portanto, I'? =; a. O

Corolario13. -, a = k«
Demonstragcdo. Segue trivialmente no caso que I' = &. O

Definicao 38 (Valoracao Singular). Uma valoragéo ¢ é dita “singular” se ha ao menos
uma formula o € £ tal que vi(«o) = v'(~,a) = 0 ou v'(a) = vi(-,a) = 1. De outro modo,
v é dita “normal”.

Lema 1. Todo conjunto ndo-trivial de formulas esta contido em um conjunto maximal
n&o-trivial de formulas.

Demonstracdo. Seja I'" um conjunto ndo-trivial de férmulas, € a, ..., a,, @y, ... UMa
enumeracgao de todas as férmulas de £¢. Facamos uma sequéncia enumeravel S, da
seguinte forma:

Sp =T
Sk+1 = Sk, S€ Sk i —cQks1, ©

Sk+1 = Sk U{ag.1} NO caso contrario.

Seja agora S = U Sy, para todo k. Dada a construcao da sequéncia, S € uma extensao
de Sy, para todo Sj e, portanto, que S é uma extensao de I™.

Devemos agora demonstrar que S é nao-trivial. Para tal € suficiente provarmos que
Sy é —.-consistente, i.e., é consistente com relacdo a negacéao classica, de modo que
Sy i an-.a. Se S é —.-inconsistente, alguma sequéncia finita de férmulas de S é
suficiente para derivar uma -.-contradicéo, i.e., uma férmula na forma a A —.« (0 que
permitiria trivializarmos o conjunto de férmulas) e ela deve estar contida em alguma
Sk. A prova que cada S, & —.-consistente procede por inducao. Por hipétese, S, =1" é
nao-trivial, logo -.-consistente. Suponhamos entdo que alguma S, é -.-consistente. Se
Sk+1 = Sk, entdo Sy, € —.-consistente. Se Sy, # Sk, entdo, por definigdo, Sy t; -1
e, pelo lema anterior, Sy, = S, U {1} € —.-consistente. Deste modo, toda S;. é —.-
consistente e, portanto, S é —.-consistente.

Para demonstrarmos que S é maximal, seja § alguma férmula de £¢. Entao 5 = a1,
para algum £ < 0. Deste modo, ou Sy, +; —.ax41, OU S;1 +; ;41 (Que foi acrescentado
em Si,1). Portanto, ou S +; —.ax,1 oU S +; ag,1. LOgo, S € maximal. O

Corolario 14. Ha conjuntos maximais ndo-triviais e inconsistentes de formulas.
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Demonstracdo. Seja I = {a, —,a}. Como podemos facilmente observar, T # £/, posto
que ndo é o caso que, para qualquer S € £, a, -, #; 5, 0 que torna I' um conjunto nao-
trivial de férmulas. Pelo Lema 1, I'! esta contido em um conjunto maximal nao-trivial
de férmulas — seja esse conjunto maximal A‘. Posto o resultado obtido no teorema
27 (condigdo 1, p. 84), Ai ; a e A’ ; —,, 0 que implica que a,-,a ¢ Ai, Dada a
definicdo 35 (p. 84), A’ € um conjunto inconsistente (especificamente, € um conjunto —,,-
inconsistente). Sendo assim, A? € um conjunto maximal nao-trivial e inconsistente. [

Corolario 15. Ha conjuntos maximais ndo-triviais e paracompletos de formulas.

Demonstragdo. Seja I'' = {-.a,-.~,a}. Como podemos faciimente observar, I'i # £,
posto que ndo é o caso que, para qualquer 5 € £, -.a, -~ #; 5, 0 que torna I'
um conjunto n&o-trivial de férmulas. Pelo Lema 1, IV estd contido em um conjunto
maximal nao-trivial de férmulas — seja esse conjunto maximal A‘. Posto o resultado
obtido no teorema 27 (condigdo 1, p. 84), se —.a € A%, entdo « ¢ A’ e, do mesmo modo,
se -.—,a € A, entdo —,a ¢ Al. Pelo mesmo teorema obtemos entéo que Al i, a e
At ¢, —,a. Isso implica que a, —;a ¢ A e, pela definicdo 36 (p. 84), Ai é um conjunto
paracompleto. Sendo assim, A’ € um conjunto maximal nao-trivial e paracompleto. [

Lema 2. Todo conjunto maximal ndo-trivial I'* de férmulas tem um modelo.

Demonstragdo. Definamos uma fungéo v* : £ — {0,1} como se segue: para toda
formula «, se a € I'?, colocamos vi(«) = 1; de outro modo, vi(«) = 0. Disso resulta que
v satisfaz todas as condi¢des da definicao de valoragéo (Cor. 11, p. 77). O

Corolario 16. Qualquer conjunto ndo-trivial de formulas tem um modelo.

Demonstracdo. Dado o resultado do Lema 1 (p. 86), todo conjunto I'* n&o-trivial de
formulas esta contido em algum conjunto S maximal n&o-trivial de formulas. Dado o
Lema 2 (p. 87), o conjunto S tera modelo, que sera também modelo para o conjunto
nao-trivial I'. O

Corolario 17. Ha valoragbes singulares (como também valoragées normais).

Demonstragdo. Uma valoragédo é singular se: (i) v‘(8) = vi(—-,8) = 0; ou (ii) v'(«w) =
vi(-pa) = 1. Se é o caso de (i), dada a definicdo de valoragdo oferecida, obtemos
que vi(-.0 = vi(-.~,3) = 1. Deste modo, o conjunto {-.3,-.~,5} € paracompleto, o
conjunto {«, -,a} e inconsistente, como o conjunto {-.3, -=.—,3, o, ~,a } € paracompleto
e inconsistente, no entanto, todos eles sado ndo-triviais. Portanto, tais conjuntos estéo
contidos em algum conjunto maximal nao-trivial de formulas, e qualguer um desses
conjuntos maximais ndo-triviais tera ao menos um modelo v* que, obviamente, serd
singular. O

Teorema 29 (Completude). ', 0 = I«



Capitulo 3. Sistemas KG: Semantica 88

Demonstracdo. Se I' £; «, entado para toda valoragéo v?, que € modelo de 1'%, temos
que v'(«a) = 1. Pela definigdo da valoracdo, ndo ha uma valoragéo ¢, que seja modelo
de T, tal que vi(-.«) = 1. Portanto, I u {-.a} ndo tem um modelo. Mas, pelos Lemas
1 (p. 86) e 2 (p. 87), todo conjunto n&o-trivial tem um modelo. Consequentemente,
[u{-.a} é trivial e, deste modo, I u {-.a} +; ~.—.. Uma vez que T? u{a} +; ~.—.x €
também que +; a v -.a, segue pela prova por casos que I'* +; -.—.«. Finalmente, como
(N4) -.—~.a -~ o é axioma de todo sistema K£G, segue-se que I'? +; a. O

Corolario18. =, = o
Demonstragdo. Segue no caso particular onde I'# = @. O
Corolario 19 (Teorema da Adequacao). I+, a < Tk«

Demonstracdo. Obtido diretamente pelos teoremas da Correcao (Teo. 28, p. 85) e
Completude (Teo. 29, p. 87). N

A partir dos resultados anteriores podemos aplicar o Teorema da Finitude (Teo.
7, p. 75) e obtemos os seguinte resultado.

Teorema 30. ' =; o se, e somente se, ha um subconjunto finito A de I' tal que A E; a.

Demonstracdo. Provemos primeiro que (1) se I' &; a, entdo ha um subconjunto finito
A de I tal que A =; a. Suponha que I' E; a. Entao, pelo Teorema da Adequacéo (Teo.
19, p. 88), I' +; a. Pelo Teorema da Finitude (Teo. 7, p. 75), ha um subconjunto finito
A de I tal que A ~; a. Novamente, aplicando o Teorema da Adequacé&o, obtemos
que A =; «. Provemos agora que (2) se ha um subconjunto finito A de I' tal que
A E; a, entdo I' £; . Suponha que (a) A € um subconjunto finito de T tal que A E; a.
Pela definicao de consequéncia semantica, todo modelo v; de A é tal que v;(«) = 1.
Suponha entdo que (b) I' #; «, ou seja, existe ao menos um modelo de T tal que «
ndo tem valor-designado (seja v; essa valoragdo). Como toda formula de A pertence
a T, todo modelo de I" serd modelo de A. Consequentemente, v; € modelo de A. Pela
suposicao (a), todo modelo de A é tal que « tem valor-designado, o que implica que
v (a) = 1 — 0 que contradiz a suposi¢éo (b). O

3.2 TABELA DE VERDADE

Dadas as funcbes-valoragdo definidas para os sistemas KG podemos cons-
truir as chamadas “tabelas de verdade” para cada uma das referidas fungdes. Por
questdes de construgdo dos sistemas G, comegcaremos apresentando as tabelas
de verdade para o sistema minimal £G,, (assumindo assim as condi¢cdes impostas a
funcdo-valoracédo v™) e, posteriormente, mostraremos como as tabelas se modificam
ao assumirmos as fungdes-valoracao para os outros sistemas. Lembremos que, como
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KG., € um sistema minimal, de modo que todos os outros sistemas de KG preservam
os axiomas de KgG,,, todos os resultados obtidos em KG,, (Que ndo se refiram aos
axiomas (N5), (N6) e, consequentemente, as condi¢ées especiais que devemos adicio-
nar nos outros sistemas por conta desses axiomas) serdo também resultados para os
outros sistemas.

Vejamos como podemos construir as tabelas de verdade assumindo as valo-
racdes dos operadores de bom comportamento p, g e c. Comecemos analisando o
comportamento de uma férmula o e suas negacdes em relacdo ao operador .

Q| Q| me | mpQ | mgx
(@ |11 0 0 0
(b) [0 ] 1 1 1 1
©l1]o[ o010
@lojo[ 1T [ 1] o0

Tabela 1 — Tabela de Verdade para o operador-c

Vejamos o que podemos entender através da tabela anterior. Uma vez que
obtemos vi(a¢) = 1 (situagao (a) e (b)), estamos em uma situacdo classica, onde
as trés negacdes tém valores equivalentes. Na situagao (c), quando vi(ac) = 0 e
v'(a) = 1, estamos em uma situagédo paraconsistente, de modo que a negacgéao classica
€ equivalente a negacado paracompleta. Por fim, quando estamos na situagao (c),
quando vi(ac) = 0 e vi(«) = 0, estamos em uma situacao paracompleta, de modo que a
negacao classica é equivalente a negacao paraconsistente. Vejamos agora a proxima
tabela, que leva em conta apenas o operador ».

Q| oP | —p | mpQ | g
1

a) 1 0 0
b) [0 | 1 1 1
c)(1]0| 0 1

dj1/0| 0 1 0

Tabela 2 — Tabela de Verdade para o operador-p

0
1
0
0

(
(
(
(

Repare que a tabela 1 forma uma matriz comum, enquanto que a tabela 2 forma
uma quase-matriz, de modo similar a desenvolvida em Costa e Alves (1977) e da
Costa, Krause e Bueno (2007, p.826). Vejamos o que podemos entender dessa tabela.

Na tabela de verdade 2, quando assumimos que vi(a?) = 0, iSS0 nos garante
que vi(-,a) = 1 e vi(-.a) = 0, 0 que podemos ver nas circunstancias (c) e (d) da tabela.
Uma vez que temos vi(-.«) = 0, obtemos que vi(a) = 1 e vi(-~,«) = 0. Resta-nos
averiguar as circunstancias (a) e (b), nas quais vi(a?) = 1. Uma vez que vi(a?) = 1,
disso se segue que a negacdo paraconsistente é equivalente a negacao classica
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e f P
(lembremos que a definicdo de a” e -,a = —.a). A formula o pode, portanto, ser

verdadeira ou falsa. Se a férmula vi(«) = 1, obtemos que sua negagéo classica sera
falsa, i.e., vi(-.a) = 0 — e, portanto, que a negagao paraconsistente também: v¢(-,«) =
0. Uma vez que ndo pode ocorrer que vi(a) = vi(-,a) = 1, obtemos que a negagao
paracompleta de « também serd falsa (i.e., vi(-,«) = 0). Pensemos agora no caso
no qual vi(a?) = 1 e vi(«a) = 0. Uma vez que vi(a) = 0, obtemos que sua negagao
classica sera verdadeira e, como nessa situagédo a férmula € bem-comportada para a
negacao paraconsistente, sua negacao paraconsistente também sera verdadeira (i.e.,
vi(—c) = vi(—pa) = 1). Todavia, uma vez que v'(«) = 0 e 0 bom-comportamento segue-
se apenas para a negagao paraconsistente — vi(a?) = 1 —, nao podemos garantir que
a negacao paracompleta seja verdadeira ou seja falsa. Deste modo, na circunstancia
(b) nossa tabela bifurca para duas situagdes: uma na qual v’(-,«) = 1 e outra na qual
vi(—-4a) = 0. Por esse fato ndo temos uma matriz usual, mas sim o que chamamos de
uma “quase-matriz”. Vejamos agora a tabela em relagao ao operador ¢:

a | ol | s | mpa | g

1
@ 1] 1] 0 50
(b) | O] 1 1 1 1
Clolo[ 1 [ 10
@l(ofo[ 11 o0

Tabela 3 — Tabela de Verdade para o operador-q

Repare que, de modo similar a tabela 2, a tabela 3 para o operador ¢ também
forma uma quase-matriz, de modo similar a desenvolvida em Lopari¢ e da Costa (1984,
p.129). Vejamos o que podemos compreender dessa tabela de verdade.

Na circunstancia na qual vi(a4) = 0 (circunstancias (c) e (d) da referida ta-
bela) temos como garantido pela valoragdo oferecida anteriormente que vi(-.a) = 1
e vi(-,a) = 0. Uma vez que vi(-.«) = 1, disso se segue que vi(a) = 0 e, portanto,
vi(-pa) = 1. Resta-nos averiguar as circunstéancias (a) e (b), nas quais v'(a?) = 1. Ve-
jamos primeiro a circunstancia (b), onde vi(a?) = 1 e vi(«) = 0. Tendo em vista que
vi(a?) = 1, disso se segue que a negacao paracompleta acompanhara a negacao
classica. Portanto, sendo vi(«) = 0, obtemos que vi(-.«) =1 e, assim, vi(-,a) = 1. Do
mesmo modo, uma vez que vi(a) = 0, disso se segue que vi(-,a) = 1. Finalizamos
assim a circunstancia (b), nos faltando avaliar a circunstancia (a). Em (a) nés esta-
mos assumindo que tanto vi(a?) = 1 quanto v(a) = 1 — dada essa ultima razao, ja
obtemos diretamente que vi(-.«) = 0 e, como a negagao paracompleta acompanha
a negacao classica nessa situagéo, v(-,«) = 0. No entanto, o que acontece com a
negacao paraconsistente? Uma vez que a férmula o é verdadeira, isso ndo garante
que -,« seja verdadeira ou falsa. Temos, portanto, uma situagédo que temos de dividir
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a circunstancia em duas situagdes, uma na qual v*(-,«) = 0 e outra na qual v*(-,a) =1
— obtendo, assim, mais uma quase-matriz.

Podemos agora criar uma tabela de verdade que nao envolva os operadores de
bom-comportamento. Repare que essa tabela de verdade serda, pelas mesmas razées
apresentadas anteriormente, também uma quase-matriz.

Q| —eQ | —par | —ga
0
110 1 0
]
0| 1 1 0

Tabela 4 — Quase-Matriz das Negagdes

Como vimos no teorema 12 (p. 79), v;(a®) = 1 se, e somente se, v;(a?) = v;(ad) =
1. Isto €, se obtivermos que uma férmula é bem comportada classicamente (é operada
por ¢), entdo ela é bem comportada paraconsistentemente e paracompletamente (é
operada tanto por ? quanto por ¢). Por outro lado, se v;(a¢) = 0, entdo v;(a?) = 0 ou
v;(a9) = 0. Mas um resultado que obtivemos € que nunca acontece o caso que v;(aP) =
vi(a?) =0 — i.e., uma férmula nunca pode ser, ao mesmo tempo, mau comportada no
sentido paraconsistente e paracompleto. Desse modo, criando uma tabela que leve em
consideracao os trés operadores de bom comportamento e as negacdes, obteremos
uma matriz comum:

a | af | ab | al | —ea | mpa | g
171711 0 0 0
o/ 1,11 1 1 1
110]0]1] 0 1 0
0[O0 |10 1 1 0

Tabela 5 — Quase-Matriz dos Operadores de Bom Comportamento

Por que obtemos esse resultado? Bom, de comego s6 ha duas opgdes:
(1) vi(a)=1 ou (2) vi(a®) =0

Se (1) v;(a®) = 1, sabemos tanto que v;(a?) = 1 como v;(a?) = 1, de modo
que todas as negacbes se comportaram do mesmo modo que a negacao classica.
Obtemos assim as duas primeiras circunstancias da tabela: (1.i) a primeira na qual
vi(a®) = v;(a) = 1, 0 que torna v;(-.) = v;(—pa) = v;(~,) = 0; (1.ii) a segunda na qual
vi(a®) =1 e v;(a) =0, tornando v;(—.a) = v;(—~pa) = v;(=,a) = 1.

Se (2) v;(a©) = 0, entédo ja sabemos que ou (2.i) v;(a?) =0 e v;(a?) = 1, ou (2.ii)
vi(a?) =1 e v;(a?) = 0. Na terceira circunstancia da tabela temos o caso (2.i) e, na
quarta circunstancia o caso (2.ii). Vejamos essas circunstancias.
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Se (2.i), entdo sabemos que, se v;(a?) = 0 (e dado que a” et —pQ > ),

obtemos que v;(-,a) =1 e v;(-.«) = 0. Dado que v;(-.«) = 0, obtemos que v;(a) =1
e, como v;(-.a) =0 e v;(a?) = 1 (dado que a4 e -,¢v), sabemos que v;(—,a) = 0.
Assim terminamos a analise do caso (2.i).

Se (2.ii), entdo sabemos que, como v;(a?) = 0, obtemos que v;(-.a) = 1 €
vi(~q) = 0. Gomo v;(-.a) = 1, entédo v;(a) = 0. Posto que v;(a?) = 1 e v;(-.) = 1,
segue que v;(—,a) = 1. Desse modo terminamos o caso (2.ii) e, assim, todas as
circunstancias possiveis desta tabela.

Podemos facilmente constatar que a tabela para uma férmula como o —~ 5 é a
usual (i.e., como em LPC) para o conectivo da implicacdo. No entanto, existem nove
combinagdes possiveis de condicionais da forma —;a - —;/3:

(1) S ﬂcﬁ
(2) ~cx ~ _‘pﬁ
(3) e > _‘qﬁ

(4) —pQ = -3
(5) ~px = =8
(6) ~pox = =3

(7) g = —f3
(8) ~gx = 3
(9) ~gx = =8

Vejamos entdo como resultam suas tabelas.

« B e _‘56 e —> _‘cﬁ « 6 e ﬂpﬁ e —> _‘pﬁ
1
1111 0 0 1 1111 0 0 1
0|0} 1 1 1 00| 1 1 1
110 0 1 1 10| 0 1 1
1 1
01| 1 0 0 o1 1 0 0
Tabela 6 — —.a » -8 Tabela 7 — ~.a - -,
a 5 e _‘qﬁ e > _‘qﬁ « ﬁ p& _‘cﬁ —pQ _'CB
1 0
11/1] 0 0 1 11 0 0 1
1 1
0|0 1 0 0 0|0 1 1 1
1 1
110 0 0 1 110 0 1 1
o 1] 1 0 0 o|1] 1 0 0

Tabela 8 — —.a - -,

| B —pa | =B | —pr =
111 1 1|0 1|0

0O |01 1
00 1 1 1

1
1|0 A 1 1

Tabela 9 — -, a0 = .3
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a | B ~pa | ~gf | mpa > oy
1] 1 (1) 0 ?
00 1 |4 :
JDESE,
0l1] 1] o 0

Tabela 1 1 - ﬂpOé g ﬂqﬁ

o 5 _‘qOC _‘cﬂ _‘qC“ g _‘cﬁ
11 0 0 1

1
0|0 0 1 1
110 O 1 1

1 0
01 0 0 1

Tabela 12 — ¢ = _'C/B

e} 6 —\qa —\p/B —\qO(—>—\pB
1

11 0 0 1

1
0|0 0 1 1
1/0] O 1 1

T 1[0 1[0
OVt 1011 of1

Tabela 13 — -,a0 = =, 8

a | B 2 | 2B | mg = =g
111 0 0 1

1 1|0 1|0
010 Tor1 1

1

110 O 0 1

1 0
0|1 0 0 3

Tabela 14 - —|qOé g ﬁqﬁ

Por fim, vejamos as tabelas de verdade para os axiomas (nos restringiremos
primeiro aos axiomas de KgG,, e, a frente, discutiremos os axiomas para os outros

sistemas).
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a|f|foala>(f~>a)
1T1] 1 1

00 1 1

110 1 1

0|1 0 1

Tabela 15 — Tabela de Verdade: Axioma (C1)

(0495)*((049(15*7))%(0497))

B
3
3
0
1
0
1
0
0

O OO O ===
O = OO = =IO ===
Y 'Y Y Y Y Y Y

Tabela 16 — Tabela de Verdade: Axioma (C2)

a | B | | =ef | (a=F) > (0= =ef) > =)
11| 0] 0 1
010 1 | 1 1
1{0] 0 | 1 1
oj1) 1|0 1

Tabela 17 — Tabela de Verdade: Axioma (N1)

a | B —e | mpar | mg | mgQr = mor | e = 0
1
1111 0 0 0 1 1
0,0 1 1 1 1 1
0
3
110 0 0 0 1 1
o(1 | 1 1 1 1 1
0

Tabela 18 — Tabela de Verdade: Axiomas (N2) e (N3)
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[0 e e —eTe X > (Y

11 0 1 1

0| 1 0 1

11 0 1 1

0| 1 0 1

Tabela 19 — Tabela de Verdade: Axioma (N4)

Vejamos agora as tabelas de verdade para as definicdes que oferecemos:

« 5 _‘cﬁ o — ﬂcﬂ _‘c(a - _'C/B) a N B
11 0 0 1 1
10| 1 1 0 0
0|1 0 1 0 0
0O/0] 1 1 0 0

Tabela 20 — Tabela de Verdade: Conjungao

J
5
Q

_‘005_)5 OéVﬁ
1
1
1
0 0

Tabela 21 — Tabela de Verdade: Disjuncao

— | — i

o= o=

OO —=| =0
| O = =

a|fla=f|foa](a=fir(f-a)|axp
T[1] 1 i i 1
1/0] © i 0 0
01 1 0 0 0
oj/o] 1 1 1 1

Tabela 22 — Tabela de Verdade: Bicondicional

Vejamos agora a equivaléncia dos operadores de bom-comportamento. No caso,
perceberemos que se a?, entdo « satisfaz o principio da ndo-contradicdo para a ne-
gacao paraconsistente; por outro lado, se a?, entdo « satisfaz o principio do terceiro-
excluido para a negacao paracompleta; e, por fim, que se a¢, entédo tanto « satisfaz a
nao-contradi¢do para a negagao paraconsistente e também satisfaz o terceiro-excluido
para a negagao paracompleta.’

! Lembrando que: (o %'~ a = ~ya), (a2 % —ca > ~a)e (% o0 - ~y0).
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a | et | o | @A e | = e | (@A mpa)
1 1 0 0

19700 1 i

0| 1 1 0 1 1

Tabela 23 — Tabela de Verdade: Equivaléncia entre a? e Nao-Contradi¢cao

Q| e | g | el > g | 0V g
11 0 0 1 1

1 1 1
0] 1 0 0 0

Tabela 24 — Tabela de Verdade: Equivaléncia entre a7 e Terceiro-Excluido

Q| me | g | mpae | af | af | s> g0 | ad AP
1 110 0 0
W00 11 1 1
1 111 1 1
0 1 0 1 0| 1 0 0

Tabela 25 — Tabela de Verdade: Equivaléncia entre ac e a? A a4

Como dito anteriormente, estamos assumindo aqui o sistema KG,,,. Lembre-se
que o sistema KgG,, contém apenas os axiomas (C1)-(N4). Portanto, ndo temos como
axioma (N5) -,-,a -» o e também n&o temos o axioma (N6) a - —,~,« — além das
respectivas condi¢des de valoragédo adicionais. Vejamos como, dado o sistema KG,, e
sua valoragao, v™, obtemos as tabelas de verdade para (N5) e (N6).

Q| 7p® | TpTp@ | TpTp > &
1 1 1
1 0 1
0 1 1
1 0
°1 T o i

Tabela 26 — Tabela de Verdade: Axioma (N5) em KG,,

Repare que ha ao menos uma valoragéo na qual a férmula -,-,a - « tem valor
0. Ou seja, tal formula ndo é uma tautologia do sistema £G,,,.
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Q| 7q® | 7qmq® | X g
1 1
110 0 0
1 0 1
0 1 1
0 o 1

Tabela 27 — Tabela de Verdade: Axioma (N6) em KG,,

Do mesmo modo, hd ao menos uma valoragéo na qual a férmula a - -,—,«
tem valor 0. Ou seja, tal formula ndo € uma tautologia do sistema KG,,. Vejamos a
frente como as modificacdes apresentadas anteriormente, onde introduzimos condi-
cOes especiais para a fungdo-valoracdo (e, assim, obtemos os sistemas K£G,, KG, e
KG.) alteram as tabelas.

3.2.1 Modificac6es para £G,, £G, e KG.

Relembrando o que vimos, para o sistema KG,,, devemos introduzir na definicao
da fungdo-valoragdo v* a condigéo (a) v*(-,—,) = 1 = vP(a) = 1. Para o sistema
KG,, devemos introduzir na definicdo da funcdo-valoragéo v? a condi¢éo (b) vi(«) =
1 = vi(-,~qe) = 1. E, por fim, para o sistema KG., devemos entdo introduzir tanto as
duas condicOes anteriores para a funcao-valoracao v¢. Se introduzirmos a condicao
(a), entéo a tabela de verdade para a féormula -,-,a — o sera:

Q| Tp& | TpTp® | TpTpd >
1 1 1

1 0 1
0 1 1

0| 1 0 1

Tabela 28 — -,-,a - «

Repare que (a) v;(-,—p) = 1 = v;(a) = 1 € equivalente a (@) v;(a) = 0 =
vi(=p—pa) = 0. Ou seja, em toda valoracdo na qual « tem valor 0, a férmula -,-,«a
também tem valor 0. Deste modo, a circunstancia onde antes, no sistema Kg,,, tornava
a formula -,-,oc - o com valor 0, agora (com a condigdo (a)) torna a férmula com
valor 1. E, tendo essa férmula (que € o axioma (N5)) valor designado em todas as
circunstancias, segue-se que (N5) é uma tautologia — quando adicionamos a condicao
(a).

Por outro lado, quando introduzimos a condicao (b) a tabela de verdade para a
formula a - -, sera:
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11 0 1 1

1 0 1
0 1 1
0 1

Tabela 29 — o - —;—,«

Note que a condicéo (b) determina que em toda valoragao na qual « tem valor
1, a férmula -,—,« também terd valor 1. Assim sendo, a circunstancia onde antes, no
sistema KG,,, a formula o - -,—,« tinha valor 0, agora (com a condi¢éo (b)) torna a
formula com valor 1. E, tendo essa férmula (que é o axioma (N6)) valor designado em
todas as circunstancias, segue-se que (N6) € uma tautologia — quando adicionamos a
condicéao (b).

Como podemos ver nas tabelas de verdade apresentadas acima, os axiomas
dos sistemas KG sao todos tautologias de acordo com suas respectivas valorages.

3.3 TABLEAUX ANALITICOS

Podemos agora construir um método de provas para os sistemas KG. Segui-
remos aqui os Tableaux Analiticos com férmulas sinalizadas (que representaréo as
atribuicoes de valores-de-verdade), apresentados por Smullyan (2009, p. 17-36), ofe-
recendo as devidas modificacées.? Em uma caracterizagao intuitiva, assumiremos que
sob qualquer interpretacao vale que (para qualquer férmulas « € ):

(1.a) Se -.a é verdadeira, entdo « é falsa
(1.b) Se -.a é falsa, entdo « € verdadeira
(2.a) Se —,« é verdadeira, entdo « é falsa
(2.b) Se « é verdadeira, entdo -,« é falsa
(8.a) Se —,« é falsa, entdo o é verdadeira
(8.b) Se « é falsa, entdo -,a € verdadeira
(4.a) Se a — (8 é verdadeira, entdo « € falsa ou 3 é verdadeira

(4.b) Se a — [ é falsa, entdo « € verdadeira e j é falsa

Podemos entdo oferecer extensdes adicionais para os outros conectivos (con-

juncéao e disjuncao) definidos em termos da condicional:
2

Assumiremos a familiaridade do leitor para com os métodos de tableaux analiticos, de modo que
iremos supor certas definicdes usuais como “ramo” e a prépria definicdo de “tableaux”.
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(5.a) Se a A é verdadeira, entdo a e § sdo ambas férmulas verdadeiras
(5.b) Se a A é falsa, entdo « € falsa ou S é falsa
(6.a) Se a v 3 é verdadeira, entdo o é verdadeira ou 3 é verdadeira

(6.b) Se a v éfalsa, entdo a e § sdo ambas férmulas falsas

Serdo sobre esses 12 fatos que ira se basear nosso método de tableaux. Deve-
mos notar, todavia, que ha mais dois fatos importantes, que se referem ao axioma (N5)
e (N6) — e, consequentemente, as condi¢des (a) e (b) discutidas anteriormente. Se o
sistema tem o axioma (N5) (i.e., € o sistema G, ou o sistema KG.), entdo devemos
adicionar mais um fato:

(7.a) Se -,—,« é verdadeira, entdo « é verdadeira.

Se o sistema tem o axioma (N6) (i.e., & o sistema G, ou o sistema KG,),
devemos adicionar o fato:

(7.b) Se —,-,a € falsa, entéo « é falsa.

Esses dois fatos resultardo em duas regras de tableaux adicionais, que veremos
a frente.

Definicao 39 (Foérmulas Sinalizadas). Serdo introduzidos na linguagem-objeto os sim-
bolos[1] e[o]. Definimos entdo formula sinalizada como uma expressdo o[ 1] ou ofo],
onde o € uma férmula (ndo-sinalizada). Compreenderemos, informalmente, o[ 1] como
‘o é verdadeira’ e o[o] como ‘« é falsa’.

Informalmente, podemos ver que o valor-de-verdade de of1] & 0 mesmo que de
«, enquanto que o valor-de-verdade de o[ 0] & 0 mesmo que de -.« —mas iSso néo se
segue, diretamente, para -, € -,«, @ N0 ser que « seja bem comportada em algum
sentido.

Defini¢ao 40 (Férmula Conjugada). Entende-se como férmula conjugada o resultado
da troca de[1] por|o] em uma mesma formula ndo-sinalizada ou, reciprocamente, [0]
por|[1]. Assim, a conjugada de o[1] sera o[o] — e, consequentemente, a conjugada de
o[o] sera o[1]. Seja o uma formula sinalizada qualquer, escreveremos @ para a sua
formula conjugada.

3.3.1 Regras para a construcao dos tableaux

Podemos agora comecar a construir nossos tableaux analiticos. Compreen-
deremos intuitivamente um tableau como um método de prova no qual comecamos
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assumindo falso como valor-de-verdade da formula que gostariamos de estabelecer e,
através da aplicacao das regras que veremos, esperamos encontrar uma situacao na
qual, sob uma mesma atribui¢do, alguma das férmulas obtidas tenha dois valores-de-
verdade distintos.3 Caso isso ocorra, estabelecemos que a férmula inicial do tableau é
uma tautologia — pois sua falsidade implicaria em uma contradicdo semantica qualquer.
Se isso nao ocorrer, i.e., nao obtivermos qualquer contradicdo semantica, estabelece-
mos que a féormula inicial do tableau ndo é uma tautologia.* Vejamos entao as regras
dos nossos tableaux analiticos.

Regra de Tableux: Negacao Classica (NC)

1. —eQ
2. o [0 1,NC

Regra de Tableux: Negacao Classica (NC)

1. e @
2. a 1,NC

Regra de Tableux: Negacao Paraconsistente (NP)

1. —|pCl{ @

Regra de Tableux: Negacao Paracompleta (NQ)
1. g

2. a [o] 1, NQ

Regra de Tableux: Condicional (CD)

3 lIsto &, se gostariamos de estabelecer a férmula a, comegaremos assumindo a férmula sinalizada
o[ 0] como ponto inicial de nosso tableau e, através das aplicagdes das regras de tableaux que
veremos, obteremos uma contradicdo seméantica caso sejam obtidas uma férmula sinalizada e sua
conjugada sob um mesmo ramo do tableau.

4 De modo geral, um tableaux analitico pode ser visto como um método de sequentes de cima pra
baixo. Cf. Carnielli (1991, p.66).



Capitulo 3. Sistemas KG: Semantica 101

1. (= 3)

/\
2 a [0 B 1,CD

Regra de Tableux: Condicional (CD)

1. a—p [o]
2, a 1,CD
3. B [0 1,CD

Repare que, em certos casos, utilizaremos um mesmo nome para duas regras
distintas — como é o caso das regras da negacio classica, que utilizaremos “NC”. Essa
nomenclatura terd a seguinte serventia. A esquerda de todo tableau haverd uma nume-
ragéo do passo (comegando do passo inicial 1 e indo até n, para um n natural). Apos
tal numeracao encontramos ao menos uma férmula sinalizada. A férmula encontrada
apos (1) sera a férmula inicial de nosso tableau. Para toda férmula encontrada apds um
passo m (para um m > 1), essa férmula sera obtida de algum dos passos anteriores. Ao
lado de qualquer férmula em um passo m encontraremos um namero y (sendo y < m)
e uma nomenclatura X — sendo X uma das nomenclaturas das regras supracitadas.
O numero y corresponde a algum passo no qual a férmula em questao foi obtida e a
nomenclatura X designara o tipo de regra que foi aplicada ao passo y para a obtencao
da formula em questdo. Apenas como exemplo, no tableau

1. a—p [o]
2, a 1,CD
3. B[] 1,CD

obtemos no passo (2) a férmula sinalizada «of 1] aplicando uma regra CD a férmula
sinalizada do passo (1). O mesmo ocorre com o passo (3), onde obtemos /[o] ao
aplicarmos uma regra CD a férmula sinalizada do passo (1).

Por questao de praticidade, podemos introduzir outras quatro regras adicionais
para trabalharmos com os conectivos definidos (conjungéo e disjungéo):®

Regra de Tableux: Conjuncao (CJ)

5 Asregras que veremos a seguir sdo derivadas das regras de tableaux apresentadas anteriormente.
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1. anf
2. « 1, CJ
3 I6] 1,CJ

Regra de Tableux: Conjuncao (CJ)

1. (anp) [o]

/\
2. a [o] B [o] 1,GJ

Regra de Tableux: Disjuncao (DJ)

1. (avp)

2, a B 1,DJ

Regra de Tableux: Disjuncao (DJ)

1. avp [o]
2. a [o] 1, DJ
3. B [o] 1, DJ

Definicao 41 (Ramo Fechado). Se em um mesmo ramo ocorre uma férmula sinalizada
e sua conjugada, dizemos que encontramos uma “contradicdo semdantica”, e fechamos
0 ramo, sinalizando por um ® ao final. Como se segue no exemplo abaixo:

a [1]
2. a [o]

®

Definicao 42 (Tableaux Fechado). Dizemos que um Tableaux é “fechado” quando
todos seus ramos sdo fechados.

Definicao 43 (Consequéncia Direta e Ramificada). Distinguiremos dois tipos de formu-
las, que chamamos aquelas com consequéncia “direta” e aquelas com consequéncia
‘ramificada’:
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(i) Consequéncia Direta | (ii) Consequéncia Ramificada
—|CO{ N
« 5@ o - B
ﬁca@
anpBli] aAfplo]
—pa[0]
av o] av B[]
~q0[1]

Ao construirmos um tableaux, se nele aparece uma linha do tipo (i) acrescenta-
mos suas consequéncias a todos 0s ramos que passam por essa linha. Se aparecer
uma linha do tipo (ii), dividimos todos os ramos que passam por ela em sub-ramos.
Deste modo, nunca precisamos usar uma mesma linha mais de uma vez. Podemos
entao definir a nocao de Tableaux Completo.

Definicao 44 (Tableaux Completo). Um tableaux é dito “completo” quando: para todo
ramo, apos um numero finito de passos, cada formula sinalizada em cada ramo foi
usada ao menos uma vez — com excegdo das formulas -,o[1], -,0[0] € das formu-
las atébmicas sinalizadas (i.e., qualquer formula o[ 1] ou ofo] tal que o € uma formula
atémica); ou quando o tableaux é fechado.

Modificagbes para K£G,, £G, e KG.

Como dito anteriormente, até agora apresentamos as regras para o sistema
KG.,. Se introduzirmos o axioma (N5), entdo devemos introduzir em nossa lista de
fatos o ponto (7.a); se introduzirmos o axioma (N6), entdo introduzimos o ponto (7.b).
Cada um desses pontos nos oferece uma regra de tableaux especifica.

Regra de Tableux: Neg. Paracon. (NP)

Se o sistema tiver o axioma (N5), i.e., £G, ou KG., introduzimos a regra:
1. —|p—|pOZ
2. a 1, NP

Regra de Tableux: Neg. Paracom. (NQ)

Se o sistema tiver o axioma (N6), i.e., £G, ou KG., introduzimos a regra:

1. —|q—|qOé @
2. a [o] 1, NQ

Portanto, se estivermos trabalhando em Kg,, além das regras para Kg,,, teremos
também a regra (NP); se estivermos trabalhando em KG,, além das regras para £G,,



Capitulo 3. Sistemas KG: Semantica 104

teremos também a regra (NQ); e, por fim, se estivermos em KG., além das regras para
KG.., teremos também as regras (NP) e (NQ).

3.3.2 Alguns Metateoremas

Vejamos agora alguns metateoremas que podemos obter através do método de
tableaux analitico. De modo geral, vamos relacionar a semantica bivalorada oferecida
anteriormente (Cor. 11, p. 77), que demonstramos ser correta e completa para com
os sistemas axiomaticos £G, com o método de tableaux desenvolvido. A ideia geral é
demonstrar que:

Completude: se a semantica bivalorada de um sistema i (sendo ¢ um sistema
KG) é tal que toda valoragdo que modele um conjunto I'* de férmulas, atribui
valor-designado para uma férmula « (i.e., « € uma consequéncia semantica de
I, ou I'" =; ), entéo todo tableau completo de i, iniciado por um ramo contendo
as formulas sinalizadas a{1] (para toda formula x € I'¥) e of0], sera fechado;®

Correcao: se todo tableau de i iniciado por um ramo com z{1] (z € ['¥) e ofo] €
um tableu fechado, entdo I'? &; a.

Ao demonstrarmos esses dois metateoremas (Correcdo e Completude do mé-
todo de tableaux para com a semantica bivalorada), garantimos entdo que os tableaux
oferecerem um método de prova adequado para com a semantica valorativa dos sis-
temas KG. Além disso, a semantica valorativa é correta (Teo. 28, p. 85) e completa
(Teo. 29, p. 87) para com o sistema axiomatico de £G. Consequentemente, demonstra-
dos os metateoremas da correcao e completude dos tableaux para com a semantica
valorativa de KG, obtemos que tal método é também correto e completo para com o
sistema axiomatico £G. Antes, vejamos algumas definicdes e resultados preliminares.

Definicao 45. Segja ¥ um conjunto de formulas do sistema i (sendo i um sistema KG ).
Fifi]={xel|z[1]} el[o]={xel"|x[0]}.

Definicao 46 (Demonstracao por Tableaux). Se todo tableau de i (sendo i um sistema
KCG) iniciado por I'{ 1] e o[ 0] é fechado, dizemos que o € demonstrado por tableaux de
i a partir de I'". Escrevemos I >, a se esse € o caso, e I'" ; a caso contrario.

6 Suponha que I'! seja um conjunto infinito de férmulas. Lembrando que estamos supondo familiaridade

do leitor com a nocao de tableaux, sabemos que nao podem haver tableaux de comprimento infinito.
Contudo, pelo Teorema 30 (p. 88), sabemos que I'? £; a se, e somente se, ha um subconjunto finito
A’ de I'" tal que A’ &; «. Portanto, para todo conjunto infinito I'? tal que I'? &, «, subtituiremos ele por
seu subconjunto finito A’ o0 qual A? ; . Assim garantimos que sempre havera um conjunto finito de
férmulas que permita a construgédo de seus respectivos tableaux. Doravante, portanto, sempre que
nos referirmos a um conjunto de férmulas, assumimos que ele é finito.
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Definicao 47 (Valoragao Fiel). Seja v' qualquer valoracao do sistema i (sendo i um
sistema KG) e seja 2 algum ramo de um tableaux de i. Dizemos que v* é uma “valo-
rac&o fiel” de ) se, e somente se, para toda formula o[ 1] em Q, v'(«) = 1, e para toda
formula ofo] em Q, vi(«) = 0.

Lema 3. Se 2 é um ramo fechado do sistema i (sendo i um sistema KG), entdo nao
ha uma valoragéo v que lhe seja fiel.

Demonstragdo. Suponha que (2 seja um ramo fechado. Pela definicdo de ramo fechado
(Def. 41, p. 102), ocorre em 2 alguma férmula sinalizada o] 1] e sua conjugada, ofo].
Suponha que haja alguma valoracao v’ que seja fiel a 2. Entao, dada a definicdo acima,
ocorre que vi(«a) =1 e v'(a) =0— 0 que ndo é possivel. O

Lema 4. Se Q2 é um ramo aberto de um tableau completo de i (sendo i um sistema
KG ), entdo ha uma valoragéo vt que lhe seja fiel.

Demonstracdo. Pelas definicdes anteriores sabemos que se 2 € um ramo aberto de
um tableau completo de i, entdo apds um nuamero finito de passos, aplicando as regras
de tableaux de i, ndo ha nesse ramo a ocorréncia de uma férmula sinalizada e sua
conjugada. Construamos entdo uma valoragao ¢ tal que, para toda férmula sinalizada
a[1]que ocorra em 2, vi(a) = 1 e, para toda féormula sinalizada o[ o] que ocorra em €,
v'(«) = 0. Suponhamos entdo que v ndo seja fiel a 2. Como visto anteriormente, ha
trés situagdes possiveis: (i) ou ha uma férmula sinalizada of 1] em 2 tal que vi(«a) = 0;
ou (ii) ha uma férmula sinalizada ofo] em 2 tal que vi(a) = 1; ou (iii) 2 € um ramo
fechado. Pela construcao de v garantimos que nao é o caso de (i) e nem de (ii) e, pela
suposigao inicial, 2 € um ramo aberto. Portanto, v* € uma valoracao fiel de ). O

Teorema 31. Se uma valoragao ' é fiel a um ramo 2 de um tableau do sistema i, e
alguma das regras de tableaux de i € aplicada em (2, entdo v* sera fiel a ao menos um
dos ramos gerados.

Demonstracdo. A prova é feita examinando caso-a-caso as regras do tableaux. Veja-
mos as duas regras da condicional. (i) Suponha que ¢ é fiel a 2, que o« - (o] ocorre
em 2 e nés aplicamos uma regra a ela. Apenas um ramo, (2, sera gerado contendo
as formulas sinalizadas o[1] e f[o]. Como v’ é fiel a €2, entdo vi(a — ) =0 e, dada a
definicdo da funcao-valoragao (Cor. 11, p. 77), obtemos que vi(a) =1 e v () =0—-0
que mostra que v é fiel a Q2 e ;. (i) Suponha entéo que a — f[1]ocorre em 2 e nés
aplicamos uma regra a ela. Dois ramos s&o gerados, 2; contendo ofo] e €2, contendo
f[1]. Se vi é fiel a 2, entdo vi(a — B) = 1. Dada a definigdo da fungéo-valoragédo obte-
mos que vi(a) = 0 ou v'(5) = 1. Se for o primeiro caso, v'(«) = 0, entdo v’ é fiel a {y;
se for o segundo, v'() = 1, entdo v’ é fiel a (2.

Comecaremos pela negagao cléssica. (i) Suponha que v é fiel a 2, que -.a[ 1] ocorre
em 2 e nés aplicamos uma regra a ela. Apenas um ramo, (;, sera gerado contendo
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a formula sinalizada ofo]. Como v* é fiel a (2, entdo vi(-.«) = 1 e, dada a defini¢do da
funcdo-valoracédo, obtemos que v*(«) = 0 — 0 que mostra que v € fiel a ;. (ii) Suponha
entdo que -.o[o] ocorre em 2 e nés aplicamos uma regra a ela. Apenas um ramo, €24,
sera gerado contendo a férmula sinalizada o] 1]. Como ¢ é fiel a 2, entdo vi(-.a) =0
e, dada a definicdo da fungédo-valoracédo, obtemos que v(«) = 1 — 0 que mostra que v’
é fiel a ;.

Vejamos agora o caso da negacao paraconsistente. (i) Suponha que ¢ é fiel a €2, que
-,0[0] ocorre em (2. Apenas um ramo, €2, sera gerado contendo a formula sinalizada
o[1]. Como v é fiel a 2, entdo vi(—-,a) = 0 e, dada a definicdo da funcdo-valoragéo,
obtemos que vi(«) = 1 —0 que mostra que v é fiel a ;. (ii) Suponha entéo que -,-,a{ 1]
ocorre em €2 em um tableaux do sistema i (para ¢ sendo G, ou KG.) e nos aplicamos
uma regra a ela. Apenas um ramo, (2, serd gerado contendo a férmula sinalizada
a[1]. Como v é fiel a 2, entdo vi(-,—,a) = 1 e, dada a definicdo da fungéo-valoragéo,
obtemos que vi(«) = 1 — 0 que mostra que v’ € fiel a ;. Um terceiro caso deveria ser
avaliado, quando -,a[1] ocorre em 2. Contudo, como vimos, ndo ha regra aplicavel a
tal férmula sinalizada em £gG,, e KgG,, exceto em K£G, e KG., quando « = -, — 0 que
valera a circunstancia (ii) analisada acima.

Vejamos agora o caso da negacao paracompleta. (i) Suponha que ¢ é fiel a 2, que
-~,0[1]ocorre em 2. Apenas um ramo, €2, sera gerado contendo a formula sinalizada
o[o]. Como v é fiel a Q, entdo vi(-,«) = 1 e, dada a definicdo da funcdo-valoragéo,
obtemos que v¢(«) = 0 — 0 que mostra que v* é fiel a €2;. (ii) Suponha entdo que -,-,0{0]
ocorre em €2 em um tableaux do sistema i (para ¢ sendo G, ou KG.) e nos aplicamos
uma regra a ela. Apenas um ramo, (), sera gerado contendo a férmula sinalizada
ofo]. Como v' é fiel a 2, entdo v'(-,~,«) = 0 e, dada a definigdo da fungéo-valoragéo,
obtemos que vi(«) = 0 — 0 que mostra que v’ € fiel a ;. Um terceiro caso deveria ser
avaliado, quando -,of o] ocorre em (2. Contudo, como vimos, ndo ha regra aplicavel a
tal formula sinalizada em KG,, e K£G,, exceto em KG, e KG. quando « = -,4 — 0 que
valera a circunstancia (ii) analisada acima. O

Corolario 20. Se nao ha uma valoragéao fiel para nenhum ramo ,,, gerado a partir de
um ramo ) de um sistema i (sendo i um sistema KG ), entdo ndo ha uma valoracao fiel
para .

Demonstragdo. Suponha que nao ha uma valoragao fiel para nenhum ramo €2,,, mas
h& uma valoracao fiel, v¢, para (2. Pelo teorema anterior, se ha uma valoracao fiel para
(), e alguma regra de i € aplicada a (2, entao v’ é fiel a algum ramo gerado por 2. Todo
ramo (2, foi gerado por 2. Portanto, v* sera fiel a algum ramo €2, 0 que contradiz a
suposicao inicial. O

Teorema 32 (Correcao dos Tableaux). I'i >, = Ik«
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Demonstragdo. Vamos demonstrar sua contrapositiva, i.e., se I' #; «, entdo I'" #; .
Suponha que T ; «. Entdo, de acordo com a definigao de consequéncia semantica
(Def. 30, p. 78), ha uma valoragao v’ que modele I' e v(«) = 0. Seja 2 um ramo inicial
de um tableau tal que I'[1] e o[o]. De acordo com a definigdo de valoragéao fiel (Def.
47, p. 104), v* seria fiel a 2. Se v* é fiel a um ramo 2, pela contraposi¢cdao do Lema 3
(p. 105), entdo 2 € um ramo aberto. Pela definicdo de demonstracdo por tableaux (Def.
46, p. 104), obtemos que I #; a.

O

Teorema 33 (Completude dos Tableaux). Ik, = TI'> «

Demonstragdo. Vamos demonstrar a contrapositiva, i.e., se I'" #; a, entdo I'" #; a.
Suponha que I'? #; «, i.e., ha um tableau (completo) aberto de i iniciado por I'[ 1] e ofo].
Pelo lema 4 (p. 105), se ha um ramo aberto de um tableau completo, entdo ha uma
valoracéo fiel deste ramo. Seja §2 0 ramo aberto desse tableau e v* a valoragao fiel de
2. Em v’ obtemos que, para toda formula x € I'[ 1], v*(x) = 1 e v¥(«) = 0. Pela defini¢céo
de consequéncia semantica (Def. 30, p. 78) vemos que I #; a, posto que ha ao menos
uma valoragao, v* que modela I'¥, mas que nao atribui valor-designado para «. O

Corolario 21 (Adequacgao dos Tableaux). I ;@ <  TI'>; «
Demonstracgo. A prova se segue diretamente dos teoremas 32 e 33 anteriores. [
Corolario22. ', a0 <= TIi> «

Demonstracdo. Obtemos diretamente pelo Teorema da Adequacéao (Teo. 19, p. 88) e
pelo corolario anterior. O

O corolario anterior apresenta um resultado importante: ha uma relacao estrita
entre o método axiomatico apresentado para os Sistemas KG e os tableaux analiticos
oferecidos. Podemos observar tal resultado utilizando os tableaux analiticos nos postu-
lados de KG. Isto é, como podemos ver abaixo, todos os axiomas sao demonstraveis
pelo método de tableaux analitico e, além disso, a regra de inferéncia (modus ponnens)
preserva a verdade. Vejamos primeiro os postulados do sistema KG,,.”

Teorema 34. o — S,aF; 8

7

Note que, como todos os postulados de KG,, sdo também postulados dos outros sistemas Kg,
utilizaremos k; para sinalizar que as provas a seguir serdo provas para todos os sistemas KgG. Se,
por outro lado, algum resultado for obtido apenas em KG,,, utilizaremos =, .
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Demonstragé&o.

1. a—f

2. a

3. 8 [o]
A

4. a [o] 6]
® ®

Teorema 35. £, o - (8 — «)

Demonstracéo.

1. a-(f-a) [
2. o

3. B—a [0]

4. I6;

5. a [o]

Teorema 36. =, (a > 3) > ((a > (8 ->7)) > (a > 7))

®

Demonstracéo.

1.
2
3
4.
5
6
7

10.

Teorema 37. =; (a - ) » ((a = =.f) > —c)

«

1CD

1CD
1CD
3,CD
3,CD

a—f

(a=>(B->7)—(a—>7)

a—(8->7)
a—7 [o]

a [1]
v [o]

T

[o]

®

B

[o]

T

a [o]

®

(= f) > ((a=(F~>7)~>(a=>7)) [J]

B

N

g o]

®

f)/

®

1CD
1CD
3CD
3CD
5CD
5CD

2CD

4 CD

9CD
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Demonstragé&o.

. (@=8)= (0= =)~ ~a) [0]

2 a—f 1CD

3. (> =f) = - [0] 1CD

4. a— -3 3CD

5 - [0] 3CD

6 o' 5NC
® /\

8. a [o] =B 4 CD

9. ® B [o] 8 NC

®

Teorema 38. £, -,a > -

Demonstracéo.

1. g0 = —c0r [0]

2. e 1 CD

3. - [0] 1 CD

4, a [o] 2 NQ

5. a 3,NC
®

Teorema 39. =, —.a — -,

Demonstracao.

1. - = a0 [0]

2. e 1CD

3. - [0] 1CD

4. a [o] 2NC

5. a 3, NP
®

Teorema 40. =, —-.—.a —> «

Demonstragao.
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1. —cme > [0]

2. AemeQ 1CD

3. a [o] 1CD

4. -.a [0] 2NC

5. Q 4, NC
®

Vejamos agora o caso dos axiomas (N5) -,-,a - a e (N6) a - —,—,c no sistema
KG.. (que, lembrando, ndo contém as duas regras especiais referentes aos pontos (7.a)
e (7.b) discutidos anteriormente).

Teorema 41. ¥, —,—p0 > @

Demonstracéo.

1. —pp = [0]

2. —ppQY 1CD
3. a [o] 1 CD

Teorema 42. #;,, a > —~—,

Demonstracéo.

1. a— -4 [0]

2. a 1CD
3. —g—q [0] 1CD

Dada a auséncia das regras especiais, nao podemos derivar uma contradicdo
semantica e, portanto, ndo podemos fechar os tableaux no sistema KgG,,. Contudo,
vejamos se aceitamos a regra (NP) referente ao fato (7.a):2

Teorema 43. k), -~ =

Demonstracéo.

1. —pp > [0]

2. —p—pQ 1 CD
3. a [o] 1 CD
4. a 2 NP

®
E vejamos agora se aceitarmos a regra (NQ), referente ao fato (7.b):

Teorema 44. =, a > —~—~,

8 Note que os dois resultados que apresentaremos s&o obtidos em KG., trocando k,, € k., POr F..
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Demonstragé&o.

1. a— -, [0]

2. a 1CD

3. —g—q [0] 1 CD

4. a [o] 3 NQ
®

Seguem desses resultados que o sistema KG,,, € correto pela prova por tableaux,
uma vez que nao contém os axiomas (N5) e (N6), e tampouco as regras (7.a) e (7.b).
Segue que o sistema KG, é correto pela prova por tableaux, uma vez que contém
os postulados de KG,, (e todas as suas regras de tableaux), como também contém
o axioma (N5) e a regra referente ao ponto (7.a). Ja o sistema KG, é correto pela
prova por tableaux, contendo também todos os postulados de KG,, (e todas as suas
regras de tableaux), como também contém o axioma (N6) e a regra referente ao ponto
(7.b). E, por fim, o sistema KG. € correto pela prova por tableaux, contendo todos os
postulados e regras de tableaux do sistema KG,,, como também os axiomas (N5) e
(N6) e as regras referentes aos pontos (7.a) e (7.b).

Dado os resultados obtidos, demonstramos que 0 método de tableaux é correto
e completo para os sistemas KG. Isto €, em linhas gerais, se I' +; a, para algum i que
seja sistema KG, entdo havera um tableau completo fechado cujas férmulas iniciais
sdo toda férmula 5 € I' com valor [1] e a valor[o]. Por outro lado, se I' &; «, todo tableau
completo, cujas férmulas iniciais sdo toda férmula 5 € I' com valor [1] e o com valor [o],
sera um tableau fechado.
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4 SISTEMAS KG: TRADUCOES

66 [.]Gavagai[..] 99

WILLARD VAN ORMAN QUINE
Word and Object

A ideia de traducdo entre légicas, compreendendo um método para analisar
os sistemas através de suas tradugdes, foi originalmente introduzido por Kolmogorov
(1925). Como destacam Da Silva, D’Ottaviano e Sette (1999), nos trabalhos de Kol-
mogorov (1925), Glivenko (1929), Gddel (1933), Gentzen (1933) e Lewis e Langford
(1959) o método de traducao entre légicas (principalmente as tradugdes da Logica
Classica na Intuicionista) foram majoritariamente desenvolvidos para o estudo das
relagcdes entre os sistemas e apresentando a nogao de consisténcia relativa. Mas o
que seria, de modo apropriado, uma tradugao entre légicas? A caracterizagao geral de
uma traducao entre légicas, apresentadas em Carnielli e D’Ottaviano (1997) e Da Silva,
D’Ottaviano e Sette (1999), utiliza-se da seguinte definicdo de Idgica:’

Definicao 48 (Logica). Uma Ldgica A é um par-ordenado (A,+,) tal que A é um con-
junto, chamado de “dominio” ou “universo” de A, e +, é uma relacdo de consequéncia
sobre A, tal que: ~4: P(A) — A que satisfaz as seguintes condi¢bes (para todos
[LACA):

(i) Seacel,entdol+, «
(i) SeTcAelr,a,entdo A+, a
(iii) ParatodaaeA,sel'+-yaeAr 3, entdol' +, 8

Como podemos facilmente notar, todos os sistemas analisados (LPC, %,, .,
N, (0 < n <w), como também todos os Sistemas KG) sao Idgicas de acordo com a
definicdo anterior: (1) visto que oferecemos uma linguagem para cada um dos sistemas
(mais precisamente, o conjunto de formulas de cada sistema analisado seria o que
chamamos de “universo” ou “dominio” na definicdo anterior); (2) como também as
noc¢des de Deducdo (que supomos conhecida pelo leitor para os outros sistemas, mas
definida para os Sistemas KG através da Def. 23, p. 71) satisfazem as propriedades
descritas de uma relacdo de consequéncia.? A partir da definicdo anterior, podemos
entao definir o que é uma tradugéo entre uma logica A e uma légica B.

' Nos trabalhos de Carnielli e D’Ottaviano (1997) e Da Silva, D’Ottaviano e Sette (1999) a definicdo
de Ldgica e Tradugao entre Logicas utiliza-se da nocdo de operador de consequéncia, Cn, ao invés
da noc¢ao de relacdo de consequéncia, +, que utilizamos nos capitulos anteriores. Contudo, como
nota Pogorzelski (1994, p.82), podemos definir o operador de consequéncia através da relagao de
consequéncia do seguinte modo: a. e Cn(T") < T'F a.

Devemos notar que nem todo sistema que chamamos de “l6gica” satisfazem as condigdes anteriores
como, por exemplo, as Logicas Nao-Monotbnicas. Cf. Strasser e Antonelli (2019).
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Definicao 49 (Traducéo Entre Logicas). Uma tradugdo de uma logica A = (A,+4)
em uma légica B = (B,+g) € uma fungdo (que chamaremos de “fungao-tradugdo”)
t:A— Btalque (ondeT u{a}cAet(Tl")u{t(a)} c B):

F'rya = t(I') +ptla)

Neste capitulo, para garantirmos que oferecemos uma traducédo de uma légica
A em B, seguiremos o seguinte roteiro:

1. Oferecer as condi¢des da fungao-traducao, t, de A em B;
2. Demonstrar que, se « € um axioma de A, entao +p t(«);
3. Demonstrar que ¢ preserva todo uso licito de uma regra de inferéncia de A em B

— como em todos os sistemas que vimos utiliza-se apenas do Modus Ponens
como regra de inferéncia, precisamos demonstrar que se 3 é +,-dedutivel do
conjunto de férmulas {«,« — 3} de A, entao t(3) € +p-dedutivel do conjunto de
formulas {t(a),t(a - )} de B;

4. Demonstrar que se I' 4 «, entdo a tradugao ¢ é tal que ¢(I") -5 t(«).

Se os passos (1)-(4) forem garantidos, i.e., se de fato oferecermos uma funcgéao-
traducao de A em B que nos permita demonstrar (2)-(4), dizemos que A é “imerso”
em B. A luz das definices anteriores e do roteiro que planejamos seguir, discutiremos
possiveis traducdes que podemos construir entre os sistemas vistos. Inicialmente,
veremos alguns modos de traduzir os célculos LPC, €1, &, € .41 nos sistemas KgG.
Veremos que é possivel traduzir LPC em KG,,,, 6, em KG,, &, em KG, e, finalmente,
A1 em KG.. Uma vez que todos os postulados de KG,, sdo postulados dos outros
sistemas KG segue-se que uma traducdo de LPC para K§G,, pode ser estendida para
todos os outros sistemas X£G. Do mesmo modo, a tradugéo de ¢, para K¢, pode ser
estendida para K£G., como a tradugéo de &, para KG, ser também estendida para
KG..2 Dadas as fungdes-traducdo apresentadas, mostraremos que LPC é imersivel
em KG,,, ¢ é imersivel em KG,, &, é imersivel em KG, e .4y imersivel em KG..
Mostraremos também um outro resultado importante. Se compreendermos toda a
hierarquia %,, (0 < n < w), seremos capazes de traduzir todos os célculos %, no
sistema G, —tornando-os imersiveis em Kg,; valendo o mesmo para a hierarquia &,
(0 <n <w)em KG,; e a hierarquia .4, (0 <n <w)em KG.. Visto que K£G,,, £G, e KG,
sao todos imersiveis em KG.., obteremos que todos os célculos vistos sdo imersiveis
em KG.. Por fim, analisaremos também uma possivel traducao de XG. em LPC, como

alguns resultados que disso se seguem.
3

De modo mais preciso, precisamos garantir que podemo imergir XG,,, em todos 0s outros sistemas
KG; e que KG,,, KG, e KG, sao imersiveis em KG.. Iremos omitir essas demonstrages, visto que
sao triviais.
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41 TRADUCAO DE LPC EM KG,,
Podemos definir uma fungao-tradug¢ao de LPC em KG,,, do seguinte modo.

Definicao 50 (Traducdo de LPC em KG,,). Sejam £,,. e £,,, as linguagens de LPC e
KG.,., respectivamente. Podemos entdo definir uma fun¢do-traducéo de LPC em KG,,,
t: Lipe — Lim, do seguinte modo:

(1) Se p é uma variavel proposicional de LPC, entéao t(p) = p’ onde p' é uma variavel
proposicional de KG,,

(2) Se -« é uma formula de LPC, entdo t(-«a) = -.(t(«))

(3) Se o — B é uma férmula de LPC, entdo t(a — () = t(a) - t(B)

(4) Podemos generalizar as definigcbes de t para os conectivos definidos:
tlanp)=t(a) nt(B)
tlavp)=t(a)vi(B)
t(a = f) =t(a) < t(5)

Sel ={p,...,0n} € um conjunto de formulas de LPC, entao t(I") = {t(/1),....t(B.)} €
a traducdo do conjunto I em férmulas de KG,,. Por brevidade notacional, utilizaremos
al =t(«a), onde o € uma formula de LPC cuja tradugdo em KG,,, € a'.

Teorema 45. Se o« é um axioma de LPC, entao v, ot
Demonstracdo. Vejamos as traducgdes dos axiomas (A1)-(A4) de LPC (p. 23):
H(AL) = at > (Bt > o)
HA2) = (at > 8) = ((a* = (8 > 7)) > (o' > 1)
£(A3) = (at = 8) = ((a = ~cf') > )
t(A4) = ~.~.at > ot

Podemos facilmente observar que as traducdes dos axiomas (A1)-(A4) de LPC
sdo instancias dos axiomas (C1)-(N1) e (N4) do sistema XG,, (p. 67). Uma vez que to-
das as instancias de axiomas de KG,, sao teoremas, dada a definicdo de deducéo (Def.
23, p. 71), segue-se que as tradugdes dos axiomas (A1)-(A4) de LPC sao teoremas de
KGm- O

Teorema 46. A traducéot preserva todo uso licito do Modus Ponens de LPC em KG,,.
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Demonstragdo. Precisamos provar que, se em LPC, do conjunto de férmulas {«, o —
f} podemos inferir 5, entdo em KG,,, da traducdo de {«,a - [} podemos inferir
a traducéo 3, i.e., de {a,a — [} podemos inferir 5t. Dada a definicdo da fungéo-
traducgao, a tradugao de {a,a - g}t = {at, o - [t} —sendo of e st férmulas de KG,,.
Em KG,,, do conjunto de férmulas {at,a! — ¢} podemos inferir 5¢ aplicando a regra
de inferéncia (MP). Como podemos ver, a traducao t preserva aplicagbes do modus
ponens de LPC em KG,,. O

Teorema 47. Para todo conjunto T" de formulas e formula o de LPC

Crpea = Ty,

Demonstragdo. Dada a defini¢édo de +,., se I' +,,. a, entdo ha uma sequéncia de
formulas w = (B, Bs,...5,) tal que (a) 5, = « e, para toda f; (i < n), (b.i) 5; € axioma
de LPC, ou (b.ii) pertence a I ou (b.iii) € obtido das formulas anteriores por modus
ponens. Essa definicdo é equivalente a definicdo de deducao dos sistemas G (Def.
23, p. 71). Precisamos, portanto, provar que se w é uma derivagcédo para o em LPC,
entdo w! é uma derivacdo para of em KG,,. Seja wt = (gL, 5L,...61), tal que B = o
Para toda f! (i < n), se §; é axioma de LPC, entdo ! € uma instancia de axioma de
KG.. (Teo. 45), se j; pertence a I', entdo 3! pertence a I'* e, por fim, se j5; é obtido
das féormulas anteriores de w por modus ponens em LPC, entdo /5! é obtido por modus
ponens das formulas anteriores de w! (Teo. 46). O

Em razao dos resultados anteriores, podemos facilmente observar que a tradu-
¢cao de todos os teoremas de LPC sao teoremas de KG,,.

Corolario 23. Para toda formula o de LPC

Fipe @ = g af

Demonstracdo. Segue como caso particular do teorema anterior quando I' = @ O

Dado o resultado anterior, demonstramos que LPC é imersivel em K£G,,,.

4.2 TRADUGCAO DE %, EM Kg,

Vejamos agora como podemos definir uma fung¢do-tradugao, t,, que traduz a
linguagem de %) na linguagem de KG,,.

Definicédo 51 (Tradugéo de 4, em KG,). Seja £ a linguagem de ¢, e £, a linguagem
de KG,. Podemos entao definir uma fungéo-tradugéot, : £o1 — £, do seguinte modo:

(1) Se p é uma variavel proposicional de ¢, entéo t,(p) = p’ onde p' é uma variavel
proposicional de G,
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(2.a) Ser. a°, entdo t,(~a) = -.(t,(a))
(2.b) Seit. a°, entdo t,(-a) = —,(t,(a))
(3) Se a— 3 é uma formula de ¢, entdo t,(o — ) =t,(a) > t,(3)
(4) Podemos entao generalizar as definigbes de t,, para os conectivos definidos:
to(an B) =tp(a) Ap(5)
ty(av B) =t,(a) vi,(8)
ty(a = ) =ty(a) < 1,(3)

Sel' ={p,...,5.} é um conjunto de férmulas de ¢\, entdo t,(I') = {t,(51),....t,(5.)} €
a tradugdo do conjunto I em formulas de KG,. Por brevidade notacional, utilizaremos
alr =t,(«), onde o € uma formula de ¢, cuja tradugdo em KG,, € a'».

Dada a condicéao (2.a), se « € uma férmula bem comportada de %, a traducao
da negacgéo de a em %, sera feita na negacdo classica -. em K£G,,. E dada a condicdo
(2.b), se a é uma férmula ma comportada de ¢, a traducao da negagao de o« em %,
sera feita na negagdo paraconsistente -, em KG,.

Lema 5. Para toda férmula o de ¢,
'_Cl O{O = |—k-p (Oéo)tp = —|C(O[tp N ﬁCOétp)

Demonstracdo. Como visto no Teorema de Arruda (Teo. 7, p. 34), em %, obtemos que
o a°°, para toda formula o de %;. Portanto, se +., a°, obtemos que +.; a° A a°°. De
acordo com o axioma €11, se ., (a° A a®®) - (a° A a®°)°. Segue-se, portanto, que
(dada a definicao de °), a férmula -(a A -«a) € bem comportada (como também « é
bem comportada). Portanto, (a°) = (=(a A -a)) = =.(al» A =.alr). O

Para facilidade notacional, utilizaremos:
a” = ty(a®) = ty(~(a A=) = ~.(a'? A =pal?)
Teorema 48. Se o é um axioma de ¢, entao ry, a'r

Demonstracdo. Vejamos as tradugdes dos axiomas de % (p. 32). Note que aos axio-
mas (C10) e (C11) as férmulas de %, na forma a° séo traduzidas, dado o lema anterior,
como t,(a°) = ~.(atr A —.alr).

tp(01) =alr —» (ﬁtp — Q/tp)

tp,(C2) = (afr = ') = ((a'» = (B > 2')) = (a'r = 4'7))

£,(C4) = (at £ Bir) - at
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1(C5) = (0t A ) > B
1(C6) = als > (B ~ (ats 1 1))

t,(C7) =atr - (atr v Bir)

t(C8) = als — (% v ')

H(C9) = (afr — 1) = (81 = 71#) > ((ale v fi7) > 1))
(C10) = 57 = (0% = B0) = ((afs > =) = —al»))
B(C11) = (@7 A B7) = (@ A B A (@ v B)") A (e~ 5)°)
t,(C12) = atr v ~atr

t,(C13) = ~ppals > als

Podemos facilmente observar que as tradugdes dos axiomas (C1), (C2) e (C13)
de ¢, séo instancias dos axiomas (C1), (C2) e (N5), respectivamente, do sistema K£g,
(p. 67). Uma vez que todas as instancias de axiomas de Kg, sdo teoremas, dada a
definicdo de deducao (Def. 23, p. 71), segue-se que as traducdes desses axiomas de
¢\ séo teoremas de KG,,. Quanto as tradugdes dos axiomas (C4)-(C12), sdo facilmente
obtidos como teoremas de £G,,. O

Teorema 49. A fraduggo t, preserva todo uso licito do Modus Ponens de ¢, em KG,,.

Demonstragdo. Precisamos provar que, se em %, do conjunto de férmulas {a, o — 5}
podemos inferir /3, entdo em G, da tradugao de {«, o — 5} podemos inferir a tradugéo
B, Le., de {a,a - [}» podemos inferir 5'». Dada a definicdo da funcao-traducao, a
traducdo de {a,a - B} = {al»,al» - f»} — sendo olr e f» férmulas de K£G,. Em
KG,, do conjunto de férmulas {al»,al» - fi»} podemos inferir f%» aplicando a regra
de inferéncia (MP). Como podemos ver, a tradugéo t, preserva aplicagdes do modus
ponens de ¢, em KG,,. O

Teorema 50. Para todo conjunto I' de formulas e formula o de ¢,
Trera = Ty, al

Demonstracdo. Dada a definicao de ¢4, se I' +¢; «, entdo ha uma sequéncia de
formulas w = (54, 52, ...0,) tal que (a) 5, = « e, para toda j; (i < n), (b.i) 5; € axioma de
%, ou (b.ii) pertence a I" ou (b.iii) é obtido das formulas anteriores por modus ponens.
Essa definicdo é equivalente a definicao de deducéao dos sistemas KG (Def. 23, p. 71).
Precisamos, portanto, provar que se w € uma derivacao para o« em %7, entdo wt» € uma
derivagéo para at» em KG,. Seja w'» = (3", 57, ...57), tal que B’ = at». Para toda "
(1 < n), se ; € axioma de %, entao ﬁfp € uma instancia de axioma de G, (Teo. 48),
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se (3; pertence a I', entao ﬂf’“ pertence a I'» e, por fim, se 3; € obtido das féormulas
anteriores de w por modus ponens em %1, entao Bf” € obtido por modus ponens das
férmulas anteriores de wi» (Teo. 49). O

Em razao dos resultados anteriores, podemos facilmente observar que a tradu-
¢éo de todos os teoremas de ¢; sao teoremas de Kg,,.

Corolario 24. Para toda formula o de €,

Fora = by al

Demonstracdo. Segue como caso particular do teorema anterior quando I' = @ O

Dado o resultado anterior, demonstramos que %, é imersivel em KG,.

4.21 A hierarquia %, (0<n<w)

Como dito ao longo do trabalho, da Costa (1963) ofereceu ndo apenas um
Calculo Proposicional Paraconsistente (%;), mas sim uma hierarquia de Calculos %,
(1 <n <w). En Passant, dissemos que o Calculo %, seria, por sua vez, equivalente
ao Calculo Proposicional Classico, sendo entdo %, o primeiro célculo proposicional
paraconsistente e, por conseguinte, todo célculo da hierarquia %, (1 < n < w) seriam
paraconsistentes. De modo mais apropriado, podemos apresentar a hierarquia %,
(0 < n <w) do seguinte modo:

CKO; Cgh (KQ’ C535 seey (g’na seny (gwy

Onde %, é o calculo proposicional classico e os restantes sdo definidos como se
segue. Primeiro, vamos relembrar a definicdo de bom comportamento e os postulados
para o Célculo %;:

€ a° € - (an-pa)
1 a— (8- a)

€2 (a0~ B) = ((a>(B=>7)) > (a=>7))
%3 a,a— (/3

€4 (anB)—a

€5 (anp) -7

6 a— (8- (anp))

€7 a— (avp)
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€8 a— (fva)
%9 (a—7) > ((B=7) = ((avB)—>1))
210 (° = ((a > ) > ((a > =) = ~pa))
11 (oA B°) = ((an ) A (v B)°) A(a— 5)°)
€12 av -«
C13 —p—po =
Precisamos agora introduzir a seguinte definicao:*
Definicao 52 (Generalizagao do Bom Comportamento).
(i) oV significard a°
(i) o™ significard a1 A (a(*D)°, para2<n<w

O calculo %, (0 < n < w)sera, portanto, individualizado pela definicdo (%)
e pelos postulados (¢1)-(¢9), (¢12) e (¥13). Para os postulados (¥10) e (¢'11),
introduziremos a seguinte generalizacao (dada a definicao anterior).
¢10" B0 = ((a = B) = ((a = =pB) = ~a))
E11" () A F0) = ((an B) A (v B)) A (a — B)™)

Como podemos ver, através das definicoes de bom comportamento (¢°) e da ge-
neralizacdo do bom comportamento, além dos postulados (¢'1)-(¢9), (¢107), (¢117),
(¢12) e (¥'13), obtemos um método para construir toda a hierarquia %,, (0 <n < w).
Apenas como exemplo, para o calculo 43 obteremos como postulados (¢'1)-(%¢9),
(¢12), (¢'13) — que séo invariaveis para todos os calculos de %, (0 <n < w)—, além
dos dois seguintes:

(210%) B®) > ((a = B) > ((a > =) > ~))

(€11%) (a® A B®) > ((a A B)D A (v B)D) A (o > B)P)
Sendo esses postulados equivalentes a:

(210°%) 52 > ((a = B) = ((a = =8) = )

(11%) (a7 A 57°) > ((an f)°° A (v §)°°°) A (o = ()°°°)

O resultado dessa construgdo é, em linhas gerais, que quido maior € 0 n, em
%,, maior sera o numero de bom comportamento para que uma férmula se comporte
como classica.

4 A apresentacéo seguinte seguira da Costa (1963, p.16) e da Costa, Krause e Bueno (2007, p.807).
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4.2.1.1 Semantica da hierarquia €, (0 <n<w)

Vistas as alteraces sintaticas para a constru¢ao da hierarquia %,, (0 <n <w),
precisamos fazer alteracées na seméantica do Calculo Proposicional Paraconsistente
%1, de modo que a sintaxe de qualquer %, (0 <n < w) seja condizente com a semantica.
Como vimos na Def. 8 (p. 37), a semantica de valoracao apresentada para ¢, tem as
seguintes condigdes:

(0) v(@) =1 = wv(a)#0

(1) v(@) =0=v(~pa) =1

(2) v(=pmp0) = 1= v(a) = 1

(3) v(8°) = v(a = B) = v( > B) = 1 = v(a) =0

4) v(a—>p)=1<v(a)=00uv(p)=1

(8) v(anp)=1=wv(a)=v(F)=1

6) v(avB)=1=v(a)=1ouv(B)=1

(7) v(a?) =v(B°) =1 =v((anp)?) =v((avp))=v((a—pF))=1
8) v(—pa) =v(a®)=1=v(a)=0

Dada a definicdo da generalizacdo do bom comportamento, e os esquemas de
axioma para os calculos da hierarquia %,, (0 <n <w), precisamos alterar a condi¢ao
(3) e (8), generalizando-as de modo que obteremos uma semantica para cada %,

(0<n<w).

(37) v(B") = v(a ~ B) =v(a > ~B) =1 = v(a) =0
(8" v(~pa) =v(am) =1=v(a) =0

A substituicdo das condicdes (3) e (8), pelas condi¢des (37) e (87), respectiva-
mente, oferecerd uma condigédo geral para todo calculo da hierarquia %,, (0 <n <w).
Como podemos constatar, se estivermos em %7, entdo n = 1, segue-se que a” = a! = a°
e, deste modo, a condicao (3) sera equivalente a condicao (37) e, do mesmo modo, (8)

equivalente a (87). Por outro lado, caso nos foquemos no calculo %3, entdo n = 3 e, por
conseguinte, a” = o2 = a°°°. Desde modo, (3") e (8") seriam:

(3%) v(B) =v(B>°) =v(a = B) =v(a——B)=1=v(a)=0
(83%) v(—pa) =v(a?) =v(a*®)=1=v(a)=0

Desse modo, obtemos entdo uma generalizagcdo da semantica para toda a
hierarquia %,, (0 <n<w).
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4.2.2 Traducao da Hierarquia %, (0 <n <w)

Vistas as definicdes apresentadas anteriormente para a hierarquia %, (0 <n <
w) , podemos entdo oferecer uma fungdo-tradugéo ¢,, que traduza qualquer Calculo
Proposicional Paraconsistente %, para o sistema KgG,,.

Definicédo 53 (Traducdo de ¢, (0 <n <w) em KG,). Seja £+, a linguagem de qualquer
calculo ¢,, (0 <n <w) e £y, alinguagem de KG,. Podemos entéo definir uma fungcéo-
tradugéo t,, : £, — £y, do seguinte modo:

(1) Se p é uma variavel proposicional de ¢,, (0 <n <w), entédot,,(p) =p’ onde p’ é
uma variavel proposicional de KG,

(2.a) Serc, a™, entdo t,,(-a) = =(tpn(a))
(2.b) Settc, a™, entdo t,,(-a) = =, (tyn())
(3) Se a— 3 é uma formula de €, (0 <n<w), entdo t,,(a = ) =tp(a) = t,n(5)
(4) Podemos entao generalizar as definigbes de t,,, para os outros conectivos:
ton(a A B) = tpn (@) Atpn(B)
tpn(v B) = tpn(@) V tpn ()

tpn(a A 5) = tpn(a) g tpn(ﬁ)

Se T = {p,....6,} € um conjunto de formulas de ¢, (0 < n < w), entgo t,,(I') =
{tpn(B1), ... t,n(Bn)} € a tradugdo do conjunto I' em férmulas de KG,. Por brevidade
notacional, utilizaremos o' = t,,(«), onde o é uma formula de 6, (0 < n < w)cuja
tradugdo em KG,, € atem.

E, do mesmo modo como foram obtidos para a fungédo-tradugéo ¢,, que traduz
¢ em KG,, obtemos como teoremas:

Teorema 51. Se a € um axioma de ¢, (0 <n<w), entdo +y, atrm

Demonstracdo. Similar a demonstracao do Teo. 48 (p. 117), utilizando-se da definicdo
de generalizagdo do bom comportamento. O

Teorema 52. A tradugédo t preserva todo uso licito do Modus Ponens de €,, (0 <n <
w)emKg,.

Demonstracdo. Similar a demonstracao do Teo. 49 (p. 118), utilizando-se da definicao
de generalizagao do bom comportamento. O

Teorema 53. Para todo conjunto I" de férmulas e formula o de ¢, (0 <n < w)

Crepna = D, aler
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Demonstracdo. Similar a demonstracado do Teo. 50 (p. 118), utilizando-se da definicao
de generalizagdo do bom comportamento. O

Em razao dos resultados anteriores, podemos facilmente observar que a tradu-
¢ao de todos os teoremas de %, (0 <n <w)sao teoremas de KG,.

Corolario 25. Para toda formula o de ,, (0 <n <w)
Fon @t = Fip alm

Demonstragdo. Segue como caso particular do teorema anterior quando I' = @ O]

Visto que todos (as tradugdes dos) axiomas e regras de inferéncia para qual-
quer calculo %, (0 < n < w)sao teoremas de KG,, mostra-se que todos os Célculos
Proposicionais Paraconsistentes da hierarquia %,, (0 <n <w) s@o imersiveis em KG,,.

43 TRADUGAO DE 2, EM K¢,

Podemos definir uma fun¢do-traducéo ¢,, que traduz a linguagem de &; na
linguagem de Kg,, do seguinte modo.

Definicao 54 (Traducdo de &, em KG,). Seja £, a linguagem de &, e £, a
linguagem de KG,. Podemos entéao definir uma funggo-tradugéo t, : £, — £, do
seqguinte modo:

(1) Se p é uma variavel proposicional de &1, entéo t,(p) = p’ onde p’ é uma variavel
proposicional de Kg,,

(2.a) Ser, a0, entdot,(-a) = -.(t,(a))
(2.b) Sett,1 a*, entdot,(-a) = —,(t,(a))
(3) Se a - 3 e uma formula de &, entdo t,(a - B) = t,(a) = t,(5)
(4) Podemos entéo generalizar as definigbes de t, para os outros conectivos:
to(anB) =tq(a) Aty(P)
to(av @) =te(a) vie(p)
to(a = B) =ty(a) < 14(3)

Sel'={p,..., 0.} é um conjunto de formulas de &7, entdo t,(I') = {t,(51),....t,(5n)} é
a tradugéao do conjunto I' em formulas de KG,. Por brevidade notacional, utilizaremos
als =t,(a), onde a € uma formula de &, cuja tradugdo em KG,, € ala.
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Através das condicbes (2.a) e (2.b), obtemos que se a € uma férmula bem
comportada de &2, a traducao da negacgao de o em 2, sera feita na negacao classica
-. em K§G,. E se a € uma formula ma comportada de &7, a tradugéo da negagéo de o
em &, serd feita na negagéo paracompleta -, em K£g,.

Teorema 54. Se o é um axioma de &, entao +y,, als
Demonstragao. Vejamos as tradugdes dos axiomas de &2, (p. 42).
ty(P1) = (a'n > ') > ((a's > (B > 5')) > (a1 > 7))
ty(P2) = ate — (fla — ala)
t4(P4) = (ol > fls) > ate) - as
t,(P5) = (ats A Bta) - ata
1(P6) = (a's A §s) — B
1(PT) = o — (B~ (afs A §i0))
t,(P8) = ata > (ata v Bla)
ty(P9) = Bl > (als v )
tg(P10) = (ot > Ala) > ((B'2 > y') > ((a's v fla) > y'))
ty(P11) = (a's v ~cate) - ((afs > fla) > ((als » =ofl) > ~gala))
ty(P12) = ((a's v ~cata) A (' v =cfi'0)) = ((als = fla) v =e(ate = Bla)) A (((at A
Bla) v =e(ats A Bla)) A (ala v fla) v —c(ale v Bla)) A ((—qale) v =e(=gat0))
t,(P13) = =, (ata A —yata)
t,(P14) = ata - (0t - Bla)

t,(P15) = alt —» -, —~,ate

Podemos facilmente observar que suas traduc¢des dos axiomas (P1), (P2) e
(P15) de &7, sdo instancias dos axiomas (C2), (C1) e (N6), respectivamente, do sistema
KG, (p. 67). Uma vez que todas as instancias de axiomas de KG, sdo teoremas, dada
a definicdo de deducéao (Def. 23, p. 71), segue-se que as traducdes desses axiomas de
& séo teoremas de K¢G,. Quanto as tradugdes dos axiomas (P3)-(P14), s&o facilmente
obtidos como teoremas de Kg,. O

Teorema 55. A fraducgo t, preserva todo uso licito do Modus Ponens de &, em Kg,,.
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Demonstragéo. Precisamos provar que, se em #1, do conjunto de férmulas {«, a — 5}
podemos inferir 3, entdo em KG,, da traducdo de {«,a — 3} podemos inferir a tradugéo
B, i.e., de {a,a - B}« podemos inferir f%«. Dada a definicao da fungéo-traducao, a
tradugéo de {a,a — [}t = {als,ale - [t} — sendo al« e fl formulas de £G,. Em
KG,, do conjunto de féormulas {a's,at« - '«} podemos inferir i« aplicando a regra
de inferéncia (MP). Como podemos ver, a tradugéo ¢, preserva aplicagbes do modus
ponens de &, em Kg,. O

Teorema 56. Para todo conjunto T" de formulas e formula o de %2,
Lrpra = Ty, al

Demonstracdo. Dada a definicao de +pq, se I" +p; «, entdo hd uma sequéncia de
formulas w = (54, 52, ...0,) tal que (a) 5, = « e, para toda j; (i < n), (b.i) 5; € axioma de
Z4, ou (b.ii) pertence a I' ou (b.iii) é obtido das formulas anteriores por modus ponens.
Essa definicdo é equivalente a definicao de deducéao dos sistemas KG (Def. 23, p. 71).
Precisamos, portanto, provar que se w € uma derivagao para a« em £, entao wl €
uma derivagéo para ats em KG,. Seja wt = (B;, 55, ...37), tal que 3,7 = ats. Para toda
Bl (i < n), se f; é axioma de &, entdo [, € uma instancia de axioma de KG, (Teo.
54), se (; pertence a I', entdo ﬁfq pertence a I''« e, por fim, se ; é obtido das férmulas
anteriores de w por modus ponens em &2, entao ﬂfq € obtido por modus ponens das

formulas anteriores de w'« (Teo. 55). ]

Em raz&o dos resultados anteriores, podemos facilmente observar que a tradu-
¢ao de todos os teoremas de &7, sdo teoremas de K¢,.

Corolario 26. Para toda formula o de &7,

Fpr = g Q9

Demonstracdo. Segue como caso particular do teorema anterior quando I' = @ O

Dado o resultado anterior, demonstramos que &, € imersivel em G,

4.3.1 A hierarquia &7, (0<n<w)

De modo similar ao que foi visto na se¢do 4.2.2 (p. 122), o Calculo Proposicional
Paracompleto &7, também faz parte de uma hierarquia de célculos &2, (0 < n < w),
no qual o LPC equivale ao célculo &, da hierarquia e, para todo célculo n > 0 da
hierarquia £, (0 <n <w), £, serd um calculo proposicional paracompleto.® Assim,
podemos também apresentar a hierarquia &2, (0 <n <w) como:

g(}! ng15 925 <@33'"5<gzv’u'"5<@wa
5 Cf da Costa e Marconi (1986)
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A generalizagao da hierarquia, de modo similar ao que vimos para é,, (0 <n < w),
é feita assumindo a definicdo de bom comportamento para os calculos paracompletos

o def
o = O[V—\qOé

e definindo a nocao de generalizacao tal como se segue:
Definicao 55 (Generalizagao do Bom Comportamento).
(i) o) significara a*
(i) o™ significara a1 A (a(»1D)°, 2<n<w

O célculo &, (0 < n < w)sera, portanto, individualizado pela definicdo de * e
pelos postulados (£1)-(£210), (2213) e (£214).6 Para os postulados

211 a® — ((a = B) = ((a = =yf) » —ya))
P12 (a* A B%) = ((a = B) A(anB) AlavB))A(—a)*)

para &, (0 <n <w), nds ofereceremos postulados alternativos (que leva em conside-
racao a generalizacdo do operador de bom comportamento), tal como se segue:

P11 a0 o (@ §) > (0= ~48) > ~)
P12¢ (a0 A B0) > (@ = B A (@ n B A (av B)) A (~4)(")

Como podemos ver, através das definicdes de bom comportamento (*) e da
generalizacdo do bom comportamento, além dos postulados (£21)-(£210), (£117),
(£2127), (£13) e (£14), obtemos um método para construir toda a hierarquia 22,
(0 < n < w)— de modo similar ao que vimos para a hierarquia %, (0 < n < w). O
resultado dessa construcao €, em linhas gerais, que quao maior € o n, em #,,, maior
sera 0 numero de bom comportamento para que uma férmula se comporte como
classica.

4.3.1.1 Semantica da hierarquia 22, (0 <n <w)

Vistas as alteragdes sintaticas para a construgéo da hierarquia &2, (0 <n <w),
precisamos fazer alteragdes na semantica do Célculo Proposicional Paracompleto &,
de modo que a sintaxe de qualquer &2, (0 < n < w) seja condizente com sua semantica.
Como vimos na Def. 11 (p. 47), a semantica de valoragao apresentada para &2, tem
as seguintes condigoes:

(0) v(a) =1« v(a)#0

6 Confira a pagina 42 para ver os postulados em quest&o.
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(1) v(a) =1 = v(=4a) =0
(2) () # V(=40) = V(40) # 0(=4=g0)

(3) Se v(a) # v(=g) e v(B) # v(=yf), entdo v(a = B) # v(=g(a — ), v(anf) #
v(=g(anB)) e v(avf)tv(-y(avpi))

(4) v(~g(an—ga)) =1

Dada a definicdo da generalizacdo do bom comportamento, e os esquemas
de axioma para os célculos da hierarquia &2, (0 < n < w), precisamos adicionar as
seguintes clausulas para obteremos uma semantica para cada &2, (0 <n<w).

5%) v(a) = vla = B) = (@ = ~gf) = 1 > v(a) =0
(6") v(~qa)=0ev(a®)=1=v(a)=1

Ao adicionarmos as clausulas (5") e (6"), ofereceremos uma condic¢ao geral para
todo célculo da hierarquia &2, (0 <n < w). Como podemos constatar, se estivermos em
P, entdo n = 1, segue-se que a™ = o' = a* e, deste modo, a condi¢do (57) sera tal que
satisfaz a Reducdo ao Absurdo Paracompleta. Nessas mesmas condicdes, podemos
constatar que se a*, em Z;, se obtivermos que -,« é falso, disso se segue que a €
verdadeira — equivalendo a negacao paracompleta de uma férmula bem comportada
a negacao classica, como esperado. Desse modo, obtemos entdo uma generalizagéo
da semantica para toda a hierarquia &2, (0 <n <w).

4.3.2 Tradugéao da Hierarquia &, (0 <n<w)

Vistas as definicdes apresentadas anteriormente para a hierarquia &2, (0 <n <
w) , podemos entdo oferecer uma fungdo-tradugéo ¢, que traduza qualquer Calculo
Proposicional Paracompleto &7, para o sistema Kg,.

Definicéao 56 (Tradugéo de &, (0 <n <w) em KG,). Seja £t,, a linguagem de qualquer
calculo 7, (0 <n <w) e £y, alinguagem de KG,. Podemos entéo definir uma fungéo-
tradugéo t,, : £t,, — Li, do seguinte modo:

(1) Se p € uma variavel proposicional de &7, (0 <n <w), entdot,(p) =p’ ondeyp’ é
uma variavel proposicional de Kg,

(2.2) Se ry, a™, entdo t,,(~a) = ~(tg(a))
(Zb) Se |7[qn O[(n), entéo tqn(—@z) = _‘q(tqn(a))
(3) Se a — 3 éuma formula de &, (0 <n<w), entdot,,(a - ) =ty (a) =ty (8)

(4) Podemos entao generalizar as definigbes de t,,, para os outros conectivos:
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tn( A B) =tg(a) Aty (B)
tn(av B) =ty (a) viu(B)
tqn(a < )= tqn(a) g th(B)

Sel = {p,...,0,} € um conjunto de férmulas de &, (0 < n < w), entgo t,,(I') =
{t;n(B1), .-, tgn(Bn)} € a tradugdo do conjunto I' em formulas de KG,. Por brevidade
notacional, utilizaremos ot« = t,,(«), onde o € uma formula de &2, (0 < n < w) cuja
tradugdo em KG, € atan.

E, do mesmo modo como foram obtidos para a funggo-tradugéo ¢,, que traduz
1 em KG,, obtemos como teoremas:

Teorema 57. Se a é um axioma de &7, (0 <n<w), entdo ry, alta

Demonstragcdo. Similar a demonstracao do Teo. 54 (p. 124), utilizando-se da definicao
de generalizagdo do bom comportamento. O

Teorema 58. A fradugéo t,, preserva todo uso licito do Modus Ponens de &7, (0 <n <
w)emKg,.

Demonstragcdo. Similar a demonstracao do Teo. 55 (p. 124), utilizando-se da definicao
de generalizagdo do bom comportamento. O

Teorema 59. Para todo conjunto T' de formulas e formula o de &2, (0 <n <w)
Prkppa = Doy, alen

Demonstracgo. Similar a demonstracéo do Teo. 56 (p. 125), utilizando-se da definicdo
de generalizagdo do bom comportamento. O

Corolario 27. Para toda formula o de 2, (0 <n <w)
FpnQ = g alar

Demonstragdo. Segue como caso particular do teorema anterior quando I' = @ O]

Uma vez que todos (as tradugdes dos) axiomas e regras de inferéncia para
qualquer célculo &, (0 <n < w) séo teoremas de KG,, mostra-se que todos os Calculos
Proposicionais Paracompletos da hierarquia 7, (0 < n < w) sé@o imersiveis em K£G,. E
uma vez que todos os postulados de £G, sdo postulados de KG., obtemos facilmente
gue todos os calculos da hierarquia &, (0 < n < w) sa@o imersiveis em KG...
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4.4 TRADUCAO DE .4+, EM KG.

Por fim, podemos definir uma fungao-traducao ¢., que traduz a linguagem de
A1 nalinguagem de KG., do seguinte modo.

Definicao 57 (Tradugéo de .4, em KG.). Seja £ . a linguagem de ./, e £ a
linguagem de KG.. Podemos entao definir uma fungdo-traducéo t. : £ 41 — £;. do
seguinte modo:

(1) Se p é uma variavel proposicional de ./ |, entdo t.(p) = p’ onde p' é uma variavel
proposicional de KG.

(2.a) Ser, a° e, af, entdot.(-a) = —.(t.(a))
(2.b) Ser,1 a° e, o, entdot.(~a) = -, (t.(a))
(2.c) Seit, a° er, a®, entdot.(-a) = -, (t.())
(3) Se o — € uma formula de 41, entdo t.(a — 5) =t.(a) = t.(5)
(4) Podemos entéo generalizar as definigbes de t, para os outros conectivos:
te(anp)=tla) nt(B)
te(avpB) =t(a)vit(s)
te(a o B) =t(a) < t(B)

SeT ={p,..., 5.} € um conjunto de formulas de .41, entao t.(T') = {t.(p1), ..., tc(Bn)} €
a traducéo do conjunto I' em férmulas de KG.. Por brevidade notacional, utilizaremos
ale =t.(a), onde o € uma férmula de /"1 cuja tradugdo em KG.. é ate.

Das condicdes (2.a)-(2.c) obtemos que se « € uma férmula classicade .41, a
traducao da negacao nao-alética de o em 4, sera feita na negacéo classica —. em
KG.. Se « for uma formula paracompleta de .41, entdo a negacao de « serd traduzida
na negagéo paracompleta -, de K£g.. E se « for uma férmula paraconsistente de .44,
entdo a negacao nao-alética de « em .4, sera traduzida na negagao paraconsistente
-p em KG..

Lema 6. Dada a fungéo traducéo t., podemos facilmente obter que:
(i) te(a®) =te(—n(a A —pa)) = _‘q(atc A _‘qatc)

(i) te(a) =tc(a Vv -pa) = afe v —pate
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Demonstracdo. Se obtivermos apenas que a°, entdo sabemos que ela é bem compor-
tada paraconsistentemente, de modo que a traducao de suas negacgdes serao feitas na
negacao classica ou paracompleta. Uma vez que nao esta garantido que a*, segue-se
que utilizaremos a paracompleta. Por outro lado, se obtivermos apenas que a*, entao
sabemos que ela é bem comportada paracompletamente, de modo que a traducao de
suas negacodes serao feitas na negacgéao classica ou paraconsistente. Em razdo de nao
estar garantido que a°, segue-se que utilizaremos a paraconsistente. O

Utilizaremos a° = t.(a°) e a* = t.(a*) para representar a tradugdo do bom
comportamento paraconsistente e paracompleto, respectivamente.

Teorema 60. Se o € um axioma de .4 |, entgo . ate
Demonstragcao. Vejamos as traducdes dos axiomas de .47, (p. 51).
te(N1) = (afe > fte) > ((afe > (f% > %)) = (a' > %))
t.(N2) = ate > (Bt > ate)
to(N4) = ((ale > Bi=) > ale) > ate
te(N5) = (' A f%) > ate
(NG) = (a7 1) — B
LANT) = afe — (8 > (o' 7 )
t.(N8) = atc - (ate v Bic)
(VD) = Bt = (ate v 3)
£(N10) = (ate 1) — (B = 4%) > ((ale v ) > 1))
t(N11) = 0 A B > ((afe > Bie) > ((ate > —zBte) » ~pate))
to(N12) = (a* A %) = ((ate > Ble)*" A (ate A Bl)* A (ate v 55)*) A (spate)*™)
te(N13) = (a A B2) = ((afe = Bre)°" A (ale n ') A (ol v 1)) A (Sgate)>")
(N14) = 0 = (0 = ~=g0%) A (e = (<0 = 5))
t(N15) = a® = (=pmpate > ate)

t.(N16) = a® v a**
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Podemos facilmente observar que as traducdes dos axiomas (N1) e (N2) de
A1 sdo instancias dos axiomas (C2) e (C1) , respectivamente, do sistema KG. (p. 67).
Uma vez que todas as instancias de axiomas de K£gG. sdo teoremas, dada a definicdo
de deducéo (Def. 23, p. 71), segue-se que as traducdes desses axiomas de .4 sdo
teoremas de K£G.. Quanto as tradugdes dos axiomas (N3)-(N16), sdo facilmente obtidos
como teoremas de KG.. O

Teorema 61. A traducéo t. preserva todo uso licito do Modus Ponens de ./ em KG..

Demonstragdo. Precisamos provar que, se em .41, do conjunto de férmulas {a, o - 5}
podemos inferir 3, entdo em KG., da tradugao de {a, « - 5} podemos inferir a tradugao
B, i.e., de {a,a - (B} podemos inferir fic. Dada a definicdo da fungao-traducao, a
traducdo de {«o,a — G}t = {alc,atc - fl<} — sendo ol e pi férmulas de KG.. Em
KG., do conjunto de férmulas {a'c, ol - [t} podemos inferir - aplicando a regra
de inferéncia (MP). Como podemos ver, a traducgao ¢. preserva aplicacées do modus
ponens de ./ em KG.. ]

Teorema 62. Para todo conjunto T" de formulas e formula o de A,

F'Fyia = Tergal

Demonstracdo. Dada a definicao de ~y1, se I' x1 a, entdo hd uma sequéncia de
formulas w = (51, 52, ...0,) tal que (a) 5, = « e, para toda j3; (i < n), (b.i) 5; € axioma de
A1, ou (b.ii) pertence a I" ou (b.iii) € obtido das formulas anteriores por modus ponens.
Essa definicao é equivalente a definicao de deducao dos sistemas KG (Def. 23, p. 71).
Precisamos, portanto, provar que se w é uma derivacao para « em .41, entdo wi é
uma derivagéo para afc em KG.. Seja wte = (Bic, g, ... Bk}, tal que Bl = at-. Para toda
Bic (i < n), se B; é axioma de .4, entdo B/ é uma instancia de axioma de KG. (Teo.
60), se 3; pertence a T, entdo S!° pertence a I e, por fim, se 3; é obtido das férmulas
anteriores de w por modus ponens em .#';, entdo 3/ é obtido por modus ponens das

férmulas anteriores de wic (Teo. 61). O

Em razao dos resultados anteriores, podemos facilmente observar que a tradu-
¢ao de todos os teoremas de .4, sao teoremas de Kg..

Corolario 28. Para toda formula o de .4,

Fyl o = g ale

Demonstracdo. Segue como caso particular do teorema anterior quando I' = @ O

Uma vez que todos (as traducdes dos) axiomas e regras de inferéncia de ./,
sao teoremas de KG., mostra-se que .4, é imersivel em Kg..
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4.4.1 A hierarquia ./, (0 <n<w)

De modo similar ao que foi visto na segao 4.2.2 (p. 122) e na segéo 4.3.2 (p.
127), o Calculo Proposicional Nao-Alético .#"; também faz parte de uma hierarquia de
calculos .4, (0 <n <w), no qual o Calculo Proposicional Classico equivale ao calculo
o da hierarquia e, para todo calculo n > 0 da hierarquia .4, (0 <n <w), .4, sera um
calculo proposicional ndo-alético.” Assim, podemos também apresentar a hierarquia
Ny, (0 <n <w)como:

C/V()s ﬂ/Vll JVQ; '/VSJ"'sf/Vns"'sf/Vwa

A generalizagdo da hierarquia, de modo similar ao que vimos para %, (0 <n <
w)e Z, (0<n<w), é feita assumindo ambas definicdes de bom comportamento para

os calculos nao-aléticos:

CVO dZGf —|n(O[ A _‘na)

o def
a = Voo

e definindo a nogao de generalizacdo tal como se segue:
Definicao 58 (Generalizagdo do Bom Comportamento).
(a.i) o(*°) significara a°
(a.ii) o) significard a("=1°) A (a(n=19))°, 2 <n < w
(b.i) a(1*) significara a*
(b.ii) (") significard a("=1*) A (a(*=1%))*, 2 <n <w

Um célculo .4, (0 < n < w)sera, portanto, individualizado pela definigdo dos
operadores ° e *, e pelos postulados (.#1)-(.4#10).8 Para os postulados

A1 a* Ao = ((a= B) = ((a = —f) > =)

A2 (at A B%) = ((a = B) A(anB) Alav B)) A(—na)*)
A3 (a°n f°) > ((a = B)° A (anf) AlavB))A(-na))
N4 00 > (0 > =p=a) A (0 = (g0 = B)))

N5 0 = (2pmne = )

N16 a°va*

Cf. da Costa (1989)
Confira a pagina 51 para ver os postulados em questao.

8
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em 4, (0 <n<w), nos ofereceremos postulados alternativos (que leva em con-
sideracao a generalizagdo do operador de bom comportamento), tal como se segue:

A1 ) A B0 > ((a > ) = ((a = —=nf) = ~wa))

A2 (o) A ) > ((a > B)™) A (an B)) A (av B)0)) A (—pa) (™))
A3 (alm) A f0)) > ((a = B)) A (an B)) A (av B)m)) A (—pa) ()
NAE 1) 5 (> o) A (@ > (=g = B)))

N5 1) > (2pmma > )

N6 am®) v a(ne)

Como podemos ver, através das definicbes de bom comportamento (° e *) e da
generalizagao do bom comportamento, além dos postulados (.#'1)-(.#10) e (#11’)-
(.#16’), obtemos um método para construir toda a hierarquia .4, (0 <n <w)—de modo
similar ao que vimos para as hierarquias %,, (0 <n<w)e Z, (0<n <w). O resultado
dessa construgao é, em linhas gerais, que quao maior é o n, em .4, maior sera o
namero de bom comportamento para que uma férmula se comporte como classica.

4.41.1 Semantica da hierarquia .4, (0 <n <w)

Vistas as alteragdes sintaticas para a construgao da hierarquia .4, (0 <n <w),
precisamos fazer alteracdes na semantica do Calculo Proposicional Nao-Alético .44,
de modo que a sintaxe de qualquer .4, (0 < n < w) seja condizente com sua semantica.
Como vimos na Def. 14 (p. 56), a semantica de valoracédo apresentada para ./"; tem
as seguintes condigoes:

(1) Se a € um axioma de .41, entdo v(a) = 1

(2) Sev(a)=v(a—p)=1,entdo v(p) =1

(3) Existe ao menos uma férmula 5 tal que v(3) =0

(4) Sev(a°)=v(a®) =1, entdo v(-,a) =1 < v(a) =0
(5) Sev(a’)=1ev(a*)=0,entdo v(-,a) =0=v(a)=1
(6) Sev(a®)=0ewv(a*)=1,entdo v(-,a) =1=v(a)=0

Dada a definicao da generalizagcdo do bom comportamento, e os esquemas de
axioma para os célculos da hierarquia .4;, (0 < n <w), precisamos modificar algumas
clausulas da fungéo-valoragao v para .4, de modo a obteremos uma semantica para
cada calculo da hierarquia 22, (0<n<w).
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(47) Se v(a™) =v(a™) =1, entdo v(-,a) =1 < v(a) =0
(5™) Se v(a™)=1ewv(am) =0, entdo v(-,a)=0=v(a) =1
(6") Se v(a™)=0e v(a™) =1, entdo v(-,a)=1=v(a)=0

Ao substituirmos as clausulas (4)-(6) por (4™)-(5"), oferecemos uma semantica
adequada para todo célculo da hierarquia .4, (0 <n < w). Como podemos constatar,
se estivermos em .47, entdo n = 1, segue-se que a™ = a'° = a° e a™ = al* = o°.
Deste modo, essas condi¢des serdo tais que satisfazem a Redugdo ao Absurdo N&o-
Alética. Nessas mesmas condigcdes, podemos constatar que as condigdes (4)-(6) sao
equivalentes as condicoes (4)-(5"), respectivamente. Por conseguinte, obtemos entao
uma generalizagdo da semantica para toda a hierarquia .4, (0 <n <w).

4.4.2 Tradugao da Hierarquia ./, (0 <n <w)

Vistas as definicdes apresentadas anteriormente para a hierarquia .4, (0 <n <
w), podemos entao oferecer uma fungao-tradugéo ¢,,, que traduza qualquer Calculo
Proposicional Nao-Alético .4/, para o sistema KG..

Definicao 59 (Tradugéo de .4, (0 <n <w) em KG.). Seja £y, alinguagem de qualquer
calculo A4, (0<n<w) e Ly alinguagem de KG.. Podemos entdo definir uma fungéo-
tradugéo t,,, : Ln, — L1 do seguinte modo:

(1) Se p é uma variavel proposicional de .4, (0 <n <w), entdo t,,(p) =p' onde p' é
uma variavel proposicional de KgG..

(2.a) Serpn, am) ey, al™) entdo t,,(-a) = —(tu(a))
(2.b) Se yn ™) e, ™), @NtAO by (~r) = ~g(tun ()
(2.c) Seifnn al™) ery, ™), entdo t,,(~a) = ~(tw(a))
(3) Se a — 3 é uma formula de A, (0 <n <w), entdo t,,(a - B) = ty(a) = tun(5)
(4) Podemos entdo generalizar as defini¢cbes de t,,, para 0s outros conectivos:
tan(@ A B) = tan(a) At (B)
tin(aV B) = tan(@) Vi, (8)
tun (a0 < B) = ton (@) < tnn(5)

SeTl = {p,....0,} € um conjunto de formulas de .4, (0 < n < w), entdo t,,(I") =
{twn(51), .., tan(Bn)} € a tradugdo do conjunto T' em férmulas de KG.. Por brevidade
notacional, utilizaremos ot = t,,(«), onde o é uma formula de .#;, (0 < n < w) cuja
traducdo em KG,. é aln.,
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E, do mesmo modo como foram obtidos para a fungéo-traducéo t,,, que traduz
A1 em KG., obtemos como teoremas:

Teorema 63. Se a € um axioma de A4, (0<n <w), entdo . atnn

Demonstracdo. Similar a demonstracao do Teo. 60 (p. 130), utilizando-se da definicao
de generalizagdo do bom comportamento para .4, (0 <n <w). ]

Teorema 64. A traducéo t,,, preserva todo uso licito do Modus Ponens de .#;, (0 <n <
w)emKg..

Demonstragdo. Similar a demonstracao do Teo. 61 (p. 131), utilizando-se da definicao
de generalizagdo do bom comportamento para .4, (0 <n<w). O

Teorema 65. Para todo conjunto I de férmulas e férmula o de A;, (0 <n <w)
Prypa = D' egoale

Demonstracgo. Similar a demonstracdo do Teo. 62 (p. 131), utilizando-se da definicdo
de generalizagdo do bom comportamento para .4, (0 <n <w). O

Em raz&o dos resultados anteriores, podemos facilmente observar que a tradu-
¢ao de todos os teoremas de .4, sao teoremas de Kg..

Corolario 29. Para toda formula o de .4, (0 <n <w)
FNn O = bk atnn

Demonstracdo. Segue como caso particular do teorema anterior quando I' = @ O

Uma vez que todos (as tradugdes dos) axiomas e regras de inferéncia para
qualquer célculo .4, (0 < n < w) sé@o teoremas de KG., mostra-se que todos os Calculos
Proposicionais Nao-Aléticos da hierarquia .4, (0 < n < w)sao imersiveis em KG.. E,
dado os resultados anteriores, obtemos que todos os célculos até agora apresentados,
i.e., LPC, todos os célculos das hierarquias %, (0 < n < w), £, (0 < n<w)e A,
(0 <n <w), como também os sistemas KG,,, KG, e KG, séo imersiveis em KG..

4.5 TRADUCAO DE KG. EM LPC

Vejamos uma possivel traducao de £G. em LPC.

Definicao 60 (Traducdo de KG. em LPC). Seja £, a linguagem de LPC e £;. a
linguagem de KG.. Podemos entgo definir uma funggo-traduggo t., : £r. — £y do
seguinte modo?

9

Note que ndo utilizaremos indice para a negag¢édo de LPC, para evitar confusdo com a negagao —.
que temos no sistemas KgG..



Capitulo 4. Sistemas KG: Tradugbes 136

(1) Se p € uma variavel proposicional de KG., entdo t..(p) = p' onde p' é uma variavel
proposicional de LPC

(2.a) Se -.« é uma formula de KG., entao t . (-.a) = =(tx(a))
(2.b) Se -, é uma formula de KG., entdo t.(-,a) = ~(tx(a))
(2.c) Se ~,« é uma formula de KG., entdo t..(~,a) = ~(tax())
(3) Se a — 3 € uma féormula de KG., entao t (o - 5) = tep(a) = te(5)
(4) Podemos entdo generalizar as definicoes de t.;. para os outros conectivos:
tex(anB) =tu(a) Ata(B)
ten(av B) =ta(a) Vvia(B)
tex(a < B) =t () < ta(B)

Sel ={p,..., 0.} € um conjunto de féormulas de KG., entdot..(T') = {tax(S1), -, ter(Bn) }
é a tradugdo do conjuntoI" em formulas de LPC. Por brevidade notacional, utilizaremos
aler =t (), onde o € uma formula de KG,. cuja tradugdo em LPC € alek.

Note que, de acordo com a funcao ¢, todas as diferentes negacdes do sistema
KG. serao traduzidas na mesma negacao da Ldgica Proposicional Classica. Obteremos
facilmente os seguintes resultados:

Teorema 66. Se oo € um axioma de KG., ento . ol
Demonstragdo. Vejamos as tradugdes dos axiomas (C1)-(N4) de K£G. (p. 67):
tox(C1) = ater — (Bler — qfer)
£ar(02) = (afs > Ber) > ((ater > (Ber = 71)) > (aleh > 7ter)
te(N1) = (afek — Bler) — ((atek — ~fler) - ~qfter)
t(N2) = ~ater — —qftek
tex(N3) = mater — ~qfler
to(N4) = ~=ates — qten
ter(IN5) = ~=ates — ater

tex(NG) = aler - —aqter
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Podemos facilmente observar que as tradugdes dos axiomas (C1)-(N1), (N4) e
(N5) de KG. sao instancias dos axiomas (A1)-(A4) de LPC (p. 23). Uma vez que todas
as instancias de axiomas de LPC sao teoremas, dada a definicdo de deducéo (Def.
23, p. 71), segue-se que as traducdes dos axiomas (C1)-(N6) de K£G. sado teoremas
de L£PC. Quanto as traducbes dos axiomas (N2) e (N3), que sdo equivalentes, sao
instancias do Principio da Identidade (que € um teorema de £PC). Quanto a tradugéo
do axioma (N6), ele é facilmente obtidos como teorema de LPC. O

Teorema 67. A traducédo t.. preserva todo uso licito do Modus Ponens de KG. em
LPC.

Demonstragdo. Precisamos provar que, se em KG., do conjunto de formulas {«, o —
£} podemos inferir 5, entao em LPC, da traducdo de {a,a - [} podemos inferir a
tradugéo g, i.e., de {a,a — [}t podemos inferir gi-=. Dada a definigdo da fungéo-
traducao, a traducao de {«o,a — S}t = {aler aler - [lev} —sendo ater e [lex formulas
de LPC. Em LPC, do conjunto de formulas {afe, ates — [ter} podemos inferir [tex
aplicando a regra de inferéncia (MP). Como podemos ver, a tradugao ¢, preserva
aplicac6es do modus ponens de KG. em LPC. O

Teorema 68. Para todo conjunto I" de formulas e formula o de KG.
F Fke O = FtCk '_lpc atCk

Demonstracdo. Dada a definicdo de +., se I' .. «, entdo ha uma sequéncia de
formulas w = (54, 52, ...0,) tal que (a) 5, = « e, para toda j; (i < n), (b.i) 5; € axioma de
KG., ou (b.ii) pertence a I" ou (b.iii) é obtido das férmulas anteriores por modus ponens.
Essa defini¢cdo € equivalente a definicdo de dedugéo de LPC que estamos assumindo
(Def. 23, p. 71). Precisamos, portanto, provar que se w é uma derivagao para o em
LPC, entdo w' é uma derivagao para o em KG,,. Seja wter = (515, By ... B ), tal que

'k = ater, Para toda S/ (i < n), se 3; € axioma de KG., entdo Si* é um teorema de
LPC(Teo. 66), se 3; pertence a T, entdo Bi* pertence a I+ e, por fim, se 3; € obtido
das formulas anteriores de w por modus ponens em KG., entdo i é obtido por modus
ponens das férmulas anteriores de wie (Teo. 67). O

Em razdo dos resultados anteriores, podemos facilmente observar que a tradu-
cao de todos os teoremas de KG. sdo teoremas de LPC.

Corolario 30. Para toda formula o« de KG.
Fre O = I_lpc OétCk

Demonstracdo. Segue como caso particular do teorema anterior quando I' = & O]
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Como podemos observar, a fungao t., traduz facilmente os postulados de KgG.
para LPC. Uma vez que todos os outros sistemas KG sao imersiveis em KG,., temos
também uma traducéo para fodos os sistemas K£G. E, do mesmo modo, uma vez que
podemos demonstrar que a traducéo ¢, de todos os teoremas de XG. sdo teoremas de
LPC, mostramos que KG. é imersivel em LPC (e, consequentemente, todos 0s outros
sistemas KG também o s&o). Devemos notar, contudo, que este resultado era esperado,
umavez que tanto &, (1<n<w)n, %, (1 <n<w)nquanto .4, (0 <n<w)sdo também
imersiveis em LPC.



139

5 SISTEMAS K£G: ALGUNS RESULTADOS

66 Shut up and calculate! 99

DAvVID MERMIN
What's Wrong with this Pillow?

Uma vez que demonstramos a corregcdo (Teo. 28, p. 85) e completude (Teo.
29, p. 87) dos sistemas KG, como também a Adequacao dos Tableaux (Cor. 21, p.
107), podemos entao utilizar o método de tableaux analiticos (apresentados na secao
3.3, p. 98) para demonstrar alguns resultados dos referidos sistemas. Por questao de
brevidade, no entanto, apresentaremos os resultados ocultando as demonstracoes,
que podem ser feitas pelo leitor utilizando o método de tableaux analiticos.’

Nossa analise, de modo geral, utilizara o sistema KG,,. Como visto anterior-
mente, o sistema KG,, € imersivel em todos os sistemas KG. Deste modo, se « é
teorema de KG,,, entdo a sera teorema dos outros sistemas KG.2 Por outro lado, vere-
mos que ha férmulas que ndo sao demonstraveis em KG,, que podem ser obtidas em
outros sistemas. Deste modo, o leitor deve estar atento ao fato de que, uma vez que
0s sistemas KG tem axiomas diferentes, resultados diferentes podem ser obtidos.

5.1 LEI DE PEIRCE

A chamada “Lei de Peirce” é uma formula, conhecida na literatura, que podemos
derivar em LPC a qual, por outro lado, ndo é derivavel na Légica Intuicionista, sendo
ela a seguinte férmula:

(e =p) =) >a

No Calculo Proposicional Paracompleto &, a Lei de Peirce é expressa pelo
axioma 224, sendo portanto um teorema desse sistema.® No Célculo Proposicional
Paraconsistente 47, a Lei de Peirce também é valida.* Do mesmo modo, a Lei de Peirce
também é valida no sistema KG,,:

' Uma vez que ndo apresentaremos as demonstragdes aqui (posto que o método de prova j& esté
disponivel para o leitor), aquele que nao quiser revisar as demonstracdes, oferecemos as provas
através do método proof by confidence, que pode ser resumido na seguinte frase: confia em mim, eu
gastei muito tempo fazendo essas provas...

2 De modo mais preciso, como vimos no capitulo anterior, devemos construir uma tradugéo de KG,,
para cada sistema KG, mostrando assim que, se « é teorema de KG,,, entdo a traducéo de o é
teorema de cada um dos outros sistemas. Todavia, posto que a linguagem dos sistemas KG é a
mesma, mudando apenas os axiomas de cada sistema (como visto na se¢do 2.4, p. 69), vamos
cometer esse abuso de linguagem de modo consciente. Assim, quando falarmos que uma férmula
de um sistema é ou ndo teorema de outro sistema, estaremos supondo que sua tradugao é ou ndo
teorema deste outro sistema.

Ver os postulados de &7; na pagina 42.
4 Cf. da Costa, Krause e Bueno (2007, Teo.25, p.806).
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Fem (00 > B) > @) >

5.2 DUPLA NEGACAO

Ha duas férmulas conhecidas com relacao a dupla negacéao, sendo elas a cha-
mada “introducao da dupla negacao” e “eliminacdo da dupla negacao”, respectiva-
mente:

O —>
- > X

Uma vez que nos sistemas KG temos trés tipos de negacdes, ha um total de
nove férmulas distintas de introducao da dupla negacgao e outras nove de eliminacao.
Vejamos primeiro quais dessas dezoito férmulas sao teoremas de KG,,.

1. Fem O = e 5. Fkm e e > (Y
2. Fhm Q= =m0 6. Fim —empQ = @
3. Fim O = —poc 7. Fkm g > O

4, Fim ¢ = —pg 8. Fim 2gpQ > &

Vejamos agora quais nao sao teoremas em KgG,,,.

1. em @ = =y 6. Him —cmg = @
2. tpm @ > —empQ 7. Wim —p—p > @
8. Him @ = =g 8. Hrm ~pme =
4. tpm o = =g 9. Hpm —p—g > @
5. tem @ > ~y—pa 10. Hrm ~g—q > @

Devemos ressaltar que, uma vez que em KG,, ndo temos os axiomas

(N5) —p—pa =

(N6) o —> _‘q_‘qa

nao conseguimos obter como teorema as formulas (7) e (3) anteriores, respectiva-
mente. Deste fato mostramos que a negacao paraconsistente do sistema KG,, difere
do comportamento da negacao do célculo ;. Do mesmo modo, a negagéo paracom-
pleta de KG,, difere da negagéo do calculo #7,. Por outro lado, em KG,,, que contém o
axioma (N5), (7) é obtido como teorema
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Fhp 7pp = &

consequentemente, a negacao paraconsistente de K£G, se comporta de modo equiva-
lente a negagéo do calculo ;. De modo similar, em KG,, que contém (N6), (3) € obtido
como teorema

Fkqg O = 2gqQd

de modo que a negagéo paracompleta de £G, se comporta de modo equivalente a
negacdo do calculo #,. Visto que tanto £G, quanto K£G, sdo imersiveis em G, entdo
(7) e (3) seréo teoremas de K£G.

ke “pTp >
Fke O = —ggQ
e, por conseguinte, suas negacdes paraconsistente e paracompleta se comportam de

modo equivalente as negacdes dos célculos %1 e 42, respectivamente.

5.3 CONECTIVOS DEFINIDOS

Posto as definicées oferecidas dos conectivos de conjuncéo, disjunc¢ao e bicon-
dicional (Def. 19, p. 68), obteremos como teoremas de KG,,, as seguintes formulas:

1. Fema—= (8= (anp)) 4. bpm (anp) =
2. Fpma—> (B> (BAa)) 5. Fima— (avp)
3. Fem (@A) >« 6. Fema— (fVa)

7. e (@ =>7) > ((B>7) > ((avB)>7))
8. Fem (= 0B) > ((B->a) = (a<p))
9. b (@ = B) > ((B>a) > (B+a))
10. Hem Q<>
5.4 NEGACOES CLASSICA, PARACONSISTENTE E PARACOMPLETA

Vejamos agora o comportamento das negacdes de K£G,,,. Primeiro, vejamos com
relacdo aos Principios do Terceiro Excluido e Nao-Contradicao:

1. o @V = 2. Fm OV —pQ
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3. Hhm V —g 5. Frm —g(an—ya)
4. tpm (@ A=) 6. tim —p(a A —pa)

Como esperado, o Terceiro Excluido para a negacao paracompleta nao é obtido
em KG,, (3) e, do mesmo modo, a Nao-Contradicdo para a negacao paraconsistente (6).
Isso preserva os resultados esperados quanto ao comportamento dessas negacoes.
Repare, contudo, que o Principio da Ndo-Contradicéo utiliza duas negacdes, de modo
que podemos avaliar suas variacdes (i.e., onde ocorrem negacoes de tipos diferentes)
em KG,,.

1. Fem _‘p(a A _‘COC) 4, |7Lkm —|q(oz A —|COé)
2. Fkm _‘p(@ A _‘q&) 5. |7Lkm —|q(a N —\ka)
3. FEkm _‘c(a A _‘qa) 6. |7Lkm —|C(CY AN —|pa)

Esses resultados sdo interessantes, pois ainda que -, (aA-,«) ndo seja teorema
de KG,,, as férmulas -,(a A -.a) € —,(a A -,a) sd0. Do mesmo modo, ainda que
-,(a A ~4) seja teorema de KG,,, as formulas —,(a A ~.a) € —,(a A —pa) NGO S&o0.
Vejamos agora o comportamento das negacdes para diferentes formulagées do Ex
Falso. As seguintes versdes do Ex Falso sao teoremas de KG,,.

1. Fem a = (mca = ) 8. Fim (@ = —ca) > —pa

2. Fm o~ (mga > ) 9. Fpm (@0 > =) = —ex

3. Fem —e = (a0 =
: ( P) 10. i (@ = ) = —pa
4. g > (a0 > )
11, Fp (0> ) = =
5. Fim (@A =) > i { ve) P

6. Fim (@A —ga) = 12, b (mev > ) >

7. Fkm (O[ g _‘ca) - e 13. Fkm (—|p0z - O{) -

As seguintes formulacdes do Ex Falso ndo sao teoremas de K£G,,:

1. ko @ = (mpa = B) 6. tim (a0 > ~ga) > =y
2. - i g
Fiom ~p = (@~ ) 7. Yoo (@ = =) = —ocr
8. tim (A —pa) =
8. tim (a0 = —a) —
4. o (@ = —e0) >~ Fim (0= =) > ~g01
5. |7Lkm (Oé - ﬁqa) —> g 9 |7Lkm (—|qa — a) -
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5.5 REDUCTIONES AD ABSURDUM

Como vimos anteriormente, ha duas formas gerais das Redugdes ao Absurdo,

sendo elas:

(a=f) = (> =) = -a)
(ma=f) = ((ma==p) = a)

Uma vez que nos sistemas KG ha trés negagdes, haverdao ao menos dezoito

formas diferentes de redugdes ao absurdo que podemos compér ao alternarmos as
negacoes. As seguintes versdes de redugdes ao absurdo sdo teoremas de K£G,,.

—

- Frm (@ = B) = (( > ~eff) = =) 5. Fim (e = f) = ((mea = =cf) = a)
- Fim (@ = 8) = ((a@ > =ef) = »a) 6. Fim (mpa > B) > ((pa > =cf) = @)
< Fim (@ = B) = (( = ~gf) = —ear) 7. Fhm (e = f) = ((mea = =) = @)
- im (@ = 8) = ((@ = ~gf) = =) 8. Fim (mpa = ) = ((par = =) = a)

As seguintes versdes de reducdes ndo sao teoremas de KG,,.

< (@ = ) = ((@ = =cf) = ~@) 6. fim (mg = B) = ((mg = =cf) = @)
Mrm (> 5) > ((a > =~gf) = =) 7. tfem (mpa = B) = ((mpa = ~pf) = a)
< Mim (@ = B) > ((a@ > =pf) = —pa) 8. tim (mca = ) = ((me = =pff) = )
< e (@ = ) > ((a@ > =pf) > ~c) 9. tfim (mga > B) = ((mga = =) > a)
e (= B) > ((a > =pf) > ~ga) 10 i (59 = B) = ((mg = =) > @)

5.6 FORMAS DE CONTRAPOSICOES

Vejamos agora diferentes formas de contraposicdes, que dividiremos em dois

grupos com relacao a suas formas:

Vejamos primeiro quais das versdes anteriores sao obtidas nos Sistemas KG:

1-a_>5|_k:m_‘0/8_>_‘ca 3-a_>5|_k:m_‘q5_)_‘ca

2. a—= B rpm = —pa 4. o= Brpm g = —pa
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5. Of—’“‘cﬂ'_kmﬂﬁ_‘ca 7. Oé—’“‘qﬂ'_kmﬁe_‘ca
6. &= =0 Fpm B = —pa 8. a— =B Fim B = -

Vejamos agora as versdes que ndo sao obtidas nos Sistemas Kg:

1. a— Bttgm ~ef >~y 6. > B ttpm B~ g
2. o= B Hpm g > g 7. o= =y tem B> g
3. &~ B tfrm —pf > 8.~ S fum B> —per
4. o = Btfpm B = - 9. a— =S ttim B =~
5. a— Bttgm B = —pa 10. a = =B tfm B = ~g

5.7 LEIS DE DE MORGAN

As chamadas “Leis de De Morgan” sao quatro inferéncias diferentes tendo as
seguintes estruturas:

-(anf) + -av-p
—av-f + =(anp)
-(avp) = —an-p
—an=-f + =(avp)

Podemos estender essas quatro formas para mais outras oito, envolvendo usos
de duplas negacdes (ou eliminacdes de duplas negacdes), tal como se segue:

—(~an=p) + avp

avp +  =(-an=p)

—|(—|Oé\/—|/6) = —\—|C(/\—|—\ﬁ

~(~av-B) + anf

——aA-=-0 +  =(-av-=p)

anp +  =(-av-=p)

Podemos compreender essas doze formas como sendo versdes das Leis de De
Morgan. Iremos dividi-las em dois tipos. Chamaremos de “tipo simples” as formulagbes
das leis de De Morgan que utilizem apenas um tipo de negacao (seja ela classica,
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paraconsistente ou paracompleta). Por outro lado, chamaremos de “tipo composto” as
formulagdes das leis de De Morgan que utilizem diferentes tipos negacgdes. Trataremos
aqui de pelo menos trinta e seis versodes diferentes de tipo simples e vinte e quatro
versdes diferentes de tipo composto para as leis de De Morgan. Vejamos primeiro as
versoes de tipo simples. As seguintes versdes do De Morgan sao teoremas de KG,,.

1. (@A B) Frm eV = 7. (= V=) Frm a A
2. =V =B Frm me(an B) 8. aA B rim me(mer Vv = 3)
3. se(aV B) b —e A =B 9. =e(=e@ A =eB) Fim meme@ V meme S
4. = A=ef rpm —e(a v B) 10 —cme V =eme B Fim —e(me A = 3)
5. =e(me@ A =eB) Fkm a v B 11, —e(=e@ V =ef) Frm meme@ A =emef3
6. aV B rpm —e(—eca A=) 12, =e=c@ A == Fim —e(me V = 5)

As seguintes versdes do De Morgan n4o sao teoremas de KG,,.

1. (A B) i —pa Vv =8 18, —y(mg@ A =B) tim a v B

2. =V =L tpm (A B) 14, aV B tem (g A=)

3. (@ V B) trm ~pa A=y 15, —y (=g vV =8) Hkm a A B

4. —pa A =P ttim ~p(a v B) 16. a A B tim —g(mqe vV =4 5)

5. ~p(=pa A=) rm v 3 17. =p(=p@ A =pB) Hkm ~p=p@ V =p=pf3

6. v B ifm —p(=pa A —ph) 18. —p=par V =p=pf tiem —p(=p0t A =p5)

7. =p(=pV =pf) om0 A 3 19, —p(=p@ V =) Hiom ~p=pQ A =p=pf3

8. a A B itkm wp(—paV =) 20. —p=pa A =p=pf i =p(=pr v = 5)

9. =y(@AB) trm g V =8 21, = (2@ A =y B) Hhm —g=qQ V —g=g3
10. —ya V =8 Him ~g(a A B) 22. =gV g8 Hiem —q(—g A =y )
11, —y(a Vv B) Hm ~qa A =y 8 23. (g V =) Hom —gmqQ A =gy 3
12. =g A =B im ~g(a Vv B) 24. == A =g B Hiom —q(mgae v =4 5)

Vejamos agora as versdes do De Morgan de tipo composto. As seguintes ver-
sbes do De Morgan séo teoremas de KG,,.
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1. (@A B) Frm —pa V=, 7. =(aAB) Frm —c V=0
2. —c(aVB) Fim —pa A=y 8. (V) Frm —cx A=
3. =V = Fpm —p(anf) 9. —yaV =B Fim ~p(anp)
4. =t A=ef pm —p(av B) 10. ~ga A =g Frp —p(av )
5. =V =0 Frm ~e(anB) 1. = (@A B) Frm ~pa vV =,0
6. = A —=0 Frm ~e(a Vv B) 12. - (aV B) Frm ~pa A=,

As seguintes versdes do De Morgan ndo séo teoremas de KG,,.

1. @V =8 fim e A ) 7. eV =B thim =g A B)
2. 0 A 8 i el v ) 8. =0t A= thim ~g(aV B)
3. (@7 B) i eV . 9. (7 B) i 2@V =8
4. (@Y B) i 0 A e 10 (@ v B) tim 4 A =B
5. (0 A B) tim =gV g3 11. =0V =B Hiom =g A B)
8. (v B) thim 41 A = 12. 2 A =B fm (@ v B)

Como dito anteriormente, como KG,, € imersivel em todos os sistemas Kg,
segue-se que todo teorema de KG,, € um teorema dos outros Sistemas KG. Todavia,
uma férmula pode nao ser um teorema de KgG,,,, mas ser um teorema de algum outro
sistema KG. Portanto, ao avaliarmos os resultados que podemos obter com os outro
sistemas G, assumiremos que todos os resultados obtidos para K£G,, sdo, também,
resultados dos outros sistemas — de modo que nos focaremos, principalmente, nas
derivagdes que nao podem ser obtidas em KG,,, mas sim nos outros sistemas.

5.8 OPERADORES DE BOM COMPORTAMENTO

Como vimos, no Célculo Proposicional Paraconsistente %, definimos um opera-
dor, °, tratado como de bom comportamento (Def. 6, p. 32), definido como

od

:ef _‘cl(a A ﬂ0105)

e, no Calculo Proposicional Paracompleto £7,, definimos um outro operador, °, também
tratado como de bom comportamento (Def. 9, p. 42), definido como®

5

Note que utilizaremos -.; na definigdo do operador ° e —,,; para o operador * para nos referirmos as
negagdes dos referidos sistemas. O indice p e ¢ introduzidos nos simbolos da negacéo, para esses
sistemas, serviu apenas para compreendermos suas diferencas. Na construcao original desses
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o def
Q= aV oo

Nos referidos calculos, os operadores de bom comportamento tém como fungéao
determinar que uma certa férmula se comporta (ou ndo) como uma férmula classica.
Deste modo, se a € uma férmula de %; e obtemos que a°, i.e., « € bem comportada, en-
tdo a negagéo de a, -1, tera o comportamento da negacao classica (que chamamos
de “negacao forte” nesse calculo). De modo similar, se o € uma férmula do calculo &2,
e a®, entdo a negagéo de a, -, v, terd o comportamento da negagéo classica (também
chamada de “negacéo forte” nesse calculo).

Nos sistemas G nés introduzimos trés operadores distintos, também tratados
como de bom comportamento, designados por ?, ¢ e ¢ (secao 2.3, p. 68), definidos
como se seguem

f
Operador-»: a? €' - o - —.«

Operador-¢: a? €' .o - —,a

Operador-¢: o €'~ o > -,

Posto isso, podiamos perguntar a possivel relacdo que o operador-?, dos siste-
mas KG, poderia ter com o operador ° do calculo % ; e, do mesmo modo, a possivel
relagéo que o operador-¢ teria com o operador * do célculo ;.

O primeiro ponto € quanto ao modo como iremos compreender a° € a® NOS
sistemas KG. No caso de a* €' a v -1, Posto que s6 hd uma ocorréncia de negagéo
(no caso, a negagao de &1, que é paracompleta), uma compreensao direta de a*
em KG seria como « v -,«. Todavia, no caso de «o° def -c1(a A =qa), uma vez que ha
duas ocorréncias de negacgdes de %, (que € uma negagao paraconsistente), podemos

oferecer ao menos duas interpretacdes diferentes, sendo elas:

Nos sistemas KG, a° significara
(i) ~p(an—pa);ou
(||) —|C(Oé A —|pa)

Tanto (i) quanto (ii) podem ser leituras aparentemente razoaveis. Contudo, como
veremos, elas diferirdo em relagdo ao que podemos obter nos sistemas £G. Ha nove
perguntas que podemos fazer com relacao a essas interpretacdes dos operadores ° e
* e resultados importantes que vimos em ¢, e &;.

sistemas, o simbolo da negacao era 0 mesmo (viz., -), sem qualquer indice. Nos sistemas KgG, por
outro lado, introduzimos trés negacoes diferenciadas pelo indice. Assim, para evitarmos confusdes
desnecessarias nesta parte do trabalho, quando nos referirmos a negagéo utilizada no calculo
%1, utilizaremos -1 e, do mesmo modo, ao falarmos da negagéo do célculo &4, utilizaremos -1,
reservando o uso de -, € -, COmo 0s conectivos de negagdo introduzidos nos sistemas KG.
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(1) Seria a? equivalente a «° dada a interpretagao (i)? Nao, em KgG,, nao obte-
mos essa equivaléncia. Isto é:

—|pO[ —> .0 |—km ﬂp(a N —|pO[)
_'p(Oé A _|pO[) |7Lkm —|pO( —> —eX

Ou seja, podemos dizer que 0 bom comportamento paraconsistente do sistema
KG.,, implica no bom comportamento do calculo ¢, (dada a interpretacao (i)), mas o
bom comportamento do calculo %, ndo implica o bom comportamento paraconsistente

do sistema KG,,.
Mas entao, (2) seriam equivalentes dada a interpretacao (ii) de a°? Sim, em
KG., obtemos essa equivaléncia. Isto é:

“pX = Ty =kem —|C(O[ A —|p0é)
(A=) Fpm pa = —e

Portanto, se assumirmos a interpretagao (ii) para a°, entao obtemos a equivalén-
cia entre o bom comportamento do célculo %, e 0 bom comportamento paraconsistente

dos sistemas Kg.
(3) Seria a? equivalente a o*? Sim, uma vez que em KG,, obtemos que:

e > g Fkm a Vv e

aVv _|q& Fkm —e X —> _\qOé

(4) Em %, obtemos que +.; a°° (Teorema de Arruda, Teo. 7, p. 34). Esse teorema
se segue para algum sistema KG dada a interpretagéo (i)? Nao, como podemos ver:

Frm —p(p(@ A =pa) A =p=p(a A —pa))
No entanto, (5) e em relagéo a interpretagao (ii)? Nesse caso, sim, pois obtemos
como teorema que:

|—km —|C(_|C(Q{ N ﬁpOé) A ﬂc—lc(a{ AN ﬁpa))

(6) Em &7, uma verséo do Teorema de Arruda (Teo. 17, p. 48) n&o € obtido, i.e.,
i1 a*. Ele é obtido em algum sistema K£G? Tal como em #,, também ndo obtemos
como teorema que «**. Isto é:

Fiom (@0 V 2qa) V =g (aV —g0)

(7) Em %, obtemos o corolario do Teorema da Arruda (Cor. 3, p. 35), i.e., .
a® - (-.«)°. Esse teorema se segue para algum sistema KG dada a interpretagéo (i)?
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Nao, uma vez que nao obtemos o corolario do Teorema de Arruda para a interpretacao
(i) de a°. Isto é:

—\p(CK N —|p04) |7Lkm —\p(ﬁpa N —|p—|p04)

Todavia, (8) e quanto a interpretacao (ii)? Dada a interpretacao (ii) o corolario
do Teorema de Arruda continua ndo sendo obtido em KG,,, mas o € em KG,, como
podemos ver:

—e(@ A _‘po‘)  km _‘C(ﬁpa N ﬂpﬂpa)

ﬂc(Oz A ﬂpaf) '_kp ﬂc(ﬁpa A ﬂpﬁpa)

Isso ocorre pois, em uma dada passagem, exige-se que -,—,a — « (que é
axioma de K£G,, mas ndo de Kg,,). Desse modo, na prova por tableaux teremos de
utilizar a regra 3.11 (p. 103) para obtermos um tableau fechado, que nao € uma regra
de KG,,, mas sim de KG, e Kg..

Por fim, (9) em &2, obtemos uma versdo do corolario do Teorema de Arruda
(Cor. 6, p. 44), i.e., -, a* - (-, 0)*. Esse teorema se segue para algum sistema KG?
Em Kg,, ndo obtemos como teorema que «**, mas em G, obtemos. Isto é:

QV g mgQ Y g

QV g Fg gV g

q

De modo semelhante ao que vimos anteriormente, iSso ocorre pois, em uma
dada passagem, exige-se que o - -,—~,« (qQue é um axioma de KG,, mas ndo de KG,,).
Desse modo, na prova por tableaux teremos de utilizar a regra 3.12 (p. 103) para
obtermos um tableau fechado, que n&o é uma regra de K£G,,, mas sim de £G, e KG..

5.9 RESULTADOS DOS SISTEMAS K¢ E OS OUTROS SISTEMAS APRESENTA-
DOS

Como podemos facilmente observar, os sistemas G nos permitem ndo apenas
obter resultados ja conhecidos e demonstrados em LPC, e toda a hierarquia %,,, £,
e 4, (0 <n<w),® como também outros resultados que ndo eram possiveis ser com-
preendidos por esses sistemas. Por exemplo, toda reiteracdo de negacdes diferentes,
i.e., ocorréncia de negagoes diferentes em uma mesma férmula, ndo podia ser tratada
por nenhum dos sistemas anteriores. Como vimos anteriormente, o Unico sistema que
nos permitia tratar das trés negagodes, os Calculos Proposicionais .4, (0 < n < w),

6  Posto que todos esses sistemas sao imersiveis em algum dos sistemas G, como vimos no capitulo
anterior.
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ndo nos permitia tais reiteracdes de negacdes diferentes.” Portanto, férmulas como
-4~ N80 seriam tratadas por tais sistemas e, consequentemente, ndo poderiamos
garantir que -,—~.ac - « (resultado visto anteriormente). Justifica-se, portanto, o uso
dos sistemas KG em virtude de sua capacidade expressiva e ganho teérico no que
toca a investigacao da natureza e relagcéo entre as diferentes negacdes investigadas.

5.9.1 Tetraedro das Oposicoes

Como vimos na secao 1.7 (p. 60), podemos compreender as relagcdes entre 0s
trés tipos de negacdes utilizando a analise proposta para o Quadrado de Oposi¢cdes
Aristotélico, sendo as relagdes propostas:

(i) Contraditoriedade: Duas formulas sdo contraditérias quando nao podem pos-
suir os mesmos valores-de-verdade sob uma mesma valoracéao;

(i) Contrariedade: Duas formulas sdo contrarias quando podem ter valores ngo-
designados (falso) sob uma mesma valoragao;

(iii) Subcontrariedade: Duas férmulas sao subcontrarias quando podem ter valo-
res designados (verdadeiro) sob uma mesma valoracéo;

(iv) Subalternagcdo: Uma formula « € subalterna de uma férmula S quando toda
valoragdo que g tem valor designado, € uma valoragao no qual « tem valor
designado.

Como vimos anteriormente (p. 63), podemos compreender as relacdes entre as
negacdes no seguinte diagrama:8

Isso em virtude da versdo do Teorema de Arruda (Teo. 8, p. 8) e seu corolério (Cor. 9, p. 54).

8 O diagrama seria melhor compreendido como sendo um tetraedro, i.e., um poliedro composto por
quatro faces triangulares, trés delas encontrando-se em cada vértice. O tetraedro regular é também
conhecido como sendo um sdlido platénico, sendo esta uma figura geométrica espacial formada
por quatro triangulos equilateros (tridngulos que possuem lados com medidas iguais); possuindo 4
vértices, 4 faces e 6 arestas.
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_'pa

Figura 1 — Tetraedro Simples das Oposicoes

Conseguimos obter essas relacdes facilmente utilizando o sistemas KG,, (que
diferente dos calculos .1, (0 <n < w)nos permite compreendermos as relagdes entre
os trés tipos de negagbes em uma mesma formula). No entanto, outros resultados
importantes que observamos estédo relacionados a reiteragdes de negacgdes. Por exem-
plo, enquanto que em KgG,, ndo obtemos que -,-,a - «, essa mesma formula é
um teorema (posto que € um axioma) de X£G, e £G.. De modo apropriado, portanto,
deveriamos introduzir todas as possiveis reiteracdes de negagdes (i.e., as possiveis
combinacdes de duplas negacdes) para, entdo, analisarmos suas relacoes. O resul-
tado disto pode ser conferido abaixo, no diagrama que chamaremos de “Tetraedro das
Oposigdes” (completo):
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Figura 2 — Tetraedro Completo das Oposicoes

Onde conexdes azuis representam a relacao de contradicao entre as férmulas
conectadas; as conexdes vermelhas representam a relacédo de contrariedade; as co-
nexoes verdes, a relacdo de subcontrariedade; as conexdes trastejadas, cujas pontas
sao0 uma pequena bola e uma seta, representam que a formula na seta é subalterna
a férmula na bola; e, por fim, as trés conexdes externas, representam conexdes de
subalternidade nos diferentes sistemas £G (nomeadamente, £G,, K£G, e £G.). Todas
as conexdes que podemos observar no tetraedro podem ser demonstradas utilizando
o método de tableaux analiticos proposto para os Sistemas K£G (Secao 3.3, p. 98).

Como vimos, nenhum dos sistemas discutidos anteriormente tinha a capacidade
expressiva para analisar tais relacdes entre os trés tipos de negacdes que estamos
investigando. O Unico sistema que, de algum modo, permitia introduzirmos as trés
negacdes (4, (0 <n <w)), n8o nos permitia reiterar negacdes de tipos diferentes em
uma mesma férmula — o que impossibilitaria uma andlise tal como estamos propondo.
Por outro lado, através dos Sistemas KG, somos capazes de compreender essas
relacdes, além de demonstrar resultados ndo obtidos anteriormente.
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6 EXTENSOES ELEMENTARES DOS SISTEMAS K¢

66 All you need is love first
order logic! 99

LENNON-AND-MGCCARTNEY
WHEEARD-VAN-ORMAN-QUINE
AUTOR DESCONHECIDO

Como vimos anteriormente, os sistemas proposicionais G sao corretos e com-
pletos, sendo oferecida uma semantica adequada, um método de provas por table-
aux analiticos e um conjunto de resultados que diferem de possiveis resultados que
encontramos nos sistemas proposicionais classicos (LPC), paraconsistente (%1), pa-
racompleto (£?,) e nao-alético (.#'1). No entanto, todos os quatro sistemas referidos
oferecem uma extensao para linguagem de primeira-ordem (que chamamos de “ele-
mentar”’) de modo que todos os teoremas proposicionais sdo teoremas de suas versdes
elementares. Tais extensdes, de modo geral, nos oferecem sistemas capazes de axio-
matizar teorias mais robustas, como a Aritmética de Robinson (ROBINSON, 1950) ou
mesmo algum tipo de Teoria de Conjuntos.! Podemos fazer o mesmo com os sistemas
KG? Isto é, podemos construir uma extensdo elementar conservativa de £G — que
representaremos por £G!? Como seria sua semantica? De modo similar a Iégica ele-
mentar classica, seriam os sistemas G! corretos e completos dada sua semantica?
Trataremos dessas questdes neste capitulo.

6.1 SINTAXE PARA OS SISTEMAS KgG!

Seja K£G! as extensdes elementares (sem identidade) dos sistemas KG, cuja
linguagem de primeira-ordem é definida como se segue:

Definicao 61 (Alfabeto). Seja A um alfabeto composto pelos seguintes conjuntos
(enumeraveis) de simbolos:

(i) A, de variaveis individuais: xz, x', ..., y, ...
(i) A. de constantes individuais: a, a', ..., b, ...
(iii) A, de simbolos relacionais: P, P!, ..., R, ...
(iv) A; de simbolos funcionais: f, f*, ...,

(v) Conectivos Ldgicos: -.,-,,—, € >

(vi) Quantificador: V¥

' Apenas como exemplo, ver a Teoria Paraconsistente de Conjuntos em da Costa, Béziau e Bueno

(1998).
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(vii) Simbolos Auxiliares: (, ), [ e ]

Associado a cada P € A, e f € Ay ha um numero n € N, n > 0, chamado de “aridade”
de P ou f. Chamaremos as relagées e funcbes com aridade n de ‘“relacdo n-aria” e
“funcdo n-aria”, respectivamente. As relagées unarias (de aridade 1) serdo chamadas
de “predicados”.

Definicao 62 (Termo). Seja A o alfabeto definido anteriormente. Um termo de A é
definido como se segue:

(i) Se x é uma variavel (x € A,), entdo x é um termo
(i) Se c é uma constante (c € A.), entdo ¢ € um termo

(iii) Se f e uma fungdo n-aria (f € As) e t1,...,t, s&o termos, entgo f(t1,....t,) € um
termo

(iv) Apenas esses sao termos de A

Podemos entao definir uma linguagem de predicados de primeira ordem, £,
sobre A. Para isso precisamos definir a nocao de formula atémica e formula.

Definicao 63 (Formula Atémica). Uma formula atémica de £, € uma expressao da
forma P(t,,...,t,) onde P é uma relagdo n-aria e ti, ...,t, Sdo termos de A.

Definicao 64 (Formula). Sejam A o alfabeto previamente definido e £, uma linguagem
de primeira ordem definida sobre A. Uma Férmula Bem Formada (ou apenas “formula”)
€ uma expressado de L, que pode ser obtida através das seguintes regras:

(a) Uma formula atémica é formula

(b) Se oo é uma formula, entéo -.«, -, € -, sS§o formulas

(c) Se o e 5 sdo formulas, entdo (o — [3) € formula

(d) Se o é uma formula e x uma variavel, entdo Yxa é uma formula
(e) Apenas as expressbes obtidas através de (a)-(d) sdo formulas

Dizemos que a ocorréncia de uma variavel z em uma férmula « € “ligada”, se
essa ocorréncia ou faz parte ou estd no escopo de um quantificador para = em a.
Assim, se x ocorre em alguma parte de a que é da forma Vx5 (sendo $ uma sub-
formula de «), dizemos que x € uma variavel “ligada”. Devemos notar que utilizaremos
expressdes como “a(xy, ..., x,)” indicando que as variaveis 1, ..., z,, ocorrem livres em
« (com possivelmente outras variaveis livres além dessas).
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Definicao 65 (Conectivos Classicos e Quantificador Existencial). Podemos entao defi-
nir os Conectivos Classicos e o Quantificador Existencial de modo usual:

Conjungéo: a A f % ~.(a - ~.f)
Disjuncdo: av 3 % ~.a - 8
Bicondicional: a <> 3% (a - B) A (8 — a)
Q. Existencial: 3za %' - VI,

Definicao 66 (Substituicdo). Para qualquer formula «, variavel = e termot, definimos a
formula o,y como a formula obtida pela substituicdo (admissivel) de cada ocorréncia
livre de x em o port. De modo geral, podemos oferecer um esquema indutivo:

& = B)ap) = Qs = By (=) [2/t] = ~qO¥La/t]
(an)[l,/t] =Vxa

- Para uma variavel y, distinta de x:

“p Q) [a/t] = “pQiLz/t] (Vo) = Vo (agm)

Por convengéo, caso x ndo ocorra em o, entao o, € a propria formula o.
Tal notacdo € generalizavel do sequinte modo. Seja o« uma formula nas quais as
variaveis x, ..., , ocorrem livres. Entenderemos oy, i1, ...z, +,] @ Substituicdo uniforme
das ocorréncias livres das variaveis x; pelos termos t; — desde que x; seja substituivel
port; em .

Por convencdo, em todas as ocorréncias de expressdes da forma
alzy[ty,...,x,[t,], a formula o, as variaveis x4, ..., x,, € 0s termos t4, ..., t,, estarao restri-
tos a casos em que cada um dos z; € substituivel por t; em «. Isto é, toda ocorréncia
de uma expressao na forma de substituicdo, a substituicdo é admissivel.

Definicao 67 (Sentenga). Uma sentenga de £, € uma formula de £, que nao contém
ocorréncias livres de variaveis.

Definicao 68 (Fecho Universal). Seja o uma formula e x4, ..., x,, a sequéncia de todas
as variaveis livres de o de acordo com a ordem de sua primeira ocorréncia. Entao,
definimos o “fecho” de o« como Vz,..Vx,«, onde Vz,..Vx, € entendido como uma
sequéncia de quantificadores sobre a sequéncia de variaveis x1, ..., x, - sendo possi-
velmente vazio caso n = 0. Utilizaremos a notacdo of para designar a formula que é o
“fecho universal” da formula o.
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Dada a definicao anterior é facil observarmos que, se « € uma sentenca, entao
« € igual ao seu fecho, of.

Definicao 69 (Formulas Congruentes). Dizemos que duas férmula o« e 3 sao congru-
entes se podemos obter uma a partir da outra pela substituicdo de variaveis ligadas ou
por suprimir quantificadores vacuos (sem confusao de variaveis).

6.1.1 Postulados de K£G!

Do mesmo modo como fizemos para os célculos KG, podemos agora oferecer
o conjunto de postulados para os calculos K£G!.

Q1) Vaa(r) > appy

(Q2) Va(a > B(x)) - (o » Vz3(x)) onde z ndo é livre em a
(GEN) a() / Vza se = ocorre livre em a
(MP) o, > 3/ 8

(Cl)a—(8-a)

(C2) (a— ) = ((a > (B=>17)) = (a—>17))
(N1) (= 3) = ((r = =) = =)

(N2) ~ya = -

(N3) —ca = =,

(N4) —=.=cax >

(N3) ~p=pa —

(NB) & = =g

Equivalentemente aos sistemas proposicionais G, podemos diferenciar quatro
sistemas elementares KG! por seus postulados:

KG*-minimal (KXG1): postulados (Q1)-(N4)
KG'-paraconsistente (XG,): postulados (Q1)-(N4) + (N5)
KG!-paracompleto (KG}): postulados (Q1)-(N4) + (N6)

KG'-completo (KG!): postulados (Q1)-(N6)
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Podemos definir também os trés operadores de bom comportamento para KG*,
tal como se segue:
ar € —pQ = =

def
ol

= 0 > —|qO{

¢ def
o = —lpOé - —|qOé

Por fim, de modo equivalente a definicdo de deducao dos sistemas K£G (Def. 23,
p. 71), definimos a nocéo de deducao para os sistemas KG'.

Defini¢ao 70 (Dedugéao de KG'). Seja: algum dos sistemas de KG' e £, = (£, A1, Ri1)
uma estrutura onde £, € a linguagem de primeira ordem previamente definida, A;; é o
conjunto de axiomas e R;, o conjunto de regras de inferéncia de i'. Dizemos que uma
formula o € £, é dedutivel de um conjunto de formulas T" c £, (0 que representamos
porT' +; ) sse ha uma sequéncia finita de formulas (31, ..., 5,) € £, tal que:

(@) B.=a,e
(b) para toda 3;, onde j <n:ou
(i) B; € Ai1, i.e, € um axioma de i; ou
(i) Bj €T'; ou
(i) ha um subconjunto de formulas {pi,...,0:}i; de pBi,...,5; onde
({b1,....0:},B;) € r para uma regra de inferéncia r € R; — i.e., ha uma regra

r € R;; onde 3; é uma consequéncia das formulas anteriores (1, ..., 3;) quando
aplicamos r.

As nocgdes de deducdo de conjunto, i.e., T'+—;; A (Def. 25, p. 71) e teorema, i.e.,
@ +i1 « (Def. 24, p. 71) serdo, do mesmo modo, equivalentes as definicbes apresenta-
das para Kg.?

Devemos notar que nem todos os metateoremas obtidos para os sistemas K£G
(Secéao 2.6, p. 72) serao obtidos de modo usual para os sistemas KG'. Por exemplo, 0
Teorema da Deducgdo nao valera de modo irrestrito. Seja 7¢ uma teoria de i (sendo i
um sistema KG1').2 Para qualquer formula o (onde z € livre em «) obtemos que

abri Voo

No entanto, ndo sera sempre 0 caso que

2 Por questdo de notacao, utilizaremos rj1,, € Exim; Frip € Ekip; Frilg © Fkig; COMO também k4. e

Fr1c Para as nogdes de consequéncia sintdtica e semantica dos sistemas KG,,, KG,, KG} e KG.,
respectivamente.

Utilizaremos a definicdo usual de Teoria, entendendo aqui 7 como sendo uma teoria erigida sobre
algum sistema i de KG'.
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Frio o = Voo

Lema 7. Para um conjunto de formulas I" e duas formulas, o e g de i (sendo i um
sistema KG'), se 3 ndo depende de o em uma deducdo I',a +; 3, entaoT' +;; 5.

Demonstracdo. Seja wy,...,w, = f uma deducao de § a partir de I e o, em que
nao depende de «. Suponhamos (por hip6tese de indugédo) que o lema é verdadeiro
para todas as dedu¢des de comprimento menor que n. Se €' ou € um axioma de i,
entdo I' +;; 8. Se g foi obtida por GEN ou MP de uma ou duas férmulas precedentes,
entdo, uma vez que S nao depende de «, essas formulas também nao dependem. Pela
hipdtese de inducéo, essas férmulas sdo dedutivas somente de I'. Portanto, 5 também
0 é. O

Teorema 69 (Teorema da Deducao para KG'). Seja I' um conjunto de férmulas e «
e (8 formulas de i (sendo i um dos sistemas KG'). Suponha que, em uma deducao
I',a +;1 8, nenhuma aplicacdo da regra GEN a uma formula que depende de o tem
como sua variavel quantificada uma variavel que ocorre livre em .. EntaoI' +;; a - f3.

Demonstragcdo. Seja wy,...,w, = uma sequéncia de férmulas que é uma deducao de
£ a partir de I, e o satisfazendo a hipétese do teorema. Devemos entdo mostrar, por
indugdoemk 1 <k<n,quel +; a—w;.

(1) Seja k = 1. Nesse caso, w; € I' oU w, = a w, € um axioma e, dado que
wr = (o = wy) € wy —> wy, sdo tautologias, I' H; a - wy.

(2) Seja k > 1 e suponhamos (por hipétese de inducdo) que, para todo j < i,
I' -1 a —» w;. Caso wy € I' ou a propria wy, = e OuU UM axioma, a prova procede como em
(1). Temos entdo dois casos:

(i) A formula wy, foi obtida por MP de w, € w; = w. — wy, parae < k el < k. Pela
hipétese de indugédo, I' +;; @ - w. € I' ;1 a » (w. — wy). Todavia, a formula

(a = (we = wr)) = (( = we) = (@ = wy))

é uma tautologia. Portanto, € um axioma. Apo6s duas aplicacoes de MP obteremos
I'1 o= wy.

(if) A formula wy, foi obtida por GEN de alguma w;, ou seja, w; = Vzwy, para l < k.
Pela hipétese de inducgao, I' +;; a - w;. Dada a hipdtese inicial do teorema, ou w; ndo
depende de « ou x nao ocorre livre em «. Se w; ndo depende de «, pelo lema anterior
(Lema7,p.158), T +;; B e, por GEN, T +;; Vaw,. Ou seja, T ;1 wi. Como wy, — (o — wy,)
€ uma instancia de um axioma, por MP obtemos que I' ;; @ — wx. Suponhamos, entao,
que x nao ocorre livre em «a. Ora, a formula

Ve(a - w) > (o > Yrw)
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€ uma instancia de axioma do sistema i, desde que = nao ocorra livre em «. E, como
vimos, esse € o caso. Pela regra GEN, portanto, se I' -;; a - w;, entdo I' +;; Vo (a - wy).
Uma aplicacdo de MP nos deixa, entdo, como I' +;; a — Yaw, ouseja, I' +j; o > wy. [

Como podemos observar, os metateoremas obtidos para os sistemas KG (Se-
¢cao 2.6, p. 72), que dependem dos axiomas e definicdo de dedugéo para os sistemas
KG, sdo também obtidos para as suas extensdes elementares conservativas K£G! —
posto que tais extensdes contém os axiomas de KG e a definicdo de deducéo equiva-
lente.

6.2 SEMANTICAS PARA OS SISTEMAS KG!

Uma vez apresentada a sintaxe dos sistemas elementares XG!, podemos entdo
partir para a construcao de suas semanticas. No entanto, devemos notar que dividi-
remos essa sessao em duas subsecdes. A primeira trataremos de uma semantica
direta para os Sistemas KG!. O que isto quer dizer? No capitulo 3 desenvolvemos
uma semantica valorativa para os sistemas proposicionais K£G, que é correta (Teo.
28, p. 85) e completa (Teo. 29, p. 87). Chamaremos de “Semantica Direta dos Sis-
temas K£G!'” uma extensdo da semantica valorativa dos sistemas proposicionais KgG,
introduzindo a nogdo de “Linguagem Diagrama”. A partir desta semantica direta de-
monstraremos a corregdao e completude dos Sistemas K£G!. Na segunda subsec¢ao
trataremos de uma semadntica alternativa para os sistemas KG', oferecendo uma es-
trutura de primeira-ordem nao-convencional. Devemos notar que as demonstragdes
de correcao e completude para essa semantica alternativa ndo serao apresentadas,
sendo esse um desafio a ser enfrentado.

Ressaltamos que, como vimos anteriormente, as linguagens de todos os siste-
mas G tém as mesmas definicées preliminares, alterando-se apenas o conjunto de
seus postulados, o que levou também as suas semanticas terem as mesmas definicées
preliminares, alterando-se apenas as condi¢gdes de suas valoragdes (e adicdo ou nao
de regras dos tableaux). De modo similar, as linguagens de todos os sistemas KG!
tém as mesmas definicbes preliminares, alterando-se apenas o conjunto de postula-
dos para cada sistema. Assim, faremos 0 mesmo com suas semanticas, oferecendo
um conjunto de definicdes preliminares que servirdao para todos os sistemas KG' e,
posteriormente, modificando algumas condicdes para que as semanticas resultantes
sejam coerentes com as sintaxes de cada sistema.

6.2.1 Semantica Direta dos Sistemas KG!

Como dito, a Semantica Direta dos Sistemas KG! € uma extensao da semantica
valorativa dos sistemas proposicionais £G. De modo geral , ofereceremos a definicao
de uma estrutura elementar, construir uma linguagem enriquecida de ' (sendo ¢! um
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sistema KG') com ao menos uma constante individual para cada elemento que per-
tence ao dominio da estrutura elementar (que chamaremos de “linguagem diagrama”)*
e oferecer entdo as condi¢cdes para uma valoracédo das sentengas dessa em um con-
junto de valores-de-verdade {1,0}.% Vejamos entdo as principais defini¢cdes.

Defini¢ao 71 (Estrutura Elementar). Seja 2l = (D, I) uma estrutura de i* (sendo i um
sistema KG') tal que:

(a) D+ @ —que chamaremos de “dominio” de 2;
(b) I um mapeamento tal que:
(b.i) para cada constante individual ¢ de i', um elemento I(c) € D;
(b.ii) para cada simbolo de fungdo n-aria f, I(f): D" - D;
(b.iii) e para cada relagédo n-aria P, uma relagdo I(P) c D.

Definicao 72 (Linguagem Diagrama). Seja 2l uma estrutura elementar de i (sendo
it um sistema KG'). Para cada elemento de D € 2, escolhemos uma nova constante
individual a, sendo o nome do elemento (e, de modo usual, para nomes diferentes
escolhemos elementos diferentes). Chamamos essa nova linguagem de “Linguagem
de Diagrama” de i' relativamente a I. Adiante, referiremos a linguagem diagrama de '
como “Di'”. Designaremos por T;1(A) o conjunto dos termos e S(Di') o conjunto de
sentencas da linguagem diagrama Di' construida sobre a estrutura A.

Definicao 73 (Valoracao de i'). Seja 2l uma estrutura elementar para i* (sendo i um
sistema KG'), uma atribuicdo v** é um mapeamento (ou fungdo-valoragdo) do conjunto
S(Di') de sentencas de Di' em {0,1}, vit: S(Di') — {0,1}, definida como se segue:

Sejai' = KG,', KG,', KG,' ouKG.':

(1) v (P(t1,....tn)) = 1 sse (I(t1),...,I(t,)) € I(P), para P(t,...,t,) que seja uma
formula atbmica.

(2) vi'(Vza) = 1 sse para toda constante individual ¢ de Di' é tal que vi*(a(c)) =1
(a) vil(a) =1 ssevil(a) #0

(b) vil(-.) =1 ssevit(a)=0

(c) Sevil(-,a) =0, entdo vil(a) =1

(d) Se vil(~ya) = 1, entdo vil(a) = 0

Cf. Shoenfield (1967, p.18).
5 Suporemos definigdes ja conhecidas e que podem ser conferidas em Carnielli e Coniglio (2016, p.
302).
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(e) vii(a—>f)=1ssea=00up=1
Sejai' = KG,' ou KG.':

(f) vl (-p—per) = 1, entdo vl (o) = 1
Sejail = KG,' ou KG.':

(9) Sevil(a) =1, entdo vl (~,~,a) =1

Como podemos notar, as condi¢des (a)-(g) da definicao anterior correspondem
as condicoes da semantica (bivalorada) dos sistemas proposicionais £G (Cor. 11, p.
77), enquanto que a condigcéo (1) e (2) é adicionada para corresponder a formulas
atébmicas e ao quantificador universal. Obtemos diretamente da definicdo anterior que:

v (Jzar) = 1 sse ha ao menos uma constante individual ¢ de Di! tal que vit(a(c)) =1

Definicao 74 (Interpretacao de KG'). Uma interpretagcéo de i' (sendo i' um sistema
KG') é um par (A, v") tal que 2l é uma estrutura elementar e v'' uma fungdo-valoragdo
de S(Di') em {1,0} tal como definida anteriormente.

Definicao 75 (Satisfacéo). Seja (2, v') uma interpretagdo de i' (sendo i* um sistema
KG'). Dizemos que uma interpretacdo satisfaz uma sentenca o de Di' se, e somente
se, v''(a) = 1, 0 que denotamos por A, vl =, .

Definicao 76 (Modelo). Se para toda formula 5 € T' (onde I" ¢ S(Di')) é tal que
A, vl ;4 B, dizemos que vt modelaTl.

Definicao 77 (Consequéncia Semantica). Se para toda interpretagéo (21, v') é tal que,
se vt é modelo de I implica que 2, v £;; «, entdo dizemos que o é consequéncia
semaéntica de T", denotando porT E;; a.

Definicao 78 (Férmula Valida). SeI' £;; a e I' = @, dizemos que « é uma “féormula
valida” — o que denotaremos por ;1 «, omitindo assim T".

Teorema 70 (Correcdode KG'). 'ty a = TEj«

Demonstracdo. Como no caso classico, usando indugéo sobre comprimento de prova
de aapartirde I'. O

Devemos manter em mente as definigdes de Conjunto Inconsistente (Def. 35, p.
84), Conjunto Paracompleto (Def. 36, p, 84), Conjunto Trivial (Def. 34, p. 83) e Conjunto
Maximal Nao-Trivial (Def. 37, p. 84) apresentadas anteriormente.
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Definicao 79 (Conjunto de Henkin). Um conjunto T é dito um “Conjunto de Henkin” se,
e somente se, para toda formula « e variavel individual =, ha uma constante individual
c tal que 3ra - a,) que pertence a ' — onde ay,.; € o resultado da substituigcdo de
cada ocorréncia livre de x pela constante ¢ na formula «. Chamaremos a constante c
de “testemunha” para 3xa.

Uma consequéncia da definicao anterior é que, se I" € um conjunto de Henkin,
entdo para toda férmula «: se I' +;; Jza, entdo ha uma constante c e il, I' -, a(c)

Teorema 71. Se I' é um conjunto n&o-trivial de Henkin, entdo ele esta contido em um
conjunto maximal e ndo-trivial de Henkin.

Demonstracdo. A demonstragdo se segue de modo similar ao Lema 1 (p. 86). O

Teorema 72. Se ' é um conjunto maximal e ndo-trivial de Henkin, entao:

1.THjaeacl 5 a¢l'=-,ael
2. rpa=>acl 6. ael"ou-.ael
3. aelle -l 7. aelou-pael
4 ael'= -, afl 8. a,a—>pfel'= el

9. Vza(x) e I' < para toda constante c de i', a(c) e T’

10. Jza(z) € I' < ha uma constante c de i', a(c) € T

Demonstracgo. Os resultados (1)-(8) sédo obtidos tal como visto no Teorema 27 (p. 84).
Os resultados (9) e (10) obtemos facilmente pela definicdo de Conjunto de Henkin (Def.
79, p. 162). Se Vza(x) e I' e I' € um Conjunto de Henkin, entdo para toda constante
ceil, T+ a(c) e, pelo resultado (1), se T' ;1 a(c), entdo a(c) e T'. Do mesmo modo,
se Jza(x) eT" e I' € um Conjunto de Henkin, entdo hd uma constante c € ¢!, I' ;1 a(c)
e, novamente pelo resultado (1), se I' +;; a(c), entdo a(c) € I'. O

Teorema 73. SeI' é um conjunto maximal e ndo-trivial de Henkin, entdo I" tem modelo.
Demonstracdo. Consequéncia do teorema anterior. O

Demonstramos no teorema anterior que todo conjunto de maximal e nao-trivial
de Henkin tem modelo. Contudo, precisamos agora mostrar que qualquer conjunto
nao-trivial de férmulas de um sistema KG' pode ser estendido a um conjunto maximal
e nao-trivial de Henkin. Para isso, precisamos de uns passos adicionais. Seja KG#
uma teoria £G' com a adicdo de uma quantidade enumeravel de novas constantes
individuais. Os axiomas de KXG sdo os mesmos de KG'. Se KG! é nao-trivial, entao
KGH é nao-trivial, uma vez que, se KG' é trivial, entdo podemos encontrar alguma
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contradicdo na forma a A -.a em KG', que pode ser facilmente convertida em uma
contradigdo em KG* — que lhe trivializara. Considere agora uma enumeracao de todas
as formulas de K£G! na forma de generalizagéo existencial: 3z a(z), Jzo, axs), ...
Escolhemos entdo uma sequencia denumeravel de novas constantes (adicionadas em
KGH), c1, o, ... tal que, para toda m < n, ¢, € distinta de ¢,, € ndo aparece em «,,, OU «,.
Definimos entdo uma nova sequéncia de férmulas:

(81) 33710[1(1’1) - 041[131/01]

(82) 31‘20&2(1’2) hd Oéz[ng/CQ]

(Sn) Fzpan(xn) = aplzn/cn]

Através dessa nova sequéncia de formulas (S1-Sn) definimos uma sequéncia
infinita de teorias. Para cada n > 1, seja KG, " a teoria que resulta ao adicionar S1, ...
Sn a K£G*. Seja a teoria KG, a teoria que resulta na adicdo de todas as formulas
Sn a KGH. Podemos facilmente observar que, se KXG' é consistente, cada K£G,” é
consistente e, portanto, £G. é consistente. Além disso, KG,,” € uma simples extensao
de KG'. A partir de agora fica facil observarmos que, se I' € um conjunto nao-trivial
de formulas de K£G', entdo I" esta contido em um conjunto I' de formulas de £G .
Como I' é nao-trivial, I' também o sera, além de ter a propriedade de ser um conjunto
de Henkin, posto que para qualquer formula 3z,a(z;), tera sido adicionado a £G,*
uma férmula (Sj) 3z;a(x;) - af[z;/c;], tal que a constante ¢, sera testemunha. Posto
que ' é um conjunto de Henkin nao-trivial, pelo teorema 73 (p. 162), I' tem modelo.
Isso resulta, imediatamente, no seguinte corolario.

Corolario 31. Todo conjunto nao-trivial de formulas de i' (sendo i' um sistema KG')
tem modelo.

Demonstracdo. Imediato pelos resultados anteriores. O
Teorema 74 (Completude de KGY). ' = Ty«

Demonstracdo. A demonstracao se segue de modo similar ao Teorema da Completude
dos sistemas proposicionais K£G (Teo. 29, p. 87). O

Teorema 75 (Completude Forte de KG!). ' < T Ej«

Demonstragdo. Diretamente do Teorema da Correcao de KG' (Teo. 70, p. 161) e Teo-
rema da Completude de £G! (Teo. 74, p. 163). O
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6.2.2 Semantica Alternativa dos Sistemas KG!

Como dito anteriormente, através da semantica alternativa para os sistemas
KG' ofereceremos uma estrutura de primeira-ordem nao-convencional. Devemos notar
que as demonstracdes de correcao e completude para essa semantica alternativa nao
serao apresentadas, que deixaremos como um desafio a ser enfrentado no futuro. Mas
0 que queremos dizer com “estrutura de primeira-ordem néo-convencional’? Vejamos
sua defini¢ao:

Definicao 80 (Estrutura de Primeira Ordem para KG'). Seja 2l = (D, I,¢,7,9) uma
estrutura para KG' tal que:

(1) D+ @ —que chamaremos de “dominio” de 2 ;
(2) I uma fungéo-interpretagdo sobre D, definida como se segue:
(2.a) Se c é uma constante individual, entdo I(c) = ¢! € D;
(2.b) Se P é uma relagdo n-aria, entdo I(P) = P! c D»;
(2.c) Se f é uma fungdo n-aria, entdo I(f) = f!, tal que f! é uma fungdo em D;
(3) ¢ um operador tal que, se X é um subconjunto em D", X¢={zxeD":x ¢ X}
(4) ¢ um operador tal que, se X é um subconjunto em D", X1 c X¢
(5) » um operador tal que, se X é um subconjunto em D", X? = Xcu X', onde X' c X

Para entender nosso objetivo, vejamos uma abordagem intuitiva dessa estrutura.
As defini¢des anteriores garantem que cada constante individual de i' sera interpretada
como um elemento I(a) € D; cada relagao n-aria P sera interpretada em I(P) c D,
e cada fungao n-aria f interpretada em uma funcao n-aria f! definida sobre D». A
diferenca dessa estrutura é que utilizaremos os operadores ¢, ? e ¢ para dividir nosso
dominio em algumas partes. Essa ideia fica melhor representada no seguinte diagrama
(para facilitar nossa analise inicial, utilizaremos aqui apenas um predicado unario P):
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P[ E P(:

Figura 3 — Estrutura de Primeira-Ordem

Adiantando a definicdo de satisfacdo por uma atribuicdo que apresentaremos
adiante (Def. 84, p. 166), uma formula atbmica como P(a) sera verdadeira em uma
estrutura 2( quando o elemento de D que interpreta a, I(a), pertence ao subconjunto
de D que interpreta o predicado P, I(P) — i.e., a' € PI. A férmula P(a) sera falsa,
portanto, quando a! ¢ P/. Como ja podemos adiantar, se P(a) é falso, entdo —.P(a)
€ verdadeiro e, como podemos facilmente observar pelas definicdes anteriores, se
al ¢ P1, entdo a’ € P¢. Ou seja, —-.P(a) € verdadeiro se af € P¢.

Preservando os resultados que obtivemos acerca das relagdes entre as nega-
coes, sabemos que se -,P(a) - -.P(a). Seja -,P(a) entdo interpretado como af € P1.
Uma vez que P? c P¢, segue que a! € P¢, obtendo assim que -.P(a). O que seria
entdo um caso de paracompletude? Como vimos, seria um caso que tanto « quanto
-, N80 s&o obtidos, o que seria equivalente a -.a € -.—~,c. Sendo « = P(a) obteremos
que -.P(a) e -.~,P(a). Dada nossa analise da estrutura oferecida, seria o caso que
al € P¢ e al ¢ P (ou al € P°).

Por fim, sabemos que se -.P(a) - -,P(a). Como P? = Pcu P’, onde P’ c P!, se
a’ € P¢ entdo a! € Pr. O que seria entdo um caso de paraconsisténcia? Como vimos,
seria um caso que tanto a quanto -,« séo obtidos. Sendo « = P(a) obteremos que
P(a) e -,P(a). Dada nossa analise da estrutura oferecida, seria o caso que af € P!
e, ao mesmo tempo, a’ € PP. Como PP = P¢u P’, onde P’ c P!, obtemos assim que
a’ € P'.% Até aqui fizemos apenas uma andlise intuitiva da estrutura que pretendemos
oferecer como semantica alternativa para os sistemas KG'. Vejamos outras definicdes
importantes.

Definicao 81 (Atribuicao). Seja 2l uma estrutura de primeira ordem para KG'. Uma
atribuicdo de valores a variaveis (ou simplesmente atribuicdo) € uma fungdo v do

conjunto de variaveis no dominio D tal que, para toda variavel x de KG', v(z) € D.
6

Devemos notar que a analise apresentada até aqui se utiliza de um predicado P, mas que podemos
facilmente estender essa andlise para relacées n-arias.
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Definicao 82 (Variante). Sejam v e u duas atribuicbes com respeito a um mesmo
dominio D. Dizemos que a atribuigcdo u é “x-variante” de v se, para toda variavel y # x,
u(y) = v(y). Isto é, uw é uma z-variante de v se atribuem as mesmas variaveis os
mesmos elementos de D, com a possivel excecdo da variavel x.

Como podemos facilmente observar, toda atribuigao € z-variante de si mesma.
Dada a definigdo de variante, duas atribuicées sao z-variantes se concordam em todas
as variaveis, com a possivel excecdo da [propria] variavel x. 1sso permite, portanto,
que se duas atribuigdes, u e v, concordem para toda y # z, elas sejam z-variantes
mesmo que u(z) = v(x). Logo, toda valoragao é x-variante de si mesma.

Definicao 83 (Valoragdo de um Termo). Dada uma estrutura de primeira ordem 2l e
uma atribuicao v, definimos o valor semantico de um termo t com respeito av em uma
estrutura 2, que denotaremos por (t)v:

(i) Set é uma constante, entdo (t)" = t!
(i) Set uma variavel, entdo (t)* = v(t)
(iii) Set= f é uma fungdo n-aria e t, ..., t, termos, (t)* = f1((t1)?, ..., (tn)")

Podemos agora apresentar as condicbes em que uma férmula qualquer é satis-
feita em uma estrutura.

Definicao 84 (Satisfacao por uma Valoragéo). Seja 2l uma estrutura de primeira ordem
para um sistema i' (tal que i* é um sistema KG') e v uma valoracdo em 2.

Sejai' = KG}, ou KGl ou KGl ou KG!:
(@) A, vy P(ty,....t,) SS€ ((t1)Y, ..., (t,)V) € P!
(b) A, v ik ~P(ty,...,t,) sse {(t1)?, ..., (t,)?) € P¢
(c) A, vk = P(th,...,t,) 88€ ((t1)7, ..., (t,)V) € PP
(d) A,vikq ~gP(t1,....,t,) Ss€((t1)Y, ..., (t,)?) € P4
(e) A, viry assel vt .o
(f) Se A, vifi —pa, entdo A, v I+ o
(9) Se A, v iy ~,a, entdo A, v -4 «
(h) 2, v -1 Yza Sse para toda u, x-variante de v, A, u -, «
(i) vy a— Fsse vt aoud,vikg S

Sejai' = KG, ou KGl:
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() SeA, vy -y, entdo A, v - «
Sejai' = KG} ou KGl:
(k) Se2l, vy o, entdo A, v Iy ~g—gr
Podemos entéo estender as condigcdes aos conectivos definidos:
-AvikganpfsseAvibgaeAviy [
-AvikgavpsseA vk aoul,vibg B
-A vk a<o fsseA v a— e vk f— a (ou se ambas sdo falsas)
- A, v I+ Jza SSe ha algum u, x-variante de v, A, u 1+ «

Dizemos que uma formula o é “satisfativel” se, para pelo menos uma estrutura 2, e
pelo menos uma valoragdo v em 2, temos que A, v I-; «

Note que as condi¢des (b)-(d) diferem de uma definicao usual das condi¢des de
verdade para uma férmula com negacédo. Como podemos facilmente observar, se P é
uma relagao n-aria, entdo P/ u P¢ = D*, o0 que implica que P’ u Pr = D". No entanto,
se P? # P¢, entdao P’ u P9 # D". A ideia geral das clausulas (b)-(d) pode ser melhor
visualizadas no diagrama da Estrutura de Primeira-Ordem apresentado anteriormente
(p. 165).

Dada a definicao de PP, esse conjunto € a uniao de P¢ e uma parte prépria de
PI, que chamamos de P’. Se P’ = @, entdo Pr = P¢, de modo que se ((t1)Y, ..., (t,)") €
Ppr, entdo ((t1),...,(t,)?) € P¢ — 0 que ocasionara que -,P(ty,...,t,) € equivalente a
-.P(t1,...,t,). De modo semelhante, P¢ € uma parte igual ou prépria do conjunto Pec.
Se Pi+# P, i.e., € uma parte propria de P, entdo a -,P(ty,...,t,) ndo sera equivalente
a -.P(ti,....t,). Por outro lado, caso P? = P¢, entdo -,P(t1,...,t,) sera equivalente
a -.P(ty,...,t,). Disso é facil percebermos que se P’ = g e P? = P¢, entdao Pr =
P¢ = P, de modo que -,P(t4,...,t,) sera equivalente a -, P(ti,....t,,) € =P (t1,....t,).
Esses fatos representam trés situagdes ja conhecidas por nds, quando observamos o
funcionamento dos trés operadores de bom comportamento para KG: Se « = P(a) €
obtemos que o”, entdo serd o caso apenas PP = P¢; se a4, entdo P? = P¢; por fim, se
o, entdo PP = P¢ = P4,

Definicao 85 (Férmula Verdadeira). Uma féormula o de i* (sendo i' um sistema KG*)
é dita “verdadeira” em uma estrutura 2, o que indicaremos por 2A(«) = 1 se, e somente
se, para toda valoragcdo v em 2, 2, v I+; . Dizemos que uma formula é “falsa” em 21, o
que indicaremos por 2l(«) = 0 se, e somente se, para toda valoragcdo v de 2, A, v I\-; a.

Teorema 76 (Fecho Universal). Seja o uma férmula qualquer de i' (sendo i' um
sistema de KG') e o/ o fecho de «. Para qualquer estrutura 2, 2(«) = 2A(al)
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Demonstragdo. Se o« é uma formula fechada, entdo a demonstracao é imediata — tal
como observado na definicdo de fecho de uma férmula. Seja entdo « uma férmula
aberta no qual z1, ..., x,, sejam todas as variaveis que ocorrem livres em a. Segue-se,
portanto, que of sera a formula Vz,...Vx,a. A demonstracdo desse teorema devera
seguir duas partes (1) se 2(a) =1, entdo A(af) = 1; (2) se A(af) =1, entdo A(«) = 1.
Vejamos (1). Suponha que 2((«) = 1. Pela definigao, o é satisfeita por todas as atri-
buicbes em 2. Seja v uma valoragao qualquer em 2. Assim, 2(,v I-; a. Mas se a é
satisfeita por todas as atribuices em 2, entdo € satisfeita por uma valoracéo « qual-
quer que seja z,-variante de v. Logo, 2, v I+; Yx,«. Posto que v € uma valoragcao
qualquer de 21, temos que Vx,« é satisfeita por todas as atribuicdes em 2( e, portanto,
A(Vzx,«a) = 1. Devemos entao repetir esse processo para z,,_1, ..., 1, mostrando assim
que, se A(«) = 1, entdo A(af) = 1.

Vejamos (2). Suponha que 24(a’) =1 0 que, de acordo com nossa suposigao, significa
que A(Vxy,...,Vx,a) = 1. Entdo esta férmula é satisfeita por todas as atribuigdes,
particularmente para uma valoragcao v qualquer. Temos entdao que 2, v I+; V4, ..., Vz,q,
o que implica que Vzq,..., Vr,a € satisfeita por todas as atribuices, posto que v é
qualquer. Deste modo, se V4, ..., Va,a é satisfeita por todas as atribuicoes, é satisfeita
por todas as atribuigdes x;-variantes de si mesma. Logo, A(Vzs, ..., Vx,a) = 1. Devemos
entdo repetir esse processo para s, ..., r,,, 0 que chegaremos entéo ao resultado que
A(a) = 1. O

Definicao 86 (Modelo). SejaT" um conjunto de férmulas de i (sendo i um dos sistemas
KG'). Dizemos que uma valoragdo v em uma estrutura 21 é “modelo” para I" se, e
somente se, para toda formula « € T', 2l(«) = 1. Denotaremos isso como 2, v I+; I ou
A(r)=1

Definicao 87 (Consequéncia Semantica). Seja I' um conjunto de formulas e o uma
formula de i (sendo i um dos sistemas KG'). Dizemos que o é consequéncia semantica
de I" se, e somente se, todo modelo de I' é também um modelo de «. Isto é, para toda
estrutura 2 e valoragdo v que interprete as formulas de I" e «, se A(I") = 1, entdo
2(«) = 1. Denotaremos isso por

I'E; o

Definicao 88 (Equivaléncia Semantica). Dizemos que duas proposigcbes, « e 5 de um
sistemai (sendo i é um sistema KG') sdo “semanticamente equivalente” se, e somente
se, todo modelo de o € um modelo de [ (e vice-versa). Isto é, para toda estrutura 2l e
valoracao v que interprete o e j3,

A(a) =2A(3)

I{1 r4

Definicao 89 (Validade). Uma férmula oo de um sistema i de KG' é dita “valida” se, e
somente se, para toda estrutura B e toda valoracdo u, B, u I+;; «. Denotaremos isso
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como:

IF;1 @

Dada a definicado de Consequéncia Semantica e Validade, escreveremos I I+;; «
para 0 caso que, se toda estrutura 2( e toda valoracao v, se 2(I") = 1 entdo («) = 1.

Teorema 77. Se o/ é o Fecho Universal de o, entao
E, 0 <k o

Demonstracdo. Segue diretamente do teorema 76 (p. 167) e pela definicao 88 (p.
168). O

Através das definicdes apresentadas, podemos entdo observar alguns resulta-
dos semanticos importantes:

Teorema 78 (Valores Semanticos das Negacdes).

(i) Ndo é o caso queA(a)=1eA(a)=0
(i) N&o é o caso que A(a) =1 eA(-.a) =1

(iii) NGo é o caso que A(a) =0 e A(-.a) =0

(iv) N&o é o caso que A(a) =0 e A(—-,a) =0

(v) Ndo é o caso que A(a) =1 e A(—~,a) =1

(vi) E possivel que A(a) =1 e A(~,a) =1

(vii) E possivel que A(a) =0 e A(~,a) =0

Demonstracdo. Sao obtidos diretamente, posto a definicao de Verdade (Def. 84, p.
166). O

Teorema 79.
(i) Sed(a)=1eA(a—pB)=1,entaoA(p) =1
(i) A(Vza) =1 sse A(-.Fx-.a) = 1
(iii) A(Jza) =1 sse A(~Vr-.a) =1
(iv) Sed(Vra) =1, entdo A(og) = 1
(v) Se x néo é livre em «, entdo se A(Vx(a — )) = 1, seque que A(a - V) =1

(vi) Se as variaveis livres de uma formula o (caso haja alguma) ocorrem na lista
x1,...,T,, € as atribuicées v e u (de uma mesma estrutura ) sdo tais que, para
todo x;, v(x;) =t(x;), entdo A, v E; o sse A, u =; «
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Demonstragéo.

Demonstragéo de (i). Suponha que (a) 2(«) =1, (b) A(a — ) = 1, mas () = 0. Posto
a condicao (i) da definicdo 84 (p. 166), A(a - ) = 1 se, e somente se, A(«) =0 ou
2A(B) = 1. Dada a suposicao (b) e a condigao de verdade da condicional, ou 24(«) =0 —
0 que contradiz a suposi¢ao (a); ou 2(/5) = 1 — que é o que queremos demonstrar.
Demonstracdes de (ii)-(iii). S&o obtidas tal como na légica classica de primeira ordem.
Demonstragao de (iv). Suponhamos que 2A(Vxa) = 1. Por definigao, a férmula é ver-
dadeira em todas as atribuicdes, do que se segue que « é satisfeita por todas as
x-variantes de todas as atribuicbes. Como cada atribuigao é z-variante de si mesma,
isso implica que « é satisfeita por todas as atribuicées. Deste modo, « é satisfeita
nao importando qual valor seja atribuido a variavel x, o que inclui qualuger valor que
o termo t possa tomar em uma atribuigdo. Portanto, o, € satisfeita por qualquer
atribui¢cé@o, seguindo-se assim que A(a,) = 1.

Demonstragéo de (v). Suponhamos que Vz(a — ) seja uma formula que x ndo ocorre
livre em o e seja satisfeita por todas as atribuicdes na estrutura 2. Suponhamos
também que h& alguma atribui¢cdo v tal que v If-;; o —» Vx (. Segue-se que v I-; a €
v If;1 V8. Pela definigcdo de verdade, deve haver uma atribuigdo v que € uma z-variante
de v tal que u If-;; 8. Todavia, dado que A(Vz(a — 3)) = 1, temos que v I YVa(a — (),
seguindo-se que, pela definicdo de verdade (Def. 84, p. 166), o — [ é satisfeita por
todas as x-variantes de v, incluindo u. Portanto, u i+; a - 8. Como v I+;; o, segue-se
que u I-; a. Se « for uma féormula fechada, ser satisfeita por uma atribuicao implicara
que sera satisfeita por todas. Caso « seja aberta, pela hipdtese a variavel = ndo ocorre
em «. Como v e u concordam no valor que atribuem a todas as variaveis, com a
possivel excecao de z, segue-se que v I+;; « Se, e somente se, u I-; «. No entanto,
disso se segue que u I-; 5 — 0 que é uma contradicdo. Logo, 2A(« - Yz 3) = 1.
Demonstracao de (vi). Segue-se diretamente do teorema 76 (p. 167). O

Teorema 80. Em KG.,, obtemos que:
(C1) Erim a > (B~ a)
(C2) Fiam (a = ) = ((a = (B =7)) = (e >7))
(NT) Fiam (a > ) = ((a > =~cf) > ~c)
(N2) Efim g0 = —cx
(N3) i —ett = —por
(N4) Ex1m —emex >
(NB) f1m —p=px > @

(N6) i1 0 = —~gmgx



Capitulo 6. Extensées Elementares dos Sistemas KG 171

Demonstragédo. (C1) Suponha que haja uma estrutura 2( de K£G), tal que (1) A(a —
(8 - «)) =0. Entao (2.a) A(«) =1 e (2.b) A(5 - «) = 0. De (2.b) obtemos que (2.b.i)
2A(B) =1 e (2.b.ii) A(«) = 0. No entanto, (2.b.ii) contradiz (2.a). Portanto, 2(a - (8 —
«)) =1, para toda estrutura A de K£G! .

(C2) Suponha que haja uma estrutura 20 de K£G! tal que (1) A((a —» B) —
((a > (B => 7)) = (e« = 7)) =0. De (1) obtemos que (2.a) A(a — 5) = 1 e (2.b)
A((a = (6> 7)) = (> 7)) = 0. De (2.b) obtemos que (3.a) A(a = (> ) =1¢€
(3.b) A(a — ) = 0. De (3.b) obtemos que (3.b.i) A(a) = 1 e (3.b.ii) 2A(y) = 0. De (2.a)
obtemos que ou (2.a.i) 2A(«) = 0 ou (2.a.ii) 2A(S) = 1. No entanto, (2.a.i) contradiz (3.b.i).
Portanto, segue-se que (2.a.ii) De (3.a) obtemos que ou (3.a.i) 2l(a) = 0 ou (3.a.ii)
(8 - ~v) = 1. No entanto, (3.a.i) contradiz, novamente, (3.b.i). Portanto, segue-se que
(3.a.ii). De (3.a.ii) obtemos que ou (3.a.ii.l) 2((5) = 0 ou (3.a.ii.ll) 2A(v) = 1. No entanto,
(3.a.ii.l) contradiz (2.a.ii) e (3.a.ii.ll) contradiz (3.b.ii). Logo, segue-se que ndo ha uma
estrutura A para KG! talque A((a = 5) - ((a = (B —>7)) = (e —7))) =0.

(N1) Suponha que haja uma estrutura 2 de K£G}, tal que (1)2A((a = B) - ((a —>
-) = =.a)) =0. De (1) obtemos que (2.a) A(a - ) =1 e (2.b) A((a - =) = —c) =
0. De (2.b) obtemos que (3.a) A(a - -.4) =1 e (3.b) A(-.a) = 0. De (3.b) obtemos
que (3.b.i) A(a) = 1. De (2.a) obtemos que ou (2.a.i) A(«) = 0 ou (2.a.ii) A(5) = 1. No
entanto, (2.a.i) contradiz (3.b.i). Portanto, segue-se que (2.a.ii). De (3.a) segue-se que
(8.a.i) A(«) = 0 ou (3.a.ii) A(-.4) = 1. No entanto, como vimos anteriormente, (3.a.i)
contradiz (3.b.i), seguindo-se que (3.a.ii). No entanto, de (3.a.ii) obtemos que (3.a.ii.l)
2A(B) =0, que contradiz (2.a.ii). Logo, segue-se que nao ha uma estrutura 2 para £G),
tal que A((a = B) - (@ > =cf) = =) = 0.

(N2) Suponha que haja uma estrutura 2 de G! tal que (1) A(-,a0 > —.a) = 0.
De (1) se segue que (2) A(-,a) =1 e (3) A(-.) = 0. De (2) segue-se que (2.a) A(a) =0
e de (3) segue-se que (3.a) A(«) = 1. Mas (2.a) e (3.a) se contradizem. Logo, ndo ha
uma estrutura 2 para £g}, tal que A(-,a - -.a) = 0.

(N3) Suponha que haja uma estrutura 2 de K£G! tal que (1) A(-.a - —,a) = 0.
De (1) se segue que (2) A(-.a) = 1 e (3) A(-,a) = 0. De (2) segue-se que (2.a) A(a) =0
e de (3) segue-se que (3.a) A(«) = 1. Mas (2.a) e (3.a) se contradizem. Logo, ndo ha
uma estrutura 2 para £g}, tal que A(-.«c - —,a) = 0.

(N4) Suponha que haja uma estrutura 20 de K£G! tal que (1) 2A(-.—.a - ) = 0. De
(1) se segue que (2) A(=.—.a) =1 e (3) A(«) = 0. De (2) segue-se que (2.a) A(-.a) =0
e de (2.a) segue-se que (2.b) 2A(«) = 1. No entanto, (2.b) contradiz (3). Portanto, ndo
ha uma estrutura 2 para £g}, tal que A(-.—~.a - a) = 0.

(N5) Se fosse o caso que Fx1., —p—pa = «, €ntdo obteriamos uma contradicéo
semantica da suposi¢cdo que ha alguma estrutura 2 de Gl tal que (1) 2A(-p—pa —
a) = 0. Vejamos se esse é o caso. De (1) obtemos que (2) A(-,—,a) =1 e (3) A(«) = 0.
No entanto, de (2) ndo somos capazes de obter que 2((«) =1 e, assim, seguir-se uma
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contradicdo. Portanto, #1,, —p—pa = .

(N6) Se fosse o caso que =, @ = -4, €ntdo obteriamos uma contradigéo
semantica da suposi¢do que ha alguma estrutura 2 de K£G1, tal que (1) (o - —y—,a) =
0. Vejamos se esse é o caso. De (1) obtemos que (2) 2(a) =1 e (3) A(-,~,a) =0. No
entanto, de (1) ndo somos capazes de obter que 2((«) = 0 e, assim, seguir-se uma
contradi¢do. Portanto, i1, a = —y=,0. O

Teorema 81. Em KG,, obtemos que:
(C1) Erip o~ (6~ )
(C2) iy (a = B) > (= (B> 7)) = (@ =>7))
(N1) Eryp (o = ) = ((a > =) = =)
(N2) Ef1p —g > =t
(N3) Er1p ~c > —par
(N4) Er1p ~c—cx =
(NS) Erip ~p=pr =
(N6) #11p 00 > =g

Demonstracdo. As demonstracao de (C1)-(N4) e (N6) sdo as mesmas vistas no teo-
rema 80 (p. 170). Precisamos, portanto, avaliar (N5). Antes de iniciarmos a demons-
tragéo, devemos levar em consideragdo que a semantica para K£G, introduz, além de
todas as condi¢cdes de verdade para KG.,, a condigdo: (j) Se A, v Ik —p—pc, €NtE0
2, v IF1, . Através dessa condicdo, a demonstragdo de (N5) se torna direta. Supo-
nha que haja uma estrutura  de Kg, tal que (1) 2(-,—,a - a) = 0. De (1) obtemos
que (2) A(-,—pa) =1 e (3) A(«) = 0. Dada a condicao (j), segue-se de (2) que (2.a)
(o) = 1, 0 que contradiz (3). Portanto, ndo ha uma estrutura 2 para KG! tal que
A(=p—pa > ) =0 O

Teorema 82. Em KG;, obtemos que:
(C1) ey > (B8~ )
(C2) Erig (> ) = ((r > (6= 7)) = (@ =>7))
(N1) Er1g (@ > ) = ((@ > =cf) = ~c)
(N2) Ef1g ~g0x = —cx
(N3) Ek1g ~cx = —par

(N4) Fklg Dccd = &
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(N5) #r1qg ~p—pr =
(N6) IZqu o — ﬁqﬂqOZ

Demonstracdo. As demonstracado de (C1)-(N5) sdo as mesmas vistas no teorema
80 (p. 170). Precisamos, portanto, avaliar (N6). Antes de iniciarmos a demonstragao,
devemos levar em consideragao que a semantica para KG/ introduz, além de todas as
condigbes de verdade para Gl , a condigdo: (k) Se A, v I-; a, entdo A, v I -4
Através dessa condicao, a demonstracao de (N6) se torna direta. Suponha que haja
uma estrutura 2 de KG; tal que (1) 2A(a - —,—,a) = 0. De (1) obtemos que (2) 2A(a) =1
e (3) 2(-,—,) = 0. Dada a condi¢éo (k), segue-se de (2) que (2.a) A(-,~,«) = 1, 0 que
contradiz (3). Portanto, ndo ha uma estrutura 2l para K£G/ tal que 2A(a » —~;—~,a) =0. [

Teorema 83. Em KG!, obtemos que:
(C1) Fric = (8 - )
(C2) Erie (a > B) = ((a > (B >7)) > (a=>7))
(NT) Eric (o = B) = ((a > =) = —ct)
(N2) Er1e ~ga = e
(N3) Er1c 0 = —pa
(N4) =110 ~—cx =
(N5) Er1e ~p—pa =
(N6) =i1. a0 > g0

Demonstracdo. As demonstracdes (C1)-(N4) sdo as mesmas vistas no teorema 80
(p. 170). Posto que KG! contém a condicéo (j), a demonstragdo de (N5) € a mesma
que a vista no teorema 81 (p. 172). E, uma vez que KG! contém a condicao (k), a
demonstracdo de (N6) € a mesma que a vista no teorema 82 (p. 172). O

Deveriamos agora demonstrar alguns metateoremas para a semantica alterna-
tiva que acabamos de oferecer. Contudo, como dito anteriormente, deixaremos esses
resultados em aberto para uma investigagao futura.

6.3 TABLEAUX ANALITICOS PARA KG!

Podemos oferecer entdo um método de prova por Tableaux Analiticos, de modo
similar ao oferecido para os sistemas proposicionais XG. Para isso nds estenderemos
as regras dos tableaux analiticos de Kg, i.e., manteremos as regras dos tableaux ana-
liticos de G (o que foi visto na secao 3.3, p. 98) e adicionando regras especiais para
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os quantificadores. Antes de introduzirmos as regras dos quantificadores, devemos
introduzir uma regra que chamaremos de “Regra do Fecho”. Provamos que uma para
formula qualquer, «, de ¢ (sendo 7 um sistema de £G!) e of sendo o fecho de «, para
qualquer estrutura 2, A(«) =2A(a') (Teorema do Fecho: Teo. 76, p. 167). Entao, intro-
duziremos uma regra que, para qualquer férmula aberta «o(x), iremos substitui-la por
seu fecho Vza(x). Deste modo, trabalharemos apenas com as sentencgas (férmulas
fechadas) dos sistemas K£G!'.

Regra de Tableux: Fecho (FC)

1. a(y)
2. Vealy/z] 1, FC

Sendo «(y) uma férmula aberta, substituindo a variavel y na férmula « por um x
que ndo tenha ocorrido no ramo.

Regra de Tableux: Fecho (FC)

1. a(y) [o]
2. Vzaly/x] [o] 1, FC

Sendo a(y) uma formula aberta, substituindo a variavel y na férmula « por um =
gue nao tenha ocorrido no ramo.
Devemos também introduzir uma regra de substituicao para variaveis, conforme
vimos anteriormente.
Regra de Tableux: Substituicao (Sub)

1. alz/t]
2. a(t) 1, Sub

Sendo «p,;; uma substituicdo admissivel.

Regra de Tableux: Substituicao (Sub)

1. alz/t] [o]
2. a(t) [o] 1, Sub

Sendo oy, /) uma substituicdo admissivel.
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Podemos entao introduzir as regras para o Quantificador Universal e Existencial
(ainda que esse ultimo tenha sido introduzido como definido, mas sera util termos a
regra para facilitar a notacao).

Regra de Tableux: Quant. Universal (QU)

1. Vra
2. alz/c] 1, QU

Substituindo = por ¢ em « para qualquer constante c.

Regra de Tableux: Quant. Universal (QU)

1. Vza [0]
2. alz/c] [o] 1, QU
Substituindo = por ¢ em « desde que ¢ seja uma nova constante no ramo.

Regra de Tableux: Quant. Existencial (QE)

1. Jza
2. alz/c] 1, QE

Substituindo = por ¢ em « desde que ¢ seja uma nova constante no ramo.

Regra de Tableux: Quant. Existencial (QE)

1. Jza [0]
2. afz/c] [o] 1, QE

Substituindo = por ¢ em « para qualquer constante c.

Tal como vimos no capitulo 3, devemos também provar que, se assumirmos
os postulados de K£G! com valor [o0], obteremos um tableaux analitico fechado (i.e.,
encontraremos uma contradicao semantica). Para a regra (MP) e os axiomas (C1)-(N6)
dos sistemas KG' as demonstragdo se seguem iguais as que desenvolvemos para
os sistemas KG. Vejamos entdo os postulados dos sistemas K£G' que diferem de KG,
sendo eles (Q1)-(GEN).

Teorema 84 (Demonstragéo de Q1). &; Vaza(x) — oy
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Demonstragéo:
1. Vea(z) - alz/t] [0]
2. Vra(x) 1,CD
3. alz/t] [o] 1, CD
4. a(t) [o] 3, Sub
5. a(t) 2,QuU
®

Teorema 85 (Demonstracao de Q2). Seja o« uma formula onde a variavel x ndo ocorre
livre
Fi V(z)(a > B(z)) > o> Vap(x)

Demonstragéo:

1. V@) (a~0B@)~a-Vai(a) [o]

2. Va(a - A(x))

3. a—-VYzh(x) [o]

4. o 2,CD

5. Vefp(x) [o] 2,CD

6. B(a) [o] 4, QU

7. a— B(a) 1,QU
/\

8. a [o] B(a) 6, CD
® ®

Teorema 86 (Demonstracdo de GEN). Se x ocorre livre em «, entdo
aE; Veoa(x)

Demonstragio:
a
Vrza(x) [o]
a(t) [o] 2,QU
Vya(y) 1, FC
a(t) 4,QU

®

o s wn -

Deveriamos agora provar a corre¢cao e completude do método de Tableaux
Analitico. Contudo, como vimos anteriormente, posto que os sistemas KXG! sao corretos
e completos, assumiremos que seu método de tableux também é.
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6.4 POSSIVEIS TEORIAS SOBRE OS SISTEMAS £G!

Existem, a principio, infinitas possiveis teorias que podemos construir sobre
os sistemas KG'. Todavia, algumas dessas sao dignas de nota, como é o caso das
extensdes dos sistemas KG! introduzindo a nogao de identidade, como também a
chamada “Aritmética de Robinson” (ROBINSON, 1950).

6.4.1 Extensao dos Sistemas £G' com Identidade

Posto que vimos até agora, podemos estender a linguagem dos sistemas £G' ao
introduzir um simbolo “=” (que chamaremos de “identidade”), adicionando postulados
(no caso, um axioma e um esquema de axioma) especificos para esse simbolo, que
seriam (sendo ¢ uma metavariavel para férmulas):

(=1) Va(z =)
(=2) Vavy(z =y - (o(z) = ¢(y)))

Iremos nos referir as teorias resultantes como sistemas K£G=. De modo geral,
precisamos agora oferecer uma seméantica adequada para tais expressdes e provar
a correcao e completude dos referidos sistemas. Todavia, como vimos até agora, as
demonstracdes desses metateoremas sao similares aos ja conhecidos para a Logica
Classica de Primeira Ordem. Deste modo, assumiremos aqui que as extensdes ele-
mentares com identidade sdo, também, corretas e completas.

Vinculada a nogéao de identidade (=), temos a nogao de diferenca (#), compreen-
dida como a negacao de uma relacéao de identidade entre dois termos. Todavia, posto
que qualquer sistema KG= contém trés tipos de negacgdes, consequentemente teremos
trés tipos de diferencgas, sendo elas definidas como:

Diferenga Classica: (z #. y) € —.(z = y)
Diferenga Paraconsistente: (z #, y) % —,(z = )

Diferenga Paracompleta: (z #, 1) = —,(z = y)

Note, pois, que A(a #. b) = 1 sse A(a =b) = 0. No entanto, pode ser o caso que
(1) A(a #, b) = A(a = b) = 1 ou mesmo que (2) A(a #, b) = A(a = b) = 0. Qual seria
o significado dos casos (1) e (2)? Como interpretar essas no¢oes de diferencas que
divergem da tradicional (i.e., nog¢ao classica)?

6.4.2 Aritmética de Robinson em Kg!

Vejamos a Aritmética de Robinson, tal como apresentada por Mendelson (1997,
p. 202-3). Seja 7. = (i, s,0, x, +,<,=) uma teoria tal que i € um dos sistemas KG'; s é
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uma fungao unaria s(x), lido como “o sucessor de x”; 0 € um simbolo distinguido, que
interpretaremos como zero; x e + sendo duas operacdes bindrias que interpretaremos
como multiplicacdo e adicao, respectivamente; = e < serdo duas relagdes binaria que
interpretaremos como identidade e relacao de menor que, respectivamente. Os postu-
lados de T, sdo a uniao dos postulados de i e o conjunto de postulados especificos
apresentados abaixo, definidos sobre a linguagem de 7, :

(@) Va(x =x)

(b) Vavy(z =y >y =x)

(©) VaVy¥z(z =y~ (r=2>y=2))

(d) VaVy(z =y — s(x) = s(y))

() VaVyVe(z =y > ((z+2=y+2)A(z+z=2+7))
(f) VaVyVz(z =y > ((zrxz=yx2)A(zxx=2x7)))
(9) Vavy(s(z) = s(y) >z =y)

(h) Va-c(0 = s(z))

(i) Va=e(z = 0) - Jy(x = s(y))

() Va((z +0) = z)

(k) VaVy(z +s(y) = s(z +y))

(1) Ya((z x 0) = 0)

(M) Vavy((z x s(y)) = ((z xy) +z))

(n) Va-(z <0)

(0) V(0 =z v0<x)

(P) VaVy((z <y) < (s(z) <y vs(y) =y))

(@) Vavy((z <s(y) < (z<yva=y)))

Com os postulados do sistema i e os dezessete postulados anteriores, somos
capazes de obter a chamada “Aritmética de Robinson”, dado que os postulados (h),
(i) e (n) utilizam da negacéo classica — equivalentes, portanto, a formulacao usual da
aritmética de Robinson no calculo de predicados classico. Mas e se utilizarmos alguma
das outras negacodes nesses postulados? Como, por exemplo, para os postulados (h)
e (n):
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(h") V2 (=, (0 = s(x))) (h") Y (=4(0 = 5(2)))

(M) Y-, (z < 0) (N”) Va—y(z < 0)

Poderiamos construir alguma matematica que pudesse ser tanto classica,
quanto paraconsistente e paracompleta em uma mesma teoria erigida sobre algum
dos sistemas KG'? Seria ela relevante (ou util)? Se utilizarmos (h’) e (n’), posto que
a negacao paraconsistente de uma férmula n&o implica em sua negagéao classica, a
aritmética resultante sofreria dos Teoremas de Incompletude de Gddel (1992)7

6.5 UMA VARIACAO DOS SISTEMAS KgG!

Facamos agora uma variagdo dos sistemas K£G!, que chamaremos de “KCG*".
Esta variacao sera construida sobre um i que seja algum dos sistemas K£G!, adiciona-
mos 0s seguintes postulados especificos a sintaxe de i:

(NQ1) -, Vaa — = VI
(NQ2) ~~Vr-cax > V-,
(NQB) -, Vza - = Voo
(NQ4) —)- Vr-cax > Y-y
Posto a definigdo do quantificador existencial (Def. 65, p. 155):

def
Jza = - V-

obtemos que os esquemas de axiomas (NQ1)-(NQ4) podem ser lidos como:
(NQ1) ~yVea - Jz-,a
(NQ2) -,3za - Ya-,«
(NQ3) -, YVza - Jz-,a

(NQ4) -,3za —» Y-,

Para a semantica de KG*, introduzimos todas as condi¢des de i (sendo i um sis-
tema KG!) para a nocéo de verdade em uma estrutura (Def. 84, p. 166) e adicionamos
as seguintes condigdes:

1) Se A, v ik ~ Vo, entdo A, v ik ~Vr-c~,a
2) Se A, v Ik - Vo, entdo A, v iy —VT—c—po

3) Se 2, v ik = V-, entdo A, v ik V-,
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4) Se 2, v Ik - VE-o0, entdo A, v ik Ya-pa

O que, novamente levando em consideragao a definicdo do quantificador exis-
tencial, entendemos as condicbes anteriores como:

1) Se A, v ik ~ Vo, entdo A, v Ik Jz-,a
2) Se A, v I+ -V, entdo A, v Ik Jr—pa
3) Se 2, v Ik —,Jza, entdo A, v Ik Yr-,o
4) Se 2, v Ik -3z, entdo A, v Ik V-,
Para os tableaux de KG* introduziremos quatro regras que reflitam as condi¢des
(1)-(4) a cima. Note que os esquemas axiomas (NQ1)-(NQ4) garantem resultados que
nao eram antes demonstraveis. Por exemplo, como afirmam da Costa, Krause e Bueno

(2007, p. 813), no calculo %' (que sédo as extensdes elementares do calculo %), o
seguinte esquema € valido:

Va(a(z))® Fer ~pIza > Vo,

Contudo, como podemos reparar, a férmula «(x) deve ser bem comportada (no
sentido paraconsistente), o que implicaria, portanto, que a seguinte formula vale:

Fel —dra - Vr-.«

posto que em %! a negacao paraconsistente de uma férmula bem comportada é
equivalente a sua negacao classica (ou “negacao forte”, como chamam os autores).
Em ICG! n6s obtemos que

Frie medza = V-0

no entanto, o seguinte esquema néo é valido nem em ¢} e nem em KG!l:

—pdra = Vo—,o

Todavia, dado o postulado (NQ4), este esquema é valido em qualquer um dos
sistemas KG*. Qual a utilidade disso (e de outros resultados semelhantes)? Pensemos
nas seguintes férmulas que poderiam ser ambas verdadeiras em K£G':

(1) 3zP(x)
(2) -3 P(x)
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O que elas, intuitivamente, querem dizer? A férmula (1) conseguimos compre-
ender posto a semantica oferecida: ha ao menos um individuos sob quantificacdo que
pertence a extensado de P. No entanto, o que significaria (2) intuitivamente? A seméan-
tica que oferecemos para os sistemas KG'! apenas permitem que a féormula (2) seja
verdadeira, mesmo que (1) também o seja. Todavia, essa semantica ndo nos descreve
intuitivamente qual o significado disso. Por outro lado, nos sistemas G~ (através do
postulado (NQ4)), obtermos a partir de (2) a férmula

(2) Vo= P()

e, posto a interpretacao intuitiva que oferecemos, podemos entender (2’) significando
que todo individuo sob quantificagdo pertence ao conjunto Pr. Ao substituirmos em
(1) a varidvel = por uma constante individual ¢, obtemos que P(c) e, a partir de (2’),
obtemos que -, P(c¢). Conforme o diagrama que oferecemos, podemos entender assim
que o elemento que interpreta ¢ no dominio de nossa estrutura de primeira ordem (que
chamarei de “c!”) estaria no conjunto P¥, tal como podemos ver:

Pi é Pc

Algo semelhante ocorre com as formulas

(3) =3z P(x)
(4) ﬁcﬁquZUP(I)

A partir de (3) obtemos que (3’) Vz—-.P(z). No entanto, a partir de (4), nos
sistemas KG!, ndo obtemos que (4’) - .Vx-,P(z) e, a partir disso, (4”) 3x-.-,P(x).
Esse resultado seria obtido em KG*, posto o0 axioma (NQ2). A partir de (4”), substituindo
a variavel x por uma constante ¢, obtemos que -.-~,P(c) e, de (3’), obtemos que
-.P(c). Interpretando a constante ¢ no elemento ¢! do dominio, podemos observar
esse resultado em nosso diagrama do seguinte modo:
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Pi E Pc

Repare que ¢! pertence ao conjunto P¢ (ou seja, ao conjunto-complemento
de P?, que é o conjunto que interpreta o predicado P) e, a0 mesmo tempo, ¢/ nao
pertence a P4. Ou seja, ndo obtemos P(c) e -,P(c) ou, de modo equivalente, obtemos
que -.P(c) e -.~,P(c). Uma vez que é falso tanto que P(c) como -,P(c) (sem incorrer
em uma contradicdo semantica), isso garante que -, € uma negagao paracompleta.
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7 A FILOSOFIA DE TANTAS NEGAGOES

66 There can be only one! 99

THE KURGAN
Highlander, 1986

66 One ring negation to rule
themall... 99

AUTOR DESCONHECIDO

Como observado no Prefacio, alguns problemas referentes as negagoes foram
deixados de lado ao longo de todo o trabalho.! Tais problemas, com teor filoséfico,
serdo brevemente tratados a seguir. Contudo, faz-se mister que os topicos discutidos
adiante sejam melhor abordados em trabalhos futuros.

Ao longo do trabalho discutimos o comportamento de trés conectivos que, de
modo geral, chamamos de “negacao” (viz., negacgao classica, negacdo paraconsistente
e negagdo paracompleta).? Esses conectivos se comportam sintaticamente de acordo
com o que é prescrito em seus sistemas (que eles levam o nome), enquanto que se-
manticamente (assumindo uma semantica standard bivalorativa para cada sistema)
eles se comportam como um operador de contradicdo (no caso da negacao classica),
um operador de contrariedade (no caso da negacao paracompleta) e um operador de
subcontrariedade (no caso da negacéao paraconsistente). No entanto, desde o comeco,
assumimos algo que néo € gratuito: esses trés conectivos séo tipos de negacdes. Ao
assumirmos isso estamos supondo ao menos duas coisas: (1) ha algo que os trés
conectivos satisfazem que nos permite caracteriza-los como negagées; (2) ndo ha
apenas uma negacao, mas ao menos trés tipos de negacoes. Essas duas suposi-
¢cbes enfrentam problemas, que pretendemos tratar adiante. Primeiramente, vejamos
0 problema suscitado por (1).

1

Confesso a divida com relagdo a redacao do que abordaremos aqui. Por um lado, alguns dos
problemas poderiam ter sido melhor explorados no capitulo introdutério, enquanto que outros sé
seriam adequadamente abordados apés a familiaridade com os sistemas légicos tratados ao longo
de todo o trabalho. Assim, poderia entao diluir o que sera tratado aqui ao longo de todo o trabalho,
ou reuni-los em um capitulo sé. Optei por reuni-los em um capitulo ao final, uma vez que (como
espero deixar claro) tais problemas se relacionam.

Discutimos anteriormente a chamada “negacao nao-alética” que, no compto geral, se comporta como
uma dessas outras trés negacdes. Portanto, nos restringiremos a elas.
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7.1 DEFININDO O(S) CONECTIVO(S) DE NEGACAO

Ao assumirmos que os trés conectivos logicos, designados anteriormente por
-, —p € -y, 880 trés tipos de negagdes, estamos sub-repticiamente supondo que ha
algo que eles compartilham, de modo que eles satisfariam alguma(as) condicdo(des)
minima(s) para serem negacoées. Mas, para sabermos se eles de fato compartilham
tal(is) condicao(6es), devemos nos perguntar: o que faz de um conectivo ldgico ser
uma negacao? A resposta a essa pergunta, prima facie, nos oferecera a definigcdo da
negacao como um conectivo légico, sendo esperado que tal resposta nos proporcione
aquilo que chamamos de condigdo(6es) “necessaria(s)” e (conjuntamente, se mais
de uma) “suficiente(s)”. Ha aqui duas posi¢des iniciais com relagao a esse problema,
que chamaremos de “essencialistas”, assumindo, desse modo, que ha uma definicao
explicita para negagéo (i.e., uma definicAo em termos de condi¢cdes necessérias e
suficientes); e “ndo-essencialistas”, assumindo que n&o ha quaisquer condi¢cées que
tais conectivos devam satisfazer, i.e., ndo definimos a negagao explicitamente.

7.1.1 Respostas Nao-Essencialistas

Para as respostas ndo-essencialistas, vislumbramos aqui dois tipos gerais, que
chamaremos de “wittgensteiniana” e “instrumentalista”. A resposta wittgensteiniana,
como 0 nome sugere, direciona para o uso linguistico do termo “negacao”, nao ha-
vendo uma definicdo clara para tal termo, de modo que os trés conectivos podem ser
chamados de “negacbes” por uma semelhanga de familia. Ou seja, tal resposta néo
pretende oferecer uma definicao explicita, mas fixar o significado de negacao pelo
contexto de seu uso.

A posicao instrumentalista, por outro lado, pode ser considerada parcialmente
essencialista, sendo caracterizada pela seguinte ideia: uma negacio é aquilo que satis-
faz os postulados do que chamamos por “negacao” em um dado sistema. Repare que,
por um lado, um conectivo deve satisfazer um conjunto de postulados (sintaticos e/ou
semanticos), dentro de um sistema oferecido, para que o conectivo seja considerado
uma negacao — o0 que pode ser entendido como condigao necessaria e suficiente para
ser uma negacao relativo aquele sistema. Por outro, esvazia-se a no¢gao de negacao
em prol do seu uso linguistico. Isto é, se questionarmos quais sdo exatamente os
postulados esse conectivo deve satisfazer, a resposta seria algo como: aqueles postu-
lados que resolvemos (seja o autor, seja a comunidade) chamar de “negacao” naquele
sistema. Essa resposta permite relativizarmos a nogao de negag¢édo, de modo que o
que chamamos de “negagao” sera interno a um sistema oferecido. Portanto, em LPC
a negacao é o conectivo que satisfaz os postulados da negacao da Ldgica Classica;
em %, (0 <n<w)anegagao é o conectivo que satisfaz os postulados da negagao do
Calculo Paraconsistente; e assim por diante.
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Devemos notar que essas duas repostas visam a recusar o problema de en-
contrar uma definicdo explicita, de modo que nao iremos tratar deles aqui. Dito isso,
passemos as respostas essencialistas.

7.1.2 Respostas Essencialistas

Como visto anteriormente, os conectivos I6gicos podem ser analisados com
relacdo a seu comportamento sintatico ou seu comportamento semantico. Podemos
encontrar ao menos trés tipos de respostas essencialistas, sendo elas caracterizadas
pela natureza das condigdes que séo oferecidas. Chamaremos de “definicées sintati-
cas” aquelas definicdes cujas condicdes necessarias e (conjuntamente) suficientes se
apoiam apenas no comportamento sintatico da negacao. Chamaremos de “definicdes
semanticas” aquelas cujas as condi¢des sdo determinas pelo comportamento seman-
tico da negagéo. Por fim, chamaremos de “definicbes mistas” aquelas que, de alguma
forma, oferecem tanto condi¢des sintaticas quanto semanticas para um conectivo ser
uma negacgéao.

7.1.2.1 Definigbes Sintaticas

Distinguiremos ao menos quatro definicdes sintaticas da negacao, sendo elas:?

« Classica: Um conectivo I6gico € uma negacao sse satisfaz os postulados sintati-
cos da negacdo classica, permitindo demonstrar os mesmos teoremas referentes
a esse.

» Paraconsistente: Um conectivo 16gico € uma negacao sse satisfaz os postula-
dos sintaticos da negacao paraconsistente, permitindo demonstrar os mesmos
teoremas referentes a esse.

« Paracompleta: Um conectivo Iégico € uma negacgéo sse satisfaz os postulados
sintaticos da negacao paracompleta, permitindo demonstrar os mesmos teore-
mas referentes a esse.

 Disjuntivista: Um conectivo lI6gico € uma negacao sse satisfaz os postulados sin-
taticos ou da negacéao paraconsistente ou da negacao paracompleta, permitindo
demonstrar os mesmos teoremas referentes a esses.

Como podemos esperar, a negacao de LPC satisfaz a definicdo sintatica clas-
sica, a negagao paraconsistente forte, definida em %,, (0 <n <w), e a negagao para-
completa forte, definida em &2, (0 <n <w). Isso nao ocorre, contudo, com a propria

3 Devemos levar em consideracédo que néo ha apenas uma Légica (ou hierarquia de Idgicas) Para-
consistente ou uma Légica (ou hierarquia de l6gicas) Paracompleta na literatura. Portanto, para cada
uma dessas definicdbes devemos levar em conta que héa diversos modos diferentes de caracterizar
uma negagao paraconsistente ou paracompleta. Além do mais, ndo ha apenas esses sistemas, o
que pode gerar outras definicdes sintaticas para além das quatro a seguir.
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negagao paraconsistente e paracompleta tout court (i.e., sem ser suas versoes fortes,
que exigem que a férmula em questdo seja bem comportada). Por outro lado, a nega-
cao classica seria uma negacao de acordo com a definic4o sintatica paraconsistente e
a definicao sintatica paracompleta.

Por fim, devemos notar que a definicdo sintatica disjuntivista pode ser consi-
derada a mais fraca de todas, exigindo apenas que os postulados da negacéo pa-
raconsistente ou paracompleta sejam satisfeitos. Uma vez que a negacao classica
satisfaz os postulados da negacéo paraconsistente e paracompleta, obtemos que os
trés conectivos aqui discutidos sdo negacdes. A definicdo sintatica disjuntivista pode
ser considerada a mais débil, ndo apenas por abarcar todos os trés conectivos como
negacgao (sendo a menos restritiva nesse aspecto),* mas também que sua estrutura
disjuntiva pode enfrentar objecdes.

7.1.2.2 Definigbes Semanticas

Distinguiremos ao menos quatro definicdes sintaticas da negacao, sendo elas:®

« Classica: Um conectivo légico é uma negacao sse seu comportamento seman-
tico é de um operador de contradigcao.

» Paraconsistente: Um conectivo I6gico é uma negacao sse seu comportamento
semantico é de um operador de subcontrariedade.

» Paracompleta: Um conectivo l6gico é uma negacao sse seu comportamento
semantico é de um operador de contrariedade.

* Disjuntivista: Um conectivo l6gico € uma negagao sse seu comportamento se-
mantico é ou de um operador de contradi¢éo, ou de contrariedade ou de subcon-
trariedade.

Devemos estabelecer aqui duas possiveis formas de definir os operadores de
(i) contradicao, (ii) contrariedade e (iii) subcontrariedade. O modo pelo qual tais ope-
radores sao definidos modifica 0 modo como entendemos as definicbes seméanticas
oferecidas acima. Vejamos o operador de (i) contradi¢éo:

Um conectivo = € um operador de contradicao se, e somente se:
(il.a) v(a) =1 < v(*a) = 0;

(i.b) ndo é possivel que v(a) = v(*a).

O que, particularmente, ndo considero sinal de fraqueza.
5 Ressaltamos aqui também o que foi comentado na nota 3, p. 186.
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Podemos facilmente observar que (i.b) se segue de (i.a), mas ndo o contrario.
Isso ficara claro adiante. Vejamos agora o operador de (ii) contrariedade.

Um conectivo = é um operador de contrariedade se, e somente se:
(i.a) v(a) =1 = v(*a) = 0;
(ii.b) é possivel que v(«a) = v(*a) =0, mas ndo v(a) = v(*>a) = 1.

Notemos que (ii.b) se segue de (ii.a), mas néo o contrario. Por fim, o operador
de (iii) subcontrariedade pode ser estabelecido através de outras duas abordagens.

Um conectivo ~ € um operador de subcontrariedade se, e somente se:
(ii.a) v(a) = 0= v(*a) = 1;
(iii.b) € possivel que v(a) = v(*a) =1, mas ndo v(«) = v(>a) = 0.

Novamente, (iii.b) se segue de (iii.a), mas nao o contrario. Se nos restringirmos
as abordagens (i.a), (ii.a) e (iii.a), & facil observarmos que a negacao introduzida em
LPC satisfaz as condi¢cées de ser um operador de contradi¢cao, contrariedade e sub-
contrariedade — sendo, assim, uma negac¢éo de acordo com as definicdbes semanticas
classicas, paraconsistente e paracompleta. Todavia, se nos restringirmos as aborda-
gens (i.b), (ii.b) e (iii.b), o conectivo de negacédo da LPC satisfaz a condigdao de ser
um operador de contradicdo (sendo, assim, uma negag¢éo de acordo com a definicao
semantica classica), mas nao sera um operador de contrariedade ou subcontrariedade
— uma vez que nao garante as condicoes (ii.b) e (iii.b). Consequentemente, tal conec-
tivo ndo seria uma negacao de acordo com as definicbes semanticas paraconsistente
e paracompleta. Por fim, a abordagem disjuntivista permite caracterizarmos os trés
conectivos analisados, mas enfrentara possiveis objecdes que as definicdes na forma
disjuntiva enfrentam.

7.1.2.3 Definicées Mistas

Diferentemente das defini¢cdes sintaticas e semanticas, distinguiremos ao menos
cinco definicdes mistas da negacao, sendo elas:®

« Classica: Um conectivo I6gico € uma negacao sse satisfaz os postulados sintati-
cos da negacao classica e seu comportamento semantico é de um operador de
contradicéo.

» Paraconsistente: Um conectivo légico € uma negacao sse satisfaz os postulados
sintaticos da negacéao paraconsistente e seu comportamento semantico é de um
operador de subcontrariedade.

6 Ressaltamos aqui também o que foi comentado na nota 3, p. 186.
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» Paracompleta: Um conectivo Iégico € uma negacéo sse satisfaz os postulados
sintaticos da negacao paracompleta e seu comportamento semantico é de um
operador de contrariedade.

« Disjuntivista: Um conectivo I6gico € uma negagao sse satisfaz as condi¢coes da
definicao mista classica, ou da definicdo mista paraconsistente ou da condicao
mista paracompleta.

» Generalista: Um conectivo I6gico € uma negacgao sse satisfaz alguma forma
de reducido ao absurdo e, em certas condicées que uma férmula tenha valor
designado, torne a mesma férmula operada pelo conectivo em questao (sob a
mesma valoragdo) em valor ndo-designado — e vice-versa.

Como podemos ver, as definicbes mistas classica, paraconsistente, paracom-
pleta e disjuntiva combinam as respectivas definicdes sintaticas e semanticas. As
analises feitas com relacao as definicdes dos operadores de (i) contradicao, (ii) con-
trariedade e (iii) subcontrariedade também devem ser comentadas aqui. Se nos res-
tringirmos as definigdes (i.a), (ii.a) e (iii.a), a negagao introduzida em LPC satisfaz as
condicoes das definicdes mistas classica, paraconsistente e paracompleta. O mesmo
ocorrera com as negagdes paraconsistente e paracompleta forte. Por outro lado, se nos
restringirmos as definigées (i.b), (ii.b) e (iii.b), 0 mesmo nao acontece, como observado
anteriormente. Os problemas com a definicdo mista disjuntivista serdo os mesmos
comentados com relagéo as definigcdes sintatica e semantica disjuntivista.

Por fim, devemos tecer alguns comentarios com relacédo a definicdo mista gene-
ralista. Como vimos ao longo do trabalho, os trés conectivos analisados satisfazem ao
menos uma forma da chamada “redugéo ao absurdo”.” E argumentavel que tal princi-
pio (ou estrutura argumentativa) € uma ferramenta importante para a racionalidade e
para o0 modo como compreendemos (ainda que intuitivamente) o que é uma negac¢do.?
Esse motivo, ainda que fragil, visa a oferecer uma justificativa para adicionarmos tal
condicao a definicdo mista generalista. A segunda condi¢cdo necessaria dessa defi-
nicao visa a estabelecer outro aspecto importante que um conectivo deve satisfazer
para ser uma negacgao: ser capaz, em certas condigbes, de trocar o valor-de-verdade
de uma férmula entre designado e nao-designado. Os trés conectivos que analisamos
anteriormente (viz. -, -, € —-,) satisfazem a segunda condig&o, como fica claro na
seguinte quase-matriz, que forma suas tabelas de verdade:

7" No capitulo 1 com relagéo a LPC, %, e £, (0 <n <w)e, posteriormente, acerca das negagdes dos
Sistemas KgG, no capitulo 5.
8 Cf. Schwed (1999)
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Nas condi¢des (a.1) e (a.2), nas quais a tem valor designado, o valor de -.«
€ nao-designado; nas condigdes (b.1) e (b.2), nas quais a tem valor ndo-designado,
-.a tem valor designado. Ou seja, tal conectivo satisfaz o critério de que, em certas
condicdes (no caso, em todas elas), a negacao classica de uma férmula « tem valor
ndo-designado quando a férmula « tem valor designado; e tem valor ndo-designado
quando a férmula « tem valor designado.

Ja com relacdo a negacao paraconsistente, nas condicdes (b.1) e (b.2), nas
quais o tem valor ndo-designado, o valor de -,« é designado; contudo, enquanto que
na condicdo (a.1) a negacao paraconsistente inverte o valor de verdade, sendo «
com valor designado e —,a com valor ndo-designado, na condigéo (a.2) os valores de
ambas as formulas, o e -, tem 0 mesmo valor designado. Uma vez que a condigéo
oferecida pela definigdo mista generalista exige a troca de valores apenas em certas
condicbes, as condicdes (a.1), (b.1) e (b.2) garantem que a negacéo paraconsistente
seja uma negacao. Por fim, com relacdo a negacao paracompleta, as condigcdes (b.1),
(a.1) e (a.2) garantem que -, seja também uma negacdo — pelos mesmos motivos
apresentados para a negacao paraconsistente. A segunda condicdo da definicdo mista
generalista parece ser mais préxima da caracterizacao inicial de negacao oferecida
anteriormente:

“(...) negagdo é um operador que (em certas condigbes) torna uma férmula
falsa, se a férmula inicial era verdadeira; ou a torna verdadeira, se inicialmente
era falsa.” (Prefacio, p. 12)

Nao pretendo alongar a discussdo com relacdo a definicdo da negacdo. As
definicoes sintaticas, semanticas e mistas, apresentadas anteriormente, sdo apenas
algumas de muitas que podem ser oferecidas. Além disso, elas pressupdem aspectos
metatedricos ndo discutidos, e que merecem ser tratados cuidadosamente. O que
fizemos, de modo geral, foi oferecer uma taxonomia das posi¢coes da discussao (que
pode ser visualizada no quadro a seguir), além de estabelecer a posi¢cao aproximada
que adotamos ao longo do trabalho — a definigdo mista generalista.
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7.2 MONISMO VS. PLURALISMO LOGICO

A discussao anterior nos direciona a dois problemas filoséficos com relacéao
aos proprios sistemas l6gicos, que podemos apresentar por meio de perguntas cu-
jas respostas determinam as diferentes posi¢cées no debate (como veremos adiante).
Antes de darmos sequéncia a apresentacao desses problemas, devemos esclarecer
um ponto importante. Na primeira pergunta que veremos, “ha alguma légica correta?”,
utilizamos a nogao de um sistema ser correto ou incorreto. Mas, o que queremos dizer
com isso? SO esse termo, nesse contexto, permitiria-nos desenvolver um trabalho proé-
prio. Uma abordagem, que chamaremos de “realismo ingénuo”, entendera que uma
l6gica é correta se ha alguma forma de correspondéncia direta entre ela e a realidade.
Desse modo, teriamos, por um lado, um sistema légico (composto por sua sintaxe e
semantica) e, por outro, a realidade — e esse sistema seria dito “correto” se seus termos
referirem a entidades reais, e se sua estrutura correspondesse a algum tipo de estru-
tura que a realidade teria. Uma segunda abordagem, que chamaremos de “realismo
nao-ingénuo”, diz que um sistema légico (composto por sua sintaxe e semantica) é dito
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“correto” quando descreve adequadamente uma estrutura que supomos se assemelhar
(por abstracéo) a algum aspecto da realidade. Note que o realismo ingénuo pressupde
apenas um passo para uma légica ser correta, i.e., 0 de corresponder a realidade;
enquanto o realismo no-ingénuo pressupde dois passos diferentes para uma légica
ser correta: (1) ela deve descrever uma estrutura que, por sua vez, € obtida por (2)
abstracdo de uma parte da realidade. Essas duas posi¢cdes podem ser visualizadas no
seguinte esquema:
Realismo Ingénuo

Légica <3]orrespondénc{> Realidade

Realismo Nao-Ingénuo

Descricao Abstragao

N

Logica Estrutura Realidade

Nao iremos adentrar nesse debate, mas ressaltamos que o entendimento de
“l6gica correta” enfrentara diversas objecdes, além de haver outras posi¢cdes que nao
apresentamos aqui. Para a discussao que se seguira, assumiremos uma interpretacao
intuitiva de “légica correta”, tentando ndo nos comprometer com o debate anterior.®
Vejamos entao o problema do (1) Realismo versus Antirrealismo Logico e, em sequén-
cia, o problema do (2) Monismo versus Pluralismo Légico, que sera apresentado no
seguinte fluxograma:

% Esse é um problema que assumo ser central para o debate que vird a seguir, no entanto, para trata-lo
adequadamente deveriamos escrever outra tese de doutorado. Justificamos assim assumirmos tal
interpretacgéo intuitiva.
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(1) Ha alguma légica correta?
(1.a) Nao — Antirrealismo Logico
(1.b) Sim — Realismo Logico
L—9(2) Ha apenas uma logica correta?
\—>(2.a) Sim — Monismo Légico
[—>(2.a.i) Qual?

(MC) Monismo Classico
MNC) Monismo N&o-Classico

\_s-(2.b) N&o — Pluralismo Légico
(2.b.i) Quais?

tTodas — Pluralismo Irrestritivista
Algumas — Pluralismo Restritivista

Nosso interesse é discutir brevemente alguns topicos acerca das sub-teses do
Realismo Ldgico, i.e., as posicdes Monistas e Pluralistas.’® Assumindo que respon-
demos afirmativamente ao problema (1), podemos nos questionar se ha mais de um
sistema que consiga representar adequadamente a realidade. Chamamos de posi¢ao
(2.a) “monista” aquelas que assumem sb haver uma logica correta; enquanto que (2.b)
“pluralista” aquelas que supdem multiplas légicas que se adequam a realidade.

Dentro das posicdes (2.a) Monistas, podemos identificar dois grandes grupos de
posi¢cdes: o (MC) Monismo Classico, que advoga que apenas alguma Logica Classica
é correta; e o (MNC) Monismo N&o-Classico, que advoga que a Légica Nao-Classica
€ a correta. Note que pode haver diversos MNC, posto que ha diversas Logicas Nao-
Classicas diferentes. Assim, alguém pode assumir o MNC defendendo que apenas a
Hierarquia de Célculos Paraconsistentes %, (0 <n <w) é a correta, ou mesmo assumir
o MNC, defendendo a Logica Intuicionista, entre outras. Um exemplo conhecido de
Monista Nao-Classico é Graham Priest (1979), que assume um Sistema Paraconsis-
tente diferente da hierarquia %,, (0 < n < w), chamado de “Logic of Paradox” (LP),
assim como a tese chamada de “dialeteismo”, que aceita a existéncia de contradi¢cdes
verdadeiras na realidade.

Do mesmo modo, podemos distinguir dois grandes grupos de posicdes (2.b)
Pluralistas diferentes: o Pluralismo Irrestritivista, que assumird que toda Ldgica, de
alguma forma, € capaz de descrever corretamente algum aspecto da realidade; e o

10 Para mais, ver Russell (2019) e Beall e Restall (2006).
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Pluralismo Restritivista, que ira elencar apenas alguns sistemas que sao corretos. Um
problema paralelo as posicées Pluralistas, mas que merece ser notado, € o da aplica-
cdo (ou correcao) dos sistemas na realidade. Por um lado, o pluralista pode defender
que cada légica, assumida como correta, esta capturando um aspecto diferente da
realidade — o que levaria a assumir algo como uma ontologia regional. Isto €, podemos
recortar a realidade em diferentes dominios, tal que, para cada um, uma légica dife-
rente € a mais adequada. Por outro lado, um pluralista pode defender que toda légica,
assumida como correta, lida com 0 mesmo dominio (n&o havendo regiées ontoldgicas
distintas), de modo que os resultados divergentes encontrados em cada logica sao
apenas perspectivas diferentes obtidas sobre um mesmo dominio.

7.2.1 A negacao no meio desse debate

A discussao Monismo vs. Pluralismo LAgico esté intimamente relacionada com a
existéncia, ou ndo, de varios tipos de negacdes. De modo geral, um monista ira recusar
a existéncia (ou melhor, a correcdo) de outras negagdes, que nao aquela(as) ofereci-
das em seu sistema. Assim, enquanto um Monista Classico aceitara apenas a negacao
classica como correta, um Monista No-Classico, defensor da Légica Paraconsistente,
por exemplo, aceitara a negagao paraconsistente como primitiva (podendo ou nao acei-
tar, também, a negacéo classica, sendo essa definida como negacéo paraconsistente
forte). Por outro lado, um pluralista podera aceitar a existéncia de diversas negacoes,
cada qual introduzida por um sistema diferente, mas sendo todas igualmente corretas.

Nesse ponto podemos relacionar as posicdes que vimos com relagcao as defi-
nicdes da negacao (Essencialismo e Ndo-Essencialismo) com as posi¢cdes Monistas
e Pluralistas. Mas, primeiro, temos que estabelecer que o problema de definir o sig-
nificado da negacédo (ou de qualquer outro termo da légica, como seus conectivos, a
nocao de deducéo, funcéo-interpretacao, etc.) € um problema seméantico — i.e., um
problema de compreender o significado dos termos; enquanto que o debate realismo
vs. antirrealismo I6gico e, posteriormente, o debate entre monismo vs. pluralismo 16-
gico, tratam de problemas metafisicos — i.e., visam investigar as estruturas mais gerais
da natureza. Rudolf Carnap, em The Logical Syntax of Language (1937), defende
uma posi¢ao conhecida como Convencionalismo, que pode ser observada na seguinte
passagem:

“In logic there are no morals. Everyone is at liberty to build his own logic, i.e.
his own language, as he wishes. All that is required of him is that, if he wishes
to discuss it, he must state his methods clearly, and give syntactical rules
instead of philosophical arguments.” (CARNAP, 1937, §17)""

" “Na légica, ndo ha moral. Todo mundo tem a liberdade de construir sua prépria logica, i.e., sua
propria linguagem, como ele deseja. Tudo 0 que é necessario para ele é que, se ele quiser discuti-lo,
deve declarar claramente seus métodos e dar regras sintdticas em vez de argumentos filosoéficos.”
(CARNAP, 1937, §17, Trad. Nossa)
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Essa posicao pode ser compreendida como a conjungcao de uma tese Instru-
mentalista com relagdo a definicdo do conectivo de negacéo (e, de modo mais geral,
com relacdo a definicdo de todos os conectivos l6gicos), e de uma tese Pluralista
Restritivista a respeito de haver mais de uma logica correta. Outro filosofo, também
considerado Convencionalista, € Wittgenstein, como aponta a seguinte passagem:

“I might as well question the laws of logic as the laws of chess. If | change the
rules it is a different game and there is an end of it” (WITTGENSTEIN, 1980,
p. 19)12

No entanto, devemos ressaltar que o convencionalismo de Wittgenstein parece a
conjuncao de uma tese Wittgensteiniana relativa ao problema de definir um conectivo
l6gico, com a tese Pluralista Irrestritivista a respeito de haver mais de uma légica
correta.

Um critico do Pluralismo Ldgico foi o filésofo norte americano Willard van Orman
Quine, que dedica um capitulo inteiro de seu Philosophy of Logic (1986) para discutir as
l6gicas que ele chama de “desviantes” da Légica Classica — utilizando como exemplo
exatamente o caso da negacdo. O ponto de discussao de Quine é sobre a suposicao
que um pluralista faz ao assumir que as diversas logicas (que ele defende como
corretas) sdo divergentes entre si. Para estabelecer essa divergéncia, o pluralista
precisa assumir que os termos das logicas em questao sdo os mesmos. Assim, o
pluralista fala que a Légica Classica é diferente da Légica Paraconsistente, posto que a
primeira assume o Principio da Ndo-Contradigdo como verdadeiro, expresso em LPC
por -(a A -ar), € a segunda rejeita tal expressdo como principio geral. Mas, apesar da
coincidéncia notacional, teriam as expressées o mesmo significado em cada légica?

Ou melhor, sera que “-~” tem 0 mesmo significado nos dois casos? De acordo com
Quine (1986, p. 81), ndo. Em suas palavras:

“My view of this dialogue is that neither party knows what he is talking about.
They think they are talking about negation, ’-’, ’not’; but surely the notation
ceased to be recognizable as negation when they took to regarding some
conjunctions of the form 'aA-qa’ as true, and stopped regarding such sentences
as implying all others. Here, evidently, is the deviant logician’s predicament:
when he tries to deny the doctrine he only changes the subject.” (QUINE, 1986,

p. 81)'3

Dessa posicao se segue que dois légicos (um classico e outro nao-classico)
nunca podem estar em conflito, no sentido de fazerem afirmagdes contrarias, mas que

12 “Eu poderia muito bem questionar as leis da I6gica como as leis do xadrez. Se eu mudar as regras,
€ um jogo diferente e existe um fim.” (WITTGENSTEIN, 1980, p. 19, Trad. Nossa)

13 “Minha opinido sobre esse didlogo é que nenhuma das partes sabe do que esté falando. Eles acham
que estdo falando sobre negagéo, '-’, 'nao’; mas certamente a notagéo deixou de ser reconhecida
como negagado quando eles consideraram verdadeiras algumas conjungbes da forma 'a A -a’ e
pararam de considerar tais sentencas como implicando todas as outras. Aqui esta, evidentemente, a
situacdo do desviante I6gico: quando ele tenta negar a doutrina, apenas muda de assunto.” (QUINE,

1986, p. 81, Trad. Nossa)
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simplesmente estdo falando sobre coisas diferentes. Essa tese pode ser defendida
entendendo que dois l6gicos, ao estabelecerem conjuntos diferentes de verdades 16gi-
cas, estao atribuindo diferentes significados aos operadores. Assim, em uma anedota
que um légico paraconsistente, um paracompleto e um classico entram em um bar e
resolvem defender suas negacdes, o que ocorrera é uma torre de babel.

A partir dessa passagem poderiamos assumir que a posicao de Quine no de-
bate semantico & um instrumentalismo, i.e., o significado da negacao, -, dependera
dos postulados que tal conectivo satisfaz internamente ao sistema légico em questao.
No entanto, essa interpretacao é enganadora. Devemos notar a seguinte passagem
na citagao anterior: “(...) the notation ceased to be recognizable as negation when (...)".
Essa passagem deixa claro uma posi¢ao importante de Quine: um conectivo légico é
uma negagéao apenas se satisfaz os resultados obtidos pela negacéo da Légica Clas-
sica. Assim, de acordo com ele, o paraconsistentista e o paracompletista ndo estao
falando sobre negacéao (ao defenderem as negacgdes paraconsistente e paracompleta)
uma vez que tais negacdes sdo desviantes [deviant] dos principios aos quais a ne-
gacéo deve satisfazer — i.e., aos principios da negacgao classica. Ou seja, a posi¢ao
quineana nega o estatuto de negacdo aos conectivos de negacao paraconsistente e
paracompleta (como para qualquer outra que nao satisfaga os principios da negacéao
classica). Levando em conta essa ressalva, Quine parece defender uma posigcéao Es-
sencialista Classica com relagdo ao problema semantico.’ Sua predilecao pela Légica
Classica também o faz assumir uma posicao com relacdo ao problema metafisico,
sendo ele um Monista Classico.

Contudo, o problema da mudanca do significado, apontado por Quine, realmente
atacaria qualquer posicao pluralista quanto a existéncia de mdltiplas negacdes? Se
analisarmos a critica de Quine, levando em conta a distin¢gao entre o problema seméan-
tico e os problemas metafisicos, veremos que néo. A estrutura da critica de Quine
pode ser analisada do seguinte modo: se um pluralista l6gico assume que dois siste-
mas (e.g., Légica Classica e Logica Paraconsistente) sao divergentes, por conta da
diferenca de comportamento de suas negagdes (-. e —,), entdo ele devera responder
ao problema semantico de mostrar que tais conectivos recaem sob a mesma definicao
de negacao e, s6 depois, apresentar suas diferencas. Se esse pluralista assume uma
posicao instrumentalista ao problema semantico (como o convencionalismo adotado
por Carnap), entdo -, e -, séo conectivos que dependem da logica particular que o in-
troduz, tendo, dessa forma, significados diferentes e, consequentemente, ndo havendo
um modo de relaciona-los para mostrar que eles ndo satisfazem os mesmos principios.
Isto &, -,(a A —pa0) € (A =.x) 1ém significados diferentes, apesar da coincidéncia
simbdlica.

4 Para mim, é ambiguo se Quine defende uma posicdo Essencialista Sintatica, Semantica ou Mista,
de modo que prefiro ndo estabelecer aqui sua posicao por receio de falhar com a precisao.
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A critica de Quine também ataca qualquer pluralista que venha a assumir uma
posicao essencialista exclusivista ao problema semantico, i.e., qualquer posicao que
adote uma definicdo para negacao na qual, por exemplo, —. seja uma negacao, mas
exclua a -, (ou vice-versa). A critica sera encaminhada de maneira similar ao que
vimos anteriormente: se apenas -. € uma negacao, seu significado é fixado pelo
seu comportamento no sistema que tal conectivo € introduzido, sendo observado os
postulados especificos e/ou comportamento seméntico de -. em LPC. Se -, néo
satisfaz os mesmos postulados e/ou ndo tem o mesmo comportamento semantico que
-, €ntdo seu significado € outro e, consequentemente, expressdes que utilizam esse
conectivo também terdo outros significados — apesar da coincidéncia simbdlica. Assim,
se -. e -, tém significados diferentes, e chamamos de “Principio da Ndo-Contradi¢éo”
a expressao (A) -.(a A -.a) de LPC, entdo a expressdo (B) —,(a A -,a) de %, tera
significado diferente de (A), de modo que ndo podemos dizer que o Principio da Nao-
Contradicdo nao é teorema de %, posto que ndo expressa 0 mesmo principio.

Como Quine fixa a definicdo dos conectivos pela Logica Classica (i.e., € um
essencialista classico acerca do problema semantico), qualquer conectivo que néo pre-
serve todas as mesmas caracteristicas de um conectivo classico sera uma outra coisa,
e ndo um conectivo correto — ou seja, estariamos falando de outra coisa, mudando de
assunto.

Contudo, note que a critica do Quine nao ataca todas as possiveis posicdes
pluralistas. Se o significado de negacéo for definido de tal forma que tanto -. quanto -,
recaiam sob seu escopo, entdo tanto a expressao (A) quanto (B), vistas anteriormente,
terdo o mesmo significado e, portanto, ndo estariamos mudando de assunto ao discuti-
las.’> Uma vez que, como dito anteriormente, assumimos aqui algo como uma posicao
Generalista ao problema semantico, a critica de Quine perde sua for¢ca. Todos os trés
conectivos de negagao vistos aqui (viz., -., -, € —,) recaem sob o escopo da definicdo
generalista de negacao. Sendo que esses trés conectivos sdo negacdes, podemos
apontar suas diferencas sem sermos afetados pela critica de Quine.

Outro modo de escapar da critica de Quine foi sugerida por Gillian Russell
(2019). A ideia geral é que o pluralista pode comprar uma forma maliciosa de monismo,
assumindo que:

“(...) each logic could even be a part of a single, greater logic containing e.g.
intuitionist negation and paraconsistent negation as well as classical negation
and Strong Kleene negation etc.” (RUSSELL, 2019, §1.5)'¢

Como vimos, a critica quineana ao pluralismo se restringe aqueles que defen-

S Obviamente, também precisamos supor que a conjungdo tenha o mesmo significado. Mas, como
nosso ponto é a negacao, vamos supor o comportamento equivalente desses outros conectivos.

16 «(_..) cada légica pode até fazer parte de uma Unica I6gica maior contendo, e.g., a negacéo intuici-
onista e a negagao paraconsistente, assim como a negacao classica e a negacao forte de Kleene,
etc.” (RUSSELL, 2019, §1.5)



Capitulo 7. A Filosofia de Tantas Negagdes 198

dem uma posicao instrumentalista ou exclusivista ao problema semantico. No entanto,
o pluralista pode ceder o ponto para Quine sem prescindir de sua inspiracao, defen-
dendo um Monismo N&o-Classico, no qual os diversos sistemas que antes assumia
como diferentes estdo, agora, sob o escopo de uma mesma légica. Pense, por exem-
plo, em um pluralista que antes assumia a Ldgica Classica, a Hierarquia de Logicas
Paraconsistentes e de Logicas Paracompletas como divergentes entre si, e todas elas
corretas. Ap6s a critica de Quine, tal pluralista poderia abrir mao de adota-las como
sistemas divergentes e corretos, mas assumir que cada uma delas faz parte de um
sistema maior, capaz de compreender todas elas. Para esses, Voila: os Sistemas KG
parecem como bons candidatos. Podemos assumir um monismo l6gico, mas, ao invés
de nos restringirmos apenas ao monismo para com a Légica Classica (como feito
por Quine), ou um monismo para com a Logica Paraconsistente 4} ou Paracompleta
21, podemos ser monistas para com o Sistema KG. e, consequentemente, obter os
mesmos resultados que um pluralista que assuma os trés sistemas separadamente.

7.2.2 A Negacao Adequada

Ainda tratando dos problemas anteriores, uma outra critica a negacao paracon-
sistente de %,, (0 <n <w), oferecida por da Costa (1963), foi apresentada por Priest,
Routley e Norman (1989) na seguinte passagem:

“That an account of negation violates the law of non-contradiction provides
prima facie evidence that account is wrong. This is [one] piece of evidence
that da Costa negation is not negation.

In fact we can make the claim more precise. Traditionally « and 3 are subcon-
traries if a v 8 is a logical truth. o and 5 are contradictories if o v 3 is a logical
truth and a A 3 is logically false. It is the second condition which distinguishes
contradictories from subcontraries. Now in da Costa’s approach we have that
a Vv -« is a logical truth. But a A -« is not logically false. Thus a and -« are
subcontraries, not contradictories. Consequently da Costa negation is not ne-
gation, since negation is a contradiction forming functor, not a subcontrary
forming functor” (PRIEST; ROUTLEY; NORMAN, 1989, p. 164-5)!7

A mesma critica também pode ser apontada para a negacao paracompleta de
2, (0<n <w), oferecida por da Costa e Marconi (1986). O problema apontado é que
o conectivo dito de “negacao” da ldgica paraconsistente (e, consequentemente, o co-
nectivo dito de “negacao” da légica paracompleta) ndo sdo operadores de contradicao,

7“0 fato de um abordagem da negagcéo violar a lei da ndo-contradigio fornece evidéncia prima facie de
que tal abordagem esté errada. Essa é [uma] evidéncia de que a negacao da Costa ndo é negacao.
De fato, podemos tornar a afirmagéao mais precisa. Tradicionalmente, a e 8 sdo subcontrarias se av 3
€ uma verdade logica. « e § sdo contraditérias se « v 3 € uma verdade légica e a A 8 € logicamente
falsa. E a segunda condicdo que distingue contradicdes de subcontrarias. Agora, na abordagem de
da Costa nés temos que o v —a € uma verdade logica. Mas a A -« ndo é logicamente falso. Portanto,
« e -« sa80 subcontrarias, nao contraditérias. Consequentemente, a negacao de da Costa ndo é uma
negacao, uma vez que negacao é uma fungao formadora de contradicdo, ndo uma fungao formadora
de subcontrarias.”(PRIEST; ROUTLEY; NORMAN, 1989, p. 164-5, Trad. Nossa)
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mas de subcontrariedade (no caso da negacao paraconsistente, e de contrariedade,
no caso da negacao paracompleta) e, portanto, ndo sdo realmente negacdes. Pode-
mos facilmente observar que essa critica assume uma posicao ja conhecida por nos
quanto ao problema de definir a negagéo: Essencialismo Seméntico Classico. Isto é,
um conectivo I6gico é uma negacgéo se, e somente se, seu comportamento semantico
€ de um operador de contradicdo. Como destacamos anteriormente (Segéo 7.1.2.2,
p. 187), as posicoes Essencialistas Seméanticas devem levar em consideracao duas
abordagens diferentes para compreender o que faz um conectivo ser um operador de
contradicéo, contrariedade ou subcontrariedade:'®

Um conectivo « é um operador de contradicédo se, e somente se:

(i.a) v(a) =1 <= v(*xa) =0;

(i.b) ndo é possivel que v(«a) = v(*a).

Um conectivo « € um operador de contrariedade se, e somente se:
(il.a) v(a) =1 = v(*a) = 0;

(ii.b) é possivel que v(a) = v(*a) =0, mas ndo v(a) = v(*a) = 1.

Um conectivo « é um operador de subcontrariedade se, e somente se:
(ii.a) v(a) = 0= v(>a) = 1;

(iii.b) € possivel que v(a) = v(*a) = 1, mas nédo v(a) = v(*a) = 0.

Como vimos, (i.b) se segue de (i.a); (ii.b) se segue de (ii.a); e (iii.b) se segue
de (iii.a) — mas nao suas reciprocas. De acordo com a abordagem de Priest, Routley
e Norman (1989), um conectivo de subcontrariedade € entendido como aquele que
torna o v —a uma verdade légica, enquanto um operador de contradicao tornara tanto
a v -a uma verdade légica quanto a A -« uma falsidade l6gica. Consequentemente,
se um conectivo for um operador de contradicdo, ele também serd um operador de
subcontrariedade. De acordo com as diferentes abordagens aos operadores de contra-
digao (i.a —i.b), de contrariedade (ii.a — ii.b) e subcontrariedade (iii.a — iii.b), as Unicas
abordagens que permitem que um operador de contradicao também seja um operador
de subcontrariedade (e contrariedade) sdo as abordagens (i.a), (ii.a) e (iii.a). Visto
isso, estabelecemos qual posicao os autores parecem assumir quanto ao problema de
definir a negacao:

8 Devemos notar que a LP, sistema paraconsistente oferecido por Asenjo (1966) e, independen-
temente por Priest (1979), faz uso de trés valores de verdade, sendo elas: verdadeiro, falso e
verdadeiro-e-falso, nos quais tanto verdadeiro quanto verdadeiro-e-falso sao valores designados.
Aqui utilizamos apenas dois valores: 1 e 0. Para sermos precisos, precisamos substituir (nas condi-
¢Oes expostas a seguir) v(a) = 1 por v(a) € D e v(a) = 0 por v(«) ¢ D, em que D é o conjunto de
valores designados.
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Um conectivo I6gico » € uma negacio se, e somente se seu comportamento
semantico é tal que v(a) =1 < v(*a) = 0.

Se entendermos uma contradicdo como uma situagao na qual tanto uma for-
mula quanto sua negacdo sao ambas verdadeiras (ou tém valores designados), e a
negacéao é entendida como um operador de contradicdo, entdo ndo podemos afirmar
que %, (0 <n <w)seja um sistema que permita casos de contradigdes. Nos sistemas
dessa hierarquia, em uma férmula como « A —,« 0 conectivo -, ndo & um operador de
contradigdo, mas de subcontrariedade. Portanto, ndo sendo uma negacéo, tal férmula
nao é uma contradigdo. Por outro lado, se a paracompletude deve ser entendida em
uma situacao na qual uma férmula e sua negacao sdao ambas falsas (ou tém valores
nao-designados), e negacio é entendida como um operador de contradi¢cao, entdo nao
podemos afirmar que £, (0 <n <w)seja um sistema que lide com a paracompletude.
Nos sistemas dessa hierarquia a falsidade da férmula « v -,a ndo garante paracom-
pletude, pois o conectivo -, ndo é uma negagdo. Consequentemente, se tal conectivo
ndo é uma negacao, ele ndo permitiria um caso de paracompletude.

Essa critica se baseia em duas suposicoes que precisam ser esclarecidas: (1)
negacao € um operador de contradigédo — isto é, um Essencialismo Semantico Classico,
tal como apresentado acima; (2.p) um caso de contradicdo é uma situacao na qual
uma férmula e sua negacdo sao ambas verdadeiras; (2.9) um caso de paracompletude
€ uma situacao na qual uma férmula e sua negacéo sao ambas falsas.

As posigdes (1), (2.p) e (2.9), no entanto, podem ser questionadas. Nao vou le-
var esses debates a frente, mas apenas rascunhar possiveis obje¢des a esses topicos.
Com relacao a suposicao (1), o Essencialismo Semantico Classico, existem diversas
alternativas, de modo que nao é gratuita a aceitacao de tal definicdo de negagédo. Com
relacéo a (2.p) e (2.9), suponhamos que aceitemos a suposicéo (1) e que uma nega-
cdo é apenas o conectivo que se comporte semanticamente como um operador de
contradicdo. Podemos, entdo, oferecer uma categoria mais geral, que chamaremos
de “conectivos de oposi¢do”, tal que os conectivos ., -, € -, recaiam sob esse con-
ceito. Isso nos permitira reescrever as suposicoes anteriores como: (2.p*) um caso de
contradicdo € uma situagdo na qual uma férmula e sua oposicdo sdao ambas verda-
deiras; (2.9*) um caso de paracompletude é uma situacao na qual uma férmula e sua
oposicdo sdo ambas falsas. Ainda que -, e -, n&o satisfagam as condigées impostas
pelo Essencialismo Semantico Classico, eles sdo conectivos de oposicao e, assim,
permitem casos de contradigées (no caso de -,) e casos de paracompletude (no caso
de -,). Essa critica mostra que, além dos autores precisarem argumentar a favor do
Essencialismo Semantico Classico, contra todas as posi¢des alternativas acerca do
problema de definir a negacao, eles também precisam apresentar argumentos que
recusem (2.p*) e (2.q*), mostrando que esse novo conceito — 0 operador de oposicao —
nao é razoavel ou Util para o trabalho conceitual que venha a ser desenvolvido.
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66 Mas aqui comeca ja uma
nova histéria, a histéria da
gradual renovagédo de um
homem, a histéria do seu
transito progressivo de um
mundo para outro, do seu
contato com outra realidade
nova, completamente ignorada
até ali. Isto poderia constituir o
tema de uma nova narrativa...
Mas a nossa presente narrativa
termina aqui. 99

FIODOR DOSTOIEVSKI
Crime e Castigo

8.1 O QUE VIMOS?

Como observamos no Prefacio (p. 12-14), nosso principal objetivo ndo era deba-
ter se (tal como € usual de se assumir com respeito a negacao classica), as negacoes
paraconsistente e paracompleta séo, de fato, negacgées. Isso foi assumido ao longo
de todo o trabalho. No entanto, ainda que um amigo da negacéo classica afirme que
0 que chamamos de “negacao paracompleta” seja um operador de contrariedade,
enquanto que o que chamamos de “negacgao paraconsistente” seja um operador de
subcontrariedade — de modo que tais operadores ndo devam ser tratados como sendo
“negacdes verdadeiras”, titulo esse guardado apenas para a negacao classica —, isso
nao muda o fato de que todos os trés operadores sdo conectivos l6gicos e que podem
(e devem) ser analisados e tratados de modo apropriado. Como vimos no capitulo
Ldgica Classica e Algumas Légicas Ndo Classicas (p. 16-64), cada um dos conectivos
referidos (indiferente ao titulo de “negacao” ou “operador” de contradicado, contrarie-
dade ou subcontrariedade) sao tratados por trés classes de sistemas formais distintos,
sendo eles a Ldgica Proposicional Classica, as hierarquias de Calculos Proposicionais
Paraconsistentes e Célculos Proposicionais Paracompletos.

Com o intuito de respondermos as perguntas propostas no prefacio, (viz., “Quais
suas diferencas? Como se comportam? Como se relacionam?”), deveriamos investigar
um sistema no qual os trés conectivos de negacao figurassem (sejam eles introduzidos
como primitivos ou definidos na linguagem). Para isso, investigamos a hierarquia de
Célculos Proposicionais Nao-Aléticos. Todavia, como pudemos observar, tais sistemas
nao nos permitiam, de modo apropriado, compreender todas as possiveis relacoes
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entre os conectivos de negacao como, por exemplo, a reiteracao de negacdes de tipos
diferentes. Portanto, para solucionar esta dificuldade, desenvolvemos um conjunto de
quatro sistemas légicos, que chamamos de “Sistemas K£G”. Oferecemos sua sintaxe,
semantica, possiveis traducdes e resultados que podiamos encontrar utilizando esses
sistemas. Enfim, as diferengas, os comportamentos e relacdes entre os trés tipos de
negacgao puderam ser analisadas em um unico sistema l6gico — 0 que nos permitiu res-
ponder as dificuldades apontadas inicialmente. Apds o desenvolvimento das versoes
proposicionais dos Sistemas G, adiantamos uma tentativa de extensdo elementar
(i.e., em linguagem de primeira ordem) para os sistemas, o0 que permitiria, entre outras
coisas, servir de base para a edificacdo de teorias formais mais robustas, como um
sistema com identidade, construcdo de uma aritmética e até mesmo de uma teoria de
conjuntos. Como devemos notar, todo o percurso até agora tragado € apenas uma in-
fima parte ou, melhor dizendo, o preludio para uma quantidade significativa de estudos
e desenvolvimentos que podem ser feitos sobre tais sistemas. O que nos leva para a
proxima secao.

8.2 O QUE PODE VIR DEPOIS?

Até agora, como salientado, oferecemos apenas os alicerces dos Sistemas
KG. Muitas investigacdes ainda podem (e talvez até devam) ser feitas. Apenas como
sugestao, vejamos alguns exemplos.

Identidade

Como vimos na Segéo 6.4 (p. 177), podemos construir uma extensao elementar
dos sistemas K¢ introduzindo uma relagéo binaria de identidade. Posto que introduzi-
mos a relacao de identidade, obtemos também a relagéo de diferenga, compreendida
como a negacao da identidade entre dois termos. No entanto, temos trés tipos de
negacoes diferentes, o que nos permitiria distinguir trés tipos de relagdes de diferenca.
Como poderiamos interpretar isso? Seria, de algum modo util termos tantas diferen-
cas?

Aritmética

Ainda na sec¢éo 6.4 (p. 177), apresentamos os postulados da chamada “Aritmé-
tica de Robinson” (p. 178, doravante referida como AR), que poderia ser erigida sobre
algum dos Sistemas KG. A escolha da Aritmética de Robinson nada tem de especial
além do fato de que é o “menor” sistema (i.e, € uma teoria essencialmente indecidivel
de modo que qualquer outra teoria que a contenha ela também sera indecidivel) ao
qual os teoremas de incompletude de Gddel se aplicam.! Tudo o que falarmos a seu

! Cf. Smith (2013, Cap. 10-11)
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respeito pode ser estendido as demais teorias as quais os referidos teoremas valem.
Entre os postulados de AR, como pudemos notar, alguns utilizam o conectivo de nega-
cdo. Em sua formulacdo usual (construida na Légica Elementar Classica), o conectivo
de negacao envolvido nos postulados de AR é, obviamente, o conectivo de negacao
classica. Contudo, quando erigida sobre os Sistemas KG, tais postulados podem en-
volver outros conectivos de negagado (como paraconsistente ou paracompleta). Quais
resultados podemos obter ao fazer tais modificagdes?

A primeira vista, ha duas situagées a considerar. A primeira diz respeito ao fato
de que AR € o “menor” sistema ao qual os teoremas da incompletude se aplicam.
Porém, se obtivermos uma versao de AR nos sistemas KG, esse sistema podera ser
mais fraco que AR e, assim, vem a questao: os teoremas de Gddel se aplicariam
a tais aritméticas? Essa questao tem relevancia, pois no caso afirmativo, teriamos
descoberto sistemas mais débeis que AR nos quais os ditos teoremas valem. Por outro
lado, em caso negativo, teriamos “aritméticas” que aparentemente seriam completas,
porém recursivamente enumeraveis e consistentes. Quais as consequéncias disso?
Essa questao sera postergada para uma analise futura.

Teoria de Conjuntos

Poderiamos construir uma Teoria Nao-Classica de Conjuntos sobre as exten-
sbes elementares dos sistemas K£G? Quais seriam suas propriedades? De modo
usual, uma teoria de conjuntos introduz uma relagcédo binaria de pertencimento, re-
presentada pelo simbolo “c". De modo semelhante ao que ocorre com a relagéo de
identidade, ao introduzirmos a relagdo de pertencimento, obtemos também a nogéo
de ndo-pertencimento, como a negag¢ao de uma relagao de pertencimento. Como os
sistemas KG contém trés negacdes, teriamos entao trés no¢des de ndo-pertencimento
distintas. O que isso poderia significar? Seria esta uma teoria util?

Aplicacoes dos Sistemas g

Poderiamos nos perguntar qual seria a utilidade dos sistemas G (seja tanto
suas versdes proposicionais como elementares). Uma resposta rapida e direta é: a
mesma que temos para a Logica Classica, Paraconsistente, Paracompleta ou N&o-
Alética. Como vimos anteriormente, todos os quatro sistemas sao imersiveis em algum
dos sistemas KG. Em Ultima instancia, o Sistema K£G. tem a capacidade expressiva
para demonstrar todos os resultados obtidos por todos os sistemas anteriores, como
também os resultados obtidos em todos os outros sistemas K£G. E, como consequén-
cia, obtemos dois ganhos teéricos: (1) simplicidade e (2) capacidade expressiva. Os
sistemas G por contarem com um conjunto pequeno e simples de postulados (tendo
como ponto negativo apenas a introdugao de dois conectivos de negagéo a mais que
os anteriores), podem ser considerados simples, mas sem perder suas capacidades



Capitulo 8. O que vimos e o que pode vir depois? 204

expressivas. Além do mais, por permitir expressar reiteracdes e relagdes entre os dife-
rentes tipos de negagdes que vimos, os sistemas G sao uteis para esclarecimentos
tedricos com relacdo ao comportamento desses conectivos de negacao.

Alguém, por outro lado, poderia exigir mais algum tipo de aplicacdo — ndo apenas
os ganhos teéricos. O que podemos fazer com os sistemas KG que, de outro modo,
nao podiamos fazer com os quatro sistemas anteriores, ja conhecidos na literatura
(além, é claro, de compreender e permitir reiterar as diferentes negacodes)? Haveria
algum toépico de discussado no qual a aplicacéo dos sistemas G (ou algum sistema
com caracteristicas similares) € imprescindivel? Este é mais um dos problemas que
deixaremos aqui em aberto, mas que poderia ser tratado em discussoées futuras.

Uma proposta interessante, que merece investigacao, é se € possivel aplicar-
mos algum dos sistemas G para a formalizagdo do que é chamado “Légica Quantica”.
Acreditamos que a resposta é afirmativa. Ainda que nao desenvolvamos este ponto
aqui, acreditamos poder adiantar algumas ideias que serao exploradas em trabalhos
futuros, tais como as seguintes. E sabido (VAN FRAASSEN, 1974; BELTRAMETTI;
CASSINELLI, 1981; KRAUSE, Décio, 2019) que a negacgdo -, pode ser vista como
uma “negacao quantica”, pois ela tem as propriedades requeridas pelo o que Van
Fraassen (1974) denomina como sendo uma choice negation, i.e., permite expressar
que a negacao de uma proposicao nao € a sua contraditéria, mas a sua contraria
(no sentido do célebre Quadrado de Oposicoes). Assim, para ilustrar, no famoso caso
do Gato de Schrédinger, é equivocado dizer que o estado descrito por um vetor que
expresse a situacao no qual o gato esta morto € a negacao classica do estado equi-
valente ao gato estar vivo, pois uma nao € a contraditéria da outra. O estado do Gato,
previamente a mensuracao, € uma superposicdo desses dois estados, o que represen-
taria uma terceira situagdo que nao poderia ser expressa por nenhum dos dois vetores
isoladamente. O estado do gato, previamente a mensuracao é, portanto, uma terceira
possibilidade, além daquelas que estar vivo ou estar morto, o que acarreta que essas
duas situacdes podem ser ambas falsas, mas ndo ambas verdade — o que indicaria
assim uma situacao de contrariedade.?

RelacGes com outras légicas

Outra investigacdo futura que propomos € a substituicdo da hierarquia %,
(0 < n < w)pelas Logicas de Inconsisténcia Formal (MARCOS, 2005; CARNIELLI;
CONIGLIO; MARCOS, 2007; CARNIELLI; CONIGLIO, 2016) de modo a analisar
se os resultados que obtivemos com relagdo aos sistemas KG e a hierarquia %,
(0 < n < w)podem ser reproduzidos com as referidas l6gicas. O mesmo valeria, de
modo similar, com outros sistemas paraconsistentes, paracompletos e sistemas hibri-

2 Cf. Krause e Arenhart (2016).
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dos que, porventura, aparegam na literatura.?

Versao Estritamente Nao-Classica de £g

Poderiamos construir uma versao estritamente nao-classica dos sistemas K£G?
Isto €, uma versao que contenha as negagdes paracompleta e paraconsistente, mas
nao a negacgao classica? Vejamos um conjunto de postulados que poderiamos adaptar
dos sistemas KgG.

—

.o, BB

2. a— (- )

3. (= p) = (> (>7)) = (a=>7))
4. (= f) = ((a = =4f) = ~pa)

5. —ja = -0

6. ~p—pa >«

7. o= =g

Seriam esses postulados o suficiente para caracterizar sua sintaxe? Em relacao
a sua Redugéo ao Absurdo (axioma 4), como vimos na se¢ao 1.5.3 (p. 54), tal axioma
se assemelha ao axioma da Reducédo ao Absurdo do Célculo Nao-Alético. Nesse
sistema nds conseguiriamos definir os conectivos classicos (conjuncao, disjuncao e
bicondicional)? Podemos desenvolver uma semantica no mesmo molde do sistema K£gG.
— sem as condi¢oes para a negacgao classica? Seria de algum modo util tal sistema?
Deixaremos mais esse tépico para uma investigagao futura.

Definicao de Conectivos Alternativos

Tal como vimos anteriormente, 0s conectivos de conjuncéo, disjuncéo e bicondi-
cional (Def. 19, p. 68) sao definidos como:

Conjunggo: a A 8% - (o - ~.f3)
Disjuncdo: av 8% —.a > 3

Bicondicional: a <> 3 %€ (a > 8) A (8 = a)

3 Alguns exemplos podem ser vistos em Sette (1973), Caret (2017) e Priest (1979).
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Essas definicdes preservam caracteristicas usuais dos referidos conectivos que
podemos encontrar na Légica Classica (portanto, chamaremos os conectivos definidos
desse modo como “conectivos classicos”), de modo que seu definiens é composto
por negacoes classicas. Todavia, quais seriam as consequéncias se introduzirmos
variagcoes desses conectivos através de outras negacdes? Chamaremos de “conectivos
alternativos” tais variagées como, por exemplo:

Conjungao*: o a* B8 € - (a - —,3)

Disjungdo*: av* 8 %'~ -
Bicondicional*: o <+* 3 %€' (a > 8) A* (8 > @)

Os resultados que poderemos obter com tais conectivos irdo diferir dos resulta-
dos obtidos através da definicao usual? Vejamos um exemplo. Em K£G,, conseguimos
facilmente obter que +,, a« > (8 - (a A 3)) ou, dada a definicdo da conjungao classica,
Fem @ = (6 = =¢(a = =.0)). Vejamos sua demonstragao.

1. a— (8= -c(a—>-B)) [o]

2. a 1CD
3. B ~(a~—f) [0 1CD
a. 8 3,CD
5. o) [T 3,CD
6. o= =f3 5NC

/\
Q @ _‘cﬂ 6, CD
® 3 [0 7, NC
®

Obtemos também que +,, a - (8 - (aA* 8)) ou, de acordo com a definicao da
conjuncdo alternativa, -, « - (5 - —,(a > =,5)). Vejamos sua demonstragéo.
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1. a— (B> —pla—>-40)) [o]

2 a 1CD
3. B = —p(a > —gB) [0] 1CD
4, 3 3,CD
5. ~(a > -8) [0] 3,CD
6. a - =3 5 NP
8 ® 3 [9] 7,NQ

®

Outro resultado que obtemos € +;,, (o A ) — « ou, dada a definicdo da conjun-
¢ao classica, Fiy —(a = =.0) - a. Vejamos sua demonstragao.

1. (> -.f) > a [o]

2. 0 o) 1,CD

3. a [o] 1,CD

4. a—-8 [o] 2, NC

5. o' 4,CD
®

No entanto, #4, (o A* 3) - « ou, dada a definigdo alternativa da conjungéo,
Frm (@ = =4 3) > a. Podemos observar isso no seguinte tableau.

1. ~p(a—>—¢f) > a [0

2. (= —yf) 1,CD

3. a [o] 1, CD

Repare que, a partir do passo 2 do tableaux anterior, ndo podemos inferir que
a - —,0[o]e, assim, continuarmos a demonstragédo para fecharmos o tableaux. Quais
as consequéncias tais definigées trariam? Como poderiamos interpretar esses conec-
tivos?

Também vimos, en passant, que através do conectivo chamado de “Barra de
Sheffer”, somos capazes de definir todos os conectivos classicos, tal como se segue:

Negacao: —.a %' (a 1 a)

def

Condicional: « - 3% (a1 (81 5))

Conjuncdo: an 8% ((a 1 8) 1 (a1 B))
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Disjuncdo: av 8% ((a 1t @) 1 (81 8))

Bicondicional: < %' (((a 1 (81 8)) 1 (B1 (et @)1 (a1 (B18))1 (81 (at
@))))

Em Kg,, poderiamos definir a Barra de Sheffer como

def

alf = —cav-.f

Repare, contudo, que tal definicao utiliza da negacéao classica. Do mesmo modo
que vimos com 0s outros conectivos alternativos, quais as consequéncias de ofere-
cermos definicdes alternativas para Sheffer utilizando alguma das outras negacoes?
Seriamos capazes de definir os conectivos classicos através do Sheffer alternativo?
Haveria algum conectivo que fosse capaz de definir as trés negagdes, tal como Sheffer
€ capaz de definir a negacéao classica?

Extensoes Modais dos Sistemas £g

Como é bem conhecido nos livro-textos de l6gica, uma extensdo modal de algum
sistema logico inclui a introducao de operadores, chamados de “modais”, que permitem
capturar nogcdes como necessidade ou possibilidade — cuja interpretacao € usualmente
alética, mas podendo ser entendido como operadores epistémicos, dednticos, etc.
Podemos estender a linguagem dos Sistemas G incorporando operadores modais?
Quais seriam seus postulados especificos? Como construir sua semantica? Apenas
no que toca aos aspectos semanticos, vejamos algumas ideias que poderiam ser
aproveitadas para um estudo futuro com relagcéo as extensées modais dos Sistemas
KG. Seja £ a linguagem dos Sistemas £G. Podemos entdo estender £ introduzindo o
simbolo o tal que, se a € uma férmula, entdo o« é uma férmula — designaremos essa
linguagem estendida como £ e, intuitivamente, entenderemos a férmula oa como:
necessario que . Podemos entdo construir uma Semantica Estilo-Kripke para £*.

Definicao 90 (Estrutura de Kripke). Uma estrutura de Kripke é um par ordenado F =
(20, R) tal que 25 € um conjunto ndo-vazio, cujos elementos chamaremos de “mundos”,
e R uma relacdo binaria, chamada de ‘relacdo de acessibilidade”, sobre 23, i.e., R ¢
20 x 2.

Definicao 91 (Modelo de Kripke para £*). Seja M = (20, R, ¥") um modelo de Kripke tal
que 20 é um conjunto de “mundos”, R uma relagdo binaria sobre 23 e ¥ uma valoragcao
que ¥V : Per — P(20) (interpretaremos ¥ (p), onde p é uma variavel proposicional, como
0 conjunto de mundos nos quais p é verdadeiro). Dizemos que uma formula o é valida
em um mundo w dado um modelo M (que denotaremos por M,w = «) dada as
seqguintes condigbes:
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(a) M,wEpssewe¥(p)

(b) M,wE -.a ss€ M, w ¥ «

(c) Se M,w ¥ «, entdo M,w = -«

(d) Se M,w E —~,«, entdo M, w # «

(e) Myjwea—[sse M,wiaouM,wkf

(f) M,w E O« sse para todo w' € 23, se wRw', entdo M, w' £ «
Podemos agora estender para os conectivos definidos:

() Miweanrpsse MweaeM,wkEf

(h) Mweavpsse M,wEaoaouM,wEf

Posto que temos trés negagdes, permitindo casos de paraconsisténcia (o A —,«)
e paracompletude (-.aA-.—~,), poderiamos distinguir os chamados “mundos possiveis”
em trés categorias:

Defini¢ao 92 (Tipos de Mundos). Seja M um modelo de Kripke. Para todo w € 23, se
existe alguma formula o tal que:

(@) M,w E a -y, entdo dizemos que w é um “Mundo Paraconsistente”. Se w for
um mundo paraconsistente, entao w e 20P

(b) M,w E —.a A =.—y0x, €ntdo dizemos que w é um “Mundo Paracompleto”. Se w for
um mundo paracompleto, entdo w € 234

(c) Caso contrario, dizemos que w € um “Mundo Classico”. Se w for um mundo
classico, entao w € 20¢

Através dessa definicdo, podemos facilmente perceber que 20 = 93¢ u 0P U 29

Dada a definicdo de Tipos de Mundos, podemos observar que um mundo w
pode ser paraconsistente e paracompleto. Por outro lado, se w € um mundo classico,
nado sera verdadeiro em w (para toda férmula «) tanto que o A -,a quanto —.a A —.—,c —
ou seja, ndo ha casos de paraconsisténcia ou paracompletude em um mundo classico.
Obtemos, diretamente das definicbes anteriores, dois resultados interessantes.

(i) Se M,w E DOa, entdo ndo existe um mundo w’ € 0%, onde wRw’, tal que
M,w'" & -.«. Portanto, em w’, « ndo é uma férmula que apresenta um caso
de paracompletude. Como assumimos que w’ € 209, entdo existe alguma outra
formula, 5, tal que -.8 A -.—, é verdadeira w’.
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(i) Se M,w £ O-.a, entdo ndo existe um mundo w’ € WP, onde wRw’, tal que
M, w' E a. Portanto, em w’, « ndo € uma féormula que apresenta um caso de
paraconsisténcia. Como assumimos que w’ € 207, entdo existe alguma outra
formula, 5, tal que 5 A -, 5 é verdadeira em w'.

Introduzimos em nossa linguagem £ o operador modal O, cuja interpretacao é
dada sobre todo o conjunto 2. Todavia, podemos relativizar o operador o introduzindo
também trés outros operadores modais, o,, O, € O., de modo que a interpretacdo
desses operadores modais poderiam ser algo como:

(i) M,w = O« sse para todo w’ € 20, se wRw', entdo M, w' E «
(i) M,w 0, sse para todo v’ € 07, se wRw’, entdo M, w’ E «
(i) M,w E 0, a sse para todo w’ € 9, se wRw’, entdo M, v’ E «
(iv) M,w E 0.« sse para todo w’ € 20¢, se wRw’, entdo M, w' E «

Disso se segue que, se M, w + Oa, entdo M, w + O,a A (O,a A O.). Seria pos-
sivel construir um sistema modal com tais caracteristicas? Quais os postulados que
deveriamos adicionar na sintaxe dos Sistemas KG Modais para capturar tal seman-
tica? Quais outros sistemas modais seriam possiveis desenvolver sobre KXG? Haveria
alguma semantica alternativa (i.e., diferente de uma Semantica Estilo-Kripke) para uma
extensao modal dos sistemas K£G?

Como podemos observar, hd muito trabalho que ainda pode ser desenvolvido.
No entanto, quais seriam as motivacoes por tras desse desenvolvimento? Obviamente,
tais trabalhos tém valor por serem um desbravamento de um campo ainda nao ex-
plorado. Contudo, para além de sua importancia per se, motivar e perscrutar suas
aplicacbes garantiriam que tais trabalhos ndo sejam meras possibilidades algébricas.
Ao meu ver, esse também deveria ser um trabalho futuro, que melhor justificaria nao sé
o desenvolvimento das extensdes dos Sistemas K£G aqui apresentados, como também
traria valor ao proprio trabalho que aqui desenvolvi.

4 Agradeco a vocé pela paciéncia, oferecendo de seu tempo e disposicédo para ler esse trabalho.
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