SEPARATUM

Colloquium on the Foundations of
Mathematics, Mathematical Machines and their

Applications

TIHANY, 11—15 SEPTEMBER 1962

iy

AKADEMIAL KIADO, BUDAPEST 1965
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MIT ZWEI WIRKUNGSBEREICHEN
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Wir beschéftigen uns mit folgender Quantifizierung: dem Ubergang von
zwei Aussageformen, die dieselbe Variable frei enthalten mogen (und im
einfachsten Falle keine weitere), zu der Aussage:

Es gibt gleich viele Werte, die die erste Aussageform erfillen, wie es
Werte gibt, die die zweite Aussageform erfilllen.

Im jeweiligen Formalismus — wir beschranken uns auf elementare Theorien
und den Pridikatenkalkiil erster Stufe — wollen wir das Grundzeichen
I hinzunehmen und die ‘induktive Definition der (sinnvollen) Ausdriicke
durch folgenden Zusammensetzungsschritt ergénzen:

[Sind H, und H, Ausdricke, in denen die Individuenvariable x je
(*) + mindestens einmal vorkommt, nirgends jedoch Vx oder 3z oder
| Lr. so ist auch IxH H, ein Ausdruck.

Der besseren Lesbarkeit zuliebe kénnte man statt IxH H, etwa die Zei-
chenreihe Ix[H,; H,] bilden (mit Klammern und Semikolon als zusétzlichen
Grudzeichen); bei den gebriuchlichen Ausdrucksbestimmungen ist jedoch
eine »Vermischung« der beiden Wirkungsbereiche ohnehin ausgeschlossen:
Sind ndmlich H,, H,, H,, H, Ausdriicke, so ist die Zeichenreihe H H,
mit der Zeichenreihe H, H, genau dann identisch, wenn H, mit H, identisch
ist und H, mit H,. — Das semantische Gegenstiick zu (*) wird folgende
Definition:

Es sei M ein Modell (mit dem Individuenbereich J) und B eine
Belegung der Individuenvariablen (mit Elementen von J). Far
J=1,2 sei m; die Mdchtigkeit der Menge derjenigen Belegungen
B, far die erstens B (y) = B(y) bei jeder von x verschiedenen Indi-
viduenvariablen y und zweitens B, den Ausdruck H; erfullt (der
x im Sinne von (*) vollfrei enthalten mége). Dann erfillt B in M den
Ausdruck IeH H, genau dann, wenn n; = m,.

»Proper quantifiers« mit mehreren Wirkungsbereichen hat Borkowski
[1] untersucht, wobei er Definierbarkeit durch jeweils eine (klassisch-)
pridikatenlogische Zusammensetzung der in den n Wirkungsbereichen
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stehenden Ausdriicke voraussetzt ([1], I, S. 72); ein dortiges Beispiel, in
abgeédnderter Schreibweise: QuvH,H, =y; Vx (H, — H,). Mostowski unter-
sucht in [7] eine interessante Klasse von Quantifikatoren mit einem Wir-
kungsbereich.

Uber das hier Mitgeteilte hat der Verfasser schon 1959 in einem Vor-
trag vor der Janos-Bolyai-Gesellschaft zu Budapest kurz berichtet. Nicht
zur Sprache kommen werden syntaktische Dinge wie Schlufregeln fiir I
oder die Nicht-Axiomatisierbarkeit der Menge der in jedem Modell giiltigen
I-Ausdriicke. Auch allgemeinere semantische Fragen — Endlichkeitssatz,
Lowenheim-Skolemscher Satz und Verwandtes — werden hier noch nicht
behandelt. Es soll lediglich an einigen einfachen Beispielen gezeigt werden,
wie man I in konkreten Zusammenhédngen benutzen kann. Sobald etwas
solches »Material¢ vorliegt, gewinnen ja die genannten theoretischeren
Probleme meiner Meinung nach erheblich an Interesse.

1. Offensichtlich sind V und 3 durch I ausdriickbar — in dem Sinne,
daf in jedem Modell JxH (x) mit ~ Ix H(x) (H(x) A ~ H(z)) dquivalent, ist *

In der vollen (d.h. Addition und Multiplikation enthaltenden) ele-
mentaren Zahlentheorie 146t sich auch umgekehrt I durch V oder 3 aus-
driicken, und zwar mit Hilfe des bekannten Godelschen Kunstgriffs ([4], S.
192 f.): Der Ausdruck lzH (z) H,(x) ist dquivalent mit

(Vy Jz (x> yar H(x)) A Vy Jx (x> y A H,y(x)))
vin A Im; 3e; {Vx (H(x) — y (y < n ax = Rest (my, (y'-¢)))))
: /\’Voc1 Vi, (2, < T, <n—> Rest (m; (x1-¢;)’) == Rest (m, (21 -¢;)"))},
wobei
x=Rest (y,2) =psx<ery=tz4x.

2. In elementaren Kalkiilen mit Identitdt (d. h. mit standard-inter-
pretiertem Relationszeichen =) lifit sich die Dedekindsche Unendlich-
keitsdefinition sehr einfach formalisieren: Genau die Modelle, in denen
die Aussage

y Iex=zxa=ky

wahr ist, haben unendliche Individuenbereiche. Definiert man:
Uz H(zx) =ps Iy (H(y) vIz H(z) Hx) A 252 y) ,
so kann man, ohne Unterschied bei jedem Modell, Uz H(x) lesen als

sfiir unendlich viele x : H(x)«.

* Die Symbolik »H (z)« statt »H« soll darauf hinweisen, daB z in H vollfrei
vorkommt. .
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Die von Mostowski — [7], S. 14, (¢) — als Beispiele aufgefiihrten Quanti-
fikationen »fir fast alle x. ..« usw. lassen sich natiirlich ebenfalls durch
I umschreiben. Die Bezeichnung »U« ist von Lachlan [6] iibernommen,
der eine U betreffende Definierbarkeitsfrage untersucht hat.

Setzt man einen abziahlbar-unendlichen Individuenbereich woraus, so
ist U durch I ganz leicht auch ohne = ausdriickbar: Es gilt ja z.B.

Uz H(x) — Iz H(zx) (H(z) v ~ H(x)).
Bemerkt sei noch, daB3 ein Modell, in dem die Aussage
Ux Rz A Uz Ryx A ~ Ix Rix Ryx
wahr ist, einen #berabzdhlbaren Individuenbereich besitzt.

3. Fiir die elementare Zahlentheorie i3t sich Kategorizitcit mit Hilfe von
I sehr leicht erzwingen: Man fordert die Wahrheit von

Ve~ lyr<y y<a
und schlie§t dadurch die Modelle mit Ordnungstypen
o+ (0* +w)- (7, +1 +7,)

aus.
In dem Ausdruck

Ir x <y H(z)
(ves gibt genau y Zahlen x derart, daf H(x)« )

ist y nicht Meta-, sondern Objekt-Variable, darf also im Kalkiil z. B.
quantifiziert oder durch einen Term ersetzt werden.

Bekanntlich ist die Addition durch die Kleiner-Beziehung im Bereich
der natiirlichen Zahlen nicht elementar explizit definierbar, denn in der
'=. V. 3)-Theorie besitzen genau die endlichen Mengen und ihre Komple-
mente definierende Ausdriicke, weshalb z. B. die Eigenschaft, gerade zu
sein (dy y 4 y = x) sicherlich nicht durch < definierbar ist. Anders,
wenn man I statt V und 3 verwendet: Im Standardmodell gilt

rt+y=z—hkitSyr=<t=-z.

Hier liegt die Frage nahe, ob sich auch die Ausdrucksfihigkeit der Pres-
burgerschen Arithmetik (4, V, 3) erhéht, wenn man zu (4, I) itbergeht.

4. Mirist nicht bekannt, ob man durch eine geeignete einstellige zahlen-
theoretische Funktion (zuziiglich Identitatsrelation) Addition und Multi-
plikation elementar explizit definieren kann. In [5] habe ich nur zeigen
koénnen, dal man mit zweien auskommt (von denen die eine die Nach-
folgerfunktion sein darf) und dafl, wenn man mit »schwacher Definierbar-
keit« ([5], S. 211 f.) zufrieden ist, wirklich eine — rekursive — einstellige
Funktion ausreicht.

3 Koll.
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Verwendet man X statt ¥ und 3, so lapt sich die Potenzierung (und
damit Addition und Multiplikation) explizit durch eine geeignete (rekursive)
einstellige Funktion ausdricken. Dieser anzugebenden Funktion ¢ soll
im Formalismus das Zeichen f entsprechen.

Man zdhlt alle geordneten Zahlentripel [a, f,y] mit of =y ab:

[ag Bos Yolr (o0 Bl - - und setzt

3.3n +1 fiir 1<v< 4n +1,
P(3-(6n% +9) +2)=13-(3n +1) +1 fir 4n +2<v < 80 +3,

3.(3n +2) +1 fir 8n +4<» < 12n +6;

@(3-3n +1) = 3a,,
P(3-(3n +1) +1) =38,,
(8- (3n +2) +1) = 3y,
p(3m) = m.

Bei dieser eindeutigen Abbildung ¢ hat jede Zahl 3k + 2 genau ein
Urbild, namlich 3-(3k -+ 2); jede Zahl 9n + 1 bzw. 9n 44 bzw.

(**) 9n + 7 hat genau 4n + 2 bzw. 4n + 3 bzw. 4n + 4 Urbilder, davon
4n + 1 bzw. 4n -+ 2 bzw. 4n + 3 von der Form 3k + 2 und auferdem
nur noch jeweils ihr Dreifaches; jede Zahl der Form 3k schlieflich hat
unendlich viele Urbilder,

denn k = a, (und auch k = §,, wenn auch nicht k = y,) fiir unendlich
viele n. Zur Abkiirzung setzen wir fest:

r=0=plift=xt=1

eine Belegung B erfiillt dieses Definiens genau dann, wenn B(z) durch 3
teilbar ist. Wir behaupten:

Eine Belegung B mit B(a) = a, B(b) =8, Blc) = y erfuallt den Aus-

druck

JuIvIwAz Ay, 3y, fu=0Afo=0Afu=0Au £ 0rvE0Aw*0
ANr=vAfyy=wAfy, =w Ay F Y,
I ft=uw (ft=v AiFT)
At ft=u (ft=waty rtFY,)
Afu=anrffo=bnffw=rc)

genau dann, wenn of = y.

In dem definierenden Ausdruck bezeichnen wir den auf 3y, folgenden
(bis zum SchluB gehenden) Teilausdruck als H,. Bei gegebener Belegung B
werden wir abkiirzend Blu) = @, B(v) = o, ... setzen. '
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Ist o’ =y, so gibt es ein % mit a = a,, g = B ¥y =79, und fiir

u=9n +1, 9=9n +4, w=9n 47,
Z=3.-(6n* +8n +3) + 2, Y1 = 3-(6n% + 12n + 5) -+ 2,
Yo =3-(60% +12n +6) 42

wird H ,von Berfiillt. Damit ist die eine Richtung der Behauptung bestitigt.
Hat man umgekehrt eine H , erfiillende Belegung B, so sind ¢(z), ¢(s), ¢(1)
durch 3 teilbar, dagegen %, %, % selbst von der Form 3k + 1. Hat % genau j
Urbilder (jist gewil endlich '), so hat  genau § + 1 und w genau j -} 2;
deshalb gibt es ein 7 mit j = 4n 1~ 2, denn wegen (**) kann j nicht eine
der Formen 4n, 4n + 1, 4n -+ 3 haben. Dann ist aber

=90 +1,9=9n +4, w=9n + 7,
% = Yp(@)) = a, B, = @(p(0)) = B, y, = pe(w)) =y ,
und aus af = y, folgt of = 5.

5. Dieses Resultat kann man verallgemeinern auf beliebige elementare
Theorien mit endlich oder abzéihlbar unendlich vielen Relationenkonstanten
(mit fester Interpretation, etwa im Bereich der natiirlichen Zahlen):

Zu jeder Folge o, o, ... von zahlentheoretischen Eigenschaften oder
Relationen (endlicher, nicht notwendig beschrinkter Stellenzahl) gibt es
eine einstellige zahlentheoretische Funktion @ derart, dap jedes g, in der ele-
mentaren Theorie mit Quantifikator X, Identitit und — als @ interpretierter —
Funktionskonstante f explizit definierbar ist.

Einen (zu langen) ad-hoc-Beweis dieses Satzes — durch Verallgemeine-
rung der Konstruktion aus dem vorigen Abschnitt — teile ich nicht mit,
sondern ziehe der Einfachheit halber ein Resultat von Craig und Quine
[3] heran (das unmittelbar auf die Church-Quinesche Untersuchung [2]
aufbaut): Man kann die 0; durch eine zweistellige symmetrische Relation
o ausdriicken. Wir wihlen Zahlenfolgen a, und 8, so, daB} jedes Paar [a, 8],
fur das agf, in der Folge [a,, f,], lay, 1], - . . unendlich oft auftritt, jedoch
kein anderes Paar. Dann setzen wir

(3 (02 +nt ) +2)={6" 1 fa

Il<r=<
6n +4 fiir n +2< v < 20 4 2;
p(6n + 1) = 3a,,
p(6n +4) = 38,;
o(3m) = m.

Wie in Abschnitt 4, nur noch bequemer, beweist man:

3%
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Eine Belegung B mit Bla) = a, B(b) = B erfullt den Ausdruck
Jx Iy (fxEOAnyOAx$O/\y$O

ATt ft=xft'=y/\ffx=aAffy=b)
genau dann, wenn agf.

Dabei war # = 0 wie in 4 zu definieren. (Statt der Zahlen 3k kénnte man
auch die Zahlen 3k - 2 auszeichnen, die sich ja — als die einzigen mit
nur einem Urbild — hier ebenso leicht charakterisieren lassen.)

Aus diesem Definierbarkeitssatz ergibt sich sofort die Unentscheid-
barkeit der (abstrakien) elementaren Theorie einer einstelligen Funktion mit
1 als Quantifikator. Bin Beweis 143t sich z. B. Wort fiir Wort aus [2], S. 1831,
iibertragen.
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