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EINSTELLIGE FUNKTIONEN ALS GRUNDBEGRIFFE
DER ELEMENTAREN ZAHLENTHEORIE

Von Kraus HArTi¢ in Berlin

Nach Juria RoBiNsoN1) kann man die Addition und die Multiplikation natiir-
licher Zahlen — und damit die ,,volle Arithmetik* -— elementar durch die Nach-
folgerfunktion und die Teilbarkeitsrelation ausdriicken. Hieran ankniipfend, hat
MyHILL?) eine sehr einfache zweistellige zahlentheoretische Relation angegeben,
die als esnziger Grundbegriff der elementaren -Arithmetik dienen kann. CHURCH
und QUINE3) schlieBlich haben gezeigt, daB man sogar schon mit einer zweistelligen
symmetrischen Relation auskommt, die insofern als ,,the simplest possible primitive
for elementary number theory‘‘ gelten konne, als noch so viele einstellige zahlen-
theoretische Relationen (also Eigenschaften natiirlicher Zahlen) nicht mehr fiir die
elementare Definierbarkeit von Addition und Multiplikation ausreichen?).

Nun sind doch die k-stelligen Funktionen?®) spezielle (k -|- 1)-stellige Relationen,
und andererseits 148t sich jede k-stellige Relation durch ihre charakteristische
Funktion — also eine spezielle k-stellige Funktion — vertreten. In diesem Sinne
liegen die einstelligen Funktionen echt zwischen den zwei- und den einstelligen
Relationen, kommen also ebenfalls als ,simplest possible primitives in Frage.

Im Formalismus verwenden wir als Individuenvariablen die Grundzeichen
Xy, Ty, Ty, ... und als einstellige arithmetische Funktoren die Grundzeichen
fi,f5, f; und f, daneben -, - und die einzige Relationenkonstante = wie sonst.
Unter f* bzw. f3 verstehen wir diejenige Zeichenreihe, die durch n-maliges Hinter-
einanderschreiben des Grundzeichens f bzw. f, entsteht, also insbesondre fiir
n = 0 die leere Zeichenreihe. Durch pridikatenlogische Zusammensetzung ent-
stehen aus Zeichenreihen f™ x; = f*z; (i,§,m,n=0) die f-Ausdriicke, die wir,
falls sie keine Variable frei enthalten, f-Awussagen nennen.

Bei der Allgemeingiiltigkeitsdefinition fiir die Ausdriicke benutzen wir be-
schrankte Belegungen ® der Variablen mit natiirlichen Zahlen, also eindeutige
Zuordnungen 2 — B (),
die nur fiir endlich viele, doch mindestens fiir diejenigen «; erklirt sind, die in dem
zu interpretierenden Ausdruck H frei vorkommen. Sind das etwa hochstens die
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4) Siehe S.186 (a.a.O.).

5) ,,Funktion* steht stets fiir ,,eindeutige Funktion.
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Variablen z,, @,, . . ., %, und ist B(x,) = b,, so schreiben wir o[D1s - - o by BErfH
statt ,,% erfiillt H*. Die Funktionenkonstanten f;, f,, f3 und f werden interpretiert
durch — jeweils vorher festzulegende — einstellige zahlentheoretische Funk-

tionen g, bzw. @, bzw. g, bzw. @, ferner 4 und - (und =) wie gewohnlich. Unter ¢
bzw. g% verstehen wir die m-mal iterierte Funktion @ bzw. g,, also insbesondre
fiir n = 0 die identische Abbildung.

Ist @ b die Nummer von [a, b] bei irgendeiner Abzihlung (ohne Wiederholung)
der geordneten Paare natiirlicher Zahlen und wahlt man

@1 (a F# b) = a,
gsl@a3F b) =0,

b
so gilt: Ps(a 3 b) = a’,

[y, ba, bs] Brf 2o (fi%e= @1 A faTo= %3 A fo%o= %3) genau dann, wenn bo = bs

— womit die Potenzierung elementar explizit durch ¢,, g,, ¢ definiert ist. Da
sich Addition und Multiplikation leicht durch die Potenzierung elementar aus-
driicken lassen, sind sie, fast trivialerweise, durch die drei genannten Funktionen
definierbar.

Man kommi schon mit Zwei einstelligen Funktionen aus und kann dabei fir die
eine die Nachfolgerfunktion wéhlen.
Von a 4 b fordern wir jetzt:

03 b=4>b (b= 0),

aF 0=4a—2 (a=1).
Dann ist @ # b genau fiir ab = 0 gerade. Wihlen wir

@, (Bla 3 b)) =0,

@ (6@ b +1)=a,

@, (5la 3 D) +2)=10,

(5@ #H b +3)=a+b,

¢ (BlaFH b +4)=a-b

d
" Palm) =m + 1,

so werden die Ausdriicke

x4 xy= 953*—’3“’0(]‘1‘”0=0’\f1f2“’o=x1/\f1f§%=x2/\f1fgxo=x3/\f1f3$o=0)
und

%y Ty =xa‘—’axo(flxo=0’\f1f2xo=x1/\f1f3x0=x2/‘f1f§970=x3/\f1fg$0=0)

allgemeingiiltig, wenn man fiir f; f3 #o= 0 jeweilsdie Zeichenreihe ~ 3 a4 foxa=f1 2 2o
einsetzt.
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Beweis. DaB} jede Belegung, die die linke Seite der Aquivalenz erfiillt, auch
die rechte erfiillt, ist evident; zu zeigen bleibt das Umgekehrte. — Wenn
p1{m) = @ (m + 8) = 0, so ist m durch 5 teilbar:

Wire m = 5(a 4 b) + r und m -+ 5= 5@ b) + r mit 0 <r <5, so ware

a=0 und ¢ =0

oder _
b=0 und b=0
oder _ =
a+b=0 und @a4+b=0
oder

a-b=0 und a-b=0, *)
8o daB in jedem Falle (*) gilte. Wegena 3 b — (@ # b) 4 list abera # bodera # % ungerade,
folglich @ +b 4 0 oder @+b = 0, im Widerspruch zu *).

Erfullt [b,, b,, by] die rechte Seite der Aquivalenz, so gibt es eine natiirliche
Zah]l b, mit

91(bo) = @1 (6o + 5) = 0, ¢1(b0+1)=b1; @1 (0o + 2) = by,
1Dy + 3) = b bzw. @, (by -+ 4) = b,
also auch Zahlen a, b mit
bp=5- (a4 b), by=a, b,=0b, by=a T b.
Dann ist b, 1 b, = b;, wié behauptet.

Es fragt sich, ob man bereits mit einer einstelligen Funktion die volle Arithmetik
erhalten kann. Fiir mehrere Funktionenklassen konnte ich einen Unméglichkeits-

beweis fithren, nicht aber allgemein. Die Frage wire natiirlich geklirt, falls sich
z. B. schon b<b
1= "2

nicht durch eine einstellige Funktion elementar definieren 1&Bt.

Verlangt man nur schwache Definierbarkeit der Addition und M ultiplikation, so
reicht eine einstellige Funktion ¢ als einziger Grundbegriff der elementaren Zahlen-
theorie aus. Das heiBt: Man kann eine Funktion @ angeben und jedem Ausdruck H
der Arithmetik [mit + wund - als einzigen auflerlogischen Konstanten!)] einen
f-Ausdruck H konstruktiv so zuordnen, daB H und 7 allgemeingiiltigkeitsgleich sind.

Den Ausdriicken H seien irgendwelche positiven GOpEL-Zahlen G (H) ein-
eindeutig zugeordnet. Wir setzen

9(2G6(H) + 1) = 2G5 (H), falls H eine wahre Aussage ist;

p2m -+ 1) =0 sonst;
(2m + 2) = 2m fir m= 0;
#(0) =0.

') Diesen Zusatz lassen wir kiinftig weg, haben also einerseits Ausdriicke (Aussagen), andrer-
seits f-Ausdriicke (f-Aussagen).

14*
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Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit nehmen wir H als Aussage an und wihlen
fir H die f-Aussage

3, (fOE 2, = O g e (D g p Ty fay = ).

Behauptet wird:
H ist wahr genau dann, wenn H wahr ist.

Beweis. (1) Wenn H wahr ist, so erfiillt fir b, = 2G4 (H) + 1 die Belegung [b,]
den Klammerausdruck. Man beachtet, dal ¢ nur gerade Bildwerte hat, daB es also
kein b, mit @ (b,) = b, geben kann. '

(2) Erfillt [5,] den Klammerausdruck, so ist b; ungerade. Weil ¢ (m) = m genau
im Falle e — 0, wird " +1(5)) = 0 = ¥ H) (b)), also etwa by = 2G5(H,) + 1,
wobei H, eine wahre Aussage ist. Mit ¢/6 (H) = h und G6(H,) = h, haben wir die
Voraussetzungen:

@2k + 1) =0,  (a)

7" (2hy + 1) 0. (b)

Fiir b < h, wire ¢*t1(2h, + 1) = ¢"(2h,) = 2(h,— k) >0 — entgegen (a). Und
fir b >h, wire @*2hy -+ 1) = ¢" Ml (ght 12k + 1) = ¢* "1 (0) =0 —
entgegen (b). Also ist h = b, folglich H = H, folglich H wahr, q.e.d.

Die soeben konstruierte Funktion ¢ war nicht berechenbar. Wir werden jetzt
eine berechenbare einstellige Funktion ¢ angeben und wieder jedem Ausdruck H
einen f-Ausdruck H konstruktiv so zuordnen,daB H und H allgemeingiiltigheitsgleich

sind.

"~ Von der G6pEL-Numerierung der Ausdriicke verlangen wir nunmehr, da Go (H)
aus H berechenbar ist, und daB bei jeder natiirlichen Zahl m entweder die Nicht-
existenz eines Ausdrucks H mit G6(H) — m oder aber der Ausdruck H mit
G6(H) = m algorithmisch ermittelt werden kann. — Die Primzahlen werden der
GroBle nach numeriert:

2=1p, 3=p, S5=1ps ...

Wir setzen
L, -1,
@ <2- II pﬁ) =2- T pi fiir beliebiges I>1, ¢;> 1;
=1 =1
4 pV 7 b1 pV_l n by+1 .
o8 I ) =T T fir g= y> 1,
.oa=1 =

falls es einen quantifikatorenfreien Ausdruck ¢ mit g = G4 (@) gibt,
der genau die Variablen z;,...,z, enthilt und von der Be-
legung [b,, ..., b,] erfiillt wird;

P(2) =2;

0) =1;

@ (m) = 0 sonst.
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Da sich bei jedem quantifikatorenfreien Ausdruck entscheiden ldfit, ob eine vor-
gegebene Belegung ihn erfillt oder nicht, ist diese Funktion ¢, in der ein Stiick
!
Semantik arithmetisiert ist, berechenbar. Die Zahlen 2 - [T pi’l mit I=>1, ¢;=1
=1
geben die (beschrinkten) Belegungen wieder. Wir charakterisieren diese ,,Zahlen
vom Typ (*)“:
Bey =11 o, F A Jap Ay (@ # 254 frp = x A fag= 7).

Behauptung: [b,] Erf Bz, genau dann, wenn es positive Zahlen 7,¢,, ..., ¢
!
derart gibt, daB b, = 2 - JT pi*.
1=1

Beweis. Jede natiirliche Zahl 2¢. f mit o = 0 oder ¢= 2 und nicht durch 2 teil-
barem f§ besitzt bei der Abbildung ¢ hdchstens ein Urbild; 0 und 2 sind die Bilder
k

je unendlich vieler Zahlen; 2 - JT p.* schlieBlich (k= 1, ¢;= 1) hat kein Urbild,

k—1 x=1
wenn [J ¢, = 0, und andernfalls unendlich viele Urbilder.
a==1

Demnach besitzt b, mindestens zwet Urbilder genau dann, wenn b, vom Typ (*)
oder b, = 0 oder b, = 2 ist. Da nun aber

¢20) =) =0, ¢*2)=@2)=2,

dagegen
¢* (m) < @ (m) < m bei jedem m vom Typ (¥),

ist, wie behauptet, b, dann und nur dann vom Typ (*), wenn ¢2(b,) == b, ist und b,
mindestens zwei Urbilder hat.

Wir wenden uns der Konstruktion von H zu. Der vorgegebene Ausdruck H
wird zundchst durch Generalisierungen zu einer Aussage abgeschlossen und diese
in prinexe Normalform tiberfilhrt. In der entstandenen Aussage ¥, H, — mit
quantifikatorenfreiem Kern H, — mdgen die Variablen des Prifixes ¥, der Reihe
nach die Zeichen z,, ..., z, sein (n=1); durch Umbenennungen laBt sich das
erreichen. Alle diese (allgemeingiiltigkeitsgleichen) Umformungen kann man nach
einem einheitlichen Verfahren vornehmen, bei dem ¥, H, durch H eindeutig be-
stimmt ist. Als ¥, bezeichnen wir (fiir 1< »< 2) das auf V2, oder 3z, folgende
Endstiick von ¥,; insbesondre ist ¥, leer. Wir setzen noch Gé(H,) = h und defi-
nieren der Reihe nach gewisse f-Ausdriicke als die ,,Reduzierten‘ der Ausdriicke
VY,Hy, Y,_1H,y,..., ¥\H,, Py H,:

Ri(Ho)= 13, 1(fen 1=2, A2y s P71 @y o= p 1 A ~T g o 2y 0= 1)
Rd(Vx, ¥, H,) =1;V,(Bz, A fr, = x,_; — RI(V, H,)),
Rd(a z, ij HO) =if axv(va A .fxv =Z,_1 A Rd(YJVHO)) )
Ri(V 2, ¥\ Hy) =11 Vo, (v, * fz, = ffz, > RI(P, Hy)),
Ri(3z, ¥, Ho) =p1 I, (2, ¥ f2, = fP 2, » RI(V, Hy)).
Als H wihlen wir Rd(¥V,H,).

fir nz=v>=2.1)

!) Innerhalb von Bz, sind dabei selbstverstindlich z, und x3 etwa in x,,; und z,,,
umzubenennen, ehe z, fiir z, eingesetzt wird.
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Hilfssatz. Bildet man zu gegebenen natiirlichen Zahlen by,....b, (1< v< n)
i
fir 1< A< » die Zahlen b, = 2- IT p*", so gilt:
=1

(b1, ..., b,] Erf¥,H, genau dann, wenn [b], .. .,b,] Erf Rd(¥,H,).

Beweis fiir vy =n. (1) Wenn [¥}, . ..,b,] Erf Rd(H,), so gibt es eine Zahl ¢
mit @ (c) = b, derart, daB zwar die Gleichung ¢*~1(d) = ¢, nicht aber otd)=c
l6sbar ist. Fiir ¢ bestehen folgende beiden Méglichkeiten:

(@) ¢ =0+ p,f% mit cpy121;

b, . . .. . ‘o .
(b) ¢ = 270 " wobei ¢ die GOpEL-Nummer eines quantifikatorenfreien Aus-

drucks @ ist, der genau die Variablen %y, . .., &, enthdlt und fir den gilt:

[by,...,b,] ErfG.

n+h+1

Fall (a) kann nicht eintreten, weil ¢"(d) = ¢ die Losung d = ¢ - Il p, besiBe.
A=n+1

Nehmen wir aiso (b) mit dem genannten @ an! Die einzige Zahl ¢ mit ¢ le)=c

ist e = 275 . b2” (I), und dieses e besitzt kein Urbild mehr (IT). Wire > g, so er-

hielte man ¢ = ¢*~1(d) = ¢" =1 (¢* ~9(d)), also "~ 9(d) = e auf Grund von I,
also @(¢" =7~ 1d)) = ¢ — entgegen II. Und wiire 1< g, so miiBte, da ¢"(d) = ¢
unlosbar ist, erst recht ¢’ ~!(d) = ¢ unlosbar sein — entgegen I. So ergibt sich:

h=g, Hy=@G, {b,,...,b,] ErfH,.
(2) Wenn [by,...,0,] ErfH,, so wird

e@P Bl = b, und @t l (2P B)) = 201l g
und es gibt kein m mit ¢"(m) = 2P+~ . ¢,

Das besagt gerade: (b}, ..., b, ErfRd (Hy).
Beweis fir die ibrigen » durch SchluB von » auf » — 1 (n=> v=> 2).
Fir ¥, _; = Vz,¥, sind folgende Feststellungen gleichbedeutend :

[bys .oy by_1] Erf W, . H,.

Fir jedes b,: [b,,...,b,] Erf¥,H,.

Fiir jedes b,: [b],...,b,_y, b,_,p "1 ErfRA(F, H,).

Fir jedes b: Wenn b vom Typ (*) ist und ¢(b) = b, _ ist, so
83, ...,b,_1,b] ErfRA(W,H,).

[61, ..., b, _ 1] ErfVa,(Bz, A f, = x,_, — RA(¥,H,)).

%, ..., b,_1) Erf RA(W,_ H,).

Ganz entsprechend verlduft der Nachweis fir ¥, _; = 3z, %,.
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Satz. Der Ausdruck H .ist allgemeingiiliig genaw dann, wenn die f-Aussage H wahr
1st.

Beweis. Bei der Abbildung ¢ hat 2 genau die Urbilder 2 - 3° (¢c=0), und 2 ist
das einzige m mit @(m) = m. Fiir die Zahlen b der Form 2 - 3%*?! ist demnach
charakteristisch, daBl b = @ (b) = ¢2(b).

Im Falle ¥, = V x, ¥, erweisen sich folgende Feststellungen als gleichbedeutend :

¥, H, ist wahr,

Fiir jedes b,: [b;] Erf ¥, H,.

Fiir jedes b,: [2: 3% 1] ErfRd (¥, H,)

(Anwendung des Hilfssatzes mit v = 1).

Fiir jedes b: Wenn b = ¢(b) = ¢2(b), so [b] ErfRA(¥, H,).

Rd (¥, H,) ist wahr.
Fir ¥, = 3z, ¥, verfahrt man analog. Damit ist der Satz bewiesen, denn H und
Y,H, waren ja allgemeingiiltigkeitsgleich.

(Eingegangen am 16. Dezember 1958)




