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Summenzeichen und Produktaoiohon.

Von

Harry Sohmidt uwnd Flauvs Hirtig, !

Kurz vor dem Tode meines hochverehrten hx 5

xtm September 1951) betrachteten ex undlgch'gzc vor 1222:%$t \)ii G

. 2:ndfnng = das Hauptergebnis mehr jihri por Eemeinsaner Are

it = als nahezu fertiggestellt. Deim Ausfillen dor w en

Licken war ich aber doch noch zu grégeren Anderungen inne b gf‘*
£S

:

aller Teil ge ®n. Trotzdem glaube ich, dap Herr Prof
Schmidt die Arveif auch : & meine
e g by auch in dieser Fassung als

hialle, Januar 1952 KeHe

<

Seine und meine

Was beweisbar 1st, soll in der
Wissenschaft nioht ohne Beweis
geglaubt wexrden,

Richard Dedeldind,

In der vorliegenden Mitteilung versuchen wir, eine begriffe
lich strenge und methodisch konsequente Theorie solcher Funle=
tionen ganszahligen Arguments zu entwickeln, die mit Hilfe von !
Summenzeichen oder rroduktszeichen dargestellt werden., Wir bee
Ereien wns dabei von der Ublichen Einschriinkung, da8 die obere
Summationse bazw, Multiplikationsgrenze nicht kleiner als die
untere Summations~ bzw. Hultiplixationsgrenze sein diirfe; unter
(mindestens) dieser Binschrénkung hat LANDAUY 2.B. von den Ere

gebnissen unseres § 2 die Formeln (21), (23), (36), (42), (48)
und (49) bewiesean.

= b

s &

Zwar finden Summenzeichen und Produktszeichen als Larstel-
lungsnitggilvioltaoh Verwendung - allein ihre Benutzung in ¥ale
Xiil, die weit weniger verbreitet ist, wire zur endgiltigen Ausrote

tung der inhaltsleeren Plnktchensymbolik noch wesentlich wiln=
sohenswerter,

1E. u, Grundlagen der Analysis, Leipzig 1930;
-) : Summen und Produkte, §9: Potenzen.




Vorbemerkungen, \

&enden Aussagen fiber Gleichheit und Ungleichheit, Addition und
Subtraktion, Multiplikation und Division komplexer Zahlen Vore

A+B+C = (A+B) +¢
(wordn A B und ¢ komplexe Zahlen bedeuten)

0der %.8. den fur komplexe AB,C,C,D, D glltigen sats
(AC,+BC,) + (AD, +BD) = A(C+D) + B(c, +D,).

C* mCiC (1

2. aus der Analysis werden in §5 einige Bigenschaften der

Funktionen Logx (x>0) und o2 herangezogen; wir werden dort
alle diese benutzten Eigenschaften aufgihlen,

i Sind a und ¢ reelle Zahlen, so denken wir uns das abe
geschlossene Intervall [o.,&] als die Menge derjenigen reellen
Zahlen r definiert, die sowohl der Bedingung »za als auch der
Bedingung 4 & genligen; demnach ist [*,¢] genau fur éca mit der
leeren Menge identisch.

Ferner vorstehon_ wir unter
[a,410 baur, (a,&] &2ur, [a.,d) Sz (a,&)
diejenige Tellmenge von [a.,&] » deren Elemente die in [a.,&]
enthal tenen
gangen bzw. von a verschiedenen bzw. von ¢ verschiedenen

bzw. sowohl von a als auch von & verschiedenen
Zahlen sind.

4, 1st a eine reelle Zahl, so gibt es genau eine ganze
Zahl o, und genau eine zu [0,1) genbrende reelle zam &, der=

art, das

b



a.._a_,-o-gg,, (2)
gilt.

e Ao ag 4 foloh o, < £ . 3)

Ist n, eine natiirliche Zahl, und variiert n auf der
Menge der ganszen Zahlen, so0 ist jedem Wert von n genau eine

gu [o, "":ﬂo gehdrende ganze Zahl R _(v) derart zugeordnet,
das die Relation 3

h= hin-n, + Rno(") . (4')
gutrifft, nimlich

. Rno(h)z H/no -, ; ("Q)

fir n ot [OnA] gl njn, mo. )
Ferner hat man

lain,a'&‘zn; ain,-&_‘- (5)

_5_. Neben Verinderlichen, die Jeweils auf einer Menge kom-
plexer Zahlen variieren, werden wir Parameter. die jeweils
8us einer Menge komplexer Zahlen wihlbar sind, zZu betrachten
haben. Insbesondere sprechen wir von einer reellen bzw. gange
zahligen Verinderlichen oder einem reellen bzw. ganzzahligen
Parameter, wenn die betreffende Menge nur reelle bzw. nur
ganze Zahlen enthilt.

Nimmt eine Verinderliche Z eine ihrem Variabilitits—
bereich angehrende Zahl « als Wert an, 80 schreiben wir
in Ublicher, ebenso bequemer wie inkorrekter Weise 2= 0,

ﬁ._ Unter einer auf einer nicht-leeren Zahlemmenge JJ(
erklidrten Funktion einer Verténderlichen verstehen wir stets
eine auf J) eindeutig erkliéirte Funktion, deren Wertebereich
ebenfalls eine Menge komplexer Zahlen ist. Die Funktion
variiert auf ihrem Wertebereich, wihrend die Funktionswerte,
wie wir ;;n wollen, in jeder Zahlenmenge liegen, die den
Wertebereich enthdlt (insbesondere also in ihrem Wertebe-
reich).



Durch Vorgabe einer auf Jil erkliérten Funktion wird zu-
gleich fir jede Teilmenge 220, von 0 eine auf JU, erklirte
Funktion geliefert - eine Aussage, die wir auch fir leeres
m° als sutreffend ansehen.

Eine auf 7 erklirte Funktson ist auf /% ein-eindeutig, wenn

sie jedes Element voan——als—¥ort-aanimmbs <Hreo Warteberecchn fir
WM Lusrend von W b Wirk annisunt.

E._ Die Rollen von Parametern und Verdnderlichen sind in
dem Sinn vertauschbar, daB,
wenn [, und U Parameter, « und ¥ Verinderliche
sowie {,(«;v) wnd fi(w;v) fur « auf U/ und » auf ¥
erklirte Funktionen von « und v bedeuten,
die Identitiiten
L(wiv) = fa(ujn) $r wadi v ad®,
(e ill) = £ (wll) fir woagB U 0o,
LUl = Uil o U awd T aw ¥,
flliw) = 6 (lUjy) # U asl (v ag @
sioh gegenseitig dedingen, dean jede von ihnen besagt, daf
die Gleichung
f1(5i%) = fu(i0)

fir jede zu u gehtrende Zahl & und fir jede su ¥ gehtrende
Zahl T Dbesteht.

Gleichung mit Angabe ihrer Giltigkeitsbedingungen zu versehen,
die Anwendbarkeit bereits bekannter Relationen in jedem Eilnzel-
fall ausdriicklich hervorsuheben sowie die Existenz jeweis
benutzter Hilfsgrtfen unter denm aus der Formulierung des einw
schligigen Satzes ersichtlichen Voraussetzungen besonders zu
bestitigen.



§ 1. Definition der Summe einer Funktion
bei ganszahligen Summationsgrenzen.

wit N, und N, 2 N,-1 bveseichnen wir ganze Zshlen, mit N

einen ganzzahligen Parameter, mit » wund Vv ganzzahllige Ver-
inderliche sowie mit F(v) eine fir v auf [N, N,] erklérte
Punktion von V .

lemma. Bei vorgegebenmem N aus [N, N,+1] erfullt eine
fur » auf [N-1 N,] erklirte Funktion s(N;n) von n ge=
nau dann die Forderungen

'b(Njn) = 'b(Nsn-'1) + F(n) 1(6)
(N a3 [N, Mo+, , w05 [N, N,],)

/

\

5(N,N=1) =0
(N az [N,N,#1],) j(*)
wenn sie den Bedingungen
s(Nyn+1) =F(nt1)  fir m ol [N-1 N-2],, (%)
5(N;n) = {0 f momN=4 (88)

- s(Njn=t) +F() e m aip [N, N], (%)
ge .

Beweis. Die Gleichungen (7) und (8b) stimmen miteinander
Uberein. (6) ist fMr n auf [N N,] mit (8c) identisch und
geht fir n auf [N,,N'4], nach Brsats von n durch m+1 1in
die mit (Ba) Hgivalente Relation

s(N;n+1) = s(Nj») + F(ne1) g mad oig [N N-],

iber.

Umgekehrt verwandelt sich, wenn man " durch " - 1 er-
setzt, die eben genannte, mit (8a) Hquivalente Relation in
die Gleichung

s(N;n) = s(Njn-1) +Fm)  gie m oaf [N-t,N~1],

die mit (8¢c) su (6) susammengefaBt werden kann.



satz 1. Bei vorgegebenem N aus [:N,,N,,M]° gibt es genau
eine fiur n auf [N.-1,N;]° erklirte Fuanktion s(N;») wvomn m
derart, daB die Besziehungen (6) und (7] destehen.

Beweis. 1.) Es gibt bei jedem N, aus [N-1 N-4] genau
eine fir n auf [N,,N-4]° erkliirte Funktion 5, ,(n) von n ,
die den Bedingungen ;

{3N(n+4) - Fin#1)  gie m aig [N N-2] (9a)

° .
0 ¢y m o= N=A (9¢)
gentigt; die Richtigkeit dieser Aussage ist nimlich fz Ny = 1-=1
trivial, und ist sie fur N = N aus [N,,N=1] exwiesen, so
auch fur N, = N~ 1:

Sy (n) =

Bedeutet T(») eine fUr n auf [N.(')j N-‘l], erkliirte
Funktion von m , 80 sind nach unserer Annahme die

Forderungen
tim) {ﬂw) ~Fned  fr m o5 [NON-2),
0 ¢ mom N=1 (10)
genau fUr _
tn) = 5,‘:0)(%} ('n asd [N ,N-‘l]o)
erfillt. wir setzen nun '
Sy (N:")- F(Ni.’, {Jd n= N‘:.)~4l (ﬂ‘)
Ot 4(") 7 e ; o ("rf)
) 5".4(”) f“; " a,“f [N. ‘N_4]o (“&}

und zeigen, def genau diese Funktion den Bedingungen
(%) wnd (9b) mit N, = N-1 oder den ihnen Hquivalenten

Bedingungen
S () =FOF)  §&+ me= N1, (124)
Syn_ (1) =4 Sga_q(n#) = Fne) g2r m o5g [N N-2],(24) 02
0 {0‘*‘ no=m N=-1 (12&)
geniligts

(11) implisiert (12), dean (11a) 1é6t sich mit Hilfe
von (11b) in (12a) umformen, wihrend (42b) und (12¢)
wegen (10) aus (11b) folgen.



(42) implisiert (11), dean von (12b) und (12¢) fuhrt
(10) su (11b), und (11a) 18t sich im Hinblick auf
(11b) aus (12a) gewinnen.

2.) Ferner gibt es bei jedem N, aus [N-4,NJ° genau eine
fur » auf [N-1,N,], erilirte Fumktion s, (») vem = , die
den Bedingungen :
O &( n= N- '1, (43&)

sy, (%) =

8, (n=1) + F () A AL AT

genligt; die Riohtigkeit dieser Aussage ist ndmlich fir N, = N=1
triviel, und ist sie fur N,= N aus [N-1, N,=1], erwiesen,
so auch fur N, =N741:

Bedeutet t(n) eime fur n auz [N-1 N;'], exidurte
FPunktion von n , 80 sind nach unserer Annahme die Forderungen

0 gr mom N=1, 1
t(n) = 2 4 .
tln-4) + Fn) g o ang (NN, (19)
genau fur
tn) = °~§')“") (‘n « [N-'i'N,]o)
erfullt. Wir setzen nun
( BN(-D("‘} fu:( n a;«f [N-'1 ,Nﬁ"]” (15a) (
ad m) ) 15)
RN () FOP) g =N e
und seigen, da8 genau diese Funktion den Bedingungen (13a) und
(13b) mit N\, = Nf°’+1 oder den ihnen Hguivalenten Bedingungen
0 $ o= N=1 (4:..)W
VRIS D I S e R R 15
St 4L )+ FIN#1)  gor mo= N7+4 (.’%c))

genligt:



(15) implisziert (16), demn aus (15a) und (14) folgen
(16a) und (16b), wihread sich (150) mit Hilfe von
(15a) in (16¢c) umformen 1l#8t.

(16) impliziert (15), demn von (16a) und (16b) fuhrt
(14) zu (15a), und (15b) 1Hdt sich unter Leautzung von
(15a) aus (16c) gewinaen.

5.) Weil (8a) und (8b) keine Aussagen Uber die Funktions=
werte s(N;n) bei n aus [N N,| enthalten, orfullt’ eine fur n
auf [Nr", Nz]o erklirte Funktion 5(N;=») die Forderungen (8a)
und (8b) genau dann, wemn sie fir m M[N,'4, N"1]° mit
O (m) tibereinstimmt.

Weil ferner (8b) und (8¢) keine Aussagen lber die Funktions=
werte 5(Njn) bei 7 aus [N;*I,N-z]:ontmton, exrfullt” eine fur n
auf [N-1N;]  erklirte Funktion 5(Nj») die Forderungen (8b)
und (8¢) genau dann, wenn sie fur » auf [N-1,N, ], mit
5, (w) tibereinstimat.

Weil sohlieBlich 3, (N-1)=0= °~,,(”") gilt, dirfen wir
QN‘_,'(M’) ‘f‘:" w ‘;‘f [N1-41N-1}¢)

5, (%) gr moang [N=1,N],
setzen;

da (von den fir m auf Y_Nq-‘x,N‘]o erkliirten Funktionen von n )
genau die, Funktion den Bedingengen (8a) und (8b) und (8c) ge-
nligt, ist im Hindlick auf das Lemma die Behauptung bewiesen.

6(N)n) =

b

Unter Binfuhrung des Summenzeichens mit der wnterea
Sumnationsgrenge N , der variablen oberen’ tionsgrenze n

sowie dem Summationsindex v setzen wir nunmehr

5(N;n) = «% F( ()

(N oo [N, N, = 0% [N1-4'N‘]o)

1) wegen 1.) mit N,=N,—1.
2 wegen 2.) mit N =N,



und begeichnen die rechte Seite als die von N bis zu variablem w
erstreckte Summe des Summanden F(v) « GemiS (8a),(8b),(8¢) besteht
dann bei N aus [N, N,#4], die Beziehung .

W m o [N,-4IN-;,]°)

[ w4
ZF(V) - F(n+4)

veN

SO = {0

vanN n=1

D F) +F(w)

\veN

von F(v) durch die Werte von F(v) ermdglicht; man findet 2.B.

N-3
S F(v) = =F(N-1) - F(N=2)

vaN

N=2
2“_; Flv) = = F(N=1)

N=1

ZF(V) = 0

vaN

N
> Fv) = F(N)

vaN
N+1

ZF{V} = F(N)+ F(N+1)

Ve N

f&# m o= N-

1
f

‘q&c " Q;f [N,N‘]o}
die in jedem Spezialfall eine expliziete Darstellung der Summe

g N win [N+2 N #1]

f\:—' N d”[~1+4:N3+4]e)

N oo {N«:Nz‘*ﬂ”

fia
4 N ain [N, N,],
fon

N e [N1 M- 1],, '

(180)
(134)

(18¢)

(19a)
(19¢)
(19)
(194

(19¢)

Verstehen wir unter h, und 3‘1; nicht-leere Mengen ganzer
Zahlen, unter n, bzw.™, einen aus i, baw. ¥, wihlbaren

Parameter, unter N, . und Noy

'l

wnter $(n, 7 5v) “eine fur

<

v auf [N'n‘m N

1
I The

2 N, -1 gange zahlen,

], e~

Kléirte Funktion von vV , und fordernm wir schlieflich, dal

2 [
n, M [N
4 a2 )

N'"'H“L‘* 4]d

Anand] ", i«[N' -4 N

AT

/ 1“11"’4-]0

enthalten sein soll, so kinnen wir die durch die Relation

(202)



"
Ry
Sy (Nj ) = 5 @7 )
f - -~
"‘/ m, o n‘ i ", omw n).) (20(’)
, B :
N g LN“’«!"’J J N."nng'* 4]¢/

n ol IN = .
\ “‘f [ e The’ 41 N"!n"z.]o
erklédrten Funktionen von n 2zu der Festsetzung

T("’qlng) ‘Sn“n‘ (%‘j’t‘) (20 )

\

und diese wiederum zu der Definition

— ——— ——

S8 (Nmjv) = T(N,) e

(N *ies ﬁ4 Tk a;vf ﬁ")
heranziehen; die linke Seite von (20d) bezeichnen wir als die
von N bis zu variablem n erstreckte Summe des Summanden & (Nv;v).

Die Forderungen (20a) besagen librigens dasselbe wie

{ l
. -~ > meaxin=1n,r.
Nn‘,ﬂ‘ g W{ﬂq, 713+’1} i N,‘"n‘ = {"'« ) J}

§ 2. Grundformeln des Summenkalkiils.

Flir den Kalkill mit Summenzeichen ist dle Kenntnis von
Eigenschaften erforderlich, die die als Funktion von n aufge-
fate Summe .,Z;F(v) auf einer mdglichst umfassenden Teilmenge
ihres Definitionsbereichs besitzt. Hier sind natiirlich su-
nichst die definierenden Eigenschaften (6) und (7) zu neanen:
im Hinblick auf (17) nkmmt (6) die Form

" n=4
Fiv) = ), Fv) + F(n)
gd ) ‘% v) + \ (21)
(N 0/;-) [N1,N2+4]°J n ":'f [.NMNJ]‘)

an, wihrend sich (7) mit (19¢c) deckt.



Diejenige Teilaussage des Satses 1, die (21) und (19¢)
zu Satz 1 ergénst, formulieren wir neu als

satz 1*. Bedeutet S(Nj»)bei N aus [N4,N,*4]° eine fir n
auf [N-4 N,] erklirte Funktion von = , die den Forderungen

S(N;m=1) + Flm) = S(N;)
(N o5 [N, N +4] = a5f [N, N,],)

S(N;N=1) =0 (N ade [N, N,+1],)
geniigt, so besteht die Identitit

Z:F(v) = S(N) Vl)

veN

<N atee [N"Nﬁ»ﬂ. , » e [N,-4,~*]°).

sats 2. stnd F(v) wd F(v) fur v sug [N, N,], exiaurte
Funktionen von V , so besteht bei N aus [N,. N,;M]‘ die Be-
ziehung

v;v flv) = %ﬁ v) (*HJ .
erstens fiir jeden Wert der auf [N-1, N-2] variierenden )
Ver#nderlichen m , auf den die Aussage

Fo) =) e v o [n+4’N-4]° (22a)
gutrifft, : 4)
pweitens fir w = N-1 und ;

Hnderlichen n , auf den die Aussage

T =F0M = v oy [N,=], (22¢) |

sutrifft.

1 oder fur jeden Wert der auf [Nq"‘, N;], variierenden
Veréinderlichen m , auf den die Aussage

Fm=fW) v oHf [M{N,nﬂ})m{h{-d,ﬂ}]o
gutrifft.

M



Beweis. Die Xleinste der Zahlen w, aus [n,-4 ,N—4]° mit

E(V) = F;(") {‘.“ v oaf ["'M) N-{L
nennen wir n, ; dann ist (22a) fur «» auf [N-4 »~-4] falsch und
fiir » auf [» N-2] richtig. :

Die grtbte der Zahlen », aus [N—'1, N;], mit

Fv)=FR) &V o [N:m]o
nennen wir %, j; dann ist (22p) fur » auf [v-,,‘n‘], richtig und
fir » auf [w+4 N,] ~ falseh.
Wir haben demnach (22) fur » auf [#,,m,] , Bu beweisen.
Wegen i

EW=F) ¢ v "":‘f[“ﬁ"'”z]o
gilt tatsichlich

Z;;(v) = Z-F;(v)

vaN' vaN'
tur N' aus [n,+ 4, "n‘f'f]o - also insbesondere N'=N =undn
‘u [%“ ! n‘]g .

Satz 3. Unter der Voraussetzung

: F(v) >0 ot i [quNzlo
gilt vei N aus [N, N, ],

D F(v) >0 genau fir n auf [N“N,,L .
veN

Beweis. Fir w =N-1 trifft die Behauptung

2, FMEo0

; v=N
wegen (18b) zu, und ist sie fiir = n®” (mdt n[N,,N-ﬂ, ge-
hérendem ~' ) richtig, dann wegen (18a) auch fir = = -1,

Fiir n=N trifft die Behauptung

5% F(¥) > 0

veN
wegen (19d) su und ist sie fur n=n" (mit su [N,N,-1] ge-

norendem ¥ ) richtig, dann wegen (18¢) auch fur n = m®+1.

12



Satz 4a. Bezeichnen ¢, und ¢, komplexe Zahlen sowie £ (v)
wnd F(v) fir v auf [N,,N,,]o erklirte Funktiomen von V

so ist
" w n
(N w;n[N“M"ﬂo ) o a&'«f [N‘-4:N4]o)'
Beweis. it

F‘(v)-cq.ﬁ(v)i-cz-ﬁ(v) At :S(N,"l)a(,‘oz;;(\))fczole(v)

aN v=N

<

ergibt sich bei Beachtung von (21) baw. (19¢)
ne-t n-1
S(N;n=1)+F(n) = {(? S EW + Cz-zﬁﬂ(v)} +{c-f(n) +c&-ﬁ(n)}
Ve

vaN

ik {E‘fsm + E(n) j re, {Z;rw +F(v)

veN

o IR + 63 F) = SON)

v=N vN

bzw.

N=-1 N=4
S(NyN=1) = ¢, -‘;,F;(v) +c‘.2_:“§u) =60 +¢0=0;

damit ist auf Grund von Satz 1% die Behauptung bewiesen.

Folgerungen., Mit¢=Cc und =0  sowle mit E =F)
wnd E=41 fur v auf [N,N], wird (23) su

" )
.F(v) = ¢-> F)
“Z',‘c Q};& (2%)

(N A5 [NNN&M]L n adf [N1-1,N3]J|
mt =1 wdC=%1 su ;

" " L
Z{E OF- :‘-;(v)} M AVR DAL
v=N V=N va=N : (35)

\
(N aive [NA, Nz] n anf [N‘- '1INJ°/‘ y
“nalian e / -k /
wibit echlieflich c=0 und (V) =F()=F0)=0 wad fur
jeden Wert von / , dann geht sowohl (24) als auch (25) in

AR (30

ilber.

13
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Satz 4b, Seien M, und M, 2 M,-1 ganme Zahlen, M ein
ganzzahliger Parameter, m und je ganszahlige Verdaderliche
sowie (v, 4] eine fur v auf [N, N,], und . auf [M, M) er=
klirte Funktion von vV und pooo Dann kann

m ™ &
,%{r%‘?(“-r ) =f§1{§f’(9w ) }(24
(M e [M, Myed], o7y [“4'1.'”:],}) )

N A [N1'N&’ 1]9, o “:“ [N1-4INJ]°
gesetzt, dah. die Reihenfolge der Summation in Bezug auf v
und » vertauscht werden.

N

Bewelis. Mit

E ST E(R) i S(Njm) =3 { nﬁv.,w}
F(v) %ﬁ.(v,.) i) PZ;,, pWACTY
findet man bei Beachtung von (25) und (21) einerseits

w [ »1 e
S(Nyn=1) + Fw) =3, { Z,E.(wr)} IR ACHD)
[

P'M veN

-;{2%,» (o) -lg”i{ S B = (),

mit Hilfe von (19¢) und (26) andererseits

. o [ N=1 \\ i
S(N;NM)-Z'_',‘{Z,F;('.,‘V} -2"0=0,

= veN ES
so dad Sats 1% aimendber tet.

Folgerung. Ist C. eine fUr . auf [M,,M,]o erklirte
Funktion von y und ist (v eine fur . aeuf [Mq.M,]o und v
auf [N4,N4]° erklirte Funktion von V und g 80 ergibt sich
aus (27) im Eixdlick auf (24) die Beziehung '

L

f:{ i‘r'ﬁ-‘“’} = ; {cr- V}:_'n,g.m}

vaiN rtﬂ (38
M el ['14,“1‘”]“ e og (M1, M‘L) )
N o [N, N+, » o5 [N, N,],
. /

die (23) als Speszimlfall enthHElt.

19



Satz 5. Sind n, und n, = n,-1 ganze Zahlen, und bedeutet M
einen ganzszahligen Farameter, ( einen komplexen Parameter
sowie {(/) eine fur » auf [n, ,n,_H]o erkldrte Funktion von v ,
80 gilt die Umformung

n

Z [ﬂ"’ ‘?(Vi - ?(”“)'{C-fn I(v); - {(N).{C+§T(v)} :

v=N vaM

- Z[{«»o-m}{uz:(p}}

vaN

=
M amo [NNetd], ; oo [man{ng N} ) i) 41]
n %ﬁ[m{nﬂN,}q) M{n‘)ﬂ,_} ]o d
dle unter den Binschrinkungen C=0 wnd n suf [ N,min {n,N]]

Beweis. Wir bezeichnen, wie gewohnt, die rechte Seite der
zu beweisenden Formel mit S(¥;n) und erhalten wegen

HH{CH3 T+ £0F0) = 400{C+ ) Tl

vaM
= 40w {CH) F ) = (4o~} {CH :Q,)}
= r:
zundichst

n N-1
S(;)+ £ Fe= fond{CH) T} - HC S T

_Qi[{«m)-m}{cgw}JJr{;(n:)_M,{c ,é;:;w})

= S(N;n);

ferner wird
N1

N-1 .
S(N;n) = €N)-{c+) Fof - 4(~)-{C+Z;‘F®} =88= 9
vaM Y=
8o daB die Behauptung gemiB Satz 1¥ richtig ist.

Folgerungen aus Sats 5.

4. wir bezeichnen mit L einen Parameter aus [n,,n,_H]o "
mit {,() eine fir v auf [n,,n‘]o erklérte Funktion von v
mit {,(y eine fir v auf [N,,N‘_]o erklirte Funktion von Vv ,
dann nimmt (29), wenn man



C=o0,
yv=1

$0) =D Filt) At v anef [ marl],

P-
Fo)m 4a) v ang [MN],
setzt, die Form

Z [41(") Z‘fzu‘ 'f"l(")Z{i\\"} Z‘W(")Z“x@ Z‘!(") Z’ﬁ(")

vel vsM v=L v=M
L owes [H,,n,j-‘l M M[~4;N H] - ? (30)
N aws ['m.wx{n,’ } m{n“fi,, +1]
n owf [‘”‘M "1,"1}'1) m{"u“z}] /

an; fur [=M notieren wir den Spezialfall
"Z; [ (v)}‘] =-{;+'(.ﬂz_ { ;ﬂv)}z-zg;tﬂv) g:(r)] s

Q« aned [Ny N#1) 5 N aseo [N, Ni#1] w[u,—yng). !

2a.uit C=0 und (=1 fir jeden Wert von v reduziert
sich (29) wegen (26) auf die Identitit
" N-1

= vaM v=M (320')
(M b i [NHNL“]Q j Mgaas [N"N‘-H]o e acek [N, N‘]")
aus der wir auch ihr Gcnuﬂhk

5 F -er -Z:(v)

val  veN (324)

(M auia [, ‘] N aco [Ny, Nt ) 1 ot [Nps, NJ)

herleiten hlmns (:e;) ist j. gleichbedeutend mit
Z? (v)=Z+’(v) ZF@ ™
vaJ val val
worin J ind K and L Paromasctor ans [, N;H] sind
/ie



WoPin —und—und Paraneter aus sind§—
ersetzt man den aus [N, N.], wihlbaren Parameter J-1 durch
die auf [N,-1, N ] variierende Verdnderliche »n , so geht (%)
mit K-1=M wund L=N in

S - S Y%

v N4 veN v=N
also in (32b), tber.

26.Ferner erhalten wir aus (%) mit K=N+ und L=N+1 nach
Ersatz des Parameters J durch uo Variable n die Identitit

> =-Z’F'(')
vyen va N4 : (33)
(N aso [N,~1 N} ) n w[u,,n,_nj)

in der - wie schon in (32b) -~ die Summe der Funktion
bei variabler unterer Summationsgrenze auftritt; diese Summe

genligt der mttiomgloiohm

Zﬁv) =-F()+) F )

(N PV [“a";“zl ;" M[N”NLL),

die aus (%) mit K-1=N hervorgeht, wenn man erst J=l+1 vlhltq)
und dann die Variable n an die Stelle des Parameters L setst.
Von (34) gelangen wir Uber

Z:Fc) =F( +Zr(-) +F(N)

ven va N1

" N
) Fo)+) F0) =F) +F(
vaN vEn ? (35)

(N M[“w"] n ""4[1) zL);

indem wir (32b) mit M= N-1 anwenden.

2¢, schlieBlich setzen wir in (*) J=M und L=N , fuhren
statt des Parameters K-1 die Variable n ein und erhalten

4) natiirlich nur bei L aus [N,)N&l



n M4 =
D F() =) FO+Y F
v=N Vs vaM (36)
(M Qs [Nﬂ Nﬁﬂ]o - N acwen [N”Nz«}-"l s yn ““4["1-1)"1]0) 2 o
(34) oder (21) verhilft uns von (36) zu

2?@) = f?(v) +T(M) +Zn‘ F¥

v=N v=N vaM+1 (3?)
(M e [N")Nl-]o B [N"N,_-l-ﬂ‘ 3 M[M’NJO).

Eine Verallgemeinerung von (36) ist der

Satz: Sind L, und [,=[, ganze Zahlen, und liegen fir )
aus [L.,L,]o die Zahlen M, im [N, N+ , so ist
Mz

La Mo
DR @
(oo, ecen ], sl € otfik]).

Zum Beweis setzen wir

M1
E(C) =z‘ o fir £ o [L4)L1-1J,

va M,
M1

Sige) FO 4L onfil] anfind
v= M{

wir finden erstens - mit Hilfe vom (36) -

Mg Mgt Mt
S(Lje)+ @e) =ZF(v) +) 0 =Z*' () = S(t;4)
ve ML vaM e va M,

for L oms [L, ,Lzl y £ anf [L1)Lz'1_]o )

und zweitens wird

M1
S(L;L-1)=Z:F(V) =0 & L aws [L”Lz. o)

v:ML
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geméd satz 1% besteht demnach die Relation

39=2. 80 (Laellab],) Laglirnicd])

die nach Ersatz von 4{ durch <{-1 4in (38) tivergent.

3. Wit C=0 und £()=v fUr jeden Wert von v wird (29) zu

" n N-T n v
;:1 FO) = () F) = N > F) —2 ()
vaM vaM velN = (39)

(M M[N,,N,_Ml i N M[N' 'N&HJo L [N'-1’ N‘]‘)
oder im Hinblick auf (25) und (32a) su

;( -N):F(v) = (nH-N)g}'(v) —Z Z‘F(r)

vaN peaM ("o)
(M M[Nﬂn‘n]o., N M[N,)N‘-fﬂ‘ n M[N,—1,NJ);
fur M=N redusiert sich (39) aut
Z(n«m- )-F(v) -Z W

v=N veN = (l‘n’)
(N oo [, 1 ot [0t ] ).

"; Mit €(¢)=v fur Jeden Wert von v und ?(V)-r-:o fur
Jeden Wert von v liefert (29) wegen (26) die Formel

ZHC = (n-Ne-'l)'C. @'Z)
v=N



5. wahlt man in (29) (=0 sowis T (¥ =1 fur jeden Wert
von Vv 5 setzt M=1 , wendet (42) an und ersetzt damn {(v)
durch eine wieder fir v auf [N, )N, eriklirte Funktion F(),
80 ergibt sich

Z":(v) = n-Flr)-(VJF () —i [v{r(m) -m}]

vaN v=N
(N m[N,,NJ o L aud [N1'1)Nz‘1)

und daraus Z.5.

"

Dlv = %-{n(nu)-(N-‘))N}. (w4

V‘N

6¢.m. Glltigkeitsbedingungen diesmal auch wihrend der
Bewelsflhrung sorgféltig notierend, wihlen wir (zum Abschluf)
C=1 s lassen ¢(+ fur v auf [N, N+1], erklért sein und
setzen F()=0 fir jeden Wert von v : dann verwandelt sich
(29) in

0= &+~ £N) i{(vﬁ) -i-if(")
v=N

v=N
(N aand [N”sz‘l yn awf [N1-1,N2_]9),

Bei beliedigem (fur v auf [N, N.| erkidirten) F() und

0 (o:f V= N1 )
{(V) =

)

mit

Flv-1) for v anf [N1+1) N:.‘M]o
darf man () wegen

£v) = Z;F(V-'l) for N awr [Nq""; N‘_+Zl yn ot [N,,Nf‘l (P)

ve val

und 3 o
SaiSF0 enmalined, nmthosd

veN v=N



in
Z" () =) Flet)=F()-F(N-) ‘
e ' (49

(N M[N,M,N,jﬂo)" M[Nq )Nl],) J

unformen. Genif (34) gilt
Zm —4(N) =) £ £ N awo [N, M), ) 1w [Nyt Nt

und gemif (21) gilt

2{0{) + i("") -z@‘v) ,{.:,( N m;[ﬂ1-1)N,_+ﬂ°, h W“"[N,"’)Nz]oj

vaN+1 ve N4t
daker kommen wir mit Rilfe von (y), (x) und () tbder

n+1

2?@) - Z“Am) "2 )= $(0)+ £ () -Zm $6) =) F(v)

veN veN vaN veN+1 veN+4
zu der Formel

Y F) =5 T
g; ,):—iﬂﬂ (4

(" acd [Ny Ni#], 4 W[“o"l“z],))

die wir Ubrigens direkt aus (45) - statt aus («) - nicht

fiir ihren vollen Giiltigkeitsbereioch gewonnen hiitten,

6& it M, und M,2 M, bezeichnen wir ganze Zahlen, mit
und . ganszahlige Veriinderliche sowie mit H(r-) eine fir
auf [M,,M,] erklirte Funktion vom j.

Gilt dann
Him=H(m) e m ot [Man ],
so ist ’ (47)
H (H) = H \m) kM M[”ﬂ”&l )m M"[M‘Y)Mt]a))
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denn aus (45) folgt

0=> H(E) =3 H(a)= Hom) —H(M.

r-Mﬂ '.=M+1

6¢. Bei frei variierendem m formen wir (46), indem wir zur

Abkilirzung
D F(vem) = H(m)
v=N-m
setzen, zu
H(m) = H (m-‘l)

um und folgern aus (47) die fir jede Exwk ganze Zahl N, gil-
tige, (46) enthaltende Beziehung

H(9) = H(M,),

d.h. -
Fv = o’F(w—N,) :
%2 o
(N aaed [N, ) N,_‘HJO yn awf [N1-1,N‘]°) E
Satz 6. Erstens sei @,’”\V) bei N aus [N”N,,ML und \

jedem Wert der auf [N-1, N-1]° variierenden Verinderlichenn

eine filr v auf [r+1,N-1]  erklirte
und selber auf |[n.1,N-1]  variierende Funktion ven v.

1
Zweitens seil %,HM bei N aus [N.,,N,_H:L und jedem Wert ?)

der auf [N-‘l ; Nz.] variierenden Verdnderlichen h
(-]

eine fir v auf [N'"]o erklirte
und selber auf [y »] variierende Funktion vom v. |

) oder : Bei N aus [N,,N,_Hl und jedem Wert der auf [N,-1,N,J.
variierenden Vertnderlichem n sei ¢, , (v » wenn wir abkiirzend
i {Ny 1) = » und  mmax{N-4, n} = n' setzen,
eine fir v auf [7)n"),
mit G . (") auf En') n']o erklirte Funktion von v.
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Dann besteht die Beziehung

Z;?F(») -ZF 9,‘,,@

' vaN (q._q)
(N M[N"Nz“]o y “‘4["‘1":“4]0)'

Bonig,‘) Mittels der Abkilrzung
?N,n(y) - ‘ﬂ')

: formulieren wir die Voraussetzung als

¢ 4 ["‘;"._]

Bei m aus n'-1’n'] setzen wir
]

; for v anf [n',n'}o -
0 ) He~ v = P(2) it A and [h')ml )
Fm () . :
F(Y) , e v=9(2) ank X ound [mﬁan

H() Sﬂm} +i4m<v) ;

v in' v=n'

fur m auf |»',n'] finden wir dann - unter mehrmaliger Benutzung
von (37) und Sats 2 -

. -1 (1) =
H ) = Z?’{?w} A M})J-é:, £ ) + Fonf (m)}+ Fm(V))

V= P(m)+1

Z? (0 + el £t 0 5

ven' ve@(m)+1

- Z?m +Z4m(v ) =H) |

vah'

und wegen (47) folgt hioms

H(r'-4) = H(nY),

4) Landau geht anders vor (@.a.0.; S. 117-120 und S. 122).
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f?{?‘"} + i’r(") -Zni?'{?w } +é.o :

1
Ven v= n v=pn!

DaB die somit bewiesene gohtion .

;rw -i ¥4 ‘f’(')} ( ‘Ha)

vz n'

(N g [NﬂN&‘Hl,  n """"‘[Na'th]o)
mit (49) dqivalent ist, gent fir n auf [N-17N-1] aus (33)

 (Bro--Fra, Setmi- S

veN ven' vaN ven!

und ist fir n auf [N-‘l, N,_]o evident,

Folgerungen aus Satz 6.

4. vor n aut [N-1)N] dst  Nen=(n"+1)+(n-1) = n'+n"
und fur » auf [N-1, N,] 1st ebenfalls N+h = n'+n' § weil
nun fur irgend zwei gansze Zahlen », wnd 1, 2 n,~1 die Aussage

Ny +hy =V Gt [m,n‘l fiv v M["””‘l
gutrifft, variiert
Nonev o [, gy e,
50 daf man aus Satz 9 die Relation
" "
Z;’:\v} -Z "F(N+h—v)
v=N v= N ?(50)

(R O M[Nr';“x.],) |

erhiilt. Mit Hilfe von (48) leitet man aus ihr die Transformation

B n+M,
Zﬁv) =Z ?(’hn.;n —v)

vaN v= N+N°

| B
(N ows Do, ) m et [7])

2¥



her, die fur jede gansme Zahl M, , also insbesondere Jonils‘)

————

fir M, =N,-N-n (mit beliebiger ganser Zahl N, ), gilt:

VZ:\;‘ "F(v) =Z;:(N°-')

/ Cﬂg
(N acn [Naylo#1), | 'n and [N,-a,N,_]);
Erwihnung verdient der smul?n \
F =) F-
27 ; S ot
(N oD [NﬂNL"’l , N ot [.N1'11 N‘])). 4

qa. aus (509 mit F()=v fir jeden Wert von v gewinnt man
bei Beachtung von (25) die Relation

; v =Z \noN-v) ’ZNVMN) -Z v )

veN velN "™ =N

also wegen (42) die mit (44) in Einklang stehende Formel

Z‘v - %‘(n-N+1}(n+N) (53)

v=N

16. Bei jeder natirlichen Zahl », (und frei variablem
und v ) gilt gemf (4) wad (5), wemn man R statt &K, (1) sobreibt,

‘n-v)/;‘\, = .Kﬁﬁﬂ‘_ Ne +'R-v)/n_°‘ = ,h'”L +1(2-")Z’_"y

Wegen (42) hat man erstens

. =1
Z,"("b, = ."[n,,.n. )
\: 1

wegen(50), (4b), Satz 2 und (42) ist zweitens

) 4
Z:A(R")/"e, ‘—"-ilvlﬂﬂl -20 = O’

vso v=0

4) d.h. bei jedem zullissigen Wert von N und von n 25



;.(t -[Ren-))n, = ;kﬂ_ﬂ,’ -1) , Z ) = = (n-Re) ;

vaR#

daher liefern uns (23) und (36) die Relation

=1 -1 n-1
Z (n—@/& = H/n 42 R=v)/n.+ S‘E—V&n“=l nngyng 40— _'R—‘T) )
v=o v=o0 V=0 vartl

die wegen (4) auf

VY=o

Z‘j (=), = = +4 (n21) (54

hinausliuft.

Tc. 1st ", eine natiirliche Zahl, so filhrt Anwendung von
(50), (25), (35) und Satz 2, abermals (25) und abermals (50) fher

Zf("- Y 2{7 & ")*"F('%["*"-ﬂg Z{iﬂrﬂ ?’(r) ZZ N";ir)

reny  pen(Nen- v vaN "W
wegen (48) zu
ny: (m-v) )

;1—(«0:2;; :;(p) 69

Q,%«,- N ows [N./'n., N1, )0 ot [Nl 1) “zl"a],). ]

L. Bei jeder natiirlichen Zahl v Desteht die Beziehung
(-p)ln, X

2?—(’/} }:1 7 ‘-F(n.vq-r.

p=o  va (NA-p)/n, 41 ? (56)

(n.;4 i N aws [N M+ ) «»4['44-4,&]0)-




Buo:l.c.') Fur m aus -7 n.-']o setzen wir

. e , o
7%3‘(“-4-”/’1.1 =K, ;\Z.;E".-f_)./fla ot T

Von jetst ab sei m ein parameter aus |- ne =11, « Wir

fuhren
mm ‘[n'—- Km-4+ Lvn-4 ) ""1‘Km+Lm]o
und '
fen(¥) = mge (v =+ 1t K= Lo )am et M n
ein, Fur v auf I, varisert (v-n'+1+Km=Lm-1] s Kt b

[Koy =Kim-9t1) bn=Lm-s ]o y dube auf [(n'-=1-m)/n,, ’111(".'"‘)./-'19]0 )

daher gelten die Abschitzungexn g P
Ym(v) & "o'{éﬁ"‘"m)x Ne, + 4; tme (n'=4-m)~- Rn.("" 4-nﬁ(n'-1-m)-(n°-1)fm*m"n‘

und

Ymiv) & e (nf=m)ine
denen wir den Sachverhalt

+mMm =‘n'-'n) - Rn.("”"") +m e "Yl"-n-v)-o +m cn')
. - ol . ® )
Ym(¥)  im [n], g v avg W

entnehmen. Wegen ~'-15n' 18t

Koo Koy 5 (=d-m)/me; & (n?-m)/ne = L =Lm=s

gentis (3), so da8 wegen
-KM-1 *L_m_1 - “KM+LM

die /I, alle elementefremd sind und die Vereinigungsnenge

[H'_ K_q 7_4-1 ) n'—f‘ Kn.-‘ 1' L".-' 1‘0

besitzen, die mit

-
e

sty
L_n’n Jo

jdentisch ist, weil wegen (54)

| " 4
- = = N «na+ 1
Kn._1 n N (-]

gilt.

1) vgle. §3, Abschnitt 3.
AF



Wir erkliren jetzt filr v auf [, .’
durch die rfestsetzung

die Funktion /(v

Jo

"C' \ - W (V) - v 4
Bei . aus . wund aus  gllt
== 2 + J,
denn
;.g’_.n ¥ (M)t = m, 3 _
ferner gilt bei , aus . und . aus
wity) =* ‘me"z) ) f“"’ MYE AT '“‘L)
denn

Y (M) = Yamlm) = n,-(ng=N) ¢ 0.
Demnach ist pv) filr v auf [V\" V‘(.J. .mm.um' und aus

BRIl
plv) 2 n,n )

erhalten wir '
) sup [nyn'le e v e iR

Anwendung von Sats 9 [mit (49a) statt (49) , Formel (38)
und Satz 2 ergibt

9 o nagt (ntKpel, )4 W elttecd
-
- > ) > 3 ’
. E . gLV = Eh; y-n's1 (
Z F(V)-."_; Fi ."(V)J fed ) .F ey — | f { AP T E e ‘“‘) s )
v=n! ven' prO VoK T huer 03O ver'K 4L, g

und weiter fuhrt (48) zu

D! Lo A Le=ln. -1 y(n*=p)/ng
-:-: 2—’;4 ('_r_x\"::“ P-wade K =L ., n\‘_'4 {:-_ﬁ podt "l\o_' L(;r ol |
) - / J A - / / 8
L=, v ) Fingvapl] L, LaFevem= [/ [ | Flngvep
TN’ =20 vt tl ) -wete KoL, a0 v-(K,;k{.‘.)q-q a0 v'l‘ﬂ"".’i),/'“ +1

Aus diesem Resultat, das fUr » auf [N-1 N, mit (56) identisch
ist, erhilt man (56) auch fir » auf(N,-1,N-1] , wenn man (33)
zweimal anwendet und (24) beachtet:

n nzt Sl ne=tng'd=p)fry, ng=hit=pa)nmy

n A | \
2. =~ A 10 g ks Z_, F(ne'V*P)"/'_,f'ZF("“’f‘)' = : I Fing'v+uw).

vaN ven' e © vopiAzpying ¢4 peoluniplingtl) e vaN-1-m ) ng 1



2a. Als Spezialfall ist

Ng-N=1 n‘-’f 1;’
Y 3
Fiv) = / F(no v+ p)
VA e 5"
vengN “s 0 y=N ( i

(n' 21; N e [N4/"°)\Nx”/‘/"‘°]o ) N o [N1l"°) (N'-+1)/h°]o)

Zb. Fir v auf [neN,n(Not1)-1] varitert vine; auf
[N N, | s und (57) liefert daher

"wn -1 ..'-f -1_‘1 ; N Gen [N'JN1+4J° ’\
Fk v)n, ) = ("a'V' 2 . L - B
) f.‘; L = \ 70 N Nl

Ersetzt men hierin -~ durch n+1 , beachtet erst (5) und wendes
dann (4b) und Satz 2 an, so gelangt man Uber

Ner(n+4)—1 ne-4 " -4 n
i - T Drvnasi o B
vz=nsN p=0 v=N f«=° vaN
—— (‘2) - n n '\.0'1) 4
2: F(V} > -” 2—-—' F(Vl”o :
v=N van N (58)

(.@,»,15 N aws [N, lej.) n Mf[N,w,NL]o)_

! S: Zwischenbemerkungen.

4. Wir halten es nicht fir Uberflilssig, in aller Kilrze
auf Konsequenzen aufmerksam zu machen, die sich ergeben, wenn
man einem Summenkalkil als definierende Relationen nicht (6)
und (7), sondern

2(N; n) = s(Nyn-1) + F(n)
(N aa [Na, N2 ], ) N g [N,)Nl}.)

.

zugrunde legt: 2 9

A(N;N) = FLN) N awn [N.,N;j



Z.N f“ wird dann nur bei N aus [N,.,NLj, fur » aut [N,-1)N, ],

definiert, und sehr gebriéuchliche Formeln erleiden Einschrin-
kungen in ihrem Gliltigkeitsbereich - nicht nur im Vergleich zu
ihren "Doppelgingern* (unseres §1 und §2), sondern oberdrein
insofern, als in gewissen Fillen zwar ihre linke, nicht aber ihre
rechte Seite existiert; beispielsweise wilrde

N

2 ;T N aws [N,-15N, -1
Ve va Nt 1 \ i 1L'\"N’10 / :
;]' 11 N
P F(v) = ~‘ F(Nt+n-v) ( LRI [NnN'LJo ) (MW 5'0)
ven veN n auqd [Ny, N, ],

4 ! dageding (P2 4N acn [N -not 1],
7_‘ Flv) = Z_‘ /-J Fingvr ) i - 4 (M’IM 56)

veN M=0 \lz‘lN-A"f*),’".J#i \ n '1“‘ th") N)'JO

gelten, wihrend sich bei der in §1 und §2 dargestellten Theorie
u.a. der praktische Vorteil herausstellt, daS aus der Existens
einer Seite von (33) bew. (350) baw. (56) die Existenz Zud
Gleichheit) der anderen Seite folgt.

Im Produktkalkill begegnet man ogen Verhilltnissen. Man

vergleiche z.B., wenn das Produkt * gemiB der im §4 gegebe~
e =0
nen Definition existiert’ , und wenn innerhaldb desjenigen

Produktkalkiils, bei dem (60) durch
p(K; k)= G(K) (K aw [Ky K2 ]o)
ersetzt und (59) sinngemiiB abgelindert ist’

2.Wir haben uns bei der Herleitung mehrerer SHtze auf den
Satz 1" gestltst und dadurch Fallunterscheidungen, wie sie etwa
in (18) auftreten, vermieden. BEs lag uns aber daran, lisber

—— e — —— o

aufzudecken als zwischen ihnen und dem (ihnen logisch voraus—

1) nimlich fur jeden Wert vom &
Y n#mlich nur fiir <2z o
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gehenden, ihnen heterogenen) Satz 1: Daher sollte Satz 1% mBgliohst
selten verwendet werden. '

So zogen wir es vor, (42) in Satz 5 einsuordnen, obwohl
sich (42) pattirlich in ein paar Zeilen aus Satz 1% gewinnen
liefe; ébnlich steht es mit (34) und (48), aus denen beiden man
Ubrigens Satz 5 herleiten kann. Formel (56) wiederum, die eine
spezielle Umordnung sum Ausdruck bringt, wollten wir als Korollar
des allgemeinen Umordnungstheorems (Satz 6) sehen; in diesem
Falle wenigstens mbge (sum Vergleich) auch der auf Sats 1* basieren~
de Beweis hier durchgefilhrt werden:

3.Ein sweiter Beweis su (56). Die rechte Seite von (56)
werde mit S(Njn)bezeichnet; wir gebrauchen wieder die Abklrzung
R,,.('ﬂ) =R  und die schon im Beweis zu (54) herangezogene Re=
lation

&”"f“ng - Nn, + 1("2'?’”)/”11

In der folgenden Rechnung wenden wir beim ersten Schritt
(25), beim zweiten (32a), beim dritten (48) und beim vierten
(’7) an.

n,=4 T'(““Py"‘q |£"'4'f:)[“o|
5(Njn) = S(N;»-1) =Zg ZF(*‘--“N - E Fyv+p)
pE0 (vaN=d=p)imy 44 vVa (N~A=p)[m, +1

", -4 'g'n-n) ") vy =1 |(R'P‘)/“o|

S ;F(,‘,.H,q =) ) Flulosain]ep)

r'o ,n-d-r)/".,*-'f .p'O /-ERw(-M)/ﬂ,l-&’I

R-1 UR=pd'mg -4 (R=p)fe
E Fl=, Ve m . n + u‘ Z:;(“ Rhde L&*R)i E(ﬂ-wm-lnf"_‘h,* (“"),
P'ao veE (R~ 4-»%‘ d V= (‘1)’” +1 r.m Ve R"'EJ/” +Aq
Erstens wird
R4 LR, det i, R-4
E(u VEM . ‘n!n. +r, Z :>: F(n. Vw, M#R 1= P) Z, E(‘n S ¥ v, OR-‘I-n
r-O ve ( -4~tvﬁ~ +4 r‘o veEmin +1 PGO Y

‘=0
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wegen (50), (4b), (19¢) und (26);
da aus (5) und (4b)

-4){‘». +4d = (%,-4)/»:5 =0 T O’/u,- 0
hervorgeht, hat man sweitens
LW

Z:’F(u..v¢%.. n{u +R) = F(m-0+ ", * :lw.i-"l) = FL"")
V= (1), +4
wegen (194) uad (4);
::-—,.(-R-PV*», -1 {E=dm, |
244 ZF("&"'*’% '1H”’|*r) ‘z ZF(“O’V"%°&+E+%‘F)

Rt vm (ReA= )l 1 kefH v (=1=m,)[m +1

____4' Lo, 4 w-d -4
-Z E F(m,: V«Ha-#%-ﬁ*/ - E E F(n,-v+~z+n.— r-) = 0
r:Rf’l v = (=), k=R+d v=0

o X

auf Grund von (48), (5). (4), (4v), s‘t- 2, (19¢) und (26)
statthaft.
Wir erbalten also

S(Njm) = 5(Njn-1) = 0+ Fl) +0;
auerdem ist offensichtlich

S(NjN~1) = 0

- diez beides war zu zeigen.
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§ 4. Definition des Produkts einer Funktion
bei ganzzahligen Multiplikationsgrenszen.

Mit K, und K, 2 K,-1 Dbeseichnen wir ganze Zahlen, mit K
einen ganzzahligen Parsemeter, mit ® und < ganzzahlige Vere
&nderliche sowie mit G(x) eine fur « auf [K, K,] erkisirte
Funktion von < , Ferner denken wir uns die ganzen Zablen K*
uwnd K dadurch festgelegt, dad K*-1 wnd K'+1 konsekutive
Glieder derjenigen Zahlenkette sein sollen, die man erhilt,
wenn man

K,~1 » die da[Kk <;], 1iegenden Nullstellen von Glx) K +4

der GrBe nach ordnet; stets fullt also K. 2 K'-1 aus,

und stets ist G(x)+0 fur « M[K.', KYl, o Jedem K

aus [K K +1]  entspricht alsdaun gemau ein Zahlenpaar
{K* <K'  derart, dad K su [K' K'+1], genbrt, und un-
gekehrt kann man, indem man bei jedem sullissigen Zahlenpaar
{K* K} den Pavameter K aus [K' Kf+1]  wiblt, genau
jedes K aus [K,, K,*1), erfassen.

Satz 7. Bei vorgegebenem K aus [K KT+ 1] gibt es
genau eine fur ® auf [K'~1 K, ] erklirte Punktion P (Kj%)

von R derart, da8 die Beziehungen
p(Kik) = p(Kjk=1) » G(&)

\ (53)
(K Ao [K:: K4‘+ﬁc) * ‘M:{ [K“n K‘]ol‘
und
p(kjk=1) = 1
e (o)
(K o= [K* K, +1],)
bestehen.

Beweis. 1.) Mit (59) und (60) s#nd die Beziehungen
‘(P(<};¢+~1)/6(k+4; $o R oaif [K,‘-4,a<-z]o, (61a)
p(Kjk)= 44 tor k= K=1 (618)
'P(Kjk'1) - G(%) fue R onf [K,Kz]_ (Mc.)

dquivalent.

~
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2.) Bs gibt bei jedem K, aus[K' -1, |<-1]‘ genau eine fur &
au? [ K, K- 1], erklirte Funktion ?k. (k) o die den Bedingungen

E(ﬁ) g{"o<&+4)/6(k”) - & A5 [K“K-l]” }(sz)

1 pu k= K-1

genligt; die Richtigkeit dieser Aussage ist nimlich fur K,=K-1
trivial, und ist sie fur <, = K’ aus [K¥ K-1], erwiesen,

so auch fir <, = K”=4 , weil daun genau die durch

(Ral@Y 6(K%) o k= KO-1,
D (k)= |
1 Rae) e & o [ k-],

definierte Funktion das Verlangte leistet.

3.) Es gibt bei jedem K, aus|K-1, K,| genau eine fur %
auf [K-1 K], erklurte Punktion T, (k) , die den Bedingungen

(4 w hk=K-1,
T k) = : i (62¢)
&, (R=1) G&) o2 ko [K K]
gentigt; die Richtigkeit dieser Aussage ist nimlich fur K,= K-1

trivial, und ist sie fur K, =K.’ aus[K—1 K,~1] exwiesen,
so auch fur K, = K+ 1 s weil dann genau die durch

: (R (%) gk eng [K-1,K7]
0 (k - x

()44 ) ’szq(K:./)' 6((:.)+1) {‘:" k. Kf).', 1
definierte on das Verlangte leistet.

4.) Yon den fur £ euz [K*-1 K,]
von % geniigt genau die Funktion

erklérten Funktionen

B oo ki [k K-
R (k) pre ko oadg [K-1 K]
den Bedingungen (62a) mit X, = K* -1 und (62b) mit K, =K,

also (61a) und (61b) und (61¢), also (59) und (60).



Unter Einfiihrung des Froduktzeichens .ﬁk nit der
K=

unteren Multiplikationsgrenze K , der variablen oberen lultie
plikationsgrenze & sowie dem Multiplikationsindex < setzen
wir nunmehr

+
p(Kj4) = T &)

(63)
(K o [K* k4], | % esp [KM-1, KJ,)

und begeichnen die rechte Seite als das von K bis zu variablem £
erstreckte Produkt des Multiplikanden G (). Gem#S (61a), (61b),
(61¢) besteht dann bei < aus T.K:, Ky "’4],, die Beziehung

Red

M (Tre(«)/c,(ku) $r ko [|<f-4's<-z_], , (a9
x=K

«E(G(«) = {4 56 &kl e
&-
o o g & kKl (w9

die das Produkt von (%) in jedem Spezialfall durch die Werte
von (r(x) darsustellen gestattet. 2s gilt z.B.
K=3

» : v K ade [K*+2 KP4 (6Sa)
1]1.'5’(«) ‘ G(K-ﬂ- G-(K*).) *M [ 1 2 ]ol
K=2
«-[LG(K) =- G(:—-u o K ace [KP44, .<:+4]” (65
’SﬁlG(k) = 1 g+ K “":"[K«,Kz*"]o, 3
K=K
Tot = 6K g Ko [K, K], (654
K=K
Eﬁje(*) = G(K) - G(K+1) e K aie [K K1 (6se
K=K

f
Lemma. Bei K aus [K, K, + 4]° ist xI];G(K)genn.n fiir

die jenigen Werte der auf [K,,-’f, K,,] , Yariierendea Veridnderlichen )
erkldrt, fur die [%+4 K-1]  keine Nullstelle des Multipli-
kanden enthilt,
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Beweis. Wir bestimmen das Intervall [K* k*:4]  , in
dem K liegt liegt. Es geniligt su seigen, daB die Anum

Gix) $0 i w anp [o+d K-1],

genau dann, wenn 'ﬁ'cr(x, definiert ist, also genau fir 2 auf
"y Butrifft
[Kl -1 ] K"’]O .

1) 1st [K - -1,K’-2], nicht leer, so findet man K, < K*-1s K-12K;,
also G(K*-1)=0 ; daher enthélt [#+4 K-4]  fur k
auf [K-1 K*-2] wegen k+1% K*-1% K~1 die Nulle
stelle K"’ 1.

*

2) Flir Werte von © auf K,—1 K- 2.] gllt K*s k+1sK-1a K, 4

und da [K! K*]  keine Nullstellen enthslt, ist auch [#+4, k-],
nuu-tonontui.

3) rur & aut [K-1,K]  det [+1,K=1]  leer.

Verstehen wir unter &, und 2, nicht-leere Mengen ganzer
Zahlen, unter %, bsw. %, einen aus £, bzw. £, wihlbaren
Parameter sowie unter | (k, )R, ;%)  eine

y
for « suf [ min{% k4] , max{4-1 &)  erkitrte
und fur « auf 4+ 1, %&,=1], wvon Null verschiedene

Funktion von « , S0 existiert (dem Lemma zufolge)

Q(‘k“ a-rr(u J.) )

(%a,)
(‘k4 i kd ) ‘kz s éz,)'
und wir dorin_:l.o_r!nl
kix) = QK
«E:T_'(K’ e 280 (66¢)

(l(w:ndql 2 “‘-"'féz))

die linke Seite von (66b) bezeichnen wir als das von < bis zu
variablem R erstreckte Produkt des Multiplikanden: | (K %;«),



§ 5. Unmittelbare Folgerungen.

4. Sats 7 serliegen wir in die Formel
A=A

T*Tc,c«) = {“T_rchc«)} « Glk) } @

x=K
(k oz [K® KPed], & wz [€F K],
in die Formel (63¢) und in den
s.ts 7%, Bedeutet P(Kj%) bei K aus [k® kP4, eine
fir £ auf LK -1 ,K;J,  erklirte Funktion von % , die den
rordoruzon
P(K;&=-1) « G(&) = P(K; *)

(K A [K.', K.Y+ 4],, k ang [K” K,l)

PK;j K=1) = 1 (K oz (K}, KS+4),)
genligt, so besteht die Identitit

TTG(«) = P(K;j4)

K=K

(k oz [K? KP4, & % [KP-1,K]),

21 Satz ‘0 MG(“)MG’(“/ fir « .uf[K,“K]
erklirte Funktionen von « , so besteht bei K aus[iﬁ < +4]

die Beziehung
T&(«) = TG (%) (8) .
erstens fir jeden el [K 1 K=2),  variierenden '

Verlinderlichen & , auf den die mugon

G, (x) =~ 6‘(«) %+ 0 P = amg [R+d K=1] (68a)
zutreffen, 4)
gweitens fir # = K-1 und
drittens fix jeden Wert der auf [K K.| variierenden Ver-

dnderlichen & , auf den die Aussage

G, (x) = G,(x) $ x [K,k]c (632)
gutrifft,

1) oders fiir jeden Wert der auf [K A K] variierenden Ver-
dnderlichen & , auf den die Aussagen

und

G, (%) = G, () far x aig [mim {K Rt 4], max (k-1 &]]
G0 F 0 pr o ong [hed, k-],
zutreffen,



Beweis. Die kleiuste der Zahlen %, aus [K-4 K-1]  mit

G =G )+ 0§ 4 oif [+ K-1]
nemnen wir %, ; dann ist (68a) fur % suf [K-1 4,-1,  falsch
und fur & aut [4 K-2], richtig.

Die grifte der Zahlen %, aus [K-4, K;]. mit

G(x) = G, (x) pr < e [K &)
nennen wir 4, ; dann ist (68b) fir & auf (K %], richtig
und filr & auf l'_k,ul K], falsch.
Wir haben (68) demnach fur & auf [4 , 4, zu beweisen.
Aufer
G,x) = G,(x) e ["«”.“4],
wissen wir, daf
G,(6) % 0 $or x ang [R44, K=A1],

bei jodem Wert von % auf [%, %,], sutrifft. Ersetzt man
daher in dem Lemma aus §4 <, durch® +1 , K, durch 4, wund
die fir « auf [K,, K,;]o erkliirte Punktion G(«) durch die fur =
aut [4, +1, k&]‘, erkléirte Funktion G, (k) = G,(x) s 80
ergibt sich die Existenz von

& 4
T&w = Taw e & oz [4 4],

o=
Lemma, Bei K aus [K,‘, K:'*-’ﬂo gilt

R
69 %0 gueas e & anp [KP~1 K]
© =

Beweis. Flir £ auf [K.“’ﬂ Kf]. ist Jj'KG(“) +=0 ; ==
t#127¢ nlmlich diese - fuUr & =K-1 wegen (64b) richtige =
Aussage bei % aus [l(," K=1l, mep tur &= &7 zu, dann wegen
(64a) auch fur & = R9-1 ; trifft sie andererseits bei %
aus [K-1 K'-1] fur k=% zu, dann wegen (64c) auch
fur R = %941, A

Ferner gilt || G(x) =0 fur & aut [K'+1 K]  ; ved
nicht-leerem [,<:: ;:(.(‘]. ist némlich K: +1S5 K, s also
G(Kf+1)=0 » so0 daB wegen (64c) die Behauptung fir & = K'+1
erwiesen ist; stimmt sie aber bei £ aus [Kf ,.,,’ Ky = ﬂo fir
k=i o dann - wieder wegen (64¢) = auch fur &= &"+1,
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Zusammen mit dem lemma des §4 dilde das eben bewiesene
Lemma, fir den Kalkiil handlicher formulieri, den

Satz 9. Bei K aus [K‘ Kt 4], und jedem Wert der auf
[K,-1,K,] variierenden Verduderlichea £ ftreffem folgende
! <

: Au:qon FATH
1) T Gy it it dafinminet | ptanee [+ 1,l<-1]0 Gine i lirclle W GK) eadbiald,
x=K

2.) -ﬁ-KG-(x) it d.uFAM' Wi [k+4' K- 1]0 MMMM s (>(x) bl
&K=

k -
ad woar Gt “;,(EG‘(“)’O, Warss [K ] e bbbl toe GO cebbidth

h - ‘
i &) Tt 42 0, tonn [, 4], My Asmaetts ows CERUSEERE

KK

Beweis. o) Wenn das Produkt fir einen bestimmten Wert

von kR verschwindet, gehtrt & (wie das Lemma lehrt) zu [KfM,K,,,L
und K744 1st einerseits Nullstelle, andererseits, wegen
Ks K)+1 S & s Element von [K 4] .

[3) Ist das Produkt ungleich Null fur einen Bestimmten Wert
von & , so gehvrt ® (laut Leuma) su[Kf -4 Kr ]o « Entweder
legt # 4n [K KI], < dann 1st [K &] wegen K's K& % = K
in dem Mullstellenfreiem Intervall [K* K']  enthalten;
oder & liegt in [Kf—-ﬁ t<-4], - dann ist [K,k]olnr.

¥/ @) baw. b) ist die Umkehrung der in ) baw. [3) bewie-
senen Implikation.

Satz 10a. Unter dexr Voraussetzung

Gu) >0 g« o [K K],

gllt
4
Tew > 0

x=K
(k aca LK, K, 4 o [K-1,K],),
Beweis. Von (64b) ausgebend, bestiétigt man die Behauptung

mit Hilfe von (64a) fur % auf [K-1 K-1] und mit Hilfe von
(64c) fur & auf [K-1 K] .
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Satz 10bs Unter der Voraussetzung

Glx) > 4 for ey [K, K]
gllt a2
& A (0,4) o Rk aH ["4'4. K-‘z']o/
604 < 1 g ko= K-1
> 4 g koo [K K]

Beim Bewels von

% :
1 : -~ - -
Jeeo < for ko [K-1,k-2],
kniipft man an (65b) an und benutzt (64a); sSatz 10a fihrt dann

wkéter zum ersten Teil der Behauptung.
Um deren drittea Teil zu bestiitigen, stiitzst man sich auf (69d)

3. Die Potens einer komplexen Zahl C mit ganzsahligem
Exponenten & fiuhren wir durch

: :
c* - 'H;C (R20, fatta C=0) (69)
K=
oin; demnach ist
O‘ a0 f"’ﬂ k2 4} (“‘)
G wd (69¢)
und
S8 (69¢)

wegen (6%5e) vertrigt sich (1) mit (69).

3a. sir
Pi;a) = 4/ = 1fTC (C+0)

wird sowohl - wegen (67) -

Py k-4)( = —=2 .(-_(_‘,_C; - 1 g
R T T

x=1 Ked
als auch = wegen (65¢)

PU;j0) = 4ffc=1,




so daB, satz 7% sufolge,

<
e = PUjk)
x=1
= 2 (C+o) (%)
bewiesen ist.

Ferner gilt beli gansszahligem 4 die fur C=o0 triviale

Relation

C* = 4-2 .. C‘

(#)
(220, fatts C=0 ; &322, fattn C=0)

da man unter der Voraussetzung Cto fur

Plt; &) = a’s s TfC TT'C

x=i x=1

einerseits - im Hinblick auf (67) -
&R-4

Pl %-1). c-((fl'c:{ TTc) (= B(‘ffc ‘} ]Tc Tle- Trc=’P(4,4=)

Kzl K=1 K=1

andererseits - im Hinblick auf (70) -

Pl;0) = T_Tc Tl'c { 4/(;‘}(‘-4

erhilte.
pie fir C=0 gleichfalls triviale Beziehung

2\k L& :
(C) = (';z)
(220 fats C=o; %0, fatts C=o dmd £ 24)
bestent fur (F0 ,'weil dann der Ansatz
{-&
genti8 (71) bazw. (69b) szu
Plt; k=1) . £ = CHEI(CE = Cirt,  u (5% Pa58)
bawe
’P(")O) = 4’

fihrt. W



Indem man schlieBSlich
Pl4;k) = C - CE (C#0 i C+0)
wihlt, gelangt man wegen (69¢) und (71) zu
Plt; #-1)- {c, c,} G GG = G 6 = PN
und wegen (69b) zu >
Pl;0) =+ C =1,

also zu der (fur(=0 oder( =o gewiS richtigen) Identitiit

Ga)-q-a

(1)
(k20 e oo st G, =0)
33.\70::11 man (bei(Cs0) der Reihe nach (73), (65b), (72),
(70) und (69b) anwendet, findet man
A ik £ :
feet () - () = ctectacmg
und das GLrgebnis
' 1* = 1 ()

beweist im Verein mit (42) die Relation .
/ ned
- L =0 pCad (:::} MC"Q
A : 4

V=N (?3)
n=N+ 1 e C= 1

.

fiir den Fall C=4 , wihrend fur C#{ die auf (24), (71) und (45)
beruvhende Umformung

(c-1) ZC CZ,C ZC ZC Tk, ZJC"

JeN vaeN vaN  vaN
mh‘zj.elo fihrt.

Z'C/H_ZC ani C

; '+ Jetzt, nachdem die Grundregeln der Potenzrechnung =
unter Voraussetsung ganssahliger Exponenten - Dbestidtigt sind,
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kinnte 2.E. von der Potensreihe fir die Fyaktion ¢* die Rede
mmmmmw;umnmmmm
unserer Uberlegungen auck weiterbhin beizudelaltaa, setacn wir
lediglich als gesichert voraus, dal
bee  thnnar ?w'mu- MM zwt,
B et Qb {ad jedes Adrgline eHlatn TnAbsn P B
die Wit sk p 2 Beavidussnn
MG“MWM{‘&?‘“WM elaen Rowddien e X
JMWMIA?)( Wn&m'
die folgenden Aussagen richtig sind:
Bei irgend swei komplexen Zahlen = wnd 2, gllit

wp (2 +2) = vp?  Kp [1]

Wply, = Op&. [2]
Zu joder komplexea Zahl ( +0 gibt es genau eine
positive Zahl T und genau c¢ine dem Intervall

[-%,T) augehrende Gahl i+ devart, dad [3]
C=- wP(m %)

ist.

SchlieBlich gilt

oxpllogx) =X far £ >0, [+]

Ziehyen wir einige Folgerungem! Aus [1] orsieht man, dal
exp & fur jeden oder fur keinen Wert von 2 Versohwindet; (2]

odor auch [3] entscheidet, daB durchweg

op 2 ¥ 0 (#)

sutrifet, Gemss [2] wad [1] m@u frei variierendes 2 und 2 )

np 2 = xp & - exp(2wi- k)
woraus men wegen (76) auf

oxp(2mi « &) = 1 (%)
schlieBen darf. Aus



—

orp dog (- ;) = X, » X, = Op Loy X, « exp Loy x, = oxp (Lo X, + Log x,)

folgt
&7(1\;. )Q) = ic? X, + Z,} X (x,)o )xL>o) (?8)

(also insbesondsre
fog 1= 0 x> | (%)

5. iuz [1] und (77) beruht die Relation

T op 69 = 356 |
T e w{& («)} r (20)
(k o= leked,, & asf (ot l,),

gu deren Beweis man lediglich

&
P(Kik) = ”‘Pz,f’(“)

Zu setzen sowie

-1 . &1 +

Pk ke-1)- opG(x) = exp) 7 G(x)« exp G(#) = W{Z}(«»ea)} = g o) = Pk
x=K ik K=K

und

K~1
Pk;k-1) = wpz'éeeq = ap0 =1
e
gu bestiitigen braucht.

6. Setzt man - bei jedem zuldssigen Zahlenpaar {Kf’, K:} —

om0 epfint) (k16,50 70 09 L), @)

so gilt

‘ﬁ-e-(«) =5 (k%) - ”‘P{‘L‘@. (Ki“)} )

o2 > (8%
(k Ik, % & 1K1K )
. JHy




mit

go(Kjk) Trg(«) wnd @, (Kjk)= 2 - (li'l'za)(«))/Zt-t (u,,)

L’C-K #3.
wobel die Forderungen
g, (Kj%) >0 sd w, (Kj &) 4“["5.") (82¢)
erfiillt 81nd.’) Zum Beweis fillhrt man
+ .
4= T g0 - onp 2}“‘"“’}
ein und konstatiert sowohl
*-1 %-1 -4
PUK1-9-68) =[[ 569 oep{i D 0] 5 8 -eepficte]= T"s(«o onp{i)wiovin
als auch : - p(K)k)
S &
P(KjK=1) .«ﬂ‘é(«) . “P{‘%—j"(“’} =expO=1;

damit ist

& & *
TT(,(«) = -]Tg(«) . “P&‘.'le(“)}
w=K K s 1.4
bewiesen, und auf Grund von [2] und (2) wird

[ 2,“(“)] { -Th + 2,t€.('t+ito(4<))/2,t - dmi (tt-i-iw(«) 21:}

x=K Kek

wp{ T+ 2Ti - t+Zw(«}/Zt} 4 wo(Kj k)}.

Ke

'}’die erstere auf Grund von Satzs 10a.

$S



7. Ist r eine ganze Zahl, so definieren wir den Logarithmus

einer von Null verschiedenen komplexen Zahl C zum Index r unter
Benutzung von [3] durch

h?J’C- h7++ R A (C*O). (35)
Weil aus
Comr-oplin) ws (>0 7>0 sk #y aia [~ T)

gemip [3]

folgt, gilt fir positives &
= ¥ 4+ o s c;'
g C = 1ty fog &)
deshaldb dirfen wir allgemein die Abkiirzung

lg C = g C (C#0) (8%)

einflilhren.
Yo.. vegen [3], [1], [2] jund [4] nat men

oup ({og,C) = exp (g 7) « exp (i + 2micp) = v - enp(ioe) = €,
also
esp(fg () =C (C#o) (¢3)
und daher
oip {Beg, (4 ) = 0,

woraus gemif [2] die Existens einer (von C und y abhingigen)
gangzen Zahl & mit

logr(“‘r C) =C+axi &, (%)
folgt.

verschirfende Relation

by, (opC) = Crane - (r-iuj(c)}/zﬁ (%)

erwihnt, in der J(C) den Imagintirteil der zanl C bedeutet.

("



7&. ferner ergibt sich (in unmittelbar verstindlicher 1
zeichnungsweise)

&’h(’a by b}h(’z e l‘}:'(c1.'cz) (C,'FO' C,+ o) (8%)
mit

}:‘L‘L*L("'“"*"‘X“u (3%2)

und diesen Sachverhalt knnen wir, indem wir von (81) ausgehen
und mit )'(1() eine fir < auf [K,, K‘].orkl'e’xrte ganzzahlige Funktion
von < bezeichnen, zu

& 2
é b?r(.‘) Glx) = b?); (K; &)JI‘G(“) (o)
(K o (K* KP+q] ko [ke-1, Kf],)

mit

& £
z (K j %) -«;{! (%) +l(t - é&)(«)) 2t (g“)

verallgemeinern., Bezeichnet man niimlich mit S(Kjk)die recnte
Seite von (88), so erhiilt man erstens wegen

&-1 -4
&7:.(‘(,' ot 4)JI<G(«) + &}rw Glk) = z‘},:-(l(;k){l];(:(“) . G-(k)}
(wor:ln gentis (87) und (82)

R=1 *-1 &1
pe (k%) :;“y(«) - (t:;:’w(@/ 2n + plk)+ im- ix(T ) oin)/2e -1+ w(a)‘/gt
|

\ xsK
=) rm+ (T @)l + (t-r
pary N : w + k2w
|

% -1
-Z_:_",!(«H (t » ) + a(h))/‘et s - (K; k)

12 Nel
vird) die Relation

S(K; &+1) + g, 50 = S(K;4#),

und zweitens gilt



5(K k-1) = bopuud = tog A mbegd =0,

so daB auf Grund von Sats 1°* die pehauptung bewiesea ist.

Vc. Wendet man (85) auf die rechte Seite von (68) an, S0
gewinat man imebesendere die auch aus (80) herleitbare Identitit

Toto - (Lt

(#)
(K oz K51,k & op [KE KPed]),

die es uns ermiglicht, jeder Relation swischen Summen von
Funktionen eine Relation zwischen nicht-verschwindenden Pro=-
dukten von Funktionen gegeniibersustellen.,

8. Nunmehr definieren wir die Potenz einer komplexen
Zahl C mit dem komplexen Exponenten ¢ zum ganzszsahligen

Index }/ dwrch
¢ wr[c“y,C] ki (%)
(C)r" 0 f‘;,c-o)fw'c.>o, 2

Bei ganzem & fuhrt Anwendung von (42) und (89) zu

(C&)y - “‘P[k : “7,(—] = WP"Z‘;:“'?,C '«tc, i pr Lo
weil Quferdem

(Ok))' =0 = O‘ : (‘ﬁ 34)
giltywird

((,")r - ct (k2 4, faC=0) @)
80 daBl es statthaft ist )

(s o ) (%

zZu setzen.

Vi



8a. wir leiten jetst nicht die Formel

@ ]) O sbiensngu i) |

1

(% +ifmg mtog 20 Sudpizo; (>0, fattaC=0;¢,>0 falts C=0)

aus (86‘) her, sondern beweisen nur ikren Speszialfall

) - (<) (3

ohne Benutsung von (86'): Nach (86) und [2] gllit
&

)]t amtcind] - st ngeneal
e o ] et ] (Y.

flir eine gewisse ganze Zah].& .

W}&),MQ‘M %,2 #1 goni Zadlie aiud |
3¢ eine fir « auf [k‘, 3] definierte I-‘u.nktion

von X , 80 erlauben uns fir C*o einerseits (80) und (24) die
Unformung

«" ( sm) ﬂ'"r[%‘) "?, “‘PZ,[;(«) + &og c] “P[LZ_};C«) %q

sowie andererseits (80), (83) und (84), (23) und [2] die
Unformung

«l( ¢ “)) o JI‘ [ﬂ(«) ("?ﬂ.qq =¢¢?Z [,(.«) {103 C+2ni y(.«)ﬂ
= wr IqCZﬁ(«) + 4T 2:;(«, ](«) .u’. (g'ﬁ(x) {,7(] g,ni#«) }(«)}.

Ordnet man daher diejenigen Werte von %, von x au;t[ 2),

fur die ¢(%,) nicht positiv ist, susammen mit &~/ ey o, +1
der GriSe nach, und bezeichnet man mit k | und z +1
konsekutive Gleider der so entstandenen Zahlenkette, so findet

%9



man, wenn man bei C=0 noch satz 3 heranzieht, einerseits

Ros - o 3
L) -()

K=K

r (99)
(k o [k Rytd], cet & o3 [B-1 %], futn C¥ °i)
]

K oo [£ T+f] ot & aip [K% ]  fatn C=0
andererseits

& E &
%) - Y. wpfoxi 2[4 yo]
L )rw risinee @

K oo [hfotd] cut b ozp [Rot k], fare C*°}) ;
1

\K & B Ard, e & o5t )., foe Cm0 ). )
Als Spesialféille erhilt man
1‘2' k-K+1 (q
Ic =C (k-1 pieLo) S T
K=K
bzw.
£ L.(k-K+1)-(R+K)
fC =L
K=K (“‘)

- - ar Kaed -
(kzo ““‘Lfik-: I:KZE,MC y,

nach Anwendung von (42) bawe(53).

Neben (95) gehtrt < der Struktur nach - Formel (101), die
uns als Xorollar gu Satz 11 bdegegnen wird.

yhﬂnﬂnﬂ beachte man, daB zwar (0° )] nicht definiert ist,
wohl awer 0° .

So



$§ 6. Grundformelan dos froduktkalkiils,

Auch in diesem Paragraphen sind - wie schon bisher - bei
allen Formeln die Variabilititsbereiche auftretender Verinder-
licher so angegeben, daB sie nicht durch umfassendere Mengen
ersetzt werden kSnnen.

Seden Ly wndl,2L;-1 ganse Zahlen, A eine ganszahlige
Variable, &,(<) baw. y, (<) eine fiir A auf [L1,L,,], und < auf [K1,Kz].
erklirte Funktion bzw. ganssahlige Funktion von A und < sowie Ci
eine fur A auf [L; L,] erklirte Funktion von A .

Satz 11, Bezeichnen L. und { ganssahlige Parameter, so sollen

TZ’- 4 und E‘z +1 konsekutive Glieder derjenigen Zahlenkette
sein, die entsteht,

wenn man alle die Werte x, des auf [K1 &), variieren=
den k¥ , bei denen [l+4, L'..-’IL oder [L,L]oom Zahl 2,
mit G,(%,) =0 und nichi-positivem C,, enthilt, mu-
sammen mit <,~1 wund K,+1 der GrtSe nach ordnet;

ferner sollen K, -1 wnd X; +1 konsekutive Glieder derjenigen
Zahlenkette sein, die entsteht,

wenn man alle die Werte <, des auf [K1 , Kz]o variieren~
den , bei demen [{+1 L-1] oder [L £] eino Nulle
stelle von G;(«,) enthilt, Zusammen mit K,-1{ und
K,+/1  der GrtSe nach ordnet.

Mit

f
)

G() = ¢ (%) - mmi.w,‘(«)}

(A a&{[w{g,iﬂ}, wiri,lﬂ .. J{[E-",E:L) %x) >o, wa(«)u[-t‘t))

E

gilt dann
N . LA
G (%) = | G (x)
«-[J:({ A-I-TL( L, )f ;\l-lL.‘\{ *:E; 2 } /z‘*)(K %)

, g8
l""‘Mi[1-1"’-2'.'“']o; ¢ —@—M"—["’-f "‘Z]o) o
K o [R* Rr+1] 4 a"{“’(‘ﬁ LR, o £ e [l L]

K*-4 K, ¢ 2 [L—4 Lz]. /



wenn fir A aut[W{L,L”},"’“"‘{L"‘,dL die ganzzahligq" i"unktiongl’_
: der Bed
x“’(K; £) (?:”};r edingung

1O(K;k) =-iya(‘<) +L(t+i,«a<‘<) 2r| s k& acy [E,'-4,E;]° . (fte

° K=K “~mil

geniign.. :
Beweis. 1) Fir £ auf LE"' 1, E’] ., ergidbt sich

k=K| a=L KK A=

ﬁ{ ﬁ (6“(*)“));(*)} = —ﬁ. .fTL“? [g . h’)’a"‘)&‘(‘)]

£ g £
= TT"r i}_{ca . lqk(‘} C",(‘")} = '/‘PZ, 2{‘5 1"?7‘(«) C’a(")}

=K (ol

2 = -
=T o o ogyonge ) 1) = m{j«(’*‘“’ mz.‘*’ ()]

aml
wenn man dex Reihe nach (80), (80), (28), (88) und (80) an=
wendet,

2) Bosl aus[L L] wna K™43K  21et 1 [L 2]
‘eine Zan) 4, mitG, (KP+1)=0undC; >0 ; nach viermaliger An-
wendung von Sats 9 erfihrt man, das fur 4 auf[E;-M’ Kj‘ 0=
wohl
. a
Tfa®e) St dait s i S 1
)a(iﬂ"fA)

asl

als auch

({ﬁ-G' («)}c‘) Sl haiik i e Sk (2g)
x=k z(‘-)(l()ﬁ)

verschwindet,

52



Folgerung 1a. Folgerung 1b.

Sei L ein ganssahliger Pa= Mit L. und £ bezeichnen wir
rameter, aber { eine ganzzahliie ganzzahlige Variable;

2-4 und T<;+ 1 sollen konsekutive Glieder derjenigen Zahlenw
kette sei, die entsteht,

wenn man alle die Werte X, von «x auf [K, Kz], y bel
denen [L, L,], eine zaml 2, mitG (%) =0  und nicht=po-
sitiven C, enthilt, susammen mit Ki=1 und K;+1  der
GrBfe nach ordanet;

ferner sollen K*-1 und K*+1 konsekutive Glieder derjenigen
Zghlenkette sein, die entsteht,

wenn man alle die Werte «, von x auf [E“E,] y bedl
denen [L., L,,] eine Nullstelle von G,(x,) enthilt, zusammen
m mit K -4 und K +1 der @réBe nach ordnet.

Mit
Go() = 5, - exp{d - cop(w]

(A Sy ['-n,‘-z]o) ® anf ['IZ,', kel 5.9 > 0 w0 ,c..[-t‘n:))
gilt dann

j;{ a.]j:.((’;‘(«) ) («)} = ira({ }o) 12(K; %)

(99) (10v)
Lada[Ly, Lyt 4] | £ a2t [L1, L»].; \

L agt [L‘,L‘M]’ , tadg [""""L"]o )
K %[Z" E:'Ml’

K e [RY kP ] & o [R*-1,R?

. qi[ﬁ*-@@]o o L=,
[R* 1, '?f], fie L u'u[t,,MlQMy'

wenn fir A auf [L,,L, , die ms’ahugg‘mnktioqi}“"(‘(,*) der Bew

dingung
A 4 2 K" o (”“)
12Uk 4) = Zr‘*’ - t+§‘w,.<«) /2: ik o [Rr-1,% ]" {("m)

penlser . 52



Weitere Polgerungen aus Satz 11.

2o, Aus (98) mit Ly, =L elaf gewinat man

& c & \
o) Ao
<K z [K. K.*"f] & ox [K'.."I K‘.]u fats ¢ ikt 1"““,’) #00‘4
e R, N 0 ) H{[K'-";Kz],l fuloc.>o

/

unter der Bedingung

& &
x(K;%) =ZJ(«) + (1: +Zw(«))/2t fot ke aig [K*-1, K,’l j (1614)

| K=K

bei nicht-positivem C wird in Sats 11 himlich K, =K sus K = |<;,
bei positivem ¢ dagegen E = K, imd —K',- K‘,
wihrend in beiden Fillen RY = K} 2t K=K} gilt,

28. wir schreiven statt G(x) jetst G(x) und statt {K*, K}
jetzt {Kf' Kf}. Ist auch G;(x) eine fiir x auf [K,,K,], er—
klérte Punktion von , so ordnen wir die in [K; : A onte
haltenen Nullstellen von G,(x) szusammen mit Kf-1 sowie K: +1
der GriSe nach und beseichnen mit K'-1 wnd K™=/  Xkonsekutive
Glieder der so entstandenen Zahlenkette. Die Relation

& & %
&)
«].T;{ G;(“)} s S5

(K oz [KF K+ 4], e (%=1, Kflo)

(102)

geht aus (98) mit L, =L=4, Li={&=2 g=1 Fd ¢==4  hervor,
weil dann ja K =K und K=Ky sowie K*= K’ und K* = K;
wird.



3. Wéhlt man in (98) bazw. (99) bzw. (100)c, =1 ZLir 2
auf [L., ,L.‘]. s 50 resultiert, weil K =K, und E‘- K, wird, folgen=-
des weitere Tripel von Sitszen:

Gl ) i vive e % 05 [K, K] Fed 2 03 (Lo La] et Bibhin e 42
|
Bedeuten L und £ Bedeutet L einen ganz~ Bedeuten L und £

|
|

— — — — - | ——— — —
!

lige Variable,

so sollen K*~1 und E: +1 konsekutive Glieder derjenigen Zahlen-
kette sein, die entstent,

wenn man alle die Werte <, von < auf Dﬁ , K&]o s bel

denen
|

[e+4 L] otue L 2] ' (L, i TEREY

eine Nullstelle von ((x,, 1) enthilt, susammen mit K -/
und K,+1 der GriSe nach ordnet. Dann besteht die Be-
ziehung

&

P4 ) L= £ ]
AR Le.c«,a}j - TT{ TTe,—,c«,A)I

x=K Asl K=K
(183) (do%) l (165)
/ L_~=_~[L”L;1]‘,l i»[l.,—u;l; a.g_-EL,,«.ﬂ]"z o [L‘-'ill.‘].;l L [g,5f4]°,8ﬂ[g-1' Ll
kea[Re, Rred keafReieed,,  |kesRrRe
& [Re-Ry] gedanellot ot [Rm1k] ¢ L=by, | Ramp[R1, Re],
) {R'.' 1:&]’%&(‘&[‘..1“_‘]045“{ K’-‘,Eﬂf‘:' ‘-“"’[‘4‘-‘1’1

\

k, sesen {, wnd { 2 {-1 sowie k, und % % &-1 ganze
zahlen; 9.(x) bew. y(x) Deseichneh einme fur ) auf [1,,:,]0 und
auf [%, %,| erklirte Funktion bzw. ganszsahlige Funktion von 7
und « , wihrend C, eine fur A auf [{,, 4| erkitrte Funktion
von ) bedeuten mSge. Analog su den auf [K K ], und G(x) besig-
lichen Zahlenpasren {K' K|  denken wir wns fur [£,,] wndC,
die Zahlenpaare {Lf‘ £} defintert. e



Diesmal beschriénken wir uns auf den Fall ganzzahliger Para-
meter | und £ « lassen sich doch jene beiden anderen Flnlo
lnhcloa aus diesem folgern. ¥Wir ordnen diejenigen Werte «, von «
auf [k, 4,] , fur dte [L+4,L-1], oder [L, ¢], eine Zaml 2, mit
Ca._ 0 und nicht-positiven %, (%) enthilt, zusemmen mit & -1
und &,+41 der Grife nach, entnehmen der sc entstandenern Zahlenkette
swel konsekutive Glieder, die wir %2, wund %, nennen, und benutzen
nua (103) mit

- s R ( ) "
L= W{L,l+4}' L= mar{l-42]; K=k K=k &= Gx23) -((-;?a“)};w.
L liege in [4’.' L'+ 4]

Bei { aus [£-1, c'] , wird K=K?=4, undK,=K'=4%,
80 daB die Bounmn zu (103) in

K aiss [ﬁl k3‘410) k Q‘:{ [&"- 4'&‘]0
Ubergehen.
Bei L aus [1-4 l'-l] oder [l +1 {] dirfen als
zmonm {K’ 1, K +4} genau d:lo ruro {N-4 N} mit N
aus k,'E +4] m&hlt werden; man hat demnach

KN Zad KPaN-d  mit N o[£ &#d],

in die GUltigkeitsbedingungen (103) einsutragen, die sioh
in

£ 4-1 &'-2
Kw[b&”] kuf{[‘(1kﬂfw =l )

* = .
LK-4 k]o f\q r{ w[lx+4l tz]o
verwandeln. Somit erhilt man

£ 2 g.(%)
5 ««)) 5 ( )
«-‘L JI L(C pAS) l[ J-l; }3(")

/ Lo ged,, € onlam18]

f & “

| K o [B Rt Gl R k-d s £ ez [4-4 25-2)
K oo Loy, Byrd], 5t R o3 [kot4] ot £ o3 [0, 48]
¢ (R, B, e Aot E] g o [ier o]

)



und gelangt bei Deachtung von (95), (103), (80) und (24) baw.
von (94) zu dem (93) bsw. (94) verallgemeinernden irgebnis

k(2 e ( & 2ol )
i g‘,,«o . VA 2 [ () » (*)J
‘J'];{"E (Q ))3“"} a-]-.[- {C“ } M‘ri i :\-ZL' Z:? 555
/ Loz 28 ahed] | oz [-1 &l ; L
r e 3 (10,
w[REed, Bt Aokt pat g
K a::’ [&‘“k‘z*d]o M k ‘;f[k‘-"lkl]o J fo"h 'e s Etl..d' e: ]o )'
e [E,Z:,*‘]. e R ISEARE R TR ;

ﬂ I {Cf"h? } -T (c,é”‘“j S

A=l A

/ L oam [0 00] | 2 aag1 2] y (10%)

| Koon b b ni ke apfiens] ) e £ oon [0o00]
\K a5 L‘..E""‘l d & o [K B, ) foo £ o5 [Beq,8],

worin mit ), eine fur A auf [£, £,]: erklirte ganssahlige Puaktion
von 9 gemeint ist.

Satc 12a. Bedeutet L einen ganzsahligen Parameter, -h(«)
eine fixr % auf (K, K+1, orilirte runktion von « , amé 7 (x)
(wie schon in §5) eine fur « auf [K, K,]| eridiirte ganszazehlige
Bunktion von x , s0 gilt

\
3 b(k+4)
* (]
'n' (6(«)&(«9 = "l 2(L;2)
K=K ]-(«) K~1 &(k) R ® 4 (xr1)-blx) r ‘
({Wa«)} ) T Tl 5
Kel I("i"") = afL 2;('-3 “)
(L ace [KP Ki44), ;K oes [k K+ 1 P asp [K-1, K:Jo) )
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& & '
Y (Li%) -§_L,_ y<) + (ﬂ-‘ +Z,9(«)){Zr ; (164a)

wobei W(%) die durch (81) festgelegte Bedeutung besitszt.

Beweis. Man bestitigt zunichst, daB bei L aus [K,', Kf”],
fiir K nur Werte aus [K," K:Ml in Frage kommen, und daf die
rechte Seite der Formel gemau filr & auf [K’-1, K} ]° existiert,

In Satz 5 wihlt man N,=m =K' uma N=m =K . M=L,

Fy = ) Gw) und §(v) = #(“) , schreibt alsdann K R,
statt N~V und formt mit Hilfe dieser Gleichung die linke

Seite von (108) um, indem man sich auBer auf (80) vor allem auf
(88) stitst,.

Folgerungen aus Satz 12a,

'1. it Ax)=1 fir < auf [K, Kt 4], reduziert sich (108) auf
die Identitit

£ & k=1 5
et = 6wy Tew
K=K K=l K=l 7(409‘;‘
(R S R L R A

deren gegenfiiber (108) erweiterter Gilltigkeitsbereich - wie von
jetzt ab Glltigkeitsbereiche 3fters - durch nachtriigliche EBine
bezichung des Falls verschwindender Produkte zustande kommt.
Als Gegenstiick zu (10%a) ist

£ L L
Jeta= Tow J’;‘.’f“’ (tose

(L ek, ; Komlkoed, , 4 aslk06])

anzusehen, worin wie in

K f-4
«U;G(«) S 4/ «-[3 9 o)
(ks k=120, , & o3t [k, 04 ) y

ein Produkt mit variabler unterer Multiplikationsgrensze auftritt;

K
T]'kc,(«) ist bei K aus [Kf-4, K, ], fir R auf [k,,k:ML definiert,
Ll X
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genau fur R auf [K,' f k:”]o von Null verschieden und genilgt
der (59) gegenliberstehenden Funktionalgleichung

K K
oo o0 Je
(K as [K:"",K: * | & "‘:f [Ku K:]o) |

der man Ubrigens

£ £
«HKGC‘) = Gt -«I[;ﬁ("‘) (444.9

(K o i, -4 7] e wp [ k.].)

entnimmt. Bezeichnen wir mit K{'f’ kt ) Kl‘ +1 drei konsekutive
Glieder der aus den Nullstellen von G(x) in uns gelhufiger
Weise gebildeten Zahlenkette, so kimnen wir die Besiehung

k K
6t - "ﬂ;c.,(«) = Glk) - G(K)
K=

/ K [k, & [m{".,k,o.q'm;.{z‘ ,xgﬁﬂ pie K %[K; “a'l\
ase [K &, 4 :
( 12, * M‘f{[wik,,kx"i},w&[l(‘”('ﬁﬂ. fv'hkz Ky

aufstellen, Wie die flinf eben formulierten Relationen sind auch

2
y

£ =1 &
Tt = Tleto - Tew)
K=K Kuk x=bl

(5
(Lom [k K+, ; K am [, K00, @ “"‘f[“‘4"‘*1)

und
£ L
(s e ] ¢ o 6,00, 4 g g )
nit (10%) verwandt.

L, wa L,Z| seien ganze zanlen, L und £ ganszaniige
Parameter; die Funktion Mz von A variiere in (K K3+'QL fur 2

(m)

—

auf [L.“Lz]‘ s und bei { aus [L,,L& , S0114K . Kﬁ}‘T@;.ﬁa—“
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Zahlenpaar {K,‘ K"’} bedeuten, auf das die Aussage ML in
[ke,k*+1]  sutrifre. wit milfe dieser Besishungen 1u8t sioh

(113) zu
%G‘(«) - TG{*)

x= M, sl x=M,

Lo [Lyfe] , £amefLib] | ?(“53

M i | KR, 2200 g [£1] , fates £ o [L) ]
[k"‘“)ku] 22 auf [i1d] | fatts £ as]L, Lz] J

verallgemeinern,

2, it A@pex fir « auf [l(,,k,fﬂ wird (108) zu

& {ﬁaf
Jew- if%)} TTes (g

== K 2=l

(LM[K:;KZ‘H K awe [KE Kr) & ~4[K-1,Kz],))

woraus sich

i T e} { (‘)}MWF‘*(“) o

e K 2A=L

(L awn [R5 Koo [ KP4 o [T, KT ]
6‘(’5’*”-“} &

W{ 1[ ;ﬂ_ D ?(m)

(K M[K}', k:+1]° , & a«{,[k_-, KJ‘ J

herleiten lassen.
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Satz 12b, Sind die gansen Zahlen &, und R, den Binsohrine
kungen & 5 K, und £ 2K, wnterworfen, bezeichnen ferner M
und L ganssahlige Parameter, und bedeutet schlieflich g(x) eine
fur x auf [&"6‘,]‘ eridirte Funktion von X , s0 besteht die Relation

-ﬁ. i ((’(«);"’) 5 j[ ju((’{«),w)ﬂ")
o TT (e(«)’"ﬂ T ﬁ(e(a)’('iw. L

=l A=M r(«) KeK A=l

(o= [rted,, Lom [0 000, ;K o [0 K0 4 o5 [k <))

v-1
Der Beweis, der Satz 5 mit flv = l«, “G( )  und f(v)- ;(a)

bonutzt, ist einfacher als die Herleitung aus Sats 12a m:l.t M«)ﬂ(ﬂ

Als Folgoﬁ notieren wir die Formel “

|
«- & (a K~1
«‘ﬁ;{l[.( a)wjﬂz). II:(G(*) ))’M } B«U; AsM 6(«) / =L j-TM ’

(Lom L o, 1o [, e Ko K, o5 5],
(«u)

Satz 120, Auch weiterhin bedeute L. einen ganzgahligen
Parameter sowie ¢(x) eine fir « auf [ﬁ, kz] erklirte Funktlon
von « (k sK, % 3 K,) ; mit Hlx) vaw, 8(«) bezeichnen wir eine
fir « au![l{ i{ ,+4], erilirte Funktion bzw. ganszahlige Funke
tion von ¥ , wihrend die Zahlenpaare J' J 'i diejenige Bedeu=
tung fur [K, K,#4], una H(x) naven R Mg £ g s { K> K,,}
beziiglich [K K] und G(x) besitzen. Dann gilt
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( fiL?(«)
: nitd s(«n)

3
JI;(H(“) l(‘)' ( E% j Z yj (123)
s Hm H
H(K) g ()

(Lows [, s K[ ST] | & acg [U2 J-{[

JBeweis. uiesma.l verwendet man skssss Satz 5 mit N-«k, Avendd N =4,
m-% n, = J‘-‘] (aho h,—N avd nhs N) MBL F()’) 3.{)9 PR §

'@(v) 2 &?’509 (’9

Foljerungen aus Satz 12c¢.

41 von (121) mit ¢(x=1 <2ur jeden wert von x gelangt max,
wenn man [ =1 widhlt, su der Beziehung

£
'”;H e 4&1)
Ry =

Koz [Jf J], 2 % awf[J 1,.05-1)  qam I+ 0,
KMEJ:,J 4] i * M‘f["‘/,lda- ]o MJ g
wihrend sich fiir L=K die Formel / )

% &-K+4 H(«M =K+
J;H(«) = Hlk+1) J_];({ Hix) } )

( .M;,[K,, K{‘J,; k M‘f{[‘t""}z "] K ez [47 U7,

P4d8] g k=dlea

a S

(123)

Or@.bto
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s Bei der mit

.’Té}f“/‘ 7-[6(«-1) - G(#) /&(m)
(K oms [k, k4], | 4wt [KT i i {K ,,x;n}])

zgusamzenhiéngenden, ftJ.r jede mﬁe Zanl K, giltigen Relation

]Tefﬁ G’(‘#K)

x= K 2 Ke K | ("-57

(k avs [K2, K~+l & ot [K, 'B‘QJ)

welsen wir einmal auf die verschiedenmartigen Bewelsmiglichkeiten
hing

Erstens 1éBt sich diese Formel aus (121) mit
¢ x= Kp1 142 ek,

. 4
fk,‘c b5 =K, ; = 'K
K 4)’&:. K ) 3 & { [K‘,KJ ; H( )‘ 6-(4:,1)4...1«4\4&,411(11

(=

gewinneny gweitens aus der ihr ontsprochenden Summen-—Relation (48),
und drittens fihrt natlirlich Anwendung von Satz 7 zum Ziel.

|
Satz 12d. Behalten &, uand %, (&sx,,&xzk‘). M und L

sowie g (x) ihre bisherige Bedeutung bei, so kSnnen wir neben (119)
die Beziechung \

N ﬂ- ‘”_(Ghi “)M > 1

A L a-M

xk=K ';\UM xfi) K'1 ‘7 )
TT G
*la. ﬁ’" Y(‘) xsK ')'L x(“)

(M ewe [k 04, L s [k} K4T] - K a7 w] &«*4[”1,'91)

stellen,

Der Beweis, der sich auf Sats 5 mit ?@: &, yo) T0) =t f)=4-0)
stiitzt, ist bequemer als die Herleitung aus Sstz 12¢ mit H{®)= Trér(a)

e e
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D:I.o Folgerung

"K{T[(@(,‘,a()‘k (c()eé) ‘L” )"7 ket g )W

) =M t: L axh y(;} (12})
(L KD e, Mase Rkl K oz [k K], 4oz [k, K, ],
steht gemeinsam mit (120) der Summen-Relation (30) gegeaiiber.

satz 13. Bei K aus [K, K#], und jedem Wert von £ auf

[K;-A K,], oed 7‘»“(.‘) s wenn wir abkilrzend M{K&n}.y....: m[kﬁt}:,&"
setzen,

WF‘“ ";4[*"*,']. PR 7 S
T M LKA, i RN e .
Pann bestent die Beziehung

A &
MTéx) = Tr ¢ {?“(«)}

x=K

(K [KA,K -H_],k *-f[k‘ IK])
)

¢2g)

zu deren Beweis fur K auf [K, -4,K, _L Satz 6 "herangezogen wird,

Als Folgerungen aus Satz 13 nennen wir suniichst die Formeln

&
: T &kt | (2s) |
R4k,

[ Glktkta-x) @30

Tet = { e | (K»«txr,ma.)

K=K ¢ K,~« R o *
i Glhoe), oy [ R4k,
-K
el 1

in denen K, eine beliebige gansze Zahl bedeutet.

") und fir k auf [+, ], naturlich Sats 9. i



Mit £, eine natirliche Zahl bezeichnend, wihlen wir, weil von
JL@(&;«) die Rede seinm soll, K aus [K/&. K, /&.+4_L ,setzer erstens

Ko it “nelbis,
17 = K feud A K) A LR K2,
K:“Z, f"u‘( ‘ho'(K-“’ = K:"";

sowie zweitens

(H) - { K.® ) f~tic A, K44 o [KN KE4],

K,_ , U< K= Kz‘.-}-'f,

und habven damit K(*) sowie KX fur K aus [ K. /4., K fk,41], erkitirt.
Fir & auf (K%, £, .(k-1)] und mr":t‘m;r [£.K+1, K], vletbt ¢i)to.
Nachden die Extstens von T 11 G) furk aut §

= =k, x c
[KIVk=A i fi, KEGa} /R, ), mat HilZe von Sats © gesichert ist, bereitet
der Rest des Beweises von

A k-K R (k-x)
;”_’G-(A,-x) = Tr TT_ ¢(a)
' =K X=a :\.)..{K{-.‘) ('JL)‘
(A, 2A; Ka2c[K, /&, ) K[kt 4_]” R wzg [K‘lx)/t.-,’ : M{ Kz,K{"h»{}/ﬁoJ ,)

keine Bchwierigkeiten, und wir lassen ihn (seiner Weitliufigkeit
wegen) fort.

Eine endere Folgerung sus Satz 13 ist die ebenfalls flr jede
natirliche Zahl £, bestehende Identitit

& Aca (R-D)/4,
n— G{m) = -h. TG(ﬁ.'M iA) @33}
%z K A=0 ‘=!K~4-)u*. +1
(%o 24; K w2e [K* KFes], & ozg [KE9, *z].)
mit dem Spezialfall

AR -1 -1 4.4
Tewx = T [IRZERTS),
Xz R, K A=0 x=K G

(A29; kome ke, et & ¢kt ko] ) .

6§



Sciiliellich gehirt hierker die unter der Voraussetzung

¥o(K; k) = (‘r+lz Zw(«))/br ~ & =g [K%y Kf] (4”“)

giiltipge Relation

£ i ;
ﬂ;fﬁh {TT /GA(«/A )}z;
% (k&)

=R K

(& 24 K ~2c [KX kM), & -2 [KE 4l<¢])

die men am leichtesten aus (98) und (101) ableitet: Fir &k auf

[K ""1 K:..J. A

«Eﬁ)-m‘{jﬁ Gé‘)-uyi{H lcw(‘_L "ﬂ@(&) } aﬁo'ﬁ'ﬂ )}’2@

withrend (1352) aus (101a), also aus

ky(kt1) -4
¥.(K; &)= !7""' Z “’(“/“ ?/Zw

¢rst denn hervorgeht, wenn man (98) nochmals heranzieht,

¢ 7« Anhange.

Mit e, & und ¢ bezcicimen wir reelle Zahlen, die den de=
dhkagungen oa$0 LS hae 4 genilgen; feraner sei x eine reeslle
Variable sowie v gxi 5(,‘i)° ; Schliefllich werde oy%44éx+4¢ .X

Lp;iﬂtﬁto

4, Als anwendungsbdeispiel fir einige rFormeln des Kalklls
wollen wir» - besonders behutsam vorgehend - die bei frei
variabdlen (ganzzahligem) n geltende Rekursionsformel

~

e Z 2extl g(~-1)a ol
fX"rX. (@n-1) - (Yac -2 y:?‘_fx'-."—(z..-a)(v«-#)'fw (X*O)Mf%

auswerten,

7



Bei jedem Wert des (ganszabligen) Parametets N gebe es ein
die zahl N+1  entheltendes Intervall [M¥ yM¥]  mit einer fur»
sut [MY M%)  erdurten runktion CY ven 5. Falls

®©__ e ™) ‘
c (1”1)('*04-“) Cﬂ-ﬁ file ¥ anf M(") (N)]

gilt, kann men von ('9 aus, wenn man noch fXT J getzt, lber

0 oo |
Conrdr =G, "(w)(iu o vt G2 (”“‘["«‘?Mﬁﬂ)

wegen (25) und (45) zu

C(N). J C(l) z_ -“) M +C(N) J (n o [an)) M:ul) ?

=
Yo n Ael.,
gelangen. Die Forderung, aufer (3) solle noch
- ’ .
(~)
% .

gelten, ist gemiil (111) bei der Funktion

N
( ") §(x-Ta
C (l «1)($ac-4) &g

erfillt, die_erstens bei Ngo wegen K'sK =0 fur ¥ &1 und
gyeitens bel NZq wegen 2=K'& K: Lur Jedon Wert von Vv defi-
niert ist; so wilhlen wir deann H“" Mm-1 tir Ngo o aus (3

nit Uﬂ und (s} w.f.rd T

' N
¢(xa < L Zox+ 4 £ (xYa ;
j Z (”‘(L«“){'kc ,‘)) (1-7—1)(1-u W xv-1 W o (“.” @ *.1)(“‘_‘9) j" C
(ns1, fate, Ngo)

weraus man fir n=1 die bei Joden wert von N gilltige Formel
N-1

H MFZ(W-‘;:M ﬁ'(,_, ) 17 +(4::J Ta%ri(“,ﬂ‘ ‘;% (&

Xedt

erhilt, nachdem man die Umformung

of



N N-1

N 8 (x)a } o N 80.‘ : “TLS'«-‘D (‘& \N-Y:!‘r«
x<1)-(gac- &) -1 Fac- 4% e = (|
ey i {ﬁ- (1"'9}(’"') = Tr (@)

X=)il
K=¥+1 ey
=

vorgenommen hat,

da.utisrend sich (136) fur NZ1  aus

./""_ ol i \4:’*’9:’ | ‘/ﬂ?"")}%’ (hz1; %49

X=P

redusiert, besteht fir N=-Mmit M20 kraft der Transforma=
tionen (33) und (110) die Besziehung
YV

» : =3M-341 -n.r —«TL}(:.x. 8“ -M I['(z:x-‘p
el S g 2 [

X

Kw =M1 xa=M
aus ihr folgt wegen éﬁZa) und (131a) die Relation R

3M43y41 -Me¥ ﬁ.(. ) ;
H’%ahwﬂz (*:‘ s 'ﬁ’(;1 J—+(mi_‘—)'4]‘;]"« ' 7’%)

f-: (ol f::;;.f ect] { Tew/ :}x
N SR

2.. Als zweites einfaches Beispiel diene der

sats: M, wnd M, 2 M,-7 seien ganze Zahlen; uater 'f(m)(’d
verstehen wir eine fiir m auf [M.,, M +‘ﬂ und X auf [x”x,J
(mit x,>x, ) erklérte Funkiion von m und X g die bei maus )
[M,, My Jo auf [x, ) ] differensierbar sein soll; mit ¢ '@
beseichnen wir eine fUr m auf [- M, -m41] uad x aut [x,,x,_]
erkliirte Funktion von mund X ; die bei m aus [-H,_ -M, ] i
auf [x,,xg differenzierbar sei.

o



Gilt dann

TG4 (el h Joxezelon)) ()

und

od (= e
LV W= (mmstEr oM ) xesplogn]), (1594)
so trifft die KRONECKERsche Formel V

) PR T = AF ey ) e | frim
5% o ga ,g_;é) RS R ey L b

(” i [ﬂ.,M,‘M]., s D‘*"'l”l]o ) Konf ["*;xz.]) m)

ZU.

Beweis. Weil fur p-auz [M, M,],
SR8 | = 9% 9P + 0. 961,

gilt, besteht wegen (25), (71), (24) und (45) die Beziehung

A DA TG A W e 3
an | L CN-AT6) 5701 = Do Car 48 %) o0 D], e
{,...,.. ’ } ’4‘:"( )47 64 /x).rghf-a;r.,;‘rgh,(r(},

= (1) 4 f"'"’(x )- 7"“,()( ) =4 )M.-"f(nl('}'?'&”“}‘l

2‘»» Umn ein Muster einer Funktion 4("’(x) anzugeben, die der
Forderung (137a) gehorcht, nennen wir, mit « eine nichte-gansze
reelle Zahl bezeichnend, die fur frei variables w und fiir X+#0
erkliirte Funktion

4{-1(") < xu-“.‘f(x-n),{g‘“tv + A.,lxl}.

Als mit Hilfe von (138) milhelos auswertbares unbestimmtes
Ingegral greifen wir

f@x'ﬁl}"' {at p'oﬁ;(xx#;}} dAx

heraus (worin q und &« von Null verschiedene reelle Zahlen sowise 3',’5,,;
und § reelle Zahlen bedeuten, wihrend die ganszahlige

Verinderliche » frei variiert)

b7



(und weisen daraul hin, das hier die (vielleicht gewiinschte) nach-
' truglivlre Jnte*sc;.eluu.ug, des Falls positiver baw. negativer Verte

vor sich geht,.

3. yir wihlten gerade diese Stichproben fir die Anwendunga=
weise einiger Formeln, weil die Exrfordernisse der Techpik unbe=~
stimuter Integration mit den Anstol zu systematischem Ausbau des
KalkUls gegeben hatten « machts uns doch die Unsicherheit "flaiver®
Handhabung der einschligigen ¥unstgriffe hier besonders zu schaffen,

Das eigontliche Getdtigungsfeld fir die Formeln des Ealkiils
sind natiirlich die elementaren Beweise elementarer (d.h. arith-
metischer) Identititen.

")v?t xlé‘auuku fper e B Qunttndinng dor garistlon

hhegradisn sl Tt (Sitaingober. Uad. o 44». Bertinn,
38, S.844; ; 1885).




