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ABSTRACT

By elaborating on the results presented in Idgica cudgntica, Nmatrices y adecnacion 1, here
we discuss the notions of adequacy and truth functionality in quantum logic from the
point of view of a non-deterministic semantics based on Nmatrices. We present a proof
of the impossibility of providing a functional semantics for the quantum lattice. An ad-
vantage of our proof is that it is independent of the number of truth values involved,
generalizing previous works. Due to the impossibility of defining adequate interpreting
sets for the conjunction and disjunction (as was shown in our previous work), it follows
that a homomorphism between the lattice of quantum projections and a Boolean algebra
of n-elements cannot exist.

KEYWORDS: Nmatrices, Quantum Logic, Suitable, Truth-functionality, Kochen-Specker Theorem.

RESUMEN

Continuando lo probado en Ldgica cudntica, Nmatrices y adecuacion, 1, en este trabajo
discutimos las nociones de adecuacion y veritativo-funcionalidad en la l6gica cuantica
desde el punto de vista de una semdntica no determinista de Nmatrices. Presentamos una
prueba de la imposibilidad de brindar una semantica funcional para el reticulo cuantico.
Un punto ventajoso de nuestra prueba es que se independiza de la cantidad de valores de
verdad involucrados, generalizando trabajos previos. Debido a la imposibilidad de contar
simultineamente con conjuntos de interpretacion adecuados para la disyuncién y conjun-
cién (como se mostré en el trabajo anterior), no puede existir un homomorfismo entre el
reticulo de proyectores cuanticos y un algebra de Boole de # elementos.

PALABRAS CLAVE: Nwzatrices, ldgica cudntica, adecnacion, veritativo funcionalidad, teorema de Kochen-
Spectker.

V. ADECUACION Y DESIGUALDAD DISTRIBUTIVA

Esta seccion se puede analizar de forma independiente a la anterior.
Queremos mostrar que ninguna semantica con conjuntos de interpreta-
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cién A, V adecuados va a respetar la falla en la distributividad caracteris-
tica del reticulo cuantico. Vamos a seguir un razonamiento semejante al
que utiliza Malament para llegar a la conclusién de que no puede haber
mas de un conectivo veritativo-funcional en el reticulo cuantico. Primero,
probaremos que la definicién 2.5 implica:

e VvVt tphqQ)ED < t(p)eD y t(q) €ED)
e Vt (tlpvgq)eED < t(p)eED o t(q) €D)

Luego, mostraremos que las condiciones anteriores hacen que se valide
distributividad. Por lo tanto, si no deseamos que se cumpla la condicién
de distributividad, no pueden mantenerse estas condiciones. Esto signi-
fica que nuestra Nmatriz (la patte relativa a A, V) no debe cumplir la defi-
nicién 2.5. Comencemos mostrando que, si las valuaciones son tales que
se cumple la parte de la definicién 2.5 relativa a la conjuncién, entonces,
ocurre que

vt (tpAQ)ED = t()ED y t(q)€D)

Sit(p Aq) € D, usando la definicién de valuacion Nmatricial, tenemos
que t(p A q) € A(gp). Entonces, existe en el conjunto de interpretacion de
la conjuncién, al menos un valor designado. Por lo tanto, A ;@&
V' \ D. Usando esta informacién en la definiciéon 2.5 (por contraposicion),
obtenemos que t(p) =a €D yt(q) =b €D.

Veamos ahora la implicacién inversa. Si t(p) € D y t(q) € D, enton-
ces, usando la definicién en cuestion, tenemos que A, )€ D. Por lo tanto,
(r A q) € D. Esto finaliza la parte de la prueba relativa a la conjuncién.

Aplicaremos ahora el mismo razonamiento con la disyuncién para
obtener la segunda doble implicacién deseada. Queremos ver queVt(t(p V
q) €D < t(p) € Do t(q) € D) Comencemos por la implicacién a dere-
cha. Si para toda valuacién tenemos que t(p V q) € D, entonces, V(4 )C D,
dado que, por definici6n, se tiene que t(p V q) € V() u(gy)- Por lo tanto,
obtenemos que Vi, )¢ V \ D, con lo cual, yendo a la parte correspondiente
a este conectivo de la definicién 2.5, concluimos que —(a € Dy b & D).
Es decit, t(p) =a € D ot(q) = b € D, que es lo que querfamos mostrar
en esta implicacion.

Para la implicacién a izquierda, vemos que sia € D o b € D parauna t
cualquiera, la definicién 2.5 nos dice que, V(, ) D. Por lo tanto, esta valua-
cién debe cumplir que t(pV q) € D, ya que, para este caso, t(p V q) €
VapC D, con lo cual probamos lo deseado. Hemos mostrado que las con-
diciones de la definicién 2.5 son suficientes para asegurar que
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vt (t(pAqQ)ED & t(p)eED y tlq) €D) (14)
vt (tlpvgq)eD < t(p)eED o t(q) €D) (15)

El siguiente paso consiste en probar que las condiciones anteriores nos
comprometen con la distributividad del reticulo. Con lo cual, si no que-
remos validar distributividad, no deben cumplirse. Llamaremos a las con-
diciones (14) y (15) composicionalidad. NV eamos que la composicionalidad im-
plica la desigualdad no deseada en el reticulo. Si se cumple composicionalidad
de la conjuncién, entonces Vt € T, V¢, P, p € Sent(L)

tPAGVP))ED S L(p) EDy L Vp) €D

Usando ahora la composicionalidad de la disyuncion, lo anterior significa que:

t(pA@Vvp))eD e (t(p) EDyt() €D)o (t(¢) €Dy t(p) €D)

Por lo tanto, volviendo a utilizar esta propiedad de la conjuncién:

t(pA(@pvp))eD s t(@AYP)EDOt(PpAp) €D

Equivalentemente, por composicionalidad de la disyuncién:

t(pA@vp))eD o t((@Ayp)V(pAp))€ED.

De esta forma, se estarfa cumpliendo un resultado que no se corresponde
con la propiedad de no distributividad cuantica:

A VP)E(DAY)V(PAD).

Entonces, si no queremos validar distributividad, no podemos tener
ambos conectivos cumpliendo composicionalidad, es decir, con conjuntos de
interpretacién adecuados (ya que probamos que adecuacion, la definicion
2.5, implica composicionalidad). Recordemos que la adecuacion de los
conectivos es un concepto pensado originalmente para el segmento posi-
tivo de la l6gica clasica, que valida distributividad. Por lo tanto, aunque la
prueba de Malament utiliza la veritativo-funcionalidad de los conectivos
[Malament (2000)] para llegar a la contradiccion, con la cual concluye que
el reticulo cuantico no admite mas de un conectivo veritativo-funcional,
alcanza con usar la adecuacién si lo que se desea es entrar en conflicto
con la mecanica cuantica. La estructura de fondo que esta en conflicto
con la del reticulo de proposiciones cuanticas es la adecuacion, no parti-
cularmente la funcionalidad de la verdad bivalente. El resultado general
serfa: sin importar la cantidad de valores de verdad, si una semantica
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quiere representar las propiedades de no distributividad de las proposi-
ciones cuanticas, y mantener una implicacion logica preservadora de va-
lores designados, entonces los conjuntos de interpretacion para la disyun-
cién y conjuncién no pueden cumplir adecuacion (2.5) simultaneamente.
De acuerdo con lo que mostramos en la primera seccion, esto implica que
no puede haber funcionalidad de la verdad, sin importar el numero de
valores de verdad. Eso quiere decir que no existen homomorfismos entre
el reticulo cudntico y un algebra con un dominio de n elementos, n € N.

VI. ANALISIS DE UN EJEMPLO PARTICULAR REPRESENTATIVO:
LA LOGICA CUANTICA TRIVALENTE DE REICHENBACH

Un nimero importante de autores han sugerido que la adopcién de
una légica no estandar darfa una solucion a ciertos problemas originados
por la mecanica cudntica. El “problema de la adopcién” es un problema
ampliamente discutido en la filosofia de la 16gica [Beall and Restall (2001),
Haack (1980), Padro (2015)]. Algunos de los autores que siguieron estas
lineas son Putnam [Putnam (1968)] y Reichenbach [Reichenbach (1967)].
Al fundamentar a favor de un cambio de l6gica, Reichenbach propone un
sistema trivalente. Para él, tal sistema es mas adecuado que un sistema en
el cual algunas proposiciones no tomen valores en ciertos contextos,
como pasarfa si se propusiera una semantica funcional para el reticulo
cuantico que permitiera huecos en los valores de verdad. Permitir huecos
de valores de verdad apuntaria en el sentido de proponer una semantica
paracompleta para el reticulo. Reichenbach prefiere una semantica funcional
basada en tablas trivalentes. El argumento de Reichenbach tiene la si-
guiente estructura: si se usa una logica clasica, la mecanica cuantica pro-
duce algunas consecuencias inaceptables o anomalias cansales. Pero si se usa
una légica trivalente, estas anomalfas pueden ser evitadas y esto es, demas,
la manera menos molesta de evitarlas. Recordemos que en Jorge and Holik
(2020), se prueba que, al margen de la cantidad de valores de verdad, el
retfculo de proposiciones cuanticas no admite un homomorfismo de al-
gebras, es decir, no permite asignarle una semantica funcional (matrices
deterministas o tablas de verdad). Por otro lado, en la seccién 1 y 11, he-
mos mostrado que, al margen de la funcionalidad de la verdad, no pueden
existir matrices no deterministas que cumplan el criterio de adecuaciéon de
Avron, si se desea no validar distributividad. Por lo tanto, si mostramos
que la propuesta de Reichenbach cumple adecuacién, no serd un buen
candidato para brindar una semdntica al reticulo de proyectores. Como se
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vio en la seccién 1, veritativo-funcionalidad no implica adecuacion si no
se piden condiciones extras. Mostraremos que las tablas para la disyun-
cién y conjuncién dadas por Reichenbach cumplen adecuacion. Para ver
una discusiéon mas profunda del tema, se recomienda [Haack (1980)] y su

bibliografia.

Observacion: Esta secciéon no tiene mayor pretensiéon que mostrar un
ejemplo famoso en relaciéon con la adecuacion presentada. En realidad,
como el sistema trivaluado de Reichenbach tiene mas conectivos que los
utilizados en el reticulo cuantico, no se aplican directamente los resultados
anteriormente encontrados. De todas formas, puede ser un ejemplo que
ayude a consolidar algunas ideas.

La légica trivalente de Reichenbach cuenta con tres negaciones: la
negacién diametral, la negacion completa y la negaciéon ciclica. También
cuenta con tres conectivos de implicaciéon llamados implicacién estandar,
implicacion alternativa y cuasi implicaciéon. Nosotros s6lo vamos a anali-
zar las tablas para la conjuncién y disyuncién.

El conjunto de valores de verdad y el de valores designados de
Reichenbach son

V={vif}; D={v}

vy f representan los clasicos “verdadero” y “falso” e i es el valor llamado
“indeterminado” o “posible”.

v v i f
v v v v
i v i i (16)
flwv i f
A v i f
v v i f
i i i f {an
frr 1717

Mirando la tabla para la disyuncion, puede verse que cada vez que alguno
de los disyuntos toma valores designados, es decir toma el valor v, la va-
luacién asigna también un valor designado a la disyuncién. Por otro lado,
cuando los valores para los disyuntos son i o f, la disyunciéon toma alguno
de los valores i o f, esto es, toma valores no designados. La matriz de la
disyuncién cumple la adecuacion de Avron. Para la tabla de la conjuncién
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puede realizarse la misma observacion: s6lo cuando ambos conyuntos to-
man el valor designado, la conjuncién es designada. Por lo tanto, este co-
nectivo también cumple adecuacién. Puede observarse que, aun asi, si al
conjunto de valores designado pertenecieran tanto v como i, las matrices
serfan adecuadas. Segin lo visto en la seccién 2, estas matrices deberfan
validar la distributividad. Veamos que cumplen la desigualdad distributiva
no deseada en la cuintica. Para ser graficos, construiremos la tabla de
verdad asociada con las proposiciones ((AVB)AC)y (AAC) V(BA
C)). Mostraremos que en esta semantica son proposiciones equivalentes,
es decir, se implican mutuamente.

AVB |(AVB)AC| A
v

)
o]

B T e T e S S N I SN R 1 B
)

(AAC)V(BAC)
v

<

(18)

BN s e e T e T e S N SRSy N
B e e e e U U S U S S Y

R e S T T e ]

e T T T T TR T < T SR S R T O T IR B U S VR U I R ]

B T T L T T B B e e T T T B B e N Tt B B B v
e e e e e e e S T T T T T R <R IR <R R <R < < ()
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Viendo las columnas correspondientes con las dos proposiciones involu-
cradas en la distributividad, es decir, las columnas 5 y 8, concluimos que
ambas son equivalentes y, por lo tanto, se valida distributividad con esta
semantica. Por supuesto, esto es una consecuencia de la adecuaciéon de las
tablas para V y A, como ya habiamos probado, y no depende de la cantidad
de valores de verdad ni de los designados.

Alguien podria observar que, al haber mds conectivos légicos en el
sistema de Reichenbach, el significado de la disyuncién y conjuncién pre-
sentadas no es el mismo que en el caso sus analogos en el reticulo de
Birkhoff y von Neumann. El objetivo de esta seccién no es apoyar ni que
el significado de los conectivos viene dado de manera representacionalista
[Nuel (1962), Boghossian (1993)], a través de sus tablas de verdad, ni tam-
poco de forma inferencialista [Aspeita (2008), Brandom (2000), Buacar
(2015), Dummett, (1991), Gentzen (1964)], a través de sus reglas de intro-
duccién y eliminacion (entre otras), sino mostrar un ejemplo que debido a
la adecuacién de sus conectivos valida distributividad. También se podtia
decir que, en el sistema de Reichenbach, a pesar de validar esta propiedad,
las anomalias se evitan de otra manera con participacion de los conectivos
que aca no se estudiaron. Algo del estilo pasa en el sistema LPS (Propositional
superposition logic) de Tzouravas [Tzouvaras (2020)], donde existe un nuevo
conectivo de superposicion que se encuentra a mitad de camino (en térmi-
nos semanticos) entre la disyuncion y la conjuncién. Que en este sistema
se valide distributividad no tiene las mismas connotaciones que en el re-
ticulo cuantico. Por esto mismo, remarcamos que el objetivo de la pre-
sente seccion es solo presentar un ejemplo de la forma lo més grafica

posible.

VII. RELACIONES DE CONSECUENCIA LOGICA DERIVADAS EN EL
MARCO DE LA NMATRIZ CUANTICA

En esta seccién, vamos a estudiar algunas propiedades que tienen
las Nmatrices cuanticas con relacion a las propiedades algebraicas de los
proyectores. Serd de gran relevancia para nosotros la relacién de orden
parcial entre proyectores, representada en el reticulo de von Neumann
por la inclusién de subespacios (“<”). Desde el punto de vista de los es-
tados cuanticos, se puede probar que P < Q si y sélo sitr(pP) < tr(pQ)
para todo p, lo cual se interpreta como “la probabilidad de que ocurra el
evento P es menor o igual a la probabilidad de que ocutra el evento Q.
Es importante remarcar que, si la probabilidad de que ocurra P es uno
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para un estado dado (lo cual se interpreta como “la propiedad represen-
tada por P es verdadera para ese estado”), se sigue que la probabilidad de
Q también va a ser uno. Por lo tanto, desde una perspectiva fisica opera-
cional, la relacién de orden parcial entre dos proposiciones puede ser in-
terpretada como una suerte de implicacion, dado que, si dos proposicio-
nes son representadas por los proyectores Py Q (tal como hicimos en la
seccion 2.2), entonces, P < Q implica que “siempre que ocurra P, también
debe ocutrir Q”. Por otro lado, observamos que, mas alld de su interpreta-
ci6én operacional —la cual no da lugar a ambigtiedades—, no es sencillo dar
una representaciéon axiomatica de la relacion de orden parcial como una
implicacién material en un sistema légico. Esto se expresa en el hecho de
que existen distintas axiomatizaciones de la l6gica cuantica [remitimos al
lector a Haack (1980), Martinez Munoz (1995), Tzouvaras (2020)], en las
que la implicacién de define de distintas maneras.

En lo que sigue, vamos a mostrar la relacién que guardan las valua-
ciones definidas por las Nmatrices cuanticas con la relacion de “<” y el
resto de los conectivos légico-cuanticos. Comencemos por mencionar
que, dado que las valuaciones definidas por las tablas (10), (11) y (12) son
exactamente iguales a los estados cudnticos, tenemos que:

P<QePEQ (19)

La relacién expresada en la ecuacion 19, nos da la llave para conectar
la nocién de implicacion semantica con el resto de los conectivos logico-
cuanticos. Primero, notemos que, dado que P<PVQyQ <PVQ,
luego, usando el hecho de que la probabilidad cuantica preserva la relacion
de orden parcial (ecuacién 0), se obtiene que

PEPVQ (20)

QEPVQ 21)

Ademas, si P <Ry Q <R, entonces, se sigue que PV Q < R. De esta
forma, obtenemos que:

SiPERyQER,entoncesPVQ ER (22)
Por definicién del conectivo “A” del reticulo, tenemos que
PAQ<P yPAQ<Q
Lo que significa que
PAQEP y PAQEQ (23)

teorema XLII/1, 2023, pp. 149-169



Ligica cudntica, Nmatrices y adecuacion, 11 157

Sabemos que la negacién del reticulo de proyectores puede ser vista como
una orto-complementacién. Recordemos la definiciéon de orto-comple-
mentacién [Carranza (2013)]

Definicién 7.1 Sea (4, <) un conjunto parcialmente ordenado con ma-
ximo 1 y minimo 0. Una orto-complementacion es una funciéon 1L: 4 — A4,
tal que para cada a, b € A:

e ac<bsiysolosibt <at
(aHt=a
e avat=1
e aAat=0

El que la negacién se comporte como una orto-complementacion del re-
ticulo, tiene como consecuencias inmediatas que:

PEQ © -QE-P (24
}7
P |=—|(—|P); —|(—|P) = P; EPvPL (25)

Finalmente, como puede probarse que el reticulo cuantico es ortomodular,
se cumple

PEQ=0Q=PV(QA~P) (26)

(para una discusion sobre el tema, se recomienda ver Martinez Mufioz
(1995)). La dltima igualdad implica una doble implicacién 16gica. Sabemos
que los estados cuanticos cumplen que si la probabilidad que asignana P y a
Q es 1, entonces también asignan probabilidad 1 a P A Q. Por lo tanto, dado
que las valuaciones de la Nmatriz son los estados cudnticos, se cumple que:

P,QEPAQ 27

Con lo visto hasta aqui, la Nmatriz cuantica presentada en la seccién
I11, cuyas valuaciones son los estados cuanticos, valida las siguientes rela-
ciones de consecuencia logica:

PEPVQ

QEPVQ
SiPERyQ k= R,entonces PVQ ER
PAQEP

PAQ EQ

E PV AP

PI=—|(—|P)

Nk L=
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8. ﬁ(ﬁp) = P

9. SiP E Q, entonces =Q E =P

10. Si P = Q, entonces Q = PV (Q A —P)
11. P,Q EPAQ

Por lo tanto, las relaciones de consecuencia légicas anteriores dan un
marco semantico en el cual desarrollar la semantica Nmatricial del reticulo
de proyectores. La semantica anterior da una estructura légica a las pro-
posiciones cuanticas. Es objeto de la 16gica cuantica formal estudiar esta
estructura de forma sintactica.

La légica cuantica formal, como toda logica formal, requiere que ha-
gamos explicita una sintaxis y que abandonemos los postulados semanti-
cos (y el lenguaje semi-interpretado). Sin embargo, no hay una sola sinta-
xis que pueda reconstruirse a partir de la estructura l6gico-algebraica de
la teoria cudntica. Este problema ya fue discutido al principio de la sec-
cién. Los diferentes sistemas que se han propuesto (y se sigue trabajando
en el desarrollo de otras alternativas) tienen diferencias légicas y metal6-
gicas importantes. Para varios sistemas de logica cuantica formal, ha sido
demostrada su correccién y completitud [Chiara (1986), Stachow (1981)].

Para finalizar esta seccién, mostraremos de forma explicita cémo
algunas de las relaciones anteriores se validan utilizando la Nmatriz cuan-
tica presentada en I1I (sin hacer uso de las propiedades de los proyectores
en del espacio de Hilbert). Mostraremos que la Nmatriz cuantica valida
algunos axiomas de manera inmediata. Otros axiomas necesitan conside-
raciones mas cuidadosas relativas a las propiedades del reticulo de pro-
yectores y de los estados cuanticos.

Consideremos en primer lugar la relacién 1. Tenemos que probar
que toda valuacién de la Nmatriz cudntica que otorgue un valor designado
a P, le dara también un valor designado a P V Q. Aunque trabajaremos
con un conjunto de valores designados formado soélo por el 1, podtria to-
marse un conjunto mas general. Separemos en dos casos dependiendo de
si los proyectores involucrados son o no ortogonales:

e SiPL1Q, entonces v(P) €D ={1} y v(Q) =0. Por lo tanto,
v(PV Q) EV(V(P),V(Q))= {v(P) + v(Q)} = {1}. Esto significa que
la valuacion asignard un valor designado (1) a la disyuncion.

e Si P ¥ Q , entonces v(P)=1 y v(PVQ)E v(m;(q)):
[max( 1, v(Q)), 1] = {1}. Por lo tanto, la valuacién también asigna
1 a la disyuncion.

La condicién 2 se cumple exactamente de la misma manera.
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Dado que 4 y 5 son muy similares, s6lo demostraremos 4. Tenemos
que mostrar que, para toda valuacion que cumpla v(P A Q) = 1, también se
cumple v(P) = 1. v(P A Q) = 1 € Ay(p) ()= [0, min(v(P),v(Q))]. La
unica forma de que 1 pertenezca a este conjunto es que tanto P como Q
adquieran el valor 1. Con lo cual se obtiene lo deseado.

Ahora nos concentramos en 7. Este esquema nos dice que la dis-
yuncién (P V —P) es una tautologia, esto es, que representa el proyector
que proyecta sobre el espacio de Hilbert completo. Ya mencionamos que
esta negacién puede ser interpretada como una orto-complementacion,
dado que cumple los 4 items de la definicién de orto-complementacion.
Esto significa que los proyectores asociados a las proposiciones P y —P
son ortogonales. En ese caso, V(P V =P) €V, 1 o= {a+ (1-a)} = {1},
lo cual prueba lo deseado.

El axioma 8 dice que el valor de verdad de la doble negacién debe
coincidir con el valor de la proposicién original para el caso en el cual esta
proposicion tiene un valor designado. Si v(4) = a, entonces v(—(4)) €
Fwy)= {1-a}y v(=(=(4))) € Fw-@)= Ta-= {a}. Es decir, sia es
un valor designado, el valor de A4, entonces la doble negacién también sera
designada. Razones idénticas prueban también 9. Dejamos al lector que co-
rrobore que el axioma 10 también se satisface sin mayores inconvenientes.

Para analizar los axiomas 3, 6, y 11, es necesario un mayor deteni-
miento y utilizar propiedades de nuestro modelo pretendido, el reticulo
cuantico de proyectores.

También es importante mencionar que, si se deseara adecuar alguno
de los conjuntos V, A con el fin de simplificar la validacion de alguno de
los axiomas (como, por ejemplo, el 6), una de las maneras posibles es
presentada en [Jorge and Holik (2020)]. En ese trabajo se muestra que una
opcién para adecuar el conjunto de interpretacion de la conjuncién es
(para el caso en el cual los proyectores asociados no son ortogonales):

Sia,b € D, entonces Ay py= [0,min(a, b)] N D.

Y si se deseara hacer lo mismo para la disyuncion: si a, b & D, entonces
Vap= [max(a,b), 1] n (V \ D)]. Lo antetior es una posibilidad estricta-
mente logica para forzar la adecuacion de los conectivos. Si se utilizara
este criterio, habria que justificarlo fisicamente antes de aplicarlo al re-
ticulo cuantico. En futuros trabajos estudiaremos qué papel juega la ade-
cuacién de los conjuntos de interpretacion en el marco del problema del
limite cldsico.
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VIIIL. ESTUDIO DE LA ADECUACION DE LA NMATRIZ CUANTICA

En esta seccién, analizaremos qué grado de adecuacién de los con-
juntos de interpretacién para la conjuncién y disyuncion es implicado por
las relaciones de consecuencia légica anteriores (1 a 11). De esta manera,
podremos analizar en qué medida la Nmatriz cudntica presentada en la
seccion 3 es un serio candidato para brindar la semantica del reticulo.

Centremos primero la atenciéon en 4, 5 y 11. Si queremos que una
interpretacién valide estas tres relaciones, preservando valores designa-
dos, entonces, el conjunto A debe cumplir adecuacion. Veamos un poco
mejor esto.

La relacién 11 expresa que si tenemos una valuacién v tal que
v(P) =a €D yv(Q) =b €D, estamos comprometidos (por conserva-
ci6én de valores designados) con v(P AQ) € D. Esto es,sia €D yb €D,
entonces A )< D.

La relacién 4 prohibe mantener valuaciones v, tales que v(P) = a &
Dyv(PAQ)€D. Por lo tanto, v(P) = a € D implicav(P AQ) &€ D. De
la misma forma, la relacién 5 prohibe mantener las valuaciones v, tales
que v(Q) =b¢&D y v(PAQ)ED. Es decit, v(Q) ¢ D implica v(P A
Q) & D. Por lo tanto, 4 y 5 implican:

Siv(P) =a&Dov(Q)=b ¢&D, entonces Ap)C V \D.

Resumiendo: 4, 5, 11 implican que el conjunto de interpretacién para la
conjuncién debe ser adecuado.

Como vimos en la seccién 'V, la falla de la propiedad distributiva en
el reticulo cuantico esta directamente ligada a la adecuacién conjunta de
ambos conectivos. Por lo tanto, si no queremos validar distributividad,
habiendo ya probado que 4, 5, 11 implican adecuacién de la conjuncion,
tenemos que mostrar que las relaciones 1, 2 y 3 no implican un conjunto
de interpretacién V adecuado.

Para mostrar que los axiomas relativos a la disyuncién no implican
un conjunto de interpretacién adecuado para este conectivo, veamos que,
en principio, podemos tener una valuacién, v, tal que v(PV Q) € D,
v(P)=a &€ Dyv(Q)=>b¢&D. Los enunciados 1y 2 se validan automati-
camente. El enunciado 3 admite una valuacién como ésta dependiendo
del valor que tal valuacién otorgue a R. Es decir, todas las valuaciones
como las presentadas, que ademas cumplan que v(R) = ¢ € D, validaran
el tercer enunciado. No necesariamente se descartan todas las valuaciones
que den valor designado a la disyuncién mientras dan valores no designa-
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dos a sus disyuntos. Esto significa que 1, 2 y 3 no se comprometen necesa-
riamente con conjuntos adecuados para la disyuncion. Es mas, si queremos
no validar distributividad, debemos quedarnos sélo con los no adecuados.
En Jorge and Holik, (2020), se utiliza un conjunto V(4 )= [max(a, b), 1],
el cual permite que pase lo anterior. Es decir, permite valuaciones tales que
asignan valores no designados a P, Q, mientras designan a la disyuncion.
La semantica presentada en Jorge and Holik, (2020) para el reticulo de
proyectores depende del concepto de ortogonalidad y también del de or-
den propio del reticulo.

Resumiendo lo dicho hasta ahora, podrfamos decir que las relacio-
nes que estamos estudiando tienen varios modelos, es decir admiten dife-
rentes semanticas. Vimos que 4, 5, y 6 implican un conjunto de interpre-
tacion A, tal que cumpla adecuacion. Sin embargo, 1, 2 y 3 podtian ser
validados por un conjunto de interpretacién para la disyuncién que no
necesatiamente sea adecuado. Un conjunto V adecuado satisface automa-
ticamente estas tres relaciones, pero no es cierta la vuelta. También sabe-
mos que, si no queremos validar distributividad, entonces, no podemos
tener simultineamente conjuntos adecuados para la disyuncién y conjun-
cién. Puede probarse facilmente que una semantica veritativo funcional
clasica de dos valores, la misma que utilizamos en la l6gica proposicional
clasica, valida las once relaciones. Sin embargo, también sabemos que una
tal semantica valida todo el fragmento positivo de la lgica clasica, es de-
cir, validara distributividad.

IX DIGRESION FILOSOFICA!

Llegado este punto de nuestro desarrollo, y debido a que en éste
aparecieron autores como Reichenbach y Putnam, es legitimo formular la
pregunta acerca de cual es el estatuto l6gico/filos6fico que deberfamos
asignarle al formalismo Nmatricial expuesto en este trabajo, asi como es-
pecificar cudl es la perspectiva de los autores al respecto. Es sabido que
Putnam sostuvo que la Mecanica Cuantica era una razén suficiente para
cambiar la Loégica Clasica por una légica cuantica [Putnam (1968)]. Esto
esta directamente relacionado con la siguiente pregunta: slos argumentos
motivados por datos empiricos pueden ser suficientes para inducir cam-
bios en la légica? Y si es asi, ¢este cambio debe darse de forma local o
global? [Haack (1980)]. Es decir, si cambiamos L.C por alguna légica cuan-
tica, seste cambio debe tener un dominio total o parcial? En este trabajo,
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creemos que es razonable adoptar la perspectiva de que las razones empi-
ricas no son suficientes, por sf mismas, para justificar un cambio en los ci-
mientos de la 16gica. Es decir, las motivaciones para hacer modificaciones
en la logica deben tener su origen en argumentos que vayan mas alld de lo
que podamos recabar a partir de los datos empiricos que arrojan las ciencias
particulares. Uno de los motivos principales es que el conjunto de evidencia
empirica favorable a cualquier teotia cientifica, la subdetermina [Kukla
(1996), (1994)]. Es decir, dado un conjunto finito de hechos empiricos, exis-
ten muchas teorfas (no necesariamente compatibles entre si) que son cohe-
rentes con esos hechos. A su vez, como cada teoria admite diferentes intet-
pretaciones, y las mismas pueden no compartir la ontologfa, las teorfas sub-
determinan su ontologia [véase, por ejemplo, las diferencias entre DeWitt
(1970), Lombardi and Castagnino (2008), Lombardi and Dieks (2014)]. Es
famoso el caso de la mecanica bohmiana (MB). El formalismo de David
Bohm tiene el mismo conjunto de predicciones empiricas que la Mecanica
Cudntica estandar (dos teorfas diferentes que comparten conjunto de enun-
ciados empiricos). Ambas teorfas admiten multiples interpretaciones y, sin
embargo, sus interpretaciones no coinciden [Solé Bellet (2010)] (caso de las
trayectorias surrealistas, entre otros). No hace falta mas que nombrar que
las particulas bohmianas pueden contar con trayectorias bien definidas en
el espacio y que el principio de incertidumbre de Heisenberg debe ser in-
terpretado de forma gnoseoldgica o epistémica, en lugar de ontoldgica-
mente como admite la cuantica estandar. En lo que a este trabajo respecta,
en MB no es necesario asignar un reticulo ortomodular no distributivo a las
proposiciones de la teorfa, ya que MB es compatible con una metaldgica
clasica. Es decir, las particulas bohmianas pueden tener, al mismo tiempo,
posiciones y velocidades bien definidas, aunque no sea posible conocetlas
con precision suficiente debido a limitaciones de orden epistémico (MB es
compatible con distintos tipos de Realismo). El formalismo de MB no se
desarrolla en espacios de Hilbert y, por lo tanto, el reticulo de los subespa-
cios cerrados del Hilbert (o de proyectores) ya no es representativo como
en la cudntica estindar. Entonces, el mismo conjunto de evidencia empirica
podtia tomarse como razoén a favor del cambio de légica, en caso de que se
adopte la perspectiva de la mecanica cuantica estindar, o como razén en
contra del cambio si se adopta la perspectiva de la MB, dado que esta tltima
es compatible con la légica clasica. Es decir, la evidencia empirica no al-
canza para justificar el cambio. También es cierto que la mecanica cuantica
estandar, por si misma, tampoco implica necesariamente un cambio de 16-
gica. Cuando los fisicos miden en los laboratorios y relazan calculos, hacen
razonamientos que se pueden enmarcar dentro de la l6gica clasica. El tema
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es que a las proposiciones acerca de sistemas cuanticos, el fisico les asocia
una estructura algebraica particular, la cual se denomina usualmente Zgica
cudntica. Pero, en ultima instancia, podtia considerarse que, tal estructura, es
de naturaleza meramente algebraica, sin necesidad de comprometer a la 16-
gica como tal. Nuestro sistema Nmatricial para la cuantica tiene los siguien-
tes objetivos: por un lado, brindar una nueva aplicacién del formalismo de
Nmatrices como posible semantica del reticulo de proyectores cudnticos;
por el otro, dar una nueva interpretacién posible de los estados cuanticos
como valuaciones de una Nmatriz dada. La aplicacién que presentamos al
dominio cuantico no debe ser necesariamente interpretada como la inter-
pretacion canonica del formalismo Nmatricial, ni como apoyando un cam-
bio de l6gica basado en la teorfa cuantica. En nuestro metalenguaje segui-
mos contando con la logica clasica, tanto cuando estamos en el marco
Nmatricial, como cuando hacemos razonamientos acerca del reticulo de
proyectores cuanticos.

Un reformista local, esto es, un légico dispuesto a cambiar la légica
en cierto dominio del discurso, manteniendo la légica clasica (o alguna
otra) en el resto del dominio (ver capitulo 2 de [Haack (1980)]), podtia
tomar nuestros argumentos para defender que, dentro de un dominio
cuantico, la logica correcta, deberia ser representada por un sistema Nma-
tricial cuantico. Los reformadores locales suelen defender un pluralismo
légico, y las reformas locales suelen realizarse con logicas que son exten-
siones conservativas de la 16gica clasica (como es nuestro caso). Sin em-
bargo, esa consecuencia no se sigue necesariamente de nuestros desarro-
llos, dado que es posible adoptar una postura en la cual la l6gica clasica
siga valiendo a nivel metateérico, mientras que las semanticas no determi-
nistas son consideradas como un formalismo matematico adecuado para
interpretar un dominio de proyectores dentro de un espacio de Hilbert (no
hay que olvidar que, por cémo fueron definidas, la semantica Nmatricial
es una extension conservadora de la logica clasica).

En relacién con la discusion anterior, subyace la pregunta acerca de
si la l6gica es a priori o no. Si se acepta que la evidencia empirica no es
razén suficiente para fundamentar un cambio radical en los fundamentos
de la légica, podria argumentarse entonces que esto es una consecuencia
de que la légica es en realidad a priori. Este argumento ha sido discutido
extensamente en la literatura [Bertolet (1988), Carnap (1988), Pelaéz and
Alvaro (2008), Kant (2004), Putnam (1983), Putnam (1979)], y es un pro-
blema abierto en la actualidad. La discusion acerca del estatus de la l6gica
con respecto a las demas ciencias (su excepcionalidad), es decir, si la l6gica
es excepcional con respecto a las demds ciencias, o si los principios légicos
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son o no justificados a priors, divide aguas entre excepcionalistas y anti-ex-
cepcionalistas [Castro Albano (2020), Hjortland (2016), Hjortland (2019),
Hjortland and Martin (2019), Williamson (2010)]. Quine ha defendido que
los principios l6gicos, al igual que los principios de cualquier otra ciencia,
son revisables a la luz de la evidencia empirica [Quine (1980)]. Pero el mismo
Quine también reconoce que estos principios son los ultimos que deben ser
sometidos a tal revision. Primero deben ser revisados /s principios que estén
mids alejados del niicleo. Esto es, los principios fisicos, matematicos, etc. En al-
tima instancia, llegado el caso, también los principios 16gicos deben ser so-
metidos a revision. Nos parece que Quine no tuvo a disposicién en su mo-
mento los fuertes argumentos a favor de la subdeterminacién tedrica por
parte los hechos empiricos. No considerd que, dado cualquier conjunto finito,
formado por la evidencia empirica a favor de una teorfa, existen muchas
otras teorias, no necesariamente compatibles con la primera, que comparten
exactamente el mismo conjunto de evidencia empirica. Lo que llamamos
hecho empirico, puede serlo sélo a la uz de una teorfa. Un cierto evento de la
naturaleza puede ser considerado como un hecho empirico sélo dentro del
marco dado por una teorfa. Qué puede ser, o no, considerado un hecho empi-
rico, depende del marco proporcionado por la teorfa. Defendemos la posi-
cién de que es / reoria la que precede a cualquier observacion. No existen
hechos empiticos absolutos, independientemente del marco tedrico. Esto
también encuentra apoyo en los hechos proporcionados por MB [Solé Bellet
(2010)]. Lo que dentro del marco dado por MB se considera un hecho empirico
(cierta accion a distancia) es considerado dentro del el marco de la cuantica
estandar como una #rayectoria surrealista [véase el capitulo 5 de Solé Bellet
(2010)]. Por lo tanto, no vamos a compartir con Quine la posicion sobre la
no excepcionalidad de los principios 16gicos. Cudles son tales principios, si
son los brindados por la l6gica clasica o no, es una cuestion aparte. Michael
Dummet sostiene la excepcionalidad de la 16gica, pero para él los principios
légicos adecuados son los dados por el intuicionismo [Hjortland and Martin
(2019)]. De todas formas, si los principios l6gicos o matematicos cambiaran,
es decir si estuviésemos frente a otras teorfas de conjuntos y otras logicas
diferentes, nuestros razonamientos podrian ser adaptados para brindar una
semantica no determinista Nmatricial basada en estos principios. En futuros
trabajos, estudiaremos la posibilidad de desarrollar una semantica Nmatricial
para la cuantica basada en teotfas de conjuntos alternativas (cuasiconjuntos).

Gottlob Frege defendié que el conocimiento légico es privilegiado por
su estatuto fundacional [Martin (2020)]. Compartimos en este sentido la vi-
si6n aportada por Saul Aaron Kripke, para quien la revision de los principios
légicos carece totalmente de sentido [véase Kripke (2015)] v seccion 4 de
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Stairs (2006). Ninguno de los principios basicos de una légica, como, por
ejemplo, Modus Ponens o instanciacion universal, pueden ser adoptados si uno
ya no cuenta con ellos. Es decit, si uno ya dispone de estos principios, cual-
quier revisién a favor es superflua, y si uno no los tiene incorporados, no
hay forma de incorporarlos, ya que cualquier formulacién de una regla l6gica
los presupone. Es el famoso problema de cdmo seguir una regla, o problema de
la adopcién [Buacar (2015), Padro (2015)]. En nuestra opinién, es destacable
la defensa de esta posicion que se realiza en Kripke (2015), donde también
trata el problema de la mecanica cuantica con respecto al revisionismo. Re-
comendamos al lector interesado la lectura del articulo “Kriske, Tupman
and Quantum Logic” [Stairs (2006)], donde se reproducen algunos de los
razonamientos dados por Kripke, ademas de poner el foco en la mecanica
cuantica y en la critica a Putnam. Por esto mismo, nuestra pretension con
respecto a la semantica Nmatricial para la cudntica no es la de favorecer un
revisionismo, sino la de aportar una forma alternativa de interpretar el re-
ticulo de proyectores cuanticos y, a su vez, brindar una aplicacién novedosa
de este formalismo en el contexto de la teoria cuantica.

Terminaremos con el siguiente comentario. Podria analizarse si, tra-
bajando bajo el presupuesto de un mundo posible, en el cual sus agentes
racionales estuviesen sometidos a las leyes cuanticas (sus dindmicas estu-
viesen dadas por las reglas cuanticas), deberfamos interpretar canénica-
mente los conectivos logicos usando nuestra propuesta Nmatricial. Esto
es, en un mundo posible (semantica kripkeana) donde sélo existan entes
y agentes racionales cudnticos, ¢deberfamos cambiar las reglas 16gicas? Si
ninguna revisién fundada en los datos empiricos puede dar razones sufi-
cientes para un revisionismo légico, entonces no deberfamos apoyar esto.
El problema se torna complejo, ya que toda semantica kripkeana tiene
fuertes presupuestos matematicos y logicos. El término mundo posible de 1a
semantica kripkeana estd basado en una ontologia fundada en la teorfa de
conjuntos de Zermelo-Fraenkel (ZF), y la misma cuenta con un metalen-
guaje légico con el concepto de identidad como primitivo, el cual puede
ser puesto en duda en el dominio cuantico [véase Krause and French
(1995), Krause (1992), Krause (1996)]. Por lo tanto, para decidir si dos
mundos posibles que sean indistinguibles son el mismo o no, necesitamos
contar con el concepto de identidad de la Légica Clasica. La nocién de
identidad transmundana —identidad entre mundos posibles— es la nocién de que el
mismo objeto existe en mas de un mundo posible (con el mundo real
tratado como uno de los mundos posibles). Por lo tanto, uno tiene su
hogar en un marco de mundos posibles para analizar, o al menos parafrasear,
declaraciones sobre lo que es posible o necesario [Kripke, (1982)].
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El tema de la identidad transmundana ha sido muy controvertido,
incluso entre los filésofos que aceptan la legitimidad de hablar de mundos
posibles. Las opiniones van desde ver la nocién de una identidad soste-
nida entre objetos en diferentes mundos posibles como tan problematica
que es inaceptable hasta ver la nocién como completamente inocua y no
mas problemitica que la afirmaciéon de que los objetos individuales po-
drian haber existido con propiedades algo diferentes. David Lewis ha pro-
puesto una alternativa a la identidad transmundana: 1a teoria de la contraparte
[Lewis (1986), Lewis (1968)]. Para ver de qué manera este tema afecta en
cuantica a los razonamientos enmatcados en el teorema de Kochen-Specker,
recomendamos [de Barros J. P. Jorge and Holik (2020)]. Por lo tanto, ve-
mos que los mismos modelos kripkeanos cuentan con fuertes presupues-
tos, que no estan del todo claros a la hora de razonar en dominios cuanticos.

X. CONCLUSIONES

Hemos discutido distintos aspectos de la descripciéon de estados
cuanticos en términos de semanticas no deterministas. Presentamos una
demostracién de la imposibilidad de que el reticulo de proyectores admita
simultaineamente conjuntos de interpretacion adecuados para la conjuncién
y disyuncion. En una semantica no determinista Nmatricial, la adecuacion
simultanea de tales conjuntos implica la distributividad del reticulo. Por dl-
timo, mostramos que la Nmatriz cudntica presentada en la seccion 111 valida
las relaciones de consecuencia logica que vienen inducidas por la relacién
de orden del reticulo y el significado de sus conectivos.

Los resultados presentados aqui permiten ilustrar con mayor preci-
sién cuales son las diferencias entre la logica cuantica y las estructuras
légicas clasicas desde el punto de vista de las semanticas no deterministas.
De nuestra investigacion, surge el interrogante acerca de si es posible que
la 16gica cuantica tenga asociada una teoria de la prueba basada en el for-
malismo de las semanticas no deterministas. Exploraremos esta ruta de
investigacion en trabajos futuros.
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NOTAS

! Estamos agradecidos a los revisores anénimos por sugerit la inclusioén de
esta discusion en el trabajo.
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