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ABSTRACT

In this paper we discuss the notions of adequacy and truth functionality in quantum
logic from the point of view of a non-deterministic semantics. We give a characterization
of the degree of non-functionality which is compatible with the propositional structure of
quantum theory, providing a proof of the impossibility of assigning a functional semantics
to the lattice of quantum propositions. An advantage of our proof is that it is independent
of the number of truth values involved, generalizing previous works. As a consequence,
there cannot exist an isomorphism between the lattice of quantum projections and a Bool-
ean algebra of n elements. We also show the failure of the adequacy of every Nmatrix that
is a model of the non-distributive lattice of quantum propositions.

KBYWORDS: Nwzatrices, Kochen-Specker Theorem, Quantum 1ogic, Suitable, Quantum States.

RESUMEN

En este trabajo discutimos las nociones de adecuacién y veritativo-funcionalidad
en la légica cuantica, desde el punto de vista de una semantica no determinista. Damos
una caracterizacion del grado de no-funcionalidad compatible con la estructura proposi-
cional de la teorfa cuantica, presentando una prueba de la imposibilidad de asignar una
semantica funcional al reticulo de proposiciones cuanticas. Un punto ventajoso de nuestra
prueba es que se independiza de la cantidad de valores de verdad involucrados, generali-
zando trabajos previos. Como consecuencia de esto, no puede existir un homomorfismo
entre el reticulo de proyectores cuanticos y un algebra de Boole de # elementos. Probamos
también que falla la adecuacion de cualquier Nmatriz que sirva como modelo para el re-
ticulo no distributivo de proposiciones cuanticas.

PALABRAS CLAVE: #eorema de Kochen-Specker; Nmatrices; adecuacion; estados cudnticos.

I. INTRODUCCION

El desarrollo de la teorfa cuantica ha dado lugar a formidables avan-
ces, tanto cientificos como tecnologicos. Al mismo tiempo, ha despertado
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interrogantes acerca de su interpretacién, que se han convertido en topi-
cos fundamentales de la filosofia de la fisica. Entre ellos, se encuentra la
cuestion acerca de la logica subyacente al formalismo cuantico. En el ce-
lebrado trabajo de Birkhoff y von Neumann [Birkhoff and von Neumann
(19306)], se sefialé por primera vez que la estructura de las proposiciones
empiricas que puedan hacerse acerca de un sistema cudntico no se corres-
ponde con aquellas asociadas a los sistemas clasicos, las cuales se pueden
identificar con la légica clasica a través de las dlgebras de Boole. Birkhotf y
von Neumann mostraron que las proposiciones empiricas asociadas a sis-
temas cudnticos estin naturalmente vinculadas a la estructura de subespa-
cios lineales de un espacio lineal adecuadamente elegido, los cuales for-
man un algebra que no es distributiva, y que, por lo tanto, no es de Boole.
Esta estructura algebraica se conoce como reticulo ortomodulary fue llamada
ldgica cnantica por sus creadores. En este trabajo nos referiremos a las es-
tructuras logicas y algebraicas asociadas al formalismo cuantico como es-
tructuras cudnticas. También nos referiremos al reticulo ortomodular de
proyectores como proposiciones cuanticas.

Desde el trabajo seminal de Birkhoff y von Neumann [Birkhoff and
von Neumann (19306)], se descubrieron otras estructuras cudnticas. Entre
ellas, podemos mencionar a las algebras de efectos y a los posets ortomo-
dulares. El descubrimiento de las distintas estructuras cuanticas dio lugar
a posiciones filosoficas diversas. Entre ellas, es importante mencionar a
H. Putnam [Putnam (1968)], quien lleg6 a afirmar que la mecanica cuan-
tica planteaba la necesidad de abandonar la l6gica clasica. Independiente-
mente de las conclusiones filos6ficas mas generales que puedan extraerse,
se puede afirmar que las estructuras 16gicas que subyacen al formalismo
cuantico son del mayor interés para la filosofia de la fisica, dado que su
estudio ha dado lugar a resultados claves para la interpretacién de la teorfa.
Entre estos resultados, podemos mencionar al teorema de Kochen-
Specker, vinculado a la nocién de contextualidad.

En la caracterizacion de las estructuras cudnticas, es fundamental
especificar el rol (o los posibles roles) que juegan los estados cuanticos en
relacién con las valuaciones vinculadas al reticulo de proposiciones. En
un trabajo reciente [Jorge and Holik (2020], se present6 una caracteriza-
ci6én de los estados cuanticos como valuaciones sobre el reticulo de pro-
posiciones cuanticas en el marco de una semantica no determinista. Desde
el punto de vista de este enfoque, los estados cuanticos presuponen va-
luaciones al intervalo [0,1] y quedan definidos a partir de matrices no de-
terministas. Esto permite dar una interpretacion novedosa de la estructura
algebraica asociada a las proposiciones cuanticas. El lector no familiarizado
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con las semanticas no deterministas puede concebirlas de forma intuitiva
como tablas de verdad que no necesariamente obedecen al principio de
composicionalidad de la verdad. Para una introduccién completa y accesi-
ble al tema, referimos a [Avron and Zamansky (2005)]. En aras de la com-
pletitud, incluiremos un breve repaso de dicho formalismo en este trabajo.

Teniendo en cuenta que los estados cuanticos encuentran una repre-
sentacion en términos de valuaciones de una semantica no determinista
[Jorge and Holik (2020)], la cual es explicitamente no funcional, es licito
preguntar: ¢cudl es el menor grado de no-funcionalidad compatible con la
estructura proposicional de la teorfa cuantica? Con el fin de responder
esta pregunta, en este trabajo presentamos una prueba de la imposibilidad
de asignar una semantica funcional al reticulo de proposiciones cuanticas.
La misma se independiza de la cantidad de valores de verdad involucrados
y, de alguna manera, puede ser considerada una generalizacién de la
prueba presentada en la referencia [Malament (2000)]. Esto prueba que,
sin importar la cantidad de valores de verdad, bajo unos pocos supuestos,
no puede existir un homomorfismo entre el reticulo de proyectores cudn-
ticos y un algebra de Boole de # elementos. Ademas, se prueba que tam-
bién falla la adecuacién (en el sentido de Avron) [Avron and Zamansky
(2005)] de cualquier Nmatriz que pretenda ser un buen modelo para el
reticulo no distributivo de proposiciones cuanticas. Esto es, no sélo es
necesario abandonar la veritativo-funcionalidad, sino que, si se desea in-
corporar una semantica no determinista de Nmatrices, la misma no podra
validar simultineamente adecuacién de la disyuncién y conjuncién. A la
luz de estos resultados, se obtiene una caracterizacion novedosa de las
proposiciones cudnticas (y de los estados cudnticos como valuaciones), la
cual permite comprender con mayor detalle en qué sentido la l6gica cuan-
tica difiere de la clasica, desde la perspectiva del marco formal que ofrecen
las semanticas no deterministas.

El trabajo esta organizado de la siguiente forma. En la seccién 1I,
repasamos brevemente el formalismo de semanticas no deterministas, los
teoremas de Gleason y Kochen-Specker, asi como otras nociones basicas
de l6gica cuantica necesarias para el resto del trabajo. Luego, en la seccién
III, mostramos como describir a los estados cudnticos en términos de
valuaciones definidas por Nmatrices. En la seccion IV analizamos la ve-
ritativo-funcionalidad y la adecuacién en el marco del reticulo de propo-
siciones cuanticas. Se generaliza una prueba presentada por Malament en
[Malament (2000)] acerca de la falla de funcionalidad de la verdad de los
conectivos l6gicos cuanticos. La prueba que presentamos aqui pone el
foco en el papel que tiene la adecuacion de una Nmatriz en lo que respecta
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a proporcionar una semantica pata el reticulo cuantico, independiente-
mente de la cantidad de valores de verdad. Mostramos que la veritativo-
funcionalidad, junto con una relacién de consecuencia légica que preserve
valores designados, asi como algunas relaciones entre proposiciones que
deben satisfacerse en la mecanica cuantica, implica adecuacion de la se-
mantica en el sentido de Avron (independientemente de la cantidad de
valores de verdad). En la seccién V se muestra que si la semdntica cumple
adecuacién (aun siendo no determinista), entonces se valida distributivi-
dad. Como esto es no es compatible con la estructura algebraica de las
proposiciones cuanticas, con el fin de que se cumpla la relacién de con-
secuencia logica del sistema de Nmatrices, es necesario que no se cumpla
adecuacion de alguno de los conjuntos A, V. Por lo tanto, obtendriamos
un resultado mas fuerte: el sélo hecho de perder veritativo-funcionalidad
no es suficiente para que una semantica sea un buen modelo de la cuin-
tica. L.a semantica debe ser no adecuada. Esto esta en concordancia con
las Nmatrices propuestas en [Jorge and Holik (2020)] para el caso cuan-
tico. La seccién VI tiene como objetivo mostrar un ejemplo que deja en
evidencia la importancia que tiene la adecuacion a la hora de cumplir dis-
tributividad del reticulo. En la seccién VII discutimos la nocién de con-
secuencia logica a la luz de los resultados de las secciones previas. En la
seccién VIII enfocamos el problema de la adecuacion. Finalmente, en las
secciones IX y X analizamos alcance y pretensioén de nuestro formalismo
y resumimos los principales resultados presentados en este trabajo.

II. CONCEPTOS Y RESULTADOS PRELIMINARES

En esta seccidn se presentan los fundamentos tedricos sobre Nma-
trices, teorema de Gleason y teorema de Kochen-Specker (KS) necesarios
para la comprensién del resto del trabajo. Comenzaremos con una breve
presentacion de los conceptos basicos de las semanticas no deterministas,
para después repasar los teoremas de Gleason y Kochen-Specker.

II.1 Semanticas no deterministas

Las matrices multivaluadas no deterministas (Nmatrices) son un
campo fructifero de investigacion en rapida expansion. Fueron introdu-
cidas en [Avron and Konikowska (2004), Avron and Lev (2005), Avron
and Zamansky (2005)] (ver también [Batens (1999), Crawford and Ethe-
rington (1998)]). Desde entonces, se han desarrollado rapidamente como
una teorfa l6gica fundamental, y han encontrado numerosas aplicaciones
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que van desde la teotfa de autématas, hasta la mecanica cuantica, pasando
por varias areas de la 16gica, tales como las lgicas modales. Como ejem-
plos de desarrollos recientes ver [Coniglio, Farifias del Cerro and Peron
(2020); Pawlowski and La Rosa (2022)] y [Gritz (2021), Marcelino et al.
(2022)]. En [Gritz (2021)] se estudian Nmatrices con valuaciones patcia-
les de nivel y se da un algoritmo de implementacién, mientras que en
[Marcelino et al,, (2022)] se estudian Nmatrices parciales (PNmatrices),
centrandose en sus aspectos computacionales. La novedad de las Nma-
trices consiste en que este formalismo extiende la semantica algebraica
multivaluada habitual de los sistemas légicos al importar la idea de calcu-
los no deterministas, permitiendo que el valor de verdad de una férmula
se elija de forma no determinista a partir de un conjunto dado de opcio-
nes. Las Nmatrices han demostrado ser una herramienta poderosa, cuyo
uso conserva todas las ventajas de las matrices ordinarias multivaluadas,
al mismo tiempo que es aplicable a una gama mucho mas amplia de 16gi-
cas [Avron and Zamansky (2005)]. De hecho, hay muchas légicas no cla-
sicas (proposicionales) que, si bien no tienen matrices caracteristicas fini-
tas de multiples valores, admiten Nmatrices finitas y, por lo tanto, son

decidibles.

II.1.1. Matrices deterministas

En esta seccién seguiremos el enfoque presentado [Avron and Za-
mansky (2005)]. En lo que sigue, L es un lenguaje proposicional y
Frm, denota al conjunto de férmulas bien formadas del lenguaje. Las me-
tavariables @, 1, ..., recorren Lf6rmulas, mientras que T, A, ..., se utilizaran
para conjuntos de L£6rmulas. El método general estandar para definir la
légica proposicional se basa en el uso de matrices deterministas (posible-
mente de muchos valores):
Definicién 2.1. Una matriz para L es una tupla

P =(V;D;0)
donde

 V es un conjunto no vacio de valores de verdad.

» D (valores designados) es un subconjunto propio no vacio de V.

e Para cada conectivo n-ario < de L, O incluye una funcién de inter-
pretaciéon &: VP — V

Una valuacién parcial en P es una funcién v, que vaa V desde un subcon-
junto W € Frmy, cerrado bajo subférmulas, tal que, para cada conectivo
n-ario & de L y para toda yy,..., 3, € W, se cumple lo siguiente:

teorema X1.I/3, 2022, pp. 00-00



6 Ldgica cuantica Nmatrices y adecuacion

U(O('l’p 'wn)) = <‘\5(77(‘9[’1): sy v(lpn)) (1)

Proposiciéon 2.1. (Analiticidad). Toda valuacién parcial de una matriz
P para L, definida sobre un conjunto de L£érmulas cerrado bajo subfor-
mulas, puede ser extendida a una valuacién total en P.

Debido a esta propiedad, cualquier matriz finita P sera decidible.

11.1.2. Matrices no deterministas (Nmatrices)

Ahora pasamos al caso no determinista. La principal diferencia es
que, en oposicion a las matrices deterministas, las no deterministas, dados
sus valores de verdad de entrada, asignan un conjunto de valores posibles
(en lugar de uno solo valor).

Definicion 2.2. Una matriz no determinista (Nmatriz) para L es una tupla
M = (V; D; 0), donde

* V es un conjunto no vacio de valores de verdad.

e D € P(V) (valores designados) es un subconjunto propio no vacio
deV.

e Para cada conectivo n-ario ¢ de L, 0 incluye la correspondiente
funcién de interpretacién

SV — P(V\{B}
Definicion 2.3.

1. Una valuacién parcial dinimica en M es una funcién v sobre un
conjunto cerrado bajo subférmulas W € Frmg a V, tal que, para
cada conectivo #-ario ¢ de L y paratoda ¥y, ... , i, € W, se cum-
ple lo siguiente:

U(O(l[)l, ,'l/}n)) € <3("7(1/}1) ,U(ll}n))

Una valuacién parcial en M es llamada valuacién (total) si su do-
minio es Frm;.

2. Una valuacién (parcial) estatica en M es una valuacién (parcial)
dinamica que satisface ademas el siguiente principio de composi-
cionalidad (o funcionalidad) (definido en algin W € Frm,): para
cada conectivo n-ario & de Ly para cada Yq,..., Y, Pq,..., ¢, €
W,stv(y;) =v(¢;) (i =1,...,n), entonces

U(O(lpl' T J/’n)) = U(O(d)l! R (l)n))

Es importante sefialar que las matrices clasicas (deterministas) co-
rresponden al caso en que cada &: V™ = P(V) es una funcién que toma
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valores de singletons (singulete). En este caso no hay diferencia entre va-
luaciones estaticas y dinamicas, tenemos determinismo (funcional).

Para comprender la diferencia entre matrices ordinarias y Nmatrices,
recordamos que, en el caso determinista, el valor de verdad asignado por
una valuacion v a una férmula compleja se define de la siguiente manera:
(O Wy, s ) = S(v(W1), ., v(y)). El valor de verdad asignado a
O, ..., Py) estd unfvocamente determinado por los valores de verdad de
sus subférmulas: v(4), ..., v(¥,). Sin embargo, este no es el caso de las
Nmatrices: en general, los valores de verdad de 4, ..., P, no determinan uni-
vocamente el valor asignado a ¢ (¥,...,3,), ya que diferentes valuaciones
que tengan los mismos valores de verdad para ¥, ..., P, pueden asignar di-
ferentes elementos del conjunto de interpretacion <~>(v(1,[11), ...,U(Il}n)) a
Sy, ..., Py,). Por lo tanto, las semanticas no deterministas de Nmatrices
no cumplen veritativo-funcionalidad, en oposicion a las semanticas matri-
ciales. En la tabla (1), se muestran algunas diferencias entre las matrices y
las Nmatrices.

Tabla 1: Matrices deterministas vs Nmatrices

Matrices .
. . Nmatrices
deterministas
Conjunto de valores de verdad 1% V
Conjunto de valores designados DcV DcV
Conectivos < A SV > P(NH\{0}
. C L Posiblemente dinami-
Valuaciones No dindmicas L.
cas / no estaticas.
Veritativo funcional Si No necesariamente

Ahora, revisaremos las definiciones estandar de consecuencia légica [Avron
and Zamansky (2005)].

Definicion 2.4.

1. Una valuacién (parcial) v en M satisface una férmula 3 (v E )
si (v(¥) esta definido y) v(y) € D. Decimos que es un modelo
deT (v ET) si satisface cada férmula de T.

2. Decimos que ¥ es dinamicamente (estaticamente) valida en M,
en simbolos EY; ¥ (3 ), si v = para cada valuacién dina-
mica (estatica) v en M.
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3. La relacién de consecuencia dinamica (estatica) inducida por M
es definida de la siguiente manera: T +§ A (T +3; A) si cada mo-
delo dinamico (estatico) v en M de T satisface algin ¥ € A.

Obviamente, la relacion de consecuencia estatica incluye a la dinamica, es
decir, F§SH3. Ademis, para las matrices ordinarias, tenemos que +§=
|_S

M .

Proposicion 2.2. Sea M una Nmatriz de dos valores que tiene al menos
una operaciéon no determinista. Entonces no hay una familia finita de ma-
trices ordinarias finitas I, tales que R sii Fg .

Proposicion 2.3. Para cada Nmatriz M (finita), hay una familia (finita) de
matrices ordinarias F, tales que Fy=Fp.

Asi, s6lo el poder expresivo de la semantica dinimica basado en Nmatri-
ces es mas fuerte que el de matrices ordinarias. El siguiente teorema, to-
mado de [Avron and Lev (2005)], es una generalizacion de la proposicién
2.1 para el caso de las Nmatrices:

Proposicion 2.4. (Analiticidad) Sea M= (V; D; O) una Nmatriz para L, y
sea v’ una valuacién parcial en M. Entonces v’ puede extenderse a una va-
luacién (total) en M.

Definicién 2.5. Sea M= (V; D; O) una Nmatriz para un lenguaje que in-
cluya el fragmento positivo de la logica clasica (LK ™). Decimos que M es
adecuada' para este lenguaje si se cumplen las siguientes condiciones:

1. A
Si a€D y beD, entonces aAbc D
Si  aegD, entonces aAbcSV\D
Si  beD, entonces aAbcV\D
2. V.
Si  a€D, entonces aVbeDh
Si beD, entonces aVbcD
Si a¢D y be&D, entonces aVbcV\D
3. 5
Si  aegD, entonces aSbcD
Si b ED, entonces a3bcD

Si a€D y b&D, entonces aSbCSV\D
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Observacion: Esta propiedad serd ampliamente utilizada a lo largo de
nuestro articulo. En ocasiones, predicaremos la adecuacién de los con-
juntos de interpretacién de los conectivos para denotar que se cumple la
correspondiente propiedad para ese conectivo (en vez de predicarlo de la
Nmatriz completa).

I1.2. Teoremas de Gleason y Kochen-Specker

En 1957 Andrew Gleason demostré un teorema [Gleason (1957)]
cuyas consecuencias fueron relevantes tanto para la caracterizacion de los
estados cuanticos como para la interpretacién de la teorfa. El objetivo de
Gleason era encontrar una base axiomatica simplificada para la Mecanica
Cuantica mostrando que las probabilidades de obtener distintos resulta-
dos al medir un observable fisico siempre se pueden calcular a partir de
la matriz densidad p. En el trabajo de Gleason no habia ninguna referen-
cia directa al problema de las variables ocultas [Cabello (2001)], pero su
trabajo también fue relevante para su estudio.

El teorema de Kochen-Specker (KS) —también conocido como teo-
rema de Bell-Kochen-Specker (BKS)— esta vinculado a la imposibilidad
de un tipo o familia de Teorfas de Variables Ocultas (VO) en MC. Juega
un rol central en el estudio de la teorfa cuantica, y tiene repercusiones en
sus distintas interpretaciones. Este teorema sera relevante cuando discu-
tamos la funcionalidad de la verdad en el contexto cuantico.

I1.2.1. Teorema de Gleason

Teorema 2.1. Gleason. Para espacios de Hilbert separables # (reales o
complejos) de dimensién mayor o igual que tres, todas las medidas de
probabilidad u sobre el conjunto de los proyectores P(H), es decir, todas
las aplicaciones de P(H) en el intervalo [0,1], que verifican u(0) = 0,
p(T) = 1, y que para toda familia numerable {ﬁi} de proyectores ortogo-
nales de a pares u(X; B;) = ¥ u(P,), son de la forma

u(P) =Tr(pPy),

donde p es un operador densidad.

Este teorema permite caracterizar a los estados cuanticos como medi-
das de probabilidad sobre un algebra no Booleana. Es decir, un estado cuan-
tico puede ser considerado una funcién u con las siguientes caracteristicas:

w £(3) — [0,1] ®)
tal que:
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1. u(0) =0.
2. Para cualquier familia numerable de proyectores ortogonales de a
pares (P}, ., se cumple u(V;P) = Z;u(B)).

El teorema de Gleason, nos dice entonces que si dim(H) = 3, el
conjunto C(L(H)) de todas las medidas de la forma (2), se puede poner
en correspondencia biunfvoca con el conjunto §(H') de todos los opera-
dores positivos, hermiticos y de traza uno que actian en . Dado un
proyector ortogonal P (que representa una proposicién experimental), te-
nemos entonces que para cada p € B(H) y su medida de probabilidad
asociada W, la conexion viene dada por la regla de Born:

up(P) = tr(pP) 3)

Es importante comparar a las ecuaciones (2), con aquellas que definen a
los estados de una teoria de probabilidades clasica. Dado un conjunto €,
consideremos una o-algebra £ € P(Q) de subconjuntos. Luego, una -
dida de probabilidad Kolmogoroviana serd una funcién:

w:x — [0,1] )
que cumple que:
1 (@) =0,
2. para cualquier familia numerable de conjuntos disjuntos de a pares

{Ai}ien, ﬂ(UiAi) =Y u(4y).

Las ecuaciones (4) son conocidas como los axiomas de Kolmogorov
[Kolmogorov (1933)]. La diferencia principal entre las probabilidades
cuanticas y las clasicas es que, a pesar de la similitud de forma entre las
ecuaciones 2 y 4, la o-algebra X que aparece en (4) es distributiva (ver sec-
cion siguiente), mientras que L(H) no lo es. Este es el motivo por el cual
las probabilidades cuanticas son llamadas medidas de probabilidad no-
Kolmogorovianas (o no Booleanas).

Los reticulos L(#) de subespacios cerrados (o, equivalentemente,
de proyectores ortogonales) de un espacio de Hilbert separable son casos
particulares de una estructura mas general, a saber, la de los retieulos orto-
modulares [Kalmbach (1990)]. Un reticulo £ se dice ortomodular (o débilmente
modnlar), si es ortocomplementado y, siempre que x <y, entonces y =
xV (y Axt). En el capitulo siguiente volveremos a este concepto. Todo
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esto permite considerar a los estados de un sistema fisico dado como me-
didas sobre un reticulo ortomodular completo £ de la siguiente forma:

w: £ — [0,1] ©)
que cumple:
1. u(0)=0

2. para cualquier familia numerable de elementos ortogonales de a
pares {a;};en, se tiene que u(V;a;) = ¥; u(a;).

Cuando £ es Booleano, obtenemos un modelo de probabilidad clasico.
El reticulo cuantico L(H) es también un caso particular de una vasta fa-
milia de modelos alternativos de sistemas fisicos. Las ecuaciones (5) pet-
miten concebir la nocidén de modelos de probabilidad generalizados.

Como consecuencia de la ley ortomodular, se sigue que para todo
p,q € L cualquier estado u, tenemos:

PAG=p=upArqg = pp) ©)
p<pvVqg=>pup <ulpVvqg

Estas desigualdades seran utiles para construir las Nmatrices asociadas a
sistemas cuanticos.

11.2.2. El teorema de Kochen-Specker y la falla de la funcionalidad
de la verdad en la Mecanica cuantica

El teorema de Kochen-Specker es una de las piedras angulares de
los fundamentos de la mecanica cudntica [Kochen and Specker (1975)].
Kochen y Specker estudiaron la posibilidad de dar una descripcion de la
mecanica de cudntica en términos de variables ocultas, tomando como
modelo la relacién entre la mecanica estadistica y la termodindmica clasi-
cas. Pero resulta que esta teorfa de variables ocultas no puede existir (al
menos bajo ciertos supuestos generales), y esto es equivalente a la si-
guiente afirmacién: no existe una funcién v: P(#) — {0,1}, con la pro-
piedad de que };; v(ISi) = 1 para toda familia ortogonal {ﬁi} de elementos
unidimensionales de P(#) que cumpla }; P; = 1.

En funcién de los intereses de esta seccion y utilizando la actual ter-
minologfa podriamos reescribir la definicién de funcién clasica de verdad:

Definicion 2.6. Una funcién v: P(H) — {0,1} con la propiedad de que
Y v(ﬁi) = 1 para toda familia ortogonal {ﬁi} de elementos unidimensiona-
les de P(#) que satifaga 3; P; = 1, esto es, que descompongan la identidad,
es llamada funcion de verdad clasica o funcion veritativo-funcional clasica.
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12 Ldgica cudntica Nmatrices y adecunacion

Nos centramos ahora en entender como la nocién de funcionalidad
de la verdad (veritativo-funcionalidad), puede estudiarse en el formalismo
cuantico. Identificaremos el lenguaje cuantico con la estructura reticular
L(H) = (P(H),V,A,—,1,0). Es claro que podemos formar, recursiva-
mente, nuevas proposiciones a partir de cualquier conjunto dado de pro-
posiciones de la manera habitual (es decir, considerar todas las expresio-
nes finitas posibles, tales como (PV Q) AR,(=P AQ), y asi sucesiva-
mente). Si queremos recrear la nocién de valuacién clasica en la teoria
cuantica, debetfa existir una funcién v: L(H) — {0,1}, que le asigne valo-
res de verdad a todas las proposiciones elementales posibles. De esta ma-
nera, todas las propiedades del sistema cuantico debetfan ser verdaderas
o falsas, y no deberia haber otra posibilidad. Pero desde el punto de vista
fisico, es necesario imponer otras condiciones. Un requisito elemental
para cualquier valuacién, deberfa ser que si una proposicion P es verda-
dera (v(P) = 1), entonces cualquier otra proposicion Q que satisfaga que
Q < P* sea necesariamente falsa (v(Q) = 0). Esto se deriva directamente
de la definicién de estado cuantico: si P es verdadero, su probabilidad de
ocurrencia es igual a uno, y la probabilidad de ocurrencia de cualquier
propiedad ortogonal serd automaticamente cero. Pero si no imponemos
otras restricciones, se puede tener la valuacion v(ﬁ) = 0 para todo P, lo
que no tiene sentido, ya que implicarfa que todos los resultados tendrin
probabilidad cero de ocurrencia en cualquier experimento. ¢Qué restriccio-
nes debemos imponer? Necesitamos definir un conjunto de condiciones
para descartar las valuaciones no fisicas, valuaciones que no tengan sentido
desde el punto de vista de la fisica cudntica. Si ademas queremos que se
cumpla la funcionalidad de la verdad, nuestras valuaciones clasicas deberfan
ser un homomortfismo entre L(H) y el algebra booleana de dos valores
B, = {0,1}. Entonces, para cada Py para cada familia {ﬁi}?ﬂ, en analogia

con el principio de funcionalidad de verdad dado, deberfamos tener:

v(v; B) =V, v(P) ™)
v(ni B) =R v(P,) ®)
v(-P) = 5v(P) =1 —v(P) )

Llamaremos valuaciones admisibles clasicas (y lo denotamos por VAC) al
conjunto de funciones bivaluadas que satisfagan las ecuaciones 7, 8 y 9.
Tenga en cuenta que, si se supone que el conjunto de valuaciones admi-
sibles es VAC, la funcionalidad de verdad se satisface automaticamente.
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Pero la ultima condicién, en particular, implica que para un conjunto orto-
notmal y completo de proyectores {P;} %; P; = 1, P,P; = 0y dim(P,) = 1),
si 17(131'0) = 1 para algun iy, entonces v(ﬁ,) = 0, para todo j # iy (esto se si-
gue del hecho que j # iy, 13] <1- pio)' Por otro lado, dado que ¥; P, = 1,
debemos tener si v(P;)) = 1 para algin i, (esto se sigue de v(1) =1y la
ecuacion (7)). De esta forma, cualquier valuacién clasica, debe satisfacer la
condicién 2.6. Esto representa una propiedad fisica muy razonable. Implica
que, si se realiza un experimento en el sistema (recuerde que cualquier con-
junto de proyectores unidimensionales ortonormales y completos definen un
expetrimento), obtenemos que, a uno, y solo a un operador de proyeccion, se
le asigna el valor 1, mientras que a todos los demds proyectores, que repre-
sentan otros resultados (definen eventos excluyentes), se les asigna el valor 0.
Obsérvese que ésta es la condicién de KS. Es importante sefialar que, un
experimento en el que todas las proposiciones tienen asignado el valor falso,
o un experimento en el que se le asigna el valor verdadero a mas de una al-
ternativa exclusiva, carecen de sentido. En el dltimo caso, obtendrfamos que
dos alternativas mutuamente excluyentes ocurrirfan con total certeza. En el
primero, llegarfamos a una situacién en la que todos los resultados de un ex-
petimento son falsos. Desde la perspectiva de una ontologia clasica, estas al-
ternativas deben descartarse. Hemos visto anteriormente que cualquier va-
luacién admisible en VAC debetia satisfacer la definicion 2.6. Peto la existen-
cia de tales funciones esta estrictamente probibida por el teorema de KS. Se deduce
que las funciones de dos valores que satisfacen tanto los requisitos fisica-
mente razonables como la funcionalidad de verdad no pueden existir en el
dominio cuantico. Se sigue que la definicién candnica de la funcionalidad cla-
sica de la verdad no es valida en el dominio cuantico. Esto serd naturalmente
clerto para modelos probabilisticos arbitrarios, siempre que sus estructuras
proposicionales satisfagan el teorema de KS (y esto es cierto para una gran
familia de modelos [Doring (2005), Smith (2004), Svozil and Tkadlec
(1996))). La discusion anterior esta relacionada con un hecho bien conocido:
se pueden definir valuaciones dsicas locales para subdlgebras booleanas ma-
ximas de L(#), pero el teorema de Kochen-Specker prohibe la existencia de
una global (para una discusién mas profunda en el tema, recomendamos [Do-
menech and Freytes (2005), Domenech et al., (2008), Isham and Butterfield
(1998))).

I1.3. Lenguajes semi-interpretados

Sea X un conjunto no vacfo y § una colecciéon de conectivos. Y sea
Lg el lenguaje proposicional asociado (siguiendo las reglas sintacticas
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14 Ldgica cuintica Nmatrices y adecuacion

usuales). Para definir valuaciones en conexién con las proposiciones aso-
ciadas a sistemas cuanticos, seguimos un abordaje similar al presentado
en [Freytes ez alii (2013)].

Una valuacién probabilistica va a ser un par (L, E) en el cual las
vatiables proposicionales se interpretan como proposiciones asociadas a
un sistema cudntico, representado por un espacio de Hilbert H (para sis-
temas de qubits, tenemos que H = ®™C?), y los conectivos se interpretan
como los conectivos canénicos del reticulo de proyectores.

Dado un conectivo f € §, sea Cr su conectivo asociado (por ejem-
plo, ‘A’ tiene asociada la interseccion de subespacios; V’ tiene asociada la
suma directa; ‘=’ tiene asociado el complemento ortogonal).

Una semi-interpretacién e es una funcién e: Lg — L tal que, para
todo conectivo f € & de aridad k:

e(f (xy, s xi)) = Cr(e(x1), -+, (%)

Esto es, e cumple con la ecuacién 1 de la definicién 2.1. Matematica-
mente, decimos que ¢ es un homomorfismo. En términos concretos, tenemos
que [Friedman and Glymour (1972)]:

ee(H)=1

e e(0)=0

* e(aP) = (e(P))*
ce(PAQ)=e(P)ne(Q)
ce(PvVQ)=e(P)De(Q)

Cualquier estado cuantico (representado matematicamente por una ma-
triz densidad p), permite entonces definir una nocién de valuaciéon de
acuerdo con siguiente diagrama conmutativo:

£z — (0,1

donde p es la probabilidad que viene naturalmente dada por la regla de Born.
Es decir, dado un estado p, a cada proposicion P le asignamos un valor de
verdad que viene dado por p(e(P)) = tr(pe(P)). Noétese que, por el teo-
rema de Gleason (o por el de Kochen-Specker), para cualquier estado cuan-
tico, siempre van a existir proposiciones cuyos valores de verdad no sean ni
0 ni 1. Si el estado es puro, todos los subespacios que contengan al vector
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asociado van a tener valor de verdad 1, mientras los que estén contenidos en
su subespacio ortogonal van a tener valor de verdad 0 (todos los estados pu-
ros son equivalentes a este respecto). Para estados mezcla, puede pasar que
ninguna proposicion sea verdadera (ni falsa). Tal es el caso del estado maxi-

. . 1
malmente mixto, representado por la matriz p, = ¥ L

En lo que sigue, nos centraremos en asignaciones generales al [0,1]
(que no necesariamente estén originadas en estados cudnticos). Luego,
construiremos un conjunto de tablas de verdad las cuales definen valua-
ciones que coinciden con aquellas que se originan en estados cuanticos.

III. CONSTRUCCION DE UNA NMATRIZ PARA EL FORMALISMO CUANTICO

En esta seccién construiremos una posible Nmatriz para el forma-
lismo cudntico. Usaremos el reticulo de proposiciones cuanticas L(H) y
las restricciones fisicas impuestas por las propiedades de los estados cudn-
ticos. Mostraremos que las restricciones que nuestra Nmatriz impone so-
bre las valuaciones son exactamente las mismas que el teorema de
Gleason impone sobre las medidas de probabilidad. Con esto quedara en
evidencia que las valuaciones definidas por nuestra Nmatriz son exacta-
mente los estados cuanticos.

Las construcciones que presentamos a continuacion, junto con algu-
nas de sus consecuencias, se pueden encontrar con mayor detalle en [Jorge
and Holik (2020]). Sean V = [0,1] y D = {1}. Una proposicion sera verda-
dera siy solo si su valuacion le otorga el valor 1, y serd falsa para cualquier
otro valor (esto esta conectado a la nocion de verdad en la 16gica cuantica
estandar; ver [Piron (19706)]). Para construir las matrices, tenemos en cuenta
que para cada estado p, cuando P L 0, tenemos ,u(ﬁ \% Q) = ,11(13) + ,u(@)
Comencemos estudiando el conjunto de interpretacioén para la disyuncién
ViV xV — PMH\{0}.

En el resto de esta seccion prescindiremos del acento circunflejo ()
sobre los proyectores. Esto no generara confusion, ya que las valuaciones
estan definidas solamente sobre el lenguaje de tales operadores y los esta-
remos considerando como representantes de las proposiciones logicas del
sistema. Usando las ecuaciones (6), es facil ver que:

max(u(P), (@) =pu(Pve) =<1

En funcién de las valuaciones (denotadas por v), esto puede escribirse
como
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16 Ldgica cuintica Nmatrices y adecuacion

max(v(P),v(Q)) <v(PvQ) <1

De esta manera, el candidato natural para la tabla de verdad no determi-
nista de la disyuncion viene dado por:

P Q v
siPLQ a b {a + b} (10)
siP LQ a b [max(a + b), 1]

Hagamos ahora lo mismo con la conjuncion A: V x V — P(V)\{@}.
Utilizando nuevamente 0, se sigue que

u(P A Q) < min(u(P), u(Q))

Asi, sila valuaciéon v(-+-) asigna v(P) = a yv(Q) = b (a, b € V), propone-
mos la siguiente matriz no determinista:

P Q A
siP1Q a b {0} 11)
siP LQ a b [0, min(a + b)]

Parala negacion =:V — P(V) \ {0}, el candidato mas natural compatible
con las propiedades de los estados cuanticos viene dado por:

:|(a) = {1— a}.
El’ltOl’lCCS, proponemos:
P =
a {1-a}

(12)

Esta es una negacién determinista, en el sentido de que su conjunto de
interpretacién es un conjunto con un sélo elemento (un singulete), lo cual
la hace equivalente a una funcién de a. En [Jorge and Holik (2020)], pue-
den verse otras posibilidades para la negacion.

Las tres tablas anteriores imponen las restricciones para todas las
posibles valuaciones: toda valuacién definida tiene que cumplir las tres
tablas a la vez. Una mirada mas detenida nos revela que para modelos de
dimension finita, estas tablas, contienen las mismas condiciones del teorema
de Gleason. Asi, las Gnicas valuaciones posibles compatibles con las tablas
anteriores son exactamente las que representan estados cuanticos (es de-
cir, definidas por matrices de densidad). Para ver por qué esto es asi, no-
temos primero que, por construccion, todo estado cuantico cumple con
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las tablas definidas arriba. Por otro lado, supongamos que una valuacion
v cumple con las tres tablas. Si P L @, entonces, usando la Tabla (10), ob-
tenemos v(P V Q) = v(P) + v(Q). Esta es la primera condicién de la de-
finicién de estados como medida (para modelos de dimensioén finita). Por
otro lado, si tomamos dos proyectores ortogonales P, @, tenemos que P A
Q = 0. Usando la Tabla (11), obtenemos que v(0) = v(P A Q) = 0. Por
lo tanto, escribiendo el 0 como conjuncién de dos proyectores ortogonales,
probamos que una valuacién dada v asigna el valor 0 al proyector nulo. Y
dado que toda valuacién es una funcién, no puede asignar ningin otro va-
lor. Por ultimo, usando la tabla (12), obtenemos que v(1) = v(=0) =
1-v(0) = 1-0 = 1. De esta forma, obtenemos que nuestra valuacién v
cumple con todas las condiciones de la definicion de estado como medida.
Por el teorema de Gleason, se sigue que existe una matriz densidad p, tal
que v(P) = tr(pP), para todo proyector P. Esto completa la prueba de que
los estados cuanticos son las tnicas valuaciones que cumplen con las Tablas
(10), (11) y (12). De esta forma, obtenemos una caracterizacién alternativa
del conjunto de estados cudnticos en términos de las valuaciones de una semdintica no
determinista.

IV. VERITATIVO FUNCIONALIDAD Y ADECUACION

La veritativo-funcionalidad puede ser definida también pata los co-
nectivos de un lenguaje. Puede probarse que, bajo condiciones muy ge-
nerales, pedir funcionalidad de las valuaciones (como la que presentamos
en 2.6) es equivalente a pedir veritativo funcionalidad de los conectivos.
En toda la seccién, supondremos que el conjunto de valores de verdad es
V, sin importar su cardinalidad, que D representa el conjunto de valores
designados y que todos los conjuntos cumplen la axiomatica de ZF. En
futuros trabajos estudiaremos la dependencia de las Nmatrices, as{ como
su relacién de consecuencia logica, con la teorfa de conjuntos elegida para
fundamentarlas.

Sea T el conjunto de funciones (valuaciones) t: Sent(L) — V [véase
Malament (2000)].

Definicién 4.1. Decimos que T respeta la veritativo-funcionalidad de la
negacion si, para todo t,t' € T y cualesquiera ¢, ¢' € Sent(L),

t(p) = t'(¢") = t(=¢) = t'(=¢).
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Queremos probar que cumplir con la funcionalidad de la verdad
para la negacién, sumado al hecho de que sabemos que ciertas proposi-
ciones se derivan de otras, implica que la negaciéon de una proposicién
que toma un valor designado sera no designada. La sola condicién de
funcionalidad veritativa de la negacién, todavia no implica eso, dado que
una valuacién que otorgue el mismo valor a todas las proposiciones cum-
plirfa con lo anterior (como también las valuaciones que a toda férmula
asignen valores distintos). De dicha condicioén solamente se desprende
que t(¢) y t'(¢") deben pertenecer al mismo conjunto, sea este D o V'\
D, y lo mismo vale para las respectivas negaciones. Esto atin no garantiza
que tanto el valor de verdad de ¢ como de su negacién no sean el mismo.
Para que esto pase, debemos recurrir a la definicién de consecuencia 16-
gica como conservando valores designados y a consecuencias validas que
queremos que se preserven en nuestro sistema:

¢ H —|¢) o —|¢ H ¢ (1 3)
En lo que sigue, mostramos que nuestro sistema debe validar alguna
de las relaciones de la Ecuacién 13. Si nuestra proposicion llegara a ser la
representada por el proyector nulo, es decir, el que proyecta sobre el es-
pacio de Hilbert vacio, entonces se validarfa sélo la segunda de las rela-
ciones mencionadas arriba. Si el proyector no es el nulo, entonces, ambas
relaciones se cumplen. Para ver las condiciones que hacen que las valua-
ciones sean admisibles fisicamente y, por lo tanto, restringir el conjunto
de todas las valuaciones posibles en nuestros razonamientos ver [Fried-
man and Glymour (1972), Hellman (1980), Jorge and Holik (2020)]. En
todos estos casos, estamos ahorrando el subindice LC de la relacion de
consecuencia légica, ya que solamente trabajaremos con esta relacién
cuantica (dada por la Nmatriz cuantica cuyas valuaciones son los estados).
De lo anterior se derivan las siguientes conclusiones. De la primera sen-
tencia se desprende que (para cada ¢ no trivial) debe existir una valuacién
(o mapa) t, tal que t(¢p) € Dy t(—¢p) & D. De la segunda, se sigue que
también debe existir otra valuacién t', tal que t'(=¢) € D y t'(¢) & D.
Esto esta de acuerdo con la interpretacion de valuaciones como estados
cuanticos mostrada en la seccién anterior; si ¢ es una proposicion repre-
sentada por un proyector del reticulo cuantico (distinto del minimo y del
maximo), entonces debe existir un estado cudntico que asigne probabili-
dad 1 a esta proposicion y, por lo tanto, asigne 0 a su negaciéon (estamos
tomando el caso en el cual D = {1}).
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Siexiste t, tal que t(¢) € Dy t(—¢) & D, entonces aplicando verita-
tivo funcionalidad de la negacién y fijando una de las valuaciones de la
definicion 4.1 como la t mostrada:

vt' € TV, ¢’ € Sent(L)(t'(¢p") =t'(¢p) € D = t'(=¢") = t'(—¢) & D).

Procediendo de forma andloga (fijando t): Si existe t', tal que t'(—=¢) € D
y t'(¢p) & D: Por la veritativo funcionalidad de la negacion (y tomando que
—(=p) = p) se tiene que

Vvt €T, VP, ¢’ € Sent(L)(t(—¢) =t'(=¢") €D = t(¢p) =t'(¢') & D)
De lo cual puede deducirse que

Vte T,V € Sent(L)(t(¢p) € D = t(—¢) &€ D)

y un
Vte T,V € Sent(L)(t(—~¢p) € D = t(¢p) € D)

¢Qué es lo que pasa con la negacion cuantica? En la proxima seccién,
probaremos que si las Nmatrices (en realidad los conjuntos de interpreta-
cién V, A) son adecuadas (suitable) [Avron (2007)], entonces no se cum-
plen las proposiciones deseadas para la cudntica.

Ahora continuaremos por la conjuncién y obtendremos la adecua-
cién para tal conectivo bajo el supuesto de funcionalidad de la verdad y
algunas implicaciones que impondremos. Usando la veritativo funciona-
lidad de la conjuncién definida como [Malament (2000)].

Definicion 4.2. Decimos que T respeta la veritativo-funcionalidad de la
conjuncion si
vet' €T Vo, ¢,y € Sent(L) (t(p) =t'(9) yt() = ')
= t(p AP) =t'(¢" YD)
Utilizando implicaciones légicas como, por ejemplo, ¢ E ¢ A ¢ (idempo-
tencia de la conjuncién), p AP E ¢, ¢ AP E P, vilidas en la cuantica,
Malament deduce [Malament (2000)]:

Vvt e TV, P € Sent(L) (t(p) =Tytlp) =T = t(p AY) =T).

Donde T denota el valor verdadero (o designado) de la semantica de dos
valores utilizada en su trabajo. En nuestro caso, siguiendo los mismos
razonamientos, llegaremos, en particular, a que Vt € T y V¢, yp

t(p) eEDyt(xp) ED =t(p AY) ED.
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Esta es una de las condiciones de adecuaciéon para la conjuncién presen-
tadas en la definicién 2.5. Por supuesto, lo mismo serfa aplicable a la dis-
yuncién. Veamos esto con mas detalle.

Puede llegar a ser de interés tener en cuenta las siguientes implica-
ciones, que son validas (entre otras) en la mecanica cuantica. La mismas
pueden ayudar a la hora de decidir si una valuacién es admisible o no.

1. A EA AA,
LA NA, E A
LAy NA E A
LAy NA, E A

A W N

Por veritativo funcionalidad de la conjuncién:
vt,t' €T V¢, @', Y € Sent(L) (t(d) =t'(¢)yt() =t'@W")
= t(p AY) =t'(@' AY)

Tenemos cuatro casos para analizar:

t(@)=t'(@)eDyt®) =t'@®)eD
t@)=t(@)eDyt@) =t'Q)e&D

3. tlp)=t(@)eDyt@) =t'Y)ED

4 t@)=t(@)eDyt@) =t'@) ¢D

Hstrictamente hablando (por simettia), hace falta sélo analizar 3 casos, que son
los que se relacionan con la definicién 2.5 de adecuacion de este conectivo.

N

Caso 1

Por wveritativo funcionalidad de la conjuncién, tenemos que
t(p AY) =t'(¢p" AY"). Podtian acd darse dos alternativas; que el valor que
toman ambas conjunciones sea un valor designado o que no lo sea. Supo-
nemos que estas alternativas cubren todo el abanico y que debe darse ne-
cesariamente alguna, es decir, nuestras valuaciones son cerradas bajo sub-
férmulas. Analicemos el caso donde ambas valuaciones toman un valor
no designado, es decir, t(¢p AYP) =t'(¢' AY') € D. Tomando el caso pat-
ticular t = t', 1 = ¢YP’, ¢ = ¢’ en la definicién 4.2 de funcionalidad del co-
nectivo, tendriamos que

b Y ¥ SAY.
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Si queremos que lo anterior no sea el caso, los valores que las valuaciones
atribuyen a las disyunciones deben pertenecer al conjunto de valores de-
signados (descartamos el resto de las valuaciones). Con lo cual para el
caso 1 nos queda que

ve,t' €TV, ¢, Y, Y’ € Sent(L) (t(p) =t'(¢) €Dyt(y) =t'(Y) €D
= t(p AY) = t'(¢"AY) €D).

Lo que esta de acuerdo con la adecuaciéon del conjunto de interpretacion

del conectivo para este caso.

Caso 2

Igual que antes t(¢p AY) =t'(¢' AY"), estos valores podrian ser de-
signados o no. Supongamos que se da el caso de que estos valores perte-
necen al conjunto de valores designados, D. Patticularizando para t = t/,

Y =1y, ¢ = ¢'se tendtia que
O ANY EY.

Si queremos que nuestro razonamiento sea compatible con ¢ AP E P, en-
tonces no puede ser el caso de que las valuaciones den un valor designado
a estas proposiciones. Por lo tanto, tenemos que las valuaciones deben asig-
nar valores no designados de forma consistente con la definicién de ade-
cuacién del conjunto de interpretacion de la conjuncién para este caso.

Caso 3
Este caso es simétrico al caso 2.

Caso 4

Tenemos que t(p) =t'(p) =t@@) =t'W)&éD y t(PpAyY) =
t'(¢’ AY"). Razonando de la misma manera; si suponemos que las valua-
ciones asignan valor designado a las conjunciones, entonces

dAY .
Esto es, si queremos que tal inferencia sea valida, las valuaciones deben
asignar un valor no designado. Por lo tanto, se cumplirfa la condicién de
adecuacion en este ultimo caso.

Hemos probado que no pueden mantenerse simultineamente ciet-
tas inferencias, validas en la mecanica cuantica, junto con una relacién de
consecuencia légica que preserve valores designados, mas la veritativo
funcionalidad de la conjuncioén sin que se cumplan las condiciones para
que tal conectivo tenga un conjunto de interpretacién adecuado. Dicho
de otra manera, la veritativo funcionalidad de la conjuncién, sumada a una
relacién de consecuencia logica que preserve valores designados, mas
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ciertas inferencias que deben validarse en la cuantica implican la adecua-
ci6én del conjunto de interpretacién del conectivo involucrado. Debe no-
tarse que los razonamientos utilizados no dependen de la cantidad de va-
lores de verdad que tenga el conjunto 1, ni de la cardinalidad de D. El
caso particular donde sélo se tienen dos valores de verdad y uno solo
designado es el que se trata en [Malament (2000)].

Ahora, haremos un razonamiento analogo para la disyuncién:

Definicion 4.3. Decimos que T respeta la veritativo-funcionalidad de la
disyuncion si
vi,t' €T V¢, ¢, 9" € Sent(L) (¢(d) =t' () yt(¥) ='W
= t(@Vvy) =t'(p'vy))
Analizaremos la disyuncién utilizando los mismos 4 casos plantea-

dos para la conjuncion.

Caso 1
En este caso, t(¢p Vi) =t'(¢' V') puede tomar un valor desig-
nado o no. Si el valor fuese no designado, tomando t =t', ¢ = ¢,y =
Y, se tendria que
PEOVY; P EPVY.
Un resultado no deseado. Por lo tanto, en este primer caso, ambas dis-
yunciones deben tomar un valor designado. Cumpliéndose que

Vt,t' €TV, ¢, ¢, " € Sent(L) (t(p) =t'(@) €Dyt(@)) =t'W) €D
=t(@Vvy) =t'(¢p'vy)eD).

Para los casos 2 y 3, suponiendo que la disyunciéon pueda tomar un valor

no designado, también se viola alguna de las dos inferencias presentadas

en el caso 1. Por lo que la disyuncién debe ser designada para los casos
en los cuales alguno de los disyuntos toma un valor designado.

Caso 4
En este caso, ambas subférmulas de la disyuncién toman valores no
designados. Si llegara a darse el caso que

t(@vy) =t'(@'vy)eD,
entonces no se validarfa la siguiente consecuencia logica:

pVeEP
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para el caso especial donde t = t', ¢ = ¢’ = = )'". Por lo tanto, las va-
luaciones deben otorgar un valor no designado a las disyunciones cum-
pliendo, de esta manera, la condicién de adecuacién de la disyuncién.
De lo discutido hasta aqui, se sigue que la veritativo funcionalidad
de los conectivos, sumada a una relacién de consecuencia légica que con-
serve valores designados, junto con algunas implicaciones légicas que de-
bemos respetar para estos conectivos, nos da como resultado la adecua-
cién semantica de los conectivos V y A. Es importante remarcar que se
podtian tener conjuntos de interpretacién adecuados para los conectivos
sin necesidad de validar la veritativo funcionalidad de los mismos. En la
prueba que sigue, utilizaremos la adecuacién de los conjuntos de interpre-
taci6én de la conjuncién y disyuncion para llegar a una contradiccion. Esto
tendtd como tresultado descartar las semanticas adecuadas, no sélo fun-
cionales, como candidatas para el reticulo cuantico. Antes de comenzar
con nuestra proxima tarea, mencionamos que una posibilidad podria ser
cambiar la relacién de consecuencia légica, es decir, definir una relacién
de consecuencia que no quede caracterizada sélo por preservar valores
designados [Ripley (2013)]. Tales opciones son ampliamente estudiadas y
utilizadas en logica, y se relacionan con el problema de decidir si una 16-
gica queda determinada sélo por su conjunto de inferencias validas, o si,
por el contrario, es necesario tener en cuenta también las metainferencias
involucradas [recomendamos consultar la referencia Pailos (2019)].
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