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Wstep

Logika nazw jest teorig badajaca zwiazki logiczne pomiedzy nazwami i za-
razem badajaca poprawnos¢ rozumowan kierowanych schematami, ktére na-
zwami mozna uzupetnic.

Logika nazw (rachunek nazw) jest najstarszym elmentem znanej nam dzi-
siaj logiki. Pierwszy system rachunku nazw przedstawil w postaci sylogistyki
Arystoteles w IV w. p.n.e. Do potowy XIX w. sylogistyka stanowita zasadni-
czy fragment znanej logiki. Badania prowadzone byty w starozytnosci i $re-
dniowieczu w ramach tzw. logiki tradycyjnej. Wspomnie¢ tu warto tez prace
G.W. Leibniza, ktéry m.in. znalazt dla sylogistyki interpretacje arytmetyczna
oraz L. Eulera i J. Venna, ktérzy stworzyli systemy diagramow pozwalajace
na rozstrzyganie o poprawnosci schematéw sylogistycznych. Rozwd6j logiki
matematycznej, ktory nastapit od potowy XIX w., zmarginalizowal sylogi-
styke. Zainteresowanie nig przywrocit w latach trzydziestych XX w. J. bLu-
kasiewicz [30, 32] badajac sylogistyke Arystotelesa narzedziami wspdltczesnej
logiki matematycznej. Prace nad sylogistyka rozpoczete przez YLukasiewicza
byty dalej prowadzone cze$ciowo jako kontynuacja jego podejscia, a czesciowo
w opozycji do jego sposobu traktowania sylogistyki (np. J. Corcoran [7, 8]).
Sylogistyka pozostaje w kregu zainteresowania logiki do dzisiaj, z nowszych
prac mozna wymieni¢ prace A. Pietruszczaka [40, 41], D. Westerstahla [68],
F. Johnsona [18], J.N. Martina [35], W. Suchonia [60] i K. Polickiego [45].
W ostatnich latach sylogistyka wzbudzita zainteresowanie rowniez w kontek-
Scie informatyki, np. w pracach C. Rochy i J. Meseguera [50] czy L.S. Mossa
i I. Pratt-Hartmanna [39, 46].

Osobny kierunek w rozwoju rachunku nazw stworzony zostal przez S. Le-
sniewskiego i jego kontynuatorow, w ramach teorii nazwanej przez jej tworce
Ontologia (podstawowe wiadomosci o Ontologii Lesniewskiego mozna zna-
lez¢é np. w [56, 48]). Lesniewski wykorzystuje stworzony przez siebie specjalny
formalizm i nie ma na celu jedynie formalizacji rachunku nazw, lecz budowe
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fundamentéw nauk formalnych w ogdéle. Niemniej jednak jego prace wniosty
istotny wktad w rozwdj samego rachunku nazw. Badania nad rachunkiem
nazw w ramach tego paradygmatu réwniez sa kontynuowane m.in. przez au-
toréw takich jak M. Takano [61], A. Pietruszczak [42, 43], T. Waragai [65, 66],
R. Urbaniak [64]. Jednym z interesujacych kierunkéw badan zapoczatkowa-
nym przez L. Borkowskiego [5, 6] i kontunuowanym przez E. Wojciechow-
skiego [71, 72|, jest tworzenie systeméw zlozeniowych dla Ontologii.

Ciggte zainteresowanie rachunkiem nazw zwigzane jest z jego trzema ce-
chami:

e rozumowania, ktére mozna sformalizowaé na poziomie nazw sg czesto
stosowane w mysleniu zdroworozsadkowym, rachunek nazw jest przed-
miotem podstawowego kursu logiki (sylogistyka),

e dotyczy rozumowan czesto wystepujacych w opisach rzeczywistosci:
metafizyka, ontologia, porzadkowanie poje¢ w kontekscie technologii
informatycznej w tzw. inzynierii ontologicznej,

e jest interesujgcym przedmiotem badan metalogicznych, jako prosty a za-
razem niebanalny system formalny.

W niniejszej pracy staramy si¢ potraktowa¢ rachunek nazw jako teorie
autonomiczng, niesprowadzalng do rachunku zbioréow czy rachunku predyka-
tow. Staramy sie podkresla¢ specyfike przedmiotu oraz metod. Nawiazujemy
przy tym do Arystotelesa, ktéry budowal sylogistyke niezaleznie od wspo-
mnianych teorii, bo ich nie znat i obiekty takie jak zbiory byty jemu i jego
wspotczesnym obce, w odroznieniu od nazw, ktére w Swiadomosci owego cza-
su byly juz obecne. W znajdowaniu inspiracji u Arystotelesa korzystamy ze
wsparcia Lukasiewicza i wykorzystujemy jego rekonstrukcje sylogistyki jako
podstawe dalszych prac.

Nie pretendujemy do tego, aby dokona¢ adekwatnej rekonstrukeji logiki
Arystotelesa. Czerpiemy jedynie pewne inspiracje z bogactwa mysli zawar-
tych w tekstach Arystotelesa. Nie staramy sie rowniez przedstawi¢ wyczer-
pujacej relacji z dotychczasowych badan nad rachunkiem nazw — potrzeb-
na bytaby do tego osobna, znacznie obszerniejsza ksigzka. Przedstawiamy
pewne podejsécie do rachunku nazw i w ramach tego podejscia analizujemy
pewng czes¢ mozliwych systemow, ze szczegdlnym uwzglednieniem znanych
i intuicyjnie czytelnych systemow obecnych w literaturze. Uwzgledniamy tez
systemy mniej znane, majace interesujace wtasnosci.
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Metodyke formalizacji czerpiemy gtéwnie od Lukasiewicza. Wykorzystu-
jemy aksjomatyzacje rachunku nazw nadbudowang nad klasycznym rachun-
kiem zdan oraz metode aksjomatycznego odrzucania. Sa to techniki mato
obecne we wspotezesnych pracach nad rachunkiem nazw, a uzyteczne i sku-
teczne. W szczegolnosci pozwalaja na ocene jakosci formalizacji — poprawno-
Sci 1 petnosci systeméw aksjomatycznych. Jako narzedzia pomocniczego do
wskazywania pewnych wtasciwosci wyprowadzalnosci uzywac¢ bedziemy rezo-
lucyjnego ujecia logiki klasycznej. Modele w teorii zbioréw bedziemy wyko-
rzystywacé rowniez pomocniczo, gtownie do wykazywania niezaleznosci pew-
nych formul, a nie jak w wiekszosci prac wspotczesnych jako podstawowego
narzedzia do wykazywania pelnosci systemu aksjomatycznego, stanowiacej
o poprawno$ci formalizacji.

Specyfika proponowanego podejécia jest wiec ujecie w punkcie wyjscia
syntaktyczne. Dominujaca cze$¢ prac dotyczaca sylogistyki wychodzi od uje-
cia stosunkéw pomiedzy zakresami nazw, czyli ujecia semantycznego w sensie
semantyki formalne;j.

W pracy zastosowane zostaly narzedzia informatyczne stuzace do auto-
matycznej dedukcji — niektore dowody, niewymagajace szczegdlnej inwencji,
wykonywane sa automatycznie, za pomocg programu komputerowego. Tekst
programu oraz wyniki jego pracy przedstawione sa na koncu monografii (Do-
datki B i C). Wykorzystane narzedzia informatyczne dziataja na poziomie
syntaktycznym — stosowany jest system oparty na rezolucji (Prolog) oraz
zdefiniowany na jego bazie system zatozeniowy.

Przedstawiamy i analizujemy rozne systemy sylogistyki jako systemy de-
dukcyjne. Pozostaja one w relacjach do siebie, tworzac pewng przestrzen, kto-
ra chcemy zbadaé. Wérod systemow wystepuja klasyczne, znane z literatury,
majace interpretacje zakresowe (system Lukasiewicza, system dopuszczajacy
nazwy puste, system Brentany) oraz nieklasyczne. Te drugie mozna podzieli¢
na wprowadzajace nowe funktory (funktory zaczerpniete z Ontologii Lesniew-
skiego, inne funktory pochodzace z jezyka naturalnego) oraz nadajace nowa
interpretacje starym funktorom.

Podstawowym celem, ktéry ma zrealizowac niniejsza ksigzka, jest zapre-
zentowanie bogactwa aksjomatycznych systeméw rachunku nazw. Przedsta-
wione zostaly w tym celu w jednolity sposob znane systemy rachunku nazw
oraz kilka nowych systeméw skonstruowanych przez Autora niniejszej mo-
nografii. Poniewaz kryteria wyboru pomiedzy podobnymi systemami logicz-
nymi moga by¢ rozne, staramy sie poda¢ mozliwie bogata charakterystyke
omawianych systemoéw, obejmujaca standardowa aksjomatyke, aksjomatyke



odrzuceniowg, formalny model oraz charakterystyczne dla systeméw metody
rozstrzygania. Przedmiotem rozwazan sa réwniez relacje pomiedzy poszcze-
gblnymi systemami.

Wktad niniejszej pracy w rozw6j badan nad rachunkiem nazw jest dwo-
jaki. Po pierwsze, w systematyczny sposob prezentujemy bogactwo aksjo-
matycznych systeméw rachunku nazw. Szczegdlnie interesujace wydaje sie
przedstawienie systemow nieklasycznych, w wigkszosci nieposiadajacych in-
terpretacji zakresowej. Po drugie, pokazujemy szereg drobnych, nieznanych
dotad, rezultatéw dotyczacych poszczegdlnych systemow.

Praca jest podzielona na pie¢ rozdzialéw. W pierwszym rozdziale opi-
sane sg narzedzia formalne uzywane do analiz prowadzonych w rozdziatach
nastepnych. W rozdziale drugim zaprezentowane sg klasyczne zakresowe sys-
temy sylogistyki. Przedmiotem rozdziatu trzeciego sa systemy rachunku nazw
z funktorem e Le$niewskiego. W rozdziale czwartym przedstawione sg nie-
klasyczne systemy sylogistyki. Rozdzial piaty poswiecony jest procedurom
rozstrzygania opartym o matryce.

Ze wzgledu na to, ze rezultaty przedstawiane w tekscie maja rozny charak-
ter, na poczatku kazdego rozdziatu zaznaczamy, ktére z nich sa zaczerpnicte
z literatury, ktore pochodzg z wczesniejszych prac Autora niniejszej mono-
grafii, ktore za$ pojawiaja sie tu po raz pierwszy. Taka organizacja tekstu
ma na celu zachowanie cigglosci wewnatrz rozdziatéw oraz niezaktécanieto-
ku myslowego przez dodatkowe informacje.



Rozdziat 1

Narzedzia formalne

Rozdziat niniejszy ma charakter wprowadzajacy i sprawozdawczy. Rozpocz-
niemy go od uwag dotyczacych sposobu formalizacji teorii nazw, zastoso-
wanego w dalszych czesciach pracy. Przedstawimy krotko rézne mozliwosci
wystepujace w literaturze, z zaznaczeniem wyboréw dokonanych przez Au-
tora. Czes¢ tych ustalen zebrana jest w postaci formalnej definicji jezyka
przedstawionej w kolejnym podrozdziale.

Nastepnie przytoczymy znane z literatury wyniki badan dotyczace lo-
giki pierwszego rzedu i systemow rezolucyjnych, interesujace w kontekscie
aksjomatycznych systemoéw rachunku nazw. Wyniki te zostaly zastosowane
do systeméw zdefiniowanych w jezyku bez kwantyfikatorow i symboli funk-
cyjnych. Otrzymane rezultaty nie sa zaskakujace, porzadkujg jednak ogdlne
wtlasnosci systemow, takich jak rozwazane w pracy formalizacje rachunku
nazw i pozwalaja na skoncentrowanie sie w dalszych rozdziatach pracy na
specyfice konkretnych systeméw aksjomatycznych. Pewna nowoscig pojawia-
jaca sie w niniejszej pracy jest zaimplementowanie przedstawionej procedury
decyzyjnej dla sprawdzania konsekwencji w postaci programu komputerowe-
go w jezyku Prolog.

Na koniec przedstawimy uwagi dotyczace mozliwosci wykorzystania me-
tody aksjomatycznego odrzucania jako narzedzia badania adekwatnosci sys-
temow aksjomatycznych w stosunku do lezacych u ich podstaw intuicji. Idea
ta nie jest nowa, ale pozostaje stosunkowo mato znana i mogtaby by¢ z powo-
dzeniem szerzej stosowana w logice. W niniejszej pracy bedzie ona stanowic¢
podstawowe narzedzie oceny adekwatnosci przedstawianych systeméw aksjo-
matycznych rachunku nazw.
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1.1 Jak formalizowaé¢ rachunek nazw?

Zanim zaprezentujemy konkretne systemy rachunku nazw, zwrocimy uwage
na ogdlne problemy zwigzane z wyborem narzedzi formalnych, odpowiednich
do konstrukcji takich systemow. Wspoétezesna dyskusja nad sposobem for-
malizacji teorii nazw rozpoczeta sie po tym, jak hLukasiewicz podjat probe
analizy sylogistyki Arystotelesa z punktu widzenia wspotczesnej logiki for-
malnej. Watpliwosci czesto podnoszone byty w kontekscie zgodnosci formali-
zmu 7z intencja Arystotelesa, ale maja one charakter ogdlniejszy — niezaleznie
od tego co mial na mysli Arystoteles, budujac rachunek nazw, musimy sie
zdecydowacé na jakis formalizm. Pojawiaja sie¢ nastepujace problemy:

e jak reprezentowac sylogizmy i inne podstawowe konstrukcje wystepuja-
ce w teorii nazw (jako wyrazenia jezyka, reguly, schematy wnioskowania
czy tez po prostu wnioskowania badz wyprowadzenia);

e jakie typy nazw dopuszcza¢ w konstruowanym rachunku i czy w jakis
inny sposéb ograniczaé¢ podstawianie (czy np. zdanie jkazde S jest S”
jest sensowne);

e czy i jak rozszerzaé jezyk tradycyjnego rachunku nazw, np. poprzez
dodanie operacji boolowskich okreslonych na nazwach, badz niestan-
dardowych funktorow.

Omoéwimy te kwestie w kolejnych podrozdziatach.

1.1.1 Sylogizmy jako zdania i reguty

Najczesciej stosowane w pracach dotyczacych sylogistyki i szerzej rachun-
ku nazw sg dwie reprezentacje, sposrod ktorych w jednej sylogizmy traktuje
sie jako zdania, w drugiej — jako reguly. Lukasiewicz ([30, 32]) przedstawia
sylogizmy w postaci tez systemu nadbudowanego nad klasycznym rachun-
kiem zdan (KRZ). Spotkalo si¢ to z krytyka, m.in. Corcorana ([7, 8]), ktéry
uwaza, ze bardziej adekwatne jest ujecie sylogizméw jako regut badz schema-
tow wnioskowania. Przyjrzyjmy sie podstawowym réznicom pomiedzy tymi
podejsciami.

Klasyczna sylogistyka jest formalng teorig ujmujgca rozumowania, w kto-
rych zaréwno przestankami, jak i wnioskiem sg zdania kategoryczne. W ra-
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mach narzedzi, ktorymi dysponuje wspotczesna logika formalna, mozna ta-
kie rozumowania formalizowac¢ na kilka sposobow, m.in. jako zdania jezyka
o strukturze implikacji oraz jako reguty lub schematy wnioskowania. Pierwszy
sposob zastosowal Yukasiewicz, drugi — Corcoran. W pierwszym przypadku
przestanki rozumowania traktowa¢ mozna jako czynniki koniunkcji stanowia-
cej poprzednik implikacji, a wniosek jako nastepnik implikacji. Otrzymujemy
formuly, ktére mozna w naturalny sposob przeksztalci¢ w reguty!.

Ujecie sylogizméw jako tego rodzaju implikacji wymaga przyjecia okreslo-
nej interpretacji funktora implikacji oraz koniunkcji. tukasiewicz przyjal
najprostsze rozwigzanie, w ktérym rozumienie tych funktoréw czerpie sie
z klasycznego rachunku zdan. Klasyczna interpretacja funktoréw nie jest tu
bynajmniej oczywista. Sama definicja sylogizmu, pochodzaca z ,,Analityk
pierwszych”:

Oylogizm jest to wypowied?, w ktorej, gdy sie co$ zalozy, cos innego niz
si¢ zalozylo, musi wynikac dlatego, ze si¢ zatozyto” (Analityki pierwsze 24b?),

sugeruje dwie cechy sylogizméw, ktore klasyczny rachunek zdan ignoruje —
nietautologiczno$é (cos innego niz sie zatozylo) i relewancje (dlatego, ze sie
zatozyto)?.

FLukasiewicz uczynil co$ wiecej — przyjat, ze sylogistyka jest nadbudo-
wana nad klasycznym rachunkiem zdan i tym samym dopuscit konstrukcje
inne niz te o postaci sylogizmu. Sprawia to, ze traci si¢ bezposrednia relacje
z regutami. Ten element jego ujecia sylogistyki Arystotelesa wydaje sie byé
szczegblnie kontrowersyjny.

W zwiazku z tym, dla lepszego zrozumienia istoty ujecia sylogistyki przez
bLukasiewicza mozna odseparowa¢ dwa elementy:

(1) formalizacje rozumowan poprzez zdania jezyka o strukturze implikacji
z klasycznym rozumieniem funktoréw rachunku zdan,

!Fakt wzajemnej przekladalnosci regul na implikacje w kontekécie sylogistyki zauwaza
J. Woleniski we wstepie do ksiazki Lukasiewicza [32]. Warunkiem takiego przeksztalcenia
jest skonczonosé zbioru przestanek w regutach. Reguly, z ktérymi mamy do czynienia przy
faktycznych formalizacjach sylogistyki powstajacych w tym paradygmacie, sa skonczone.
Zasadnicze rezultaty dotyczace skonczono$ci rozumowan sylogistycznych u Arystotelesa
pokazuje J. Lear w pracy [27].

2Wszystkie cytaty z Arystotelesa przytoczone sa w thumaczeniu K. Lesniaka z [2].

3Na temat rozumienia implikacji u Arystotelesa na poziomie intuicyjnym mozna prze-
czyta¢ w pracy M. Tkaczyka [62]. Formalne ujecie tego typu implikacji wystepuje w lite-
raturze pod nazwa implikacji konektywnej (connexive implication) [36, 37].
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(2) uzycie do budowy wyrazen funktoréow KRZ w dowolnej konfiguracji.

W ten sposéb mozna wyodrebni¢ fragment rachunku zdan, ktéry jest fak-
tycznie potrzebny do budowania rachunku nazw. W kolejnym podrozdziale,
po wprowadzeniu formalnych narzedzi umozliwiajacych taka analize, zajmie-
my sie tym problemem doktadnie;j.

Po przeanalizowaniu tych probleméw, w zasadniczej czesci pracy, bedzie-
my postugiwali si¢, idac za przyktadem tukasiewicza, ujeciem aksjomatycz-
nym i dla wygody bedziemy tworzyli systemy, ktére sa nadbudowane nad
pelnym klasycznym rachunkiem zdan.

1.1.2 Dopuszczalne rodzaje nazw

W semiotyce logicznej wystepuja dwa podzialy nazw interesujace z punk-
tu widzenia formalizacji rachunku nazw. Pierwszy podziat dokonywany jest
ze wzgledu na sposéb odnoszenia si¢ do przedmiotow i rozréznia nazwy na
generalne (zbiorowe) i indywidualne (wlasne). Nazwy generalne desygnuja
przedmioty ze wzgledu na spelnianie przez nie warunkéw tresciowych, na-
zwy indywidualne desygnuja konkretne obiekty na mocy konwencji jezykowej.
Drugi podziat dokonywany jest ze wzgledu na liczbe desygnatéw i rozroznia
nazwy puste, nieposiadajace w ogéle desygnatéw, nazwy jednostkowe, po-
siadajace doktadnie jeden desygnat i nazwy ogdlne, posiadajace wiecej niz
jeden desygnat.

W rozwazaniach z zakresu teorii nazw pojawialy sie¢ postulaty ogranicze-
nia uzywanych nazw do wybranych kategorii powstalych na gruncie wspo-
mnianych podzialéw. Postulaty te maja rézng motywacje i réznego typu uza-
sadnienia.

W stynnej pracy ,,Sens i znaczenie”* G. Frege postuluje wyeliminowanie
z jezyka nauki nazw pustych. W uzasadnieniu Frege postuguje si¢ rozumo-
waniem, ktore mozna stresci¢ w ten sposob, ze uzywanie nazw bez denotacji
prowadzi do bezprzedmiotowych dyskusji i manipulacji. Arystoteles dopusz-
cza nazwy bez denotacji, przyjmujac, ze zdania atomowe, w ktérych takie
nazwy sie pojawiaja, sg falszywe®.

7 kolei Yukasiewicz, formalizujac sylogistyke i powotujac sie na Arysto-
telesa, eliminuje z jezyka sylogistyki nazwy indywidualne.

4Polskie wydanie tego tekstu opublikowano jako czeéé ksiazki ,Pisma semantyczne”
[10].
SPoréwnanie tych dwéch podej$é znalezé mozna w pracy Z. Dywana [9].



Jak formalizowaé¢ rachunek nazw? 17

Po pierwsze, przestanka ‘Sokrates jest cztowiekiem’ jest zdaniem jednost-
kowym, poniewaz jej podmiot — ‘Sokrates’ — to termin indywiduowy. A prze-
ciez Arystoteles nie wprowadza do swego systemu terminow lub przestanek
jednostkowych™.

Podobne ograniczenie wystepuje u P. Geacha, ktory w taczeniu w trady-
cyjnej sylogistyce nazw indywidualnych i generalnych upatruje zrodta zepsu-
cia logiki”.

Lukasiewicza formalizacja sylogistyki zaktada jednoczesnie, ze nazwy, kto-
re wstawia¢ mozna jako argumenty zdan kategorycznych, sa niepuste, na co
zwraca uwage Stupecki, analizujac Lukasiewiczowski system sylogistyki®.

Odmienne podejscie do omawianej kwestii prezentuje Le$niewski, dopusz-
czajac w Ontologii wszelkie rodzaje nazw. W szczegdlnodci nie sa eleminowa-
ne nazwy puste, gdyz Ontologia nie wymaga istnienia zadnego przedmiotu,
oraz nazwy indywidualne, co uwidacznia si¢ w przyktadach przytaczanych
przy omawianiu Ontologii®.

W niniejszej pracy przyjmiemy rozwiazanie Le$niewskiego. Gtéwnym mo-
tywem jest cheé jak najszerszego ujecia teorii nazw w jednolitym formalizmie,
bez wytaczania z niego jakichkolwiek nazw. Dodatkowo zblizamy sie w ten
sposob do jezyka naturalnego, w ktérym wymienione kategorie nazw nie sg
wyraznie rozgraniczone i scisle przypisane do specyficznych kontekstow uzy-
cia.

Innego typu watpliwos$ci wzbudza dopuszczalno$é¢ zdan kategorycznych,
w ktorych dwa razy wystepuje ten sam argument. W logice wspotczesnej
tego typu formuly sg traktowane jako naturalne i moga powsta¢ w wyniku
podstawienia tej samej wartosci (stalej badZ zmiennej) w dowolnym wyraze-
niu. Lukasiewicz w swoim systemie formalizujacym sylogistyke Arystotelesa
uzywa nawet formut  kazde S jest S” i ,pewne S jest S” jako aksjomatow.
Takie zdania nie wystepuja jednak w podanym przez Arystotelesa opisie try-
boéw sylogistycznych!®.

St ukasiewicz [32] str. 9-10.

"Zob. wyktad ,History of corruption in logic”, wydany jako czes$é¢ ksiazki [11], str. 44-62.

8Zob. ksiazeczka ,Z badan nad sylogistyka Arystotelesa” [55].

9Dobrze znane sa charakterystyczne przyktady pochodzace z ksigzki T. Kotarbinskiego
[19]: ,,Uran jest planeta” i ,,Jan III Sobieski jest zwyciezca spod Wiednia”.

0Faktycznie Arystoteles postuguje sie tego typu zdaniami w innych rozwazaniach, np.
w ,,Analitykach pierwszych” II 64b.
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Fakt ten wigza¢ mozna ze wspomnianym juz wymogiem, gtoszacym ze sy-
logizm ma prowadzi¢ do nowej wiedzy, wyprowadzi¢ na jego podstawie mozna
,€0$ innego niz sie zatozyto”, a z drugiej strony to, co jest wyprowadzone,
,musi wynika¢ dlatego, ze si¢ zatozylo”. W tym kontekscie zdania ,kazde
S jest 7 1 pewne S jest S” nie sa przydatne, bo przy normalnym uzyciu
sylogizmdéw nic nowego z nich nie wynika ani same nie moga stanowi¢ nowej
wiedzy wynikajacej z pewnych zatozen. Mozna, kierujac si¢ taka motywacja,
podejmowac proby tworzenia systemu formalnego w oparciu o jezyk, z ktore-
go tego typu zdania sg wyeliminowane. Zastosujemy jednak inne podejscie,
w ktorym bedziemy zgodnie z praktyka logiki wspotczesnej dopuszezaé tego
typu wyrazenia jako poprawne syntaktycznie i analizowac ich prawdziwos¢.

Konkludujac powyzsze rozwazania dotyczace dopuszczalnosci nazw w je-
zyku, przyjmujemy w niniejszej pracy rozwigzanie w ramach ktérego dopusz-
czamy uzywanie wszelkich nazw, bez ograniczen naktadanych na podstawia-
nie, a te formuty atomowe, ktorych z réznych powodoéw nie chcemy uznaé za
prawidtowe, bedziemy traktowaé jako syntaktycznie poprawne, lecz falszywe
(nie wlaczamy ich do zbioru tez).

1.1.3 Rozszerzenia jezyka

Od strony jezykowej podstawa dla naszych rozwazan jest jezyk sylogistyki
Arystotelesa w ujeciu Lukasiewicza, w ktorym wystepujg zdania kategorycz-
ne o postaci ,kazde S jest P” oraz ,pewne S sg P”, polaczone spdjnikami
pochodzacymi z klasycznego rachunku zdan. W réznych wspotezesnych for-
malizacjach jezyk ten bywa wzbogacany o dodatkowe elementy. Przyjrzyjmy
sie krotko niektorym rozszerzeniom wystepujacym w literaturze.

Pierwsze z mozliwych rozszerzen jezyka rachunku nazw polega na do-
daniu dodatkowych funktoréw zdaniotwérczych od argumentéw nazwowych.
Tego typu rozszerzenie wystepuje w Ontologii Lesniewskiego, w ktorej pier-
wotnym funktorem tego typu jest funktor ¢ (odezytywany jako ,jest”), a na
jego podstawie definiowane sg funktory sylogistyki w réznych interpretacjach
oraz inne funktory jednoargumentowe wyrazajace cechy nazw zwigzane z ich
liczbg desygnatéw oraz stale nazwowe!l. Caty szereg kolejnych funktoréw tej
samej kategorii co funktory sylogistyki mozna zbudowaé poprzez zestawienie
mozliwych stosunkéw pomiedzy zakresami dwéch nazw!?.

HDefinicje tych funktoréw w ramach Ontologii podaje m.in. Stupecki [56].
128zerokie oméwienie tego typu konstrukeji mozna znalezé w pracy Suchonia [60].
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Innym zrodiem, z ktorego czerpa¢ mozna funktory wzbogacajace rachu-
nek nazw, jest jezyk naturalny. Tego typu inspiracje ma funktor ¢ Lesniew-
skiego majacy w intencji tworcy Ontologii formalizowa¢ uzycie w jezyku pol-
skim stowa ,jest” badz tacinskiego ,est”. Szczegélnie interesujace wydaje sie
tu wprowadzenie do rachunku nazw formalnych odpowiednikéw angielskich
zwrotow s a” oraz ,is the”!3.

Funktory, ktérych bedziemy uzywac¢ w niniejszej pracy, zostang wymie-
nione w kolejnym podrozdziale w ramach formalnej definicji jezyka rachunku
nazw. O wyborze zadecydowato ich osadzenie w tradycji logicznej oraz zbiez-
nos$¢ z wypowiedziami z jezyka naturalnego.

Innym znanym z literatury sposobem rozszerzenia rachunku nazw jest
wprowadzenie do niego funktoréw nazwotworczych od argumentéw nazwo-
wych!4, Wéréd nich wystepuja odpowiedniki dobrze znanych operacji na zbio-
rach w postaci negacji przynazwowej (odpowiadajacej dopeieniu zbioréw)
oraz iloczynu i sumy nazw (odpowiadajacych iloczynowi i sumie zbioréw). Te-
go typu rozszerzen podstawowego rachunku nazw nie bedziemy w niniejszej
rozprawie stosowaé z dwoch powodéw. Pierwszy z nich jest merytoryczny.
Wydaje sig, ze takie dziatania, dobrze funkcjonujace w odniesieniu do zbio-
row, nie zawsze w sposOb intuicyjnie wiarygodny dajg sie przenie$¢ na nazwy.
Nie kazda nazwa ma intuicyjnie czytelne dopekienie, a nie kazda para nazw
— sume i iloczyn. Drugi powdd ma charakter pragmatyczno-techniczny. Oka-
zuje sie bowiem, ze nawet najprostsze srodki pozwalajg na ukazanie bogac-
twa systeméw, a wprowadzenie dodatkowych elementéw zaciemniatoby i tak
juz skomplikowany obraz mozliwych formalizacji rachunku nazw. Ewentualne
wzbogacenie rozpatrywanych systemow o odpowiedniki boolowskich opera-
cji na zbiorach, przede wszystkim o negacje¢ przynazwowa, pozostawimy jako
temat przysztych analiz.

Innym bardzo interesujacym rozszerzeniem jezyka rachunku nazw jest
wprowadzenie do niego relacji'®. Takie rozszerzenie sylogistyki na pewno
warto przeanalizowa¢ rowniez w ujeciu aksjomatycznym, wykracza to jed-
nak poza zakres niniejszej pracy.

Najsilniejszym od strony formalnej rozszerzeniem rachunku nazw jest
wprowadzenie do niego standardowych kwantyfikatoréw wiazacych zmienne
nazwowe. Tego typu podejscie wystepuje w Ontologii Lesniewskiego. Takie

13Takie funktory wystepuja m.in. w pracy Mossa [39)].

Dzialania na nazwach wystepuja m.in. w formalizacjach sylogistyki, pochodzacych od
A. Wedberga [67], J.C. Shepherdsona [51] i E.J. Lemmona [28].

5Rozszerzenie to wystepuje w pracy Pratt-Hartmanna i Mossa [46].
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rozszerzenie z jednej strony wzmacnia mozliwosci ekspresyjne jezyka, z dru-
giej jednak powoduje, ze formutowane w nim teorie sa znacznie trudniejsze
z obliczeniowego punktu widzenia. Pelny rachunek kwantyfikatoréw pierw-
szego rzedu jest bowiem nierozstrzygalny'®. Le$niewski, tworzac Ontologie,
mial na celu nie aksjomatyzacje teorii nazw, lecz budowe fundamentéw nauk
formalnych w ogéle, jako alternatywe do rachunku zbioréw i systemu pod-
staw matematyki, przedstawionego przez Whiteheada i Russela w , Principia
Matematica”.

W niniejszej rozprawie do jezyka rachunku nazw kwantyfikatoréw wpro-
wadzaé nie bedziemy. Podstawowym motywem dla tego wyboru jest formalna
prostota systemoéw bezkwantyfikatorowych oraz ich niska ztozonosé oblicze-
niowa. Dodatkowo zauwazy¢ mozna, ze funktory sylogistyki stanowia tzw.
kwantyfikatory jezyka naturalnego (w ich odczytaniu wystepuja stowa ,kaz-
de” i ,pewne”) i jednym z motywéw budowania teorii nazw jest wykorzysta-
nie jej do analizy wypowiedzi z jezyka naturalnego bez uzycia standardowych
kwantyfikatorow.

1.2 Definicja jezyka

Zdefiniujemy teraz formalnie jezyk rachunku nazw, ktory bedzie uzywany
w pracy. Alfabet rachunku skltada sie z nastepujacych symboli:

e zmienne nazwowe: S, P, M, ... My, M,, ...,

e dwuargumentowe funktory zdaniotwércze od argumentéw nazwowych
(w notacji infiksowej):

— a (funktor tworzacy zdania ogélnotwierdzace sylogistyki, np. for-
mute ,SaP” odczytaé nalezy jako  kazde S jest P”),

— i (funktor tworzacy zdania szczegdtowotwierdzace sylogistyki —
»,91P” odczytaé nalezy jako ,pewne S sg P”),

— e (funktor tworzacy zdania ogdélnoprzeczace sylogistyki — ,,SeP”
odczytaé nalezy jako ,zadne S nie jest P7”),

— o (funktor tworzacy zdania szczegétowoprzeczace sylogistyki —
»,90P” odcezytaé nalezy jako ,pewne S nie sa P”),

16Zob. np. w ksiazce A. Grzegorczyka ,Zarys logiki matematycznej” [14], Twierdzenie
42, str. 442.
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— ¢ (funktor ’jest’ Lesniewskiego — ,SeP” odczytaé¢ nelezy jako
29 jest P7),

— is_the (funktor odpowiadajacy wyrazeniu ,is the” z jezyka angiel-
skiego a jednoczesnie "=’ z Ontologii Le$niewskiego — ,,S is_the P”
odczytaé nelezy jako .S jest obiektem identycznym z P”),

— is.a (funktor odpowiadajacy wyrazeniu is a” z jezyka angiel-
skiego — ,,S is_a P” odczytaé nalezy jako .S jest jednym z P”);

e jednoargumentowe funktory zdaniotwoércze od argumentu nazwowego
pochodzace z Ontologii Lesniewskiego:

— sol (tworzacy prawdziwe zdania dla nazw jednostkowych i pu-
stych),

— ob (tworzacy prawdziwe zdania dla nazw jednostkowych — | 0b(S)”
odezytaé mozna jako ,,S jest obiektem”),

— ex (tworzacy prawdziwe zdania dla nazw niepustych);

e funktory klasycznego rachunku zdan: — (negacja), A (koniunkcja),
V (alternatywa), — (implikacja), = (réwnowaznosé);

e nawiasy.

Dodatkowo uzywaé¢ bedziemy nastepujacych symboli metajezykowych:

e zmienne reprezentujace zmienne nazwowel’: X, Y, ... X1, Xy, ..
e zmienne reprezentujace wyrazenia zdaniowe: o, 3,7, ..., a1, Qq, .. .;
e zmienne reprezentujace zbiory takich wyrazen: &, W, ... &, dy ..

e zmienne przyjete do oznaczania zbioréw zbioréw wyrazen zdaniowych:
K, Ky, Ks, ..., regul (prowadzacych od zbior6w formul zdaniowych do
formul zdaniowych): r,ry,rq, ..., zbioréw regul: R, Ry, Ro,. . ;

e quasi-cudzystowy;

17Zmienne tego typu wykorzystywane beda do pisania o wyrazeniach, ktérych ksztatt
nie jest do konca okredlony. Formuly w jezyku zawieraja jako argumenty funktoréw specy-
ficznych rachunku nazw zmienne nazwowe. Piszac ogélnie o tych formutach, w sytuacjach,
w ktorych nie wiemy, jakie konkretnie zmienne nazwowe z jezyka sa w nich uzyte, bedziemy
stosowali dla ich nazywania zmienne metajezykowe.
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e symbol asercji i wyprowadzalnosci: F (F « oznacza, ze « jest
teza, a a b (3 oznacza, ze (3 jest wyprowadzalne z a);

e symbol odrzucania: 4 (- « oznacza, ze « jest odrzucone)

e podstawienia wyrazen nazwowych za zmienne nazwowe w formutach
i zbiorach formut: e, eq, eo, .. ..

Jesli w danym kontekscie nie bedzie to prowadzito do nieporozumien be-
dziemy opuszczaé¢ w tekscie quasi-cudzystowy oraz symbol asercji.

Poprawnie zbudowang formute rachunku nazw mozemy teraz zdefiniowaé
indukcyjnie w nastepujacy sposob.

1. Wyrazenia "Xa)Y, "TAY, TXeY ", "XV, "XV, "X is_the V7,
"X is.a Y7, Tsol(X)7, Tob(X)7, Tex(X)7, gdzie X i Y reprezentuja
zmienne nazwowe, sg poprawnie zbudowanymi formutami.

2. Jezeli a jest poprawnie zbudowang formuta, to "—a' jest dobrze zbu-
dowang formuta.

3. Jezeli aif sa poprawnie zbudowanymi formutami, to "(a A )7,
"(avP)!, "(a— )71 (a = )" sa poprawnie zbudowanymi formu-
tami.

Jezeli nie bedzie to prowadzi¢ do nieporozumien, bedziemy opuszczaé
nawiasy, przyjmujac zwykla kolejnos¢ wiazania funktorow. Wykorzystujac
tacznos$¢ koniunkcji i alternatywy, bedziemy réwniez zamiast (o A 5) A
oraz a A (S A7) pisa¢ a« A B Ay, a zamiast (aV 3) Vv oraz oV (B V 7y) —
aV BV . Przy wiekszej ilosci wyrazen potaczonych funktorem koniunkcji
(alternatywy) bedziemy stosowaé zapis oy A. .. Aay, (a1V...Vay,), rozumiejac
go zgodnie z przyjetym zwyczajem.

Przy definiowaniu konkretnych systemow rachunku nazw bedziemy ogra-
niczali ten jezyk, uzywajac jedynie wprost wymienionych funktoréw zdanio-
tworczych od argumentéw nazwowych. Funktory zdaniotworcze od argumen-
tow zdaniowych pozostang niezmienione.

Dowolne wyrazenie, zbudowane z funktora zdaniotworczego od argumen-
tow nazwowych oraz jego argumentéw, nazywaé bedziemy formuty atomowq
lub krétko — atomem. Dowolna koniunkcje formut atomowych (takze jedno-
elementowa, tzn. po prostu formule atomowa) bedziemy nazywaé formuta
elementarng. Niech o bedzie formulg elementarna, a § formulyg atomows.
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Kazde wyrazenie o postaci @« — 3, -« lub g bedziemy nazywaé formu-
g hornowskq'®. 7 kolei kazde wyrazenie o postaci a — (3 lub 3 bedziemy
nazywaé formuta definitywng. Formuly hornowskie oraz formuty o postaci
a— [iLV...V B, n>2, gdzie « jest formuty elementarna, a 5;, (1 <7< n)
formutami atomowymi, bedziemy nazywac¢ formutami klauzulowyms. Niech
teraz a i 3 beda formutami elementarnymi. Jezeli wszystkie atomy wystepu-
jace jako elementy koniunkcji formuty g wystepuja réwniez w formule «, to
bedziemy pisa¢, ze o zawiera 3. Oczywiscie, na gruncie klasycznego rachunku
zdan w tej sytuacji dowodliwa jest implikacja o — f3.

1.3 Teorie pierwszego rzedu,
systemy aksjomatyczne i rezolucyjne

Po wprowadzeniu powyzszych ustalen terminologicznych powrécimy do pro-
blemu sformutowania rachunku nazw jako teorii aksjomatycznej. Nie chodzi
w tym momencie o zaden konkretny system (te beda rozpatrywane w kolej-
nych rozdziatach), ale o sama zasade formalizacji.

Jezyk, ktorym sie postugujemy, traktowac¢ mozna jako fragment jezyka lo-
giki pierwszego rzedu, w ktérym nieobecne sg kwantyfikatory'?. Kazda z for-
mutl moze by¢ traktowana jako otwarta formuta jezyka pierwszego rzedu i in-
terpretowana wtedy jako poprzedzona kwantyfikatorami ogélnymi wigzgcymi
wszystkie wystepujace w niej zmienne nazwowe.

Przyjmujemy nastepujace reguty wnioskowania:

e reguta odrywania M P o postaci:

Fa— BiFa
-3 ’

8 Terminologia dotyczaca wyrazen o specyficznej formie pochodzi z teorii programowa-
nia w jezyku logiki, zob. [20, 29].

197Zwykle wymaga sie od teorii pierwszego rzedu, aby zmienne nazwowe w nich wy-
stepujace mialy charakter indywiduowy i reprezentowaly nazwy konkretnych obiektow.
W rachunku nazw zmienne nazwowe maja inny charakter — reprezentuja dowolne nazwy.
W zwiazku z tym rachunek nazw nie jest typowa teoria pierwszego rzedu. Jesli nie wni-
kamy w to, jakiego typu zmienne nazwowe mamy w systemie, to rachunek nazw nie rézni
sie od innych teorii pierwszego rzedu. Mozemy do niego zastosowaé wszystkie formalne
rezultaty dotyczace logiki pierwszego rzedu.
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e reguta podstawiania Sub o postaci:

F o
Fe(a)’

gdzie e jest dowolnym podstawieniem wyrazen nazwowych za zmienne
nazwowe.

Aksjomatami sg wszystkie podstawienia tez klasycznego rachunku zdan
w jezyku oraz specyficzne aksjomaty konkretnej teorii.

Wyprowadzeniem formuly a ze zbioru formut ® bedziemy nazywaé cigg
formul, ktorego kazdy wyraz jest aksjomatem systemu, nalezy do zbioru
® badz zostat otrzymany z poprzednich wyrazow ciggu za pomoca jednej
z regul systemu, a ostatnim wyrazem tego ciggu jest formuta a.

Niech L oznacza zdanie kontradyktoryczne (ktére jest w systemie réwno-
wazne o A —«), Cny bedzie operacja konsekwencji w logice pierwszego rzedu,
a C'n operacja konsekwencji okreslona przez reguty M P i Sub oraz wszyst-
kie podstawienia tez klasycznego rachunku zdan jako aksjomaty. Obie reguty
sg dopuszczalne w logice pierwszego rzedu — jezeli ich przestanki sg tezami,
to wniosek tez jest teza, a aksjomaty sa jej tezami. Wobec tego mozemy
zauwazy¢ nastepujaca prawidtowosé.

Obserwacja 1. Jezeli L € Cn(®), to L € Cni(P).

Uktad przedmiotéw z dowolnej dziedziny (indywiduow, klas, relacji) jest
modelem dla formuty wtedy i tylko wtedy, gdy po przyporzadkowaniu przed-
miotow tego uktadu wszystkim statym i zmiennym symbolom, ktore wyste-
puja w danej formule, otrzymujemy zdanie prawdziwe. Uktad przedmiotéw
jest modelem dla zbioru formut wtedy i tylko wtedy, gdy jest modelem dla
wszystkich formut z tego zbioru przy tym samym dla wszystkich formut przy-
porzadkowaniu przedmiotow stalym i zmiennym. Formute oraz zbiér formut,
dla ktorych nie istnieje model, nazywa¢ bedziemy niespetnialnymi.

W dalszych rozwazaniach wykorzystamy twierdzenie Godla o petnosci
logiki pierwszego rzedu?’.

Twierdzenie 1. | € Cn;(®) wtedy i tylko wtedy, gdy zbiér © jest niespel-
nialny.

20Zob. np. [14], Twierdzenie 25, str. 271.
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Przedstawimy teraz podstawowe pojecia i rezultaty z zakresu rezolucyj-
nego ujecia logiki.

Dowolny atom oraz negacje atomu ustalonego jezyka nazywacé bedzie-
my literatem, przy czym atom nazywac¢ bedziemy tez literatem pozytywnym,
a negacje atomu — negatywnym. Dowolny skonczony zbior literatow nazywac
bedziemy klauzulg. Klauzule pusta oznaczaé bedziemy symbolem [, Klau-
zule stanowiaca sume zbioru literaléw pozytywnych: ® = {aq, ..., o, } oraz
negatywnych U = {=03,,...,20,}, gdzie m,n > 0, bedziemy zapisywaé na-
stepujaco:

O — T,

gdzie V' = {1, ..., 0, }. Zbiory ® oraz ¥’ bedziemy nazywaé odpowiednio le-
wa 1 prawg strong tej klauzuli. Dla uproszczenia, w zapisie klauzul bedziemy,
zgodnie ze zwyczajem, zapisywaé sume zbioréw przy uzyciu przecinka oraz
zaniedbywaé roznice pomiedzy jednoelementowymi zbiorami i ich elementa-
mi, i tak np. zamiast pisaé: {a} U ®, bedziemy pisali: a, &. W tej konwencji
wspomniang wyzej klauzule mozemy zapisa¢ rowniez nastepujaco:

Qla-"agmHﬁla"'aﬁn-

Intuicyjnie niepusta klauzula reprezentuje alternatywe swoich elementéw,
a klauzula pusta odpowiada zdaniu kontradyktorycznemu. Uktad przedmio-
tow jest modelem dla klauzuli wtedy i tylko wtedy, gdy jest modelem dla co
najmniej jednej formuty nalezacej do tej klauzuli. Niech bedzie dany pewien
uktad przedmiotéw i ustalone przyporzadkowanie przedmiotéw tego uktadu
do wszystkich statych i zmiennych symboli, ktére wystepuja w pewnym zbio-
rze klauzul. Wybrany uktad jest modelem dla zbioru klauzul wtedy i tylko
wtedy, gdy przy ustalonym przyporzadkowaniu uktad ten jest modelem dla
wszystkich klauzul z rozpatrywanego zbioru. Zbiér klauzul, dla ktérego nie
istnieje model, nazywac¢ bedziemy niespetnialnym.

Dla klauzul rozpatruje sie regute rezolucji (Rezy) o schemacie:

D) — Uy, 0500, Dy — Uy
e1(®1), ea(P2) — e1(V1), ea(¥3)’

gdzie a1 i as sa atomami, &1, &y, Uy oraz V¥, sg skonczonymi zbiorami
atomow, natomiast e; i ey sa podstawieniami, takimi ze ej(ay) = es(aw).
Klauzule ®; « W,y oraz ag, P «— Wy bedziemy nazywali odpowiednio
lewg i prawa przestanka reguly rezolucji. Atomy a; i as bedziemy okreslali
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jako zunifikowane przez podstawienia e; i eo. W przypadku konkretnego uzy-
cia reguty rezolucji odpowiednie atomy wystepujace w roli a; i ap W regule
okresla¢ bedziemy jako wyeliminowane przez to uzycie.

Wyprowadzenie klauzuli ® ze zbioru klauzul K rozumiemy, analogicznie
do wyprowadzenia formuty ze zbioru formut, jako ciag klauzul, zawierajacy
jako swéj ostatni element klauzule ®, ktorego kazdy wyraz nalezy do zbioru
K lub zostal otrzymany z poprzednich wyrazéw przy uzyciu reguty rezolucji
(Rezy).

W podstawowej dla ujecia rezolucyjnego pracy [49] J.A. Robinson sfor-

mulowal nastepujace twierdzenie?!:

Twierdzenie 2. Niech Cng., bedzie operacjqg konsekwencji wyznaczong je-
dynie przez requle Rezy, a K skonczonym zbiorem klauzul. Zbior K jest nie-
spetnialny wtedy i tylko wtedy, gdy O € Cnpe,(K).

Intuicyjny zwigzek pomiedzy klauzula a wyrazeniem jezyka rachunku
nazw bedacym alternatywsg jej elementow mozemy rozszerzy¢ do dowolnych
formut i sformalizowaé¢ poprzez zdefiniowanie przeksztatcenia formut jezyka
rachunku nazw na zbior klauzul. Otrzymany zbiér klauzul nazywaé¢ bedziemy
postacig klauzulowg formuty.

Kazda formuta moze by¢ przy uzyciu praw KRZ przeksztatcona do for-
muty réwnowaznej bedacej w koniunkcyjno-alternatywnej postaci normalnej:

ar A ANay, n>=1, (1.1)

gdzie oy, 0 <7 < n sa alternatywami literatéw. Do przeksztatcenia wystar-
czy wykorzystac schemat ekstensjonalnosci dla rownowaznosci w klasycznym
rachunku zdan:

Jezeli (o = () to v =~(a//B), (1.2)

gdzie y(a/ /() jest formula otrzymana z -y przez zastapienie dowolnej iloci
wystapien formuty « przez formute 3; oraz nastepujace prawa tego rachunku:

(@=p5)={(a—=B)A (B — a)),

(
(a = f) = (~aV d), (1.4
—(aAf) = (naV-p), (1.5
—(aV B) = (—maA-p), (1.6

21Resolution Theorem, str. 30.
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((@nB)vy) = ((aVy)ABYY), (1.7)
(@V (BA7)=(aVB)Alavy)). (1.8)

Posta¢ klauzulowg formuty definiujemy nastepujaco:

e postacig klauzulowg alternatywy literatéw jest jednoelementowy zbior
klauzul zawierajacy jako swoj element zbiér literaléw tworzacych te
alternatywe;

e postacig klauzulowa koniunkcji alternatyw elementarnych (wyraze-
nia, ktére jest w koniunkcyjno-alternatywnej postaci normalnej) jest
suma postaci klauzulowych jej czynnikow;

e postacig klauzulowa dowolnej formuty jest postaé¢ klauzulowa rowno-
waznego jej wyrazenia w koniunkcyjno-alternatywnej postaci normal-
nej.

Przeksztalcenie mozemy rozszerzy¢ na zbiory formut. Postacia klauzulowa
zbioru formut jest suma postaci klauzulowych jego elementow.

Okreslenie postaci klauzulowej oraz niespetnialnosci dla zbioréw formut
i zbioréw klauzul gwarantuje shusznosé nastepujacej obserwacji:

Obserwacja 2. Zbior formul jest niespetnialny wtedy 1 tylko wtedy, gdy zbior
klauzul stanowigcy jego postac klauzulowq jest niespetnialny.

Reguta rezolucji moze w systemie aksjomatycznym zosta¢ zastapiona
przez polaczenie reguly Sub oraz nastepujacej reguly Rez,?%:

ar — B Vyy Aag — By
ag Ao — 31V By

Y

gdzie v jest formuty atomowa, aq, as sg formutami elementarnymi badz sa
réwnowazne —.L, za$ 51 i [y sa alternatywami formut atomowych (mozliwie
jednoelementowymi, tzn. atomami) badZ sa rownowazne L. Formuty =1 i L
sg odpowiednikami zbiorow pustych, ktére moga wystapi¢ w odpowiednich
miejscach w regule rezolucji dla klauzul.

Ze wzgledu na to, ze formuta:

(a1—>ﬂl\/7)/\(7/\ag—>ﬁg)ﬁ(041/\042—>61\/52) (19)

22Taka forma wprowadzenia do systemu reguly rezolucji wystepuje np. w ksiazce [3].
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jest teza klasycznego rachunku zdan, reguta Rez; jest dopuszczalna w roz-
patrywanych przez nas systemach rachunku nazw. Fakt ten prowadzi do na-
stepujacej obserwacji:

Obserwacja 3. Niech ® bedzie dowolnym zbiorem formul jezyka rachunku
nazw, a K postacig klauzulowg tego zbioru. Jezeli 0 € Cnpge.(K), to L €
Cn(®).

Zestawienie Twierdzenia 1, Twierdzenia 2 oraz Obserwacji 1, Obserwa-
cji 2 1 Obserwacji 3 prowadzi do nastepujacego lematu okreslajacego relacje
miedzy interesujacymi nas systemami aksjomatycznymi a systemami rezolu-
cyjnymi.

Lemat 1. Niech ® bedzie skonczonym zbiorem formut jezyka rachunku nazw,
a K zbiorem klauzul stanowigcym jego postac klauzulowq. Nastepujgce stwier-
dzenia sq rownowazne:

(i) O € Crip.(K);

(i) L € Cn(P);

(i1i) L € Cnp(P).

W dalszym ciggu interesowa¢ nas bedzie, jak przy pomocy podejscia re-
zolucyjnego sprawdzi¢, czy dana formuta o jezyka rachunku nazw jest teza
systemu aksjomatycznego, ktorego aksjomaty specyficzne tworzg skonczony
zbior ®, tzn. czy a € Cn(P).

Na potrzeby tych rozwazan, w celach czysto technicznych, rozszerzymy
jezyk, ktorym sie postugujemy o state nazwowe. Nie beda one wystepowac
w formutach jezyka rachunku nazw, beda wykorzystywane jedynie w proce-
durach dowodowych, opartych o regute rezolucji oraz zwigzanych z nimi do-
wodach zaltozeniowych. Tego typu state nazwowe nie sg wiec z intuicyjnego
punktu widzenia nazwami konkretnych przedmiotow ze $wiata pozajezyko-
wego, jak zwykle rozumie si¢ state nazwowe, lecz wyrazeniami nazwowymi,
majacymi te wlasnos¢, ze nie mozna za nie nic podstawic.

Zaczniemy od sformutowania i udowodnienia twierdzenia o dedukcji dla
operacji Cn?.

Twierdzenie 3. Niech ® bedzie skonczonym zbiorem formudt, 5 dowolng for-
mutq, a o formulg nie zawierajgcg zmiennych.

Jezeli f € Cn(®U{a}), to "a — 57 € Cn(P).

BTwierdzenie wystepuje w pracy [22] jako Lemat 1.
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Dowdd. Przeprowadzimy indukcje ze wzgledu na liczbe zastosowan regut
w wyprowadzeniu, tzn. taka liczbe k, ze v € Cn*(¥), gdy v daje si¢ wypro-
wadzi¢ z ¥ przy k-krotnym uzyciu jednej z regut M P lub Sub. Oczywiscie,
Cn(V¥) = U{Cn*(¥)}. Udowodnimy indukcyjnie nastepujaca zaleznosé:

dla kazdego k jezeli 3 € Cn*(® U {a}), to "a — 37 € Cn(®).  (1.10)

Niech & = 0, co oznacza, ze § € (® U {a}). Jezeli § = a, to poniewaz
Ta — o € Cn(0) € Cn(®) mamy réwniez "a — 7 € Cn(P). Jezeli zas
[ € @, to, poniewaz "5 — (a — ()7 € Cn(d) € Cn(®P) stosujac regule
odrywania M P, otrzymamy "o — 57 € Cn(P).

Zatézmy teraz indukcyjnie, ze (1.10) zachodzi dla kazdego k < [ oraz,
ze B € Cn!(® U {a}). Jezeli formuta 3 zostala otrzymana przy uzyciu re-
guly odrywania M P, to istnieje formuta ~ oraz liczby naturalne m,n < [
takie, ze v € Cn™(®U{a}) oraz "y — (7 € Cn™(®PU{a}). Z zalozenia
indukcyjnego mamy stad "a — Y, Ta — (v — [)7 € Cn(P), i dalej,
Ta — (7€ Cn(®P). Jezeli natomiast formula a zostala otrzymana przy uzy-
ciu reguty podstawiania Sub, to istnieje formuta « oraz liczba naturalnan <[
taka, ze v € Cn™(® U{a}) i podstawienie e takie, ze 3 = e(y). Na mocy za-
tozenia indukcyjnego "o — 47 € Cn(®). Stosujac regute podstawiania Sub,
otrzymujemy e(a — v) € Cn(®). Ze wzgledu na to, ze a nie zawiera zmien-
nych e(a) = «, a zatem e(a — v) = a — (. Stad "o — 7 € Cn(P). [ |

Wykorzystamy jeszcze nastepujacy lemat:

Lemat 2. Niech ® bedzie skoniczonym zbiorem formul, o formulg, a Const =
{c1,¢a,...} przeliczalnym zbiorem stalych nazwowych, ktdre nie wystepuje w
® ani w a. Niech dalej o bedzie formutq otrzymang z o przez podstawienie
za wszystkie zmienne réznych statych ze zbioru Const.

a € Cn(P) wtedy i tylko wtedy, gdy a € Cn(P)

Dowdd. Dowdd jest taki sam jak analogicznego twierdzenia dla logiki pierw-
szego rzedu?*. Wystarczy zauwazy¢, ze w wyprowadzeniu formuly o* z for-
mut ze zbioru ® mozna zastapic¢ state ze zbioru C'onst zmiennymi, za ktére te
state zostaly podstawione dla otrzymania z formuty a formuty o*. Poniewaz
state ze zbioru Const nie wystepujg w ® ani w «, otrzymany cigg bedzie
wyprowadzeniem wyrazenia « z tych samych formut ze zbioru . |

2Por. Twierdzenie 14, str. 196 w [14].
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Powyzsze twierdzenia pozwalajg na scharakteryzowanie operacji konse-
kwencji zwiazanej z aksjomatycznymi systemami rachunku nazw poprzez na-

stepujace twierdzenie?:

Twierdzenie 4. Niech ® bedzie skonczonym zbiorem wyrazen rachunku nazw,
a formulg tego rachunku, Const = {cy,co, ...} przeliczalnym zbiorem sta-
tych nazwowych, ktore nie wystepujg w ® ani w a, a o formulq otrzymang
z « przez podstawienie za wszystkie zmienne roznych statych ze zbioru Const.
Niech dalej K bedzie zbiorem klauzul, stanowigcym postaé klauzulowg zbioru
® U {—a*}. Nastepujgce warunki sq réwnowazne:

(1) O € Cnpge.(K);

(ii) a € Cn(P);

(i) o € Cny(P).

Dowdd. (i) — (ii). Zatézmy, ze O € Cnpge,(K). Na mocy Lematu 1 wy-
nika stad, ze L € Cn(® U {-a*}). Na mocy Twierdzenia 3, ktére mo-
zemy zastosowac, poniewaz —a* nie zawiera zmiennych, wynika stad, ze
—of — 1L € On(P), i dalej, o € Cn(P). Dzigki Lematowi 2 wynika stad, ze
a € Cn(P).

(il) — (iii). Zalezno$¢ zachodzi, poniewaz reguty definiujace operacje Cn
sg zachowane przez operacje Cnj.

(iii) — (i). Zaltézmy, ze a € Cn;(P). Stosujac regute podstawiania obo-
wigzujaca w ramach operacji Cn; otrzymamy o* € Cn;(®). Poniewaz ope-
racja C'ny jest oparta na klasycznym rachunku zdan, L € Cn;(® U {—a*}).
Na mocy Lematu 1 w tej sytuacji O € Cnge.(K).

[ |

1.4 Implikacje, reguly i wyprowadzenia

Ograniczenie w systemach rezolucyjnych zbioru regut do jedynej reguty rezo-
lucji pozwala na zaobserwowanie interesujacych prawidtowosci dotyczacych
wyprowadzalnosci, w szczegdlnosci dotyczacych formut klauzulowych i hor-
nowskich. Rozpocznijmy od nastepujacych lematéw dotyczacych przesuwania
pewnych elementéw wewnatrz wyprowadzenia.

ZTwierdzenie 1 w pracy [22].
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Lemat 3. W dowolnym wyprowadzeniu w systemie z requiq rezolucji jako
jedyng regutg mozna uzycie reguly rezolucji z zastosowaniem jednoele-
mentowej klauzuli jako jednej z przestanek przesungé w wyprowadzeniu
przed lub za inne zastosowanie requly rezolucyi.

Dowdd. Rozwazmy najpierw sytuacje przesuwania uzycia interesujacego nas
przypadku rezolucji przed inne jej uzycie. Wezmy pod uwage przyktad, w kto-
rym z klauzul:

Oéhq)l <_\:[]1761 (111)
i
B, @2 — Wy (1.12)
wyprowadzona jest klauzula:
61((11),61(@1),62(@2) — 61(\111),62(\112), (113)

gdzie e; 1 e; sa podstawieniami takimi, ze e () = ea(s),
i dalej, z klauzuli (1.13) oraz
0—a (1.14)

wyprowadzona jest klauzula:

ez(e1(®1)), ez(e2(P2)) « es(er(V1)), ez(e2(V2)), (1.15)

gdzie e i ez sa podstawieniami takimi, ze e(a) = ez(eg(aq)).
W tej sytuacji, poniewaz e(a) = es(ei(aq)), z klauzul (1.14) i (1.11)
mozna wyprowadzi¢ klauzule:

ez(e1(®)) « es(er(W)), es(er(B)). (1.16)

Poniewaz e1(31) = ex(f2), mamy réwniez es(ei(f1)) = ez(ea(Fz2)). Zatem
z klauzul (1.16) i (1.12) mozemy otrzymaé klauzule (1.15).

Powyzsze przeksztalcenie mozna zastosowaé niezaleznie od tego, ktére
z atoméw a1 o oraz () 1 (B, tworzacych pary literaléw eliminowanych po-
przez zastosowanie reguly rezolucji, tworza literaly pozytywne (znajduja sie
po lewej stronie znaku ,«”), a ktére negatywne (znajduja sie po prawej stro-
nie znaku ,«"). W zwiazku z tym zastosowanie reguty rezolucji z uzyciem
klauzuli jednoelementowej zawsze mozna przesunaé¢ przed jej inne zastoso-
wanie.
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Rozwazmy teraz przykltad przesunigcia uzycia interesujacego nas przy-
padku rezolucji za inne jej uzycie. Niech z klauzul:

0—a (1.17)

Oél,q)l A \1/17/61 (118)

wyprowadzona bedzie przy uzyciu reguty rezolucji Rez; klauzula:

el(®1) « er(W1), e1(B), (1.19)

gdzie e i e; sa podstawieniami takimi, ze e(a) = e (),
i dalej, z klauzuli (1.19) oraz

B2, Py — Wy (1.20)
wyprowadzona jest klauzula:
es(€1(P1)), e2(P2) — es(er(V1)), e2(Va), (1.21)

gdzie 63(61(ﬁ1>> = 62(52)‘
W tej sytuacji, poniewaz e3(e1(1)) = e2(02), mozemy z klauzul (1.18)
i (1.20) wyprowadzié¢ klauzule:

es(e1(an)), es(er(Pr)), e2(P2) — es(e1(P1)), e2(Va). (1.22)

Poniewaz e;(a;) = «, mamy réwniez es(e;(ay)) = ez(e(w)). Mozemy wiec
zastosowaé regule rezolucji do klauzul (1.17) i (1.22) (stosujac do nich od-
powiednio podstawienia es o e; oraz ez o e, otrzymujac w rezultacie klauzule
(1.21)).

Tak jak w przypadku przesuwania interesujacego nas zastosowania regu-
ty rezolucji w przeciwng strone, powyzsze przeksztalcenie mozna zastosowaé
niezaleznie od tego, ktére z atomow « i iy oraz 3y i (o, tworzacych pary lite-
ratéw eliminowanych poprzez zastosowanie reguty rezolucji, tworza literaty
pozytywne (znajduja sie po lewej stronie znaku ,«”), a ktore negatywne
(znajduja sie po prawej stronie znaku ,«"), a zatem zastosowanie reguty
rezolucji z uzyciem klauzuli jednoelementowej zawsze mozna przesunaé za
inne zastosowanie. |
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Lemat 4. Jezeli klauzule ® da sie wyprowadzi¢ ze zbioru klauzul K, to ist-
nieje wyprowadzenie ® z K, w ktorym wszystkie klauzule jednoelementowe,
o ile w wyprowadzeniu wystepujq, wykorzystane sq w ostatnich zastosowa-
niach requly rezolucji.

Dowdd. Na mocy Lematu 3 zastosowanie reguty rezolucji z klauzula jedno-
elementowsg jako przestanka mozna przesuna¢ w ramach wyprowadzenia za
kazde inne zastosowanie rezolucji. Sukcesywnie przesuwajac w ten sposob
wszystkie zastosowania reguty rezolucji z klauzula jednoelementows na ko-
niec wyprowadzenia, otrzymamy wyprowadzenie, o ktérego istnieniu méwi
lemat. |

Obserwacja 4. Postaciqg klauzulowg negacyi formuty klauzulowej jest zbior
jednoelementowych klauzul. Postacig klauzulowqg negacyi formuty definityw-
nej jest zbior jednoelementowych klauzul, z ktorych doktadnie jedna zawiera
negatywny literal, a wszystkie inne zawierajg pozytywne literaty.

Jezeli w formule klauzulowej usuniemy z poprzednika lub nastepnika ja-
ki$ jej element, to otrzymamy formute od niej silniejszg. Prawidlowosé te
wyrazimy formalnie z wykorzystaniem funkcji str, przeksztalcajacej formu-
ly klauzulowe w zbiory formut klauzulowych, zdefiniowanej w nastepujacy
Sposob:

Definicja 1. Niech o bedzie formulg klauzulowq o postaci:
iAo AP =1V V .

str(a) jest zbiorem wszystkich implikacji, ktorych poprzednikiem jest koniunk-
cja dowolnie wybranych elementéw ze zbioru {1, ..., 0B}, a nastepnikiem
alternatywa dowolnie wybranych elementéow ze zbioru {v1,..., v}

Nastepujace prawa rachunku zdan:
dotaczanie alternatywy w nastepniku i koniunkcji w poprzedniku implikacji:

(@ —B) = (a—BVy), (1.23)

(=)= (aNy—0), (1.24)

tautologii dla koniunkcji i implikacji:

(@ha)=a, (1.25)
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(aVa)=a (1.26)

oraz symetrycznosci i tacznosci dla koniunkcji i alternatywy:

alNB=p6Aa, (1.27)
aVpB=p3Va, (1.28)
(aNBYANy=aN(BAY), (1.29)
(aVpB)Vy=aV(BVy) (1.30)

uzasadniajg ponizsza obserwacje.
Obserwacja 5. Jezeli a € str(f3), to a — 3.

Twierdzenie 5. Niech o bedzie formule klauzulowg, a ® zbiorem formul
klauzulowych. Nastepujgce warunki sg rownowazne:

(1) istnieje formula B € str(a), ktora daje sie wyprowadzié z ® przy uzyciu
requly rezolucji dla formut Rezy @ requly podstawiania Sub;

(11) a € Cn(D).

Dowdd. Zachodzenie zaleznosci (i) — (ii) jest oczywiste, zwazywszy na do-
puszczalnosc reguty Rezy na gruncie klasycznego rachunku zdan.
Dla pokazania zaleznoéci (ii) — (i) zalézmy, ze

a=(@AN...Nayp — B V...VG,) € Cn(P),(m,n>0).

Niech o bedzie rezultatem podstawienia za wszystkie zmienne w « réznych
statych, ktore nie wystepuja w o ani w ®. Poniewaz « i — co za tym idzie —
a* sa formutami klauzulowymi, zgodnie z obserwacja (4) posta¢ klauzulowa
- jest zbiorem jednoelementowych klauzul:

{al<_®7---,O-/m<_®7®<_ﬁ17"'7®<_6n}7

ktory oznaczymy L. Niech K bedzie postacig klauzulowsg ®. 7Z Twierdzenia
4 mamy wtedy O € Cng..(K UL). Z Lematu 4 wynika, ze istnieje wyprowa-
dzenie klauzuli [J ze zbioru K U L, w ktérym wszystkie wystepujace w nim
elementy zbioru L sg wykorzystane w ostatnich krokach wyprowadzenia. Po-
niewaz atomy wystepujace w klauzulach ze zbioru L odpowiadajg atomom
z formuly « (zbudowane sa przy uzyciu tych samych funktoréw), a w miejsce
zmiennych wystepujacych w a wystepuja w tych klauzulach rézne state nie-
wystepujace w ¢, w wyprowadzeniu bezposrednio przed atomami z L musi



Implikacje, reguty i wyprowadzenia 35

znajdowaé sie klauzula W, ktéra zawiera jako pozytywne literaty elemen-
ty ze zbioru {f,..., 0.}, a jako negatywne — negacje elementéw ze zbioru
{aq, ..., an}. W wyprowadzeniu tym przed klauzula ¥ nie znajduje sie zaden
element ze zbioru L, a wiec poczatkowy fragment wyprowadzenia, konczacy
si¢ na klauzuli ¥, stanowi wyprowadzenie klauzuli ¥ ze zbioru K. Poniewaz
® zawiera jedynie formuty klauzulowe, wyprowadzenie klauzuli ¥ ze zbioru
klauzul K mozemy bezposrednio przeksztatci¢ na wyprowadzenie ze zbioru
formut ®, w ktérym stosowana jest jedynie reguta rezolucji dla formut Rez;
i reguta podstawiania Sub wyrazenia klauzulowego, w ktorego poprzedniku

znajduje sie koniunkcja pewnych elementéw zbioru {aq, . .., a,, }, a w nastep-
niku alternatywa pewnych elementéw zbioru {f, ..., 3,}. Wyrazenie to jest
elementem zbioru str(q). [

Obserwacja 6. W wyniku zastosowania reguty rezolucji dla formut Rezy do
przestanek, ktore sq formutami definitywnymai, otrzymugje sie formute defini-
tywng. W wyniku zastosowania requiy rezolucji dla formut Rez; do przesta-
nek, ktore sq formutami hornowskimi otrzymuje sie formute hornowskq.

Stosujgc wiee regqule rezolucji w zbiorze klauzul definitywnych (hornow-
skich) otrzymadé mozna jedynie formuly definitywne (hornowskie).

Zestawiajac te obserwacje z Twierdzeniem 5, otrzymamy bezposrednio

pokazane przez J.C.C. McKinseya?® twierdzenie dotyczace teorii hornow-
skich.

Twierdzenie 6. Niech a bedzie formulg elementarng, a G; (1 < i < n)
atomami. Jezeli wszystkie aksjomaty bezkwantyfikatorowej teorii opartej na
klasycznym rachunku zdan sq formutami hornowskimi, to formulta

Oé—>ﬁ1\/\/ﬁn

jest tezq tej teorit wtedy i tylko wtedy, gdy tezq jest przynagmnie) jedna z for-
mut
Oé—>61,...,Oé—>6n.

Powyzsze rezultaty pozwalajg na ponowne przyjrzenie si¢ relacjom po-
miedzy formalizacja rachunku nazw w postaci systemu aksjomatycznego nad-
budowanego nad klasycznym rachunkiem zdan a formalizacja oparta na re-
gutach. W systemach regutowych rachunku nazw podstawowym elementem

26Z0b. [38]. W kontekécie systeméw rezolucyjnych twierdzenie przedstawione i udowod-
nione jest réwniez w pracy [22].
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formalizacji sa regulty. Kazda z regut zbudowana jest ze zbioru przestanek
i z wniosku, a kazda z przestanek i wniosek sg formutami atomowymi jezy-
ka rachunku nazw. Ograniczamy si¢ do regul, ktérych zbiory przestanek sa
skonczone. Przedmiotem analizy sg dwie kwestie:

(1) czy z danego zbioru wyrazen atomowych jezyka ® przy uzyciu regul ze
zbioru R da sie wyprowadzi¢ jakie$ wyrazenie atomowe jezyka o,

(2) czy jakas reguta wtoérna r jest wyprowadzalna ze zbioru regut R.

W pierwszej z poruszonych kwestii mamy do czynienia z sytuacja, w ktorej
reguly mozna stosowac wielokrotnie i formuta uzyskana jako rezultat zastoso-
wania reguty moze by¢ przestanka w kolejnym jej uzyciu. Zwroémy uwage, ze
nie wszystkie elementy zbioru ® musza by¢ uzyte w wyprowadzeniu. W ujeciu
aksjomatycznym mozemy sformutowaé analogiczny problem. Zamiast dowol-
nej reguty ze zbioru R mozemy uzy¢ implikacji, ktérej poprzednikiem jest
koniunkcja przestanek, a nastepnikiem wniosek reguty. Implikacje takie sa
oczywiscie formutami definitywnymi.

Ponizsza prawidlowo$¢ wynika wprost z definicji operacji C'n, w ktorej
obecne sa reguta odrywania M P i podstawiania Sub, oraz z Twierdzenia 5.

Obserwacja 7. Niech o bedzie formutqg atomowq jezyka rachunku nazw, ®
zbiorem formut atomowych jezyka rachunku nazw, a R zbiorem regul. Niech
dalej U bedzie zbiorem wszystkich formut definitywnych odpowiadajgcych re-
gutom ze zbioru R.

a jest wyprowadzalne ze zbioru @ przy uzyciu requl za zbioru R
wtedy i tylko wtedy, gdy o € Cn(P U V).

W sformutowaniu drugiej kwestii pojawia sie pojecie reguty wtérnej, zwia-
zane 7z przeksztatceniem regut. Takie przeksztatcanie moze by¢ okreslane na
rézne sposoby. W pracy [46] nowe reguty otrzymywane sa w sposdb nastepu-
jacy:

Niech 7 i r9 bedg regutami o schematach odpowiednio:

{ag, ..., an}/a

oraz

{/317 cee 76”}/ﬁ

Nowa regule mozemy otrzymaé, o ile dla pewnego i,1 < i < m «a; = (. (Przy
roznicach pomiedzy «; oraz 3 sprowadzajacych sie do ksztaltu zmiennych,
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mozna tak przeformutowaé ktoéras z regut poprzez wymiane zmiennych, aby
te roznice zlikwidowaé.) Nowa reguta przyjmie postac:

B, By, i1, Qg o

Latwo zauwazy¢, ze tresciowo sposob ten odpowiada doktadnie regule
rezolucji. Fakt ten w potaczeniu z Twierdzeniem 5 wyraza nastepujaca ob-
serwacja:

Obserwacja 8. Niech r bedzie requlg, R zbiorem requl, o formutq defini-
tywng odpowiadajgcq requle r, a ¥ zbiorem wszystkich formut definitywnych
odpowiadajgcych requtom ze zbioru R.

Reguta r jest wyprowadzalna ze zbioru R wtedy 1 tylko wtedy, gdy
a e Cn(¥).

Zauwazmy, ze stosowanie tej procedury nie pozwala na dodanie do zbioru
przestanek dodatkowych elementow, odpowiadajace wzmacnianiu poprzed-
nika implikacji dopuszczalnemu w klasycznym rachunku zdan.

Podsumowujac, mozemy stwierdzi¢, ze podejscie aksjomatyczne i reguto-
we roznig sie gtéwnie formalnie. Jezeli skupimy sie w podejéciu aksjomatycz-
nym na formutach definitywnych, to zauwazymy, ze mozna je przetozy¢ na
reguty i odwrotnie, a wszelkie interesujace rozumowania mozna w obie strony
przettumaczyc¢.

Uzycie rachunku zdan ogranicza sie w tym wypadku do reguty rezolu-
cji dla formut Rez; schematu ekstensjonalnosci dla réwnowaznosci (1.2) oraz
praw rachunku zdan oznaczonych jako formuty (1.24) - (1.30). Formuta (1.24)
ma zastosowanie jedynie w przypadku zagadnienia (1). Dodatkowo, rozsze-
rzenie do peklego klasycznego rachunku zdan mozna ograniczy¢ do praw
pozwalajacych na sprowadzenie dowolnej formuty do postaci normalnej, tzn.
formut (1.3) — (1.8).

Odniesmy teraz powyzsze rezultaty do sylogistyki, powracajac w ten spo-
sob do kwestii postawionej na poczatku tego rozdziatu. Formutami atomowy-
mi w sylogistyce sa zdania kategoryczne (SaP, SiP, SeP oraz SoP). Jezyk
rachunku nazw jest wiec tu ograniczony poprzez uzycie jedynie tych funkto-
row sylogistyki.

Jak zauwazylismy, sylogizmom rozpatrywanym przez Arystotelesa i w lo-
gice tradycyjnej odpowiadaja w ujeciu aksjomatycznym formuly o postaci
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implikacji, ktorej poprzednikiem jest koniunkcja wyrazen atomowych be-
dacych przestankami sylogizmu, a nastepnikiem wyrazenie atomowe beda-
ce wnioskiem. Sa one wigc w naszej terminologii formutami definitywnymi.
W zwiazku z tym mozemy wprost zastosowaé powyzsze rezultaty.

Charakterystyczna cecha systemu sylogistyki, zaproponowanego przez f.u-
kasiewicza, ktora posiadaja rowniez systemy rozpatrywane w niniejszej pra-
cy, jest to, ze w systemie tylko funktory ¢ oraz a, tworzace zdania pozytywne
o postaci SaP i SiP, s terminami pierwotnymi, a funktory e oraz i, two-
rzace zdania negatywne, potraktowane sg jako skrdty definicyjne, okreslone
wedtug nastepujacych defionicji:

SeP —df _|SZ.P; (131)

SoP =4 —~SaP; (1.32)

W rezultacie negatywne zdania kategoryczne sylogistyki nie sg wyrazenia-
mi atomowymi systemu f.ukasiewicza, a sylogizm zawierajacy zdania katego-
ryczne negatywne przyjmie posta¢ inna niz formuta definitywna (ani czynniki
poprzednika, ani nastepnik implikacji, ktora reprezentuje sylogizm, nie musza
by¢ atomami).

Jednakze przy zastosowaniu praw rachunku zdan:

aN-f—-y=a—[FVry (1.33)

oraz
a—f[fV-y=aAy— [ (1.34)

lub
a— f=-(aNpb) (1.35)

mozemy znalezé¢ formule klauzulowa odpowiadajaca tego typu sylogizmowi?”,

a wiec rezultaty niniejszego podrozdziatu maja do nich zastosowanie.

27Stosujac prawidla dotyczace sylogizméw znane z logiki tradycyjnej: (i) tylko jedna
przestanka sylogizmu moze by¢ negatywna oraz (ii) jezeli wéréd przestanek jest przestanka
negatywna, to wniosek tez musi by¢ negatywny moglibyémy w tym miejscu ograniczy¢ sie
do formut hornowskich, lecz dotyczy to tylko klasycznej sylogistyki.
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1.5 Rozstrzygalnos$é¢ definitywnych teorii
opartych na klasycznym rachunku zdan

W oparciu o Twierdzenie 4 zbudujemy procedure decyzyjna dla problemu
wyprowadzalnosci w ramach teorii definitywnych okreslonych w jezyku ra-
chunku nazw, tzn. dla odpowiedzi na pytanie czy dana formuta « nalezy do
zbioru Cn(®), gdy ¢ jest zbiorem formut definitywnych.

Na mocy wspomnianego twierdzenia, dla skonczonego zbioru dowolnych
formut ® zachodzi a € Cn(®P) wtedy i tylko wtedy, gdy O € Cnge,(K), gdzie
K jest zbiorem klauzul stanowigcym postaé¢ klauzulowg zbioru ® U {—a*},
a o formutg otrzymana z o przez podstawienie za wszystkie zmienne réznych
statych nie wystepujacych w o ani w .

W dalszych rozwazaniach ograniczymy sie do formut definitywnych, tzn.
formut o postaci:

a1 AN...Nay, — [,

gdzie n > 0, a o; (0 < 7 < n) oraz  sa formulami atomowymi. Postaé
klauzulowg takiej formutly stanowi jednoelementowy zbior klauzul zwierajacy
nastepujaca klauzule:

B(_ala"'aanv

a posta¢ klauzulowa negacji tego typu formuty przyjmuje posta¢ nastepuja-
cego zbioru jednoelementowych klauzul:

{@Hﬂ,a1<—@,...,o¢n<—@}

W rozptrywanej przez nas sytuacji, w ktérej zbiér formut ¢ U {a} za-
wiera jedynie formuty definitywne, zdefiniowany powyzej zbiér klauzul K,
stanowiacy postaé¢ klauzulowa zbioru formut ® U {—-a*}, zawiera wiec do-
ktadnie jedna klauzule z pusta lewa strong i jednoelementowa prawsg strona,
tzn. klauzule o postaci:

(A) 0 —a,

a pozostate klauzule sg klauzulami definitywnymi z niepusta prawsg strona,
tzn. przyjmuja postac:

(B) B—aq,...,an(n>1),
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lub klauzulami definitywnymi z pusta prawa strong, tzn. przyjmuja postac:
(C) B0

gdzie we wszystkich przypadkach «, 5 oraz a; (1 < i < n) sa atomami.

Aby w wyprowadzeniu rezolucyjnym mogta zosta¢ na koniec otrzymana
klauzula pusta, kazdy z atoméw wystepujacych w klauzulach uzytych w tym
wyprowadzeniu musi zosta¢ wyeliminowany przez jakies uzycie reguty rezo-
lucji. Aby to byto mozliwe, dla kazdego z atoméw kazdej klauzuli musi w wy-
prowadzeniu pojawi¢ sie klauzula, ktéra zawiera po przeciwnej stronie znaku
»—" atom, ktory bedzie mu odpowiadat (taka para atoméw bedzie wspélnie
wyeliminowana poprzez jakie$ uzycie reguty rezolucji?®). W szczegolnosci dla
kazdej wystepujacej w nim klauzuli o postaci (B) musi w tym wyprowadze-
niu znalez¢ sie n klauzul o postaci (C), odpowiadajacych elementom prawej
strony tej klauzuli.

Rozpatrzmy sytuacje, w ktorej w wyprowadzeniu prowadzacym do klau-
zuli pustej regula rezolucji jest uzyta do dwdch przestanek o postaci (B).
Niech prawa przestanka ma postac: 0 < v1,..., v, (m > 1). Jak zauwazyli-
$my, w naszym wyprowadzeniu dla kazdego ¢ (1 > ¢ > m) musi wystepowaé
klauzula 7, < 0 taka, ze atomy ~; i v} sa wspdlnie wyeliminowane poprzez
jakies uzycie reguty rezolucji. Na mocy Lematu 3 mozna wtedy tak przesunaé¢
uzycie tych klauzul, aby znalazlty sie przed interesujacym nas uzyciem reguty
rezolucji. W tak przeksztalconym wyprowadzeniu prawa przestanka bedzie
mialta postaé¢ e(d) < ), dla pewnego podstawienia e.

W ten sposéb mozna wyeliminowaé¢ wszystkie uzycia regulty rezoluciji,
w ktorych obie przestanki maja postaé (B). Z kolei na mocy tego samego
Lematu 3 uzycie reguty rezolucji z wykorzystaniem jedynej w interesujacym
nas wyprowadzeniu klauzuli o postaci (A) mozna przesuna¢ na sam koniec
wyprowadzenia.

W przeksztatconym wyprowadzeniu wszystkie uzycia reguty rezolucji ma-
ja jako prawa przestanke formuty o postaci (C), a wszystkie, z wyjatkiem
ostatniej, jako lewg przestanke — klauzule o postaci (B). W ostatnim uzyciu
reguly rezolucji jako lewa przestanka uzyta jest klauzula o postaci (A).

Takie wyprowadzenie rezolucyjne mozna przedstawi¢ bez zmiany jego
istoty, w postaci dowodu zalozeniowego formutly definitywnej o w zbiorze
formut definitywnych ® okreslonego w ponizszej definicji.

28Moze sie zdarzyé, ze w wyprowadzeniu, zanim atomy te zostana wyeliminowane, na
jednym z nich lub obu zostanie dokonane podstawienie. Niezaleznie od tego, czy takie
podstawienie ma miejsce czy tez nie, atomy te da si¢ zunifikowac.
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Definicja 2. Niech ® bedzie zbiorem formut definitywnych, a o formutq de-
finitywng. Niech dalej Const = {cy,ca, ...} bedzie przeliczalnym zbiorem sta-
tych nazwowych, ktére nie wystepujg w ® ani w o, a o* formulq otrzymang
z a0 przez podstawienie za wszystkie zmienne roznych statych ze zbioru Const.
Dowodem zalozeniowym o w ® nazywaé bedziemy cigg formul (wyrazy
tego ciggu bedziemy nazywaé wierszami), zbudowany w nastepujacy sposob:

o kazdy wiersz dowodu jest uzyskany przy uzyciu jednej z ponizszych requt
dotgczania nowych wierszy do dowodu:

— do dowodu mozna dolgczyé jako nowy wiersz kazdy element po-
przednika formuty o;

— dla dowolnego f =y N\... Ay, — & (n > 0) nalezgcego do D, jeze-
lv istnieje podstawrenie e, takie zZe wierszami dowodu sq wszystkie
elementy poprzednika e(f3), tzn. kazde e(vy;) (1 <i<n), to moz-
na dolgczyé nastepnik e((3), tzn. formule e(0), o ile wierszem w
dowodzie nie jest juz e(d) ani Zadna formuta 6y, taka Ze istnieje
podstawienie ey, takie ze e(d) = ey (7).

e ostatnim wierszem dowodu jest nastepnik formuty o bgdZ wyrazenie
atomowe vy, takie Ze istnieje podstawienie ey, takie Ze eq(ay) jest iden-
tyczne z tym nastepnikiem.

Twierdzenie 7. Niech ® bedzie zbiorem formut definitywnych, a o formulg
definitywng. o € Cn(P) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje dowdd zaloZeniowy
formuly a w .

Dowdéd. Powyzsze rozwazania pokazuja, ze [ € Cng,,(K), gdzie K jest zbio-
rem klauzul stanowiacym postaé¢ klauzulowa zbioru ® U{—a*}, a o* formula
otrzymana z « przez podstawienie za wszystkie zmienne réznych statych,
ktore nie wystepuja w a ani w ® wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje dowdd
zatozeniowy formuty o w ®. Zatem na mocy Twierdzenia 4 zachodzi réwniez
dowodzona réwnowaznosc. |

Poniewaz dla ustalonego zbioru formut definitywnych @ i ustalonej for-
muty definitywnej « ilos¢ staltych wystepujacych w o jest skoniczona, zawsze
skonczona jest réwniez ilos¢ atomow niesprowadzalnych do siebie przez pod-
stawianie, ktore moga by¢ dotaczone do dowodu. W zwiagzku z tym skonczona
jest takze liczba potencjalnych dowodow, tzn. wszystkich ciggdéw powstatych
zgodnie z regutami dotaczania nowych wierszy do dowodu. W tej sytuacji
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procedura sukcesywnego dotaczania wszystkich mozliwych wierszy do dowo-
du jest procedura decyzyjna. Jezeli bowiem w takim ciagu pojawi si¢ wyraz
identyczny z nastepnikiem o* albo do niego sprowadzalny przez podstawia-
nie, to o € Cn(P), a jezeli takiego wyrazu nie uzyska sie, to a & Cn(®P).
Zdefiniowana powyzej procedura tworzenia dowodu zatozeniowego zosta-
ta zaimplementowana w postaci programu komputerowego w jezyku Prolog.
Tekst programu znajduje sie w Aneksie B. Przyktady uzycia programu w za-
stosowaniu do systeméw analizowanych w dalszej czeSci pracy znajduja sie

w Aneksie C.

1.6 Pelnos$é systemu bez formalnych modeli

Przejdziemy teraz do zawartosci tresciowej formalizacji teorii nazw. Podsta-
wowym kryterium oceny jej jakosci jest adekwatnosé w stosunku do lezacych
u jej podstaw intuicji. Na adekwatnos¢ sktadaja sie dwie wtasnosci: popraw-
nos$¢?? i pemosé. W przypadku systemu aksjomatycznego poprawno$é ozna-
cza, ze wszystkie tezy systemu sa zgodne z lezacymi u podstaw systemu
intuicjami, a pelnos¢ — ze tezami systemu sg wszystkie formuty, ktére przyj-
mowane sa intuicyjnie, co jest rownoznaczne z tym, ze wszystkie wyrazenia,
ktore nie sg tezami, sa zgodnie z intuicja odrzucane. W literaturze przedmio-
tu mozna znalez¢ wiele sformutowan tej fundamentalnej intuicji rézniacych
sie nieco szczegdtami. Przytoczymy ponizej kilka z nich. W pierwszych dwéch
pojawia sie petnos¢ wprost dotyczaca zbioréw formut, a za kryterium intu-
icyjnego przyjmowania uznawana jest prawdziwos$¢ tych formut (zdan).

K. Ajdukiewicz uzywa pojecia petnosci, rozumianego w sposéb nastepu-
jacy:

,Pytanie to nalezy odroznic od pytania, czy kazde zdanie prawdziwe dajg-
ce sie w jezyku tej teorii sformulowaé moze byé udowodnione (o ile nie jest
aksjomatem tej teorii) za pomocq Srodkéw dowodowych, jakimi ona dysponu-

je 230

29Uzyty tu termin poprawnosé odpowiada angielskiemu soundness. Polska terminologia
nie jest tu w pelni ujednolicona, pojecie to jest zwykle pomijane w podrecznikach i stow-
nikach z dziedziny logiki i laczone z pelnoscia. W literaturze oprécz terminu poprawnosé
spotkaé¢ mozna réwniez bezblednoéé (por. [63]).

30[1] str. 215.
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L. Borkowski podaje zas$ nastepujaca definicje petnosci:

Loystem S jest pelny wtedy @ tylko wtedy, gdy kazde wyrazenie prawdziwe
systemu S jest tezq systemu S73L.

W rozwazaniach metalogicznych zazwyczaj stosuje si¢ klasyczna, kore-
spondencyjna koncepcje prawdy. W sformutowaniu Ajdukiewicza przedsta-
wia sie ona w nastepujacy sposob:

sJakies zdanie oznajmuggce jest prawdq, gdy jest wlasnie tak, jak ono gtosi;
jest za$ falszem, gdy nie jest tak, jak ono glosi”32.

Powyzsze okreslenia majg pewng wade. Nie wszystkie systemy formal-
ne, ktérymi zajmuje sie logika, odwotuja sie do prawdziwosci. Przyktadem
moze tu by¢ logika intuicjonistyczna, gdzie celem jest ujecie raczej tego co
konstruktywnie dowodliwe niz prawdziwe. W analogiczny sposoéb mozna jed-
nak i w odniesieniu do formalnych uje¢ tego typu logiki rozwazac¢ ich pet-
no$¢. W ogélnosci mozna rozumienie petlnosci w powyzszych okresleniach
zachowaé, zamieniajac w nich termin prawdziwe na termin np. uznawane lub
przyjmowane.

Kolejne definicje wigza petnosé ze zbiorami sposob6éw wnioskowania badz
rozumowan i odwotujag sie do ich poprawnosci badz niezawodnosci, ktére
odpowiadaja prawdziwosci zdan.

A. Grzegorczyk o petnosci pisze tak:

,Naturalny, historyczny rozwoj logiki rzeczywiscie doprowadzil do powstania
takiego systemu logiki, o ktorym mozna dowiesé, Ze zawiera wszelkie sposo-
by (schematy) logiczne poprawnego wnioskowania na dowolny temat. Te jego
wlasnosé zwiemy petnodcig "33

W.A. Pogorzelski uzywa za$ nastepujacego sformutowania:

,Problem petnosci mozna sformutowac jako pytanie o to czy wszystkie nieza-
wodne sposoby rozumowania oparte sq faktycznie na prawach logiki formalnej ™.

31
32

[4] str. 378.

[
33

[

]

| str. 29.
4] str. 121.
4

] str. 366.
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Jak zauwazyliSmy w poprzednich sekcjach niniejszego rozdzialu, pomie-
dzy prawdziwoscia (uznawaniem) zdan a poprawnoscia rozumowan (regul
wnioskowania) istnieje $cisty zwiazek. Prawdziwe zdania moga bowiem sta-
nowi¢ podstawe dla konstrukcji poprawnych rozumowan, a poprawne rozu-
mowania mogga zosta¢ przeksztatcone w odpowiadajace im prawdziwe zdania.
Fakt ten pozwala przyjaé, ze wszystkie powyzsze definicje wyrazajg na swoj
sposob te samg intuicje, ktora nie rodzi kontrowersji’®. We wszystkich defi-
nicjach petnos¢ ma charakter semantyczny w tym sensie, ze odnosi system
formalny do czego$ zewnetrznego, rzeczywistosci lub przynajmniej pozafor-
malnego sposobu mysélenia o niej.

Problemem jednak pozostaje to, jak zweryfikowaé, ktore zdania sg praw-
dziwe, a w szczegdlnosci, jak uczyni¢ to na tyle precyzyjnie, aby mboc wy-
korzysta¢ to w badaniach logicznych. Najczesciej wykorzystuje sie w tym
celu formalne modele i prawdziwo$¢ okresla sie jako prawdziwosé w modelu,
ktora rozumie sie poprzez formalne warunki naktadane na obiekty w modelu.

W rezultacie, w praktyce prawdziwos$¢ zdan zazwyczaj utozsamiana jest
wrecz z ich prawdziwoscia w jakims formalnym modelu lub klasie modeli.
Jako prosty przyktad moze tu stuzy¢ charakterystyka funktorow klasycznego
rachunku zdan poprzez tabele prawdziwosciowe. Zdanie jest prawdziwe, kiedy
jako cato$¢ przyjmuje warto$é¢ 1. W systemach formalnych zazwyczaj wyste-
puja wyrazenia zawierajace zmienne wolne. Takie wyrazenie jest traktowane
jako prawdziwe, o ile jest prawdziwe przy kazdym podstawieniu obiektow
z modelu za zmienne. W przypadku klasycznego rachunku zdan obiektami
w modelu sg wartosci logiczne 1 i 0. Formuta klasycznego rachunku zdan jest
wiec prawdziwa, jezeli otrzymujemy wartos¢ 1 przy kazdym podstawieniu
wartosci 1 badz 0 za zmienne w niej wystepujace.

Modele wprost pojawiaja si¢ w definicji petnosci, np. w ponizszej defini-
c¢ji pochodzacej z Matej encyklopedii logiki pod redakcja W. Marciszewskiego:

35W bardziej szczegétowych rozwazaniach rozréznia sie czasem petno$é silng (ang. strong
completeness) i pelnosé staba (ang. weak completeness) — zob. np. [44], str. 318. Ten pierw-
szy rodzaj pelnoéci odnosi sie do systemow logicznych na poziomie relacji konsekwencji,
a wiec zbioru uznanych za poprawne rozumowan, ten drugi na poziomie zbioru tez, a wiec
przyjetych formut. W systemach, z ktérymi mamy do czynienia w niniejszej pracy, pojecia
te sa zbiezne, cho¢ w ogdlnosci nie sa.
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LSystem dedukceyjny logiki jest pelny wtedy @ tylko wtedy, gdy z jego ak-
sjomatow dadzq sie wywies¢ wszystkie zdania bedgce zdaniami prawdziwyms
w kazdym modelu ™.

Przyjmujac takie stanowisko rezygnujemy jednak z semantycznego cha-
rakteru petnosci. Rozpatrujemy bowiem wzajemne relacje pomiedzy dwoma
systemami formalnymi — systemem aksjomatycznym i systemem definiuja-
cym formalny model. Podwodjne ujecie formalne daje niewatpliwie pelniejszy
obraz systemu, ale nie laczy tego systemu z pozaformalng rzeczywistoscig.
Zagadnienie pelnosci systemu aksjomatycznego w stosunku do lezacych u je-
go podstaw intuicji nie jest rozwiazane przez wykazanie petnosci w stosunku
do modelu, a jedynie odsuniete. Pojawia si¢ bowiem kolejny problem — ade-
kwatnosci formalnego modelu w stosunku do rzeczywistosci badz sposobu
myélenia, ktory rozpatrywany system formalny ma ujmowaé. W zwiagzku z
tym, w analizie trafnosci uje¢ aksjomatycznych nie bedziemy traktowacé pet-
nosci w modelu jako ostatecznego kryterium.

Kolejne problemy z wykorzystaniem modeli do badania rachunku nazw
zwiagzane sg z faktem, ze modele takie budowane sa w oparciu o zbiory oraz
relacje pomiedzy zbiorami i operacje na zbiorach. Jeden z nich, mniej wazny
z punktu widzenia niniejszej rozprawy, jest natury historycznej, drugi ma
charakter merytoryczny.

Chociaz pewne intuicje lezace u podstaw teorii zbiorow wystepowaly w fi-
lozofii i matematyce znacznie wczesniej, uporzadkowana teoria pojawita sie
dopiero w XIX wieku3”. Wytaniajace sie z niej pojecie zbioru, skadingd wspo6t-
czesnie odbierane jako naturalne, a wrecz oczywiste, w czasach powstawania
i rozwoju teorii nazw byto nieznane. W zwiazku z tym interpretowanie staro-
zytnego czy sredniowiecznego ujecia nazw przy uzyciu wspotczesnego pojecia
zbioru moze by¢ nieadekwatne.

Zastrzezenia merytoryczne zwiazane sg z problemami wystepujacymi we-
wnatrz teorii zbiorow. O ich skali niech $wiadczy ponizszy fragment tekstu
E. Zermela:

,Obecnie, samo istnienie tej dyscypliny wydaje sie byé zagrozone przez pew-
ne sprzecznosci lub ‘antynomie’ wyprowadzone z jej zasad, wydawaloby sie

36W. Marciszewski, hasto zupetnosé systemu, w pracy [34], str. 236.
37Informacje o historii pojeé¢ wystepujacych w teorii zbioréw mozna znalezé m.in. w pra-
cy [13].
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w sposob konieczny rzqdzgcych naszym mysleniem. [...] W szczegdlnosci, ma-
jac na uwadze ‘antynomie Russella’ [...] zbioru wszystkich zbioréw, ktdre nie
sq wltasnymi elementamsi, nie wydagje sie dluzej mozliwe przypisywanie dowol-
nemu logicznie defintowalnemu pojeciu jakiego$ zbioru lub klasy jako zakre-
su”38.

Wspotezednie znane sg rézne sposoby usuwania wspomnianych antyno-
mii, prowadzace jednakze do rézniacych sie nieco miedzy sobg formalnych
teorii precyzujacych znaczenie terminéw zbior i element. Na poziomie pod-
stawowych operacji na zbiorach teorie te pokrywaja sie, a réznice nie powo-
duja praktycznych probleméw na poziomie interpretacji systemow rachunku
nazw. Niemniej jednak przy rozumieniu teorii nazw poprzez jej interpretacje
w teorii zbioréw wskazana jest pewna doza ostroznosci.

Dodatkowym motywem sktaniajagcym ku tej ostroznosci jest fakt, iz Le-
$niewski budowal swoja Ontologie, w ramach ktoérej przedstawit teorie nazw,
w opozycji do teorii zbioréw, chcac uniknaé¢ problemoéow, pojawiajacych sie
na jej gruncie. Teoria nazw, przynajmniej w ujeciu Lesniewskiego, moze by¢
wiec postrzegana jako element jednego ze sposobéw unikania wspomnianych
antynomii, alternatywnego w stosunku do teorii zbiorow.

Powyzsze uwagi dotyczace wykorzystania formalnych modeli w dowodach
petnosci oraz teorii zbioréw w zadnym razie nie majg na celu podwazania ich
warto$ci poznawczej ani formalnej poprawnosci. Nie rezygnujemy rowniez
z uzywania modeli wykorzystujacych zbiory i analizy relacji pomiedzy teoria
aksjomatyczna a modelem. Szukamy jedynie innych, niezaleznych od nich,
sposob6w na ocene formalnych systeméw rachunku nazw pod wzgledem ich
zgodnosci z intuicja.

Podazymy sladem Arystotelesa i odwolujgcego sie don hukasiewicza.
W Analitykach pierwszych” Arystoteles wykazuje, ze schematy sylogistycz-
ne rézne od uznanych przez niego sylogizméw nie powinny by¢ uznawane. Do-
wodzi w ten sposob petnosci swojego systemu sylogistyki. Rozwaza wszystkie
mozliwe schematy o dwoch przestankach nalezace do kazdej z trzech figur.
W wiekszosci przypadkéw odrzucenie schematu uzasadnia, podajac kontr-
przyktad, jak w ponizszym fragmencie:

SRowniez w Zadnym przypadku nie powstanie sylogizm, gdy obydwa zdania
sq szczegotowe, w tym albo obydwa przeczgcee, albo jedno twierdzgce a drugie

38[15], s. 200, cytat za: [13], s. 258.
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przeczqce, albo jedno nieokreslone, a drugie okreslone, bgdz tez obydwa nie-
okreslone. Terminy wspolne dla wszystkich: ‘zwierze’, ‘biale’, ‘kon’; ‘zwierze’,
‘biale’, ‘kamien’.” (Analityki pierwsze, Ksiega I 26b).

Mamy tu do czynienia z kilkoma schematami sylogistycznymi. Ogranicza-
jac sie do zdan ogdlnych i szczegdtowych wystepujacych w wykorzystywanym
w niniejszej rozprawie jezyku rachunku nazw, a pomijajac zdania nieokreslo-
ne, mozemy przedstawic¢ je w postaci nastepujacych implikacji:

MoP N SoM — SaP; 1.36

1.37
1.38

(1.36)
MoP AN SoM — SiP; (1.37)
MoP AN SoM — SeP; (1.38)
MoP A SoM — SoP; (1.39)
MoP N SiM — SaP; (1.40)
MoP N SiM — SiP; (1.41)
MoP N SiM — SeP; (1.42)
MoP A SiM — SoP; (1.43)
MiP N SoM — SaP; (1.44)
MiP N SoM — SiP; (1.45)
MiP N SoM — SeP; (1.46)
MiP N\ SoM — SoP. (1.47)

Zapisujac przedstawione kontrprzyktady, podstawiamy za P — nazwe zwie-
rze, za M — rzecz biata, a za S — kon lub kamien, w zaleznosci od nastep-
nika. Analizujac podstawienia elementéw poprzednika (przestanek), widzi-
my, ze w przypadku pierwszego z nich rzeczywiscie niektére rzeczy biale sg
zwierzetami, a niektére nie sa. W przypadku drugiego otrzymujemy row-
niez prawdziwe stwierdzenia: niektore kamienie sg biale, inne nie sg, niektére
konie sa biate, a inne nie. Z kolei nastepnik implikacji (wniosek) w przypad-
ku formul z twierdzacym nastepnikiem (1.36), (1.37), (1.40), (1.41), (1.44),
(1.45) jest falszywy, gdy przyjmuje postaé zdania: Kazdy kamien jest zwierze-
ciem/Pewien kamien jest zwierzeciem, a w przypadku formut z przeczacym
nastepnikiem (1.38), (1.39), (1.42), (1.43), (1.46), (1.47) — zdania Zaden ko7
nie jest zwierzeciem/Pewien kor nie jest zwierzeciem.
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Pokazanie przyktadow falsyfikujacych wszystkie nieakceptowane formuty
jest pracochtonne, a w wielu przypadkach niemozliwe ze wzgledu na ich nie-
ograniczong liczbe, np. gdyby rozpatrywa¢ rozumowania o dowolnej liczbie
przestanek (czynnikéw w poprzedniku implikacji). Juz u Arystotelesa znalezé
mozna jednak wskazowke, dotyczaca innego sposobu odrzucania takich for-
mul, ktérg wytuskuje i rozbudowuje Lukasiewicz. U Arystotelesa wystepuje
tekst nastepujacy:

,Bo jezeli mozna zgodnie z prawdg powiedzieé, Ze M nie przystuguje niekto-
rym O, skoro nie przystuguje Zadnemu 1 widzielismy, ze sylogizm jest wtedy
niemozliwy, jasne, Ze réwniez i w tym wypadku nie bedzie moZliwy.” (Anali-
tyki pierwsze, Ksiega I 27b)

Przektadajac to rozumowanie na wykorzystywany przez nas jezyk sym-
boliczny, otrzymujemy jako jego przestanki - MeO — MoO i 4 o — MoO,
a jako wniosek 4 a — MeQ. Lukasiewicz rozumowanie to uogoélnia, przecho-
dzac od przestanek 4 i F a — 3 do wniosku - «, formutujac w ten sposéb
regute odrzucania przez podstawianie®?.

Wykorzystanie regut, takich jak sformutowana powyzej reguta odrzuca-
nia przez odrywanie, pozwala na odrzucenie nieskonczonej ilosci formut, kto-
re nie sg tezami. Powstaje w rezultacie system formalny, definiujacy zbior
formul odrzuconych, uzupetiajacy zwykty system aksjomatyczny. System
skonstruowany jest za pomoca zbioru aksjomatéw odrzuconych oraz zbioru
regul odrzucania.

Aby system taki byt zgodny z intuicja (poprawny), aksjomaty odrzucone
muszg by¢ falszywe (nieakceptowane), a reguty musza prowadzi¢ od wyra-
zen falszywych (nieakceptowanych) do wyrazen, ktore sg réwniez falszywe
(nieakceptowane)™. W przypadku aksjomatéw odrzuconych wystarczajacym

39132, str. 98: ,Jezeli zostala uznana implikacja ‘Jesli «, to 3°, ale odrzucony zostal
jej nastepnik (3, to jej poprzednik « takze musi by¢ odrzucony.” Dodaje rowniez dodat-
kowa regule odrzucania przez podstawianie: ,Jezeli « jest podstawieniem (3, i « zostalo
odrzucone, to 3 takze musi by¢ odrzucone.” ([32], str. 99).

4OWprowadzone przez Lukasiewicza systemy odrzuceniowe staly sie przedmiotem dal-
szych analiz. Do wazniejszych osiagnie¢ od strony metodologicznej nalezy zaliczy¢ sfor-
mulowanie systeméw odrzucania w postaci operacji konsekwencji [58, 59, 70]. Z kolei
w praktyce logicznej warto zwrdci¢ uwage na skonstruowanie systeméw odrzuceniowych
dla wielu zdaniowych logik nieklasycznych [57, 52, 12, 53]. Systemy te okazaly sie przy-
datne m.in. w dowodach rozstrzygalnosci.

“IW regule odrzucania przez odrywanie wystepuja dwie przestanki, z ktérych jedna
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argumentem za ich falszywoscia moze by¢ podanie kontrprzyktadu, tak jak
czyni to Arystoteles w stosunku do wigkszosci nieakceptowanych sylogizmow.

Majac do dyspozycji poprawny system odrzuceniowy, stanowiacy uzupet-
nienie systemu aksjomatycznego, mozemy wykorzystaé¢ go do wykazania pet-
noéci formalizacji. Wystarczy pokazac, ze kazde wyrazenie jezyka, w ktorym
budowany jest system formalny, jest albo tezg, albo wyrazeniem odrzuco-
nym*2,

W praktyce wykorzystanie systemu odrzuceniowego moze przebiega¢ w od-
miennej kolejnosci: najpierw skonstruowany moze by¢ system odrzuceniowy
uzupekniajacy system aksjomatyczny w taki sposéb, aby zbiér wyrazen jezyka
zostal rozlacznie i wyczerpujaco podzielony na tezy i wyrazenia odrzucone,
a nastepnie mozna bada¢, czy wyrazenia odrzucone faktycznie nie powinny
by¢ uznane. Jesli tak jest, to system aksjomatyczny jest pelny w oméwionym
na wstepie tego podrozdziatu fundamentalnym sensie.

Adekwatnos$¢ (zaréwno poprawnosé, jak i pelnosé) systemu formalnego
w stosunku do intuicji weryfikowana jest na poziomie formutl oraz regut. Re-
guly — zaréwno uznawania, jak i odrzucania — sg zazwyczaj standardowe i ich
prawidtowos¢ nie wzbudza watpliwosci. Pozostaje wiec jedynie sprawdzenie,
czy aksjomaty sa przyjete zgodnie z intuicja, a aksjomaty odrzucone nie po-
winny by¢ akceptowane. W przypadku tych ostatnich wystarczy wskazanie
kontrprzyktadu. Wydaje sie, ze w przypadku przynajmniej niektérych syste-
mow formalnych ten rodzaj analizy okazuje sie wygodniejszy i pewniejszy niz
rozwazania nad adekwatnoscig formalnego modelu w stosunku do fragmentu
rzeczywistosci, ktéry ma on reprezentowac.

Analizujac metode aksjomatycznego odrzucania z nieco innej perspekty-

stwierdza, ze implikacja jest teza, a druga, ze jej nastepnik jest wyrazeniem odrzuconym.
Oczywiscie, falszywe powinno by¢ wyrazenie odrzucone, a teza powinna by¢ prawdziwa.
Dla unikniecia nieporozumienia mozemy za T. Skura sformulowaé regule w sposéb naste-
pujacy:
ﬂ, oile Fa — f.
“a

Warto zauwazy¢, ze w obecnoéci reguly odrzucania przez odrywanie, w ktérej jedna z prze-
stanek jest asercja, system odrzuceniowy jest nierozerwalnie zwiazany z pozytywnym sys-
temem aksjomatycznym.

42Shupecki wlasnoéé taks nazywat L-rozstrzygalnoscig. W niniejszych rozwazaniach nie
uzywamy tego terminu ze wzgledu na to, ze ich przedmiotem jest petnosé systemu, a nie
rozstrzygalno$é. Problem rozstrzygania poruszony bedzie w dalszej czedci niniejszej roz-
prawy.
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wy, mozna zauwazy¢, ze system odrzucania dopelniajacy system aksjoma-
tyczny okresla¢ musi wszystkie mozliwe rozszerzenia tego systemu w tym
sensie, ze wszystkie formuty, o ktére mozna rozszerzy¢ system, sg odrzuco-
ne. W przeciwnym bowiem przypadku podziat na tezy i formuty odrzucone
nie byltby roztaczny. Jezeli kazde z tych rozszerzen uznajemy za zbyt mocne,
rozwazany system jest petny?3.

1.7 Systemy aksjomatycznego odrzucania

Rozwazania z poprzedniego podrozdziatu prowadza do definiowania syste-
mow aksjomatycznego odrzucania uzupetliajacych systemy aksjomatyczne
rachunku nazw, ktére bedziemy definiowaé¢ w kolejnych rozdziatach. W ich
okreslaniu postugiwac si¢ bedziemy nastepujacymi regutami odrzucania:

e reguta odrzucania przez odrywanie M P~! o postaci:
Fa— 548
4 a ’
e reguta odrzucania przez podstawianie Sub~! o postaci:

He(a)
“a

gdzie e jest podstawieniem zmiennych lub statych nazwowych za zmien-
ne nazwowe,

e regula dekompozycji Comp™" o postaci:

da— 6. da— G,
da— G V...V,

7n/17

gdzie « jest formula elementarna, a 3;(1 < i < n) sa atomami.

Reguly MP~! i Sub~! odpowiadajg regutom MP i Sub ze standardo-
wych systemow aksjomatycznych i przyjecie ich nie wydaje sie by¢ z jakich-
kolwiek powodéw kontrowersyjne. W pracy [55] Stupecki pokazuje, ze nie da

43Formalnie takie okreélenie pelnoéci przypomina zupelosé. Réznica polega na tym, ze
kazde rozszerzenie systemu zupelnego prowadzi do sprzecznosci, a pelnego — jedynie do
uznania jakiegos zdania falszywego lub z innych powodéw nieakceptowanego.



Systemy aksjomatycznego odrzucania o1

sie przedstawi¢ aksjomatyki odrzuceniowej dla systemu sylogistyki F.ukasie-
wicza z uzyciem jedynie tych dwoch regut i skonczonej liczby aksjomatow
odrzuconych. Rezultat ten odnosi sie takze do innych systeméw omawianych
w niniejszej rozprawie. W zwiazku z tym uzywana bedzie dodatkowa reguta
Comp~!. Regula ta jest w systemie aksjomatycznego odrzucania formalnym
wyrazem Twierdzenia 6, obowigzujacego we wszystkich teoriach, ktorych ak-
sjomatami sg jedynie formulty hornowskie.

Pokazemy teraz kilka ogélnych wtasnosci systemow aksjomatycznych, uzu-
petnionych o system aksjomatycznego odrzucania wykorzystujacy powyzsze
reguty.

Definicja 3. Teorig hornowskq nazywaé bedziemy zbior formul zawierajgcy
2bior podstawien tez klasycznego rachunku zdan oraz zbior formut hornow-
skich jako zbioér aksjomatow specyficznych, domkniety na requty M P i Subst.

Twierdzenie 8. Niech T' bedzie teorig hornowskq zbudowang w jezyku ra-
chunku nazw, tzn. zbiorem formul Cn(®), gdzie ® jest ustalonym zbiorem
formul hornowskich, a Cn operacjg konsekwencji wyznaczong przez requly
MP i Sub. Niech dalej T bedzie uzupetniona o system aksjomatycznego od-
rzucania, okreslony poprzez requly MP~, Sub™! i Comp™! oraz 2biér formut
hornowskich V, jako zbior aksjomatow odrzuconych.

Jezeli formuta hornowska a jest wyrazeniem odrzuconym, to dla pewnego

B eV mamy € Cn(PU{a}).

Dowdd. Zauwazmy najpierw, ze reguly M P~ i Sub™! stanowig odwrdcenie
odpowiednio regut M P i Sub. W zwiazku z tym, jezeli 4 v, jest otrzymane
z - v, przy uzyciu reguty Sub—!, to - v, mozna otrzymadé z - ~y; przy uzyciu
reguty Sub, a jezeli 4 §; jest otrzymane z I d5 1 H 93, to = d3 mozna otrzymac
7zt 091k 01. W zwiazku z tym, jezeli w odrzuceniu formuly a w systemie 7" nie
jest wykorzystana reguta Comp™!, to dla pewnego aksjomatu odrzuconego
B mamy 3 € Cn(® U {a}).

Pozostaje wiec do pokazania, ze fakt ten ma miejsce réwniez w przypadku,
gdy do odrzucenia formuly o zostala uzyta reguta Comp=!. Wykorzystamy
w tym celu fakt, ze aksjomaty teorii T" oraz formuta o sg formutami hor-
nowskimi i w zwigzku z tym mozna zastosowaé¢ w tej sytuacji Twierdzenie
6.

Zalézmy teraz indukcyjnie, ze interesujaca nas prawidlowos¢ zachodzi,
gdy reguta Comp~! uzyta jest nie wiecej niz k razy. Niech teraz do odrzuce-
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nia « reguta Comp~! bedzie uzyta k + 1 razy i niech ostatnie jej uzycie pro-
wadzi od przestanek - 71, ..., 4 v, do wniosku 4 7, gdzie v = (71 V...V ¥,).
Poniewaz mamy do czynienia z ostatnim uzyciem reguty Comp™!, w pozosta-
lej czesci odrzucenia wykorzystane sg jedynie reguly MP~1 i Sub™!, a wiec
v € Cn(® U {a}). Zgodnie z Twierdzeniem 6 w tej sytuacji dla pewnego
i takiego, ze 1 < i < n mamy tez v; € Cn(® U {a}). Reguta Comp™" uzyta
jest do odrzucenia formuty 7; nie wiecej niz k razy, a wiec z zatozenia induk-
cyjnego wynika, ze istnieje § € ¥, takie ze § € Cn(P U {~,;}). Wobec tego
rowniez 5 € Cn(® U {a}). [ |

Jezeli w systemie T', okreslonym jak w Twierdzeniu 8, w ktérym & jest
zbiorem aksjomatéw, a W — zbiorem aksjomatow odrzuconych, zaden z ele-
mentow W nie jest tezg systemu, to dla dowolnej formuty a z faktu, iz
Cn(®U{a}) NV #£ () w oczywisty sposob wynika, ze « nie jest teza systemu
T, tzn. a € Cn(®). Wezmy teraz pod uwage systemy, dla ktérych uzupel-
nienie odrzuceniowe jest adekwatne, tzn. kazda formuta jezyka jest w nich
teza badz wyrazeniem odrzuconym i zadna formuta nie jest jednoczes$nie teza
i wyrazeniem odrzuconym. W systemach takich, jezeli z formuty « da sie wy-
prowadzi¢ przynajmniej jeden aksjomat odrzucony, to formuta « jest rowniez
odrzucona. 7Z tego faktu oraz z Twierdzenia 8 wynika nastepujacy wniosek:

Whniosek 1. Niech T bedzie teorig hornowskq, okreslong jak w Twierdzeniu
8, dla ktorej zdefintowany jest adekwatny system aksjomatycznego odrzucania.

Formuta hornowska « jest odrzucona wtedy i tylko wtedy, gdy w systemie
T da sie wyprowadzi¢ z o ktorys z aksjomatow odrzuconych.

W ogélnosci fakt, iz z jakiej$ formuty o da sie wyprowadzi¢ w dowolnym
systemie T aksjomat odrzucony, nie gwarantuje, ze formuta « jest odrzu-
cona. Reguta M P, wykorzystana w wyprowadzeniu aksjomatu odrzuconego
z formuty «, nie zawsze bowiem daje sie odwrdcié. Reguta MP~! wymaga
bowiem, aby uzyta w niej przestanka uznawana byta teza teorii 7T, nato-
miast w wyprowadzeniu aksjomatu odrzuconego z formuly o wystarczy, aby
analogiczna przestanka byta wyprowadzalna w 1" z a.

Autor nie posiada rowniez dowodu potwierdzajacego intuicyjnie natural-
na hipoteze, ze w dowolnym systemie aksjomatycznego odrzucania dla teo-
rii hornowskich, okreslonym z uzyciem regut odrzucania M P~!, Sub~! oraz
Comp~!, w ktérym aksjomatami odrzuconymi sg formuly hornowskie, do od-
rzucenia dowolnej odrzuconej formuty hornowskiej nie jest potrzebna reguta
Comp™1.
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1.8 Struktury modelowe dla rachunku nazw

Jak zaznaczyliSmy w poprzednim podrozdziale, struktury teoriomodelowe nie
beda dla nas podstawowym narzedziem analizy poprawnosci prezentowanych
formalizmow. Niemniej jednak pozostaja one wazne z trzech powodéw. Po
pierwsze, poznanie struktury teoriomodelowej, w stosunku do ktérej system
aksjomatyczny jest adekwatny, dostarcza cennych informacji na temat tego
systemu. Po drugie, podejscie teoriomodelowe wykorzystywane jest w wiek-
szosci prac na temat rachunku nazw i musimy sie nim postuzy¢ choc¢by dla
poréwnania przedstawionych tu rezultatéw z wynikami zaprezentowanymi we
wczesniejszych pracach. Po trzecie, struktury teoriomodelowe beda stosowane
jako narzedzie techniczne do wykazywania niezaleznosci formut.

Wykorzystywac¢ bedziemy dwa sposoby opisu klasy modeli. Pierwszy z nich
odpowiada najczesciej wystepujacej w literaturze interpretacji, w ktorej zmien-
nym z rachunku nazw odpowiadaja w modelu zbiory przedmiotéw z jakiejs
dziedziny, a stale rachunku nazw okreslone sa poprzez odpowiadajace im
relacje pomiedzy zbiorami. W réznych klasach modeli, odpowiadajacych roz-
nym systemom aksjomatycznym, interpretacja statych moze si¢ réznic¢. Drugi
sposob okreslenia klasy modeli polega na przyporzadkowaniu zmiennym na-
zwowym statych z pewnego zbioru i zdefiniowaniu interpretacji funktorow
specyficznych rachunku nazw poprzez wskazanie dla kazdego funktora i kaz-
dego doboru jego argumentéw, ktore zdania atomowe sg w takim modelu
prawdziwe. Takimi strukturami bedziemy postugiwali si¢ w celach technicz-
nych.

Niech zm bedzie zbiorem zmiennych nazwowych, form zbiorem formut,
a {0,1} zbiorem wartosci logicznych, gdzie 1 oznacza prawde, a 0 — falsz.
Pierwszy z wymienionych sposobéw okreslania struktury teoriomodelowej
wprowadzimy formalnie poprzez klase modeli M; = (D, I,v), gdzie D jest
zbiorem stanowigcym dziedzine modelu, v : zm — 2P wartodciowaniem
przypisujacym zmiennym podzbiory zbioru D (funkcja v jest rozszerzona
na dowolne formuty w ten sposob, ze stale pozostaja niezmienione), a I :
form' — {0,1}, gdzie form' = {v(a) : a € form}, jest ustalona funkcja
interpretacji specyficznych statych rachunku nazw. W razie potrzeby na dzie-
dziny D i warto$ciowania v bedziemy naktadali dodatkowe warunki. Poszcze-
golne modele w ramach jednej klasy modeli réznia sie miedzy soba dziedzing
oraz funkcjg wartodciowania. Z kolei rozne klasy modeli r6zng sie miedzy so-
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ba funkcjg I**. Funkcja I w przypadku rozpatrywanych dalej modeli bedzie
okreslana poprzez wskazanie odpowiedniej relacji na zbiorach, ktéra musi
zachodzi¢, aby atomowe zdanie byto prawdziwe, oraz odpowiedniej interpre-
tacji dla funktorow rachunku zdan. Symbolem M; bedziemy réwniez oznaczaé
klase modeli M; (modeli M; dla wszystkich dopuszczalnych zbioréw i warto-
sciowan). Do konkretnych modeli bedziemy odwolywaé sie poprzez wskazanie
dziedziny D i wartosciowania v.

W drugim ze sposobéw klase modeli okreslamy jako klase modeli M; =
(N, I,v), gdzie N jest ustalonym niepustym zbiorem dowolnych obiektéw,
v : zm — N wartosciowaniem (funkcja v jest rozszerzona na dowolne for-
muly w ten sposob, ze stale pozostaja niezmienione), a I : form’ — {0, 1},
gdzie form’ = {v(a) : @ € form}, jest ustalona interpretacja wskazujaca,
ktére zdania atomowe po wartosciowaniu sg prawdziwe, a ktére fatszywe,
oraz jak interpretowane sg funktory rachunku zdan. Poszczegdlne modele w
ramach jednej klasy modeli r6znig sie jedynie funkcjg wartosciowania. Z kolei
rozne klasy modeli rozpatrywane w pracy roznig sie zbiorem N oraz funkcja
1. Funkacja I bedzie najczesciej definiowana poprzez podanie matryc dla jej
wartosci w odniesieniu do poszczegdlnych funktoréw rachunku nazw. Sym-
bolem M bedziemy réwniez oznaczaé klase modeli M;. Do konkretnych
modeli bedziemy odwotywaé sie poprzez wskazanie wartoSciowania v.

Na bazie modelu My = (D, I,v) mozna zawsze zdefiniowaé¢ model M =
(N, I')v") w ten sposob, ze obiekty ze zbioru N odpowiadaja podzbiorom
zbioru D i odpowiednio do tego okreslone sg funkcje I’ i v'. Przejscie mie-
dzy klasami modeli w przeciwng strone nie jest tak naturalne, gdyz zbioér
N nie musi odpowiada¢ podzbiorom zadnego zbioru, a relacja okreslona na
jego elementach nie musi by¢ wyrazalna w postaci czytelnej relacji pomiedzy
zbiorami.

Formute o bedziemy okresla¢ jako spetniona w modelu M; okreslonym
w dziedzinie D i wykorzystujacym ustalone warto$ciowanie v wtedy i tylko
wtedy, gdy I(v(«)) = 1. Formule bedziemy okresla¢ jako tautologie w klasie
modeli M; wtedy i tylko wtedy, gdy jest ona spetniona w kazdym modelu
z M;. Analogicznie formute a bedziemy okresla¢ jako spetlniong w modelu
M wykorzystujacym ustalone warto$ciowanie v wtedy i tylko wtedy, gdy
I(v(a)) = 1. Formute bedziemy okresla¢ jako tautologie w klasie modeli M
wtedy i tylko wtedy, gdy jest ona spelniona w kazdym modelu z M;.

44Dla odréznienia poszczegdlnych interpretacji bedziemy stosowaé indeksy, otrzymamy
wiec interpretacje: I, I itd.
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Klasyczne systemy zakresowe

Wiasciwa cze$¢ pracy rozpoczniemy od analizy znanych z literatury syste-
moéw rachunku nazw, ktére wykorzystuja funktory sylogistyki i maja intuicyj-
ng interpretacje w rachunku zbioréw. Jako pierwszy zaprezentujemy system
pochodzacy od Lukasiewicza, dla ktérego system aksjomatycznego odrzuca-
nia opracowal J. Stupecki [30, 55, 32]. W ramach tej prezentacji referowaé
bedziemy rezultaty przedstawione przez Yukasiewicza i Stupeckiego. Charak-
terystyczng cechg systemu jest to, ze przy przejsciu do interpretacji w teorii
zbioréw nazwom moga odpowiadaé jedynie zbiory niepuste.

Nastepnie przejdziemy do systemu, ktéry rowniez mozna zinterpretowac
w teorii zbiorow i w ktérym nazwy puste sa dopuszczalne. Idee taka zapropo-
nowal Stupecki w pracy [54], ale przedstawiony przez niego system nie w petni
realizuje zatozenie!. Pewng aksjomatyzacje tego systemu podat E.J. Lemmon
[28], zastosowal on jednak w niej dodatkowe operacje na nazwach — negacje
oraz iloczyn nazwowy. Aksjomatyzacje zawierajaca tylko funktory uzywa-
nego przez nas jezyka przedstawil A. Pietruszczak [40]. Tu wykorzystamy
réwnowazna aksjomatyzacje przedstawiona wczesniej w pracy [23]. Nowym,
niepublikowanym wczesniej elementem jest przedstawienie aksjomatycznego
odrzucania dla tego systemu z pelnym dowodem jego adekwatnosci.

Ostatnim w tym rozdziale systemem jest system zwany systemem Bren-
tany?. Podobnie jak w poprzednim systemie, w jego interpretacji w teorii
zbioré6w mozna postugiwaé sie zbiorami pustymi. Réznica polega na inter-
pretacji zdan ogélnotwierdzacych, w ktorych pierwszemu z terminéw odpo-

!System Stupeckiego bedzie przedmiotem rozwazan w dalszej czedci pracy.
2System jest nazwany ,Brentano style syllogistic” w podreczniku A.N. Priora Formal
Logic [47], str. 311.
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wiada zbior pusty. W poprzednim systemie takie zdanie interpretowane jest
jako falszywe, w systemie Brentany uznawane jest ono za prawdziwe. Spra-
wia to, ze w systemie nie jest teza przyjmowana u Arystotelesa i w logice
tradycyjnej implikacja SaP — SiP. Podejscie to blizsze jest wspdtczesnym
intuicjom zwigzanym ze zbiorami, wedtog ktorych nazwa pusta jest czescig
kazdej innej nazwy, a inaczej rzecz ujmujac, zawieranie sie nazwy w jakiejs
innej nazwie nie implikuje istnienia jej desygnatéw. Podobne podejscie przyj-
muja Pietruszczak w pracy [42] oraz Pratt-Hartmann i Moss [46]. Dla syste-
mu Brentany podajemy réwniez aksjomatyke odrzuceniows, ktora dotad nie
pojawita sie w literaturze. System aksjomatycznego odrzucania jest tu nieco
bardziej skomplikowany niz w innych systemach, ktére rozpatrujemy w ni-
niejszej pracy, gdyz w odroznieniu od nich system Brentany nie jest teoria
hornowsks. System aksjomatycznego odrzucania dla sylogistyki Brentany nie
byt wczedniej opublikowany.

2.1 System fLukasiewicza

2.1.1 System aksjomatyczny

Terminami pierwotnymi systemu fukasiewicza (Luk) sa a oraz i. Przyjmu-
jemy w systemie reguty wnioskowania M P i Sub.

Aksjomatami sa wszystkie podstawienia tez klasycznego rachunku zdan
w jezyku oraz formuty:

Sas,

SiS,
MaP N SaM — SaP,
MaP N MiS — SiP.

Latwo sprawdzi¢, ze tezami systemu sa nastepujace wyrazenia:
PiS — SiP, (2.5)

otrzymane z (2.4) i (2.1);
SaP — SiP, (2.6)

otrzymane z (2.4) i (2.2);
PaS — SiP, (2.7)
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otrzymane z (2.5) i (2.6);
MaS N MaP — SiP, (2.8)
otrzymane z (2.4) i (2.6) oraz
MyiMy N MyaS N\ MyaP — SiP, (2.9)
otrzymane z (2.4).

Definicja 4. Niech dla dowolnych zmiennych X 1Y aL(X,)) bedzie naj-
mmniejszym zbiorem formul, takim Ze:

o XaY € aL(X,)) oraz
o jezeli v € al(X, Z), to a N Za) € aL(X,)).

Elementy zbioru aL(X,)) nazywaé bedziemy tancuchami taczacymi
zmienng X ze zmienng Y. Mniej formalnie dowolny tancuch taczacy zmienne
X1 i Xy mozna zapisa¢ nastepujaco:

XlaXQ VANPIRIAN Xn_laXn,
gdzie n > 2.

Lemat 5. Niech o bedzie formulg elementarng. Jezeli o zawiera dowolny
tancuch tgczgcy zmienng X ze zmienng Y, to formuta

a— Xa)
jest tezq systemu Luk.

Dowéd. Przez prosta indukeje z wykorzystaniem aksjomatu (2.3) otrzymamy
fakt, ze dla dowolnego 5 € aL(X,)), B — Xa) jest tezg systemu Fuk. Skoro
a zawiera takie (3, tezg klasycznego rachunku zdan jest formuta o — (3, a
wiec rowniez o — Xa) jest teza Luk. |

Lemat 6. Niech a bedzie formulq elementarng, a X 1Y roinymi zmiennymi.

(i) Jezeli dla pewnej zmiennej Z spelnione sq réwnoczesnie dwa warunki:
(1) Z jest tqg samq zmienng co X lub o zawiera (3, takie ze § € aL(Z,X),
oraz (2) Z jest tq samq zmienng co Y lub o zawiera 7y, takie ey € aL(Z,)),
to a — X1) jest tezq Luk.
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(i1) Jezeli dla pewnych zmiennych Z oraz V « zawiera atom ZiV i spel-
nione sq¢ rownoczesnie dwa warunki: (1) Z jest tg samq zmienng co X lub
a zawiera (3, takie ze B € aL(Z,X) i (2)V jest tg samqg zmienng co Y lub
a zawiera vy, takie ze v € aL(V,)), to a« — Xi) oraz o — YiX sq tezami
Luk.

Dowdd. (i) W zaleznosci od tego ktore z cztonéw alternatyw wystepujacych
w warunkach (1) i (2) sa spetnione, jest bezposrednia konsekwencja Lematu
5 w zestawieniu z teza (2.6), (2.7) lub (2.8).

(ii) W zaleznosci od tego ktore z cztonéw alternatyw wystepujacych w wa-
runkach (1) i (2) sa spelnione, jest bezposrednia konsekwencjg prawa tauto-
logii rachunku zdan lub tezy (2.5), Lematu 5 w zestawieniu z aksjomatem
(2.4) lub teza (2.9) (z ewentualnym wykorzystaniem tezy (2.5)). [ |

2.1.2 Aksjomatyczny system odrzucania

W systemie przyjete sa reguty odrzucania: M P~ Sub=! oraz Comp~! zde-
finiowane w poprzednim rozdziale. Jedynym aksjomatem odrzuconym jest
nastepujgca formuta:

PaM A SaM — SiP. (2.10)

Definicja 5. Wyrazeniem odrzuconym systemu Luk jest aksjomat odrzucony
(2.10) oraz kazde wyrazenie, ktore mozna otrzymac z tez systemu oraz wy-
razer, odrzuconych przy uzyciu jednej z requl odrzucania: MP~Y, Sub™! lub
Comp~1.

Lemat 7. W systemie Luk wyrazeniami odrzuconymi sq:

~5as, (2.11)
PaS — SaP, (2.12)
SaP (2.13)

oraz
SiP, (2.14)
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Dowodd.
Odrzucenie formuty (2.11):

1. FSaS— (=SaS — (SaM A PaM — SiP)) KRZ
2. FSaS aksjomat (2.1)
3. FSaS— (=SaS — (SaM A PaM — SiP)) MP: 1,2
4. 4 PaM N SaM — SiP aks. odrzucony (2.10)
-1 -=Sas MP~': 3,4
Odrzucenie formuly (2.12):
1. FMaPASaM — SaP aksjomat (2.3)
2. FSaP — SiP teza (2.6)
3. + MaP A SaM — SiP KRZ, 1, 2
4. F(MaP N SaM — SiP) —
((PaM — MaP) — (SaM N PaM — SiP)) KRZ
5. F(PaM — MaP) — (SaM AN PaM — SiP) MP: 4,3
6. 4 PaM A SaM — SiP aks. odrzucony (2.10)
7. 4 PaM — MaP MP71:5 6
- PaS — SaP Sub~t: 7
Odrzucenie formutly (2.13):
1. 4PaS — SaP odrzucenie (2.12)
2. FSaP — (PaS — SaP) KRZ
4 SaP MP2 1
Odrzucenie formuly (2.14):
1. 4SaM A PaM — SiP aksjomat odrzucony (2.10)
2. F SiP — (SaM A PaM — SiP) KRZ
4 SiP MP: 2 1

Lemat 8. Kazda formuia atomowa jezyka systemu Luk jest tezq systemu
lub wyrazeniem odrzuconym.

Dowdd. Formuly atomowe o postaci XaXx oraz XiX sa tezami ze wzgledu
na aksjomaty (2.1) i (2.2). Wszystkie formuly atomowe z réznymi zmiennymi
jako argumentami mozna odrzucié, korzystajac z reguly Sub~! zastosowanej
do formul (2.13) i (2.14), odrzuconych na mocy Lematu 7. |

Lemat 9. Kazda formuta hornowska jezyka systemu Luk jest tezq systemu
lub wyrazeniem odrzuconym.
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Dowdd. Ze wzgledu na Lemat 8 wystarczy rozwazy¢ formuty hornowskie
jezyka systemu o nastepujacych postaciach: (i) —a, (ii)) a — XaX, (iii)
a — XiX, (iv) a — XaY, (v) a — XiY, gdzie a jest formuta elemen-
tarng, a X i Y sg réznymi zmiennymi.

Przypadek (i). Kazde wyrazenie tej postaci jest wyrazeniem odrzuconym.
Niech e; bedzie podstawieniem, w ktorym S podstawione jest za wszystkie
zmienne z . e1(«) jest wigc koniunkcja atomow ze zbioru {SaS, SiS}. Ponie-
waz teza systemu Fuk jest formuta (2.6), mamy réwniez - SaS — ey («) oraz
dzieki transpozycji F —ej(a) — =SaS. Na mocy Lematu 7 mamy 4 —Sa.s,
a zatem przy uzyciu reguty M P~! mozemy otrzymaé¢ - —e;(a) i dalej, na
mocy regulty Sub=!, - —a.

Przypadki (ii) i (iii). W obecnosci odpowiednio aksjomatéw (2.1) i (2.2)
wyrazenia @ — XaX oraz a — XX sg tezami systemu fuk.

Przypadek (iv). Jezeli a zawiera tancuch taczacy X z Y, to na podstawie
Lematu 5 formuta o — Xa) jest teza systemu Yuk. W przeciwnym przy-
padku zastosujemy podstawienie ey, w ktorym P podstawia sie za ) oraz
kazda zmienng Z, taka ze o zawiera tancuch taczacy Z z ), a S pod-
stawia sie za wszystkie inne zmienne wystepujace
w rozwazanym wyrazeniu (w tym X'). Wtedy es(a) jest koniunkcja atoméw
ze zbioru {PaP, SaS, PaS, SiS, PiP, SiP, PiS}. Ze wzgledu na aksjo-
maty (2.1) 1 (2.2) i tezy (2.6) 1 (2.7) mamy w tej sytuacji - PaS — es(a).
Poniewaz ey(Xa)) = SaP, zachodzi rowniez jako podstawienie prawa KRZ
F (PaS — es(a)) — (es(a — Xa)) — (PaS — SaP)), a zatem takze
Fey(a — XaY) — (PaS — SaP).

Na mocy Lematu 7 mamy 4 PaS — SaP, a zatem przy uzyciu reguty
MP~! mozemy otrzymaé¢ - ex(a — Xa)) i dalej, na mocy reguty Sub!,
H4a — Xa).

Przypadek (v). Jezeli @ spehia jeden z warunkéw Lematu 6, to na jego
mocy jest teza systemu Luk. W przeciwnym wypadku zastosujemy podsta-
wienie ez, w ktorym S podstawiamy za X oraz kazda zmienng V), dla ktorej
« zawiera tancuch taczacy V z X; P podstawiamy za ) oraz kazda zmienng
Z, dla ktorej a zawiera tancuch taczacy Z z ); M podstawiamy za wszystkie
inne zmienne. Wtedy e3(«) jest koniunkcja atoméw ze zbioru {PaP, SaS,
MaM, PaM, SaM, PiP, SiS, MiM, PiM, MiP, SiM, MiS}. Ze wzgle-
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du na aksjomaty (2.1) i (2.2) oraz tezy (2.6) i (2.7) mamy w tej sytuacji
F (PaM A SaM) — e3(a). Poniewaz e3(Xi)) = SiP zachodzi réwniez jako
podstawienie prawa KRZ F (PaM A SaM — e3(a)) — (es(a — X)) —
(PaM A SaM — SiP)), a zatem takze - e3(a — XiY) — (PaM A SaM —
SiP). Przy uzyciu aksjomatu odrzuconego i reguty M P~! mozna stad wypro-
wadzi¢ - e3(a — Xi)) i dalej, przy uzyciu reguty Sub™!, 4a — Xiy. N

Lemat 10. Aksjomat odrzucony (2.10) nie jest tezq systemu Luk.

Dowdd. Przedstawimy klase modeli, taka ze z jednej strony aksjomaty syste-
mu fuk sg jej tautologiami, a regulty M P i Sub zachowuja tautologicznosé,
a z drugiej strony aksjomat odrzucony nie jest tautologia. Klasa ta okreslona
jest nastepujaco: My, = (Ny, I1,v), gdzie Ny = {ny,no,n3}, I; dla funkto-
row rachunku zdan jest okreslona klasycznie, a dla formut atomowych — przez
nastepujace matryce:

a | ny| ne | na 1 | ny| ng | N3
n| 1101 ng| 1|01
ng | 0] 1] 1 ng | 0] 1] 1
ng| 0] 0|1 ng| 1|1 ]1

Reguta M P zachowuje tautologicznos$¢, bo interpretacja implikacji jest
klasyczna. Reguta Sub nie wpltywa na tautologicznosé, bo formuta jest tau-
tologia, gdy jest prawdziwa przy kazdym wartosciowaniu, a podstawienie nie
moze tego zmieni¢. Sprawdzenie, ze aksjomaty systemu Y.uk sa tautologiami,
jest rutynowe.

Aksjomat odrzucony (2.10) jest falszywy w modelu przy nastepujacym
warto$ciowaniu v: P —ny, S —ng i M — ng®. [ |

Twierdzenie 9. Kazda formuta jezyka systemu Luk jest tezq systemu lub
wyrazeniem odrzuconym, a Zadna formuta nie jest jednoczesnie tezq i wyra-
zZeniem odrzuconym.

3Poniewaz kwestie wyprowadzalnoéci aksjomatu odrzuconego w systemie Euk moz-
na rozstrzygnaé¢ w oparciu o procedure przedstawiona w Podrozdziale 1.5, wystarczyloby
jako dowdd pokazaé uzycie programu implementujacego te procedure z negatywnym wyni-
kiem préby znalezienia dowodu. Tego typu komputerowe dowody wzbudzaja jednak pewne
kontrowersje. Problematyka ta szeroko dyskutowana byta w kontekscie komputerowego do-
wodu twierdzenia o czterech barwach, zob. np. [69].
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Dowdd. Poniewaz system Fuk jest nadbudowany nad klasycznym rachun-
kiem zdan, w ktérym kazda formuta moze by¢ sprowadzona do koniunkcyjno-
alternatywnej postaci normalnej, wystarczy rozpatrzy¢ formuty o postaci:

a— G V...VE, (n>0), (2.15)

gdzie « jest formutg elementarna, a 3; (1 < i < n) sa atomami (jesli n = 0,
interpretujemy formute ze schematu (2.15) jako —a).

Na podstawie Lematu 9 kazda formuta hornowska jest teza badz wyraze-
niem odrzuconym systemu fuk. Na mocy praw klasycznego rachunku zdan,
jezeli dla dowolnego 7 (1 <7 < n) teza jest « — i, toa — 1 V...V (3, réw-
niez jest teza. Z drugiej strony, w zwiazku z obecnoscia regulty Comp™1, jezeli
dla kazdego i (1 < i < n) a — ; jest odrzucone, to o« — [y V...V 3, jest
rowniez odrzucone. Tak wiec kazda formuta jezyka jest teza lub wyrazeniem
odrzuconym systemu kuk.

Aby zakonczy¢ dowodd musimy wykazaé, ze zadna formuta odrzucona nie
jest teza. Lemat 10 pokazuje, ze aksjomat odrzucony nie jest tezg. Poniewaz
reguty odrzucania M P~ i Sub~! stanowia odpowiednio odwrdcenie regul
M P i Sub, ich uzycie prowadzi od formut odrzuconych (w przypadku reguty
M P~ chodzi o przestanke odrzucona), ktére nie sa tezami, do innych formut,
ktore tezami tez nie sa. Z kolei poniewaz system Yuk jest teoriag hornowska
odnosi sie do niej Twierdzenie 6. W zwigzku z tym réwniez reguta Comp™?,
o ile jej przestanki nie sg tezami, prowadzi do wniosku, ktory teza nie jest.
W rezultacie zadna formuta odrzucona nie jest teza. |

2.1.3 Model w rachunku zbioréow

W rachunku zbiorow interpretuje sie system Lukasiewicza, przypisujac na-
zwom niepuste zbiory, a zdania ogdélno- i szczegdétowotwierdzace interpretuje
si¢ odpowiednio jako zawieranie si¢ zbioréw oraz posiadanie niepustego prze-
ciecia.

Formalnie klas¢ modeli dla systemu Lukasiewicza okresla struktura: My, =
(D, I3, v), gdzie D jest niepustym zbiorem, warto$ciowanie v przypisuje zmien-
nym niepuste podzbiory D, a interpretacja [ dla formut atomowych jest
okres$lona nastepujaco:

L(v(Xa))) =1 wtw o(X) Co());
L(wXiY) =1 wtw o(X)No()) #0,

a dla funktoréw rachunku zdan jest klasyczna.
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Twierdzenie 10. System Luk jest adekwatny (poprawny i pelny) w stosunku
do klasy Mp,.

Dowéd. W obecnosci Twierdzenia 9 wystarczy pokazaé, ze tezy systemu sg
tautologiami w klasie modeli My,, a wyrazenia odrzucone nie sa.

Podstawowe wtasnosci zawierania si¢ zbioréw gwarantuja, ze aksjoma-
ty Luk sa tautologiami. Aksjomat odrzucony jest niespelniony na przyktad
w modelu okreslonym w zbiorze D = {1,2} przez nastepujace wartosciowa-
nie: v(S) = {1}, v(P) = {2}, v(M) = {1, 2}.

Reguly M P i MP~! zachowuja odpowiednio tautologicznosé¢ i nietauto-
logicznos¢, poniewaz interpretacja implikacji jest standardowa. Z kolei reguty
Sub i Sub~! zachowuja odpowiednio tautologicznoéé i nietautologicznosé, po-
niewaz jezeli formuta jest prawdziwa w kazdym modelu, to podstawienie za
zmienne zdaniowe nie moze tego zmieni¢. Pozostaje wigc udowodnié, ze regu-
ta Comp~! prowadzi od niespetnionych przestanek do niespetnionej konkluzji.
Pokazemy, jak skonstruowaé¢ odpowiedni model dla n = 2. Dla rozszerzenia
tego rezultatu na przypadek ogdélny wystarczy zastosowaé prosta indukcje.

Rozpatrzmy dwie niespetnione formuty, mogace stanowi¢ przestanki regu-
ty Comp~! o postaciach odpowiednio: o« — 31 i v — 3, gdzie v = ajA. . . Ay,
(n > 0, a dla kazdego i, takiego ze 0 < i < n «; sa atomami), a 3 i [ sa
atomami. W tej sytuacji istnieja w My, modele w dziedzinach odpowied-
nio Dy i Dy okredlone przez wartosciowania odpowiednio vy i vg, takie ze
L(vi(a— B1)) = L(va(a — B2)) = 0.

W zwigzku z tym Iy(v1(01)) = I2(ve(52)) = 0 oraz dla kazdego 4, takiego
ze 0 <i<n: L(vi(ag)) = I(ve(ay)) = 1.

Zdefiniujmy kolejny model z M, w dziedzinie D; x Dy z wartosciowaniem
v3 okredlonym dla dowolnej zmiennej X' nastepujaco: v3(X) = vy (X) X v (X).

Poniewaz dla dowolnych zbiorow xy, xo, y; i y» zachodza nast¢pujace
prawidtowosci:

(21 Cyr Axa Cy2) = (21 X 22) C (Y1 X Y2), (2.16)

(T1Ny #D ANz Ny #0) = (x1 X 22) N (Y1 X y2) # 0, (2.17)

L(vs(ay)) = 1 dla kazdego i, takiego ze 0 < i < n oraz I(v3(f1)) =
I(vs3(B2)) = 0, a wiec réwniez Ir(vs(a — (1 V fB2)) = 0, co oznacza, ze
konkluzja reguly Comp™ nie jest tautologia. [ |
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2.1.4 Niezaleznos$¢ aksjomatow

Twierdzenie 11. Aksjomaty systemu Luk sq niezalezine.

Dowdd. Postuzymy sie rozumowaniem analogicznym do wykorzystanego w do-
wodzie Lematu 10. Dla kazdego z aksjomatéw przedstawimy wiec klase mo-
deli M, taka ze pozostale aksjomaty sg w niej tautologiami, a rozpatry-
wany aksjomat nie jest. Ograniczymy sie do przedstawienia interpretacji I,
odpowiedniej dla wykazania niezaleznosci kazdego z aksjomatéw oraz war-
tosciowania pokazujacego, ze aksjomat nie jest tautologia. We wszystkich
przypadkach interpretacja funktoréw rachunku zdan jest klasyczna.
Aksjomat (2.1) — dziedzina {n, }, interpretacja I3:

I3(niany) = 0;
[3(n1in1> =1.

Aksjomat (2.2) — dziedzina {n, }, interpretacja I :

Iy(nyany) = 1;
]4(n1in1) =0.

Aksjomat (2.3) — dziedzina {nj, ny, n3}, interpretacja Is:

Is5(v(X1Y)) = 1 dla dowolnych argumentdw;
I5(v(Xa))) przyjmuje wartosci zgodnie z matryca:

a T, | Ng | N3
n| 1| 1]0
ne | 1 [ 1|1
ng| 1 [ 1|1

Aksjomat (2.3) jest falszywy przy wartosciowaniu v: S — ny, P — ng,
M — Noy.

Aksjomat (2.4) — dziedzina {nq,ns}, interpretacja Is:

Is(v(Xa))) oraz Ig(v(XiY)) przyjmuje wartosdci zgodnie z ponizsza matryca:
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ali | ny | ng
ny 1 1
o O 1

Aksjomat (2.4) jest falszywy przy wartosciowaniu v: S — ng, P — ny,
M — ni.
|

2.2 System sylogistyki dopuszczajacy nazwy
puste

2.2.1 System aksjomatyczny

W systemie sylogistyki dopuszczajacym nazwy puste (system standardowy
sylogistyki — Stnd) jezyk jest ten sam, co w systemie Luk, a wiec termi-
nami pierwotnymi sg a oraz i. Aksjomatami sg wszystkie podstawienia tez
klasycznego rachunku zdan w jezyku, formuty (2.3), (2.4), (2.6) oraz:

PiS — Sas. (2.18)

Aksjomat (2.18) jest w oczywisty sposéb wyprowadzalny z formuty (2.1),
a wiec wszystkie aksjomaty systemu Stnd sg aksjomatami lub tezami syste-
mu fuk, co oznacza, ze system Stnd jest zawarty w systemie fuk.

W oparciu o aksjomaty (2.18) i (2.6) mozemy otrzymac:

SiS = Sas. (2.19)

Na podstawie aksjomatéw (2.18) i (2.4) mozna w systemie Stnd udo-
wodni¢ formute (2.5), a formuty (2.4) i (2.6) sa aksjomatami systemu Stnd.
Zatem mozna réwniez udowodni¢ w systemie formuly (2.7), (2.8) i (2.9) oraz,
co za tym idzie, obowiazuja w nim odpowiedniki Lematow 5 i 6.

Tezami systemu Stnd s rowniez nastepujace formuty:

PaS — PaP, (2.20)

otrzymane z (2.18) i (2.7);
PaS — SalS, (2.21)
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otrzymane z (2.18) i (2.6);
PaS — PiP, (2.22)

otrzymane z (2.20) i (2.5);
PaS — SiS, (2.23)

otrzymane z (2.21) i (2.5).

Lemat 11. Niech a bedzie dowolng koniunkcjg atomoéw ze zbioru {PaP,
SaS, SaP, SiS, PiP, SiP, PiS}. Formula PaS — « jest tezq systemu
Stnd.

Dowod. Wthasnos$é okreslona w twierdzeniu jest prosta konsekwencja faktu,
ze tezami systemu Stnd sa formuly (2.20), (2.21), (2.6), (2.7), (2.22) 1 (2.23).
[ |

2.2.2 Aksjomatyczny system odrzucania

Charakterystyka systemu Stnd z powyzszej sekcji pozwala na przeprowadze-
nie rozwazan dotyczacych systemu aksjomatycznego odrzucania, analogicz-
nego do systemu Luk. Okreslony on bedzie przy uzyciu regutl odrzucania
MP=, Sub! oraz Comp~!. Aksjomatami odrzuconymi dla systemy Stnd
sa formuty (2.10) oraz

PaP — SiS. (2.24)

Definicja 6. Wyrazeniem odrzuconym systemu Stnd jest kazdy z aksjoma-
tow odrzuconych (2.10) i (2.24) a takze kazde wyrazenie, ktére mozna otrzy-
mac z tez systemu oraz wyrazen odrzuconych przy uzyciu jednej z requl od-

rzucania: MP™, Sub™t lub Comp™!.
W systemie Stnd obowiazuje wtasnos$¢ analogiczna do Lematu 7.

Lemat 12. Formuly (2.11), (2.12) oraz (2.2) sq formulami odrzuconymi
systemu Stnd.

Dowdd. W przypadku formuty (2.12) dowdd jest identyczny jak w Lemacie
7%, Odrzucenie formuty (2.11) w systemie Stnd jest nastepujace:

4Wykorzystane w dowodzie formuly przyjete i odrzucone w systemie Fuk sg réwniez
odpowiednio przyjete i odrzucone w systemie Stnd. Inaczej jest z odrzuceniem formuly
(2.11), gdyz zostal tu wykorzystany aksjomat (2.1), ktéry nie jest teza systemu Stnd.
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1. F=PaP — (PaP — SiS)) KRZ

. A PaP — SiS aksjomat odrzucony (2.24)
3. A -=PaP MP~1': 1,2
4 =SaS Sub™t: 3

Odrzucenie formuly (2.2) w systemie Stnd jest nastepujace:
1. F S8iS — (PaP — SiS)) KRZ
2. 4 PaP — SiS aksjomat odrzucony (2.24)
45iS MP': 1,2
|

Lemat 13. Kazda formuta atomowa jezyka systemu Stnd jest wyrazeniem
odrzuconym.

Dowéd. 7 - SiS oraz aksjomatu (2.6) uzyska¢ mozna - SaS. Odrzucenie kaz-
dego innego wyrazenia atomowego mozna uzyskaé¢ przy uzyciu reguty Sub=!.
|

Lemat 14. Kazda formuta hornowska jezyka systemu Stnd jest tezq systemu
lub wyrazeniem odrzuconym.

Dowadd. Jak w dowodzie Lematu 9 pokazemy zachodzenie lematu dla for-
mul hornowskich o nastepujacych postaciach: (i) —a, (ii) @ — XaX', (iii)
a— XiX, (iv) a — Xa), (v) a — XiY, gdzie « jest formuta elementarna,
a X 1) sg réoznymi zmiennymi.

W zwigzku z tym, ze w systemie Stnd obowiazuja wlasnosci analogiczne
do tych, ktore dla systemu Y.uk okreslone sg w Lematach 5 i 6 oraz odrzucone
sa formuty wymienione w Lemacie 12 dla przypadkéw (i), (iv) i (v), dowdd
pokrywa sie z analogicznymi przypadkami dla systemu Luk (w przypadku
(iv) 1 (v) uwzgledniony musi zostaé Lemat 11).

Przypadek (ii). Ze wzgledu na teze (2.19) kazda formuta o tej postaci jest
réwnowazna formule o postaci (iii), a wigc jest teza lub formuta odrzucona.

Przypadek (iii). Jezeli w wyrazeniu «, stanowiacym poprzednik rozpatry-
wanej formuly, wystepuje zmienna X, to na mocy aksjomatow (2.18) i (2.6)
oraz tezy (2.5) formuta ta jest teza systemu Stnd.

W przeciwnym przypadku stosujemy do niej podstawienie e, w ktorym
za X podstawiamy S, a za wszystkie inne zmienne podstawiamy P. e(«)
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jest wtedy koniunkcja wyrazen ze zbioru {PaP, PiP}, réwnowazna PaP,
a e(a — XiX) jest rbwnowazna aksjomatowi odrzuconemu (2.24). Stosujac
regute M P~1 otrzymamy wiec 4 e(a — XiX), a dalej stosujac regute Sub™!,
“da— XiX. ]

Lemat 15. Aksjomaty odrzucone (2.10) i (2.24) nie sq tezami systemu Stnd.

Dowdd. Mozemy zastosowaé rozumowanie analogiczne do uzytego w dowo-
dzie Lematu 10. W przypadku aksjomatu (2.10) mozna zastosowaé wprost
klase modeli M;, z tego dowodu. W przypadku aksjomatu odrzuconego
(2.24) odpowiednia klasa modeli moze by¢ okreslona nastepujaco: My =
(N7,v, I7), gdzie dziedzina N; = {nq,ns}, a interpretacja I; dla funktoréw
rachunku zdan jest klasyczna, a dla formut atomowych okreslona jest przez
matryce:

ali | ny | ng
nq 0
o 0 1

Aksjomat odrzucony (2.24) jest falszywy przy wartosciowaniu v, takim
ze v(P) = ng, a za v(S) = ny. [ |

Twierdzenie 12. Kazda formuta jezyka systemu Stnd jest tezq systemu
lub wyrazeniem odrzuconym, a Zadna formuta nie jest jednoczesnie tezq i
wyrazeniem odrzuconym.

Dowdd. Dowdd jest taki sam jak Twierdzenia 9, przy czym wykorzystac trze-
ba Lematy 14 oraz 15. ]

2.2.3 Model w rachunku zbioréow

Modele dla systemu Stnd réznig sie¢ od modeli dla systemu Luk tym, ze
funkcja wartosciowania moze przyporzadkowaé¢ zmiennej rowniez zbior pusty.
Jednoczesnie, aby zdanie ogdlnotwierdzace byto prawdziwe, wymagane jest,
aby obu nazwom w nim wystepujacym odpowiadaly niepuste zbiory.

Klase modeli dla systemu Stnd okresla struktura My, = (D, Ig, v), gdzie
D jest niepustym zbiorem, warto$ciowanie v przypisuje zmiennym dowolne
podzbiory D, a interpretacja Ig dla formut atomowych jest okreslona naste-

pujaco:
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Lw(XaY)) =1 wtw o(X)Co(Y)iv(X)#0;
LwXiY) =1 wtw o(X)Nov(Y) #0,

a dla funktoréw rachunku zdan jest klasyczna.

Twierdzenie 13. System Stnd jest adekwatny (poprawny i pelny) w sto-
sunku do klasy Mp,.

Dowadd. Tak jak w przypadku Twierdzenia 10 wystarczy pokazaé, ze tezy
systemu sa tautologiami w klasie modeli My, a wyrazenia odrzucone nie sa.

Sprawdzenie, ze aksjomaty Stnd sa tautologiami, jest rutynowe. Aksjo-
maty odrzucone sg fatszywe odpowiednio przy nastepujacych interpretacjach
wystepujacych w nim zmiennych: v(S) = {1}, v(P) = {2}, v(M) = {1,2}
(D ={1,2}) — dla (2.10) oraz v(S) = 0, v(P) = {1} (D = {1}) — dla (2.24).

Regulty M P, Sub, M P~ i Sub~! zachowuja odpowiednio tautologicznoéé
i nietautologicznoéé. Pozostaje do udowodnienia, ze reguta Comp~! prowadzi
od przestanek, ktore nie sg tautologiami, do konkluzji, ktora tautologia tez
nie jest. Tak jak w przypadku Twierdzenia 10 ograniczymy sie do wykazania
tego faktu dla n = 2.

Wykorzystamy prawo rachunku zbioréw (2.17) z dowodu Twierdzenia 10
oraz fakt, ze dla dowolnych zbioréow xy, xs, ¥y i yo zachodzi

(x1 Cyp Ay # DN Cya Ao #0) = (1 X 22) C (y1 X y2) A (21 X 19) # 0.
(2.25)
Niech a — (1 i @ — (5 (dla « bedacej formuty elementarna, a (5 i (3
formutami atomowymi) beda formutami, ktére nie sa tautologiami. W tej
sytuacji istnieja w My, modele w dziedzinach odpowiednio Dy i Ds, okre-
slone przez warto$ciowania odpowiednio vy i vq, takie ze Ig(vi(a — (1)) =
Is(va(a — B2)) = 0. W zwiazku z tym Ig(vi(81)) = Is(v2(B2)) = 0 oraz
Is(vi(a)) = Is(va(a)) = L.
Analogicznie jak w dowodzie Twierdzenia 10 zdefiniujmy kolejny model
z My, w dziedzinie Dy X D, z wartoSciowaniem v3 okreslonym dla dowolnej
zmiennej X nastepujaco: vg(X) = v1(X) X ve(X). W modelu tym formutla
a — (1 V 35 jest niespetniona, co pozwala zakonczy¢ dowdd. |

2.2.4 Niezaleznos$¢ aksjomatow

Twierdzenie 14. Aksjomaty systemu Stnd sq niezalezne.
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Dowod. Dowod bedzie przebiegal w sposob analogiczny do dowodu Twier-
dzenia 11. Wykorzystamy réwniez klasy modeli uzyte w tamtym dowodzie.

Dla wykazania niezaleznosci aksjomatéw (2.18) i (2.6) mozna zastosowac
dziedzine {n;} i odpowiednio interpretacje I3 oraz I, dla aksjomatu (2.8)
— dziedzing {ni,ns,n3} i interpretacje I, a dla aksjomatu (2.9) — dziedzi-
ne {ni,ny} i interpretacje ls. Wartosciowania, dla ktérych formuly nie sa
spetlnione w modelach, sg takie same jak w dowodzie Twierdzenia 11. |

Analogicznie do dobrze znanego pojecia niezaleznosci aksjomatéw mozna
postawi¢ problem niezalezno$ci aksjomatow odrzuconych.

Definicja 7. Zbior aksjomatow odrzuconych ® w systemie opartym o aksjo-
maty uznane ¥ jest niezaleiny wtedy i tylko wtedy, gdy nie istnieje formuta
a € O, ktorg daje sie odrzucié w systemie okreslonym poprzez zbior aksjoma-
tow uznanych V i odrzuconych ® — {a} przy zachowaniu tych samych requl
uznawania 1 odrzucania.

Twierdzenie 15. Zbior aksjomatow odrzuconych systemu Stnd jest nieza-
lezny.

Dowdd. Dowdd rozpoczniemy od pokazania, ze aksjomaty odrzucone nie sg
na gruncie systemu Stnd wzajemnie z siebie wyprowadzalne. Aby udowod-
ni¢, ze aksjomat odrzucony (2.10) nie jest wyprowadzalny w systemie Stnd
z aksjomatu odrzuconego (2.24), wystarczy zauwazy¢, ze aksjomaty syste-
mu Stnd oraz aksjomat (2.24) sa tezami systemu fuk, natomiast aksjomat
(2.10) nie jest.

Z kolei fakt, ze aksjomat odrzucony (2.24) nie jest wyprowadzalny z ak-
sjomatu odrzuconego (2.10) w systemie Stnd, wynika z tego, iz aksjomaty
systemu Stnd oraz aksjomat (2.10) sa tautologiami, a aksjomat (2.24) nie
jest, w klasie modeli My, = (Ny, Ig,v), gdzie Ng = {nq,ns}. Interpretacja Io
dla funktoréw rachunku zdan jest klasyczna, a dla atoméw jest wyznaczona
przez matryce:

ali | ny | ng
nq 0
N9 0 1

Aksjomat (2.24) nie jest spelniony w modelu z wartosciowaniem v, w kt6-
rym v(S) = ny, a v(P) = no.
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Poniewaz aksjomaty odrzucone sg formutami hornowskimi, na mocy Twier-
dzenia 8 mozemy stwierdzi¢, ze zadnego z aksjomatow odrzuconych nie da
sie¢ odrzuci¢ przy uzyciu drugiego. |

2.3 Sylogistyka Brentany

2.3.1 System aksjomatyczny

W systemie sylogistyki Brentany (system B) jezyk jest ten sam, co w systemie
Luk, a wiec terminami pierwotnymi sg a oraz i. Aksjomatami sg wszystkie
podstawienia tez klasycznego rachunku zdan w jezyku, formuty (2.1), (2.3),
(2.4) oraz

SiP — SiS, (2.26)
SaP V SiS. (2.27)

Dzieki aksjomatowi (2.3) w systemie B obowiazuje odpowiednik Lematu
5. Tezami systemu sa formuty (2.5) otrzymane z (2.4) 1 (2.1) i (2.9) otrzymane
z (2.4) oraz

SiS A SaP — SiP, (2.28)
otrzymane z (2.4);

SiS A SaP — PiS, (2.29)
otrzymane z (2.28), (2.5);

SiS A SaP — PiP, (2.30)

otrzymane z (2.29) oraz (2.26);

MiM A MaS A MaP — SiP, (2.31)

otrzymane z (2.9);
MiN A MaS A MaP — SiP, (2.32)

otrzymane z (2.31) i (2.26);

NiM A MaS A MaP — SiP, (2.33)
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otrzymane z (2.32) i (2.5);
SaM — SaP N MiM,

otrzymane z (2.3) oraz (2.27);

MaS N MaP — SiPV MaN,
otrzymane z (2.31) i (2.27);

SaM N SitSNMaS N MaP — SiP,

otrzymane z (2.31) i (2.28);

MaP A SiS N SaM — SiP,
otrzymane z (2.28), (2.3);

MaP A SiS N SaM — PiS,
otrzymane z (2.37), (2.5);

MaN AN MiP N\ NaS — SiP,
otrzymane z (2.3), (2.4);

SiM N MaP — SiP,

otrzymane z (2.4), (2.5);

MaS N MiM AN SaP — SiP,
otrzymane z (2.28) i (2.30);

MaS N MiM N SaP — PiS,
otrzymane z (2.41) i (2.5);

MaS N MiM N SaP — PiP,

otrzymane z (2.42) i (2.26).

(2.34)

(2.35)

(2.36)

(2.37)

(2.38)

(2.39)

(2.40)

(2.41)

(2.42)

(2.43)



Sylogistyka Brentany 73

2.3.2 Model w teorii zbioréw —
interpretacja w systemie Stnd

Model dla systemu B jest podobny do modelu systemu Stnd z ta roéznica,
ze przy zdaniach ogélnotwierdzacych (zbudowanych przy uzyciu funktora a)
nie wymaga sie, aby zbiory odpowiadajace argumentom byty niepuste.

Formalnie klas¢ modeli dla systemu B okresla nastepujaca struktura:
My, = (D, I10,v), gdzie D jest niepustym zbiorem, wartosciowanie v przypi-
suje zmiennym dowolne podzbiory D, a interpretacja 9 dla formul atomo-
wych jest okreslona nastepujaco:

Lo(v(XadY)) =1 wtw o(X) Co(Y);
Lo(v(XiY)) =1 wtw o(X)No(Y) #0,

a dla funktoréw rachunku zdan jest klasyczna.

Definicja 8. Niech funkcja gp dla dowolnej formuty jezyka bedzie okreslona
w nastepujgcy sposob:

(

(
gp(—a) = =(gs());
g(a A B) = go(a) A gu(B);
g(aV B) = gy(a) V gu(B);
gp(a — B) = go(a) — gu(8);
gp(a = B) = gy(a) = g(8).

Definicja 9. Niech funkcja g5 dla dowolnej formuty jezyka bedzie okreslona
w nastepujgcy sposob:

gs(mar) = =(gs(a));

gs<a A ﬁ) = gs(a) A gs(ﬁ);
gs(Oé \ B) = 93(04) \% gS(ﬁ);
gs(a — B) = gs(a) — g+(B);
gs(a = ﬁ) = gs(a) =Ys 5)

Lemat 16. Jezeli a jest tezq systemu B, to gy(«) jest tezg systemu Stnd.

Dowdéd. Poniewaz oba systemy nadbudowane sg nad klasycznym rachunkiem
zdan, wystarczy pokazaé, ze tezami systemu Stnd sg wyrazenia bedace war-
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tosciami funkcji g, zastosowanej do aksjomatow specyficznych systemu B,
(2.1) — (2.27). Przyjmuja one postac:

SaS v —SiS, (2.44)

SiP — Sis, (2.45)

(MaP V —~MiM) A (SaM V ~SiS) — (SaP v =SiS), (2.46)
(MaP V ~MiM) A MiS — SiP, (2.47)

SaP Vv —SiS Vv SiS. (2.48)

Formuta (2.44) jest réwnowazna w KRZ formule SiS — SaS bedacej
podstawieniem aksjomatu (2.18).

Formuta (2.45) jest bezposrednia konsekwencja aksjomatéw (2.18) i (2.6).

Formula (2.46) jest w KRZ réwnowazna:

(MaP A SaM)V (MaP A =SiS)V (=MiM N SaM)V (=MiM A =SiS) —
(SaP Vv —5iS)

oraz

((MaP N SaM) — (SaP vV =SiS)) A ((MaP N —SiS) — (SaP VvV —SiS)) A
((=MiM A SaM) — (SaPV =SiS)) A ((=MiM A —=SiS) — (SaP VvV —S1iS)).

Kazdy z cztondow powyzszej koniunkcji jest teza systemu Stnd na mocy od-
powiednio: pierwszy — aksjomatu (2.3), drugi i czwarty — praw KRZ, trzeci,
ktéry z kolei jest réwnowazny (SaM A SiS) — (SaP VvV MiM) — aksjomatu
(2.6) oraz tezy (2.45).

Formuta (2.47) jest w KRZ réwnowazna:

(MaP A MiS)V (-MiM N MiS) — SiP
oraz
(MaP A MiS — SiP) A (~MiM A MiS — SiP)

(MaP A MiS — SiP) A (MiS — SiP v MiM).

Pierwszy czton koniunkcji jest identyczny z aksjomatem (2.4), a drugi jest
wyprowadzalny w Stnd z tezy (2.45).
Formuta (2.48) jest podstawieniem tezy KRZ. [ |

Lemat 17. Jezeli a jest tezg systemu Stnd, to gs(a) jest tezq systemu B.
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Dowdod. Jak w dowodzie Lematu 16 ograniczymy sie do pokazania, ze for-
muty otrzymane przez zastosowanie funkcji g, do aksjomatéw specyficznych
systemu Stnd sa tezami B. Przyjmuja one nastepujacag postac:

SiP — SaS A SiS, (2.49)

SaP A SiS — SiP, (2.50)

MaP N MiM N SaM A SiS — SaP A SiS, (2.51)
MaP A MiM A MiS — SiP. (2.52)

Formula (2.49) jest bezposrednig konsekwencja aksjomatéw (2.1) 1 (2.26).

Formula (2.50) jest réwnowazna tezie systemu B (2.28).

Formuly (2.51) i (2.52) sa konsekwencja odpowiednio (2.3) i (2.4) w kla-
sycznym rachunku zdan.

|
Lemat 18. W systemie B dla dowolnej formuly o zachodzi réwnowaznosé

gs(gp(a)) = .

Dowaéd. Wystarczy pokaza¢ rownowazno$é dla wyrazen o postaci Xa) — in-
dukcyjne rozszerzenie jej na dowolne formuty jest rutynowe. Z zastosowania
rozwazanej funkcji otrzymamy:

9s(gp(Xa))) = gs(XaY vV = XiX) = (XaY N XiX)V - XiX.
Na mocy praw KRZ zachodza nastepujace réwnowaznosci:
(XaY ANXiX)V XX = (XaYV-XiX)N\(XiXV-XiX) = Xa) V-XiX.

Poniewaz w B mamy —-XiX — Xa) (przeksztalcony w KRZ aksjomat
(2.27)), otrzymamy réwniez:

XaY V -XiX = Xa).
[ |

Lemat 19. Formula g,(a) jest tautologiq w klasie modeli My, wtedy i tylko
wtedy, gdy o jest tautologiq w klasie modeli My,,,.
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Dowdd. Wystarczy pokazac, ze przy ustalonej dziedzinie D i wartosciowaniu
v dowolna formuta atomowa 3 jest spelniona w modelu My, wtedy i tylko
wtedy, gdy g,(3) jest spetniona w modelu My,. W przypadku atomu o postaci
XY funkcja g, prowadzi do identycznej formuty, a warunki interpretacji Ig
oraz I sa identyczne. Dla Xa) z definicji funkcji g, mamy g,(Xa)) =
XaY V -XiX, a w interpretacji I oznacza to, ze (v(X) Cv(Y) Av(X) # D)
lub v(X)Nw(X) = 0, co z kolei jest réwnowazne f(X) C f()). W interpretacji
Iy formuta v(Xa)) jest prawdziwa wtedy i tylko wtedy, gdy f(X) C f(D).

[ |

Twierdzenie 16. System B jest adekwatny (poprawny i pelny) w stosunku
do klasy My, .

Dowadd. Poprawno$é. Niech a bedzie dowolng teza systemu B. Na mocy Le-
matu 16 g,(«) jest teza Stnd. Na mocy Twierdzenia 13 g,(«) jest spelniona
w kazdym modelu z klasy Mz,. W tej sytuacji, na mocy Lematu 19, « jest
spelniona w kazdym modelu z klasy My,,.

Petosé. Niech teraz o bedzie formuty spelniong w kazdym modelu na-
lezacym do klasy My,,. Na mocy Lematu 19 g,(«) jest spelniona w kazdym
modelu z klasy My,. Na mocy Twierdzenia 13 g,(«) jest teza Stnd. Na mo-
cy Lematu 17 gs(gp(v)) jest teza B. Lemat 18 gwarantuje, ze w systemie B
9s(gp(a)) = @, a wiec « jest teza B. [ |

2.3.3 Hornowski fragment

Hornowski fragment systemu B, ktéry oznaczaé bedziemy B-horn, uzywa
tego samego jezyka, a jako aksjomaty, oprocz podstawien tez klasycznego
rachunku zdan, wykorzystuje formuty (2.1), (2.26), (2.3) i (2.4).

Ze wzgledu na to, ze w dowodach tez (2.5), (2.28), (2.9) oraz (2.31) nie
korzysta sie z aksjomatu (2.4), sa one tezami systemu B-horn. Dzigki ak-
sjomatowi (2.3) w systemie B-horn, tak jak i w systemie B, obowiazuje
odpowiednik Lematu 5.

Dla systemu B-horn mozna okresli¢ system aksjomatycznego odrzuca-
nia jak w pozostaltych systemach bedacych teoriami hornowskimi. Regutami
odrzucania sg M P~!, Sub~! oraz Comp~'. Aksjomatami odrzuconymi dla
systemu sa formuty:

SiS A PiP A SaM A PaM — SiP; (2.53)
PiP A SaP — SiS. (2.54)
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Definicja 10. Wyrazeniem odrzuconym systemu B-horn jest kazdy z ak-
sjomatéw odrzuconych (2.53) i (2.54) oraz kazde wyrazenie, ktore mozna
otrzymac z tez systemu oraz wyrazen odrzuconych przy uzyciu jednej z re-
gut odrzucania: MP~1, Sub™! lub Comp~!.

Lemat 20. Formuly (2.10), (2.2), (2.11), (2.13) oraz
PaS A PiP — SaP (2.55)

sq formutami odrzuconymi systemu B-horn.

Dowéd. Dla odrzucenia formuty (2.10) wystarczy zauwazy¢, ze implikacja,
w ktérej poprzedniku znajduje sie formuta (2.10), a w nastepniku aksjomat
odrzucony (2.53), jest podstawieniem tezy KRZ, a zatem formute (2.10) moz-
na odrzucié¢, wykorzystujac regute M P~

Analogicznie dla odrzucenia formuty (2.2) mozna wykorzystaé fakt, ze
implikacja z formuta (2.2) jako poprzednikiem i aksjomatem odrzuconym
(2.54) jako nastepnikiem jest podstawieniem tezy KRZ.

Poniewaz formuta (2.1) jest aksjomatem systemu B-horn, a formuta
(2.10) jest odrzucona w systemie B-horn, dla odrzucenia formuly (2.11)
w tym systemie mozna zastosowa¢ dowdd z Lematu 7.

Odrzucenie formuly (2.55) w systemie B-horn jest nastepujace:

1. = MaP A SiSNSaM — SiP teza (2.37)
2. F(MaP ASiSNSaM — SiP) —
((PaM AN PiP — MaP) —
(SiS A PiP AN SaM N PaM — SiP)) KRZ
3. F(PaM A PiP — MaP) —
(SiS A PiP AN SaM N PaM — SiP) MP: 2,1
4. 4 SiSNAPiP A SaM N PaM — SiP  a. odrz. (2.54)

5. A PaM N PiP — MaP MP1: 3,4
4 PaS N PiP — SaP Subt: 5
Odrzucenie formuly (2.13) w systemie B-horn jest nastepujace:
1. 4 PaSA PiP — SaP odrzucenie formuty (2.55)
2. FSaP — (PaS A PiP — SaP) KRZ
- SaP MP 121

Lemat 21. Kazda formula atomowa jezyka systemu B-horn jest tezq sys-
temu lub wyrazeniem odrzuconym.
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Dowod. Formuty atomowe o postaci XaX' sa tezami ze wzgledu na aksjomat
(2.1). 4 SiS oraz 4 SaP zachodzi na mocy Lematu 20. Pozostalte formuty
atomowe z wyjatkiem tych o postaci XaX mozna odrzuci¢ przy uzyciu reguty
Sub~t. [ |

Lemat 22. Kazda formuta hornowska jezyka systemu B-horn jest tezqg sys-
temu lub wyrazeniem odrzuconym.

Dowdd. Rozpatrzymy osobno nastepujace przypadki formut hornowskich: (i)
—a, (i) @ — XaX, (ili) a — XiX, (iv) a — Xa), (v) a« — X1, gdzie « jest
formulg elementarng, a X i Y sg réznymi zmiennymi.

Dla przypadkow (i) i (ii) dowdd jest identyczny jak w analogicznych przy-
padkach Twierdzenia 9 (w przypadku (i) wszystkie formuty sa odrzucone,
a w przypadku (ii) sa tezami).

W przypadku (iii), jezeli dla pewnych ), Z oraz 8 € aL(Z,X) « zawiera
XiY, YViX, ZiY A [ lub YiZ A 3, to na mocy aksjomatéw (2.26) i (2.4),
tezy (2.5) oraz Lematu 5, « jest teza. W przeciwnym przypadku zastosujemy
podstawienie ej, okreslone nastepujaco: S podstawione jest za X i kazda
zmienna ), taka ze « zawiera element zbioru aL(), X), a P za wszystkie
inne zmienne. e;(«) jest koniunkcja atoméw ze zbioru {SaS, SaP, PaP,
PiP}. Poniewaz formula (2.1) jest aksjomatem systemu B-horn, zachodzi
F SaP A PiP — e(«), a wiec réwniez

Fe(a— XiX) — (SaP A PiP — SiS).

Wykorzystujac regute M P~! i aksjomat odrzucony (2.54), otrzymujemy stad
Jei(a — XiX) i dalej przy uzyciu reguty Sub™t: 4 a — XiX.

Przypadek (iv). Jezeli a zawiera tancuch taczacy X z Y, to na podstawie
Lematu 5, formuta a — Xa) jest teza systemu fuk. W przeciwnym przy-
padku zastosujemy podstawienie ey, okreslone nastepujaco: P podstawia sie
za ) oraz kazda zmienng Z, taky ze a zawiera tancuch taczacy Z z )Y, a
S podstawia sie za wszystkie inne zmienne wystepujace w rozwazanym wy-
razeniu (w tym X). Wtedy es(a) jest koniunkcja atoméw ze zbioru {PaP,
SaS, PaS, SiS, PiP, SiP, PiS}. Ze wzgledu na aksjomat (2.1) oraz tezy
(2.28), (2.29) i (2.30) mamy w tej sytuacji = PaS A PiP — es(a). Po-
niewaz eg(Xa)) = SaP zachodzi réwniez jako podstawienie prawa KRZ
F (PaS N PiP — ey(a)) — (e2(a — Xa)Y) — (PaS A PiP — SaP)),
a zatem takze - ex(av — Xa)) — (PaS A PiP — SaP).
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Na mocy Lematu 20 mamy - PaS A PiP — SaP, a wiec przy uzyciu
reguty M P~! mozemy otrzymaé - ex(a — Xa)), i dalej, na mocy reguty
Sub™!, Ha — Xa).

W ramach przypadku (v) rozwazymy trzy mozliwosci: (a) o zawiera ele-
menty zbioréw aL(X,)) oraz al(Y,X) (b) nie zachodzi poprzedni przypa-
dek, ale o zawiera element zbioru aL(X,)) U aL(Y,X) i (c) nie zachodzi
zaden z wymienionych przypadkow.

W przypadku (a) jezeli o zawiera dowolny atom zbudowany przy uzy-
ciu funktora ¢ z X badz Y uzytym jako argument lub dla pewnych Z iV
oraz § € al(Z,X) ZiV A lub ViZ A 3, to rozpatrywana formuta jest
teza. W przeciwnym wypadku zastosujemy podstawienie ez, okreslone naste-
pujaco: S podstawiamy za X', ) oraz kazda zmienna Z, taka ze a zawiera
element zbioru aL(Z, X)UaL(Z,)), P — za pozostale zmienne. Analogicznie
jak w przypadku (iv), formuta e3(«) jest koniunkcja atoméw ze zbioru {SasS,
SaP, PaP, PiP}, a wigc zachodzi F ez(a — Xi)) — (PaS A PiP — SiS).
Przy uzyciu reguly M P~! i aksjomatu odrzuconego (2.54) otrzymamy stad
Jes(a — X)), i dalej, przy uzyciu reguty Sub™!, 4 a — Xi).

Przy rozpatrywaniu przypadku (b) przyjmiemy, ze « zawiera lancuch
taczacy zmienng X ze zmienng ), przy tancuchu odwrotnym sytuacja jest
analogiczna. Jezeli zatem « zawiera X)), ViXx lub dla pewnych Z iV oraz
B € al(Z,X), ZiV A B lub ViZ A (3, to rozpatrywana formula jest teza.
W przeciwnym wypadku uzyjemy podstawienia ey, okreslonego nastepujaco:
S podstawiamy za X oraz kazda zmienna Z, taka ze « zawiera tancuch
taczacy Z z X; P — za pozostate zmienne, w tym ). e4(a) jest koniunkcja
atomow ze zbioru {SaS, SaP, PaP, PiP}. Mamy wiec

Fey(a — XiY) — (SaP A PiP — SiP).
Ze wzgledu na aksjomat (2.26) wynika stad
Fey(a — Xi)Y) — (SaP A PiP — SiS).

Tak jak w przypadku (a) mozemy stad otrzymaé 4 o — Xi).

W przypadku (c), jezeli a zawiera X'i), YiX lub dla pewnego Z tan-
cuch taczacy Z z X oraz jeden z atoméw Zi) lub YViZ, lub tancuch
taczacy Z z Y oraz jeden z atomow ZiX lub X2, lub dla pewnych Z i V
oraz # € aL(Z,X) i~ € aL(V,Y), ZiVANB A7y lub ViZ A [ A7, to rozpa-
trywana formuta jest teza na mocy aksjomatu (2.4), tezy (2.9) oraz Lematu
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5. W przeciwnym wypadku skorzystamy z podstawienia es, okreslonego na-
stepujaco: S podstawiamy za X oraz kazda zmienng Z, taky ze o zawiera
tancuch taczacy Z z X', P — za ) oraz kazda zmienng V, taky ze « zawiera
tancuch taczacy Z z Y, M — za wszystkie inne zmienne. e5(«) jest koniunkcja
atomow ze zbioru {SaS, PaP, MaM, SaM, PaM, SiS, PiP, MiM, SiM,
MiS, PiM, MiP}. W zwiazku z tym = SiS A PiP A SaM A PaM — es(«),
a co za tym idzie - es(av — Xi)) — (SiS A PiP A SaM A PaM — SiP).
Przy uzyciu reguly M P~! i aksjomatu odrzuconego (2.53) otrzymamy stad
Jes(a — XiY) i dalej, przy uzyciu reguty Sub™!, 4 a — Xi). ]

Lemat 23. Aksjomaty odrzucone (2.53) i (2.54) nie sq tezami systemu
B-horn.

Dowdd. Mozemy zastosowaé rozumowanie analogiczne do uzytego w dowo-
dzie Lematu 10. W przypadku aksjomatu (2.53) mozna zastosowaé wprost
klase modeli M;, z tego dowodu. W przypadku aksjomatu odrzuconego
(2.54), odpowiednia klasa modeli moze by¢ okreslona nastepujaco: My, =
(N11,v, I11), gdzie dziedzina Ny, = {ny,ns}, a interpretacja I1; dla funktoréw
rachunku zdan jest klasyczna, a dla formul atomowych okredlona jest przez
matryce:

a | ny| ne i | ny | N
ny | 1 1 ny | 0
o 0 1 %) 0 1

Aksjomat odrzucony (2.54) jest niespelniony przy wartosciowaniu v, ta-
kim ze v(P) = ng, a v(S) = n;. |

Twierdzenie 17. Kazda formula jezyka systemu B-horn jest tezq syste-
mu lub wyrazeniem odrzuconym, a Zadna formutla nie jest jednoczesnie tezg
1 wyrazeniem odrzuconym.

Dowdd. Dowdd jest taki sam jak Twierdzenia 9 z wykorzystaniem Lematu
22 i Lematu 23. |

2.3.4 Aksjomatyka odrzuceniowa dla systemu B

Do okreslenia aksjomatycznego odrzucania w systemie B wykorzystamy sta-
ba regute dekompozycji SC~! o schemacie:
Hda — [V B;, dla kazdych i, j, takich ze: 1 <i < j < n
da— G V...V,

n>2, (2.56)
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gdzie « jest formuly elementarna, a 3; (1 <@ < n) sa atomami.
Jedyny aksjomat odrzucony przyjmuje postac:

MaSANMaPAMaQANSaRNPaRNRaNAQaN NASiSAPiPNQi(Q) — SiPVRi(Q).
(2.57)

Definicja 11. Wyrazeniem odrzuconym systemu B nazywamy aksjomat od-
rzucony (2.57) oraz kazde wyrazenie, ktére mozina otrzymaé z tez systemu
oraz wyrazen odrzuconych przy uzyciu jednej z requt odrzucania: M P, Sub™!

lub SC1.
Lemat 24. Formuly (2.53) oraz (2.54) sq odrzucone w systemie B.

Dowéd. W dowodzie bedziemy aksjomat odrzucony (2.57) oznaczaé jako a.
Odrzucenie formuly (2.53):

1. F(SiSAPiPASaRA PaR — SiP) — a KRZ

2. da aks. odrzucony (2.57)
3. 4SiSAPiPASaRNPaR — SiP MP: 21
- 5iS A PiP N SaM N PaM — SiP Sub~1: 3

Odrzucenie formuly (2.54):

1. F (MiM A MaS A MaP — SiP) —

((SiS A MaS — MiM) — ) KRZ
2. FMiMANMaS N MaP — SiP teza (2.31)
3. F (SiS A MaS — MiM) — MP: 1,2
4. da aks. odrzucony (2.57)
5. 4SS AMaS — MiM MP™1:3 4
4 PiP A SaP — SiS Sub™': 5

Konsekwencja Lematu 24 jest to, ze wszystkie hornowskie formuty od-
rzucone w systemie B-horn sa odrzucone w systemie B. Pozostate formuty
hornowskie sg tezami systemu B-horn, a wiec i B, a zatem kazda formuta
hornowska systemu B jest jego teza lub wyrazeniem odrzuconym.
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W dalszych rozwazaniach postuzymy sie nastepujaca formuta:

MaM N MaS N MaP N MaRANMaQ N MaN N SaS N SaR AN SaNA
PaP A PaR N\ PaN N RaR AN RaN A QaQ N QalN AN NaNA
SiSANSiRARiSANSiNANiSAPiPAPiRNRiPAPiN A NiPA
RiRANRIN ANiRAQiQ AQiN ANNiQ AN NiN — (2.58)
SaM Vv SaPV SaQ vV PaM Vv PaSV PaQ vV RaM V RaSV RaP Vv RaQV
QaMV QaSV QaPV QaRY NaM V NaSV NaPV NaRV NaQV
MiM N MiSV SiMyv MiP N PiM Vv MiRV RiM NV MiQV QiMV
MiN Vv NiM Vv SiPV PiSV SiQ V QiSV PiQ VvV QiP V RiQ V QiR.

Lemat 25. Formula (2.58) jest wyrazeniem odrzuconym w systemie B.

Dowdd. Pokazemy najpierw, ze tezami systemu B sg implikacje, ktérych
poprzednikami sa atomy wystepujace w nastepniku (2.58), niewystepujace
w nastepniku (2.57), w koniunkcji z atomami wystepujacymi w poprzedni-
ku (2.58), a nastepnikami — jeden z elementéw nastepnika (2.57), wskazujac
odpowiednie tezy systemu B:

e SaM : SaM A SiS AN MaS AN MaP — SiP (2.36);
e SaP: SaP A SiS — SiP (2.28);

o Sa@ : SaQ N SiS A SaR — RiQ (2.31);

e PaM : PaM A PiP AN MaS N MaP — SiP (2.36);
e PaS: PaS A PiP — SiP (2.29);

e PaQ): PaQ N PiP A PaR — RiQ) (2.31);

e RaM : RaM AN RiR AN MaR A Ma@Q — RiQ (2.36);
e RaS: RaS A PiP N PaR — SiP (2.38);

e RaP: RaP A SiS N SaR — SiP (2.37);

e Ra@ : RaQ AN RiR — RiQ (2.28);

QaM : QaM A QiQ A MaR A Ma@Q — RiQ (2.36);



Sylogistyka Brentany

33

e QaS : QaS A QiQ A SaR — RiQ (2.38);

e QaP : QaP A QiQ A PaR — RiQ (2.38);

QaR :
NaM : NaM N NiN N MaS N MaP — SiP (2.36);
Nas$ :
NaP :
NaR :
NaQ :
MiM :
M:iS
SiM -
MiP :
PiM
MiR :
RiM -
MaQ) -
QiM :
MiN :
NiM :

QaR A QiQ — RiQ (2.29);

NaS N NiQ N SaR — Ri@Q (3.32);
NaP A NiQ A PaR — RiQ (2.39);
NaR A NiQ — RiQ (2.4);
NaQ A NiR — RiQ (2.4);

MiM N MaS N MaP — SiP (2.31);

MiS A MaP — SiP (2.4);
SiM A MaP — SiP (2.40);
MiP A MaS — SiP (2.40);
(2.4);
(2.4);
RiM A MaQ — RiQ (2.40);
(
(2

PiM A MaS — SiP
MiR A MaQ — RiQ

MiQ N MaR — RiQ (2.40);
QiM A MaR — RiQ (2.4);
MiN A MaS A MaP — SiP (2.32);

NiM A MaS A MaP — SiP (2.33);

PiS : PiS — SiP (2.5);

SiQ : SiQ A SaR — RiQ (2.40);

QiS : QiS A SaR — RiQ (2.4);

PiQ : PiQ A PaR — RiQ (2.40);
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e QiP: QiP N PaR — RiQ (2.4);

e QiR : QiR — RiQ (2.5).

Wystarczy teraz pokazaé, ze tezami B sg implikacje, ktorych poprzedni-
kami sa elementy poprzednika (2.57), a nastepnikami elementy poprzednika

(2.58):

MaM, SaS, PaP, RaR,QaQ, NaN sa tezami systemu B (podstawie-
niami (2.1));

MaR : MaS A SaR — MaR (2.3);

MaN : MaQ N QaN — MaN (2.3);

SaN : SaR A RaN — SaN (2.3);

PaN : PaR N RaN — PaN (2.3);

SiR :
RiS :
SiN :
NS :
PiR:
RiP :
PiN :
NiP :
RiN :
NiR :
QiN :
NiQ) :
RiR :

SaR A SiS — SiR (2.28);

SaR A SiS — RiS (2.29);

SaR A RaN A SiS — SiN (2.37);
SaR N RaN A SiS — NiS (2.38);
PaR A PiP — PiR (2.28);

PaR A PiP — RiP (2.29);

PaR N RaN N PiP — PiN (2.37);
PaR N PiP AN RaN — RiN (2.41);

PaR N PiP AN RaN — NiR (2.42);

?

(2.37)
PaR A RaN A PiP — NiP (2.38);
(2.41)
(2.42)

QaN N QiQ — QiN (2.28);
QaN N QiQ — NiQ (2.29);
SiS A SaR — RiR (2.30);
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e NiN: SaR A SiS A RaN — NiN (2.43).

Lemat 26. Kazde wyrazenie jezyka systemu B o postaci « — (31 V By, gdzie
a jest wyrazeniem elementarnym, a (3, oraz B atomami, jest tezq lub wyra-
zeniem odrzuconym systemu.

Dowdd. Rozpatrzymy nastepujace przypadki interesujagcych nas formut, roz-
niace sie ksztaltem nastepnika: (i) o — Xi)Y V ZaV, (ii) a — Xi)Y V ZiV,
(i) a — Xa) V Za).

W przypadku (i) rozpatrywana formuta jest teza systemu, gdy spetniony
jest przynajmniej jeden z ponizszych warunkow:

e tezg jest a — A1), tzn. zachodzi jedna z nastepujacych sytuacji:
(I) a zawiera atom Xi) lub YViX, (II) a zawiera Zi) lub ViZ oraz
elementy zbioréw aL(Z,X) i aL(V,)), (III) o zawiera atom zbudo-
wany przy uzyciu funktora ¢ oraz zmiennej U oraz elementy zbioréw
aL(U,X)ial(U,Y)badz (IV) X oraz ) sa ta sama zmienna i « zawie-
ra atom zbudowany przy uzyciu funktora ¢ oraz X jako przynajmniej
jednego z argumentow;

o tezg jest &« — ZaV, tzn. Z jest ta sama zmienna co V lub a zawiera
tancuch taczacy zmienng Z ze zmienng V;

e spehione sa jednoczesnie dwa warunki: (I) X jest ta sama zmienng
co Z lub « zawiera tancuch taczacy Z z X oraz (II) ) jest ta sama
zmienng co Z lub a zawiera tancuch taczacy Z z Y.

Pokazemy teraz, ze gdy zaden z powyzszych warunkow nie zachodzi, rozpa-
trywana formuta jest wyrazeniem odrzuconym. Rozwazymy dwie mozliwosci:
(a) zmienna Z jest r6zna od X i od ) oraz « nie zawiera tancucha taczacego
Z ani z X ani z ) oraz (b) zmienna Z jest identyczna z jedna ze zmiennych
X albo Y lub « zawiera tancuch taczacy Z z X albo ) (« nie zawiera obu
takich tancuchéw réwnoczesnie, bo formuta bytaby teza).

W przypadku (a) podstawiamy:

o M za wszystkie zmienne U, takie ze o zawiera jednoczesnie tancuch
taczacy U z X oraz taczacy U z ), oraz za X i ), o ile a zawiera
tancuch taczacy odpowiednio X z Y lub YV z X;
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e S za X oraz wszystkie zmienne U, takie ze « zawiera tancuch taczacy

U z X, gdy nie zostala za nie podstawiona zmienna M

e P za ) oraz wszystkie zmienne U, takie ze « zawiera tancuch taczacy

U z Y, gdy nie zostata za nie podstawiona zmienna M;

e R za V oraz wszystkie zmienne U, takie ze o zawiera tancuch taczacy

U z V, za ktére nie zostaly podstawione M, S ani P;

e N za wszystkie inne zmienne tgcznie z Z.

W zaleznosci od zawartosci formuty o mozemy otrzymac w rezultacie impli-
kacje o jednej z nastepujacych postaci:

1.

o

nastepnik MiM V NaM, poprzednik zawierajacy elementy zbioru
{MaM, NaN, MaN, NiN };

nastepnik MiMlorNaR, poprzednik zawierajacy elementy zbioru
{MaM, RaR, NaN, MaR, MaN, RaN, RiR, NiN, RiN, NiR};

nastepnik SiM V NaM, poprzednik zawierajacy elementy zbioru
{MaM, SaS, NaN, MaS, MaN, SaN, SiS, NiN, SiN, NiS};

. nastepnik SiMV NaS, poprzednik zawierajacy elementy zbioru { MaM,

SaS, NaN, MaS, MaN, SaN, SiS, NiN, SiN, NiS};

. nastepnik SiMV NaR, poprzednik zawierajacy elementy zbioru { MaM,

SaS, RaR, NaN, MaS, MaR, MaN, SaR, SaN, RaN, SiS, RiR,
NiN, SiR, RiS, SiN, NiS, RiN, NiR};

nastepnik MiP V NaM, poprzednik zawierajacy elementy zbioru
{MaM, PaP, NaN, MaP, MaN, PaN, PiP, NiN, PiN, NiP},

. nastepnik MiPV NaP, poprzednik zawierajacy elementy zbioru { MaM,

PaP, NaN, MaP, MaN, PaN, PiP, NiN, PiN, NiP};

. nastepnik MiPV NaR, poprzednik zawierajacy elementy zbioru { MaM,

PaP, RaR, NaN, MaP, MaR, MaN, PaR, PaN, RaN, PiP, RiR,
NiN, PiR, RiP, PiN, NiP, RiN, NiR};

. nastepnik SiPVNaM , poprzednik zawierajacy elementy zbioru { MaM,

SaS, PaP, NaN, MaS, MaP, MaN, SaN, PaN, SiS, PiP, NiN, SiN,
PiR PiN, NiP},
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10. nastepnik SiPV NaS, poprzednik zawierajacy elementy zbioru { MaM,
SaS, PaP, NaN, MaS, MaP, MaN, SaN, PaN, SiS, PiP, NiN, SiN,
PiR, PiN, NiP},

11. nastepnik SiPV NaP, poprzednik zawierajacy elementy zbioru { MaM,
SaS, PaP, NaN, MaS, MaP, MaN, SaN, PaN, SiS, PiP, NiN, SiN,
PiR, PiN, NiP};

12. nastepnik SiPV NaR, poprzednik zawierajacy elementy zbioru { MaM,
SaS, PaP, RaR, NaN, MaS, MaP, MaR, MaN, SaR, SaN, PaR,
PaN, RaN, SiS, PiP, RiR, NiN, SiR, RiS, SiN, NiS, PiR, RiP,
PiN, NiP, RiN, NiR}.

Mozna zauwazy¢, ze dla kazdej z wymienionych formut (oznaczmy je ) im-
plikacja, ktérej poprzednikiem jest 3, a nastepnikiem — formuta (2.58), jest
podstawieniem prawa KRZ. Zatem przy uzyciu reguty M P~! mozna odrzucié
3, a przy uzyciu Sub~! — rozpatrywang w tym punkcie formule.

W przypadku (b) przyjmijmy, ze zmienna, ktéra jest identyczna z Z lub
potaczona z Z tancuchem zawartym w « jest X' (poniewaz w systemie B ma-
my réwnowaznos¢ StP = PiS wystarczy to dla dowolnej formuty rozpatry-
wanej w tym przypadku). Przy takim zatozeniu, aby rozpatrywana formuta
nie byta teza, zmienne X oraz Z musza by¢ rézne od zmiennych ) oraz V,
jak réwniez o nie moze zawiera¢ tanicucha taczacego X lub Z aniz ), aniz V.

Podstawimy:

e M za wszystkie zmienne U, takie ze o zawiera jednoczesnie tancuch
taczacy U z X oraz taczacy U z ), oraz za Y, o ile o zawiera tancuch
taczacy Y z &;

e P za )V oraz wszystkie zmienne U, takie ze o zawiera tancuch taczacy
U 7V, za ktore nie zostato podstawione M,

R za ) oraz wszystkie zmienne U, takie ze a zawiera tancuch tgczacy
U z ), za ktére nie zostaly podstawione M ani P;

@ za X oraz wszystkie zmienne U, takie ze o zawiera tancuch taczacy
U z X (lacznie z 2),

e N za wszystkie inne zmienne.
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W rezultacie, w zaleznosci od zawartosci formuly o mozemy otrzymac impli-
kacje o jednej z nastepujacych postaci:

1.

nastepnik QiM V QaM, poprzednik zawierajacy elementy zbioru
{MaM, QaQ), NaN, MaQ, MaN, QaN, QiQ), NiN, QiN, NiQ};

. nastepnik RiMV RaP, poprzednik zawierajacy elementy zbioru { MaM,

PaP, QaQ, NaN, MaP, Ma(@, MaN, PaN, QaN, PiP, i), NiN,
PiN, NiP, QiN, NiQ};

nastepnik QiPVQaM , poprzednik zawierajacy elementy zbioru { MaM,
PaP, QaQ), NaN, MaP, Ma(Q), MaN, PaN, QaN, PiP, (Qi(), NiN,
PiN, NiP, QiN, NiQ};

. nastepnik QiPVQaP, poprzednik zawierajacy elementy zbioru { MaM,

PaP, QaQ, NaN, MaP, Ma@, MaN, PaN, QaN, PiP, QiQ), NiN,
PiN, NiP, QiN, NiQ};

. nastepnik Qi RVQaM , poprzednik zawierajacy elementy zbioru { MaM,

RaR, QaQ), NaN, MaR, Ma(Q), MaN, RaN, QaN, RiR, i), NiN,
RiN, NiR, QiN, NiQ};

nastepnik QiRVQaP, poprzednik zawierajacy elementy zbioru { MaM,
PaP, RaR, QaQ, NaN, MaP, MaR, MaQ, MaN, PaR, PaN, RaN,
QaN, PiP, RiR, QiQQ, NiN, PiR, RiP, PiN, NiP, RiN, NiR, QiN,
NiQ}.

Tak jak w przypadku (a) rozpatrywana formuta jest odrzucona.

W przypadku (ii) rozpatrywana formuta o postaci a« — Xi) V ZiV jest
teza systemu, gdy a — XY lub o — Z7V. W przeciwnym wypadku rozwazy-
my osobno rézne mozliwosci zwigzane z powigzaniami pomiedzy zmiennymi
wystepujacymi w nastepniku. Dla ich okreslenia przyjmijmy, ze nastepnik
naszej formuly jest alternatyws ustawionych w dowolnej kolejnosci atomow:
XX, gdzie 1 # j € {1,2} oraz Vi), gdzie k # 1 € {1,2}. W tej sytu-
acji rogzwazymy przypadki, w ktorych tak mozna dobra¢ wartosé¢ indeksow
1,7, k, 1, ze spelnione sg warunki:

(a) X jest ta sama zmienng co Y lub « zawiera tancuch taczacy X z )
oraz X, jest tg sama zmienng co )s lub a zawiera tancuch taczacy s z )Vs;
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(b) nie zachodzi (a) i dodatkowo X; jest ta sama zmienna co ) lub
a zawiera tancuch taczacy X z Y oraz & jest tg sama zmienna co Y, lub
a zawiera tancuch taczacy Yo z As;

(c) nie zachodza (a) i (b), ale &X] jest ta sama zmienna co Yy lub « zawiera
tancuch taczacy &) z YVi;

(d) nie zachodza (a), (b) ani (c), tzn. zmienne X} i X, sa r6zne od zmien-
nych Y, i M, i a nie zawiera zadnego tancucha taczacego X; z Vi ani Yy z &;
przy dowolnych i, k € {1,2}.

Dla uproszczenia dalszych rozwazan przyjmijmy, bez utraty ogodlnosci
dzigki symetrycznosci alternatywy oraz funktora ¢, ze nastepnik naszej for-
muty ma postaé Xj1Xy V V1i)s.

W przypadku (a) podstawiamy:

e M za wszystkie zmienne U, takie ze a zawiera jednoczesnie tancuch
taczacy U z Y oraz taczacy U z Vs, oraz za YV, i Vs, o ile o zawiera
tancuch taczacy odpowiednio Yy z Yo lub Vs z Vi;

e S za ) oraz wszystkie zmienne U, takie ze o zawiera tancuch taczacy
U z V1, tacznie z &), gdy nie zostalta za nie podstawiona zmienna M;

e P za )Y, oraz wszystkie zmienne U, takie ze o zawiera tancuch taczacy
U z Y, tacznie z X,, gdy nie zostata za nie podstawiona zmienna M

e N za wszystkie inne zmienne.

W rezultacie, w zaleznosci od zawartosci formuly a mozemy otrzymac impli-
kacje o jednej z nastepujacych postaci:

1. nastepnik MM VvV MiM, poprzednik zawierajacy elementy zbioru
{MaM, NaN, MaN, NiN};

2. nastepnik MiM V MiP, poprzednik zawierajacy elementy zbioru
{MaM, PaP, NaN, MaP, MaN, PaN, PiP, NiN, PiN, NiP},

3. nastepnik MM Vv SiM, poprzednik zawierajacy elementy zbioru
{MaM, SaS, NaN, MaS, MaN, SaN, SiS, NiN, SiN, NiS};

4. nastepnik MiMVSiP, poprzednik zawierajacy elementy zbioru { MaM,
SaS, PaP, NaN, MaS, MaP, MaN, SaN, PaN, SiS, PiP, NiN, SiN,
NiS PiN, NiP};
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5. nastepnik MiPVMiP, poprzednik zawierajacy elementy zbioru { MaM,
PaP,; NaN, MaP, MaN, PaN, PiP, NiN, PiN, NiP};

6. nastepnik MiPV SiP, poprzednik zawierajacy elementy zbioru { MaM,
SaS, PaP, NaN, MaS, MaP, MaN, SaN, PaN, SiS, PiP, NiN, SiN,
NiS PiN, NiP};

7. nastepnik SiMV.SiM, poprzednik zawierajacy elementy zbioru { MaM,
SaS, NaN, MaS, MaN, SaN, SiS, NiN, SiN, NiS};

8. nastepnik SiM V SiP, poprzednik zawierajacy elementy zbioru {MaM,
SaS, PaP, NaN, MaS, MaP, MaN, SaN, PaN, SiS, PiP, NiN, SiN,
NiS PiN, NiP};

9. nastepnik SiPV SiP, poprzednik zawierajacy elementy zbioru {MaM,
SaS, PaP, NaN, MaS, MaP, MaN, SaN, PaN, SiS, PiP, NiN, SiN,
NiS PiN, NiP};

Tak jak w poprzednich przypadkach wynika stad, ze rozpatrywana for-
muta jest odrzucona w systemie B.
W przypadku (b) podstawiamy:

e M za wszystkie zmienne U, takie ze o zawiera jednoczes$nie tancuch
taczacy U z Xy oraz taczacy U z X,, oraz za X; 1 Xy, o ile o zawiera
tancuch taczacy odpowiednio & z X5 lub X5 z Ay, jak réwniez wszystkie
zmienne V), takie ze a zawiera jednoczes$nie tancuch taczacy V z W

oraz taczacy V z Yo, oraz za Vi i Vs, o ile a zawiera tancuch taczacy
odpowiednio Y, z Yy lub Vs z Vi

e S za Y oraz wszystkie zmienne U, takie ze o zawiera tancuch taczacy
U z Y1, tacznie z X, gdy nie zostala za nie podstawiona zmienna M;

e P za X, oraz wszystkie zmienne U, takie ze o zawiera tancuch taczacy
U 7 X, tacznie z Vs, gdy nie zostala za nie podstawiona zmienna M;

e N za wszystkie inne zmienne.

W rezultacie, w zaleznosci od zawartosci formuly o mozemy otrzymac impli-
kacje o jednej z nastepujacych postaci:

1. nastepnik MiM V MiM, poprzednik zawierajacy elementy zbioru
{MaM, NaN, MaN, NiN};
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2. nastepnik MiP VvV MiM, poprzednik zawierajacy elementy zbioru
{MaM, PaP, NaN, MaP, MaN, PaN, PiP, NiN, PiN, NiP},

3. nastepnik MiM V SiM, poprzednik zawierajacy elementy zbioru
{MaM, SaS, NaN, MaS, MaN, SaN, SiS, NiN, SiN, NiS};

4. nastepnik MiPVSiM, poprzednik zawierajacy elementy zbioru { MaM,
SaS, PaP, NaN, MaS, MaP, MaN, SaN, PaN, SiS, PiP, NiN, SiN,
NiS PiN, NiP};

5. nastepnik MiPVMiP, poprzednik zawierajacy elementy zbioru { MaM,
PaP, NaN, MaP, MaN, PaN, PiP, NiN, PiN, NiP},

6. nastepnik MiPV SiP, poprzednik zawierajacy elementy zbioru {MaM,
SaS, PaP, NaN, MaS, MaP, MaN, SaN, PaN, SiS, PiP, NiN, SiN,
NiS PiN, NiP};

7. nastepnik SiMV SiM, poprzednik zawierajacy elementy zbioru { MaM,
SaS, NaN, MaS, MaN, SaN, SiS, NiN, SiN, NiS};

8. nastepnik SiPV SiM, poprzednik zawierajacy elementy zbioru {MaM,
SaS, PaP, NaN, MaS, MaP, MaN, SaN, PaN, SiS, PiP, NiN, SiN,
NiS PiN, NiP};

9. nastepnik SiPV SiP, poprzednik zawierajacy elementy zbioru {MaM,
SaS, PaP, NaN, MaS, MaP, MaN, SaN, PaN, SiS, PiP, NiN, SiN,
NiS PiN, NiP};

Znowu, tak jak w poprzednich przypadkach, wynika stad, ze rozpatrywa-
na formuta jest odrzucona w systemie B.
W przypadku (c¢) podstawiamy:

o M za wszystkie zmienne U, takie ze o zawiera jednoczesnie tancuch
taczacy U z Xy oraz taczacy U z Xs, oraz za X) i Xy, o ile o zawiera
tancuch taczacy odpowiednio X z X, lub &, z &), jak réwniez wszystkie
zmienne V, takie ze a zawiera jednoczesnie tancuch taczacy V z )
oraz taczacy V z )s, oraz za Vi i Vs, o ile a zawiera tancuch taczacy
odpowiednio ) z Y5 lub Vs z Vi

e () za )Y oraz wszystkie zmienne U, takie ze o zawiera tancuch taczacy
U z Y1, tacznie z X, gdy nie zostata za nie podstawiona zmienna M
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e P za X, oraz wszystkie zmienne U, takie ze o zawiera tancuch taczacy
U 7 X, gdy nie zostata za nie podstawiona zmienna M;

e R za ) oraz wszystkie zmienne U, takie ze a zawiera tancuch taczacy
U 7 Y,, gdy nie zostata za nie podstawiona zmienna M

e N za wszystkie inne zmienne.

W rezultacie, w zaleznosci od zawartosci formuly o mozemy otrzymac impli-
kacje o jednej z nastepujacych postaci:

1. nastepnik MiM vV MiM, poprzednik zawierajacy elementy zbioru
{MaM, NaN, MaN, NiN};

2. nastepnik MiM VvV MiR, poprzednik zawierajacy elementy zbioru
{MaM, RaR, NaN, MaR, MaN, RaN, RiR, NiN, RiN, NiR};

3. nastepnik MiP VvV MM, poprzednik zawierajacy elementy zbioru
{MaM, PaP, NaN, MaP, MaN, PaN, PiP, NiN, PiN, NiP},

4. nastepnik MiPVMiR, poprzednik zawierajacy elementy zbioru { MaM,
RaR, PaP, NaN, MaP, MaR, MaN, PaR, RaN, PaN, RaN, PiP,
RiR, NiN, PiR, RiP PiN, NiP RiN, NiR};

5. nastepnik MiM V QiM, poprzednik zawierajacy elementy zbioru
{MaM, QaQ, NaN, MaQ, MaN, QaN, QiQ), NiN, QiN, NiQ};

6. nastepnik MiMVQiR, poprzednik zawierajacy elementy zbioru { MaM,
RaR, QaQ), NaN, MaQ, MaR, MaN, RaN, QaN, QQiQ), RiR, NiN,
RiN, NiR, QiN, NiQ};

7. nastepnik MiPVQiM, poprzednik zawierajacy elementy zbioru { MaM,
PaP, QaQ, NaN, Ma@Q, MaP, MaN, PaN, QaN, QiQ), PiP, NiN,
PiN, NiP, QiN, NiQ};

8. nastepnik MiPVQiR, poprzednik zawierajacy elementy zbioru {MaM,
PaP, RaR, QaQ, NaN, MaP, MaR, MaQ), MaN, PaR, PaN, RaN,
QaN, PiP, RiR, Qi(), NiN, PiR, RiP, PiN, NiP, RiN, NiR, QiN,
NiQ};

9. nastepnik QiMVQiM , poprzednik zawierajacy elementy zbioru { MaM,
QaQ, NaN, MaQ, MaN, QaN, QiQ, NiN, QiN, NiQ};
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10. nastepnik QiM VQiR, poprzednik zawierajacy elementy zbioru { MaM,
RaR, Qa@), NaN, MaQ, MaR, MaN, RaN, QaN, Qi(Q), RiR, NiN,
RiN, NiR, QiN, NiQ};

11. nastepnik QiPVQiM , poprzednik zawierajacy elementy zbioru { MaM,
PaP, QaQ, NaN, MaQ, MaP, MaN, PaN, QaN, QiQ), PiP, NiN,
PiN, NiP, QiN, NiQ};

12. nastepnik QiPV QiR, poprzednik zawierajacy elementy zbioru { MaM,
PaP, RaR, QaQ, NaN, MaP, MaR, MaQ, MaN, PaR, PaN, RaN,
QaN, PiP, RiR, QiQ), NiN, PiR, RiP, PiN, NiP, RiN, NiR, QiN,
NiQ};

Znowu, tak jak w poprzednich przypadkach, wynika stad, ze rozpatrywa-
na formuta jest odrzucona w systemie B.
W przypadku (d) podstawiamy:

o M za wszystkie zmienne U, takie ze o zawiera jednoczesnie tancuch
taczacy U z Xy oraz taczacy U z Xs, oraz za X) i Xy, o ile o zawiera
tancuch taczacy odpowiednio & z X lub X5 z Ay, jak réwniez wszystkie
zmienne V takie, ze a zawiera jednoczesnie tancuch taczacy V z )
oraz ltaczacy V z ), oraz za Y i Vs, o ile a zawiera tancuch taczacy
odpowiednio Y z Vs lub Y5 z Vy;

S za X, oraz wszystkie zmienne U, takie ze o zawiera tancuch tgczacy
U z X, gdy nie zostata za nie podstawiona zmienna M;

e P za X, oraz wszystkie zmienne U, takie ze a zawiera tancuch taczacy
U z X, gdy nie zostata za nie podstawiona zmienna M;

Q) za Y, oraz wszystkie zmienne U, takie ze a zawiera tancuch tgczacy
U z Y1, gdy nie zostata za nie podstawiona zmienna M

R za ), oraz wszystkie zmienne U, takie ze a zawiera tancuch taczacy
U z )Vs, gdy nie zostata za nie podstawiona zmienna M,

e N za wszystkie inne zmienne.

W wyrazeniu otrzymanym przez podstawienie z o nie moze by¢ atomdow
QaS, QaP, RaS ani QQaP oraz par atomow Sa@) i SaR oraz Pa(Q) i PaR. W
zwiazku z tym zmienne P, @), R, S moga w tym wyrazeniu wystapi¢ jedynie
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w nastepujacych kombinacjach atoméw zbudowanych przy uzyciu funktora
a:

1. brak atomu z tymi zmiennymi;
2. Sa(@) oraz PaR;

3. SaQ);

4. PaR;

5. SaR oraz PaQ);

6. SaR;

7. PaQ);

8. SaR oraz PaR;

9. Sa() oraz Pa().

W przypadkach 1 — 4 podstawimy dalej S za () oraz P za R, a w przypadkach
578 za Roraz P za Q. W rezultacie tych podstawien otrzymamy jedna
z formul wymienionych w punkcie (a), a wiec wyjéciowa formutla jest odrzu-
cona. Pozostaje wiec do rozpatrzenia przypadek 8, gdyz przypadek 9 rézni
sie¢ od niego tylko ksztaltem zmiennych. W przypadku tym, w zaleznosci od
zawartosci formuty o, mozemy otrzymac implikacje o jednej z nastepujacych
postaci:

e nastepnik SiPV MiR, poprzednik zawierajacy elementy zbioru {MaM,
SaS, PaP, RaR, NaN, MaS, MaP, MaR, MaN, SaR SaN, PaR,
PaN, RaN, SiS, PiP, RiR, NiN, SiR, RiS, SiN, NiS, PiR, RiP,
PiN, NiP, RiN, NiR};

e nastepnik SiPV QiR, poprzednik zawierajacy elementy zbioru {MaM,
MaS, MaP, MaR, MaQ@, MaN, SaS, SaR, SaN, PaP, PaR, PaN,
RaR, RaN, QaQ, QaN, NaN, SiS, SiR, RiS, SiN, NiS, PiP, PiR,
RiP, PiN, NiP, RiR, RiN, NiR, QiQ, QiN, NiQ}

Po raz kolejny — tak jak w poprzednich przypadkach — wynika stad, ze
wyjsciowa formuta jest odrzucona w systemie B.



Sylogistyka Brentany 95

W przypadku (iii) rozpatrywana formuta o postaci « — Xa)Y VvV ZaV
jest teza systemu gdy o — Xa) lub a — ZalV. W przeciwnym przypadku
rozwazymy dwie mozliwosci: (a) ) oraz V sa ta sama zmienna lub « zawiera
laficuchy taczace Y z ViV z Y, oraz (b) ) jest r6zne od V oraz « nie zawiera
tanicucha taczacego YV z V.

W przypadku (a) podstawiamy:

e S za ), V oraz kazda zmienng U, taka ze o zawiera tancuch taczacy

Uzy,
e N za wszystkie inne zmienne.

W rezultacie zastosowania podstawienia do rozpatrywanej formuty otrzy-
mamy implikacje, ktérej poprzednikiem jest koniunkcja atomow ze zbio-
ru {NaN, SaS, SaN, NiN, SiS, NiS, SiN}, a nastepnikiem wyrazenie
NaSV NaS. Implikacja z taks formulg jako poprzednikiem i formuta (2.58)
jako nastepnikiem jest podstawieniem prawa KRZ, a wiec wyjsciowa formuta
jest odrzucona.

W przypadku (b) podstawiamy:

e P za ) oraz kazda zmienng U, taka ze o zawiera tancuch taczacy U z Y,
e () za V oraz kazda zmienna U, taka ze o zawiera tancuch taczacy U z V;
e N za wszystkie inne zmienne.

W rezultacie podstawienia w poprzedniku implikacji nie wystapia atomy
NaP, Na@, Pa@ ani QaP. W zaleznosci od zawartosci formuly o mozemy
otrzymac¢ implikacje o jednej z nastepujacych postaci:

1. nastepnik NaPV NaP, poprzednik zawierajacy elementy zbioru { PaP,
NaN, PaN, PiP, NiN PiN, NiP};

2. nastepnik NaPV Na(@, poprzednik zawierajacy elementy zbioru { PaP,
Qal), NaN, PaN, QaN, PiP, QiQ), NiN, QiP, PiQ, QiN, NiQ, RiN,
NiR};

3. nastepnik NaPV PaQ, poprzednik zawierajacy elementy zbioru { PaP,
Qal), NaN, PaN, QaN, PiP, QiQ), NiN, QiP, PiQ, QiN, NiQ, RiN,
NiR};
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4. nastepnik QaPV Na@Q, poprzednik zawierajacy elementy zbioru { PaP,
QaQ, NaN, PaN, QaN, PiP, QiQ), NiN, QiP, PiQ, QiN, NiQ), RiN,
NiR};

5. nastepnik QaP V Pa(@), poprzednik zawierajacy elementy zbioru { PaP,
QaQ, NaN, PaN, QaN, PiP, QiQ), NiN, QiP, PiQ), QiN, NiQ), RiN,
NiR}.

Takze w tym wypadku — tak jak w poprzednich przypadkach — wynika
stad, ze rozpatrywana formuta jest odrzucona w systemie B. |

Lemat 27. Jezeli wyrazenie o postaci o« — 1V (o V (3, gdzie o jest wyra-
zeniem elementarnym, a (1, Bo oraz B3 s¢ atomami, jest tezq systemu B, to
tezq jest przynajmniej jedno z wyrazen o — 3; V B, gdzie i,j € 1,2, 3.

Dowadd. Stosujac Twierdzenie 5 do systemu B, mozemy stwierdzi¢, ze kazda
teza systemu daje sie wyprowadzi¢ z aksjomatow przy uzyciu reguty podsta-
wiania za zmienne nazwowe, regulty Rezy, dodawania elementéw do poprzed-
nika i nastepnika oraz eliminacje tautologicznej koniunkcji i alternatywy.

Jezeli formuta bytaby otrzymana w ten ostatni sposéb, tzn. poprzez eli-
minacje podwdjnego elementu w nastepniku, to jaka$ inna formuta, ktora
znalaztaby sie w wyprowadzeniu, wezesniej musiataby spetnia¢ warunki na-
szego lematu i w zwigzku z tym mozemy te ewentualno$é pomingé, zajmujac
sie pierwsza w wyprowadzeniu formuta spetniajaca te warunki.

Zalbézmy, ze wyrazenie o — 31 V (o V (3 jest tezg B. W tej sytuacji
daje si¢ je otrzymac¢ badz przez dodanie elementu do nastepnika do innej
tezy B i w tym wypadku oczywiscie teza jest przynajmniej jedno z wyrazen
a— 3V B;, gdzie 1, j € 1,2, 3, badZ przy uzyciu reguly Rezy z przestanek:

(1) a3 — v V72 oraz

(2) Qg — (51 V 52,
gdzie a1 1 g sg wyrazeniami elementarnymi, a -, ¥z, 07 oraz d, atomami,
przy czym a; moze by¢ 'puste’ i wtedy przestanka (1) przyjmuje postaé
Y1 V Y. Jezeli przy tym teza jest jedno z wyrazen: a; — 71, a3 — e,
ag — 01 lub ay — 09, to tezg jest réwniez jedno z wyrazen o — 3;V 3,
gdzie 1,7 € 1,2,3. W przeciwnym wypadku, jak pokazaliémy w dowodzie
Lematu 26, przestanki reguly Rez; muszg przyja¢ posta¢ odpowiednio:

(1) g — X1iYy V Z1a)V) oraz

(2) Qg — XQiyg V ZQ(ZVQ,
przy czym dla kazdego i € {1,2} zachodzi jeden z warunkéw: (i) X; = Y; =
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Z;, (i) &; = Y, oraz a zawiera tancuch taczacy Z; z &;, (iii) V; = Z; oraz
« zawiera tancuch taczacy Z; z X; (ze wzgledu na réwnowaznosé SiP = PiS
zmienne X; i ); moga by¢ zamienione miejscami), (iv) « zawiera tancuch
taczacy Z; z X; oraz tancuch taczacy Z; z ).

Aby reguta Rez; mogta zosta¢ zastosowana o, musi zawierac jeden z ato-
moéw: XpiY; lub ZyaV, ktéry nie pojawi sie w poprzedniku formuty otrzy-
manej przy uzyciu reguty. Jezeli ten atom nie jest czescia tancucha taczacego
25 7z Xy (ani w przypadku (iv) tancucha taczacego Z5 z )%), to jako rezultat
wykorzystania reguty otrzymamy formute

a — Xpi)e V Zealy V ’Yi,i € {1, 2},

w ktérej a zawiera tancuch laczacy 2, z X» (a w przypadku (iv) rowniez
taficuch taczacy 25 z )s). Wtedy teza jest réwniez formuta

o — Xg’iyz vV ZQCLV2.

Rozpatrzmy teraz sytuacje, w ktorej atomem taczacym nastepnik (1) z po-
przednikiem (2) jest Z1a)); i jest on czescia tancucha taczacego Z5 z Ay (lub
w przypadku (iv) tancucha taczacego Z5 z )s). Zachodzi¢ moze jedna z moz-
liwosci: (a) Z; jest ta sama zmienna co Z5 — oznaczymy ja Z —lub (b) 2 jest
rézne od Z5. W przypadku (a) z zastosowania reguly otrzymamy wyrazenie

a — X1V XotYs V Za)s,
gdzie o zawiera o, a wiec teza jest
o — X1V Zals.
W przypadku (b) otrzymamy
a — XYV Xt Yo V ZoaVs,

gdzie o zawiera tancuch taczacy 25 z 21 oraz oy (ktéra zawiera odpowiednie
tancuchy taczace 2y z X i/lub V1). W zwiazku z tym teza musi by¢

o — Xl’iyl V ZQCLVQ.

Zatem we wszystkich mozliwych przypadkach z przyjetego zatozenia wy-
nika, ze teza jest jedno z wyrazen o — 3; V 3}, gdzie i, j € 1,2, 3. |
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Lemat 28. Aksjomat odrzucony (2.57) nie jest tezq systemu B.

Dowdd. Odpowiednia klasa modeli My, okreslona jest przez interpretacje,
ktora dla funktoréw zdaniowych jest klasyczna, a dla atoméw zdefiniowana
jest przez matryce:

a Ny | Ng | N3 | Ny | Ny | Ng 1 Ny | Ng | N3 | Mg | Ny | Ng
ng| 1|1 1| 1]1]1 ni| 0] 00 07]0]0
ne | 0] 1 10| 1]0]1 ne | 01 101 1]0]1
ng| 0[]0 1] 1]0] 1 ng| 00| 1]1]0]1
ng| 0 0] 0] 1]0]1 ng| 0] 1|1 1]0] 1
ng | 0] 0] 0]0] 11 ns| 000011
ng| 0] 0] 0]0]0] 1 ng| 01 | 1]1]1]1

Sprawdzenie, ze aksjomaty B sa tautologiami w klasie modeli Mj,,, jest
rutynowe. Aksjomat odrzucony (2.57) jest falszywy w modelu przy wartoscio-
waniu v, takim ze: v(M) = ny, v(S) = ng, V(P) = ng, v(R) = ns, v(Q) = ns
a v(N) = ng. [ |

Twierdzenie 18. Kazda formula jezyka systemu B jest tezq systemu lub
wyrazeniem odrzuconym, a zZadna formula nie jest jednoczesnie tezq i wyra-
zeniem odrzuconym.

Dowdd. Dowdd jest analogiczny do dowodu Twierdzenia 9, wykorzystac trze-
ba Lematy 26, 27 oraz 28. ]

2.3.5 Niezaleznos$¢ aksjomatow

Twierdzenie 19. Aksjomaty systemu B sq niezalezne.

Dowadd. Tak jak w dotychczasowych dowodach twierdzen o niezaleznosci ak-
sjomatyzacji dla kazdego aksjomatu, pokazemy klase modeli, w ktorej po-
zostate aksjomaty sa tautologiami, a rozpatrywany aksjomat nie jest. We
wszystkich przypadkach interpretacja funktorow rachunku zdan jest klasycz-
na.

Dla aksjomatéw (2.1), (2.3) i (2.4) mozna zastosowaé¢ odpowiednio klasy
modeli My, My, i My, z dowodu Twierdzenia 11, z wykorzystaniem dla
wykazania nietautologicznosci warto$ciowan takich samych jak w tamtym
dowodzie.
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Aksjomat (2.26).

Interpretacja I3:

a | ny | ne v | ny | ne
n1 1 1 ny 0 1
N9 0 1 o 1 1

Aksjomat (2.26) jest falszywy przy wartosciowaniu v, takim ze: v(S) = ny,
’U(P) = Na.

Aksjomat (2.27).

Interpretacja I14:

a | ny | ne 1 | ny| ne
nq 1 0 nq 0
N9 0 1 N9 0 1

Aksjomat (2.27) jest falszywy przy wartodciowaniu v, takim ze: v(S) = nq,
v(P) = ns. [






Rozdziat 3

Systemy z funktorem ¢
Lesniewskiego

W niniejszym rozdziale zajmiemy si¢ przedstawieniem systeméw skonstru-
owanych w stylu Lukasiewicza, obejmujacych wylacznie funktory spoza sy-
logistyki lub taczacych funktory sylogistyki z innymi funktorami. Wiekszosé
rozpatrywanych funktoréw pochodzi z Ontologii Le$niewskiego, pozostale sg
funktorami obecnymi w jezyku naturalnym. Zostaly one wtaczone do ra-
chunku nazw w pracach zmierzajacych ku ujeciu w ramach sylogistyki jak
najwigkszej czesci rozumowan zdroworozsadkowych (zob. np. [39]).

W pierwszym podrozdziale zajmiemy si¢ systemem, w ktérym jedynym
funktorem jest ¢ Lesniewskiego. System ten zostal zaprezentowany przez
A. Tshimoto [16]. Tu uzupelniamy go o cze$é odrzuceniows.

W ujeciu Le$niewskiego dodatkowe funktory moga by¢ dotaczane do sys-
temu poprzez definicje. Jednakze w wiekszodci definicji w Ontologii wystepu-
ja kwantyfikatory. W systemach bezkwantyfikatorowych funktory te musza
by¢ wiec wprowadzone poprzez dodatkowe aksjomaty. W kolejnych podroz-
dziatach wzbogacamy system o funktor sol oraz o funktory sylogistyki a i .
System rozszerzony o funktor sol jest interesujacy, gdyz mimo iz dodany
jest tylko jeden funktor, ktory moze sie wydawaé malto ekspresyjny, system
rozni sie od systemu Ishimoty pod wzgledem klasy modeli potrzebnych do
ustalenia procedury rozstrzygania okreslonej w dalszej czesci pracy.

W przypadku rozszerzenia o funktory sylogistyki otrzymujemy system,
w ktorym mozna zdefiniowaé funktor sol oraz wiekszos¢ innych funktoréw
Ontologii, jak réwniez funktory is_the i is_a . Czes¢ rezultatow dotyczaca
tego systemu zostala zaprezentowana w artykule [25]. W ostatnim podroz-
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dziale pokazujemy relacje pomiedzy przedstawionymi systemami a oryginal-
nym systemem Ontologii Le$niewskiego.

Podobne podejscie — konstrukcje aksjomatycznego systemu bezkwantyfi-
katorowego dla funktoréw rachunku nazw prezentuje Pietruszczak w pracy
[42]. Podejscie prezentowane w niniejszej pracy rézni sie tym, ze dla przedsta-
wionych systeméw pokazujemy rowniez aksjomatyke odrzuceniowsg i na niej
opieramy argumentacje dotyczaca adekwatnosci aksjomatyzacji oraz dowo-
dy petnosci w stosunku do odpowiednich klas modeli. Inne sa tez szczegdty
techniczne (dobér regut i symboli pierwotnych). W pracy [42] przedstawiony
jest caly szereg aksjomatyzacji réznigcych sie doborem symboli pierwotnych.
W naszych rozwazaniach ograniczamy sie¢ do analizy kilku wybranych przy-

ktadéw.

3.1 Podstawowa bezkwantyfikatorowa
Ontologia Lesniewskiego

3.1.1 System aksjomatyczny

W systemie podstawowym bezkwantyfikatorowej Ontologii Lesniewskiego
(OntP) jedynym terminem pierwotnym jest . Aksjomatami sa wszystkie
podstawienia tez klasycznego rachunku zdan w jezyku oraz formuty:

SeP — SeS, (3.1)
SeM N MeP — SeP, (3.2)
SeP N\ PeM — PeS. (3.3)

Definicja 12. Niech dla dowolnych zmiennych X 1Y eL1(X,)) bedzie naj-
mmniejszym zbiorem formud, takim Ze:

1. XeY € el (X,));

2. jezeli dla pewnego Z o € el(X,2Z) 1 f € el1(Z,)), to a AN €
el (X,));

3. jezeli a € eL1(Y, X), to dla dowolnego V a A XeV € eL1(X,)).
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Elementy zbioru €L, (X)) w rozwazaniach dotyczacych systemu OntP
nazywa¢ bedziemy e-tancuchami taczacymi zmienng X ze zmien-
na ). e-tancuchem taczacym zmienna X; ze zmiennag &, jest wiec kazda
formuta o postaci: XjeXy A ... A X,,_1eX,, gdzie n > 2, ale réwniez np.
Xoe X1 N XieY N XeX,. Definicja zbioru tancuchéw jest dobrana tak, aby
zagwarantowa¢ zachodzenie nastepujacego lematu i aby wymieniony w nim
warunek byt warunkiem koniecznym.

Lemat 29. Jezeli a zawiera element zbioru €L, (X,)), to a — Xe) jest
tezqg systemu OntP.

Dowdéd. Dowdd przez indukcje ze wzgledu na konstrukcje e-tancucha zawar-
tego w a. Wystarczy zauwazy¢, ze punkty 2 i 3 definicji odpowiadajg aksjo-
matom (3.2) i (3.3). [ |

3.1.2 Aksjomatyczny system odrzucania

Aksjomatyczny system odrzucania dla systemu OntP okreslony jest przy
uzyciu regut odrzucania M P!, Sub=! oraz Comp~!.
Aksjomatem odrzuconym dla systemu OntP jest nastepujgca formuta:

PeM A SeM — SeP (3.4)
Definicja 13. Wyrazeniem odrzuconym systemu OntP jest aksjomat odrzu-

cony oraz kazde wyrazenie, ktore mozna otrzymac z tez systemu oraz wyrazen
odrzuconych przy uzyciu jednej z requl odrzucania M P~*, Sub=! lub Comp™!.

Lemat 30. W systemie OntP odrzucone sq¢ formuly:

SeP — PeS, (3.5)
—Ses, (3.6)
SeP — PeP (3.7)

oraz
PeP (3.8)
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Dowdd.
Odrzucenie formuty (3.5):
1. F(SeM AN MeP — SeP) —
(MeP — PeM) — (SeM N PeM — SeP)) KRZ

2 FSeM ANMeP — SeP aksjomat (3.2)
3. F(MeP — PeM) — (SeM N PeM — SeP) MP 1,2
4. 4SeM N PeM — SeP aks. odrzucony (3.4)
5. A MeP — PeM MP71: 3,4
- SeP — PeS Sub™':5

Odrzucenie formuty (3.6):

1. F(SeP — SeS) —
((SeS — PeS) — (SeP — PeS)) KRZ
2 FSeP — SeS aksjomat (3.1)
3. F(SeS — PeS) — (SeP — PeS) MP: 1,2
4. HSeP — PeS formuta odrzucona (3.5)
5. -4 SeS — PeS MP~': 3,4
6. F-SeS — (SeS — Pef) KRZ
4 =8eS MP7 6,5

Odrzucenie formuty (3.7):
1. F(SePAPeP — PeS) —
((SeP — PeP) — (SeP — PeS)) KRZ

2 F SePAPeP — PeS podst. aksjomatu (3.3)
3. F(SeP — PeP)— (SeP — PeS) MP 1,2
4. A4 SeP — PeS formuta odrzucona (3.5)
+SeP — PeP MP-'. 3 4
Odrzucenie formuly (3.8):
1. 4SeP — PeP odrzucenie formuty (3.7)
2. F PeP — (SeP — PeP) KRZ
+ PeP MP: 2,1

Lemat 31. Kazda formuta atomowa jezyka systemu OntP jest wyrazeniem
odrzuconym.

Dowéd. Na mocy Lematu 30 mamy - PeP. Uzycie reguty Sub~! pozwala
odrzuci¢ kazde inne wyrazenie atomowe. |

Lemat 32. Kazda formuta hornowska jezyka systemu OntP jest tezq syste-
mu lub wyrazeniem odrzuconym.
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Dowdd. Rozwazymy osobno kazda z mozliwych postaci formuty hornowskiej
jezyka systemu, rézng od formul atomowych, ktore sa odrzucone na mocy
Lematu 31: (i) -, (ii) @ — XeX, (ili) a — Xe), gdzie a jest formula
elementarng, a X i ) sg réznymi zmiennymi.

W przypadku (i) po podstawieniu zmiennej P za wszystkie zmienne otrzy-
mamy formute réwnowazng —PeP. Na mocy Lematu 30 formuta ta jest od-
rzucona, a wiec wykorzystujac regute Sub~!, mozemy réwniez odrzucié¢ wyj-
Sciowg, formute —a.

W przypadku (ii) jezeli dla pewnej zmiennej ) « zawiera atom Xe)), to
na mocy (3.1) rozpatrywana formuta jest teza systemu OntP. W przeciwnym
przypadku mozemy zastosowaé podstawienie ey, takie ze S podstawione jest
za X, a P za wszystkie inne zmienne. e;(«) jest koniunkcja atoméw ze zbioru
{PeS, PeP}. Zachodzi wiec na mocy aksjomatu (3.1) - PeS — ej(a). Po-
niewaz e;(XeX) = SeS, mamy réwniez - e;(a — XeX) — (PeS — Seb).
Wykorzystujac regute M P~! oraz 4 PeS — SeS z Lematu 30, otrzymamy
Jei(a — XeX), i dalej, z uzyciem reguty Sub™!, 4 a — XeX.

W przypadku (iii) jezeli a zawiera e-tancuch taczacy X z ), to na mocy
Lematu 29 rozpatrywana formuta jest teza. W przeciwnym wypadku roz-
patrzymy dwie mozliwosci: (a) « nie zawiera atomu XeZ dla zadnego Z
i (b) a zawiera atom XeZ dla pewnego Z.

W przypadku (a) wykorzystamy podstawienie e; okreslone dla przypad-
ku (ii). e;(«) jest koniunkcja atoméw ze zbioru {PeS, PeP}, a e;(Xe)) =
SeP. Mamy zatem F e;(a¢ — XeX) — (PeS — SeP) i w konsekwencji
da — XeY (PeS — SeP jest bowiem formutla (3.5) odrzucona na mocy
Lematu 30).

W przypadku (b) zastosujemy podstawienie ey, w ktérym podstawiamy
S za X oraz kazda zmienna Z, taka ze « zawiera eL1(Z,X); M za zmien-
ne Z, takie ze a zawiera element zbioru eL,(X, Z), za ktore nie zostalo
podstawione S; P za wszystkie pozostale zmienne. Poniewaz « nie zawiera
e-tanicucha taczacego X z Y ani Y z X, ey(«) jest koniunkcja atoméw ze
zbioru {SeM, PeM, SeS, PP}, zatem t (SeM A PeM) — ey(«). Poniewaz
ea(Xe)) = SeP, mamy takze - es(aXe)) — (SeM A PeM — SeP). Uzy-
wajac regulty M P~! i aksjomatu odrzuconego otrzymamy - ey(a — Xe))),
a dalej, przy uzyciu reguty Sub=!, 4 a — Xe). |



106 Systemy z funktorem e Le$niewskiego

Lemat 33. Aksjomat odrzucony (3.4) nie jest tezq systemu OntP.

Dowdod. Tezy systemu OntP sa tautologiami, a aksjomat odrzucony nie
jest tautologia w klasie modeli My, = ({n1,nqe,n3}, I15,v), gdzie interpreta-
cja I;5 dla funktorow rachunku zdan jest klasyczna, a dla formul atomowych
wyznaczona jest przez matryce:

£ ny | No | N3
ni| 1101
N9 0 1 1
ng | 0] 0[]0

Sprawdzenie, ze aksjomaty OntP sg prawdziwe w modelu, jest rutynowe.
Aksjomat odrzucony (3.4) jest falszywy w modelu przy wartosciowaniu v,
takim ze: v(P) = nq, v(S) = ng, a v(M) = ns.

[ |

Twierdzenie 20. Kazda formula jezyka systemu OntP jest tezq systemu
lub wyrazeniem odrzuconym, a Zadna formuta nie jest jednoczesnie tezq i wy-
razeniem odrzuconym.

Dowod. Dowdd jest analogiczny do dowodu Twierdzenia 9 z wykorzystaniem
Lematéw 32 i 33. |

3.1.3 Model w rachunku zbioréw

Model w rachunku zbioréw dla systemu OntP jest zgodny ze standardowsa
interpretacja Ontologii Lesniewskiego, w ktorej zdanie SeP jest prawdziwe,
o ile S jest nazwg jednostkowa, ktorej zakres jest zawarty w zakresie nazwy
P! Formalnie klase modeli dla systemu OntP okreéla nastepujaca struktura:
My, = (D, I1s,v), gdzie D jest dowolnym zbiorem, wartosciowanie v przy-
pisuje zmiennym dowolne podzbiory D, a interpretacja [14 dla funktoréw
rachunku zdan jest klasyczna, a dla formul atomowych jest okreslona naste-

pujaco:

Le(w(Xe))) =1 wtw o(X) Co()i|v(X)| =1

1 Zakresowe ujecie Ontologii Lesniewskiego przedstawione zostato przez C. Lejewskie-
go przy uzyciu diagraméw, tzw. tablicy ontologicznej. Ujecie wprost odwotujace sie¢ do
zakres6w nazw zostalo szczegélowo opracowane przez Pietruszczaka w pracy [42].
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Twierdzenie 21. System OntP jest adekwatny (poprawny i pelny) w sto-
sunku do klasy modeli My,,.

Dowdd. Tak jak w przypadku Twierdzenia 10 wystarczy pokazac, ze tezy
systemu sg tautologiami, a wyrazenia odrzucone nie sg.

Sprawdzenie, ze aksjomaty OntP sa tautologiami w modelu, jest rutyno-
we. Aksjomat odrzucony jest niespetniony przy warto$ciowaniu v, w ktérym
v(S) = {1}, v(P) = {2}, o(M) = {1,2}.

Reguty M P, Sub, MP~!i Sub™! zachowuja odpowiednio tautologicznoéé
i nietautologicznoéé. Pozostaje do udowodnienia, ze reguta Comp~! prowadzi
od przestanek, ktore nie sa tautologiami, do konkluzji, ktora tautologia nie
jest. Tak jak w przypadku Twierdzenia 10 ograniczymy sie do wykazania
tego faktu dla n = 2.

Zwroémy uwage, ze dla dowolnych zbioréw x1, o, y1 1 yo zachodzi

(x1 Cyr Az = 1Az CypAlas] = 1) = (11 X 22) C (y1 Xy2) Az X 20| = 1.
(3.9)
Niech a — (1 i @ — (5 (dla o bedacej formuty elementarna, a (1 i (3
formutami atomowymi) beda formulami, ktére nie sa tautologiami. W tej
sytuacji istnieja w My, modele w dziedzinach odpowiednio Dy i Dj, okre-
Slone przez wartosciowania odpowiednio vy 1 vy, takie ze Iig(vi(av — (1)) =
Lig(v2(a — B2)) = 0.
Analogicznie jak w dowodzie Twierdzenia 10 zdefiniujmy kolejny model
z My,, w dziedzinie D; X Dy, z wartosciowaniem vs, okreslonym dla dowolnej
zmiennej X' nastepujaco: v3(X) = v1(X) X v2(X). W modelu tym formuta
a — (1 V [ jest niespetniona, co pozwala zakonczy¢ dowdd. |

3.1.4 Niezaleznos¢ aksjomatow

Twierdzenie 22. Aksjomaty systemu OntP sq niezalezne.

Dowaéd. Tak jak w dotychczasowych dowodach twierdzen o niezaleznosci ak-
sjomatyzacji dla kazdego aksjomatu pokazemy klase modeli, w ktorej po-
zostale aksjomaty sa tautologiami, a rozpatrywany aksjomat nie jest. We
wszystkich przypadkach interpretacja funktorow rachunku zdan jest klasycz-
na.
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Aksjomat (3.1).

Interpretacja I17:

3 ny | N9
1 0 1
o 0

Aksjomat (3.1) nie jest spelniony w modelu o wartosciowaniu v, takim
ze: v(S) =ny a v(P) = na.
Aksjomat (3.2).

Interpretacja Ig:

g ny | Ng | N3
ni| 1|10
%) 1 1 1
ng| 1| 1]1

Aksjomat (3.2) nie jest spetniony w modelu o wartosciowaniu v, takim
ze: v(S) = ny, v(P) = ng, v(M) = no.

Aksjomat (3.3).

Interpretacja I1g:

9 ny | N9
nq 1 1
(%) O 1

Aksjomat (3.3) nie jest spelniony w modelu o wartosciowaniu v, takim
ze: v(S) = ny, v(P) = ng, v(M) = ny.
[ |
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3.2 Bezkwantyfikatorowa Ontologia
wzbogacona o funktor sol

3.2.1 System aksjomatyczny

Przeanalizujemy teraz rozszerzenie systemu OntP polegajace na dodaniu
do jego jezyka jednoargumentowego funktora sol i odpowiednim rozszerze-
niu zbioru tez. Terminami pierwotnymi otrzymanego w ten sposob systemu
OntSol sg € i sol. Aksjomatami sg wszystkie podstawienia tez klasycznego
rachunku zdan w jezyku, aksjomaty systemu OntP (3.1), (3.2) i (3.3) oraz
dodatkowo aksjomaty:

sol(S) N PeS — SeS, (3.10)
SeS — sol(9). (3.11)

Teza OntSol jest nastepujaca formula (otrzymana z aksjomatéw (3.3)
i (3.10)):
PeS A sol(S) — SeP. (3.12)

Definicja 14. Niech dla dowolnych zmiennych X i Y €Lo(X,)) bedzie naj-
mniejszym zbiorem formud, takim Ze:

1. XeY € ely(X,));

2. jezeli dla pewnego Z o € eLo(X,2Z) i § € €lo(Z,Y), to a N €
€L2<X7y);

3. jezeli o € eLy(Y, X)), to dla dowolnego V a N XeV € eLy(X,Y);
4. jezeli a € eLo(Y, X), to a N sol(X) € eLy(X,)).

Elementy zbioru e Ly (X, )) w rozwazaniach dotyczacych systemu OntSol
nazywacé bedziemy e-tancuchami taczacymi zmienng X’ ze zmienna ). Oczy-
wiscie, zbior e Ly (X,Y) zawiera zbiér e L (X, )). Dodatkowo naleza do niego
formuty zawierajgce atomy zbudowane za pomocg funktora sol, np:
sol(X) N\ YeX. Jak w przypadku systemu OntP zbior e-tancuchéw stuzy do
sformutowania ponizszego lematu.

Lemat 34. JeZeli a zawiera element zbioru eLo(X,Y), to a — Xe) jest
tezg systemu OntSol.



110 Systemy z funktorem ¢ Leg$niewskiego

Dowdd. Dowdd przez indukcje ze wzgledu na konstrukcje e-tancucha zawar-
tego w «. Tak jak w przypadku systemu OntP, punkty 2 i 3 definicji odpo-
wiadaja aksjomatom (3.2) i (3.3). Jednoczesnie punkt 4 definicji odpowiada
tezie (3.12). |

3.2.2 Aksjomatyczny system odrzucania

Aksjomatyczny system odrzucania dla systemu OntSol okreslony jest przy
uzyciu regut odrzucania M P~!, Sub~! oraz Comp~1.
Aksjomatami odrzuconymi sa (3.4) oraz

sol(S) N PeP — SeS. (3.13)

Definicja 15. Wyrazeniem odrzuconym systemu OntSol jest kazdy z aksjo-
matow odrzuconych oraz kazde wyrazenie, ktore mozna otrzymac z tez syste-
mu oraz wyrazen odrzuconych przy uzyciu jednej z requi odrzucania: M P~*,
Sub™t lub Comp~!.

Lemat 35. W systemie OntSol odrzucone sq nastepujace formuly (3.5),
(3.6), (3.7), (3.8) oraz
PeS — sol(S) (3.14)

sol(.S) (3.15)

Dowdd. W przypadku formut (3.5), (3.6), (3.7) oraz (3.8) dowdd jest iden-
tyczny w stosunku do dowodu Lematu 30. Odrzucenie formuly (3.14) jest
nastepujace:

1. F (sol(S) A PeS — SeS) —
((PeS — sol(S)) — (PeS — SeS)) KRZ

2 Fsol(S)NPeS — SeS aksjomat (3.10)

3. F(PeS — sol(S)) — (PeS — SeS) MP 1,2

4. 4 PeS — SeS Sub~!: formuta odrzucona (3.7)
4 PeS — sol(S) MP™1:3 4

Odrzucenie formuty (3.15) jest konsekwencja tego, ze formuta
sol(S) — (PeS — sol(S)) jest podstawieniem tezy KRZ, a formuta (3.14)
jest wyrazeniem odrzuconym. |

Lemat 36. Kazda formula atomowa jezyka systemu OntSol jest wyrazeniem
odrzuconym.
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Dowéd. Na mocy Lematu 35 mamy 4 PeP i H sol(P). Uzycie reguty Sub™!
pozwala odrzuci¢ kazde inne wyrazenie atomowe. |

Lemat 37. Kazda formula hornowska jezyka systemu OntSol jest tezq sys-
temu lub wyrazeniem odrzuconym.

Dowdd. Rozwazymy osobno kazda z mozliwych postaci formuty hornowskiej
jezyka systemu, rézng od formul atomowych, ktére sa odrzucone na mocy
Lematu 36: (i) —a, (ii) o — XeX, (iii) @ — X)), (iv) o — sol(X), gdzie
a jest formuty elementarng, a X' i Y sg réznymi zmiennymi.

W przypadku (i), po podstawieniu zmiennej S za wszystkie zmienne
otrzymamy formule —(SeS A sol(S)), réwnowazna na mocy aksjomatu (3.11)
=5eS. Formuta ta jest w mysl Lematu 35 odrzucona, a wiec wyjsciowa for-
muta -« réwniez jest odrzucona.

W przypadku (ii), jezeli dla pewnej zmiennej ) @ zawiera atom X)), to
na mocy (3.1) rozpatrywana formuta jest teza systemu OntSol. Jezeli zas
a zawiera atom sol(X) oraz dla pewnego ) atom YeX, to rozpatrywana
formula jest teza na mocy aksjomatu (3.13). W przeciwnym wypadku sto-
sujemy podstawienie e;, w ktérym S podstawiamy za X, a P za wszystkie
inne zmienne. Rozwazymy dwie mozliwosci: (a) o zawiera sol(X') i (b) « nie
zawiera sol(X).

W przypadku (a) e;(a) stanowi koniunkcje atoméw ze zbioru {sol(S5),
PeP, sol(P)}, a e(XeX) = SeS. W obecnosci aksjomatu (3.11) zachodzi
F PeP A sol(S) — e1(«). Mamy wigc:

Fe(a— XeX) — PeP A sol(S) — SeS.

Stad i z aksjomatu odrzuconego (3.13) mozemy otrzymaé 4 o — XeX'.

W przypadku (b) e;(«) stanowi koniunkcje atoméw ze zbioru { PeS, PeP,
sol(P)}. W obecnosci aksjomatow (3.1) i (3.11) zachodzi = PeS — e(a).
Mamy wiec F ej(a — XeX) — PeS — SeS. W mysl Lematu (35)
4 PeS — SeS. Stad mozemy otrzymaé¢ 4 o — XeX.

W przypadku (iii) jezeli o zawiera element zbioru eLy(X, ), to na mocy
Lematu 34 rozpatrywana formuta jest teza. W przeciwnym wypadku rozpa-
trzymy dwie mozliwosci: (a) « nie zawiera atomu XeZ dla zadnego Z ani
atomu sol(X) i (b) a zawiera atom XeZ dla pewnego Z lub atom sol(X).
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W przypadku (a) skorzystamy z podstawienia e; okreslanego w punkcie
(ii). e1(c) jest koniunkcja atoméw ze zbioru {PeS, PeP, sol(P)}. Tak jak
w przypdaku (ii) wyjéciowa formuta jest wiec odrzucona.

W przypadku (b) zastosujemy podstawienie es, w ktérym podstawiamy
M za wszystkie zmienne Z, takie ze a zawiera element zbioru e Lo (X, Z) i ele-
ment zbioru eLy(Y, Z) (nie moze byc wsrdd nich X ani ), bo a zawierataby
e-tancuch taczacy X z )); S za X oraz kazda zmienng V), za ktora nie zostata
podstawiona zmienna M, takg ze « zawiera element €Lo(X, V) (wsrdd nich
nie ma )); P za wszystkie pozostale zmienne (w tym )). Poniewaz « nie
zawiera e-tancucha taczacego X' z Y ani Y z X, ey(«) jest koniunkcja ato-
méw ze zbioru {SeM, PeM, SeS, PeP, sol(S), sol(P)}, a es(Xe)) = SeP.
W obecnosci aksjomatéw (3.1) oraz (3.11) mamy + SeM A PeM — es(a),
a stad:

Fey(a — Xe)) — (SeM A PeM — SeP).

W zwiazku z tym, ze nastepnik tej implikacji jest identyczny z aksjomatem
odrzuconym, mamy - es(a — X)) i 4 a — Xe).

W przypadku (iv), jezeli a zawiera atom Xe) dla dowolnego ) lub atom
sol(X), to formula jest teza. W przeciwnym wypadku stosujemy do rozpa-
trywanej formuty podstawienie e;. e;(«) jest koniunkcja atoméw ze zbioru
{sol(P), PeP, PP}, a e (sol(X)) = sol(S). W obecnosci aksjomatow (3.1)
oraz (3.11) mamy F PeS — e;(a), a stad

Fe(a— sol(X)) — (PeS — sol(9).

Nastepnik tej implikacji jest identyczny z wyrazeniem odrzuconym (3.14),
a wiec odrzucone jest réwniez e;(a — sol(X)) oraz o — sol(X). |

Lemat 38. Aksjomaty odrzucone (3.4) i (3.13) nie sq tezami OntSol.

Dowdd. Mozemy zastosowaé rozumowanie analogiczne do uzytego w dowo-
dzie Lematu 10. W przypadku aksjomatu odrzuconego (3.4) odpowiednia
klasa modeli moze by¢ okreslona nastepujaco: My,, = (Nag, v, I2), gdzie
dziedzina Nog = {n1,ns, n3}, a interpretacja Isy dla funktoréw rachunku zdan
jest klasyczna, a dla formut atomowych okreslona jest przez matryce:

€ | ny | ng | ng| sol
ng| 1|01 1
ng | 0| 111 1
ng| 00| 0] O
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Sprawdzenie, ze aksjomaty OntSol sg tautologiami w tej klasie modeli,
jest rutynowe. Aksjomat odrzucony (3.4) nie jest spetniony w modelu przy
wartodciowaniu v, takim ze: v(P) = ny, v(S) = ng i v(M) = ns.

Z kolei dla aksjomatu odrzuconego (3.13) odpowiednia klasa modeli mo-
ze by¢ okre§lona nastepujaco: My, = (Nap, v, Is1), gdzie dziedzina Ny =
{n1,n9,n3}, a interpretacja I; dla funktoréw rachunku zdan jest klasyczna,
a dla formul atomowych okreslona jest przez matryce:

€ | ny | ng | sol
ni| 110 1
o 0 0 1

Sprawdzenie, ze aksjomaty OntSol sa prawdziwe w modelu jest rutynowe.
Aksjomat odrzucony (3.13) nie jest spelniony w modelu przy wartosciowaniu
v, takim ze: v(P) = nq, v(S) = ny [ |

Twierdzenie 23. Kazda formula jezyka systemu OntSol jest tezq syste-
mu lub wyrazeniem odrzuconym, a Zadna formula nie jest jednoczesnie tezg
1 wyrazeniem odrzuconym.

Dowdd. Dowdd jest analogiczny do dowodu Twierdzenia 9, z wykorzystaniem
Lematow 37 1 38. |

3.2.3 Model w rachunku zbioréow

Model w rachunku zbioréw dla systemu OntSol stanowi rozszerzenie modelu
dla systemu OntP o funktor sol, ktory jest prawdziwy dla nazw, ktérym w
modelu odpowiada zbiér jednoelementowy lub pusty.

Klase modeli dla systemu OntSol okresla struktura: My, = (D, I, v),
gdzie D jest dowolnym zbiorem, wartosciowanie v przypisuje zmiennym do-
wolne podzbiory D, a interpretacja [y dla funktoréw rachunku zdan jest
klasyczna, a dla formut atomowych jest okreslona nastepujaco:

Io(v(Xe))) =1 wtw (&) Co(Y)iv(X) =1,
In(v(sol(X))) =1 wtw [|v(X)| <1

Lemat 39. Niech o — (3 bedzie formutq hornowskq jezyka systemu OntSol,
ktora nie jest tautologiq w klasie modeli My,,. Jezeli o nie zawiera atomu
sol(X), to istnieje model z My,, z wartosciowaniem v, takim ze v(X) # (.
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Dowéd. Niech vy bedzie warto$ciowaniem, takim ze formuta o — (3 (« nie
zawiera sol(X')) nie jest spelniona w modelu My,, = (D, vy, Is2) oraz v (X) =
0. W tej sytuacji dla dowolnego Y mamy Iy (v1(Xe))) = Ino(v1(VeX)) = 0.
Poniewaz Iy (vi(av — ()) = 0, mamy tez Is(vi(a)) = 1, co oznacza, ze
zmienna X nie moze wystapi¢ w «. Z kolei, poniewaz Iy (vi(5)) = 0, [ nie
moze by¢ réwne sol(X) i moze (i) nie zawiera¢ zmiennej X badz przyjmowaé
jednag z postaci: (ii) XeX, (iii) Xe) badz (iv) VeX.

W kazdym z wymienionych przypadkéw mozna wskaza¢ wartosciowanie
v, takie ze v(X) # 01 Ip(v(a — B)) = 0. We wszystkich przypadkach
v(Y) = v1(Y), oile Y jest rézne od X. W przypadkach (i), (ii) oraz (iii) v(X)
moze by¢ réwny dowolnemu zbiorowi dwuelementowemu, a w przypadku (iv)
— dowolnemu zbiorowi dwuelementowemu niezawierajacemu v()). |

Twierdzenie 24. System OntSol jest adekwatny (poprawny i pelny) w sto-
sunku do klasy modeli My, .

Dowdd. Tak jak w przypadku Twierdzenia 10 wystarczy pokazac, ze tezy
systemu sg tautologiami w klasie modeli, a wyrazenia odrzucone nie sg.
Sprawdzenie, ze aksjomaty OntSol sg tautologiami, jest rutynowe. Aksjo-
maty odrzucone nie sa spetnione odpowiednio przy wartosciowaniach vy i vy:
dla (3.4) — v1(S) = {1}, vi(P) = {2}, v (M) = {1,2}, dla (3.13) — v(S) = 0,
Regulty M P, Sub, MP~'i Sub~! zachowuja odpowiednio tautologicznogé
i nietautologicznoéé¢. Pozostaje do udowodnienia, ze reguta Comp~! prowa-
dzi od falszywych przestanek, do falszywej konkluzji. Tak jak w przypadku
Twierdzenia 10 ograniczymy sie do wykazania tego faktu dla n = 2.
Wykorzystamy fakt, ze dla dowolnych zbioréw i, x9, y; i y» zachodzi
prawidtowosé (3.9) z dowodu petnosci w modelu systemu OntP oraz fakt, ze

Tz [ IA [ 2o [< 1) =] a1 x g [< 1. (3.16)

Niech o — (1 i @ — (5 (dla « bedacej formuta elementarna, a 51 i (s
formutami atomowymi) beda formulami, ktére nie sa tautologiami. W tej
sytuacji istnieja w My,, modele w dziedzinach odpowiednio D; i D,, okre-
Slone przez wartosciowania odpowiednio vy 1 vy, takie ze Iog(v(av — (1)) =
In(v2(a — B2)) = 0.

Analogicznie jak w dowodzie Twierdzenia 10 zdefiniujmy kolejny model
z My,, w dziedzinie Dy X Do z wartosciowaniem vz okreslonym dla dowolnej
zmiennej X nastepujaco: v3(X) = vy (X) X vo(X). Na mocy (3.9) i (3.16)
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Io(vs(a)) = 1. Jezeli f; (i € {1,2}) ma posta¢ Xe), to na mocy (3.9)
Is(vs(a — ;) = 0. Jezeli natomiast 5; (i € {1,2}) ma postaé¢ sol(X), to
przyjmujemy, ze wartosciowanie v; (j € {1,2}),j # i) jest dobrane tak, ze
v;(X) # 0. Model taki istnieje na mocy Lematu 39, poniewaz « nie moze
zawiera¢ sol(X). W tej sytuacji, poniewaz |f;(X)| > 1, rowniez |v;(X)| > 1,
a wiec Ipg(vs(a — ;) = 0. [ |

3.2.4 Niezalezno$¢ aksjomatéow

Twierdzenie 25. Aksjomaty systemu OntSol sq¢ niezalezne.

Dowadd. Tak jak w dotychczasowych dowodach twierdzen o niezaleznosci ak-
sjomatyzacji dla kazdego aksjomatu pokazemy klase modeli, w ktorej po-
zostale aksjomaty sa tautologiami, a rozpatrywany aksjomat nie jest. We
wszystkich przypadkach interpretacja funktoréw rachunku zdan jest klasycz-
na.

Aksjomat (3.1).

Interpretacja Io3:

€ | ny | ny | sol
nq 0 1 0
no | 0|0 0

Aksjomat (3.1) jest niespelniony przy wartosciowaniu v, takim ze: v(S) =
ni, v(P) = ns.

Aksjomat (3.2).

Interpretacja Io4:

€ | ny | ny| n3l sol
ng| 11110 1
ng | 1 ] 1|1 1
nyg| 1 ] 1|1 1

Aksjomat (3.2) jest niespelniony przy wartosciowaniu v, takim ze: v(S) =
ny, v(P) = ng, v(M) = ns.
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Aksjomat (3.3).

Interpretacja Io5:

€ | ny| ny | sol
nq 1 1 1
N9 0 1 1

Aksjomat (3.3) jest niespelniony przy wartosciowaniu v, takim ze: v(S) = ny,
v(P) = ng, v(M) = ns.

Aksjomat (3.10).

Interpretacja Io4:

€ | ny | no | sol
nq 0 0 1
ny | 1 | 1 1

Aksjomat (3.10) jest niespelniony przy wartosciowaniu v, przy ktérym: v(S) =
ny, U(P) = Na.

Aksjomat (3.11).

Interpretacja Io; w dziedzinie {n4}:

]27(7116711) = ]_,
]27(80[(711)) = 0. ||

Twierdzenie 26. Aksjomaty odrzucone systemu OntSol sg w OntSol nie-
zalezne.

Dowdéd. Tak samo jak w dowodzie Twierdzenia 15 wystarczy pokazaé, ze
zadnego z dwoch aksjomatéow nie da sie w systemie wyprowadzi¢ z drugiego.
Pokazemy to przez wskazanie interpretacji wyznaczajacych klasy modeli, dla
ktorych aksjomaty systemu oraz jeden z aksjomatow odrzuconych sg tauto-
logiami, a drugi z aksjomatéw odrzuconych nie jest tautologia.
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Niezalezno$¢ aksjomatu (3.4).

Interpretacja Iog:

€ | ny | ng | ns| sol
ng| 1[0 |1 1
ne | 0| 1 |1 1
nyg| 00| 0] O

Aksjomat (3.4) jest niespelniony przy wartosciowaniu v, takim ze v(S) =
ny, v(P) = na, a v(M) = ns.
Niezaleznos$¢ aksjomatu (3.13).

Interpretacja Iog:

€ | ny | ny | sol
nq 0 0 1
N9 0 1 1

Aksjomat (3.13) jest niespelniony przy interpretacji v, takiej ze v(S) = ny,
a v(P) = no. [ |

3.3 Bezkwantyfikatorowa Ontologia
wzbogacona o funktory sylogistyki

3.3.1 System aksjomatyczny

W oryginalnym ujeciu Ontologii Lesniewskiego wszelkie inne funktory poza
funktorem ¢ s definiowane. W definicjach wykorzystywane sa jednak kwan-
tyfikatory. Aby zbudowaé¢ bezkwantyfikatorowy system zawierajacy funkto-
ry wystepujace w Ontologii inne niz ¢ w systemie OntSyl wprowadzimy
je aksjomatycznie. Terminami pierwotnymi systemu OntSyl sg funktory
€, @ Oraz 1.

Aksjomatami systemu OntSyl sg wszystkie podstawienia tez klasycznego
rachunku zdan oraz nastepujace formuty:

SeP — SeS, (3.17)
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SeP — SaP, (3.18)
SaM A MeP — SeP, (3.19)
SiP N\ PeP — PeS, (3.20)
PiS — SaS, (3.21)
SaP — SiP, (3.22)
SaM N MaP — SaP, (3.23)
SiM N MaP — PiS. (3.24)

Aksjomaty (3.21) — (3.24) pokrywaja si¢ z aksjomatami systemu Stnd.
W zwigzku z tym w systemie OntSyl obowigzuje odpowiednik Lematu 5, tzn.
jezeli formuta elementarna o zawiera tancuch taczacy zmienna X’ ze zmienng
Y, to formuta @ — Xa) jest teza systemu OntSyl. Latwo sprawdzi¢, ze
nastepujace formuty sa tezami systemu. Z (3.18) i (3.19) otrzymujemy:

SeM N MeP — SeP; (3.25)
z (3.18) 1 (3.22):
SeP — SiP:; (3.26)
2 (3.20) 1 (3.26):
SeP N PeM — PeS; (3.27)
z (3.23) 1 (3.21):
SiP — PiS: (3.28)
2 (3.20) 1 (3.22):
SaP A PeP — PeS; (3.29)
2 (3.20), (3.22) i (3.28):
SaP N SeS — SeP; (3.30)
2 (3.24) 1 (3.18):
SiM N MeP — PiS; (3.31)

z (3.18), (3.23), (3.22) i (3.20):

SeM N MaP — SeP; (3.32)
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z (3.22), (3.20) i (3.19):

SaP N\ PeP — SeS; (3.33)
2 (3.17) i (3.33):
SaM N MeP — SeS; (3.34)
z (3.24):
2 (3.24), (3.22) 1 (3.28):
MaS A MaP — SiP; (3.36)
2 (3.21) 1 (3.22):
SaS = SiS; (3.37)
z (3.26) 1 (3.21):
SeP — PaP; (3.38)
2 (3.17) 1 (3.18):
SeP — SasS; (3.39)
2 (3.38) 1 (3.22):
SeP — PiP; (3.40)
7 (3.26) i (3.28):
SeP — PiS: (3.41)
2 (3.39) 1 (3.22):
SeP — SiS, (3.42)

Warto zauwazy¢, ze formuty (3.17), (3.25) i (3.27) sa aksjomatami systemu
OntP.

Definicja 16. Niech dla dowolnej zmiennej X ind(X) bedzie najmniejszym
zbiorem zawierajgcym formuly: Xe), a N ZeV, dla pewnych zmiennych ),
Z,V oraz a € aL(X, Z).

Gdy «a zawiera element ze zbioru ind(X) bedziemy pisaé, ze zmienna
X jest zindywidualizowana w «. Definicja zmiennej zindywidualizowanej jest
dobrana tak, aby zachodzit nastepujacy lemat:
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Lemat 40. Jezeli X jest zindywidualizowane w o, to a — XeX jest tlezg
systemu,  OntSyl.

Dowdd. Zachodzenie lematu wynika z Definicji 16 ze wzgledu na tezy (3.33)
i (3.34) oraz obowiazywanie w systemie Lematu 5. [ |

Definicja 17. Niech dla dowolnych zmiennych X i Y €L3(X,)) bedzie naj-
mmniejszym zbiorem formul, takim Ze:

1. XY € el3(X,));
2. jezeli a € (aL(X,Y)UaL(Y, X)) i €ind(X), toa NP € elL3(X,));

3. jezeli v € ind(X), to a N XiY,a ANYiX € eL3(X,));

i eind(X), toaNpecLy(X,));

(X
4. jezeli a € eL3(),
5. jezeli o € eL3(X

(X

X)
JZ)ip€ecly(Z,Y), toaNpecLy(X,)Y);
Z)

6. jezeli o € el ifeal(Z,Y), toaNpecLy(X,)).

Elementy zbioru £L3(X,)) nazywaé¢ bedziemy w kontekscie rozwazan
o systemie OntSyl e-tancuchami taczacymi zmienng X ze zmienng ).

Lemat 41. Jezeli o zawiera element zbioru eLs(X,Y), to a — Xe) jest
tezqg systemu OntSyl.

Dowadd. Dowdd przez indukceje ze wzgledu na liczbe zastosowan operacji zde-
finiowanych przez punkty 4, 5, lub 6 z Definicji 17 w konstrukcji e-tancucha
zawartego w a.

Pokazemy najpierw, ze lemat obowigzuje dla formuly a zawierajacej
e-tancuch skonstruowany zgodnie z punktami 1, 2 lub 3 Definicji 17. Jezeli
a zawiera Xe), to oczywiscie a — Xe) jest teza. Jezeli a zawiera tancuch
taczacy X z Y badz Y z X, a zmienna X jest zindywidualizowana w «, to
a — Xe) jest teza na mocy Lematu 5, Lematu 40 oraz tez (3.30) i (3.29).
Jezeli zmienna X jest zindywidualizowana w a i a zawiera jeden z atoméw
XiY lub YViX, to a — Xe) jest teza na mocy Lematu 40 oraz aksjomatu
(3.20) i tezy (3.28).

Zatozmy teraz, ze lemat obowiazuje dla e-tancuchow, przy konstrukeji
ktorych zastosowano mniej niz n razy operacje wykorzystane w punktach 4,
5, lub 6 z Definicji 17. Pokazemy, ze obowiazuje réwniez, gdy wymienione
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operacje zastosowano n razy, co zakonczy dowod. Jezeli z o wyprowadzi¢
mozna YeX 1 X jest zindywidualizowane w «a, to o — Xe) jest teza na
mocy tezy (3.20). Jezeli z a wyprowadzi¢ mozna XeZ i Ze¢), to na mocy
tezy (3.25) teza jest a — Xe)). Jezeli natomiast z o wyprowadzi¢ mozna
XeZ i Za), to a — Xe)) jest tezg na mocy tezy (3.32). |

Lemat 42. Jezeli « jest koniunkcjg atomow ze zbioru {YeX, YVe), XaX,
VaX, Ya), XiX, XiY, YiX, ViY}, to formula

YeX — «
jest tezq systemu OntSyl.

Dowdéd. Lemat jest prosta konsekwencja faktu, ze formuty (3.17), (3.38),
(3.18), (3.39), (3.40), (3.41), (3.26) i (3.42) sg aksjomatami lub tezami sys-
temu OntSyl. [ |

3.3.2 Aksjomatyczny system odrzucania

Aksjomatyczny system odrzucania dla systemu OntSyl okreslony jest przy
uzyciu regul odrzucania M P!, Sub~! oraz Comp~!. Aksjomatami odrzuco-
nymi dla systemu sg nastepujace formuty:

SeM A PeM — SiP, (3.43)
PeP — SiS. (3.44)

Definicja 18. Wyrazeniem odrzuconym systemu OntSyl jest kazdy z aksjo-
matow odrzuconych oraz kazde wyrazenie, ktore mozna otrzymac z tez syste-
mu oraz wyrazen odrzuconych przy uiyciu jednej z requt odrzucania MP~1,
Sub™t lub Comp~!.

Lemat 43. Nastepujgce formuty sq formutamsi odrzuconymi systemu OntSyl:

PeS — SeP, (3.45)
PeS — SeS, (3.46)
SeM N PeM — SeP, (3.47)

PeP — SaS, (3.48)
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PeS — SaP, (3.49)
SeM N PeM — SaP, (3.50)
SiS, (3.51)
~SeP. (3.52)
Dowad.
Formula (3.45):
1. F SeM A MeP — SiP KRZ, tezy (3.25), (3.26)
9. F (PeM — MeP) — (SeM A PeM — SiP) KRZ, 1
3. 4SeM A PeM — SiP aks. odrzucony (3.43)
4. 4 PeM — MeP MP71: 23
4 PeS — SeP Sub~t: 4
Formuta (3.46):
1. FPeSASeS — SeP teza (3.27)
2. F(PeS — SeS) — (PeS — SeP) KRZ, 1
3. A PeS— SeP formuta odrzucona (3.45)
4 PeS — SeS MP=1:2 3
Formuta (3.47):
1. FSeP — SiP teza (3.26)
2. F(SeM NPeM — SeP) —
(SeM A PeM — SiP) KRZ, 1
3. 4SeM A PeM — SiP aks. odrzucony (3.43)
4 SeM AN PeM — SeP MP=1:2 3
Formutla (3.48):
1. FSaS — SiS aksjomat (3.22)
2. F(PeP — SaS) — (PeP — SiS) KRZ, 1
3. 4 PeP — SiS aks. odrzucony (3.44)
-+ PeP — SaS MP~1:2. 3

Formutla (3.49):
1. FSeM ANMaP — SeP teza (3.32)
2. F (PeM — MaP) —
(SeM N PeM — SeP) KRZ, 1
3. 4SeM A PeM — SeP formuta odrzucona (3.45)
4. 4 PeM — MaP MP™1:2 3
4 PeS — SaP Sub~t: 4
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Formuta (3.50):

1. FSaP — SiP aksjomat (3.22)

2. F(SeM AN PeM — SaP) —
(SeM A PeM — SiP) KRZ, 1

3. 4SeM A PeM — SiP aks. odrzucony (3.43)
4 SeM AN PeM — SaP MP1:2, 3

Formutla (3.51):
1. F SiS — (PeP — SiS) KRZ
2. A PeP — SiS aks. odrzucony (3.44)
+8iS MP-1 1,2

Formula (3.52):
1. F—=PeP — (PeP — SiS) KRZ

2. 4PeP — SiS aks. odrzucony (3.44)
3. 4 -PeP MP-1. 1,2
4 SeP Sub~t: 3

[ |
Lemat 44. Kazda formuta atomowa jest formutqg odrzucong systemu OntSyl.

Dowdéd. Na mocy Lematu 43 odrzucona jest formuta SiS. Przy uzyciu reguty
M P~ 74 84S oraz (3.26) i (3.22) mozemy otrzymaé odpowiednio 4 SeS oraz
4 SaS. Przy uzyciu reguty Sub™! mozemy odrzuci¢ kazdy inny atom. |

Lemat 45. Kazde wyrazenie o postaci -, gdzie o jest koniunkcjg atomow,
jest formutq odrzucong.

Dowdd. Niech 3 bedzie koniunkcja atoméw ze zbioru {SeS, SaS, SiS}. Przy
uzyciu praw KRZ aksjomatu (3.17) i tez (3.39) oraz (3.42), otrzymujemy
F SeP — 3, i dalej, przez transpozycje - =3 — —SeP. Poniewaz na pod-
stawie Lematu 43 mamy - =SeP, przy uzyciu reguly M P! otrzymujemy
- 3. Korzystajac z reguly Sub~! uzyskujemy - —a. |

Lemat 46. Kazda formula hornowska jezyka systemu OntSyl jest tezqg sys-
temu lub wyrazeniem odrzuconym.

Dowaéd. Lematy 44 i 45 pozwalaja ograniczy¢ dowdd do formut o postaci:
(i) a = XeX, (ii) a — Xe), (i) a — XaX, (iv) a — Xa), (v) a — XiX,
(vi) a — XiY, gdzie « jest formuty elementarna, a X' i ) sa r6znymi zmien-
nymi.
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W przypadku (i), jezeli X jest zindywidualizowane w «, to rozpatrywana
formuta jest teza systemu OntSyl na mocy Lematu 40. W przeciwnym wy-
padku zastosujemy podstawienie e;, w ktorym podstawiamy S za X i kazda
zmienna ), taka ze o zawiera element zbioru aL(X,)) i P za wszystkie inne
zmienne. e;(«) jest koniunkcja atoméw ze zbioru {PeS, PeP, SaS, PasS,
PaP, SiS, SiP, PiS, PiP}, a e;(XeX) = SeS. Na mocy Lematu 42 mamy
F PeS — ej(a). Wynika stad, ze - e;(a — XeX) — (PeS — SeS). Nastep-
nik tej implikacji jest identyczny z formuta odrzucona (3.46), a wiec wyko-
rzystujac regute M P~1 | i dalej, regute Sub™! mozemy otrzymaé 4 o — XeX.

W przypadku (ii), jezeli o zawiera jakis element zbioru eL3(X,)), to
a — Xe) jest tezg OntSyl na mocy Lematu 41. W przeciwnym wypadku
rozpatrzymy dwie mozliwoéci (a) zmienna X nie jest zindywidualizowana
w « 1 (b) zmienna X jest zindywidualizowana w «.

W przypadku (a) wykorzystamy podstawienie e; z punktu (i). Ponie-
waz X nie jest zindywidualizowane, e;(«) jest koniunkcja atomoéw ze zbioru
{PeS, PeP, PaS, PaP, SaS, PiS, PiP, SiS, SiP}, a e;(Xc)) ma postaé
SeS lub SeP. Stosujac rozumowanie analogiczne do zastosowanego w punk-
cie (i), z uwzglednieniem odrzucenia formuty (3.46) badz (3.45), otrzymamy
Ja— Xe).

W przypadku (b) stosujemy podstawienie ey, w ktérym podstawiamy
S za X i kazde Z, takie ze a zawiera element eL3(X, Z) oraz eL3(Z, X);
M za kazde Z, takie ze « zawiera element eL3(X, Z), za ktére nie zostato
podstawione S; P za wszystkie inne zmienne. Przy tak okreslonym podsta-
wieniu M nie jest zindywidualizowane w es(a), ea(Xe)) = SeP,a Si P
nie wystepuja razem w zadnym atomie z es(a). W zwiazku z tym es()
jest koniunkcja atoméw ze zbioru {SeM, PeM, SeS, PeP, SaM, PaM,
SaS, PaP, MaM, SiM, PiM, MiS, MiP, SiS, PiP, MiM}. Na mocy
Lematu 42 mamy + SeM A PeM — es(a), a stad na mocy praw KRZ
Fey(a — Xe)) — (SeM A PeM — SeP). Poniewaz na mocy Lematu 43
odrzucona jest formuta (3.47), odrzucona jest réwniez rozpatrywana formuta
a— Xe).

W przypadku (iii), jezeli « zawiera atom, w ktérym wystepuje zmienna X
to na mocy tez (3.38), (3.39) oraz aksjomatu (3.21) wraz z aksjomatem (3.22)
iteza (3.28) a — XaX jest teza. W przeciwnym przypadku zastosujemy pod-
stawienie ez, w ktorym podstawiamy S za X', a P za wszystkie inne zmien-
ne. ez(«) jest koniunkcja atoméw ze zbioru {PeP, PaP, PiP}. W zwiazku
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z tym teza systemu OntSyl jest formuta e3(a — XaX) — (PeP — SaS).
Poniewaz odrzucona jest formuta (3.48), odrzucona jest rowniez rozpatrywa-
na formuta a — XaX.

W przypadku (iv), jezeli a zawiera element aL(X,)) lub eL3(X,)), to
na mocy Lematu (5) lub Lematu 41 oraz aksjomatu (3.18) @ — Xa) jest
teza. W przeciwnym wypadku rozwazymy dwa przypadki: (a) X nie jest
zindywidualizowane w « i (b) X’ jest zindywidualizowane w «.

W przypadku (a) zastosujemy podstawienie e; okreslone dla przypadku
(i). Poniewaz X nie jest zindywidualizowane w «, e1(a) jest koniunkcja ato-
méw ze zbioru {PeP, PeS, SaS, PaS, PaP, SiS, SiP, PiS, PiP}. 7 kolei
e1(Xa)) = SaP. Na mocy Lematu 42 mamy F PeS — e;(a), a na mocy
praw KRZ réwniez F e;(a — Xa)Y) — (PeS — SaP). Poniewaz na mo-
cy Lematu 43 odrzucona jest formuta 3.49 (PsS — SaP), odrzucona jest
rowniez rozpatrywana formuta o — Xa).

W przypadku (b) wykorzystamy podstawienie e; okreslone dla przypadku
(ii) (b). Stosujac rozumowanie analogiczne do zastosowanego w przypadku
(ii) (b) z wykorzystaniem faktu, ze na mocy Lematu 43 odrzucona jest for-
muta (3.50), uzyskamy odrzucenie formuty « — Xa).

Przypadek (v), ze wzgledu na teze (3.37), redukuje sie do przypadku (iii).

W przypadku (vi) mamy do czynienia z formulta a — XiY), ktéra jest
teza, gdy spetniony jest jeden z ponizszych warunkow:

o « zawiera Xi), ViX, element ¢L3(X,)), aL(X,)), eL3(Y,X) lub
aL(Y,X);

e dla pewnej zmiennej Z, o zawiera element zbioru e L3(Z, X )UaL(Z, X)
i element zbioru eL3(Z,Y)UaL(Z,));

e dla pewnych zmiennych Z i V, a zawiera ZiV lub ViZ oraz elementy
zbioréw eL3(Z,X)UaL(Z,X)ieLs(V,Y)UaL(V,));

Powyzszy fakt jest konsekwencja aksjomatu (3.22), tez (3.26), (3.35) i (5),
oraz Lematu 41.
Jezeli rozpatrywana formuta nie spetnia zadnego z wyzej wymienionych

warunkow stosujemy podstawienie ey, w ktérym podstawiamy S za X oraz
kazde Z, takie ze « zawiera element zbioru eL(Z,X)UaL(Z,X), P za ),
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kazde Z, takie ze o zawiera element zbioru eL(Z,)) U aL(Z,)) oraz kaz-
da inng zmienng zindywidualizowana w «, za ktorg nie zostato wczesniej
podstawione S, M za wszystkie inne zmienne.

e4(XiY) jest réwne SiP. Poniewaz a nie zawiera zadnego elementu zbio-
ruels(X,Y)UaL(X,Y)UeLs(Y, X)UaL(Y,X), es(a) nie zawiera zadnego
atomu, w ktorym wystepuje jednoczesnie S i P. Z kolei zmienna M nie
moze by¢ zindywidualizowana w e4(«). Formuta es(a) jest wiec koniunk-
cja elementéw zbioru {SeM, PeM, SeS, P estP, SaM, PaM, SaS, PaP,
MaM, SiM, PiM, MiS, MiP, SiS, PiP, MiM}. Na podstawie Lema-
tu 42 mamy wiec - (SeM A PeM) — e4q(c) i na podstawie praw KRZ
F ey — XiY) — SeM N PeM — SiP. W obecnosci aksjomatu odrzu-
conego (3.43) mozemy stad wyprowadzi¢ stosujac reguty MP~' i Sub™':
da — Xi). [ |

Lemat 47. Aksjomaty odrzucone nie sq tezami systemu OntSyl.

Dowdd. Mozemy zastosowaé rozumowanie analogiczne do uzytego w dowo-
dzie Lematu 10. W przypadku aksjomatu odrzuconego (3.43), odpowiednia
klasa modeli moze by¢ okreslona nastepujaco: My, = (Nsg, v, I39), gdzie
dziedzina N3g = {n1,ns, n3}, a interpretacja I dla funktoré6w rachunku zdan
jest klasyczna, a dla formut atomowych okreslona jest przez matryce:

€ | Ny | Ny | N3 a | ni| ne | n3 1 | ny| ng | n3
ng| 1011 ng| 1011 n| 1]0]1
ng | 0] 1] 1 ng | 0] 1] 1 ny | 0] 1] 1
UR} 0 0 0 UR} 0 0 1 3 1 1 1

Aksjomat jest niespelniony przy wartosciowaniu v, takim ze v(S) = ny,
v(P) = ng, a v(M) = ng.

W przypadku aksjomatu odrzuconego (3.44) odpowiednia klasa modeli
moze by¢ okreslona nastepujaco: My, = (Ns1,v, I31), gdzie dziedzina N3y
= {ny,n2}, a interpretacja I3; dla funktoréw rachunku zdan jest klasyczna,
a dla formul atomowych okreslona jest przez matryce:

ela/i | ny | ny
nq 0 0
N9 0 1

Aksjomat jest niespelniony przy wartosciowaniu v, dla ktérego v(S) = ng
iv(P) = ns. [ |
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Twierdzenie 27. Kazda formula jezyka systemu OntSyl jest tezq syste-
mu lub wyrazeniem odrzuconym, a Zadna formula nie jest jednoczesnie tezg
1 wyrazeniem odrzuconym.

Dowdd. Dowdd jest taki sam jak Twierdzenia 9. |

3.3.3 Model w rachunku zbioréow

Model dla rozszerzonego systemu Ontologii stanowi potaczenie modelu dla
systemu OntP z modelem standardowej sylogistyki dopuszczajacej uzywanie
nazw pustych Stnd.

Klase modeli dla systemu OntSyl okresla struktura: My, = (D, I3, v),
gdzie D jest dowolnym zbiorem, wartosciowanie v przypisuje zmiennym do-
wolne podzbiory D, interpretacja I3y dla funktoréw rachunku zdan jest kla-
syczna, a dla formut atomowych jest okreslona nastepujaco:

Is(v(Xed)) =1 wtw o(X) CoY)i |[v(X)] =1;
Iz(v(XaY)) =1 wtw v(X) C oY) iv(X) # 0
I (v(XiY) =1 wtw o(X)Nov()) # 0.

Twierdzenie 28. System OntSyl jest adekwatny (poprawny i peiny) w sto-
sunku do klasy My, .

Dowadd. Tak jak w przypadku Twierdzenia 10 wystarczy pokazaé, ze tezy
systemu sa tautologiami w klasie modeli, a wyrazenia odrzucone nie sg.

Sprawdzenie, ze aksjomaty OntSyl sa tautologiami jest rutynowe. Ak-
sjomaty odrzucone sg niespetnione odpowiednio przy nastepujacych warto-
Sciowaniach vy 1 vg: v1(S) = {1}, v1(P) = {2}, v1(M) = {1, 2} dla aksjomatu
odrzuconego (3.43) oraz ve(S) = 0, vo(P) = {1} dla — (3.44).

Reguly M P, Sub, MP~!i Sub~! zachowuja, tak jak w przypadku wcze-
$niej rozpatrywanych systemow, odpowiednio tautologiczno$é i nietautolo-
gicznoéé. Pozostaje do udowodnienia, ze reguta Comp~! prowadzi od falszy-
wych przestanek do fatszywej konkluzji. Tak jak w przypadku Twierdzenia
10 ograniczymy sie¢ do wykazania tego faktu dla n = 2.

Wykorzystamy prawa rachunku zbioréw (2.17), (2.25) i (3.9) z dowodu
Twierdzen 10, 13 i 21. Podobnie jak w poprzednich twierdzeniach o petnosci
niech formulty a@ — (1 i @ — (5 beda niespelnione w modelach okreslo-
nych przez dziedziny odpowiednio D, i D, oraz warto$ciowania odpowiednio
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v; 1 v9. Rozpatrzymy model okreslony w dziedzinie D; x Dy z wartoscio-
waniem v, takim ze dla kazdej zmiennej X, v3(X) = v1(X) X v2(X). Na
podstawie wymienionych praw rachunku zbioréw otrzymujemy:

Is(vs(ae — 1V fa)) = 0.

3.3.4 Niezaleznos¢ aksjomatow

Twierdzenie 29. Aksjomaty systemu OntSyl sq niezalezine.

Dowdd. Tak jak w dotychczasowych dowodach twierdzen o niezaleznosci ak-
sjomatyzacji dla kazdego aksjomatu pokazemy klase modeli, w ktérej po-
zostale aksjomaty sa tautologiami, a rozpatrywany aksjomat nie jest. We
wszystkich przypadkach interpretacja funktoréw rachunku zdan jest klasycz-
na.

Aksjomat (3.17).

Interpretacja I33:

dla dowolnego atomu a zbudowanego z uzyciem funktora i i dowolnego war-
tosciowania v I33(v(a)) = 1, dla pozostatych zdan atomowych interpretacja
okreslona jest poprzez matryce:

£ ny | N a ny | Nag
ny 0 1 g 1 1
ng | 0] 0 ng | 0| 1

Aksjomat (3.17) jest niespelniony przy wartosciowaniu v, dla ktorego:
v(S) =ny av(P) = ns.

Aksjomat (3.18).

Interpretacja I34:

dla dowolnego atomu a zbudowanego z uzyciem funktora ¢ i dowolnego war-
tosciowania v I34(v(a)) = 1, dla pozostatych zdan atomowych interpretacja
daje zawsze wartoscé 0.
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Aksjomat (3.19).

Interpretacja I35:

dla dowolnego atomu « zbudowanego z uzyciem funktora a lub 7 i dowolnego
wartosciowania v I35(v(a)) = 1, dla pozostatych zdan atomowych interpre-
tacja okreslona jest poprzez matryce:

9 ny | No
n
Mo 1 1

Aksjomat (3.19) jest niespelniony przy warto$ciowaniu v, takim ze:
v(S) = ny, v(P) = ng, v(M) = ns.

Aksjomat (3.20).

Interpretacja I34:

dla dowolnego atomu « zbudowanego z uzyciem funktora i i dowolnego war-
tosciowania v Izs(v(a)) = 1, dla pozostalych zdan atomowych interpretacja
okreslona jest poprzez matryce:

ela | ny | ng
n
Mo 1 1

Aksjomat (3.20) jest niespelniony przy wartosciowaniu v, takim ze: v(S) =
ni, v(P) = ns.

Aksjomat (3.21).

Interpretacja I3;:

dla dowolnego atomu « zbudowanego z uzyciem funktora i oraz dowolnego
wartosciowania v I37(v(a)) = 1, dla pozostatych zdan atomowych interpre-
tacja daje zawsze wartosc 0.

Aksjomat (3.22).

Interpretacja I3g:
dla dowolnego atomu « zbudowanego z uzyciem funktora i oraz dowolnego
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wartosciowania v Isg(v(a)) = 0, dla pozostatych zdan atomowych interpre-
tacja daje zawsze wartos¢ 1.

Aksjomat (3.23).

Interpretacja I39:

dla dowolnego atomu a zbudowanego z uzyciem funktora ¢ oraz dowolne-
go warto$ciowania v I39(v(e)) = 1, dla dowolnego atomu [ zbudowanego
z uzyciem funktora e oraz dowolnego wartosciowania v Isg(v(3)) = 0, dla
pozostatych atomow interpretacje I39 okresla matryca:

a T, | Ng | N3
n| 11110
ne | 1 ] 1|1
ng | 1] 11

Aksjomat (3.23) jest niespelniony przy wartosciowaniu v, takim ze: v(S) =
ni, v(P) =ng, a v(M) = ns.

Aksjomat (3.24).

Interpretacja I4:
dla dowolnego atomu « zbudowanego z uzyciem funktora e oraz dowolnego
warto$ciowania v Iy(v(a)) = 0, dla pozostalych atoméw interpretacje Iy
okresla matryca:

ali | ny | ng
nq 1
N9 0

Aksjomat (3.24) jest niespelniony przy wartosciowaniu v, takim ze: v(S) =
ny, ’U(P) = Ngo, U(M) = Na. [ |

Twierdzenie 30. Aksjomaty odrzucone systemu OntSyl sq niezalezne.

Dowéd. Tak samo jak w dowodzie Twierdzenia 15 wystarczy pokazaé, ze
zadnego z dwoch aksjomatéow nie da sie w systemie wyprowadzi¢ z drugiego.
Pokazemy to przez wskazanie interpretacji wyznaczajacych klasy modeli, dla
ktorych aksjomaty systemu oraz jeden z aksjomatow odrzuconych sg tauto-
logiami, a drugi z aksjomatéw odrzuconych nie jest tautologia.
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Niezalezno$¢ aksjomatu (3.43) pokazuje interpretacja I4; okreslona przez
matryce:

€ | Ny | no| ng a | ni|ns | ns 1 | ny | ng | ng
ny 1 0 1 ny 1 0 1 nq 1 0 1
ngy | 0] 1] 1 ny | 0| 1] 1 ny | 0| 1] 1
ny| 01010 ny| 010 |1 ng| 1| 1] 1

Aksjomat (3.4) jest niespelniony przy wartosciowaniu v, takim ze v(S) =
ny, v(P) = ng, a v(M) = ns.

Niezalezno$¢ aksjomatu (3.44) pokazuje interpretacja I4o okreslona przez
matryce:

e/afi | ny | ny
s 0
%) 0 1

Aksjomat (3.13) jest niespelniony przy wartosciowaniu v, dla ktorego
v(S) =ny, av(P) = ns. [ |

3.3.5 Definicje dodatkowych stalych Ontologii Lesniew-
skiego w systemie OntSyl

System OntSyl mozna wzbogaci¢ poprzez wprowadzenie przy pomocy me-
tajezykowych skréotow — definicyjnych kolejne funktory rachunku nazw
(funktory e oraz o okre$lone sa w Rozdziale 1.1 przy uzyciu definicji
(1.31) oraz (1.32)):

ex1(S) =4 SeS, (3.53)
ex(S) =y SiS, (3.54)
sol(S) =g ex1(S) V —ex(S), (3.55)
S is_the P =4 SeP N\ PeS, (3.56)

S is.a P =4 SeP N\ —PcP. (3.57)
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Wszystkie powyzsze skroty definicyjne sg wolne od kwantyfikatoréw. Roz-
patrywany system zawiera wszystkie funktory rachunku nazw, ktore zostaty
okreslone na poczatku niniejszej pracy?.

Wykorzystujac powyzsze definicje mozemy rozszerzy¢ interpretacje Iso,
konstytuujaca klase modeli wzgledem ktorej system OntSyl jest pelny, o in-
terpretacje zdefiniowanych funktoréw. Interpretacja zdefiniowanych funkto-
row jest nastepujaca:

Ip(v(XeY)) =1 wtw  o(X) No(Y) = 0;

I3a(v(XoY)) =1 wtw  0(X) Z v(Y) lub v(X) = 0;

Ip(v(ex (X)) =1 wtw  |v(&X)] = 1;

I (v(ex(X))) =1 wtw  |o(X)] = 1,

I3s(v(sol(X))) =1 wtw  |o(X)] < 1;

I (v(X isthe Y)) =1 wtw o(X)=0v())1i|v(X)] =1,

I (v(Xe))) =1 wtw  o(X) Co)ilv(X)]=11|v)|>1

3.3.6 Alternatywna aksjomatyzacja systemu

Alternatywna w stosunku do systemu OntSyl aksjomatyzacje opartg na in-
nych terminach pierwotnych oznaczymy OntSyl*. Terminami pierwotnymi
sq a, © oraz exr;. Aksjomatami sy podstawienia wszystkich tez klasycznego
rachunku zdan w jezyku systemu, aksjomaty systemu Stnd: (2.18), (2.6),
(2.3) i (2.4) oraz nastepujace formuly:

exy(S) — SiS, (3.58)
ex1(S) A SiP — SaP, (3.59)
ex1(P) N SaP — exy(S). (3.60)

W systemie OntSyl* mozna zdefiniowaé funktor € przy uzyciu nastepu-
jacej formuty:
SeP = SaP A exy(S). (3.61)

2Do systemu mozna dotaczyé réwniez inne funktory, ktére dadza sie zdefiniowaé w opar-
ciu o stosunki zakresowe miedzy nazwami. Przykladem niech bedzie funktor tworzacy zda-
nia ogdlnotwierdzace w tzw. stabej interpretacji (odpowiadajacej zwyklemu zawieraniu sie
odpowiednich zbioréw i rozumieniu funktora a w systemie B) wystepujacy m. in. w pra-
cach [56, 42]. Funktor ten, dla ktérego przyjmiemy tu oznaczenie a* mozemy zdefiniowaé
nastepujaco:
Aa*B =df AaBV —AiA
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Twierdzenie 31. System OntSyl z definicjq (3.53) jest réwnowazny syste-
mowi OntSyl* z definicjq (3.61).

Dowdd. Po zastapieniu w aksjomatach (3.17), (3.18), (3.19) i (3.20) systemu
OntSyl atoméw zawierajacych funktor € odpowiednimi wyrazeniami zgodnie
z definicja (3.61), otrzymamy nastepujace formuty:

SaP A exq1(S) — SaS A ex1(5), (3.62)
SaP A exy(S) — SaP, (3.63)
SaM N MaP Aexi(M) — SaP A exq(S), (3.64)
SiP A PaP A exy(P) — PaS N ex,(P). (3.65)
Sg one tezami systemu OntSyl* na mocy odpowiednio:
e (2.18)1 (2.19) dla (3.62);
e prawa tautologii klasycznego rachunku zdan dla (3.63);
e (2.3)1(3.60) dla (3.64);
o (3.59) dla (3.65).

Z kolei aksjomaty (3.58), (3.59), (3.60) po zastapieniu atoméw, w ktérych
wystepuje funktor ex; zgodnie z definicja (3.53), przyjmuja postac:

SeS — SiS, (3.66)
SeS A SiP — SaP, (3.67)
PeP A SaP — SeS. (3.68)

Sa one tezami systemu OntSyl na mocy odpowiednio:
e (3.26) dla (3.66);
e (3.18) i (3.20) dla (3.67);

e (3.33) dla (3.68).
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3.4 Separacja w odniesieniu
do Ontologii Lesniewskiego

Ontologia Lesniewskiego zbudowana jest w jezyku, ktory stanowi rozszerzenie
jezyka rachunku nazw o kwantyfikatory. Ograniczymy sie do podstawowe;
Ontologii® — tej czedei Ontologii, ktéra odpowiada teorii nazw w naszym
rozumieniu.

Poprawnie zbudowang formute rachunku podstawowej Ontologii mozna
zdefiniowa¢ indukcyjnie w nastepujacy sposob.

1. Wyrazenia " Xa) ', "X Y, " XY, gdzie X i ) reprezentujg zmienne
nazwowe, sg poprawnie zbudowanymi formutami.

2. Jezeli a jest poprawnie zbudowang formutg, to "—a jest poprawnie
zbudowana formuts.

3. Jezeli «a i (3 sa poprawnie zbudowanymi formutami, to "(a A 5)7,
"(aVp)!, "(a— )71 (a =) sa poprawnie zbudowanymi formu-
tami.

4. Jezeli « jest poprawnie zbudowana formuta, a X zmienna, to "Vya'™
oraz "dya™ sg poprawnie zbudowanymi formutami.

Jezyk okreslony jest w bardzo podobny sposob do jezyka logiki pierwszego
rzedu i w odniesieniu do rachunku nazw tu rozpatrywanego w zasadzie nie
ma roéznicy miedzy tymi formalizmami.

Podstawowy system Ontologii oparty jest na regutach odrywania i podsta-
wiania oraz regutach dla kwantyfikatoréw. Jedyny aksjomat Ontologii przyj-
muje posta¢ (w wersji z pracy Stupeckiego [56]):

SeP =3y (MeS)AVyn(MeSANeS — MeN)AYy(MeS — MeP) (3.69)

3W Ontologii uzywa sie pojecia Ontologia elementarna, ktére nie pokrywa sie jednak
z podstawows Ontologia, o ktérej mowa w niniejszej pracy.
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Formalizacji podsatwowej Ontologii dopetniaja definicje:
SaP = 3y (MeS) AV (MeS — MeP); (3.70)
SiP = 3y (MeS A MeP). (3.71)

Twierdzenie 32. Kazda teza podstawowej Ontologii nalezgca do jezyka ra-
chuku nazw jest tezq systemu OntSyl.

Dowdéd. Mozna sprawdzié¢, ze zaréwno aksjomat Ontologii, jak i powyzsze
definicje (3.70) i (3.71) sa prawdziwe w kazdym modelu nalezacym do klasy
Mp,,. W zwiazku z tym kazda teza podstawowej Ontologii jest w tej klasie
tautologia. Na mocy Twierdzenia 28 jest wtedy teza systemu OntSyl. W

Stosunek pomiedzy systemem podstawowej Ontologii a systemami bez-
kwantyfikatorowego rachunku nazw jest wyraznie widoczny w $wietle naste-
pujacego faktu przedstawionego przez M. Takano w pracy [61]. Autor ten
podaje, ze aksjomat Ontologii (3.69) mozna uzyska¢ z formut (3.1), (3.2)
i (3.3) oraz nastepujacej formuty:

VSVP\V/M(<\V/N(N€S = N€P) A S&M) — PgM). (372)

Formuta (3.72) jest pewna forma zasady ekstensjonalnogci®. Mozna wigc fakt,
ze pelna oryginalna Ontologia Lesniewskiego moze zostaé wtasnie tak otrzy-
mana z systemu bezkwantyfikatorowego rozumie¢ w ten sposob, ze system
bezkwantyfikatorowy wyraza specyficzna tres¢ logiczna Ontologii, a dodat-
kowy aksjomat wyraza w istocie prawidlowosé¢ ogdlniejsza dotyczaca sposobu
traktowania identycznych nazw w teorii kwantyfikatorow.

4Ponizsze definicje maja, zgodnie z praktyka Leéniewskiego, charakter zdan jezyka,
mozna wiec rozumieé¢ je jako aksjomaty charakteryzujace wprowadzane przez definicje
stale. Definicje w systemach Lesniewskiego moga mieé¢ charakter tworczy - umozliwiaé
udowodnienie tez, w ktérych nie wystepuja terminy definiowane, a ktore nie dadza sie
udowodni¢ bez tych definicji. Rozpatrywane tu dwie definicje nie maja charakteru twor-
czego.

5Szerzej o réznych formach zasady ekstensjonalnoéci i ich roli w Ontologii pisze Waragai
w pracy [65].






Rozdziat 4
Sylogistyki nieklasyczne

Punktem wyjscia dla rozwazan niniejszego rozdziatu jest system sylogistyki
zaprezentowany przez Stupeckiego w pracy [54]. Pokazuje on, ze mozna skon-
struowac¢ sensowny system sylogistyki, ktory nie ma interpretacji zakresowe;j.
Zauwazenie tego faktu odkrywa cala przestrzen aksjomatycznych systeméow
sylogistyki. Czes¢ tej przestrzeni rozposciera sie miedzy systemem Stupeckie-
go a systemem Fukasiewicza. Jeszcze inne systemy sa rozszerzeniami systemu
Stupeckiego i krzyzuja sie z systemem Lukasiewicza.

Rozpoczniemy ten rozdzial od przedstawienia i analizy systemu Stupec-
kiego. Zaprezentujemy jego aksjomatyke za artykutem [54] oraz system ak-
sjomatycznego odrzucania, ktory pojawit sie w pracy B. Iwanusia [17]. Przed-
stawimy rowniez strukture teoriomodelowg dla tego systemu, ktéra opisana
zostata w artykule [26] Autora niniejszej rozprawy.

Kolejne systemy zostaty okreslone jako sylogistyka dowodowa. Przedsta-
wimy uzasadnienie intuicyjne dla konstruowania takich systeméw oraz ich
formalng prezentacje wraz z uzupelnieniem w postaci aksjomatycznego od-
rzucania.

7 punktu widzenia systemu aksjomatycznego i modelu zmiana jest bardzo
prosta. Dodany jest aksjomat antyzwrotnosci dla zdan ogoélnotwierdzacych,
a w modelu odpowiada temu zmiana relacji zawierania sie na relacje wlasci-
wego zawierania si¢. Zmiana ta powoduje jednak wigksze roznice na poziomie
aksjomatyki odrzuceniowej. Nie da si¢ zbudowaé systeméw aksjomatycznego
odrzucania dla tych teorii z uzyciem skonczonej liczby aksjomatéw, tak jak
w systemach kuk, Stnd, czy tez w systemie Stupeckiego, ale wykorzystane
sg schematy aksjomatéw odrzuconych.
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Podstawy sylogistyki dowodowej zostaly zaprezentowane w pracy [24].
Rozwazania o sylogistyce dowodowej zostaly w niniejszej rozprawie posze-
rzone o semantyke systemu, ktéry oznaczaé¢ bedziemy D; oraz o wykazanie
niezaleznosci wszystkich systemoéw aksjomatycznych.

Nastepnie przedstawimy szereg tez systemu Fukasiewicza, ktore nie sa
tezami systemu Stupeckiego, oraz ich wzajemne relacje. W ten sposob za-
poznamy sie z przestrzenia mozliwych do zdefiniowania systemow znajduja-
cych si¢ pomiedzy systemem Stupeckiego a systemem Fukasiewicza. Analizy
te nie byty wczesniej publikowane. Podrozdziat dotyczacy systemow, ktore
umiesci¢ mozna pomiedzy systemem Stupeckiego a systemem tukasiewicza,
ma charakter szkicowy, gdyz liczba systeméw, ktére mozna tu zbudowaé jest
znaczna, a przestrzen ta nie bylta dotad badana. Przedstawione zostang za-
tem jedynie wybrane systemy i wstepna ich analiza. Dla niektorych z nich
zaprezentujemy pewne intuicje semantyczne. Kwestia charakteru struktury,
ktora tworza omawiane systemy oraz ich semantyki, pozostaje wiec w zasa-
dzie problemem otwartym.

4.1 System Stupeckiego

4.1.1 System aksjomatyczny

W systemie Stupeckiego (Stp) jezyk jest ten sam, co w systemie Luk, a wiec
terminami pierwotnymi sa a oraz ¢. Wykorzystywane sg reguty odrywania
M P i podstawiania Sub. Aksjomatami sa wszystkie podstawienia tez kla-
sycznego rachunku zdan w jezyku oraz formuly (2.3), (2.4), (2.5) 1 (2.6).
Wszystkie aksjomaty systemu Stp s aksjomatami badz tezami systemu
Stnd, a wiec system Stp jest podsystemem systemu Stnd oraz systemu Luk.

Tak jak w systemie Luk, tezami systemu Stp sa formuly (2.7), (2.8),
(2.9) 1 (2.22). W zwiazku z tym w systemie Stp obowiazuja odpowiedniki
Lematéw 5 oraz 6.

Lemat 48. Niech o bedzie formulq o postaci f — Xa) lub 3 — Xi), gdzie
B jest formutq elementarng, a X 1Y sq roznymi zmiennyms.

a jest tezqg systemu Stp wtedy i tylko wtedy, gdy « jest tezq systemu £uk.

Dowéd. (—) Zachodzi, poniewaz system Stp jest podsystemem systemu Fuk.
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(«—) Niech a bedzie teza systemu FLuk. Jak wynika z dowodu Lematu
9 (przypadek (iv) i (v)), wyrazenie o postaci f — Xa) jest teza systemu
wtedy i tylko wtedy, gdy spelnia warunki Lematu 5, a wyrazenie o postaci
8 — X1) jest teza systemu Youk wtedy i tylko wtedy, gdy 3 spetnia warunki
Lematu 6. Poniewaz odpowiedniki Lematow 5 i 6 zachodza dla systemu Stp,
« jest tezg Stp. |

Tezami systemu Stp sg nastepujace formuty:

SaM N MaS — MabMl, (4.1)

stanowigca podstawienie aksjomatu (2.3) i

SaP — PiP, (4.2)

otrzymana z aksjomatow (2.4) i (2.5).

4.1.2 Aksjomatyczny system odrzucania

Aksjomatyczny system odrzucania dla systemu Stp okreslony jest przy uzy-
ciu regut odrzucania M P~!, Sub~! oraz Comp~!. Aksjomatami odrzuconymi
dla systemu Stp sg nastepujace formuty:

MaP A PaP — MiM, (4.3)
SaS A SaM N MaP N\ PaP — Mabl, (4.4)
SaS A SaM N PaP N PaM N MaM — SiP. (4.5)

Definicja 19. Wyrazeniem odrzuconym systemu Stp jest kazdy z aksjomatow
odrzuconych (4.3), (4.4) i (4.5) oraz kazde wyrazenie, ktére mozna otrzymac
z tez systemu oraz wyrazen odrzuconych przy uzyciu jednej z requt odrzucania:
MP=, Sub=! lub Comp~! .

Lemat 49. W systemie Stp wyraZeniami odrzuconymi sq formuly: (2.11),
(2.1), (2.2), oraz

SaS N PaP N PaS — SaP. (4.6)
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Dowdd. Odrzucenie formul (2.1), (2.2) uzyskaé¢ mozna poprzez zastosowa-
nie reguty M P~! do aksjomatéw odrzuconych (4.4) i (4.3) i odpowiednich
podstawien praw KRZ.
Odrzucenie formuly (2.11) jest nastepujace:
1. F=PaP — (MaP A PaP — MiM)) KRZ

2. AMaP N PaP — MiM aksjomat odrzucony (4.3)
3. - =PaP MP~1:1, 2
4 =SaS Sub~t: 3
Odrzucenie formuty (4.6) jest nastepujace (« reprezentowaé bedzie for-
mute (4.5):

1. F(SaM ANMaP — SiP) —
((PaP AN MaM N PaM — MaP) — o) KRZ

2. FSaM ANMaP — SiP KRZ, aks. (2.3), aks.(2.6)
3. F(PaPANMaM AN PaM — MaP) — o MP:1,2
4. Ha aks. odrzucony (4.5)
5. 4 PaPNMaM N PaM — MaP MP~': 3,4
4 PaP A SaS A PaS — SaP Sub™1: 5
|

Lemat 50. Kazda formuta atomowa jezyka systemu Stp jest wyrazeniem
odrzuconym.

Dowdéd. Wszystkie formuty atomowe mozna odrzuci¢ korzystajac z reguty
Sub~! zastosowanej do formut (2.1) i (2.2) odrzuconych na mocy Lematu
49. |

Lemat 51. Kazda formuta hornowska jezyka systemu Stp jest tezq systemu
lub wyrazeniem odrzuconym.

Dowdd. Jak w dowodzie Lematu 9, rozwazymy osobno kazda z mozliwych po-
staci formuty hornowskiej jezyka systemu (pomijajac formuty atomowe, ktére
sq odrzucone na mocy Lematu 50): (i) —a, (i) o — XaX, (ili) a — XiX,
(iv) a = Xa), (v) a — Xi), gdzie « jest formuly elementarna, a X' i ) sa
réznymi zmiennymi.

Poniewaz odrzucona jest formula (2.11) wymieniona w Lemacie 49, dla
przypadku (i) dowdd pokrywa sie z analogicznymi przypadkami dla systemu
Luk.

Przypadek (ii). Formula o tej postaci jest teza systemu Stp, gdy a zawie-
ra tancuch taczacy X z X. W przeciwnym przypadku stosujemy podstawienie
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e1, w ktorym podstawiamy: M za X'; S za kazdg zmienng ), taka ze o zawiera
tancuch laczacy YV z X'; P za wszystkie inne zmienne. e;(X) = M, a e;(«)
jest koniunkcja atoméw ze zbioru { PaP, SaS, SaM, MaP, SaP, SiS, PiP,
MiM, MiS, SiM, MiP, PiM, SiP, PiS}. Przy uzyciu aksjomatéw (2.5),
(2.6) i (2.3) uzyskamy w tej sytuacji = PaP A SaS A SaM N MaP — ei(a),
idalej, F e;(a — XaX) — (PaPASaSANSaMAMaP — MaM). W obecno-
Sci aksjomatu odrzuconego (4.4) otrzymamy stad przy uzyciu reguty M P~!
Jei(a — XakX), i dalej, przy uzyciu reguty Sub™!, 4 a — XalkX.

Przypadek (iii). Formula o postaci a — XiX jest teza systemu Sip,
gdy a zawiera atom X:iX lub dla pewnego ) atom )YaX. W przeciwnym
przypadku wykorzystamy podstawienie e, w ktérym podstawiamy: S za X';
P za wszystkie inne zmienne. es(a) jest koniunkcja atoméw ze zbioru { PaP,
SaP, PiP, SiP, PiS}. Przy uzyciu aksjomatéow (2.5) i (2.6) otrzymamy
F SaP A PaP — es(a). Stad na mocy praw KRZ mamy:

Feg(a — XiX) — (SaP A PaP — SiS).

Nastepnik tej implikacji jest odrzucony przez zastosowanie reguty Sub~! do
aksjomatu (4.3), a wiec odrzucona jest réwniez formuta o — XiX.

W kolejnych przypadkach zastosujemy Lemat 48.

Przypadek (iv). Jezeli a zawiera lancuch ltaczacy X z Y, to formula
a — Xa) jest teza systemu Luk, a wiec rowniez teza Stp. W przeciwnym
przypadku stosujemy podstawienie ez, w ktorym podstawiamy: P za ) oraz
kazda zmienng Z, taka ze o zawiera tancuch taczacy Z z ) oraz S za wszyst-
kie inne zmienne wystepujace w rozwazanym wyrazeniu (w tym X). e3(«)
jest koniunkcja atoméw ze zbioru {PaP, SaS, PaS, SiS, PiP, SiP, PiS}.
Ze wzgledu na aksjomat (2.6) i teze (2.7) mamy = PaPASaSAPaS — e3(a),
i dalej, na podstawie praw KRZ:

Fes(aw — XaY) — (PaP A SaS A PaS — SaP).

Nastepnik tej implikacji jest identyczny z formula odrzucong (4.6), a zatem
odrzucona jest rowniez wyjsciowa formuta o — Xa) .

Przypadek (v). Jezeli a spelia jeden z warunkéw Lematu 6, to na jego
mocy jest teza systemu Yuk, a wiec jest réwniez teza Sip .

W przeciwnym wypadku stosujemy podstawienie e4, w ktérym podsta-
wiamy: S za X oraz kazdg zmienng V), dla ktorej o zawiera tancuch taczacy
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V z X; P za )Y oraz kazda zmienng Z, dla ktorej o zawiera tancuch taczacy
Z 7 Y; M za wszystkie inne zmienne. e4(a) jest koniunkcja atoméw ze zbioru
{PaP, SaS, MaM, PaM, SaM, PiP, SiS, MiM, PiM, MiP, SiM, MiS}.
Poniewaz tezami systemu sg wyrazenia SaP — SiP i SaP — PiS, mamy
F PaP A SaS AN MaM N PaM A SaM — ey(a) i stad na mocy praw KRZ
Fey(a — XiY) — (PaP A SaS A MaM AN PaM A SaM — SiP). Nastepnik
ostatniej implikacji jest identyczny z aksjomatem odrzuconym (4.5), a wiec
wyjsciowa formuta a — A1) jest odrzucona. ]

Lemat 52. Aksjomaty odrzucone (4.3), (4.4) i (4.5) nie sq tezami systemu
Sip.

Dowdd. Mozemy zastosowaé rozumowanie analogiczne do uzytego w dowo-
dzie Lematu 10. We wszystkich interpretacjach w dowodzie funktory rachun-
ku zdan interpretowane sg klasycznie.

W przypadku aksjomatu odrzuconego (4.3) odpowiednia klasa modeli mo-
ze by¢ okreslona przez interpretacje I43, ktora dla formul atomowych okre-
slona jest przez matryce:

a | ny | ne v | ny | ng
nq 0 1 nq 0 1
No 0 1 o 1 1

Aksjomat odrzucony (4.3) jest niespelniony w modelu przy wartosciowa-
niu v, w ktérym v(S) = nqy, a v(M) = na.

W przypadku aksjomatu odrzuconego (4.4) odpowiednia klasa modeli
moze by¢ okreslona przez interpretacje Iy4, ktora dla formut atomowych zbu-
dowanych przy uzyciu funktora i daje zawsze warto$¢ 1, a dla pozostatych
formut atomowych okreslona jest przez matryce:

a T, | Ng | N3
ny 1 1 1
Mo 0 0 1
ns 0 0 1

Aksjomat odrzucony (4.4) jest niespelniony przy wartosciowaniu v, w kt6-
rym v(P) = ny, v(S) =ng i v(M) = ns.

W przypadku aksjomatu odrzuconego (4.5) odpowiednia klasa modeli mo-
ze by¢ okreslona przez interpretacje I; z dowodu Twierdzenia 10, dotyczacego
systemu fuk.
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Aksjomat odrzucony (4.5) jest niespetniony w modelu przy wartosciowa-
niu v, w ktérym v(P) = ny, v(S) = ng, a v(M) = ns. [

Twierdzenie 33. Kazda formula jezyka systemu Stp jest tezq systemu lub
wyrazeniem odrzuconym, a zZadna formuta nie jest jednoczesnie tezq i wyra-
zenitem odrzuconym.

Dowéd. Dowdd jest taki sam jak Twierdzenia 9, z wykorzystaniem Lematu

51 oraz Lematu 52. |

4.1.3 Niezaleznosé¢ aksjomatow

Zarowno aksjomaty, jak i aksjomaty odrzucone sa w systemie Stp niezalezne.
Twierdzenie 34. Aksjomaty systemu Stp sq niezalezne.

Dowéd. W dowodzie postuzymy sie rozumowaniem analogicznym do
wykorzystanego w dowodzie Lematu 10. We wszystkich przypadkach inter-
pretacja funktoréw rachunku zdan jest klasyczna

Aksjomat (2.5).

Interpretacja I3 z dowodu Twierdzenia 11.
Aksjomat (2.6).

Interpretacja 15, ktora dla atomoéw zbudowanych z uzyciem funktora a przyj-
muje zawsze warto$¢ 0, a dla pozostatych wartosci zgodnie z matryca:

1 ny | N
nq 1 0
o 1 1

Aksjomat (2.6) jest niespelniony przy wartosciowaniu v, takim ze v(S) =
Ny, a v(P) =ny.

Aksjomat (2.3).

Interpretacja I5 z dowodu Twierdzenia 11 z tym samym warto$ciowaniem
pokazujacym nietautologicznos¢ aksjomatu.
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Aksjomat (2.4).

Interpretacja I46 okreslona poprzez matryce:

a | ny| no v | ny | ng
nq 0 1 nq 1 1
(%) 0 0 %) 1

Aksjomat (2.4) jest falszywy przy wartosciowaniu v, dla ktorego: v(S) =
ng, v(P) = ng, v(M) = ny. [ |

Twierdzenie 35. Aksjomaty odrzucone systemu Stp sq w systemie Stp nie-
zalezne.

Dowéd. Wystarczy zauwazy¢, ze w kazdej klasie modeli wykorzystanej w
dowodzie Lematu 52 do wykazania, ze poszczegélne aksjomaty odrzucone
nie sg tezami Stp, pozostalte aksjomaty odrzucone sg tautologiami. |

4.1.4 Specyfika systemu Stupeckiego

System Stupeckiego charakteryzuje sie tym, ze z jednej strony wszystkie jego
aksjomaty odpowiadajg formom wnioskowania wystepujacym u Arystotelesa,
a z drugiej strony da sie w nim udowodni¢ wszystkie formuty odpowiadajace
znanym z pism Arystotelesa formom rozumowan, wyrazalne w jego jezyku
— tezami systemu sa wszystkie sylogizmy oraz prawa kwadratu logicznego
i konwersji. W tym sensie jest to system najbardziej zblizony do oryginalne;j
sylogistyki wylaniajacej sie z ,,Analityk pierwszych” Arystotelesa!. Proble-
mem z nim zwiazanym jest brak bezposredniej interpretacji w teorii zbiorow.
Okazato si¢ bowiem, ze wbrew pierwotnym intuicjom Stupeckiego nie odpo-
wiada on doktadnie interpretacji zwiazanej z systemem Stnd, bedac syste-
mem od niego stabszym. Jednoczesnie nie daje si¢ wskaza¢ innej naturalne;j
interpretacji dla tego systemu w rachunku zbioréw?.

Wskazuje to na pewna rozbieznos¢ pomiedzy wiernoscia systemowi kla-
sycznej sylogistyki na poziomie syntaktycznym, a powszechnie przyjmowang
intuicja taczenia nazw ze zbiorami we wspoétczesnym rozumieniu.

LOczywiscie nie mozemy mie¢ pewnoéci, ze formalizacja sylogistyki, ktéra odnajdujemy
w ,,Analitykach pierwszych” jest w pelni zgodna z intencja Arystotelesa.

20becno$é formuly (4.4) jako aksjomatu odrzuconego sprawia, ze prawdziwosé zdania
typu XaX nie moze by¢ wyznaczona przez zakres nazwy odpowiadajacej zmiennej X
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Dla lepszego zrozumienia semantycznej strony systemu Stupeckiego przed-
stawimy dla niego interpretacje teoriomodelowa. Jak juz wspomnielismy, nie
daje si¢ jej zbudowa¢ w zwykly sposob, poprzez przypisanie nazwom zbio-
row i okreslenie interpretacji funktorow w oparciu o relacje pomiedzy tymi
zbiorami. Zbudujemy wiec interpretacje korzystajaca z dodatkowych wtasno-
Sci przypisywanych zmiennym nazwowym w ramach funkcji wartosciowania.
Funkcja ta przyporzadkowywaé bedzie zmiennej nazwowej nie zbior, ale pare:
zbidr i etykiete pochodzaca ze zbioru {0, 1}. Interpretacja funktoréw bedzie
zdefiniowana w oparciu o te pare.

Klase modeli dla systemu Stp okresla struktura: My, = (D, I47,v), gdzie
D jest niepustym zbiorem, a warto$ciowanie v przypisuje zmiennym upo-
rzadkowana pare (Z, E) (Z € (2P —0), E € {0,1}). Warto$ciowanie v mozna
w tej sytuacji roztozy¢ na dwie funkcje przypisujace zmiennym odpowied-
nio pierwszy i drugi element uporzadkowanej pary bedacej wartoscia funcji
v. Oznaczymy te sktadowe funkcje literami f i g (f : var — (2P — 0);
g : var — {0,1}). Przy tych oznaczeniach dla dowolnego X warto$ciowa-
nie v mozna zapisa¢ nastepujaco v(X) = (f(X), g(X)). Interpretacja I,; dla
funktoréw rachunku zdan jest klasyczna, a dla formut atomowych jest okre-
slona nastepujaco:

Ir(v(Xad)) =1 wtw f(X)C f(Y) lub
f(X)=f()igX)=g(Y) =1

F(X) 0 (D) # 0 lub
Liz(v(X1Y)) =1 wtw  f(X) = f(V) ig(X)=g(Y)=1lub
F(X)=fQ)i[f(X)] > 2.
W okresleniu interpretacji dla funktora ¢ mamy do czynienia z wladciwym
zawieraniem sie zbioréow.
Zauwazmy, ze definicja modeli My, jest taka, ze dla formul atomowych
z réznymi zmiennymi® otrzymujemy te same wartoéci co w interpretacji I,
okreslonej dla systemu Yuk. Roznica dotyczy atomoéw, w ktérych zmienne sg
takie same. W tej sytuacji brana jest pod uwage etykieta przypisana zmiennej
przez funkcje g, ktora okresla dla ktérych nazw spetniona jest formuta XaX

3Formalnie rozréznione sa co prawda zbiory w interpretacji, a nie zmienne, ale pozwala
to w rezultacie na rozréznienie zmiennych, gdyz w przypadku dwéch réznych zmiennych
pojawié sie musza w ramach klasy modeli wartoSciowania przypisujace zmiennym rézne
zbiory.
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(i w konsekwencji w zwiazku z teza SaP — SiP réwniez formuta XiX).
Dodatkowo ostatni z cztonéw alternatywy w warunku dla zdan o postaci
XiY odpowiada tezie SaP — PiP*.

Do udowodnienia petnosci potrzebne beda nastepujace dwa lematy:

Lemat 53. Niech o bedzie formutq o postaci B — Xa) lub f — Xi), gdzie
G jest formulq elementarng, a X i Y roznymi zmiennymi. Jezeli o nie jest
tezq systemu Sip, to istnieje model z klasy My,., w ktorym formuta o nie jest

spetniona, taki Ze f(X) # ().

Dowdd. Na mocy Lematu 48, jezeli « nie jest teza Stp, to nie jest réwniez
teza Luk. Zgodnie z Twierdzeniem 10 istnieje wiec model w klasie modeli
My,, w ktérym formuta « nie jest spetniona. Aby to bylo mozliwe, musi istnie¢
w ramach tego modelu dziedzina D i wartosciowanie v, takie ze v(X) # v(}).
Wobec tego mozemy uzy¢ tego wartosciowania v jako funkcji f oraz dziedziny
D, tworzac model z klasy My,,, w ktorym formuta o jest niespelniona. W

Lemat 54. Niech dziedziny Dy i Dy oraz wartoSciowania vy i vy (dla dowol-
nego i € {1,2} oraz X, v;(X) = (fi(X), 9:(X))) wyznaczajg modele z klasy
My,.. W tej sytuacji dziedzina Ds = Dy X Dy 1 wartoSciowanie vs, takie zZe
dla dowolnego X, v3(X) = (f1(X) X fo(X), min(g1(X), g2(X))) réwniez wy-
znacza model z klasy vs, dla ktorego zachodzqg nastepujgce prawidtowosci:

(1) Jezeli Iy7(v1(Xa))) = Lyz(ve(Xad)) =1, to I47(v3(Xa))) = 1.

(Z’L) Jezeli I47(U1(le)) == ]47(1}2(.)(23))) = 1, to 147(113(26232)) =1.

Dowdd. Rozwazymy dwa przypadki: (a) fi(X) # fi(Y) lub fo(X) # fo(Y)
i(b) fi(X) = f1(Y) oraz fo(X) = fo(D).

W pracy [26] pokazano, ze klasa modeli M, moze byé réwnowaznie zastapiona klasa
modeli My,,, w ktérej dopuszcza si¢ jako wartosdci funkcji f zbiér pusty. Odpowiednia
interpretacja I4g jest wtedy definiowana nastepujaco:

Lig(v(Xad)) =1 wtw 0# f(X)C f(Y) lub
F(X) = f) 19(X) =9(Y) =1;

F(X) N F() # 0 lub
Ls@(XiV) =1 wiw  f(X) = F(V) i g(X) = g(¥) = 1 Iub
F(X) = F) i 1£(X)] > 2

W tej interpretacji dla formul z réZznymi zmiennymi otrzymujemy wartosci takie
same jak w interpretacji Is okreslonej dla systemu Stnd.
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)
i f3(X) C f3()). W zwiazku z tym I47(v3(Xa))) = 1. W przypadku (b)
f3(X) = ([1(X)x f2(X)) = f3(¥) = (f1(Y) x f2(D)). Skoro Lz (v1(XaY)) = 1
oraz Iy7(ve(XaY)) = 1, mamy réwniez ¢ (X) = ¢1(Y) = g2(X) = g2(Y) = 1.
W zwiazku z tym g3(X') = g3(¥) = 1, i dalej, 147(1)3( a))) = 1.

(i) W przypadkn (a), skoro f1(X) N A(Y) # 01 £(X) N L) #
mamy tez f3(X) N f3(V) # 0, i dalej, Liz(v3(XiY)) = 1. W przypadku (
f3(X) = f3(). Jezeli teraz | f1(X)]| > 2 lub | fo(X)| > 2, to réwniez | f3(X)]
21 Iy7(v3(X3Y)) = 1. W przeciwnym wypadku ¢;(X) = ¢1(Y) = ¢2(X)
92(¥) = 1. W zwiazku z tym ¢3(X) = g3()) = 1, i dalej, 1'47(113()(2])))

(i) W przypadku (a) fs(X) = (f1(X) x 2(X)) # fs(V) = (LY )sz(J(’g

IH [ \\/S;S

Twierdzenie 36. System Stp jest adekwatny (poprawny i pelny) w stosunku
do klasy modeli My,,.

Dowdd. Na mocy Twierdzenia 33 wystarczy pokazac, ze wszystkie tezy sa
tautologiami, a zadne wyrazenie odrzucone nie jest tautologa w klasie modeli
My,,.

Sprawdzenie, ze aksjomaty sa tautologiami, jest rutynowe. Aksjomaty od-
rzucone sg niespetnione w modelach wyznaczonych przez nastepujace dzie-
dziny i funkcje tworzace wartosciowania:

o aksiomat (4.3) — D ={1,2}, f(S) = {1}, f(M) = {1,2}, ¢(S) = 0,
g(M) =1,

e aksjomat (4.4) - D = {1,2,3}, f(S) = {1}, f(M) = {1,2}, f(P) =
{1,2,3},9(5) = g(P) =1,9(M) =

e aksjomat (4. )

9(S) = g(P)

Reguly M P, Sub, MP~! i Sub~! zachowuja odpowiednio tautologicz-
no$¢ i nietautologicznos¢. Aby zakonczy¢ dowod, musimy wykazac, ze reguta
Comp~! prowadzi od przestanek, ktore nie sg tautologiami, do wniosku, ktéry
tez tautologig nie jest. Pokazemy w tym celu, ze jezeli dwie formuty hornow-
skie « — (1 i a — [, nie sa tautologiami, to tautologig nie jest formuta
a — (1 V (. Rozszerzenie tej prawidtowosci na dowolng ilo$¢ przestanek
reguty Comp~! mozna przeprowadzi¢ przez prosta indukcje.
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Niech Dy i Dy bedg dziedzinami, a v, okreslone przez f1, g1 i v9 okreslone
przez fo i go wartosciowaniami wyznaczajacymi odpowiednio modele, w kto-
rych niespelnione sa wyrazenia a — (1 1 @ — [, tzn. Iyz(vi(a — (1)) =
Liz(vo(a — B2)) = 0.

Na mocy Lematu 53, jezeli §; (i € {1,2}) jest zbudowana przy uzyciu
dwdéch réznych zmiennych X 1 ), to funkcja f; moze byé¢ dobrana tak, aby
fi(X) # fi(I). Jezeli B; (i € {1,2}) przyjmuje posta¢ XiX, to funkcje fi i fo
musza by¢ dobrane tak, aby |f1(X)| = |f2(X)| = 1, w przeciwnym przypadku
L7 (vi(ae — 3;)) przyjmowatoby wartosé 1.

Pokazemy teraz, ze dla modelu okreslonego przez dziedzing D3 = Dy x Dy
i wartosciowanie wv3(X) = (f1(X) X fo(X), min(g:1(X),92(X))) zachodzi
Ii7(vs(ov — (1 V B2)) = 0. Na mocy Lematu 54 I7(vs(a)) = 1. Musimy po-
kazaé, ze Iy7(v3(01)) = Luz(vs(52)) = 0. Jezeli 5; (i € {1,2}) przyjmuje postaé
Xa) lub XiY, gdzie X i Y sa réznymi zmiennymi, to f3(X) # f3()). Co
wiecej, w przypadku Xa) mamy f3(X) ¢ f3(), a w przypadku X)) mamy
f3(X)N f3() = 0. W obu przypadkach Is7(vs(5;)) = 0. Jezeli zas 3; = XaX
lub ; = XiX, to ¢g3(X) = 0. Ponadto, w przypadku XiX f3(X) = fi X fo
jest zbiorem jednoelementowym. W rezultacie I47(vs(5;)) = 0. [ |

4.2 Sylogistyka dowodowa

4.2.1 Motywacja

Przy formalizacji sylogistyki jako material Zrodtowy brane sa zazwyczaj pod
uwage jedynie rozwazania Arystotelesa, dotyczace poprawnych trybow trzech
figur sylogistycznych, zapisane w ,,Analitykach pierwszych”. Do tego dotacza
sie pozniejsze osiggniecia logiki tradycyjnej oraz intuicje zwigzane z interpre-
tacja terminow sylogistycznych w teorii zbiorow.

Przy konstrukcji systemu analizowanego w niniejszym rozdziale uwzgled-
nimy w aksjomatyzacji rowniez uwagi Arystotelesa, zwigzane z jego koncepcja
dowodu, znajdujace sie w ,,Analitykach wtorych”. Dowdd jest dla Arystote-
lesa elementem budowania wiedzy naukowej (episteme) i dla zrozumienia
jego koncepcji dowodu niezbedne jest odwotanie sie do koncepcji wiedzy.
Wiedza naukowa, w odroznieniu od mniemania czy przekonania, ma walor
koniecznosci, bo oparta jest na poznaniu istotnych wlasnosci przedmiotow
poznawanych, ich rzeczywistych przyczyn.
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LJasne wiec, Ze poznanie naukowe jest czyms tego rodzaju; bo jezeli wzigc
pod uwage ludzi nie majgcych wiedzy navkowej i takich, ktorzy jq posiedli,
to pierwsi sqdzq, iz rzecz tak sie przedstawia, a ci drudzy wiedzq, Ze tak sie
przedstawia 1 rzeczywiscie tak jest; a zatem to, co stanowi przedmiot wiedzy
bezwarunkowej, nie moze byc¢ inne niz jest.” (Analityki wtére, 71 b)

W zwiagzku z tym, jako elementy dowodu moga wystapic sylogizmy w szcze-
gbélnym kontekscie: ... sylogizm jest bardziej ogolny; dowod natomiast jest
pewnym sylogizmem, ale nie kazdy sylogizm jest dowodem.” Przestanki sylogi-
zmow wystepujacych w dowodach musza by¢ prawdziwe. Ponadto, muszg od-
wolywaé sie do istotnych wtasnosci przedmiotow, o ktorych cos stwierdzaja.

,Przez dowdd rozumiem sylogizm tworzgcy wiedze naukowq, czyli taki, dziek:
ktoremu, jezeli tylko jestesmy w jego posiadaniu, mamy te wiedze. Jezeli prze-
to wiedza jest taka, jak ustalilismy, to 1 przestanki wiedzy demonstratywnej
muszq byé prawdziwe, pierwotne, bezposrednie, lepiej znane wczesniejsze [od
wniosku] i muszq byé jego przyczyng.” (Analityki wtére, 71 b)

W rezultacie pojawiaja si¢ pewne prawidtowosci, dotyczace uzycia sylogi-
zméw w dowodach, wykraczajace poza rozwazania z ,,Analityk pierwszych”,
ktore moga zosta¢ uwzglednione w aksjomatyzacji sylogistyki. W Ksiedze [
»Analityk wtorych” czytamy:

,Co wiecej, jezeli A jest wlasnoScig B, B nie moze bycé wlasnoscig A, tzn.
wlasnoscig wtasnosci. Dlatego A © B nie mogq byé nawzajem orzekane o sobie;
mozna co$ prawdziwego o nich powiedzied, ale jednego o drugim prawdziwie
orzekac nie mozna.” (Analityki wtore 83 a)

Dalej nastepuje obszerna argumentacja za tym stwierdzeniem odwotujaca
sie z jednej strony do powodow zwigzanych z technika budowania dowodow,
a z drugiej do metafizycznych wtasnosci substancji, jakosci, rodzajow oraz
ich wzajemnych powiazan. Nie bedziemy tu wchodzili w dyskusje na temat
tej argumentacji, przyjmujac jedynie postawiong teze i interpretujac ja jako
zdanie:

(*) ,Nieprawda, ze zarazem kazde S jest P i kazde P jest S”

zgodnie ze wskazowkami dotyczacymi sposobu czytania i rozumienia zdan
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ogbélnotwierdzacych z ,,Analityk pierwszych”. Zdanie to zostanie uwzglednio-
ne w tworzeniu przedstawionych dalej aksjomatyzacji sylogistyki.

Poniewaz w Ksiedze II ,,Analityk pierwszych” Arystoteles powotuje sie na
zdania ogoélnotwierdzace odwracalne, w rozwazaniach dotyczacych dowodu
btednego kota przyjmujemy, ze zdanie (*) jest zwiazane jedynie z dowodami
i dlatego przedstawione systemy nazywamy sylogistyka dowodowa.

4.2.2 System D,

System aksjomatyczny

Terminami pierwotnymi systemu D; sa a oraz i. Przyjmujemy w systemie
reguty wnioskowania M P i Sub. Aksjomatami D; sg wszystkie podstawienia
tez klasycznego rachunku zdan w jezyku, aksjomaty systemu Stp: (2.5), (2.6),
(2.3) 1 (2.4) oraz formula

—Sas. (4.7)

Poniewaz system D jest rozszerzeniem systemu Stp, obowiazujg w nim
odpowiedniki Lematéw 5 i 6. Na podstawie prawa transpozycji rachunku
zdan i aksjomatu (2.3) otrzymaé¢ mozemy jako teze nastepujace wyrazenie
reprezentujace w zapisie formalnym zdanie (*):

=(SaP A PaS). (4.8)

W systemach sylogistyki dowodowej istotne jest powtarzanie si¢ tych sa-
mych zmiennych w tancuchach. W zwiazku z tym przyjmiemy ponizsza defi-
nicje zbioru tancuchéw prostych wykorzystywang w analizie tych systemow:

Definicja 20. Niech dla dowolnych zmiennych X 1Y dL(X,)) bedzie naj-
mniejszym zbiorem formud, takim zZe:

o XaY € dL(X,Y), gdzie X i Y sq réinymi zmiennymi oraz

o jezeli a € dL(X,Z) i zmienna Y nie wystepuje w «, to a N Za) €
dL(X, ).

Elementy zbioru dL(X,Y) nazywaé bedziemy tancuchami prostymi tacza-
cymi zmienng X ze zmienng ). Lancuchem prostym jest wiec kazdy tancuch,
w ktorym zadna zmienna si¢ nie powtarza.
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Lemat 55. Niech a bedzie formulq elementarng nalezgcq do zbioru dL(X,Y),
a B dowolnym atomem. Tezami systemu Dy sq wszystkie wyrazenia podpada-
jace pod nastepujgce schematy:

—(a A YaX), (4.9)
XaX — B, (4.10)
aAYaX — f3. (4.11)

Dowdéd. Formulty podpadajace pod schemat (4.9) sa konsekwencja formuty
(4.8) i Lematu 5. Formuty podpadajace pod schemat (4.10) sa konsekwencja
aksjomatu (4.7) i Lematu 5. Formuly podpadajace pod schemat (4.11) sa
konsekwencja formul podpadajacych pod schemat (4.9). |

System aksjomatycznego odrzucania

Nastepujace schematy beda wykorzystane do okreslenia systemu aksjoma-
tycznego odrzucania dla systemu Dy:

Slel/\OzASmaMl/\PlzPl/\ﬁ/\PnaMl/\yﬂ SmZPn, (412)

gdzie o € dL(S1,Sm), B € dL(Py, P,), v € dL(My, My) oraz «, [ i v nie
zawieraja wspoélnych zmiennych;

a — SiS, (4.13)
gdzie o € dL(S, P).

Definicja 21. Wyrazeniem odrzuconym systemu D jest kazda formuta pod-
padagjgca pod ktorys ze schematow (4.12) lub (4.13) oraz kazde wyrazenie,
ktore mozna otrzymad z tez systemu oraz wyrazen odrzuconych przy uzyciu
jednej z requt odrzucania: MP~', Sub™! lub Comp™!.

Lemat 56. Kazda formuta o postaci
_'(Slisl N SlaSg VAR Sn_laSn). (414)

jest odrzucona w systemie Dy .
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Dowdd. Kazda z rozpatrywanych formut jest identyczna z negacja pewnej
formuly podpadajacej pod schemat (4.12) i moze by¢ w zwiazku z tym od-
rzucona przy uzyciu reguty M P71, |

Lemat 57. KazZda formula atomowa jezyka systemu Dy jest wyrazeniem
odrzuconym.

Dowdd. Poniewaz odrzucona jest kazda formuta podpadajaca pod schemat
(4.13), odrzucona jest réwniez formuta SiS. W obecnosci aksjomatu (2.6)
odrzucone jest réowniez SaS. W zwiagzku z tym, przy uzyciu reguty Sub~!
mozna odrzuci¢ kazde wyrazenie atomowe jezyka systemu. ]

Lemat 58. Kazda formuta hornowska jezyka systemu Dy jest tezq systemu
lub wyrazeniem odrzuconym.

Dowdd. Rozwazymy osobno kazda z mozliwych postaci formuly hornow-
skiej jezyka systemu (poza odrzuconymi formutami atomowymi): (i) —a,
(il) a — XaX, (iii)) a — XiX, (iv) a — Xa), (v) a — Xi), gdzie a jest
formutlg elementarng, a X i Y sg réznymi zmiennymi.

Przypadek (i). Jezeli a zawiera atom o postaci XaX badZ atom Xa)
i tancuch prosty taczacy zmienna ) ze zmienna X, to na mocy aksjomatu
(4.7) badZ Lematu 55 (i) =« jest teza systemu Dj.

W przeciwnym wypadku mozemy wszystkie zmienne wystepujace w ato-
mach zbudowanych przy uzyciu funktora a formuty a uporzadkowaé liniowo
w taki sposob, ze pierwszy argument kazdego z takich atoméw jest w tym
porzadku Scidle wezedniejszy od drugiego. Mozemy wiec skonstruowaé pod-
stawienie e;, w ktérym za te zmienne podstawia¢ bedziemy zmienne ze zbioru
{51, Sa, ..., Sp}, n > 2, w taki sposob, ze kazde zdanie zbudowane z uzyciem
funktora a w formule a przyjmie postac¢ S;aS;, gdzie i < j. Za wszystkie inne
zmienne podstawmy S;. Na mocy aksjomatéw (2.5) i (2.6), (2.3), tezy (2.21)
oraz praw klasycznego rachunku zdan mamy:

F 61(_|O[) — _|(Sll‘51 N SlaSg VANRRAN Sn_laSn).
Nastepnik tej implikacji jest identyczny z wyrazeniem (4.14) odrzuconym na

mocy Lematu 56, a zatem przy uzyciu reguty M P~! otrzymujemy — e (—a),
a dalej, przy uzyciu reguty Sub=!, 4 —a.
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Przypadek (ii). W obecnosci aksjomatu (4.7) formutla taka jest réwnowaz-
na -« i tym samym zastosowaé do niej mozna rezultat dotyczacy przypadku

().

Przypadek (iii). Jezeli o zawiera atom o postaci Ya) badz atom YaZ
i tancuch prosty taczacy zmienna Z ze zmienng ), to na mocy aksjomatu
(4.7) badz Obserwacji 55 (i) o — XiX jest teza systemu D;. Z kolei, gdy
a zawiera atom XiX lub dla pewnego ) atom YaX, to a — XiX jest teza
systemu D; na mocy prawa tautologii dla klasycznego rachunku zdan lub
tezy (2.21).

W przeciwnym wypadku, tak jak w przypadku (i) mozemy uporzadkowaé
liniowo zmienne wystepujace w a w atomach zbudowanych z uzyciem funk-
tora a i skonstruowa¢ podstawienie e; w nastepujacy sposob: za X podstawic¢
zmienna S7, za zmienne pojawiajace sie w atomach zbudowanych z uzyciem
funktora a, ré6znych od X, kolejno elementy zbioru {Ss, ..., S,}, n > 2, aza
wszystkie pozostate zmienne — S,,. Na mocy praw KRZ oraz formul (2.6),
(2.7) i (2.23) otrzymujemy:

H 63(@ — XZX) — (51&52 VANPIAN Sn,laSn — SlZS1>

Poniewaz nastepnik tej implikacji podpada pod schemat aksjomatu odrzuco-
nego (4.13), odrzucona jest rowniez formuta @ — XiX.

Przypadek (iv). Jak w poprzednich przypadkach rozpatrywana formuta
jest teza jezeli a zawiera atom ZaZ badz atom Za) i tancuch prosty taczacy
zmienng V ze zmienng Z. Dodatkowo, formuta ta jest teza, gdy o zawiera
tancuch prosty taczacy zmienng X ze zmienng ).

W przeciwnym wypadku, wykorzystujac zbiér zmiennych {Sy, ..., S,}
(n > 2) i podstawienie e; okreslone jak w przypadku (i), otrzymamy e;(X) =
Siiel(Y)=9;, takie ze (1 < j < i< n). W tej sytuacji na mocy praw KRZ
oraz formul (2.6), (2.7) i (2.23) otrzymujemy:

F 61(@ — X&y) — (SlZsl A SlaSg VANPIRIAN Sn_laSn — SZ(IS])
Jednocze$nie na mocy Lematu 5 mamy réwniez:
F Slz'Sl A SlaSg VANPIRAN Sn_laSn — SjaSi

oraz jako podstawienie tezy (4.8) —(S;aS; A S;aS;). Przeksztalcajac te tezy
systemu D, przy uzyciu praw KRZ, otrzymujemy:

F €1(Oé — X@y) — _\<Sl’i81 A\ SlaSQ AN Sn,laSn).
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Nastepnik ostatniej implikacji jest identyczny z pewng formuta odrzucona
podpadajaca pod schemat (4.14), a zatem odrzucona jest réwniez formuta
a— Xa).

Przypadek (v). Jak w poprzednich przypadkach rozpatrywana formutla
jest teza, jezeli a zawiera atom ZaZ badz atom Za) i tancuch prosty taczacy
zmienng V ze zmiennag Z. Dodatkowo, na mocy Lematu 6 jest teza, jezeli
o zawiera:

e atom X'ty lub YiX lub
e lancuch prosty taczacy X z Y lub Y z & lub
e dla pewnej zmiennej Z tancuchy proste taczace Z z X oraz Z z ) lub

e atom Z7V lub ViZ oraz tancuch prosty taczacy Z2z X iV z ).

W przeciwnym wypadku, wykorzystujac fakt, ze wszystkie zmienne wystepu-
jace w atomach zbudowanych za pomocg funktora a da sie ustawi¢ w ciagi,
ktére nie zawierajg petli, definiujemy podstawienie e3, w ktorym podstawia-
my:

o S, za X;

o P, zaY,

e clementy zbioru {Si, ..., S;,} za zmienne potaczone lancuchem pro-
stym z X;

e clementy zbioru { Py, ..., P,} za zmienne polaczone tancuchem prostym

z Y;

e clementy zbioru {M, ..., My} za wszystkie inne zmienne wystepujace
w atomach zbudowanych za pomoca funktora a;

e M, za wszystkie pozostale zmienne.

W tej sytuacji na mocy praw KRZ oraz formut (2.6), (2.7) i (2.23) otrzy-
mujemy jako teze systemu D; implikacje, ktorej poprzednikiem jest
e1(a — Xa)), a nastepnikiem formuta:

Slz'Sl A SlaSg VAP Sm_laSm N SmaM1 VAN
Plz'Pl/\Plan/\.../\Pn_laPn/\PnaMl/\
MlaMQ VANPIAN Mk,laMk — SmZPn
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podpadajaca pod schemat (4.12). W zwiazku z tym formula @ — Xa) jest
odrzucona. [ ]

Lemat 59. Zadna z formul podpadajgcych pod schematy (4.12) i (4.13) nie
jest tezqg systemu Dy .

Dowdd. Przedstawimy klase¢ modeli My,,, w ktorej wszystkie aksjomaty i tezy
systemu D; sg tautologiami, a aksjomaty odrzucone nie sg. Kazdy z mode-
i przyjmuje postaé¢ (D, I49,v), gdzie D jest niepustym zbiorem stanowia-
cym dziedzing modelu, v wartoSciowaniem przypisujacym zmiennym niepu-
ste podzbiory dziedziny D, a l49 interpretacja, ktora dla funktoréw rachunku
zdan jest klasyczna, a dla formut atomowych okreslona jest nastepujaco:

I(v(Xa))) =1 wtw o(X) Co(Y);
Lg(v(XaY) =1 wtw o(X)No(Y)#Dimin(jo(X)],|0()]) > 2

Latwo sprawdzi¢, ze wszystkie aksjomaty systemu Dy sg prawdziwe w tak
okreslonym modelu.

Rozwazmy teraz dowolna formute podpadajaca pod schemat (4.12), tzn.
formute

S1151 ANa N SpaMy A PiiPy A B A PyaMy A~y — SeiPs,
gdzie a,, # 1 vy przyjmujg odpowiednio postac:
e SiaSy A ... N Sp,_1aS,,
o PlaP,N...NP,_1aP, oraz
o MyaMsy N ... N My_1aMy.

Przy funkcji f okreslonej w nastepujacy sposob:

v(S;) = ( i 1)U{2Z—|—1} dlal<i<

v(P1) ={2,4};

v(P) =v(P_)U{2i+ 2}, dlal <i<

v(My) = v(Sm) U f(Pn);

v(M;) =v(M;—1) U{—i}, dla 1l <i <Kk,
otrzymamy w schemacie zawsze zdanie falszywe.

Z kolei formuty podpadajace pod schemat (4.13), przyjmuja postacé
SlaSg VAN Sm,laSm — SliSl.
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Sa one falszywe przy funkcji f okreslonej w nastepujacy sposob:

v(S1) = {1}

Twierdzenie 37. Kazda formula jezyka systemu Dy jest tezq systemu lub
wyrazeniem odrzuconym, a Zadna formuta nie jest jednoczesnie tezq i wyra-
Zeniem odrzuconym.

Dowdd. Dowdd jest taki sam jak Twierdzenia 9, z wykorzystaniem Lematu
58 oraz Lematu 59. ]

Model dla systemu D,

System Dy, tak samo jak system Stp, nie posiada naturalnego modelu w teo-
rii zbioréw. Mozna jednak zdefiniowac strukture teoriomodelowg dla systemu
D; w sposob analogiczny do modelu dla systemu Stp.

Klas¢ modeli dla systemu Stp okresla struktura: My, = (D, I59,v), gdzie
D jest niepustym zbiorem, v wartosciowaniem, ktére ztozone jest z funkcji
fig(f:var — (2P —=0); g : var — {0,1}) w taki sposdb, ze dla do-
wolnego X, v(X) = (f(X),g(X)). Interpretacja I5y dla funktoréw rachunku
zdan jest klasyczna, a dla formut atomowych jest okreslona nastepujaco:

Io(v(XaY)) =1 wtw f(X) C f(I);

S(X)N f(Y) #0 Tub
Ip(v(XiY)) =1 wtw f(X)=f(V)ig(X)=g(y)=1Iub
J(X) =) i[f(X)] > 2.
Tak jak w przypadku modelu dla systemu Slp zawieranie si¢, wystepuja-

ce w warunku dla Xa), jest wtasciwe.
Do udowodnienia petnosci potrzebne bedg ponizsze dwa lematy.

Lemat 60. Niech o bedzie formulg o postaci B — Xa) lub 8 — Xi), gdzie
0 jest formulq elementarng, a X 1Y roznymi zmiennymi. Jezeli o nie jest

tezq systemu Dy, to istnieje model z klasy My, w ktéorym formuta o nie jest
spetniona, taki ze f(X) # f(V).

Dowéd. W przypadku fatszywej formuty a o nastepniku o postaci Xa) w jej
poprzedniku nie moze by¢ tancucha prostego taczacego zmienng X ze zmien-
na Y. Zatem istnieje model z My, w ktérym poprzednik formuly o jest
prawdziwy, a f(X) nie zawiera sie w f(Y).
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W przypadku falszywej formuly « o nastepniku o postaci X'7) jej po-
przednik nie zawiera

e ani atomu X:) lub ViX,
e ani tancucha prostego taczacego X z Y ani ) z X,

e ani dla zadnej zmiennej Z tancuchéw prostych taczacych Z z X ani
Zz7)Y,

e ani tez atomu Z¢V lub ViZ oraz tancuchéw prostych taczacych Z z X
iVz).

Mozna zatem znalez¢ taka funkcje f, ze poprzednik bedzie prawdziwy, a f(X)
i f(¥) beda roztacznymi zbiorami. [ |

Lemat 61. Niech dziedziny Dy i Dy oraz wartoSciowania vy i vy (dla dowol-
nego i € {1,2} oraz X, v1(X) = (fi(X), g:(X))) wyznaczajg modele z klasy
Mr,. W tej sytuacji dziedzina Ds = Dy X Dy 1 wartoSciowanie vs, takie ze
dla dowolnego X, v3(X) = (f1(X) X fo( X), min(g1(X), g2(X))) réwniez wy-
znacza model z klasy vz, dla ktorego zachodzqg nastepujgce prawidtowosci.

(i) Jezeli I5o(vi(Xa))) = Iso(va(Xad)) =1, to Iso(v3(Xa))) = 1.

(i1) Jezeli Iso(v1(XiY)) = I5o(v2(XiY)) = 1, to Io(vs(XiY)) = 1.

Dowdd. (i) Zachodzi, poniewaz wartoSciowania vy i vy sa tak okreslone, ze

f1(X) C f1(Y) oraz fo(X) C fo(Y), a wiec réwniez f3(X) C f3()).
(il) Dowdd jest identyczny jak przypadku (ii) Lematu 54. [ |

Twierdzenie 38. System D jest adekwatny (poprawny i pelny) w stosunku
do klasy modeli My, .

Dowdéd. Na mocy Twierdzenia 37 wystarczy pokazaé, ze wszystkie tezy sa
tautologiami, a zadne wyrazenie odrzucone nie jest tautologag w modelach
z klasy My,,. Sprawdzenie, ze aksjomaty sa prawdziwe jest zwykla rutyna.
Formuly podpadajace pod schemat (4.12) sa niespetnione w modelu przy
zastosowaniu funkcji f, zdefiniowanej w dowodzie Lematu 59 dla pokazania,
ze formuty te nie sa tezami, i dowolnej funkcji g. Z kolei dla wykazania, ze
formuly podpadajace pod schemat (4.13) sa niespelnione, mozna zastosowac
funkcje f okreslong dla nich w tym samym dowodzie oraz funkcje g, taka ze

g(S1) =0.
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Reguly M P, Sub, MP~' i Sub—! zachowuja odpowiednio tautologicz-
no$¢ i nietautologicznos¢. Aby zakonczy¢ dowod, musimy wykazac, ze reguta
Comp~! prowadzi od niespetionych przestanek do wniosku, ktéry tez nie jest
speliony. Pokazemy w tym celu, ze jezeli dwie formuty hornowskie @ — 3,
i @« — [ nie sa tautologiami, to tautologia nie jest formuta o — (; V (3.
Rozszerzenie tej prawidtowoéci na dowolng ilogé przestanek reguty Comp=!
mozna przeprowadzi¢ przez prosta indukcje.

Niech D i Dy beda dziedzinami, a v; okreslone przez f1, g1 1 v okreslone
przez fs i go wartosciowaniami wyznaczajacymi odpowiednio modele, w kto-
rych niespelione sa wyrazenia o — 1 1 a — (s, tzn. Iso(vi(a — £y)) =
Liz(va(ar — B2)) = 0.

Na mocy Lematu 60, jezeli 3; (i € {1,2}) jest zbudowana przy uzyciu
dwoéch réznych zmiennych X i Y, to funkcja f; moze by¢ dobrana tak, aby
fi(X) £ fi(I). Jezeli B; (i € {1,2}) przyjmuje posta¢ XiX, to funkcje fi i fo
muszg by¢ dobrane tak, aby |fi(&X)| = [f2(X)]| = 1, w przeciwnym wypadku
Is0(vi(a — 3;)) przyjmowaloby wartosé 1.

Pokazemy teraz, ze dla modelu okreslonego przez dziedzing D3 = Dy X Dy
i wartodciowanie v3(X) = (fi(X) X fo(X), min(g1(X), g2(X))) zachodzi
Iso(vs(av — (1 V 32)) = 0. Na mocy Lematu 61 I5(v3(a)) = 1. Musimy poka-
zal, ze Iso(vs(B1)) = Is0(vs(52)) = 0. Jezeli 5; (i € {1,2}) przyjmuje postaé
Xa) lub XiY, gdzie X i Y sa r6znymi zmiennymi, to f3(X) # f3()). Co
wiecej, w przypadku Xa) mamy f3(X) ¢ f3()), a w przypadku Xi) mamy
f3(X)Nf3(Y) = 0. W obu przypadkach I5(vs(3;)) = 0. 3; = XaX jest falszy-
we w kazdym modelu z My,,. Jezeli zas §3; = XiX, to g3(X) =0, a f3(X) =
f1 X fa jest zbiorem jednoelementowym. W rezultacie I47(v3(5;)) = 0. [ |

Niezalezno$¢ aksjomatow
Zarowno aksjomaty, jak i aksjomaty odrzucone sg w systemie D; niezalezne.

Twierdzenie 39. Aksjomaty systemu Dy sq niezalezne.

Dowdd. Dla wykazania niezaleznosci aksjomatéw (2.5), (2.6), i (2.4) mozna
zastosowa¢ modele z dowodu Twierdzenia 34 — interpretacje odpowiednio
I3, Iy oraz I z zachowaniem wartoSciowan. Niezalezno$¢ aksjomatu (4.7)
pokazuje model, w ktorym wszystkie atomy sg prawdziwe.

Aksjomat (2.3) — dziedzina {ni, ns,n3}, interpretacja I;:

I5;(v(XiY)) = 1 dla dowolnych argumentow;
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I51(v(Xa))) przyjmuje wartosci zgodnie z ponizsza matryca:

a ny | Ng | N3
ni| 0] 1]0
ne | 1 10| 1
ng| 1 | 1]0

Aksjomat (2.3) jest niespeliony przy wartosciowaniu v, w ktérym v(S) =
ny, v(P) =ng, a v(M) = ns. [ |

Twierdzenie 40. Schematow aksjomatow (4.12) i (4.13) nie mozna zastapicé
w systemie Dy pojedynczymi formutami, zachowujgc zbior wyrazen odrzuco-
nych.

Dowadd. Zauwazmy najpierw, ze wszystkie formuly podpadajace pod sche-
maty wyrazen odrzuconych nie sa tezami, a wiec aby system odrzucania byt
adekwatny muszg one by¢ formutami odrzuconymi. Zwréémy dalej uwage na
fakt, ze w poprzednikach obu schematéw wystepuja nieokreslonej diugosci
tanicuchy proste, tzn. formulty o postaci: Xjats A ... A X, 10k, dla dowol-
nego n.

Zalézmy teraz nie wprost, ze istnieje pojedyncza formuta a pozwala-
jaca na odrzucenie wszystkich formut podpadajacych pod ktorys ze sche-
matéw. Ze wzgledu na sprowadzalnos¢ wszystkich formut do koniunkcyjno-
alternatywnej postaci normalnej, bez utraty ogoélnosci mozemy przyjac, ze
« jest formuta klauzulowa, tzn. przyjmuje postaé: 5 — 1 V...V, (n > 0).

Formuta « nie moze byé¢ teza systemu, bo wtedy zbiér wyrazen odrzu-
conych byltby inny. Z praw KRZ wynika, ze tezg nie moze by¢ formuta —f.
Istnieje wiec model z klasy modeli My,,, w ktorym —( jest niespeinione.
Niech D bedzie dziedzina tego modelu i niech |D| = k. Rozpatrzmy teraz
klase modeli Mx , do ktorej nalezg modele z klasy My, ktorych dziedzina
ma co najwyzej k elementéw. Oczywiscie formuta o nie jest tautologia w tej
klasie modeli. Jednoczes$nie, ustalajac w schemacie XjaXo A ... A X,,_1ak,
n = k + 1, otrzymamy formute, ktéra nie jest spetniona w zadnym modelu
z klasy M I, @ wiec odpowiednie realizacje schematow aksjomatéw odrzuce-
niowych (oznaczmy je 1 i d2) beda w tej klasie modeli tautologiami. Formuta
« nie jest wiec wyprowadzalna z d; ani Js.

Wobec faktu, iz system D, jest teoria hornowska, a aksjomaty odrzucone
§; i 8y sa formutami hornowskimi, reguta Comp~! zachowuje wtasnosé nie-
bycia tezg w systemach bedacych rozszerzeniami D; o odpowiednio 97 i 6o,
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tak jak reguty M P~ i Sub~!. Wobec tego odrzucenie formuly o nie moze
doprowadzi¢ do odrzucenia 9, ani dy, a wiec zatozenie dowodu nie wprost jest
fatszywe. [ ]

Niezaleznos¢ schematow aksjomatoéw odrzuconych bedziemy rozumieli
w ten sposob, ze formut podpadajacych pod jeden ze schematow nie mozna
odrzuci¢ korzystajac z formut podpadajacych pod drugi schemat.

Twierdzenie 41. Schematy aksjomatow odrzuconych systemu Dy sg w sys-
temie Dy niezalezine.

Dowdéd. Schemat (4.12). Wszystkie formuty podpadajace pod schemat (4.13)
sa tautologiami, a zadna formuta podpadajaca pod schemat (4.12) nie jest
tautologia w klasie modeli My,, = (D, Is2,v), gdzie D jest niepusta dziedzina,
wartosciowanie v przypisuje zmiennym niepuste podzbiory D, a I5, dla funk-
torow rachunku zdan jest klasyczna, a dla atoméw okreslona jest nastepujaco:

Iss(v(Xa))) =1 wtw ov(X) Cv(});
Ip(v(XiY) =1 wtw o(X)Nov(Y) # 0.

Kazda formulta podpadajaca pod schemat (4.12) jest niespelniona przy
wartosciowaniu v okreslonym jak w dowodzie Lematu 59 dla tej formuty.

Schemat (4.13). Wszystkie formuty podpadajace pod schemat (4.12) sa
tautologiami, a zadna formuta podpadajaca pod schemat (4.13) nie jest tau-
tologia w klasie modeli My,,) = (D, Is3,v), gdzie D jest niepusta dziedzina,
warto$ciowanie v przypisuje zmiennym niepuste podzbiory D, a I53 dla funk-
torow rachunku zdan jest klasyczna, a dla atoméw okreslona jest nastepujaco:

Ip(v(Xa))) =1 wtw o(X) Cv());
Io(v(XiY)) =1 wtw v(X) # 0 lub v(Y) # 0.
Kazda formuta podpadajaca pod schemat (4.13), przyjmujaca postaé
S1aSe A\ ... AN Sp—1aS,, — 51151
jest nies%elniona przy wartosciowaniu v okreslonym w nastepujacy sposob:
v(S1) = 0;

v(S;) = v(Si—1) U{i}, dlal <i<m.
]

System D; mozna rozszerzy¢ o formuty dotyczace zdan o postaci X1 X
wystepujace w roli aksjomatéw w systemach Stnd i Luk. Otrzymane w ten
sposob systemy przedstawione zostang w kolejnych podrozdziatach.
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4.2.3 System D,
System aksjomatyczny

Terminami pierwotnymi systemu Dy sa a oraz i. Przyjmujemy w systemie
reguty wnioskowania M P i Sub. Aksjomatami Dy sg wszystkie podstawienia
tez klasycznego rachunku zdan w jezyku, aksjomaty systemu D; — (2.5),
(2.6), (2.3), (2.4) i (4.7) oraz formuta (2.26).

W obecnodci aksjomatéw (2.5) 1 (2.26) teza systemu jest formuta

SaP — SiS. (4.15)

System aksjomatycznego odrzucania
Nastepujace schematy beda wykorzystane do okreslenia systemu aksjoma-
tycznego odrzucania dla systemu Ds:

a A SpaMy NGB N PyaMy AN~y — SpibP,, (4.16)
gdzie a € dL(S1,Sn), B € dL(Py, P,), v € dL(My, M) oraz «, 1 7 nie
zawieraja wspolnych zmiennych;

a — MiM, (4.17)
gdzie o € dL(S, P) i M nie wystepuje w «.

Definicja 22. Wyrazeniem odrzuconym systemu D jest kazda formuta pod-
padajgca pod ktorys ze schematow (4.16) lub (4.17) oraz kaide wyraZenie,
ktore mozna otrzymac z tez systemu oraz wyrazen odrzuconych przy uzyciu
jednej z requl odrzucania: MP~Y, Sub™! lub Comp™'.

Lemat 62. Na gruncie systemu Dy tezq jest rownowazno$é formut podpada-
jacych pod schematy (4.12) i (4.16) z tymi samymi wyrazeniami o, 3 1 7.

Dowdéd. Wystarczy do poprzednika zastosowaé teze (4.15). [ |
Lemat 63. W systemie Dy formuly (4.14) sq¢ wyraZeniami odrzuconymi.

Dowadd. Ze wzgledu na Lemat 62 w systemie Dy odrzucona jest kazda z for-
mul (4.12). W zwiazku z tym odrzucone sa réwniez formuty (4.14). |

Lemat 64. Kazda formuia atomowa jezyka systemu Do jest wyrazeniem
odrzuconym.
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Dowod. Dowod jest taki sam jak Lematu 57. |

Lemat 65. Kazda formuta hornowska jezyka systemu Dy jest tezq systemu
lub wyrazeniem odrzuconym.

Dowod. Tak jak w przypadku Lematu 58 rozpatrzymy wszystkie mozliwe
typy formut hornowskich jezyka, wylaczajac formuly atomowe odrzucone
w mys$l Lematu 64, tzn. przypadki (i) - (v) z dowodu Lematu 58. Ponie-
waz z jednej strony system Ds jest rozszerzeniem systemu Di, a z drugiej
na mocy Lematéw 62 i 63 formuly podpadajace pod schematy (4.12) oraz
(4.14) sa odrzucone, w systemie Dy w przypadkach (i), (ii), (iv) i (v) moze-
my wykorzysta¢ dowod Lematu 58. Pozostaje wigc do rozpatrzenia jedynie
przypadek (iii).

Tak jak w systemie Dy, jezeli a zawiera atom o postaci Ya) badz atom
YaZ i tancuch prosty taczacy zmienng Z ze zmienna ), to na mocy aksjo-
matu (4.7) badz Lematu 55 (i) @ — XX jest teza systemu Ds. Dodatkowo,
dzieki aksjomatowi (2.26) i tezom (4.15) 1 (2.21) a — XiX jest teza, jezeli
a zawiera jakikolwiek atom, w ktérym wystepuje zmienna X'

W przeciwnym wypadku mozna tak uporzadkowaé zmienne w «, aby pod-
stawié¢ za nie zmienne ze zbioru {5y, ..., S,}, aza X — M. Implikacja, ktérej
poprzednikiem jest rezultat takiego podstawienia, a nastepnikiem odpowied-
nia formuta podpadajaca pod schemat (4.17), jest teza Do. W zwiazku z tym
wyjsciowa formuta jest odrzucona. ]

Lemat 66. Zadna z formul podpadajgcych pod schematy (4.16) i (4.17) nie
jest tezqg systemu Dsy.

Dowdd. Przedstawimy klas¢ modeli My ;, w ktorej wszystkie aksjomaty i tezy
systemu Dy sa tautologiami, a aksjomaty odrzucone nie sg. Kazdy z modeli
przyjmuje postaé (D, I53,v), gdzie D jest niepustym zbiorem stanowiacym
dziedzine modelu, v wartosciowaniem przypisujacym zmiennym dowolne pod-
zbiory dziedziny D, a I53 interpretacja, ktéra dla funktoréw rachunku zdan
jest klasyczna, a dla formut atomowych okreslona jest nastepujaco:

I3(v(XaY)) =1 wtw o(X) Co(Y)iv(X) £
I5(v(XiY)) =1 wtw o(X)No(Y) £ 0.
Dla pokazania nietautologicznosci formut podpadajacych pod schemat

(4.16) mozna zastosowaé podstawienie wykorzystane dla (4.12) w dowodzie
Lematu 59.
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Z kolei formuly podpadajace pod schemat (4.17), tzn. formuty o postaci
SlaSQ VANPAN SmflCLSm — MM

nie sa spetnione przy nastepujacym wartoéciowaniu v:

v(S1) = {1};

v(S;) = v(Si—1) U {i}, dla 1 < i < my

v(M) = 0. -

Twierdzenie 42. Kazda formuta jezyka systemu Do jest tezq systemu lub
wyrazeniem odrzuconym, a zZadna formuta nie jest jednoczesnie tezq i wyra-
zeniem odrzuconym.

Dowdéd. Dowdd jest taki sam jak Twierdzenia 9 z wykorzystaniem Lematu
65 oraz Lematu 66. |

Pelnosé w modelu

Do wykazania petnosci systemu Dy w stosunku do odpowiedniej klasy modeli
udowodnimy nastepujacy lemat.

Lemat 67. Niech o bedzie formulg o postaci B — Xa), gdzie (3 jest formulg
elementarng, a X 1Y réznymi zmiennymi.

Jezeli o mie jest tezq systemu Do, to istnieje model z klasy modeli M,
taki, ze a nie jest spetniona w modelu i v(X) # v()).

Dowéd. W przypadku niespetnionej formuty o o nastepniku o postaci Xa)
w jej poprzedniku nie moze by¢ tancucha prostego taczacego zmienng X ze
zmienng Y. Zatem istnieje model z My,,, w ktorym poprzednik formutly o jest
prawdziwy, a v(X) nie zawiera sie w v(}))), a zatem réwniez v(X') # v(Y). B

Twierdzenie 43. System Dy jest adekwatny (poprawny i pelny) w stosunku
do klasy modeli My, .

Dowadd. Sprawdzenie, ze aksjomaty sg tautologiami w modelu, jest rutynowe.
Aksjomaty odrzucone nie sg tautologiami w klasie modeli My,,, co pokazuje
Lemat 66.

Wystarczy teraz pokazac, tak jak w przypadku analogicznych twierdzen
formutowanych dla wczesniej rozpatrywanych systemow, ze jezeli a — [
i a — fI5 nie sa tautologiami, to nie jest tautologia formuta o — 51 V G (dla
a bedacej formuta elementarna, a 4 i B2 formutami atomowymi).
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Niech @ — 31 i @ — (5 beda formutami, ktére nie sa tautologiami. W tej
sytuacji istnieja w My, modele w dziedzinach odpowiednio D; i Dy okre-
slone przez warto$ciowania odpowiednio v 1 vy takie, ze Is3(vi(a — (1)) =
Is3(v2(a — B2)) = 0.

Na mocy Lematu 67, jezeli §; (i € {1,2}) jest o postaci Xa), gdy X'i) sa
réznymi zmiennymi, to wartoSciowanie v; moze by¢ dobrane tak, aby v;(X) #
v;()). Rozpatrzmy teraz model z klasy My,, okreslony za pomoca dziedziny
D3 = Dy x Dy oraz wartosciowania vs takiego, ze dla dowolnego X', v3(X) =
v1(X) X v9(X). Na mocy praw rachunku zbioréw (2.17) oraz

(1'1 Cyi Nzxg C yg) — (.%1 X 513'2) C (yl X yz)7 (418)

poniewaz Is3(v1(«)) = Is3(ve(r)) = 1, réwniez I53(vs(a)) = 1.

Rozpatrzmy teraz spetnianie formut 31 i fo w modelu z wartosciowaniem
vs. Moga one przyja¢ jedna z trzech postaci: (i) XaX, (ii) Xa), gdy X jest
rézne od Y oraz (iii) Xi). W przypadku (i) kazda formula o tej postaci
jest niespelniona w kazdym modelu z klasy My, ,. W przypadku (ii) na mocy
Lematu 67 dla §; o tej postaci v;(X) # v;(Y), i € {1,2}. Jednoczesnie, po-
niewaz I53(v;(53;)) = 0, mamy v;(X) ¢ v;(Y). W tej sytuacji niezaleznie od
funkeji v;, 7 € {1,2},5 # i v3(X) € v3(Y). W przypadku (iii) dla odpowied-
niego 3;, i € {1,2} o postaci X7 mamy v;(X) Nv;(Y) = 0. W tej sytuacji
rowniez vs(X) Nwg(Y) = 0.

Dla wszystkich mozliwych 3y 1 fy mamy wiec I53(vs(51)) = Is3(vs(62)) =
0, a zatem réwniez Is3(vs(a — (1 V ) = 0. [ |

Niezalezno$¢ aksjomatow

Twierdzenie 44. Aksjomaty systemu Dy sq niezalezne.

Dowdd. Dla wykazania niezaleznosci aksjomatow (2.5) i (2.6) wystarczy za-
stosowaé interpretacje funktorow jak w dowodzie Twierdzenia 34, aksjoma-
tow (4.7) 1 (2.3) — jak w dowodzie Twierdzenia 39.

Aksjomat (2.4) — dziedzina {n;,ny, n3}, interpretacja Is4, klasyczna dla
funktoréw rachunku zdan, a dla formut atomowych zgodna z matrycami:

a | ny|ny | n3 1 | Ny | ng | N3
n| 00| 1 ny | 1 1 1
no | 01010 ny | 1 110
N3 0 0 0 ns 1 0 1
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Aksjomat (2.4) jest niespelniony przy wartosciowaniu v takim, ze: v(M) =
ni, v(S) = ng, a v(P) = ns.

Aksjomat (2.26). Dziedzina {ny, ns}, interpretacja Is, klasyczna dla funk-
toréw rachunku zdan, Iss5(a) = 0, dla kazdego o zbudowanego za pomoca
funktora a, a dla pozostatych formut atomowych zgodna z ponizszymi ma-
trycami:

7 ny | Nag
s 0 1
T 1 1

Aksjomat (2.26) jest niespelniony przy wartosciowaniu v takim, ze: v(S) =
ni, v(P) = ns. ]

Twierdzenie 45. Schematow aksjomatow (4.16) i (4.17) nie mozna zastgpi¢
w systemie Dy pojedynczymi formutami, zachowujgc zbior wyrazen odrzuco-
nych.

Dowdd. Identyczny jak Twierdzenia 40. |

Twierdzenie 46. Schematy aksjomatow odrzuconych systemu Dy sqg w sys-
temie Dy niezaleine.

Dowdd. Niezalezno$é schematu (4.16) mozna wykazaé, stosujac ten sam mo-
del, ktory zostal wykorzystany do wykazania niezaleznosci schematu (4.12)
w systemie Dy w dowodzie Twierdzenia 41.

Wszystkie formuty podpadajace pod schemat (4.16) sa tautologiami, a zad-
na formuta podpadajaca pod schemat (4.17) nie jest tautologia w klasie
modeli M, = (D, Iss,v), gdzie D jest niepusta dziedzina, wartosciowanie
v przypisuje zmiennym dowolne podzbiory D, a interpretacja Is dla funk-
torow rachunku zdan jest klasyczna, a dla atoméw okreslona jest nastepujaco:

Iig(v(XaY)) =1 wtw o(X) Co(Y)iv(X) £
Lis(v(XiY) =1 wtw o(X) #0iv(Y)#0.

Kazda formuta podpadajaca pod schemat (4.17), tzn. przyjmujaca postaé
SlaSQ VANRAN SmflCLSm — MM

jest niespelniona przy wartosciowaniu v okreslonym w nastepujacy sposob:

v(S1) = {1};
v(S;) = v(S;—1) U{i}, dla 1 <i < m;
v(M) = 0. [ |
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4.2.4 System Dj

System aksjomatyczny

Terminami pierwotnymi systemu Dj3 sa a oraz i. Przyjmujemy w systemie
reguty wnioskowania M P i Sub oraz aksjomaty systemu D; (bez formuty
(2.5)) — (2.6), (2.3), (2.4) i (4.7) oraz (2.2).

Formuta (2.5) jest w tym systemie wyprowadzalna.

System aksjomatycznego odrzucania

Definicja 23. Wyrazeniem odrzuconym systemu Ds jest kazda formuta pod-
padajgca pod schemat (4.16) oraz kazde wyrazenie, ktére mozna otrzymad
z tez systemu oraz wyrazen odrzuconych przy uzyciu jednej z requt odrzuca-
nia: MP~1, Sub=! lub Comp™!.

Lemat 68. Kazda formuta atomowa jezyka systemu Ds jest tezq bgdz wyra-
zeniem odrzuconym.

Dowdd. Formuty o postaci XiX sa tezami systemu Ds. W przypadku pozo-
stalych atomoéw, ktore sg odrzucone, dowod jest taki sam jak Lematu 57. W

Lemat 69. Kazda formuta hornowska jezyka systemu Ds jest tezg systemu
lub wyrazeniem odrzuconym.

Dowdd. Tak jak w przypadku Lematu 58 rozpatrzymy wszystkie mozliwe
typy formut hornowskich jezyka, tzn. przypadki (i) - (v) z dowodu tamtego
Lematu. Tak jak w przypadku Lematu 65 do przypadkéw (i), (ii), (iv) i (v)
mozemy zastosowaé rozumowanie z dowodu Lematu 58. W przypadku (iii)
mamy do czynienia z formutami o postaci a« — XiX, ktére sg tezami D3 na
mocy aksjomatu (2.2). [ |

Lemat 70. Zadna z formul podpadajgcych pod schemat (4.16) nie jest tezq
systemu Ds.

Dowéd. Przedstawimy klase modeli My, w ktorej wszystkie aksjomaty i tezy
systemu D3 sg tautologiami, a aksjomaty odrzucone nie sa. Kazdy z mode-
li przyjmuje postaé¢ (D, Isg,v), gdzie D jest niepustym zbiorem stanowia-
cym dziedzine modelu, v wartosciowaniem przypisujacym zmiennym niepu-
ste podzbiory dziedziny D, a Isg interpretacja, ktora dla funktoréw rachunku
zdan jest klasyczna, a dla formul atomowych okreslona jest nastepujaco:
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Iss(v(XaY)) =1 wtw o(X) Cv());
Iis(v(XiY)) =1 wtw o(X)No(Y) # 0.

Dla pokazania nietautologicznosci formut podpadajacych pod schemat
(4.16) mozna zastosowaé podstawienie wykorzystane dla (4.12) w dowodzie
Lematu 59. |

Twierdzenie 47. Kazda formuta jezyka systemu Ds jest tezq systemu lub
wyrazeniem odrzuconym, a zZadna formula nie jest jednoczesnie tezq i wyra-
zeniem odrzuconym.

Dowod. Dowdd jest taki sam jak Twierdzenia 9 z wykorzystaniem Lematu
69 oraz Lematu 70. |

Pelnosé w modelu

Do wykazania petnosci systemu D3 w stosunku do odpowiedniej klasy modeli
udowodnimy nastepujacy lemat analogiczny do Lematu 67 dla systemu Ds.

Lemat 71. Niech « bedzie formulg o postaci B — Xa), gdzie (8 jest formulq
elementarng, a X jest rozne od ).

Jezeli a nie jest tezq systemu Ds, to istnieje model z klasy modeli My,
taki, ze a nie jest spetniona w modelu i v(X) # v()).

Dowdéd. Taki sam jak Lematu 67. |

Twierdzenie 48. System Djs jest adekwatny (poprawny i pelny) w stosunku
do klasy modeli My, .

Dowdd. Sprawdzenie, ze aksjomaty sg tautologiami w modelu, jest rutyno-
we. Aksjomaty nie sa tautologiami w klasie modeli My,,, co pokazuje dowod
Lematu 70.

Tak jak w przypadku analogicznych twierdzen formutowanych dla wcze-
$niej rozpatrywanych systeméw, wystarczy teraz pokazaé, ze reguta Comp~!
prowadzi od dwoch przestanek, ktore nie sg tautologiami, do wniosku, ktory
nie jest tautologia.

Niech o — (1 i @ — (5 beda formutami, ktore nie sg tautologiami. W
tej sytuacji istnieja w My, modele w dziedzinach odpowiednio D; i D, okre-
slone przez warto$ciowania odpowiednio vy 1 vy takie, ze Isg(vi(a — (1)) =
Isg(va(a — B2)) = 0.
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Na mocy Lematu 71, jezeli §; (i € {1,2}) jest o postaci Xa), gdy X' i) sa
réznymi zmiennymi, to wartoSciowanie v; moze by¢ dobrane tak, aby v;(X) #
v;()). Rozpatrzmy teraz model z klasy My, okreslony za pomoca dziedziny
D3 = Dy x Dy oraz wartosciowania vs takiego, ze dla dowolnego X', v3(X) =
v1 (&) x vo(X). Na mocy praw rachunku zbioréow (2.17), (4.18) oraz

(1'1 7é (Z) N\ To # @) — (ZCl X 1'2) 7é @, (419)

poniewaz Isg(v1(a)) = Isg(va()) = 1, réwniez Isg(vs(a)) = 1.
Dalej mozemy zastosowaé to samo rozumowanie, ktore wystapito w do-
wodzie Twierdzenia 48 i otrzymamy Isg(vs(aw — (1 V F2)) = 0. [ |

Niezalezno$¢ aksjomatow
Twierdzenie 49. Aksjomaty systemu D3 sq niezalezne.

Dowdd. Dla wykazania niezaleznosci aksjomatu (2.6) mozna zastosowaé kla-
s¢ modeli My,. z dowodu Twierdzenia 34, aksjomatéw (2.3) i (4.7) — modele
okreslone dla nich w dowodzie Twierdzenia 39, a aksjomatéw (2.4) i (2.2)
odpowiednio klasy modeli My, oraz M, z dowodu Twierdzenia 44, z za-
stosowanymi w tamtych dowodach warto$ciowaniami. |

Twierdzenie 50. Schematu aksjomatu (4.16) nie mozna zastqpié¢ w systemie
Ds pojedynczq formulq, zachowujgc zbior wyrazen odrzuconych.

Dowdd. Identyczny jak Twierdzenia 40. |

4.3 Systemy pomiedzy systemem fuk a Sip

4.3.1 Tezy systemu Luk stanowigce rozszerzenia Sip

Przestrzen systemoéw pomiedzy systemem Stp a Y.uk mozna opisa¢ poprzez
wskazanie formut bedacych tezami Yuk, ktére nie sg tezami Stp. Zbiér tych
formut jest nieskonczony, a wzajemne relacje cechuje duzy stopien skompliko-
wania. Nie bedziemy w niniejszej pracy doktadnie tej struktury analizowac,
gdyz taka analiza stanowi¢ moze temat osobnych, znacznie obszerniejszych
rozwazan. Przedstawimy jedynie ogélny zarys tej struktury formut oraz przyj-
rzymy sie wybranym systemom, ktore moga powstaé¢ z wykorzystaniem tych
formut jako aksjomatow.
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Dla zobrazowania struktury zbioru interesujacych nas formut rozpatrzy-
my szczegdtowo skonczony jej podzbidr zawierajacy wybrane, najbardziej
charakterystyczne i zarazem najkrotsze jego elementy. Traktowaé je mozna
jako swoisty szkielet calego zbioru.

W ponizszej tabeli umieszczone sg formuty, ktére znajduja sie na dia-
gramie z Rysunku 4.1. Oprocz samych formutl w pierwszej kolumnie tabeli
znajduje sie numer formuty wystepujacy na diagramie, a w trzeciej kolumnie
— numer formuty z wczesniejszego tekstu, jezeli formuta taka wczesniej juz
wystapita.

numer formuty formuta odno$nik
na diagramie w tekscie
(5) MaP N PaP — MiM (4.3)
(6) MiP N\ PaP N MaS — MiM
(7) MaP A SaS — MiM
(8) MaP — MiM (2.22)
(9) MiP N PaP — MiM
(10) MiP N\ PaN N SaS — MiM
(11) MiP N PaN — MiM
(12) MiP N NaP — MiM
(13) MiP N PiP A SaS — MiM
(14) MiP N PiP AN SaN — MiM
(15) MiP N SaS — MiM
(16) MiP A PiP — MiM
(17) MiP AN NaS — MiM
(18) SaS — MiM (2.24)
(19) MiP N SiS — MiM
(20) SaP — MiM
(21) MiP — MiM (2.26)
(22) SiS — MiM
(23) SiP — MiM
(24) S8 (2.2)
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numer formuty formuta odnosnik
na diagramie w tekscie
(25) SaS N SaM N MaP N PaP — MaM (4.4)
(26) SaS N SaM N MaP — MaM
(27) SiS AN SaM N MaP AN PaP — MaM
(28) SaS A SaM — MaM
(29) SiS AN SaM N MaP N NaN — MaM
(30) SiS A SaM A MaP — MaM
(31) SaM N MaP N\ PaP — MaM
(32) SiS A SaM N NaN — MaM
(33) SaM A PaP N\ SaP — MaM
(34) SaM A MaP — MaM
(35) SiS A SaM — MaM
(36) MiP A PaP A SaM — MaM
(37) SaM A PaP — MaM
(38) SaM — MaM (2.21)
(39) MiM N MaP N\ PaP — MaM
(40) MiM N MaP A SaS — MaM
(41) MiM A NaN A MiN — Mall
(42) MiM A MaP — MaM
(43) MiM A SaS — MaM
(44) MiM A MiP A PaN — Mabl
(45) MiM A SaP — Mabl
(46)

I
D

MiM — MaM
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numer formuty formuta odnosnik
na diagramie w tekscie
(47) MaP A PaP — MaM
(48) MiP N PaP N NaS — MaM
(49) MaP N NaN — MaM
(50) MaP — MaM (2.20)
(51) MiP A PaP — MaMl
(52) MiP A PaN A SaS — MaM
(53) MiP A PaN — Mabl
(54) MiP A PiP A SaS — MaM
(55) MiP A PiP A SaN — MaM
(56) MiP A SaS — MaM
(57) MiP A PiP — Mall
(58) MiP A NaS — Mall
(59) SaS — MaM
(60) MiP A 8iS — Mabl
(61) SaP — MaM
(62) MiP — MaMl (2.18)
(63) SiS — MaM
(64) SiP — Mall
(65) SaS (2.1)

Relacja wyprowadzalno$ci, jaka zachodzi pomiedzy powyzszymi formuta-
mi, przedstawiona jest na Rysunku 4.1.

Rutynowe dowody wyprowadzalnosci poszczegélnych formut na gruncie
systemu Stp umieszczone w dodatku zostaly wygenerowane automatycznie
z wykorzystaniem programu komputerowego napisanego w jezyku Prolog.
Zostal tam réwniez umieszczony tekst programu generujacego dowody. W
dodatku zostaly réwniez umieszczone dowody pokazujace, ze pomiedzy for-
mutami umieszczonymi na Rysunku 4.1 nie wystepuja zadne wiecej przypadki
wyprowadzalnosci w systemie Stp.

Czes$¢ formut hornowskich jezyka rachunku nazw, niewystepujacych na
diagramie, jest w systemie Slp rownowazna ktérej$ z formul z diagramu.
Jako przyktad moze postuzy¢ formuta

MaP A PiP — MaM, (4.20)

rownowazna w systemie Stp formule (50) ze wzgledu na to, ze teza tego
systemu jest formula (4.2).
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Kolejne formuty, ktérych nie trzeba bra¢ pod uwage, sg dedukcyjnie réw-
nowazne® w stosunku do ktérej$ z wymienionych formul na gruncie systemu
Stp. Nalezy do nich formuta

MiP AN NaP — MaM, (4.21)

wyprowadzalna w systemie Stp z formuly (53), z ktorej jednoczesnie w tym
systemie mozna formute (53) wyprowadzi¢S:

93 ?7- wyprowadzenie([1,2,3,4,53],66).

1. a(a3, a2) przestanka

2. i(a3, a2) formuta 1: [1]

3. i(a2, al3) formuta 2: [2]

4. i(al, a2) przestanka

5. a(a2, a2) formuta 53: [3, 1]
a(al, al) formuta 53: [4, 5]

true.

94 7- wyprowadzenie([1,2,3,4,66],53).

1. a(a2, a3) przestanka

2. i(a2, a3) formuta 1: [1]

3. i(al, a2) przestanka

4, a(a2, a2) formuta 66: [2, 1]
a(al, al) formuta 66: [3, 4]

true.

Inne tego typu formuly maja taka wtasnos¢, ze daje si¢ znalezé podsta-
wienie, ktore zastosowane do czesci atomow z poprzednika implikacji sprawia,
ze staja sie one identyczne z innymi atomami poprzednika, np. formuta

SaM A SaP — MaM (4.22)

jest dedukcyjnie réwnowazna formule (38). Aby przejsé od formutly (38) do
formuly (4.21), wystarczy dotaczyé¢ dodatkowy czynnik do poprzednika zgod-
nie z odpowiednim prawem KRZ. Z kolei, aby z (4.21) uzyskaé (38), mozna

SFormuty o i 3 sa dedukcyjnie réwnowazne na gruncie okre$lonego systemu wtedy
i tylko wtedy, gdy w systemie tym zachodzi o - 3 oraz (3 F a.

6Przedstawiony dowéd wygenerowany zostal automatycznie przez program z zalaczni-
ka.
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podstawi¢ M za P i nastepnie na mocy odpowiedniego prawa KRZ wyelimi-
nowac¢ czynnik powtarzajacy si¢ w poprzedniku.

Wsrod wszystkich umieszcezonych na diagramie formut mozna wyrdznic
kilka grup wyznaczonych przez pewne ich wtasciwosci. Pierwszy wyrazny
podziat moze by¢ dokonany ze wzgledu na nastepnik rozpatrywanych for-
mut. W przypadku formut o numerach (5) — (24) nastepnik ma posta¢ XiX,
w pozostatych przypadkach nastepnik przyjmuje posta¢ XaX. Formuty z na-
stepnikami szczegétowotwierdzacymi maja, z wyjatkiem formuty (11), swoje
odpowiedniki ogélnotwierdzace z identycznymi poprzednikami (sa to formuty
o numerach (47) — (65)). Formuta (11) stanowi tu wyjatek, gdyz jej ogdl-
notwierdzacy odpowiednik (4.21) jest dedukcyjnie réwnowazny formule (53).
Dodatkowa réznica polega na tym, ze zachodzi wyprowadzalnos$é (52) + (49),
a nie zachodzi wyprowadzalno$¢ (10) F (7) pomiedzy szczegdtowotwierdza-
cymi odpowiednikami tych formut.

Szczegdtowotwierdzace odpowiedniki pozostatych formut z nastepnikami
ogblnotwierdzacymi, tzn. formul (25) — (46), sa tezami systemu Stp. Czes$é
z nich (formuty (39) — (46)) zawiera w poprzedniku atom MiM, a pozostate
(formuty (25) — (38)) zawieraja atom SaM (SaM — MiM jest teza Slp).

Z kolei formuta (50) oraz wszystkie formuty z niej wyprowadzalne zawie-
raja w poprzedniku atom MaP, pozostate formuly tego atomu nie zawie-
raja. Formuly zaznaczone na diagramie jasniejszym kolorem — formuta (59)
i wszystkie formuty z niej wyprowadzalne — zawierajg w poprzedniku przy-
najmniej jeden atom o postaci XaX, pozostalte formuty, zaznaczone kolorem
ciemniejszym, takich atomow nie zawieraja.

Jak wyzej wspomniano, umieszczone na diagramie formutly sa tylko cze-
Scig nieskonczonego zbioru hornowskich tez systemu fuk, niebedacych te-
zami systemu Stp. Przyjrzymy si¢ teraz niektérym sposobom, na jakie nie-
skonczone zbiory formul mogg by¢ tworzone.

Zwrbcimy najpierw uwage na cigg formul, ktéry umiesci¢ mozna pomie-
dzy formuta (50) a (47), okreslony przez nastepujacy schemat:

SlaSQ VANRRAN Sn_laSn — Sl(lsl, (423)

gdzie n > 3 (w przypadku n = 2 schemat przyjmuje posta¢ formuty (50)).

W obecnosci aksjomatu (2.3) w systemie Stp kazda formulta o postaci
(XaZNa — ) — (XaYANYaZ Ao — () jest teza tego systemu. Wobec tego
z formuty o schemacie (4.23) dla ustalonego n wyprowadzi¢ mozna formute
o tym samym schemacie przy wartosci n = m takiej, ze 2 < m < n.
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Wyprowadzalno$¢ w przeciwng strone nie zachodzi, tzn. z formuty pod-
padajacej pod schemat (4.23) dla okreslonego n = k nie mozna wyprowadzi¢
w systemie Stp formuty podpadajacej pod ten sam schemat przy n > k. Aby
to wykazac, dla dowolnego n rozpatrzymy klase modeli stanowiacg podkla-
se klasy My,. zawierajaca modele, ktorych dziedzina zawiera nie wiecej niz
k =n — 1 elementéw. Dla oznaczenia tej klasy przyjmiemy oznaczenie M I -

Oczywiscie, poniewaz system Stp jest poprawny w stosunku do klasy mo-
deli My,., aksjomaty systemu Stp sa tautologiami réwniez w klasie modeli
M . Formuta (4.23) przy wartosci indeksu k jest tautologia w klasie modeli
M 1., poniewaz jej poprzednik zawsze bedzie fatszywy ze wzgledu na ilosé ele-
mentéw w dziedzinie. Z kolei formuta (4.23) przy wartosci indeksu k + 1 jest
niespetniona przy wartosciowaniu v okreslonym poprzez funkcje: g, przyjmu-
jaca zawsze warto$¢ 0 oraz f, okreslona w nastepujacy sposob:

f5) =1
f(Sz) = f(Sz_l) U {Z}, dlaz > 1.

Wszystkie formuly podpadajace pod schemat (4.23) sa wyprowadzalne
z formuty (50). Odpowiednie wyprowadzenie mozna w tym przypadku otrzy-
ma¢ w ramach KRZ poprzez dodanie czynnikéw koniunkcji do poprzednika.

Analogiczne nieskonczone zbiory formut mozna utworzy¢ takze poprzez
dodanie ciggdéw podobnych do tych wystepujacych w poprzedniku schematu
(4.23) do wielu innych formut z diagramu. W szczeg6lnosci analogiczne do
przedstawionych powyzej schematy, ktére mozna umiesci¢ pomiedzy formu-
tami (38) a (28), przyjmuja postac:

51a51 VANPIIAN Sn_laSn — SnCLSn, (424)

gdzie n > 3 (w przypadku n = 2 schemat przyjmuje posta¢ formuty (38)).

Przedstawione rozszerzenia zbioru opisanego przez diagram z Rysunku 4.1
nie s3 jedynymi mozliwymi, stanowia jedynie przyktadowe fragmenty zbioru
formut o skomplikowanej strukturze zwigzanej z wyprowadzalnoscia w sys-
temie Stp. Celem ich prezentacji jest jedynie pokazanie szerszego tta dla
wskazania wybranych systeméw spomiedzy systeméw Stp i Luk.
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4.3.2 Analiza wybranych systemow
System Sip™

Omawiajac system Stp zwrociliSmy uwage na fakt, ze o ile interpretacja zdan
atomowych z réznymi zmiennymi jest tu taka sama jak w systemach Stnd
i Luk, to zdania postaci XaX oraz XiX mozna traktowa¢ jako wyrazajace
pewng wlasnosé zmiennej X. StwierdziliSmy, budujac odpowiednia strukture
semantyczna, ze w systemie Stp wtasnoscé ta jest niezalezna od zakresu nazwy
X. W réznych rozszerzeniach systemu Stp wtasnosé ta bedzie si¢ zmieniata.

Jako przyktad rozpatrzymy system, w ktoérym aksjomatem wyznaczaja-
cym znaczenie zdan atomowych o postaci XaX jest formuta (25) z diagramu,
tzn. formuta (4.4), petliaca funkcje aksjomatu odrzuconego systemu Stp.
Analiza tak skonstruowanego systemu rzuci pewne $wiatto na ten intuicyjnie
nieco niejasny aksjomat. Dla uproszczenia rozwazan przyjmiemy jednocze-
snie jako aksjomat wyznaczajacy znaczenie zdan atomowych o postaci XX
formute (24) z diagramu, tzn. formute (2.2) — aksjomat systemu fuk, zgod-
nie z ktérym wszystkie takie zdania sg tezami. Tak okreslone rozszerzenie
systemu Stp oznaczymy symbolem Stp™.

Regutami w systemie Stp™ sa MP i Sub, a aksjomatami sa wszystkie
podstawienia tez KRZ oraz nastepujace formutly: (2.3), (2.4), (2.5), (4.4)
oraz (2.2).

Z aksjomatéw (2.4) oraz (2.2) mozna wyprowadzi¢ formute (2.6). Wzwiaz-
ku z tym tak okreslony system jest rzeczywiscie rozszerzeniem systemu Stp.
W $Swietle Lematu 48 jako bezposrednia konsekwencje tego faktu oraz tego,
ze wszystkie aksjomaty systemu sg tezami buk, otrzymujemy nastepujacy
lemat.

Lemat 72. Kazda formutla hornowska jezyka sylogistyki, w ktorej nastepniku
wystepuje atom z réinymi zmiennymi, jest tezq systemu StpT wtedy i tylko
wtedy, gdy jest tezq systemu Luk.

System Stp' mozna uzupehié o odpowiedni system odrzuceniowy okre-
$lony przy uzyciu regut odrzucania M P~!, Sub~! oraz Comp~! z aksjoma-
tami odrzuconymi, ktérymi sg formuta (4.5) oraz wszystkie formuty podpa-
dajace pod schematy:

SiaSy A ... N S,_1aS, N\ S,aP N PaP — S,aS,, (4.25)

gdzien > 2 ;
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SaS/\SaP1/\Pl(zPQ/\.../\Pn,chPnHPlapl, (426)
gdzie n > 2.

Definicja 24. Wyrazeniem odrzuconym systemu Stp™ jest aksjomat odrzu-
cony (4.4), kazda z formul podpadajgca pod jeden ze schematéw (4.25) lub
(4.26) oraz kazde wyrazenie, ktdre mozna otrzymacé z tez systemu oraz wy-
razen odrzuconych przy uzyciu jednej z requt odrzucania: MP™1, Sub™! lub
Comp~t.

Lemat 73. Wyrazenia (2.11), (2.14) oraz (2.1) sq wyrazeniami odrzuconymi
systemu Stp™.

Dowdéd. (2.11) Formuta
-SaS — (SaS A SaPy, AN PiaPy — PiaPy)
jest podstawieniem tezy KRZ, a formuta
SaS N SaP; A\ PiaP, — PiaP;

jest odrzucona jako podpadajaca pod schemat (4.26), a zatem korzystajac
z reguly M P!, otrzymujemy - —SaS.
(2.14) Formutla

SiP — (SaS A SaM A PaP A PaM N MaM — SiP)
jest podstawieniem tezy KRZ, a formuta
SaS N SaM N PaP N PaM N MaM — SiP

jest odrzucona jako aksjomat odrzucony (4.5), a zatem korzystajac z reguly
M P~ otrzymujemy 4 —SiP.
(2.1) Poniewaz podstawieniem tezy KRZ jest formuta

SQCLSQ — (SlaSQ A SQCLP A PaP — SQCLSQ),

formuta
SlaSQ A SQGP N PaP — SQCLSQ

jest odrzucona jako podpadajaca pod schemat (4.25). Odrzucona jest wiec
réwniez formuta SyaS; i na mocy reguty Sub~! réwniez formuta SaS. ]
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Lemat 74. Kazde wyrazenie atomowe o postaci Xa) oraz ZiV, gdzie Z iV
sq roznymi zmiennymi, o takzZe kazde wyrazenie o postact —«, gdzie o jest
formulq elementarng, jest wyrazeniem odrzuconym systemu Stp™.

Dowdd. Kazde wyrazenie atomowe o postaci Xa) mozna odrzucié¢ korzysta-
jac z reguty Sub~! zastosowanej do - SaS, a wyrazenie ZiV, gdzie ZiV —
do - SiP. Z kolei kazde wyrazenie o postaci —«, gdzie a jest formutg elemen-
tarna, jest odrzucone, poniewaz odrzucona jest formuta (2.11) — analogicznie
jak w systemie Luk. |

Lemat 75. Kaida formuta hornowska jezyka systemu Stp™ jest tezq systemu
lub wyrazeniem odrzuconym.

Dowéd. W obecnosci Lematéw 72 i 74 oraz aksjomatu (2.2) wystarczy wy-
kaza¢ zachodzenie lematu dla formut o postaci @« — XaX'.

Jezeli o zawiera atomy Ya) oraz ZaZ oraz tancuchy taczace Y z X oraz
X z Z, to rozpatrywana formuta jest teza systemu, ktérg otrzymaé¢ mozna
z aksjomatow (4.3) oraz (2.3).

W przeciwnym wypadku mamy do czynienia z jedng z nastepujacych
mozliwosci: (i) nie ma takiego ), ze a zawiera atom Ya) oraz tanicuch taczacy
Y z X lub (ii) nie ma takiego Z, ze « zawiera atom ZaZ oraz tancuch taczacy
Xz Z.

W przypadku (i) wszystkie zmienne, ktére sa potaczone ze zmienna X' w «
mozna uporzadkowadé liniowo w taki sposéb, ze w kazdym atomie zbudowa-
nym z uzyciem funktora a, ktérego argumentami sg takie zmienne, pierw-
szy z argumentéw jest w porzadku Scisle wezesniejszy od drugiego. Niech
m bedzie liczba takich zmiennych, a n = m 4 1. Niech teraz e bedzie pod-
stawieniem, w ktérym za kazdag zmienng potaczong z X w « podstawiona
jest zmienna S;, gdzie 1 < ¢ < m w taki sposob, ze jezeli a zawiera atom
zbudowany przy uzyciu funktora a oraz dwoch zmiennych potaczonych z X,
to rezultatem podstawienia e zastosowanego do tego atomu jest wyrazenie
SjaS;i1, gdzie 1 < ¢ < m, za X podstawiona jest zmienna S, a za pozosta-
le zmienne — P. Przy tak zdefiniowanym podstawieniu e w systemie Sip™,
poniewaz aksjomatami sa formuty (2.2) i (2.3), a teza jest (2.6), teza jest
rowniez formuta

e(a = XaX) = (S1aS A ... A Sp_1aS, A SpaP A PaP — S,aS,,).

W zwiazku z tym, w obecnosci aksjomatu odrzuconego (4.25) formuta
a — XaX jest wyrazeniem odrzuconym.
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Przypadek (ii) jest symetryczny w stosunku do przypadku (i), mozna wiec
zastosowa¢ do niego analogiczne rozumowanie, z zastosowaniem aksjomatu
odrzuconego (4.26). [

Lemat 76. Zadna z formul podpadajgcych pod schemat (4.25) lub (4.26) nie
jest tezq systemu Stp™.

Dowdd. Strukture teoriomodelowa, w ktérej tautologiami sg wszystkie tezy
systemu, a nie sg nimi wszystkie formuly podpadajace pod schematy (4.25)
lub (4.26), stanowi klasa modeli My, = (D, I49,v), w ktérej dziedzina D
jest zbiorem nieskonczonym, wartosciowanie v przypisuje zmiennym niepu-
ste podzbiory D, a interpretacja Is9 dla formut atomowych jest okreslona
nastepujaco:

Ig(v(XaY)) =1 wtw o(X) Cov(Y) lub
v(X) =ov(Y) oraz v(X) i v(X)

sg zbiorami nieskonczonym

Io(v(X1Y)) =1 wtw o(X)Nov(Y) #£0,

a dla funktoréw rachunku zdan jest klasyczna.

Sprawdzenie, ze aksjomaty systemu Stp™* sa tautologiami w klasie Mz,
jest rutynowe.

Aksjomat (4.5) jest niespelniony w modelu okreslonym w dziedzinie liczb
catkowitych (C) przy warto$ciowaniu v, w ktérym v(.S) jest zbiorem liczb
parzystych, v(P) jest zbiorem liczb nieparzystych, a v(M) zbiorem liczb na-
turalnych (N).

Formuly podpadajace pod schemat (4.25) sa niespetnione w modelu okre-
slonym w dziedzinie (C) przy wartosciowaniu v, w ktorym:

v(51) = {1},
U(SZ) = U(Sl'fl) U {1}, dla 7 > 1,
v(P) =N.

Formuly podpadajace pod schemat (4.26) sa niespetnione w modelu okre-

slonym w dziedzinie (C) przy warto$ciowaniu v, w ktérym:

v(Pn) = C—{n},
v(F;) = v(Sip1) — {i}, dla 1 <i <m,
v(S)=C—N. [

Twierdzenie 51. Kaida formuta jezyka systemu Stpt jest tezq systemu lub
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wyrazeniem odrzuconym, a Zadna formuta nie jest jednoczesnie tezq i wyra-
zeniem odrzuconym.

Dowéd. Dowdd jest taki sam jak Twierdzenia 9 przy czym wykorzystac trze-
ba Lematy 75 oraz 76. ]

Twierdzenie 52. System Stp* jest adekwatny (poprawny i petny) w stosun-
ku do klasy modeli My, .

Dowod. Poniewaz wszystkie aksjomaty sg tautologiami, aksjomaty odrzuco-
ne nie sg (zgodnie z Lematem 76), a reguty M P, Sub, MP~! oraz Sub™!
w oczywisty sposob zachowuja odpowiednio tautologiczno$é i nietautologicz-
nos¢, tak jak w przypadku dowodéw pelnosci poprzednio rozpatrywanych
systemoéw, wystarczy pokazaé, ze reguta Comp~! prowadzi od przestanek,
ktore nie sg tautologiami, do wniosku, ktory tez nie jest tautologia. Poka-
zemy ten fakt dla przypadku uzycia reguly z dwoma przestankami. Ogélny
przypadek mozna dalej uzyskaé¢ przez prosta indukcje.

Niech a — (; i @ — (5 beda formutami odrzuconymi systemu, kto-
re nie sg spetnione w modelach wyznaczonych w dziedzinie C odpowiednio
przez warto$ciowania vy i vo. Niech dalej oba wartosciowania przypisuja zbio-
ry skonczone kazdej zmiennej X', dla ktérej o nie zawiera atomu o postaci
XaX ani atomu Ya) oraz tancucha taczacego ) z X, oraz zbiory, ktérych
dopeienie jest skonczone kazdej zmiennej X', ktora nie spetnia powyzsze-
go warunku, dla ktorej a nie zawiera atomu o postaci XaX ani atomu ZaZ
oraz tancucha taczacego X z Z. (Odpowiednio dobierajac podzbiory zbioru C
mozna niezaleznie od skonczonosci zbioréw i ich dopetnien uzyska¢ dowolne
relacje zakresowe, wiec taki dobdor wartosciowania zawsze jest mozliwy).

Formuta @ — (31 V 3 jest niespelniona w modelu z klasy My, okreslo-
nym w dziedzinie C x C przy uzyciu wartosciowania vs, takiego ze v3(X) =
v1(X) X v9(X), dla dowolnego X. Aby to udowodnié, wystarczy do atomow,
w ktérych zmiennym przypisane sg dwa rézne zbiory, zastosowaé prawa ra-
chunku zbioréw (2.17) i (4.18), a do przypadkéw atoméw, w ktérych obu
zmiennym przypisany jest ten sam zbior — prawidtowosci:

Jezeli z1 1 x5 sg skonczonymi zbiorami, to x; X z9 jest skonczonym zbiorem.

Jezeli 71 1 T3 sa skonczonymi zbiorami, to x; X x5 jest skonczonym zbiorem.
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System buk™

Formuly (18), (20), (22), (23), (59), (61), (63) i (64) charakteryzuja si¢ tym,
ze zmienna z nastepnika nie wystepuje w ich poprzedniku”.

Oznacza to, ze dla okreslonego X fakt, czy uznane jest wyrazenie ato-
mowe o postaci X1X badz XaX zalezy nie od samego X, ale od pewnych
globalnych wtasnosci dziedziny, ktora sie zajmujemy. Aby zbadaé¢ konsekwen-
cje uznania tego typu formut, przeanalizujemy system, w ktérym jedna z nich
jest aksjomatem. Aby uprosci¢ rozwazania, przyjmiemy réwniez w systemie
formute (62) z diagramu, tzn. formute (2.18), bedaca aksjomatem systemu
Stnd. Takie rozszerzenie systemu Stp oznaczymy symbolem fuk™.

Regutami w systemie fLuk™ sg MP i Sub, a aksjomatami systemu sg
wszystkie podstawienia tez KRZ, formuly (2.3), (2.4), (2.6), (2.18) oraz for-
muta (18) z diagramu, tj.

SaS — MiM. (4.27)

Oczywiscie, poniewaz aksjomatami systemu fuk™ sa wszystkie aksjomaty
systemu Stnd, pierwszy z nich jest rozszerzeniem drugiego. W szczegdlnosci
tezami systemu Luk™ sa formuty (2.19), (2.20), (2.21), (2.22) oraz (2.23).

Z aksjomatow (2.18) i (4.27) mozna wyprowadzi¢ formute (64) z diagra-
mu, tj.

SiP — MiM, (4.28)

a zatem rowniez pozostate wymienione formuty, w ktérych zmienne z nastep-
nika nie wystepuja w poprzedniku. Zestawiajac powyzsze rezultaty, otrzymu-
jemy bezposrednio nastepujacy lemat:

Lemat 77. Kazde wyrazenie o postaci o« — XaX bgdZ a — XiX, gdzie
a jest formutq elementarng, jest tezq systemu Luk™ .

Tak okreslony system mozna uzupetni¢ o system aksjomatycznego odrzu-
cania okreslony przy uzyciu regut odrzucania MP~!' Sub~! oraz Comp*
z aksjomatami odrzuconymi, ktérymi sa formuly (2.10) oraz (2.1).

Definicja 25. Wyrazeniem odrzuconym systemu Luk™ jest kazdy z aksjoma-
tow odrzuconych (2.10) i (2.1) oraz kaZde wyrazenie, ktére mozna otrzymaé

"Wlasnoéé te mozna nazwaé tak samo jak analogiczna wlasnoéé analizowana w logikach
modalnych niezupelnoscia w sensie Haldena, na co zwrécono uwage w pracy [26].
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z tez systemu oraz wyrazen odrzuconych przy uzyciu jednej z requi odrzucania:
MP=1, Sub=! lub Comp~!.

Lemat 78. Formula (2.11) jest wyrazeniem odrzuconym systemu Luk™

Dowadd. Dowdd przedstawiony jest ponizej.

1. FSaM — SaS teza (2.20)
2. F=SaS — ~SaM KRZ: 1
3. F=SaM — (SaM N PaM — SiP) KRZ
4. 4 SaM N PaM — SiP aks. odrzucony (2.10)
5. 4 -=SaM MP=1:3 4
- =SaS MP=1:25

Lemat 79. Kazde wyrazenie atomowe oraz kazde wyrazenie o postaci
-, gdzie o jest formulg elementarng, jest wyrazeniem odrzuconym
systemu Luk .

Dowéd. Kazde wyrazenie atomowe mozna odrzucié¢ stosujac regute M P!
do aksjomatu odrzuconego (2.1) i formuly (2.19) (otrzymujemy - SiS) oraz
reguty Sub~!, badZ stosujac regute Sub=! wprost do aksjomatu odrzuconego
(2.1).

Z kolei kazde wyrazenie o postaci -, gdzie « jest formuta elementarng
jest odrzucone, poniewaz odrzucona jest formuta (2.11) — analogicznie jak
w systemie Fuk. |

Lemat 80. Kazda formuta hornowska jezyka sylogistyki, w ktorej nastepniku
wystepuje atom z roznymi zmiennymsi, jest tezq systemu Luk™ wtedy i tylko
wtedy, gdy jest tezq systemu fuk.

Dowdd. Zachodzenie lematu wynika z faktu, ze system Fuk™ znajduje sie
pomiedzy systemem Stp a systemem Fuk. |

Lemat 81. Kazda formuta hornowska jezyka systemu Luk™ jest tezq syste-
mu lub wyrazeniem odrzuconym.

Dowdd. Zachodzenie lematu jest bezposrednig konsekwencja Lematow 77, 80
i79. |

Lemat 82. Aksjomaty odrzucone (2.10) oraz (2.1) nie sq tezami systemu
fuk.
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Dowod. Wszystkie tezy systemu fuk™ sg tezami systemu fuk, a aksjomat
odrzucony (2.10) nie jest teza Fuk. Wobec tego aksjomat odrzucony nie jest
rowniez tezg systemu Luk™.

Wszystkie tezy systemu Luk™ sa spelnione w modelu, w ktérym wszyst-
kie atomy sa falszywe, a aksjomat odrzucony (2.1) w takim modelu nie jest
speliony, zatem nie jest tezg systemu fuk™. |

Twierdzenie 53. Kazda formuta jezyka systemu £uk™ jest tezq systemu lub
wyrazeniem odrzuconym, a Zadna formuta nie jest jednoczesnie tezq i wyra-
zeniem odrzuconym.

Dowdd. Dowdd jest taki sam jak Twierdzenia 9, przy czym wykorzystac trze-
ba Lematy 81 oraz 82. ]

Klase modeli dla systemu Luk™ otrzymaé¢ mozna poprzez ograniczenie
klasy modeli adekwatnej w stosunku do systemu Sitp, tzn. klasy My, w taki
sposob, ze dopuszczalne sg tylko warto$ciowania, ktore przypisujg wszystkim
zmiennym zbiér pusty albo takie, ktore zadnej zmiennej nie przypisuja zbioru
niepustego. Tak okreslong klas¢ modeli oznaczymy symbolem M7..

Twierdzenie 54. System Luk™ jest adekwatny (poprawny i pelny) w sto-
sunku do klasy modeli M7_.

Dowdd. Tak jak w przypadku poprzednich twierdzen o petnosci, wystarczy
pokazac, ze tezy systemu sa tautologiami w klasie modeli My, a wyrazenia
odrzucone nie sg.

Sprawdzenie, ze aksjomaty systemu sa tautologiami, jest rutynowe. Ak-
sjomat odrzucony (2.10) nie jest spelniony w modelu okreslonym w dzie-
dzinie {1,2} przez wartosciowanie v takie, ze v(S) = {1}, v(P) = {2},
v(M) = {1,2} (D = {1,2}). Aksjomat odrzucony (2.1) nie jest speliony
w modelu w dowolnej dziedzinie, okreslonym przez wartosciowanie przypisu-
jace kazdej zmiennej zbior pusty.

Reguty M P, Sub, M P~ oraz Sub™! w oczywisty sposéb zachowuja odpo-
wiednio tautologicznosé i nietautologicznosé, tak jak w przypadku dowoddow
petnosci poprzednio rozpatrywanych systemow.

Dla pokazania, ze reguta Comp~! prowadzi od przestanek, ktére nie sg
tautologiami, do wniosku, ktory nie jest tautologia, mozna zastosowaé to
samo rozumowanie, ktore zostato wykorzystane w dowodzie Twierdzenia 13
dla systemu Stnd, polegajace na budowaniu iloczynu kartezjanskiego modeli.
Poniewaz stosowana interpretacja jest w obu przypadkach taka sama, model
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powstajacy jako iloczyn kartezjanski modeli, w ktérych niespelnione sg prze-
stanki, bedzie takze w przypadku systemu fuk™ modelem, w ktorym wniosek
nie jest spetniony. Wystarczy zatem pokazaé, ze model ten nalezy do klasy

Ts> tzn. ze jezeli wartosciowania vy i vo przypisujg zbior pusty wszystkim
zmiennym albo nie przypisuja go zadnej zmiennej, to warunek ten spetnia
rowniez wartosciowanie v, okreslone w ten sposob, ze vg(X') = v1(X) xva(X).
W przypadku, gdy ktores z wartosciowan v, badz ve przypisuje wszystkim
zmiennym zbidér pusty, tak samo zachowuje sie warto$ciowanie v3. W przypad-
ku, gdy zadne z warto$ciowan nie przypisuje zadnej zmiennej zbioru pustego,
poniewaz iloczyn kartezjanski dwoch zbioréw niepustych jest zawsze niepusty,
wartosciowanie v3 nie przypisuje zbioru pustego zadnej zmienne;j. |



Rozdziat 5

Matrycowe procedury
rozstrzygania

Ogoélne wyniki z Rozdziatu 1, dotyczgce rozstrzygalnosci teorii hornowskich
gwarantuja, ze wszystkie prezentowane w poprzednich rozdziatach systemy sa
rozstrzygalne. W niniejszym rozdziale zaprezentujemy alternatywna metode
rozstrzygania opartg o modele. Przedstawimy relacje pomiedzy aksjomatyka
odrzuceniowg dla danego systemu rachunku nazw a procedurg decyzyjng dla
tego systemu, skonstruowang w oparciu o jego modele. Gtéwnym rezulta-
tem jest tu wykazanie, ze uzupekienie systemu o aksjomatyke odrzuceniowsg
z wykorzystaniem skonczonego zbioru aksjomatéw odrzuconych pozwala na
istotne ograniczenie rozmiaru modelu wystarczajacego do zbudowania pro-
cedury rozstrzygania.

Uzyskane wyniki zestawimy z obecnymi w literaturze rezultatami [18, 43]
dotyczacymi wielkosci modeli, ktorych trzeba uzy¢ do rozstrzygania formut
w roznych systemach rachunku nazw.

Matryce dla systemu Lukasiewicza przedstawione zostaly w pracy [21],
dla systemu OntSyl — w pracy [25], a systemu Stp — w pracy [26]. Matryce
dla pozostatych systeméw nie byty dotad przedstawiane.

5.1 Aksjomaty odrzucone
i modele dla formul hornowskich

Twierdzenie 55. Niech T' bedzie teorig hornowskq uzupetniong o adekwat-
ny system aksjomatycznego odrzucania, wykorzystujgcy requly M P, Sub=!
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i Comp~! oraz aksjomaty odrzucone, bedgce formutami hornowskimi, a M kla-
sq modeli teorit T'.

Jezeli Zaden z aksjomatow odrzuconych teorii T nie jest tautologiq w klasie
modeli M, to dowolna formuta hornowska a jest tezq systemu T wtedy 1 tylko
wtedy, gdy jest tautologiq w klasie modeli M.

Dowadd. Jezeli rozpatrywana formuta hornowska « jest tautologia w klasie
modeli M, to nie da sie z niej wyprowadzi¢ zadnego z aksjomatow odrzuco-
nych. W zwiazku z tym, zgodnie z Wnioskiem 1 nie jest formutg odrzucong,
a wiec, poniewaz system odrzucania jest adekwatny, musi by¢ teza teorii T

Jezeli z kolei o nie jest tautologia w klasie modeli M, to nie jest teza,
poniewaz M jest klasg modeli teorii T'. [ |

Whniosek 2. Dla rozstrzygniecia, czy dowolna formuta hornowska o jest te-
zq teorii hornowskiej T', wystarczy skonstruowac klase modeli T', w ktorej
aksjomaty odrzucone nie sq tautologiami.

Twierdzenie 55 pozwala na wykorzystanie aksjomatyki odrzuceniowej sys-
temu rachunku nazw do konstrukcji efektywnych procedur decyzyjnych opar-
tych o modele. Systemy rachunku nazw, analizowane w poprzednich rozdzia-
tach, posiadaja adekwatne charakterystyki teoriomodelowe. Czynnikiem, kto-
ry decyduje o efektywnosci wykorzystania modeli do rozstrzygania formut
przy zastosowaniu modeli, jest rozmiar dziedziny modelu, ktéry musi by¢
uzyty do falsyfikacji formuty. Problem wyznaczenia takiego rozmiaru pojawit
sie w literaturze w pracach [18, 43]. Wykorzystanie powyzszych rezultatow,
zwigzanych z rozstrzyganiem dla formul hornowskich w oparciu o modele
wyznaczone przez aksjomaty odrzucone, pozwala spojrze¢ na ten problem
z nowej perspektywy. Rozmiar dziedziny modelu mozna bowiem ograniczy¢
do rozmiaru pozwalajacego na falsyfikacje aksjomatéw odrzuconych. W ko-
lejnych podrozdziatach przeanalizujemy takie ograniczenia tych systemow
z poprzednich rozdziatow, dla ktérych podalidémy skonczong aksjomatyke od-
rzuceniows.

Mozliwe jest rowniez otrzymanie aksjomatyki odrzuceniowej w oparciu
o klase modeli adekwatng w stosunku do systemu aksjomatycznego, jezeli ta
klasa okreslona jest jako zbior modeli M, zdefiniowany jak w Rozdziale 1
w skonczonej dziedzinie.
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Definicja 26. Niech M = (N, I,v) bedzie modelem teorii hornowskiej T,
takim zZe N = {z1,...,2zt}, k € N. Niech dalej S = {S1,..., Sk} bedzie
zbiorem zmiennych nazwowych o tych samych indeksach co obiekty z modelu.

Niech vq1s bedzie wartosciowaniem, w ktorym kazdej zmiennej ze zbioru
S przyporzqgdkowany jest obiekt ze zbioru N o tym samym indeksie. Niech
teraz ® 1 ®1 bedq zbiorami atomow jezyka rachunku nazw, zbudowanych przy
uzyciu zmiennych ze zbioru S w taki sposob, ze ®g = {a : I(vgrs(a)) = 0},
a P ={a: Hogs(a)) =1}.

Formuta aks(M) jest implikacjq, ktérej poprzednikiem jest koniunkcja
wszystkich elementow zbioru ®1, a nastepnikiem alternatywa wszystkich ele-
mentow zbioru Pg.

Twierdzenie 56. Niech M bedzie klasqg modeli teorii hornowskiej T', okreslo-
ng w skonczonej dziedzinie. System aksjomatycznego odrzucania dla systemu
T mozna okresli¢ za pomocg requt M P, Subst™' i Comp™! oraz formuly
aks(M) jako jedynego aksjomatu odrzuconego.

Dowdd. Wystarczy pokazaé, ze (i) aksjomat odrzucony aks(M) nie jest teza
oraz, ze (ii) kazde wyrazenie hornowskie jezyka jest teza albo wyrazeniem
odrzuconym.

Warunek (i) spelniony jest, poniewaz formuta aks(M) jest fatszywa w mo-
delu M.

Warunek (ii). Kazda formuta jest tautologia w klasie modeli lub nie jest.
Jezeli formuta hornowska a jest tautologia, to jest rowniez teza T'.

Jezeli nie jest tautologia, to istnieje wartosciowanie v, w ktérym jest
niespetniona. Niech e bedzie podstawieniem, w ktorym za kazda zmien-
nag X z « podstawiona jest zmienna )Y, taka ze v.s(Y) = v(X), gdzie
Uaks jest wartosciowaniem z Definicji 26. Na mocy praw KRZ implikacja
e(a) — aks(M) jest teza systemu T. W zwiazku z tym « jest wyrazeniem
odrzuconym. |

5.2 Modele dla hornowskich
systemoéw zakresowych

Okazuje sie, ze dla zakresowych systemow hornowskich z poprzednich roz-
dzialow odpowiednie klasy modeli mozna okresli¢c w dziedzinie zawierajacej
dwa elementy. Aby podkresli¢, ze elementy takie moga by¢ dowolnymi obiek-
tami, poshuzymy sie dla ich oznaczenia symbolami: & i #. Przyjmiemy na
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potrzeby dalszego ciggu niniejszego rozdziatu nastepujace state oznaczenia
dla nazw, ktérych zakres stanowia odpowiednio zbiory:

o w0
o wy — {&};
o wy — {M};
o w3 — {& &}

Modele, wystepujace w twierdzeniach o petnosci dla poszczegdlnych syste-
mow, opisywane byty jako modele typu M, wprowadzone w Rozdziale 1, tzn.
takie, w ktérych zmiennym odpowiadaja podzbiory dziedziny, a interpretacja
okreslona jest z uzyciem stosunkéw zakresowych miedzy nimi. Jak zauwazy-
liSmy w Rozdziale 1, tak okreslong klase modeli mozna opisa¢ réwniez jako
modele M, w ktorych zmiennym odpowiadaja elementy dziedziny, a inter-
pretacja jest okreslona przez bezposrednie wskazanie dla kazdego funktora
par obiektéw, dla ktorych zdania sg prawdziwe. Ten drugi sposéb prezenta-
c¢ji modeli jest wygodniejszy w budowaniu procedur decyzyjnych i z niego
bedziemy korzysta¢ w dalszych rozwazaniach.

5.2.1 System Luk

W systemie Yuk klase modeli pozwalajaca na rozstrzyganie w odniesieniu do
formut hornowskich mozna ograniczy¢ do dziedziny dwuelementowej i trzech
nazw: wi, ws 1 ws.

Zdania atomowe przyjmuja wartosci logiczne zgodnie z definicjg interpre-
tacji Iy, okreslajaca klase modeli adekwatng w stosunku do systemu Luk,
np.:

e zdanie wyaw; jest prawdziwe, bo {&} C {&};
e zdanie wiaws jest falszywe, bo {&} Z {#};

e zdanie wyaw; jest prawdziwe, bo {&} C {&, #}.
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Wartosci logiczne wszystkich formut atomowych ujete sa w ponizszych
matrycach’:

a | wy | wy | ws 1 | wy | wy | ws
wy | 1 0 1 wy | 1 0 1
we | 0 1 1 wy | 0 1 1
wsg | 0 0 1 ws | 1 1 1

Twierdzenie 57. Powyzsze matryce pozwalajg na rozstrzygniecie, czy dana
formuta hornowska jest tezg systemu Luk.

Dowaéd. Matryce sa skonstruowane w oparciu o definicj¢ modeli z klasy My,,
wiec wyznaczone przez nie struktury sg modelami systemu Luk. Aby rozwia¢
ewentualne watpliwo$ci mozna sprawdzi¢, ze aksjomaty Yuk sa speklione
przy kazdym podstawieniu nazw ze zbioru {ws, wy, w3} za zmienne.
Aksjomat odrzucony (2.10) nie jest spetniony przy wartosciowaniu v, ta-
kim ze v(P) = wy, v(S) = we i v(M) = ws. [ |

5.2.2 System Stnd

Matryce dla systmu Stnd powstaja w sposéb analogiczny do matryc dla
systemu Ruk, poprzez ograniczenie modeli zbioru wyznaczonych przez inter-
pretacje Ig do naszej dziedziny dwuelementowej i czterech statych nazw w niej
wystepujacych: wg, wq, wy i wz. Wartosci poszczegdlnych formut atomowych
przedstawione sa ponizej:

a Wo | W1 | W2 | W3 1 Wy | W1 | W2 | W3
we| O[O ] 0] 0 wo| O L O] 0|0
wy | 00| 1 1 wy| 0 0|1 1
w3 | 0100 1 ws | 0 1 1 1

Twierdzenie 58. Powyzsze matryce pozwalajq rozstrzygngé, czy dana for-
muta hornowska jest tezq systemu Stnd.

Dowdd. Dowdd jest analogiczny do dowodu Twierdzenia 57, przy czym ak-
sjomaty odrzucone (2.10) i (2.24) sa fatszywe odpowiednio przy wartosciowa-
niach vy 1 vg, w ktérych: v1(S) = wy, v1(P) = wa i v1(M) = w3, a va( P) = wy
i UQ(S) = Wy. |

'Matryce pokrywaja sie co do zawartoéci z matrycami okredlajacymi interpretacje I.
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5.2.3 System B-horn

Fakt, ze zbior aksjomatow systemu B-horn jest podzbiorem zbioru aksjoma-
tow systemu B gwarantuje, ze B-horn jest podsystemem systemu B. Kazdy
model B jest wiec réwniez modelem B-horn. Dla konstrukcji matryc od-
powiednich dla systemu B wykorzystamy wiec interpretacje 9, z modelu
adekwatnego w stosunku do systemu B ograniczonego do statych nazw wy,
wy, we 1 w3, otrzymujac:

a | wy | wy | we | ws 1 | wy | wy | we

1

w1 0 1 0 1 w1 0
1
1

O = O
= R Rl K =)
Hi—‘b—‘©§

wg | 0] 0] 0

Twierdzenie 59. Powyzsze matryce pozwalajg rozstrzygngé, czy dana for-
muta hornowska jest tezqg systemu B-horn.

Ws 0

Dowdd. Dowdd jest analogiczny do dowodu dwdch poprzednich twierdzen,
przy czym aksjomaty odrzucone (2.53) i (2.54) sa niespelione odpowiednio
przy wartosciowaniach vy 1 vy, w ktérych: v1(S) = wy, v1(P) = wq i v1(M) =
ws, a vo(P) = wy 1 v(S) = wy. |

5.2.4 System OntP

W stosunku do systemu OntP wykorzystamy klase modeli okreslona przez
interpretacje I ograniczong do nazw w;, wy i w3, otrzymujac nastepujaca
matryce?:

9 w1 | Wy | W3
w1 1 0 1
Wa 0 1 1
ws| 0| 0] 0

Twierdzenie 60. Powyzsza matryca pozwala rozstrzygnad, czy dana formuta
hornowska jest tezq systemu OntP.

Dowdd. Dowdd jest analogiczny do dowodu poprzednich twierdzen, przy
czym aksjomat odrzucony (3.4) jest niespetniony w modelu przy wartoscio-
waniu v, w ktérym: v(P) = wy, v(5) = wy 1 v(M) = w;. [ |

2Zawarto$¢ matrycy pokrywa sie z zawartodciag matrycy z interpretacii Is.
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5.2.5 System OntSol

W stosunku do systemu OntSol wykorzystamy interpretacje I52, ograniczong
jak w systemie Stnd do nazw wy, w, ws i ws, otrzymujac:

e | wo | wy | wy | ws | sol
wg| O 000 1
wy| 0110 |1 1
we | 0] 0 |1 1 1
w3 | 0000 0

Twierdzenie 61. Powyzsze matryce pozwalajq rozstrzygnagé, czy dana for-
muta hornowska jest tezq systemu OntSol.

Dowdéd. Dowdd jest analogiczny do dowodu poprzednich twierdzen, przy
czym aksjomaty odrzucone (3.4) i (3.13) nie sa spelione odpowiednio przy
wartosciowaniach vy 1 vy, w ktérych: vy (S) = wq, v1(P) = we 1 v1(M) = ws,
a va(P) =w; iv(S) = wo. |

5.2.6 System OntSyl

W stosunku do systemu OntSyl wykorzystamy interpretacje I35, ograniczong
do nazw wyg, wy, we i w3, otrzymujac nastepujace matryce:

£ Wo | W1 | W2 | W3 a Wo | W1 | W2 | W3
wo| 0] 000 wo| O[O0 0 |0
wy | 0 1 0 1 wy | 0 1 0 1
we | O] 0] 1|1 we | 0] 0 1|1
wy | 01 0] 0] 0 wg | 0] 0] 0|1

1 W | W1 | W2 | W3

wo | O 0] 0] 0

w | 0] 1101

ws | 0 | 1| 1] 1

3Fakt, ze w strukturze modelowej dla systemu OntSol wykorzystany jest zbiér wq, kt6-
rego nie ma w odpowiedniej strukturze dla systemu OntP, potwierdza obserwacje z pracy
[42], w ktérej zauwazono, ze w stosunku do bezkwantyfikatorowego systemu z funktorem
¢ jako jedynym funktorem specyficznym mozna postuzy¢ sie modelami, w ktérych uzywa
sie jedynie niepustych zbioréw, a w odniesieniu do bogatszych systemoéw zbiér pusty jest
niezbedny.
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Twierdzenie 62. Powyzsze matryce pozwalajg rozstrzygngé, czy dana for-
muta hornowska jest tezq systemu OntSyl.

Dowdd. Dowdd jest analogiczny do dowodu poprzednich twierdzen, przy
czym aksjomaty odrzucone (3.43) i (3.44) nie sa spelione odpowiednio przy
wartosciowaniach vy i v, w ktérych: v1(S) = wy, v1(P) = wy 1 v1(M) = ws,

a ve(P) =wy iv(S) = wo. [ |

5.3 Matryce dla systemu Sitp

5.3.1 Matryce piecioelementowe

W systemie Stp charakterystyka modelu obejmuje nie tylko zakres nazw,
ale rowniez przypisang im etykiete. Potrzebowa¢ bedziemy réwniez rozsze-
rzenia modelu zdefiniowanego w sekcji 5.2 o dodatkowy obiekt w modelu —
Q. Wykorzystamy nastepujace nazwy:

e s ze zbiorem desygnatow {d} i etykieta 0;

e 35 ze zbiorem desygnatow {#} i etykieta 1;

e 53 ze zbiorem desygnatow {&, #} i etykieta 0;

e s, ze zbiorem desygnatow {QO} i etykieta 1;

e s5 ze zbiorem desygnatow {&, #, O} i etykieta 1.

Wartosci logiczne poszczegdlnych zdan atomowych, zgodne z interpretacja
w stosunku do ktorej system Stp jest pelny, sg przedstawione w ponizszych
matrycach:

a | S1| Sy | S3 | Sa] S5 1 | S1|S2|S3 | S4a] S5
s11010(1]01 s11 01011011
s 0] 1] 1101 s 0] 1] 1101
s31 01 0(]0]0]|1 ss| 1| 11101
S4 0 0 0 1 1 S4 0 0 0 1 1
ss | 0] 0]00]|1 ss | 1| 1] 1111

Twierdzenie 63. Formula hornowska jezyka systemu Stp jest tezq wtedy
1 tylko wtedy, gdy jest tautologiq w powyzszych matrycach.
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Dowdd. Dowdd jest analogiczny do dowodu poprzednich twierdzen, przy
czym aksjomaty odrzucone (4.3), (4.4) i (4.3) sa falszywe odpowiednio przy
wartodciowaniach vy, vg 1 v3: v1(S) = s11v1(M) = s5, V2(S) = 59, V2(P) = 85
1v9(M) = s4, a v3(5) = s9, v3(P) = s3 1 v3(M) = s5. [

5.3.2 Matryce czteroelementowe

Ograniczenie liczby zbioréw w modelu do czterech mozna uzyskaé, wykorzy-
stujac interpretacje koniunkcji i implikacji, pochodzaca z trojwartosciowej
logiki F.ukasiewicza (zob. np. [33]), okreslong przez nastepujace matryce?:

AolE]1]]—=]0]3]1
ojoJofoj[o]1]1]1
1 171 T 171

2|05 l5)] 5 5|11
1Ljo]5|1]]1]0][5]1

W modelu wykorzystamy dwie nazwy, ktéorym odpowiada ten sam zbidr, ale
rozne etykiety. Bedziemy te sytuacje reprezentowac, wykorzystujac w opisie
matrycy dla obu tych nazw ten sam obiekt i przypisujac wartosé % zdaniom
atomowym, ktére dla réznych etykiet przyjmowatyby rézne wartosci logiczne
w modelu.

Do konstrukcji matrycy skorzystamy z nastepujacych obiektow, ktore
mozna podstawiaé za zmienne nazwowe®:

e 5 ze zbiorem desygnatéw {#} i etykieta 1;
e (3 ze zbiorem desygnatow {éd, #} i etykieta 0;

e t, ze zbiorem desygnatow {O} i etykieta 0 lub 1;

4Poniewaz w procedurze rozstrzygania nie wystepuja implikacje bedace w zasiegu in-
nych funktoréw, mozna zastosowa¢ réwniez nastepujaca uproszczong matryce dla tego
funktora:

— |0 % 1
01111
T

5 011
1 /0|01

5Dla odréznienia od poprzedniego modelu bedziemy teraz uzywaé litery ¢ z indeksem,
wartos¢ indeksu bedzie tak dobrana, aby symbolowi t; odpowiadal ten sam zbiér co wcze-
$niej symbolom w; oraz s;.
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e 5 ze zbiorem desygnatow {d, #, O} i etykieta 1.

W tej sytuacji mozna wykorzysta¢ nastepujace matryce dla funktoréw
sylogistyki:

a tg t3 t4 t5 1 tQ tg t4 t5
to 11101 to| 11101
t3] 0001 1101
bl oJol 21 |jt]Oo]0]5]1
t1 01001 ts 1111

Twierdzenie 64. Formutla hornowska jezyka systemu Stp jest tezq wtedy
1 tylko wtedy, gdy jest tautologiq w powyzszych matrycach.

Dowdd. Dowdd jest analogiczny do dowodu poprzednich twierdzen (zauwa-
zy¢ jedynie trzeba, ze matryca dla implikacji jest normalna), przy czym ak-
sjomaty odrzucone (4.3), (4.4) i (4.3) sa niespelione odpowiednio przy war-
tosciowaniach vy, ve 1 w3, takich ze: v1(S) = t4 i v1(M) = t5, v2(S) = to,
U2(P> = t5 i ’U2<M) = t3, a ’Ug(S) = tg, Ug(P) = t4 i 'U3(M> = t5. |

5.3.3 Matryce tréjelementowe

Kolejna matrycowa charakterystyka systemu Stp odchodzi nieco dalej od
interpretacji funktorow, przy uzyciu ktorej zbudowana jest klasa modeli,
w stosunku do ktorej system jest pelny. Punktem wyjscia jest tu analogiczna
matryca dla systemu Ruk. Tak jak w przypadku matrycy czteroelementowe;
zmodyfikowane zostanie rozumienie koniunkeji i implikacji. Funktory te beda
zdefiniowane przy uzyciu ponizszych matrycS:

ANTOlup |u | 1 — 10 |u |u |1
01001010 O[1]11]1
up | 0wy | ur | wy up | ug | 1 Jug |1
Ug | 0| uy | ug | ug Uy |wyp |up | 1|1
1 0 Uy | U 1 1 0 Uy | Uz 1

6Tak samo jak w przypadku logiki tréjwartoéciowej, matryca dla implikacji moze réw-
niez zostaé uproszczona do nastepujacej postaci:

— | 0| ug | uy |1
0 1] 1 1 |1
up | 0] 1 0|1
u9 0 0 1 1
1 0] 0 0|1
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W matrycach poza wartosciami 1 i 0, ktére mozna rozumieé¢ jako prawda
i falsz pojawiaja sie dwie dodatkowe wartosci, ktoére interpretowaé¢ mozna
jako wartosci nieokreslone. Jedyng wartoscia wyrézniona jest 1. Tabela dla
funktora koniunkcji jest taka sama jak w czterowarto$ciowej logice f.ukasie-
wicza. Tabela dla implikacji pokrywa si¢ z odpowiednig matryca czterowar-
tosciowej logiki modalnej Lukasiewicza przedstawionej w [31].

Do rozstrzygania formul hornowskich mozna wykorzystaé¢ nastepujace
matryce dla funktoréw sylogistyki:

a | Ty | T | T3 1 | Ty | T2 | 3
ry lug | 0] 1 rylur | 0] 1
i) 0 U9 1 i) 0 U9 1
Zs3 0 0 Uy T3 1 1 1

Odwotujac si¢ do modeli z klasy My,, nazwy wystepujace w opisie matrycy
mozna zdefiniowaé nastepujaco:

e 1, ze zbiorem desygnatow {&} i etykieta 0 lub 1;
e 15 ze zbiorem desygnatow {#} i etykieta 0 lub 1;

e 13 ze zbiorem desygnatow {&, #} i etykieta 0 lub 1.

Intuicyjny sens wartosci uy 1 ug jest taki sam jak wartosci % w przypadku
matryc tréjwartosciowych. Wystepuja one w sytuacjach, w ktorych wartosé
logiczna zdania jest niezdeterminowana. Ze wzgledow technicznych potrzeb-
ne jest jednak wykorzystanie dwoch réznych wartosci z podobna intuicyjna
interpretacjg.

Twierdzenie 65. Formula hornowska jezyka systemu Sip jest tezq wtedy
1 tylko wtedy, gdy jest tautologiq w powyzszych matrycach.

Dowdd. Dowdd jest analogiczny do dowodu poprzednich twierdzeni (tu tez
matryca dla implikacji jest normalna), przy czym aksjomaty odrzucone (4.3),
(4.4) i (4.3) nie sa spelnione odpowiednio przy wartosciowaniach vy, vy 1 vs:
v1(S) = 22 1 v1 (M) = x3, V2(S) = X2, V2(P) = 231 v9(M) = xo, a v3(5) = 21,
v3(P) = x9 1 v3(M) = 3. [
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5.4 Matryce dla systemu Luk™

System Yuk™ jest ostatnim z zaprezentowanych systeméw, dla ktérego przed-
stawiony zostal system aksjomatycznego odrzucania ze skonczonym zbiorem
aksjomatow odrzuconych dla formul hornowskich. Adekwatna klasa modeli
dla tego systemu opiera sie na interpretacji Iz, modele sa jednak ograniczo-
ne do takich, w ktérych albo wszystkim zmiennym odpowiadaja niepuste
zbiory, albo wszystkim odpowiada zbior pusty. W zwiazku z tym nie mozna
okresli¢ wartosci logicznej zdania atomowego w oparciu o zakresy zbiorow
przypisanych do jego argumentéw w izolacji od warto$ciowania dla innych
nazw.

W tej sytuacji, aby stworzy¢ system matrycowy stuzacy do rozstrzygania
dla formut hornowskich w tym systemie, postuzymy si¢ nieklasyczna inter-
pretacja funktoréow koniunkcji i implikacji, zdefiniowang za pomocsg trojwar-
tosciowych matryc Lukasiewicza (przytoczonych w Podrozdziale 5.3.2).

Zdaniom atomowym oraz formutom elementarnym przystugiwaé¢ beda
wartosci 0 oraz %, z ktorych zadna nie jest wyrdzniona. Warto$é wyrdznio-
na 1 pojawi si¢ tylko jako mozliwa wartos¢ implikacji. W zwiazku z tym do
rozstrzygania formut hornowskich wystarcza nastepujace fragmenty przesta-
wionych matryc:

AOTZ][—=T]0]12
0100|011
1 T 1 I

2105 3 ]0]1

Pelne matryce dla wszystkich wartosci potrzebne sg ze wzgledu na dowdd
adekwatnosci, do wykazania domkniecia zbioru tautologii na regute M P.
Matryce dla formut atomowych sg nastepujace:

a | wy | we | ws 1| wy | we | ws
w53 [0 5 [Jw][3[0]3
Wao 0 % % Wao 0 % %
ws | 0] 0| 3 ||ws] 2] 3] 3

Twierdzenie 66. Formula hornowska jezyka systemu £uk™ jest tezq wtedy
1 tylko wtedy, gdy jest tautologiq w powyzszych matrycach.

Dowadd. Dowdd jest taki sam jak w przypadku poprzednich twierdzen: matry-
ca dla implikacji jest normalna, sprawdzenie, ze aksjomaty systemu sg tauto-
logiami w matrycach jest rutynowe, aksjomat odrzucony (2.10) nie jest spel-
niony przy warto$ciowaniu v, takim ze v(P) = wy, v(S) = wq i V(M) = ws,
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a aksjomat odrzucony (2.1) nie jest spetniony przy dowolnym warto$ciowa-
niu. |

5.5 Procedura decyzyjna
dla systeméw hornowskich

Procedure, ktora zostanie ponizej okreslona, mozna zastosowaé do wszystkich
systemow, dla ktérych zostaly powyzej zdefiniowane matryce.
Procedura rozstrzygajaca, czy dana formuta « jest tezag systemu jest na-

stepujaca:

[. Formuta a ma postaci § — v oraz 8 — v V 7, gdzie 3 jest formuta
elementarng, a v, 71 1 72 sg formutami atomowymi:

1. Sprawdz tautologicznos¢ formuty o w matrycach.

2. Jezeli formuta jest tautologia, to jest teza. W przeciwnym wypadku
« nie jest teza.

II. Formuta « nie podpada pod przypadek I, ale jest formutg klauzulows,
tzn. przyjmuje postaé: 3 — v V...V y,, n = 0:

1. Znajdz wszystkie formuly o postaci 8 — v;V;, takieze 1 <i < j < n.
2. Do kazdej z nich zastosuj procedure z punktu I.

3. Jezeli przynajmniej jedna z rozpatrzonych formut jest teza, to « jest
teza. W przeciwnym wypadku « nie jest teza.

ITI. Formuta « nie jest formuty klauzulows:

1. Znajdz koniunkcje formut klauzulowych ay A ... A «,, réwnowazng
a w KRZ.

2. Do kazdej z formul klauzulowych ay, (1 < k < m) zastosuj procedure
z punktu II.

3. Jezeli wszystkie rozpatrzone formuty sg tezami, to « jest teza. W prze-
ciwnym wypadku « nie jest teza.
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5.6 Rozstrzyganie dla systemu B

Poniewaz system B nie jest teorig hornowska, nie mozna zastosowa¢ do niego
wprost ogblnych rezultatéw z Sekcji (5.1). Mozna jednak zastosowaé analo-
giczna procedure rozstrzygania, wykorzystujac regute SC~! i twierdzenia do-
tyczace pelnosci odrzuceniowej i petnosci w modelu, dotyczace tego systemu.

Musimy jedynie zwréci¢é uwage na to, ze w dowodzie Lematu 26, dla
kazdej formuly «, ktora nie jest teza, pokazuje sie¢ podstawienie e, takie ze
teza jest implikacja, ktérej poprzednikiem jest e(a/), a nastepnikiem aksjomat
odrzucony. Wynika stad bezposrednio nastepujacy wniosek:

Whniosek 3. Jezeli wyrazenie o jezyka systemu B, ktore jest wyrazeniem
hornowskim lub przyjmuje postac v — 1V Pa, gdzie v jest wyrazeniem ele-
mentarnym, a (3, oraz B atomami, jest wyrazeniem odrzuconym, to z formuty
a na gruncie systemu B mozna wyprowadzi¢ aksjomat odrzucony.

Tak jak w przypadku systemu Stp dla zbudowania matryc odpowiednich
dla systemu B potrzebowaé bedziemy rozszerzenia modelu zdefiniowanego w
Sekcji (5.2) o dodatkowy obiekt w modelu — © oraz dodatkowe nazwy — wy
i ws. Zakresami tych nazw sa nastepujace zbiory:

o wy, — {0}
o« us (%89}

Wartosci logiczne zdan atomowych dla tak zdefiniowanych nazw wyrazone
sa w ponizszych matrycach”:

a Wy | W1 | W2 | W3 | Wy | Wy 7 Wy | W1 | W2 | W3 | Wy | Wy
wy | 1111|1711 wo| O O] O0O[0 | 07]0
wy | 0O 110 110 1 wy | 0 110} 1]0]1
wy | 0 0|1 110 1 wy | 0 | 0O 1 11071
ws | 0O 0] 0] 1]0]|1 wsy | 0O 1] 1101
wy | O 0 0 0 1 1 wy | O 0 0 0 1 1
ws| OO0 0]0]|0]1 ws | O 11111

Twierdzenie 67. Kazde wyrazenie hornowskie jezyka systemu B oraz kaz-
de wyrazenie o postaci o« — 1 V Pa, gdzie o jest formulqg elementarng,
a 1 @ Bo formutami atomowymi jest tezq systemu B wtedy i tylko wtedy,
gdy jest prawdziwe w modelu okreslonym przez powyzsze matryce.

"Matryce o tej samej zawartoéci wykorzystane byly w dowodzie Lematu 28.
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Dowaod. Matryce skonstruowane sg zgodnie z interpretacja I, uzyta do zde-
finiowania klasy modeli, adekwatnej w stosunku do systemu B, a wiec jezeli
formuta jest teza B, to jest prawdziwa w modelu.

Aksjomat odrzucony (2.57) nie jest spelniony przy wartosciowaniu v,
w ktorym v(M) = wg, v(S) = wq, v(P) = ws, v(R) = wsy, v(Q) = wy,
a v(N) = ws. [

Procedura rozstrzygajaca, czy dana formuta « jest teza systemu B, jest
nastepujaca:

[. Formuta o ma postaci § — v oraz  — 7, V 79, gdzie 3 jest formulg
elementarng, a v, 71 1 ¥2 sa formutami atomowymi:

1. Sprawdz tautologicznos¢ formuty o w matrycach.

2. Jezeli formuta jest tautologia, to jest teza. W przeciwnym przypadku
« nie jest teza.

II. Formuta « nie podpada pod przypadek I, ale jest formutg klauzulows,
tzn. przyjmuje postac: 3 — v V...V y,, n = 0:

1. Zmajdz wszystkie formuly o postaci 8 — v;Vy;, takieze 1 <i < j < n.
2. Do kazdej z nich zastosuj procedure z punktu I.

3. Jezeli przynajmniej jedna z rozpatrzonych formut jest teza, to « jest
teza. W przeciwnym wypadku « nie jest teza.

ITI. Formuta « nie jest formuta klauzulowsa:

1. Znajdz koniunkcje formul klauzulowych a; A ... A «ay,, rOwnowazng
a w KRZ.

2. Do kazdej z formul klauzulowych oy, (1 < k < m) zastosuj procedure
z punktu II.

3. Jezeli wszystkie rozpatrzone formuly sa tezami, to « jest teza. W prze-
ciwnym wypadku « nie jest teza.
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5.7 Por6éwnanie modeli z innymi podej$ciami

W pracy [18] Johnson bada w ramach sylogistyki ze standardowym rozumie-
niem funktoréw, odwolujacym sie do stosunkéw miedzyzakresowych, z se-
mantyka taka jak system Luk, specyficzny rodzaj wyprowadzen, w ktorych
wystepuja konstrukcje nazywane przez Johnsona tancuchami sylogistyczny-
mi. Przedstawimy ten rezultat w stylizacji jezykowej, ktorg postugujemy sie
w niniejszej pracy. W Swietle rozwazan z Rozdziatu 1 jest to prezentacja
rOwnowazna.

Rozwazmy formuty o postaci at(Xy, Xo)A.. . Aat(X,_1, X,) — at(Xy, X,),
gdzie at(X;, Xi11)(1 < i < n) jest atomem zbudowanym przy uzyciu jednego
z funktorow sylogistyki a, ¢, e lub o oraz zmiennych &; i X;,; w dowolnej
kolejnosci, a dla kazdych k, (1 < k,l < n), X i X} sa réznymi zmiennymi.
Jezeli taka formuta nie jest tezg systemu Yuk, to mozna znalez¢é model M =
(D, I,v), w ktérym D jest zbiorem trzyelementowym.

W niniejszej pracy badamy takze ograniczenia rozmiaru modeli dla specy-
ficznych formut, w naszym przypadku formut hornowskich. W ich przypadku
jednak udaje si¢ ograniczy¢ dziedzing modelu do zbioru ztozonego z dwdch
elementow.

W pracy [43] Pietruszczak przeprowadza bardziej systematyczna analize
wielkos$ci modeli w réznych systemach rachunku nazw, réznigcych sie wyste-
pujacymi w nich funktorami z bogatego zbioru obejmujacego funktory znane
z sylogistyki i Ontologii Lesniewskiego oraz sume i iloczyn nazw. Rezultaty
okreslaja tam rozmiar modelu dla dowolnych formut w zaleznosci od liczby
wystepujacych w formule zmiennych. Wsrod wielu analizowanych systeméw
wystepuja réwniez odpowiedniki systeméw B oraz OntSyl. W przypadku
systemu B rozmiar dziedziny modelu wyrazony jest wzorem:

1
— 1
2n(n+ )7

natomiast dla systemu OntSyl:

1
§n(n +3),

gdzie w obu przypadkach n jest liczbg zmiennych wystepujacych w formule.

W niniejszej pracy rozmiary modeli, pozwalajace na budowe procedury
decyzyjnej, sa znacznie mniejsze. W przypadku systemu B dziedzina zawiera
trzy elementy, a w przypadku OntSyl oraz Stnd, na bazie ktérego moz-
na zrekonstruowac system B — dwa. Jej rozmiar jest niezalezny od liczby



Por6wnanie modeli z innymi podej$ciami 201

zmiennych. Jednakze modele tu wykorzystane sa stosowane jedynie do for-
mut hornowskich. W zwigzku z tym w procedurze decyzyjnej dla dowolnych
formul wystepuje jeszcze przeksztatcenie syntaktyczne formutly do postaci
normalnej i w zwigzku z tym otrzymanych rezultatéw nie mozna wprost po-
rownywacé. Warto jednak przy tym zwrocié uwage, ze to formulty hornowskie
moga by¢ wykorzystane jako podstawa do budowania regul wnioskowania
i dlatego odgrywaja szczegblng role w formalizacji rachunku nazw.






Z.akonczenie

Podstawowym zadaniem, ktore miata zrealizowaé niniejsza rozprawa byto za-
prezentowanie bogactwa aksjomatycznych systeméw rachunku nazw. Przed-
stawiono w tym celu, w jednolity sposéb, szereg znanych systemoéow rachun-
ku nazw oraz kilka nowych systeméw skonstruowanych przez Autora niniej-
szej pracy. Prezentacja kazdego z nich zawiera aksjomatyzacje, uzupetniajacy
go system aksjomatycznego odrzucania oraz adekwatng charakterystyke teo-
riomodelows. Dla czesci przedstawiono rowniez procedure decyzyjna oparta
0 matryce.

Do systeméw skonstruowanych przez Autora nalezg systemy okreslane ja-
ko sylogistyka dowodowa oraz systemy, ktére umieéci¢ mozna pomiedzy sys-
temami sylogistyki Stupeckiego i Lukasiewicza. Dodatkowo nowoscia jest ak-
sjomatyczne odrzucanie dla systeméw z funktorem e Lesniewskiego oraz sys-
temu Brentany, teoriomodelowa charakterystyka systemu Stupeckiego oraz
wskazanie zaleznosci pomiedzy aksjomatyka odrzuceniowa a procedurami de-
cyzyjnymi opartymi o modele dla formut hornowskich.

Interesujacym odkryciem jest to, ze systemy sylogistyki dowodowej z ak-
sjomatami niewiele réznigcymi sie od systemow standardowych, nie posiadaja
w odroznieniu od nich skonczonej aksjomatyzacji odrzuceniowej. Interesujace
jest rowniez to, ze systemy Yuk i Stnd maja modele w dziedzinie dwuele-
mentowej, a dla systeméw B i Stp potrzebna jest dziedzina trzyelementowa.

Przedstawiajac rozne systemy aksjomatyczne rachunku nazw, nie staramy
sie wskazywaé, ktéry z nich jest wlasciwy badz lepszy od innych. Wybor po-
miedzy nimi pozostawiamy Czytelnikowi. Kryteria wyboru moga by¢ rézne.
Miedzy innymi wymieni¢ mozna posiadane intuicje dotyczace sensu funk-
torow rachunku nazw, zgodnos¢ z ich sposobem uzywania w jezyku natu-
ralnym, zgodno$¢ z rozumieniem funktoréw w ujeciu historycznym, wzgledy
praktyczne zwigzane z budowaniem dowodéw i wykonywaniem obliczen.

Przedstawione analizy powinny by¢ pomocne w dokonywaniu wyboru kie-
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rowanego kazdym z wymienionych kryteriow. Sens funktorow w przedstawia-
nych systemach naswietlany jest wielostronnie — poprzez system aksjomatycz-
ny, aksjomatyczny system odrzucania, a wiec wskazanie na formuty, ktore nie
majg by¢ ujete w systemie, teoriomodelows strukture odpowiadajaca syste-
mowi, a wigc formalna jego semantyke. Z kolei dokonanie wyboru kierowane
kryteriami obliczeniowymi wspierane jest przez rezultaty dotyczace rozmiaru
dziedziny, w ktorej okreslony jest model dla systemu, oraz rozmiaru matrycy
potrzebnej do zdefiniowania procedury decyzyjnej.

Oczywiscie, przedstawione rezultaty moga stanowi¢ punkt wyjscia dla
dalszych badan. Interesujace wydaja sie szczegodlnie trzy kierunki. Pierwszym
z nich jest rozszerzanie przedstawionego podejscia do rachunku nazw na sys-
temy zawierajace funktory nazwotworcze — negacje nazwowa, sume oraz ilo-
czyn nazw oraz relacje. Drugi kierunek to doktadniejsze zbadanie przestrzeni
posrednich systemow rachunku nazw, rozciggajacej sie pomiedzy znanymi po-
wszechnie systemami. W niniejszej pracy przedstawiono jedynie ogélny plan
tej przestrzeni. Godne uwagi moga sie okazac nie tylko poszczegdlne systemy,
ktore mozna tam odnalez¢, ale rowniez ogélne wlasnosci samej ich struktury.
W konicu trzeci mozliwy kierunek to badania dotyczace stosowalnosci syste-
moéw rachunku nazw. W szezegolnoscei, jedna z domen zastosowania moga tu
by¢ klasyfikacje poje¢ wystepujace w kontekscie tworzenia systeméw infor-
matycznych.



Dodatek A

Zestawienie systemow
aksjomatycznych

A.1 Systemy sylogistyki

We wszystkich ponizszych systemach regutami wyprowadzania sg M P i Sub,
a regutami odrzucania — M P~! i Sub~'. We wszystkich systemach oprécz
systemu B wystepuje dodatkowo reguta Comp~!, a w systemie B regula
SC—1.

System Fuk
Aksjomaty:
(2.1) SaS
(2.2) SS

(2.3) MaP A SaM — SaP
(2.4) MaP A MiS — SiP

Aksjomat odrzucony:
(2.10) PaM A SaM — SiP
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System Stnd

Aksjomaty:
(2.3) MaP A SaM — SaP
(24)  MaP N MiS — SiP
(2.6) SaP — SiP
(2.18) SiP — SaS

Aksjomaty odrzucone:
(2.10) PaM N SaM — SiP

(2.24) PaP — SiS
System B
Aksjomaty:
(2.1) SaS
(2.3) MaP A SaM — SaP
(24)  MaP AN MiS — SiP
(2.26) SiP — SiS
(2.27) SaPV SiS

Aksjomat odrzucony:
(2.57) MaS ANMaP N MaQ A SaR N PaR A RaN A QaN A

SiS A PiP A QiQ — SiPV RiQ

System B-horn

Aksjomaty:
(2.1) SaS
(2.3)  MaP A SaM — SaP
(24)  MaP ANMiS — SiP
(2.26) SiP — SiS

Aksjomaty odrzucone:
(2.53) SiS A PiP A SaM N PaM — SiP
(2.54) PiP A SaP — SiS
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System Sip

Aksjomaty:
(2.3) MaP A SaM — SaP
(24) MaP AN MiS — SiP
(2.5) PiS — SiP
(2.6) SaP — SiP

Aksjomaty odrzucone:

(4.3) PaM N SaM — SiP
(4.4) SaS N SaM N MaP AN PaP — MaM
(4.5) SaS A SaM N PaP N PaM N MaM — SiP

System D;

Aksjomaty:
3) MaP A SaM — SaP

(2.

(2.4)  MaP A MiS — SiP
(2.5) PiS — SiP
(2.6) SaP — SiP
(4.7) -SaS

Aksjomaty odrzucone (schematy):
(412) 51251/\Oé/\SmCLMl/\Pllpl/\/g/\PnaMl/\’)/—) SmZPn

(4.17)

gdzie o € dL(S1,Sn), B € dL(Py, P,), v € dL(My, M) oraz «, (1 7 nie

zawieraja wspélnych zmiennych, a § € dL(S, P).

System D,

Aksjomaty:
(2.3) MaP A SaM — SaP

(24)  MaP A MiS — SiP
(2.5) PiS — SiP
(2.6) SaP — SiP
(4.7) —SaS

(2.26) SiP — SiS
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Aksjomaty odrzucone:
(4.16) a A SpaMy A B A PyaMy Ny — SpiP,
(4.17) § — MiM

gdzie o € dL(S1,Sm), B € dL(Py, P,), v € dL(My, My,) oraz «, [ i vy nie
zawieraja wspélnych zmiennych, a § € dL(S, P) i M nie wystepuje w 6.

System D3

Aksjomaty:
(2.3) MaP A SaM — SaP
(24) MaP NMiS — SiP
(2.6) SaP — SiP
(4.7) -SaS
(2.2) SiS

Aksjomat odrzucony (schemat):
(4.16) a A SpaMy A BN PyaMy ANy — SyiP,

gdzie o € dL(Sy,Sm), B € dL(Py, P,), v € dL(My, My) oraz «, [ i y nie
zawieraja wspolnych zmiennych.

System Sip™

Aksjomaty:
(2.3) MaP N SaM — SaP
(2.4) MaP N MiS — SiP
(2.5) PiS — SiP
(4.4) SaS ANSaM NMaP N PaP — MaM
(2.2) SiS
Aksjomaty odrzucone:
(4.5) SaS A SaM N PaP N PaM N MaM — SiP

(4.25) SiaSa A ... A Sp_1aS, A SpaP N\ PaP — S,aS,(n > 2)
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System buk™

Aksjomaty:
(2.3) MaP A SaM — SaP
(24)  MaP N MiS — SiP
(2.6
(
(

) SaP — SiP
2.18) SiP — SS9
4.27) SaS — MiM

Aksjomaty odrzucone:
(2.10) PaM A SaM — SiP
(2.18) Sas

A.2 Systemy Ontologii

We wszystkich ponizszych systemach regutami wyprowadzania sg M P i Sub,

a regutami odrzucania — M P!, Sub™t i Comp™!.

System OntP

Aksjomaty:
(3.1) SeP — SeS
(3.2) SeM AN MeP — SeP
(3.3) SePANPeM — PeS

Aksjomat odrzucony:
(34) PeM A SeM — SeP

System OntSol

Aksjomaty:

(3.1) SeP — SeSS
(3.2) SeM ANMeP — SeP
(3.3) SePAPeM — PeS
(3.10) sol(S) A PeS — SeS
(3.11) SeS — sol(S)

Aksjomaty odrzucone:
(34) PeM A SeM — SeP
(3.13) sol(S) A PeP — SeS
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System OntSyl

Aksjomaty:

(3.17) SeP — SeS
(3.18) SeP — SaP
(3.19) SaM AN MeP — SeP
(3.20) SiP N\ PeP — PeS
(3.21) PiS — SaS
(3.22) SaP — SiP
(3.23) SaM N MaP — SaP

(3.24)  SiM A MaP — PiS

Aksjomaty odrzucone:
(3.43) SeM A PeM — SiP

(3.44) PeP — SiS



Dodatek B

Program do tworzenia
dowodow zatozeniowych

/* Plik dowody.pl */
/* Wyprowadzenia w systemie */

wyprowadzenie(Lista_ax,Nr_formuly) :-
retractall(axs(_,_)),
maplist(zapis_ax,Lista_ax),
ax(Formula,Nr_formuly),
podstaw(Formula,a),
dowod (Formula) ,
retractall(axs(_,_)), !'.

zapis_ax(Nr) :-
ax(Formula,Nr),
assert (axs(Formula,Nr)).

podstaw(P,X) : -
term_variables(P,LVAR),
reset_gensym(X),
maplist(gensym(X) ,LVAR).

/* dowody */
dowod (c(Przeslanki,Konkluzja)) :-
retractall(zapis_dowodu(_)),
zapis_przeslanek(Przeslanki),
generacja_dowodu(Konkluzja),
prezent (Konkluzja,Dowodl),
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retractall(zapis_dowodu(_)),
numers (Dowod1,Dowod?2) ,
numers?2(Dowod2,Dowod) ,
liniowanie(Dowod) ,nl,nl, !.
dowod (_) .

% zapisanie przestanek

zapis_przeslanek([]).

zapis_przeslanek ([H|T]) :-
assertz(zapis_dowodu(k(H,przeslanka, [1))),
zapis_przeslanek(T).

% zakonczenie dowodu
generacja_dowodu(Konkluzja) :-
zapis_dowodu(k (Konkluzja,_,_)), !.

% generowanie kolejnych krokéw dowodu

generacja_dowodu(Konkluzja) :-
axs(c(Przeslanki_reg,Wniosek_reg) ,Nazwa),
maplist(w_dowodzie,Przeslanki_reg),
not (wystepuje(Wniosek_reg)),
assertz(zapis_dowodu(k(Wniosek_reg,Nazwa,Przeslanki_reg))),!,
generacja_dowodu(Konkluzja) .

% brak dowodu

generacja_dowodu(_) :-
retractall (zapis_dowodu(_)),
nl, write(’brak dowodu’),nl, !.

% kontrola dotaczania nowych wierszy do dowodu (eliminacja powtdérzeri)
wystepuje(F) :-

w_dowodzie(D),

subsumes(D,F), !.
w_dowodzie(F) :- zapis_dowodu(k(F,_,_)).
% PREZENTACJA DOWODU -
% Wybér potrzebnych wierszy, powigzanie ich i graficzna prezentacja
% w bazie zapisane kroki dowodu jako

% zapis_dowodu(k(krok,regula,przeslnki)

prezent (Konkluzja,Dowod) : -
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zapis_dowodu(k (Konkluzja,Regula,Przesl)),
uzup ([ [k (Konkluzja,Regula,Przesl)]],Dow),
list_to_set (Dow,Dowod), !.

prezent (_,Dowod) : -
zapis_dowodu(k(sprzecznosc,Regula,Przesl)),
uzup ([ [k(sprzecznosc,Regula,Przesl)]] ,Dow),
list_to_set (Dow,Dowod) .

uzup([[1IT],D):- !,
append(T,D) .

uzup ([H|T],D):-
dol(H,PH),
uzup([PH,H|T],D).

dol([1,[1).

dol([k(_,przeslanka,_)|T],PT):-
dol(T,PT).

dol([k(_,_,Lista) |T],D):-

dol_kroki(Lista,Kroki),
append (Kroki,PT,D),
dol(T,PT).

dol_kroki([1,[]).

dol_kroki ([H|T], [k(H,N,L) |KT]):-
zapis_dowodu(k(H,N,L)),
dol_kroki (T,KT).

numers2(D,DN) : -
nums2(D,D,DN), !.

nums2(_, [1,[1).

nums2 (D, [j(N,k(A,B,L)) |T1], [j(N,k(A,B,LN)) |T2]) : -
nums_list(D,L,LN),
nums2(D,T1,T2), !.

nums_list(_,[]1,[]).

nums_list(D, [F|T1], [N|T2]):-
member (j (N,k(F,_,_)),D),
nums_list(D,T1,T2).
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wypisanie_wiersza_dowodu(k(W1,przeslanka,_)):-

write(’ ’), write(W1l), write(’ ’), write(’przestanka’), !.
wypisanie_wiersza_dowodu(k(W1,W2,[]1)):-

write(’ ’), write(W1), write(’ formuta ’), write(W2), !.
wypisanie_wiersza_dowodu(k(W1,W2,W3)):-

write(’ 7Y, write(W1l), write(’ formuta ’),

write(W2), write(’: ’), write(W3).

liniowanie([j(_,W)]):-
nl,write(’ ’) ,wypisanie_wiersza_dowodu(W) .
liniowanie([j(N,W),H|T]):-
nl,write(N),write(’. ’),wypisanie_wiersza_dowodu(W),
liniowanie([H|T]).

numers (Dowod,Dowod_numerowany) : -
length(Dowod,N),
numlist(1,N,L),
join(L,Dowod,Dowod_numerowany) .

join([1, 1, D).
join([H1IT1], [H21T2], [j(H1,H2) |T]):-
join(T1,T2,T).

/**********************************************/

/* DYREKTYWY DLA KOMPILATORA */
/ kokookosk sk sk sk sk sk sk sk ok ok sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk ko ok sk ok sk sk sk sk sk sk sk ko sk sk sk ok k ok ok /

:— dynamic
zapis_dowodu/1,
num_dek/1,
axs/2.

[ FA A A A A AR KA A KK A KKK KA KKK KKK KKKk Kok KoK [
/* Plik aksjomaty.pl  */

% Aksjomaty sylogistyk

ax(c([a(s,P)],i(S,P)),1).
ax(c([i(s,P)],i(P,8)),2).

ax(c([a(M,P),a(8,M],a(s,P)),3).
ax(c([a(M,P),i(S,M)],i(S,P)),4).
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ax(c([a(M,P),a(P,P)],i(M,M)),5).
ax(c([i(M,P),a(P,P),a(M,8)],i(M,M)),6).
ax(c([a(S,8),aM,P)],i(M,M)),7).
ax(c([a(M,P)],i(M,M)),8).
ax(c([i(M,P),a(P,P)],i(M,M)),9).
ax(c([a(S,8),i(M,P),a(P,N)],i(M,M)),10).
ax(c([i(M,P),a(P,N)],1(M,M)),11).
ax(c([i(M,P),a(N,P)],i(M,M)),12).
ax(c([i(M,P),i(P,P),a(S,S)],i(M,M)),13).
ax(c([1i(M,P),i(P,P),a(S,M)],i(M,M)),14).
ax(c([i(M,P),a(S,s)],i(M,M)),15).
ax(c([iM,P),i(P,P)],i(M,M)),16).
ax(c([i(M,P),a(N,S)],i(M,M)),17).
ax(c([a(S,8)],i(M,M)),18).
ax(c([i(S,8),iM,P)],i(M,M)),19).
ax(c([a(S,P)],i(M,M)),20).

ax(c([i (M,P)],i(M,M)),21).
ax(c([i(S,8)]1,i(M,M)),22).
ax(c([i(S,P)],i(M,M)),23).
ax(c([],i(S,8)),24).

ax(c([a(S,S),a(S,M),a(M,P),a(P,P)],a(M,M)),25).

ax(c([a(S,8),a(S,M),aM,P)],a(M,M)),26).

ax(c([i(S,S),a(S,M),a(M,P),a(P,P)],a(M,M)),27).

ax(c([a(8,8),a(5,M],a(M,M),28).

ax(c([i(S,8),a(S,M),aM,P),a(N,N)],a(M,M)),29).

ax(c([i(S,S),a(S,M),a(M,P)],a(M,M)),30).
ax(c([a(S,M),a(M,P),a(P,P)],a(M,M)),31).
ax(c([i(8,8),a(s,M),a(N,N)],a(M,M)),32).
ax(c([a(S,M),a(P,P),a(S,P)],a(M,M)),33).
ax(c([a(S,M),a(M,P)],a(M,M)),34).
ax(c([i(S,8),a(s,M)],a(M,M)),35).
ax(c([i(M,P),a(P,P),a(S,M],a(M,M)),36).
ax(c([a(S,M),a(P,P)],a(M,M)),37).
ax(c([a(S,M)],a(M,M)),38).
ax(c([i(M,M),a(M,P),a(P,P)],a(M,M)),39).
ax(c([i(M,M),a(M,P),a(s,8)],aM,M)),40).
ax(c([i(M,M),a(N,N),i(M,N)],a(M,M)) ,41).
ax(c([1i(M,M),a(M,P)],a(M,M)),42).
ax(c([1i(M,M),a(S,S)],a(M,M)),43).
ax(c([i(M,M),iM,P),a(P,N)],a(M,M)),44).
ax(c([i(M,M),a(S,P)],a(M,M)),45).
ax(c([i(M,M)],a(M,M)),46).
ax(c([a(M,P),a(P,P)],a(M,M)),47).
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ax(c([i(M,P),a(P,P),a(M,S)],a(M,M)),48).
ax(c([a(M,P),a(N,N)],a(M,M)),49).
ax(c([a(M,P)],a(M,M)),50).
ax(c([i(M,P),a(P,P)],a(M,M)),51).
ax(c([i(M,P),a(P,N),a(S,S)],a(M,M)),52).
ax(c([i(M,P),a(P,N)],a(M,M)),53).
ax(c([i(M,P),i(P,P),a(S,S)],a(M,M)),54).
ax(c([i(M,P),i(P,P),a(S,N)],a(M,M)),55).
ax(c([i(M,P),a(S,S)],a(M,M)),56).
ax(c([i(M,P),i(P,P)],a(M,M)),57).
ax(c([i(M,P),a(N,S)],a(M,M)),58).
ax(c([a(S,8)],a(M,M)),59).
ax(c([i(M,P),i(S,8)],a(M,M)),60).
ax(c([a(S,P)],a(M,M)),61).
ax(c([i(M,P)],a(M,M)),62).
ax(c([i(8,8)],a(M,M)),63).
ax(c([i(S,P)],a(M,M)),64).
ax(c([],a(s,S)),65).



Dodatek C

Wyprowadzenia dla formutl z
Diagramu

89 7- proofs.
formuta 6: c([i(X1, X2), a(X2, X2), a(X1, X3)], i(X1, X1))
formuta 5: c([a(X1, X2), a(X2, X201, i(X1, X1))

1. a(al, a2) przestanka
. i(al, a2) formuta 1: [1]
3. a(a2, a2) przestanka

i(al, al) formuta 6: [2, 3, 1]

formuta 7: c([a(X1l, X1), a(X2, X3)], i(X2, X2))
formuta 6: c([i(X1, X2), a(X2, X2), a(X1, X3)], i(X1, X1))

1. a(a2, a2) przestanka
2. a(al, a3) przestanka
i(al, al) formuta 7: [1, 2]

formuta 9: c([i(X1, X2), a(X2, X201, i(X1, X1))
formuta 6: c([i(X1, X2), a(X2, X2), a(X1, X3)], i(X1, X1))

1. i(al, a2) przestanka
2. a(a2, a2) przestanka
i(al, al) formuta 9: [1, 2]

formuta 8: c([a(X1l, X2)], i(X1, X1))
formuta 7: c([a(X1, X1), a(X2, X3)], i(X2, X2))

1. a(a2, a3) przestanka
i(a2, a2) formuta 8: [1]



218

Wyprowadzenia dla formut z Diagramu

formuta 13: c([i(X1, X2), i(X2, X2), a(X3, X3)], i(X1, X1))
formuta 7: c([a(X1l, X1), a(X2, X3)1, i(X2, X2))

a(a2,
i(a2,
i(a3,
i(a3,
a(al,
i(a2,

g W=

a3)
a3)
a2)
a3)
al)
a2)

przestanka
formuza 1:
formuta 2:
formuta 4:
przesianka

formuta 13:

[1]

[2]

[1, 3]

[2, 4, 5]

formuta 12: c([i(X1, X2), a(X3, X2)], i(X1, X1))
formuta 8: c([a(X1, X2)], i(X1, X1))

1. a(al,
2. i(al,
i(al,

formuta 10:

a2)
a2)
al)

c([a(X1, X1), i(X2, X3), a(X3, X4)],

przesianka
formuta 1:

formuta 12:

formuta 9: c([i(X1, X2), a(X2, X2)], i(X1, X1))

1. a(a2,
2. i(atl,
i(al,

formuta 11:
formutra 10:

1. i(a2,
2. a(a3,
i(a2,

formuta 13:
formuza 10:

a(a3,
i(a3,
i(a4,
i(a4,
a(al,
i(a2,
i(a3,
i(a2,

~N O O WN -

formuta 12:

a2)
a2)
al)

przestanka
przestanka

formutza 10:

c([i(X1, X2), a(X2, X3)], i(X1, X1))

c([a(X1, X1), i(X2, X3), a(X3, X4)],

a3)
ad)
a2)

c([i(x1, X2), i(X2, X2), a(X3, X3)],
c([a(X1l, X1), i(X2, X3), a(X3, X4)1,

ad)
ad)
a3)
a4)
al)
a3)
a3)
a2)

przestanka
przesianka

formutza 11:

przesianka
formuta 1:
formuta 2:
formuta 4:
przestanka
przesianka

formuta 13:
formuta 13:

[1]
[2, 1]
i(X2, X2))
[1, 2, 1]
i(X2, X2))
[1, 21
i(X1, X1))
i(X2, X2))

[1]
[2]
[1, 3]

[2, 4, 5]
6, 7, 5]

c([i(X1, X2), a(X3, X201, i(X1, X1))



Wyprowadzenia dla formut z Diagramu

219

formuta 11:

1. a(a2,
2. i(al,
3. i(a1l,

i(al,
formuta 14:

formuta 12:

1 a(a3,
2. i(a3,
3. i(a2,
4 i(al,
5 i(a2,

i(at,

formuta 15:
formutza 13:

1. i(al,
2. a(a3,
i(al,

formuta 14:
formuta 13:

1. i(al,
2. i(a2,
3. a(a3,

i(al,

formuta 17:
formuta 14:

1. i(al,
2. a(a3,
i(al,

formuta 16:
formuta 14:

1. i(al,
2. i(a2,
i(al,

c([i(X1, X2), a(X2, X3)1, i(X1, X1))

a3)  przestanka
a2)  przestanka
a3) formuta 4: [1, 2]
al) formuta 12: [3, 1]

c([i(X1, X2), i(X2, X2), a(X3, X4)], i(X1, X1))

c([i(X1, X2), a(X3, X2)], i(X1, X1))

a2) przeslanka

a2) formuta 1: [1]
a3) formuta 2: [2]
a2)  przestanka

a2) formuta 4: [1, 3]

al) formuta 14: [4, 5, 1]

c([i(X1, X2), a(X3, X3)], i(X1, X1))
c([i(X1, X2), i(X2, X2), a(X3, X3)1,

a2)  przestanka
a3) przestanka
al) formuta 15: [1, 2]

c([i(X1, X2), i(X2, X2), a(X3, X4)1,
c([i(X1, X2), i(X2, X2), a(X3, X3)1,

a?2)  przestanka
a2)  przestanka
a3)  przestanka

al) formuta 14: [1, 2, 3]

c([i(X1, X2), a(X3, X4)]1, i(X1, X1))
c([1(X1, X2), i(X2, X2), a(X3, Xx4)],

a2)  przestanka
a4)  przestanka
al) formuta 17: [1, 2]

c([i(X1, X2), i(X2, X201, i(X1, X1))
c([i(X1, X2), i(X2, X2), a(X3, X4)1,

a2) przeslanka
a?2)  przestanka
al) formuta 16: [1, 2]

i(X1,

i(X1,
i(X1,

i(X1,

i(X1,

X1))

X1))
X1))

X1))

X1))
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formuta 18: c([a(X1l, X1)], i(X2, X2))
formuta 15: c([i(X1, X2), a(X3, X3)], i(X1, X1))

1. a(a3, a3) przestanka
i(al, al) formuta 18: [1]

formuta 17: c([i(X1, X2), a(X3, X4)], i(X1, X1))
formuta 15: c([i(X1, X2), a(X3, X3)], i(X1, X1))

1. i(al, a2) przestanka
2. a(a3, a3) przestanka
i(al, al) formuta 17: [1, 2]

formuta 19: c([i(X1, X1), i(X2, X3)]1, i(X2, X2))
formuta 16: c([i(X1, X2), i(X2, X2)]1, i(X1, X1))

1. i(a2, a2) przestanka
2. i(al, a2) przestanka
i(al, al) formuta 19: [1, 2]

formuta 20: c([a(X1, X2)], i(X3, X3))
formuta 17: c([i(X1, X2), a(X3, X4)], i(X1, X1))

1. a(a3, a4) przestanka
i(al, al) formuta 20: [1]

formuta 19: c([i(X1, X1), i(X2, X3)], i(X2, X2))
formuta 17: c([i(X1, X2), a(X3, X4)], i(X1, X1))

a(a3, a4) przestanka

i(a3, a4d) formuta 1: [1]
i(a4, a3) formuta 2: [2]
i(a4, a4) formuta 4: [1, 3]
i(al, a2) przestanka

i(al, al) formuta 19: [4, 5]

g W

formuta 20: c([a(X1, X2)], i(X3, X3))
formuta 18: c([a(X1, X1)], i(X2, X2))

1. a(al, al) przestanka
i(a2, a2) formuta 20: [1]

formuta 21: c([i(X1, X2)], i(X1, X1))
formuta 19: c([i(X1, X1), i(X2, X3)], i(X2, X2))
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1. i(a2, a3) przeslanka
i(a2, a2) formuta 21: [1]

formuta 22: c([i(X1, X1)], i(X2, X2))
formuta 19: c([i(X1, X1), i(X2, X3)], i(X2, X2))

1. i(al, al) przestanka
i(a2, a2) formuta 22: [1]

formuta 22: c([i(X1, X1)], i(X2, X2))
formuta 20: c([a(X1l, X2)]1, i(X3, X3))

a(al, a2) przestanka

i(al, a2) formuta 1: [1]
i(a2, al) formuta 2: [2]
i(a2, a2) formuta 4: [1, 3]
i(a3, a3) formuta 22: [4]

DWW N -

formuta 23: c([i(X1, X201, i(X3, X3))
formuta 21: c([i(X1, X2)], i(X1, X1))

1. i(al, a2) przestanka
i(al, al) formuta 23: [1]

formuta 23: c([i(X1, X201, i(X3, X3))
formuta 22: c([i(X1, X1)], i(X2, X2))

1. i(al, al) przestanka
i(a2, a2) formuta 23: [1]

formuta 24: c([], i(X1, X1))
formuta 23: c([i(X1, X2)1, i(X3, X3))

i(a3, a3) formuta 24

formuta 26: c([a(X1l, X1), a(X1, X2), a(X2, X3)1, a(X2, X2))
formuta 25: c([a(X1l, X1), a(X1, X2), a(X2, X3), a(X3, X3)], a(X2, X2))

1. a(al, al) przestanka
a(al, a2) przestanka
3. a(a2, a3) przestanka

a(a2, a2) formuta 26: [1, 2, 3]

formuta 27: c([i(X1, X1), a(X1, X2), a(X2, X3), a(X3, X3)], a(X2, X2))
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formuta 25: c([a(X1, X1), a(X1l, X2), a(X2, X3), a(X3, X3)], a(X2, X2))

a(al, al) przestanka

i(al, al) formuta 1: [1]

a(al, a2) przestanka

a(a2, a3) przestanka

a(a3, a3) przestanka

a(a2, a2) formuta 27: [2, 3, 4, 5]

a s wN -

formuta 28: c([a(X1l, X1), a(X1, X2)], a(X2, X2))
formuta 26: c([a(X1l, X1), a(X1, X2), a(X2, X3)], a(X2, X2))

1. a(al, al) przestanka
2. a(al, a2) przestanka
a(a2, a2) formuta 28: [1, 2]

formuta 29: c([i(X1, X1), a(X1l, X2), a(X2, X3), a(X4, X4)], a(X2, X2))
formuta 26: c([a(X1l, X1), a(X1, X2), a(X2, X3)], a(X2, X2))

a(al, al) przestanka

i(al, al) formuta 1: [1]

a(al, a2) przestanka

a(a2, a3) przestanka

a(a2, a2) formuta 29: [2, 3, 4, 1]

DWW N -

formuta 48: c([i(X1, X2), a(X2, X2), a(X1, X3)], a(X1, X1))
formuta 26: c([a(X1l, X1), a(X1l, X2), a(X2, X3)], a(X2, X2))

a(al, a2) przestanka

i(al, a2) formuta 1: [1]

i(a2, al) formuta 2: [2]

a(al, al) przestanka

a(a2, a3) przestanka

a(a2, a2) formuta 48: [3, 4, 5]

a s wND -

formuta 29: c([i(X1, X1), a(X1, X2), a(X2, X3), a(X4, X4)], a(X2, X2))
formuta 27: c([i(X1, X1), a(X1l, X2), a(X2, X3), a(X3, X3)1, a(X2, X2))

i(al, al) przestanka
a(al, a2) przestanka
a(a2, a3) przestanka
a(a3, a3) przestanka
a(a2, a2) formuta 29: [1, 2, 3, 4]

DWW NN -

formuta 31: c([a(X1l, X2), a(X2, X3), a(X3, X3)], a(X2, X2))
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formuta 27:
1. a(al,
2. a(a2,
3. a(a3,

a(a2,
formuta 32:
formuta 28:
1. a(al,
2. i(ail,
3. a(al,

a(a2,
formuta 33:
formuta 28:
1. a(al,
2. a(al,

a(a2,
formutza 30:
formuta 29:
1. i(a1l,
2. a(al,
3. a(a2,

a(a2,

formuta 32:
formuta 29:

1. i(al,
. a(al,
3. a(a4,
a(a2,
formuza 40:
formuta 29:
1. a(al,
2. i(al,
3. i(a2,
4. i(a2,

c([i(X1, X1), a(X1, X2),
a2)  przestanka
a3)  przestanka
a3) przestanka
a2) formuta 31: [1, 2,

c([1i(X1, X1), a(X1, X2),
c([a(X1, X1), a(X1, Xx2)]

al) przesianka

al) formuta 1: [1]

a2)  przestanka

a2) formuta 32: [2, 3,

c([a(X1, X2), a(X3, X3),
c([a(X1, X1), a(X1, X2)]

a2)  przestanka
al)  przestanka
a2) formuta 33: [1, 2,

c([i(X1, X1, a(X1, X2),

c([i(X1, X1, a(X1, X2,
al)  przestanka

a2) przeslanka

a3) przeslanka

a2) formuta 30: [1, 2,
c([i(X1, X1), a(X1, X2),
c([i(X1, X1), a(X1, X2),
al)  przestanka

a2)  przestanka

a4)  przestanka

a2) formuta 32: [1, 2,
c([i(X1, X1), a(X1, X2),
c([i(X1, X1, a(X1, X2,
a2)  przestanka

a2) formuta 1: [1]

al) formuta 2: [2]

a2) formuta 4: [1, 3]

a(Xx2,

3]

a(X3,

X3), a(X3, X3)], a(X2, X2))

X3)1, a(X2, X2))

, a(X2, X2))

1]

a(X1,

X3)], a(X2, X2))

, a(X2, X2))

2]

a(Xx2,
a(X2,

3]

a(X3,
a(X2,

3]

a(X3,
a(X2,

X3)]1, a(X2, X2))
X3), a(X4, X4)1, a(X2, X2))

X3)1, a(X2, X2))
X3), a(X4, x4)1, a(X2, X2))

X3)], a(X1, X1))
X3), a(X4, X4)1, a(X2, X2))
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5. a(a2,
6. a(a4,
a(a2,

formuta 34:
formuta 30:

1. a(al,
2. a(a2,

a(a2,
formuta 35:

formuta 30:

1. i(al,
2. a(al,

a(a2,
formuta 33:

formuta 31:

a(a2,
a(al,
a(a3,
a(al,
a(a2,

S w N -

formuta 34:
formuta 31:

1. a(al,
2. a(a2,

a(a2,
formuta 39:

formuta 31:

a(al,
i(al,
i(a2,
i(a2,
a(a2,
a(a3,
a(a2,

DO WN

a3) przestanka
a4)  przestanka
a2) formuta 40: [4, 5, 6]

c([a(X1l, X2), a(X2, X3)], a(X2, X2))
c([i(X1, X1), a(X1, X2), a(X2, X3)]1, a(X2, X2))

a2)  przestanka
a3) przestanka
a2) formuta 34: [1, 2]

c([i(X1, X1, a(X1, X2)]1, a(X2, X2))
c([i(X1, X1, a(X1, X2), a(X2, X3)], a(X2, X2))

al)  przestanka
a2) przeslanka
a2) formuta 35: [1, 2]

c([a(X1, X2), a(X3, X3), a(X1, X3)], a(X2, X2))
c([a(X1, X2), a(X2, X3), a(X3, X3)], a(X2, X2))

a3) przestanka

a?2)  przestanka

a3) przestanka

a3) formuta 3: [1, 2]

a2) formuta 33: [2, 3, 4]

c([a(X1, X2), a(X2, X3)1, a(X2, X2))
c([a(X1, X2), a(X2, X3), a(X3, X3)], a(X2, X2))

a2)  przestanka
a3) przestanka
a2) formuta 34: [1, 2]

c([i(X1, X1, a(X1, X2), a(X2, X2)], a(X1, X1))
c([a(X1, X2), a(X2, X3), a(X3, X3)], a(X2, X2))

a2) przestanka

a2) formuta 1: [1]

al) formuta 2: [2]

a2) formuta 4: [1, 3]

a3) przestanka

a3) przestanka

a2) formuta 39: [4, 5, 6]
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formuta 35:
formuta 32:
1. i(al,
2. a(al,

a(a2,
formuta 37:
formuta 32:
1. a(al,
2. a(a3,

a(a2,

formuta 36:
formuta 33:

a(al,
i(al,
a(al,
i(a3,
i(a3,
i(a2,
a(a3,
a(a2,

~NOo O WN -

formuta 38:
formuta 34:

1. a(al,
a(a2,

formuta 42:
formuta 34:

a(al,
i(al,
i(a2,
i(a2,
a(a2,
a(a2,

g W N

formuta 38:
formuta 35:

c([i(X1, X1, a(X1, X201, a(X2, X2))

c([i(X1, X1), a(X1, X2), a(X3, X3)], a(X2, X2))
al)  przestanka

a2)  przestanka

a2) formuta 35: [1, 2]

c([a(X1, X2), a(X3, X3)], a(X2, X2))

c([i (X1, X1), a(X1, X2), a(X3, X3)]1, a(X2, X2))
a2) przeslanka

a3) przeslanka

a2) formuta 37: [1, 2]

c([i(X1, X2), a(X2, X2), a(X3, X011, a(X1, X1))
c([a(X1, X2), a(X3, X3), a(X1, X3)1, a(Xx2, X2))
a3) przeslanka

a3) formuta 1: [1]

a2)  przestanka

al) formuta 2: [2]

a2) formuta 4: [3, 4]

a3) formuta 2: [5]

a3) przestanka

a2) formuta 36: [6, 7, 3]

c([a(X1, X2)1, a(X2, X2))
c([a(X1, X2), a(X2, X3)]1, a(X2, X2))

a2)
a2)

przesianka
formuta 38: [1]

c([i(X1, X1), a(X1, X2)1, a(X1, X1))
c([a(X1, X2), a(X2, X3)], a(X2, X2))

a2)  przestanka

a2) formuta 1: [1]

al) formuta 2: [2]

a2) formuta 4: [1, 3]
a3) przestanka

a2) formuta 42: [4, 5]

c([a(X1, X2)1, a(X2, X2))
c([i(X1, X1), a(X1, X201, a(X2, X2))
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1. a(al,
a(a2,

formuta 37:
formuta 36:

1. a(a3,
2. a(a2,
a(al,

formuta 41:
formuta 36:

a(a3,
i(a3,
i(al,
i(al,
a(a2,
i(al,
a(al,

DOV WN -

formuta 38:

formuta 37:
1. a(al,

a(a2,
formuta 43:
formuta 37:
1. a(al,
2. i(al,
3. i(a2,
4, i(a2,
5. a(a3,

a(a2,

formuta 52:
formuta 37:

a(al,
i(al,
i(a2,
a(a3,
a(a2,

W N -

a2)
a2)

przestanka
formuta 38: [1]

c([a(X1, X2), a(X3, X3)], a(X2, X2))

c([i(X1, X2), a(X2, X2), a(X3, X1)], a(X1, X1))

al) przestanka
a2)  przestanka
al) formuta 37: [1, 2]

c([i(X1, X1, a(X2, X2), i(X1, X2)]1, a(X1, X1))
c([i(X1, X2), a(X2, X2), a(X3, X1)], a(X1, X1))

al)  przestanka

al) formuta 1: [1]

a3) formuta 2: [2]

al) formuta 4: [1, 3]

a2)  przestanka

a2)  przestanka

al) formuta 41: [4, 5, 6]

c([a(X1, X2)1, a(X2, X2))
c([a(X1, X2), a(X3, X3)], a(X2, X2))

a2)
a2)

przesianka
formuta 38: [1]

c([1i(X1, X1), a(X2, X2)1, a(X1, X1))
c([a(X1, X2), a(X3, X3)], a(X2, X2))

a2)  przestanka

a2) formuta 1: [1]

al) formuta 2: [2]

a2) formuta 4: [1, 3]
a3) przestanka

a2) formuta 43: [4, 5]

c([i(X1, X2), a(X2, X3), a(X4, X4)], a(X1, X1))
c([a(X1, X2), a(X3, X3)], a(X2, X2))

a2)  przestanka

a2) formuta 1: [1]

al) formuta 2: [2]

a3) przestanka

a2) formuta 52: [3, 1, 4]
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formuta 44: c([i(X1, X1), i(X1, X2), a(X2, X3)], a(X1, X1))
formuta 38: c([a(X1l, X2)], a(X2, X2))

1. a(al, a2) przestanka

2. i(al, a2) formuta 1: [1]

3. i(a2, al) formuta 2: [2]

4, i(a2, a2) formuta 4: [1, 3]
a(a2, a2) formuta 44: [4, 3, 1]

formuta 40: c([i(X1, X1), a(X1, X2), a(X3, X3)], a(X1, X1))
formuta 39: c([i(X1, X1), a(X1, X2), a(X2, X2)1, a(X1, X1))

1. i(al, al) przestanka
a(al, a2) przestanka
3. a(a2, a2) przestanka

a(al, al) formuta 40: [1, 2, 3]

formuta 41: c([i(X1, X1), a(X2, X2), i(X1, X201, a(X1, X1))
formuta 39: c([i(X1, X1), a(X1, X2), a(X2, X2)1, a(X1, X1))

a(al, a2) przestanka

i(al, al) przestanka

a(a2, a2) przestanka

i(al, a2) formuta 1: [1]

a(al, al) formuta 41: [2, 3, 4]

DWW N e

formuta 47: c([a(X1, X2), a(X2, X2)], a(X1, X1))
formuta 39: c([i(X1, X1), a(X1l, X2), a(X2, X20], a(X1, X1))

1. a(al, a2) przestanka
2. a(a2, a2) przestanka
a(al, al) formuta 47: [1, 2]

formuta 42: c([i(X1, X1), a(X1, X2)], a(X1, X1))
formuta 40: c([i(X1, X1), a(X1, X2), a(X3, X3)], a(X1, X1))

1. i(al, al) przestanka
2. a(al, a2) przestanka

a(al, al) formuta 42: [1, 2]

formuta 43: c([i(X1, X1), a(X2, X2)], a(X1, X1))
formuta 40: c([i(X1, X1), a(X1, X2), a(X3, X3)], a(X1, X1))

1. i(al, al) przestanka



228

Wyprowadzenia dla formut z Diagramu

2. a(a3,
a(al,

formuta 49:
formuta 40:

1. a(al,
2. a(a3,
a(al,

formuta 43:
formuta 41:

1. i(al,
2. a(a2,

a(al,
formuta 44:

formuta 41:

1. i(atl,
2. i(al,
3. a(a2,

a(al,

formuta 51:
formuta 41:

1. i(al,
2. a(a2,

a(al,
formuta 44:
formuta 42:
1. i(al,
2. a(al,

a(al,

formuta 50:
formuta 42:

1. a(al,
a(al,

a3)
al)

przestanka

formuta 43: [1, 2]

c([a(X1, X2), a(X3, X3)], a(X1, X1))

c([i(X1, X1), a(X1, X2), a(X3, X3)], a(X1, X1))
a?2)  przestanka

a3) przestanka

al) formuta 49: [1, 2]

c([i(X1, X1), a(X2, X2)1, a(X1, X1))

c([i(X1, X1), a(X2, X2), i(X1, X2)1, a(X1, X1))
al)  przestanka

a2)  przestanka

al) formuta 43: [1, 2]

c([i(X1, X1), i(X1, X2), a(X2, X3)], a(X1, X1))
c([i(X1, X1, a(X2, X2), i(X1, X2)], a(X1, X1))
al)  przestanka

a2) przestanka

a?2)  przestanka

al) formuta 44: [1, 2, 3]

c([i(X1, X2), a(X2, X2)]1, a(X1, X1))

c([i(X1, X1), a(X2, X2), i(X1, X2)], a(X1, X1))
a2)  przestanka

a2)  przestanka

al) formuta 51: [1, 2]

c([i(x1, X1), i(X1, X2), a(X2, X3)1, a(X1, X1))

c([i(X1, X1, a(X1, X201, a(X1, X1))

al)  przestanka
a2)  przestanka
al) formuta 44: [1, 1, 2]

c(fa(X1, X2)1, a(X1, X1))
c([i(X1, X1), a(X1, X201, a(X1, X1))

a2)
al)

przestanka
formuta 50:

[1]
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formuta 45:
formuta 43:
1. i(al,
2. a(a2,

a(al,
formuta 54:
formuta 43:
1. i(al,
2. a(a2,

a(al,

formuta 45:

formuta 44:
1. i(al,
2. a(a2,

a(al,
formuta 53:
formuta 44:
1. i(al,
2. a(a2,

a(al,
formuta 46:
formuta 45:
1. i(al,

a(al,
formuta 55:

formuta 45:

1. i(al,
2. a(a2,

a(al,
formuta 57:

formuta 46:

1. i(al,

c([i(X1, X1), a(X2, X3)1, a(X1, X1))
c([1 (X1, X1), a(X2, X201, a(X1, X1))

al)  przestanka
a2)  przestanka
al) formuta 45: [1, 2]

c([i(X1, X2), i(X2, X2), a(X3, X3)],
c([i(X1, X1), a(X2, X2)], a(X1, X1))

al) przesianka
a?2)  przestanka
al) formuta 54: [1, 1, 2]

c([i(X1, X1), a(X2, X3)], a(X1, X1))
c([i(X1, X1), i(X1, X2), a(X2, X3)],

al) przestanka
a3)  przestanka
al) formuta 45: [1, 2]

c([i(X1, X2), a(X2, X3)], a(X1, X1))
c([i(X1, X1), i(X1, X2), a(X2, X3)1,

a2)  przestanka
a3)  przestanka
al) formuta 53: [1, 2]

c(fi(X1, X1, aX1, X1))
c([i(X1, X1), a(X2, X3)], a(X1, X1))

al) przeslanka
al) formuta 46: [1]

c([i(X1, X2), i(X2, X2), a(X3, X4)1,
c([i(X1, X1), a(X2, X3)], a(X1, X1))

al) przestanka
a3) przeslanka

al) formuta 55: [1, 1, 2]

c([i(X1, X2), i(X2, X201, a(X1, X1))
c([i(X1, X1, a(X1, X1))

al)  przestanka

a(X1, X1))

a(X1, X1))

a(X1, X1))

a(X1, X1))
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a(al, al) formuta 57: [1, 1]

formuta 48: c([i(X1, X2), a(X2, X2), a(X1, X3)], a(X1, X1))
formuta 47: c([a(X1l, X2), a(X2, X2)]1, a(X1, X1))

1. a(al, a2) przestanka
. i(al, a2) formuta 1: [1]
3. a(a2, a2) przestanka

a(al, al) formuta 48: [2, 3, 1]

formuta 49: c([a(X1l, X2), a(X3, X3)], a(X1, X1))
formuta 48: c([i(X1, X2), a(X2, X2), a(X1, X3)], a(X1, X1))

1. a(al, a3) przestanka
2. a(a2, a2) przestanka
a(al, al) formuta 49: [1, 2]

formuta 51: c([i(X1, X2), a(X2, X2)], a(X1, X1))
formuta 48: c([i(X1, X2), a(X2, X2), a(X1, X3)], a(X1, X1))

1. i(al, a2) przestanka
2. a(a2, a2) przestanka
a(al, al) formuta 51: [1, 2]

formuta 50: c([a(X1, X2)], a(X1, X1))
formuta 49: c([a(X1l, X2), a(X3, X3)], a(X1, X1))

1. a(al, a2) przestanka
a(al, al) formuta 50: [1]

formuta 52: c([i(X1, X2), a(X2, X3), a(X4, X4)], a(X1, X1))
formuta 49: c([a(X1l, X2), a(X3, X3)], a(X1, X1))

a(al, a2) przestanka

i(al, a2) formuta 1: [1]

i(a2, al) formuta 2: [2]

a(a3, a3) przestanka

a(a2, a2) formuta 52: [3, 1, 4]
a(al, al) formuta 52: [2, 5, 4]

a s wND -

formuta 53: c([i(X1, X2), a(X2, X3)], a(X1, X1))
formuta 50: c([a(X1, X2)], a(X1, X1))

1. a(al, a2) przestanka
2. i(al, a2) formuta 1: [1]
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3. i(a2,
4, a(a2,
a(al,

formuta 52:
formuta 51:

1. i(al,
2. a(a2,

a(al,
formuta 53:
formuta 52:
1. i(a1l,
2. a(a2,

a(al,
formuta 54:

formuta 52:

a(a2,
i(a2,
i(a3,
i(a3,
a(a4,
a(a2,
i(al,
i(a2,
a(al,

0 ~NOoO O WN -

formuta 55:
formuta 53:

a(a2,
i(a2,
i(a3,
i(a3,
a(a2,
i(al,
i(a2,
a(al,

~N O O WN -

formutza 55:
formuta 54:

al) formuta 2: [2]
a2) formuta 53: [3, 1]
al) formuta 53: [2, 4]

c([i(X1, X2), a(X2, X3), a(X4, X4)1,
c([i(X1, X2), a(X2, X201, a(X1, X1))

a2)  przestanka
a2)  przestanka
al) formuta 52: [1, 2, 2]

c([i(X1, X2), a(X2, X3)], a(X1, X1))
c([i(X1, X2), a(X2, X3), a(X4, X417,

a2)  przestanka
a3)  przestanka
al) formuta 53: [1, 2]

c([i(X1, X2), i(X2, X2), a(X3, X3)],
c([i(X1, X2), a(X2, X3), a(X4, X417,

a3) przestanka

a3) formuta 1: [1]
a2) formuta 2: [2]
a3) formuta 4: [1, 3]
a4)  przestanka
a2) formuta 54:
a?2)  przestanka
a2) formuta 1: [6]

al) formuta 54: [7, 8, 5]

(2, 4, 5]

c([i(X1, X2), i(X2, X2), a(X3, X4)]1,
c([i(X1, X2), a(X2, X3)], a(X1, X1))

a3)  przestanka

a3) formuta 1: [1]

a2) formuta 2: [2]

a3) formuta 4: [1, 3]

a2) formuta 55: [2, 4, 1]
a?2)  przestanka

a2) formuta 1: [5]

al) formuta 55: [6, 7, 1]

c([i(X1, X2), i(X2, X2), a(X3, X4)],
c([i(X1, X2), i(X2, X2), a(X3, X3)],

a(X1, X1))

a(X1, X1))

a(X1, X1))
a(X1, X1))

a(X1, X1))

a(X1, X1))
a(X1, X1))
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1. i(atl,
. i(a2,
3. a(a3,
a(al,

formuta 56:

formuta 54:
1. i(al,
2. a(a3,

a(al,

formuta 57:
formuta 55:

1. i(al,
2. i(a2,
a(al,

formuta 58:
formuta 55:

1. i(al,
2. a(a3,
a(al,

formuta 58:
formuta 56:

1. i(al,
2. a(a3,

a(al,
formuta 59:

formuta 56:

1. a(a3,
a(al,

formuta 60:
formuta 57:

1. i(al,
2. i(a2,

a2)
a2)
a3)
al)

przestanka
przesianka
przesianka

formuta 55:

(1, 2, 3]

c([i(X1, X2), a(X3, X3)], a(X1, X1))
c([i(X1, X2), i(X2, X2), a(X3, X3)],

a2)
a3)
al)

przestanka
przestanka

formuta 56:

(1, 2]

c([i(X1, X2), i(X2, X2)], a(X1, X1))
c([i(X1, X2), i(X2, X2), a(X3, X481,

a2)
a2)
al)

przestanka
przestanka

formuta 57:

[1, 2]

c([i(X1, X2), a(X3, X4)]1, a(X1, X1))
c([i(X1, X2), i(X2, X2), a(X3, X4)],

a2)  przestanka

a4)  przestanka

al) formuta 58: [1, 2]
c([i(X1, X2), a(X3, X4)1, a(X1,
c([i(X1, X2), a(X3, X3)1, a(X1,
a2)  przestanka

a3) przestanka

al) formuta 58: [1, 2]
c(faX1, X1)1, a(X2, X2))

c([i (X1, X2), a(X3, X3)], a(X1,
a3) przestanka

al) formuta 59: [1]

c([i(X1, X2), 1i(X3, X3)]1, a(X1,
c([i (X1, X2), i(X2, X2)]1, a(X1,

a2)
a2)

przestanka
przestanka

X1))
X1))

X1))

X1))
X1))

a(X1, X))

a(X1, X1))

a(X1, X1))
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a(al,

formuza 61:

formuta 58:
1. a(a3,
a(al,

formuta 60:
formuta 58:

a(a3,
i(a3,
i(a4,
i(al,
i(a4,
a(al,

O W N

formuta 61:
formuta 59:

1. a(al,
a(a2,
formuta 63:

formuta 60:

1. i(a3,
a(al,

formuta 62:
formuta 60:

1. i(al,
a(al,

formuta 63:
formuta 61:

a(al,
i(al,
i(a2,
i(a2,
a(a3,

DS W N -

al) formuta 60: [1, 2]

c([a(X1, X2)]1, a(X3, X3))

c([i(X1, X2), a(X3, X4)], a(X1, X1))

a4) przestanka
al) formuta 61: [1]

c([i(X1, X2), i(X3, X3)], a(X1, X1))
c([i(X1, X2), a(X3, X4)], a(X1, X1))

a4)  przestanka

a4) formuta 1: [1]

a3) formuta 2: [2]

a2)  przestanka

ad) formuta 4: [1, 3]
al) formuta 60: [4, 5]

c([a(X1, X2)]1, a(X3, X3))
c([a(X1, X1, a(X2, X2))

al) przestanka
a2) formuta 61: [1]

c([i(X1, X171, a(X2, X2))

c([i(X1, X2), i(X3, X3)], a(X1, X1))

a3) przeslanka
al) formuta 63: [1]

c([i(X1, X201, a(X1, X1))

c([i(X1, X2), i(X3, X3)], a(X1, X1))

a?2)  przestanka
al) formuta 62: [1]

c([i(X1, X1, a(X2, X2))
c([a(X1, X2)1, a(X3, X3))

a2)  przestanka

a2) formuta 1: [1]
al) formuta 2: [2]
a2) formuta 4: [1, 3]
a3) formuta 63: [4]
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formuta 64:
formuta 62:

1. i(al,
a(al,
formuta 64:
formuta 63:
1. i(al,
a(a2,

formuta 65:
formuta 64:

a(a3,

c([i(X1, X2)1, a(X3, X3))
c([i (X1, X2)1, a(X1, X1))

a2)  przestanka
al) formuta 64: [1]
c([i(X1, X2)], a(X3, X3))

c([i(X1, X171, a(X2, X2))

al)
a2)

przestanka
formuta 64: [1]
c(], a(x1, X1))

c([i(X1, X2)1, a(X3, X3))

a3)

formuta 65

formuta 47: c([a(X1, X2), a(X2, X2)], a(X1, X1))
formuta 5: c([a(X1, X2), a(X2, X201, i(X1, X1))

1. a(al,
2. a(a2,
3. a(al,

i(al,

a2)
a2)
al)
al)

przestanka
przestanka

formuza 47:

formuza 1:

(1, 2]
(3]

formuta 48: c([i(X1, X2), a(X2, X2), a(X1, X3)], a(X1, X1))
formuta 6: c([i(X1, X2), a(X2, X2), a(X1, X3)], i(X1, X1))

i(al,
a(a2,
a(al,
a(al,
i(atl,

S wWw N -

a2)
a2)
a3)
al)
al)

przestanka
przesianka
przestanka

formuta 48:

formuta 1:

(1, 2, 3]
[4]

formuta 49: c([a(X1, X2), a(X3, X3)], a(X1, X1))
formutra 7: c([a(X1, X1), a(X2, X3)], i(X2, X2))

1. a(a2,
2. a(al,
3. a(a2,

i(a2,

a3)
al)
a2)
a2)

przesitanka
przestanka

formuta 49:

formuza 1:

[1, 2]
[3]

formuta 50: c([a(X1, X2)], a(X1, X1))
formuta 8: c([a(X1, X2)], i(X1, X1))
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1. a(al,
2. a(al,
i(al,

a?2)  przestanka
al) formuta 50: [1]
al) formuta 1: [2]

formuta 51: c([i(X1, X2), a(X2, X2)], a(X1, X1))
formuta 9: c([i(X1, X2), a(X2, X201, i(X1, X1))

1. i(al,
2. a(a2,
3. a(al,

i(al,
formuta 52:

formuta 10:

i(a2,
a(a3,
a(al,
a(a2,
i(a2,

D w N -

formuta 53:
formuta 12:

a(a3,
i(a3,
i(a2,
i(al,
a(a2,
a(al,
i(al,

DO WN -

formuta 54:
formuta 13:

i(al,
i(a2,
a(a3,
a(al,
i(al,

DWW N

formuta 55:
formuta 14:

1. i(al,

a2)  przestanka

a2)  przestanka

al) formuta 51: [1, 2]
al) formuta 1: [3]

c([i(X1, X2), a(X2, X3), a(X4, X4)1, a(X1, X1))
c(la(X1, X1), i(X2, X3), a(X3, X4)1, i(X2, X2))

a3)  przestanka

a4) przeslanka

al) przestanka

a2) formuta 52: [1, 2, 3]
a2) formuta 1: [4]

c([i(X1, X2), a(X2, X3)], a(X1, X1))
c([i(X1, X2), a(X3, X207, i(X1, X1))

a2)  przestanka

a2) formuta 1: [1]

a3) formuta 2: [2]

a?2)  przestanka

a2) formuta 53: [3, 1]
al) formuta 53: [4, 5]
al) formuta 1: [6]

c([i(X1, X2), i(X2, X2), a(X3, X3)], a(X1, X1))
c([i(X1, X2), i(X2, X2), a(X3, X3)], i(X1, X1))

a2)  przestanka

a2)  przestanka

a3) przestanka

al) formuta 54: [1, 2, 3]
al) formuta 1: [4]

c([i(x1, X2), i(X2, X2), a(X3, X4)1, a(X1, X1))
c([i(X1, X2), i(X2, X2), a(X3, X4)], i(X1, X1))

a?2)  przestanka
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2. i(a2,
3. a(a3,
4. a(al,

i(atl,

formuta 56:
formuta 15:

1. i(al,
. a(a3,
3. a(al,
i(al,

formuta 57:
formuta 16:

1. i(al,
. i(a2,
3. a(al,
i(al,

formuta 58:
formuta 17:

1. i(atl,
. a(a3,
3. a(al,
i(al,

formuta 59:
formuta 18:

1. a(al,
2. a(a2,
i(a2,

formuta 60:
formuta 19:

1. i(a2,
. i(atl,
3. a(a2,
i(a2,

formuta 61:

a?2) przestanka

a4)  przestanka

al) formuta 55: [1, 2, 3]

al) formuta 1: [4]

c([i(X1, X2), a(X3, X3)], a(X1, X1))
c([i(X1, X2), a(X3, X3)], i(X1, X1))
a2)  przestanka

a3) przestanka

al) formuta 56: [1, 2]

al) formuta 1: [3]

c([i(X1, X2), i(X2, X2)1, a(X1, X1))
c([i(X1, X2), i(X2, X2)1, i(X1, X1))
a2) przestanka

a2)  przestanka

al) formuta 57: [1, 2]

al) formuta 1: [3]

c([i(X1, X2), a(X3, X4)], a(X1, X1))
c([i(X1, X2), a(X3, X4)], i(X1, X1))
a2)  przestanka

a4)  przestanka

al) formuta 58: [1, 2]

al) formuta 1: [3]

c(fa(X1, X1, a(X2, X2))
c(fa(X1, X1, i(X2, X2))

al)  przestanka
a2) formuta 59: [1]
a2) formuta 1: [2]

c([i(X1, X2), i(X3, X3)], a(X1, X1))
c([i(X1, X1), i(X2, X3)], i(X2, X2))

a3) przestanka

al)  przestanka

a2) formuta 60: [1, 2]
a2) formuta 1: [3]

c([a(X1, X2)], a(X3, X3))
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formuta 20:

1. a(al,
2. a(a3,
i(a3,

formuta 62:
formutza 21:

1. i(a1l,
2. a(al,

i(ail,
formuta 63:

formuta 22:

1. i(a1l,
2. a(a2,
i(a2,

formuta 64:
formuta 23:

1. i(al,
2. a(a3,
i(a3,

formuta 65:
formuta 24:

1. a(al,
i(al,

false.
true.

c(fa(X1, X2)], i(X3, X3))

a2)  przestanka
a3) formuta 61: [1]
a3) formuta 1: [2]

c([i(X1, X2)1, a(X1, X1))
c([i(X1, X201, i(X1, X1))

a2)  przestanka
al) formuta 62: [1]
al) formuta 1: [2]

c([i(X1, X1, a(X2, X2))
c([i(X1, X1, i(X2, X2))

al) przeslanka
a2) formuta 63: [1]
a2) formuta 1: [2]

c([i(X1, X2)1, a(X3, X3))
c([i(X1, X201, i(X3, X3))

a2)  przestanka
a3) formuta 64: [1]
a3) formuta 1: [2]

c([l, a(X1, X1))
c([], i(X1, X1))

al) formuta 65
al) formuta 1: [1]






Dodatek D

Dowody niezaleznosci dla
formul z Diagramu

W zwiazku z przechodnioscia relacji wyprowadzalnosci dla wskazania, ze nie zachodzg
miedzy formutami umieszczonymi na diagramie zadne inne przypadki wyprowadzalnosci
wystarczy pokazad, ze relacja wyprowadzalnosci nie zachodzi pomiedzy formulami wymie-
nionymi ponizej. Rozumowanie wskazujace na niezachodzenie wyprowadzalnosci jest takie
same jak w dowodach twierdzen o niezaleznosci aksjomatdw.

W zwiazku z tym ograniczymy sie do wskazania interpretracji (najczesciej poprzez od-
powiednie matryce) okrelajacych modele typu M, w ktérych tautologiami sa aksjomaty
systemu Slp i pierwsza z pary rozpatrywanych formul, a druga formula tautologiag nie jest
oraz wartosciowania ten ostatni fakt wykazujacego, jesli nie jest oczywiste. We wszystkich
przypadkach interpretacja funktoréw rachunku zdan jest klasyczna. Dla identyfikacji for-
mul bedziemy postugiwali sie ich numerami z Rysunku 4.1.

(24) ¥/ (25)

Atomy o postaci Xi)Y — 1, a atomy o postaci Xa) wedlug matrycy:

a ny %) ns
np | 1 1 1
no 0 0 1
ns 0 0 1

Formuta (25) nie jest spelniona przy warto$ciowaniu v, w ktérym v(S) = nq, v(M) =
ng, v(P) = ng.

(47) ¥/ (26)

Atomy o postaci Xi)Y — 1, a atomy o postaci Xa) wedlug matrycy:
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a ni1 no ns
np | 1 1 1
U») 0 0 1
n3 | 0 0 0

Formutla (26) nie jest spelniona przy wartosciowaniu v, w ktérym v(S) = ny, v(M) = no,
v(P) = ns.

(28) 7 (27)
Atomy o postaci Xi) — 1, a atomy o postaci Xa) wedlug matrycy:
a n1 no ns
ny | 0 1 1
no O 0 1
ny | 0] 0 1

Formuta (27) nie jest spelniona przy wartosciowaniu v, w ktérym v(S) = ny, v(M) = na,
U(P) =ns.

(50) ¥/ (28)

Atomy o postaci Xi) — 1, a atomy o postaci Xa) wedlug matrycy:

a ny N9
ny 1 1
no 0 0

Formuta (28) nie jest spelniona przy wartosciowaniu v, w ktérym v(M) = ng, v(S) = ny.

(51) 7 (29)

Wszystkie atomy wedlug matryc:
a | ny | ne | ng | ng 1 niy | ne | ng | ng
ny | 0 1 1 0 ny | 1 1 1 0
ng | 0| 0 1 0 ng | 1 1 1 0
ny| 001 0] O ns | 1 1 1 0
ng| 0 0] 0 1 ng| 0] 0|0 1

Formula (29) nie jest spelniona przy wartosciowaniu v, w ktérym v(S) = nq, v(M) =
ng, v(P) =ng, a v(N) = ny.

(59) ¥ (30)

Atomy o postaci Xi)Y — 1, a atomy o postaci Xa)Y wedlug matrycy:
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a ni1 no ns
nq 0 1 1
na 0 0 1
nzg | 0 0 0

Formula (30) nie jest spelniona przy wartosciowaniu v, w ktérym v(S) = ny, v(M) = na,

v(P) = ns.

(35) I/ (31)

Wszystkie atomy wedlug matryc:
a | n | n2 | n3 i | n | ne | ng
ny | 0 1 1 ny | 0 1 1
ng | 0| 0 1 ng | 1 1 1
ng | 0] 0 1 ng | 1 1 1

Formuta (31) nie jest spelniona przy wartosciowaniu v, w ktérym v(S) = ny, v(M) = ns,

’U(P) = ns.

(33) 7 (36)

Wszystkie atomy wedlug matryc:
a | ny | ny | ng i | ny| no | ng
ni| 0| 110 ni| 0| 110
ng | 0 0 0 no | 1 1 1
ng | 0| 0|1 ng | 0| 1|1

Formula (36) nie jest spelniona przy wartosciowaniu v, w ktérym v(S) = ny, v(M) = no,

v(P) = ns.

(38) ¥/ (39)

Atomy o postaci XY — 1, a atomy o postaci Xa) wedlug matrycy:

a ni no
ny 0 1
no O 1

Formuta (39) nie jest spelniona przy warto$ciowaniu v, w ktérym v(M) = nqy, v(P) = ns.

(53) ¥/ (43)

Wszystkie atomy wedlug matryc:
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a | ny | ng 1 | ny | ng
ny 1 0 nq 1 0
N9 0 n9 1

Formutla (43) nie jest spelniona przy wartosciowaniu v, w ktérym v(S) = ny, v(M) = ng

(61) ¥/ (46)

Atomy o postaci Xa) — 0, a atomy o postaci Xi) — 1.

(46) ¥ (5)

Wszystkie atomy wedlug matryc:

a | np | ne i | ny | ne
1 nq 0 1

1 ng | 1 1

ny 0
%) 0

Formula (5) nie jest spelniona przy warto$ciowaniu v, w ktérym v(M) = ny, v(P) = ns

(47) 77 (6)
Wszystkie atomy wedlug matryc:
a | n | ne | n3 i | ny | ne | ng
nq 1 0 1 nq 1 1 1
n9 0 0 1 N9 1 0 1
ng | 0| 0] O ng | 1 1 1

Formuta (6) nie jest spelniona przy wartosciowaniu v, w ktérym v(S) = ng, v(M) = na,
U(P) =ni.
(11) t (7) oraz (51) I/ (7)

Wszystkie atomy wedlug matryc:

a | ny | ny | ng v | np | ny | ng
ny | 0 1 0 ny | 0 1 0
n9 0 0 0 N9 1 1 0
ng | 0 0 1 ng | 0 0 1

Formuta (7) nie jest spelniona przy wartosciowaniu v, w ktérym v(S) = ng, v(M) = nq,
’U(P) = nN2.
(59) 77 (8)

Wszystkie atomy wedlug matryc:
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a | ny | no i | ny | ne
ni | 0 1 ny | 0O 1
%) 0 0 U») 1

Formuta (8) nie jest spelniona przy wartosciowaniu v, w ktérym v(M) = nqy, v(P) = ns.

(50) ¥ (9)

Wszystkie atomy wedlug matryc:

a | ny | ne ) ny | no
s 1 0 ny 1 1
no 0 0 U») 1 0

Formuta (9) nie jest spelniona przy wartosciowaniu v, w ktérym v(M) = na, v(P) = ny.

(51) I/ (10)

Wszystkie atomy wedlug matryc:
a | ny | ng | ng | ng ) ni | ne | ng | ng
ny | 0 0 0 0 ny | 0 1 1 0
ng | 0 0 1 0 ng | 1 0 1 0
ns 0 0 0 0 ns 1 1 1 0
ng | 0 0 0 1 ng | 0 0 0 1

Formula (10) nie jest spelniona przy warto$ciowaniu v, w ktérym v(.S) = ng, v(M)

ny, v(P) = ng, a v(N) = ns.

(59) I/ (11)

Wszystkie atomy wedlug matryc:
a | ni| ne | ng 1 | n | no | ng
ni 0 0 1 niy 0 1 1
ng | 0] 0 1 ng | 1 0 1
ng | 0 0 0 ng | 1 1 1

Formula (11) nie jest spelniona przy wartosciowaniu v, w ktérym v(N) = ns, v(M) = n4,
v(P) = na.

(53) 77 (13)

Wszystkie atomy wedlug matryc:

a n no ns 1 ni No ns
ny | 0] 0 0 ny | 0 1 0
%) 0 0 0 no 1 1 0
nzg | 0] 0 1 nzg | 0] 0 1
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Formuta (13) nie jest spelniona przy wartosciowaniu v, w ktérym v(S) = ns, v(M) = nq,
v(P) = nay.
(57) i/ (15)
Wszystkie atomy wedlug matryc:
a | n | ne | n3 i | ny | ne | ng
ny 0 0 0 nq 0 1 0
ng | 0 0 0 ng | 1 0 0
ny | 0 0 1 ny | 0 0 1

Formuta (15) nie jest spelniona przy wartosciowaniu v, w ktérym v(S) = ns, v(M) = nq,

U(P) = nN2.
(62) ¥/ (18)
Zachodzi, poniewaz formula (62) jest teza systemu Stnd, a formula (18) nie jest.

(61) 7 (16)
Atomy o postaci Xa) — 0, a atomy o postaci X'1) wedlug matrycy:
i | nyp | no
ni1 1 1
Up) 1

Formuta (16) nie jest spelniona przy warto$ciowaniu v, w ktérym v(P) = ny, v(M) = ng

(63) 17 (21)
Atomy o postaci Xa) — 0, a atomy o postaci X'i) wedlug matrycy:

1 ny Up)
ny 0 1
N9 1

Formula (16) nie jest spelniona przy warto$ciowaniu v, w ktérym v(P) = ng, v(M) = ny

(64) v/ (24)
Aksjomaty systemu Stp oraz formula (64) sa prawdziwe, a formula (24) falszywa w

modelu, w ktérym wszystkie atomy sa falszywe.
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