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SYSTEMY SYLOGISTYKI DOWODOWE]J

WPROWADZENIE

Jan tukasiewicz [3] przedstawit sylogistyke Arystotelesa w postaci sys-
temu aksjomatycznego opartego na klasycznym rachunku zdan. W tym sa-
mym stylu zaprezentowano jeszcze kilka aksjomatyzacji sylogistyki, roznia-
cych sie nieco aksjomatami i terminami pierwotnymi. Jedna z podstawowych
réznic migdzy systemami jest interpretacja zdan kategorycznych, w ktérych
powtarza sie dwa razy ta sama zmienna — ,kazde S jest S” oraz ,,pewne S
jest S”. Odwotujac sie do pewnych intuicji Arystotelesa, zwiazanych z jego
koncepcja dowodu, dotyczacych pierwszego z wymienionych zdan, przedsta-
wiamy trzy nowe systemy aksjomatyczne pozostajace w tradycji tukasiewi-
cza. Rozpatrywane systemy rdznia si¢ migdzy soba podejsciem do drugiego
z nich, dla ktérego nie udato sie znalez¢ jednoznacznej interpretacji.

Dla precyzyjnego okreslenia zawartosci systemow zostanie wykorzystana
metoda aksjomatycznego odrzucania. Jednoczesnie, dla dwoch z nich, przed-
stawimy interpretacje w rachunku zbioréw.

UWAGI O DOWODACH
W ANALITYKACH WTORYCH ARYSTOTELESA

Przy formalizacji sylogistyki jako materiat Zrodtowy brane sa zazwyczaj
pod uwage jedynie rozwazania Arystotelesa dotyczace poprawnych trybow
trzech figur sylogistycznych, zapisane w Analitykach pierwszych. Do tego
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dotacza sie pbzniejsze osiagniecia logiki tradycyjnej oraz intuicje zwiazane
z interpretacja termindw sylogistycznych w teorii zbioréw.

W niniejszej pracy uwzglednimy w aksjomatyzacji rowniez uwagi Arys-
totelesa zwiazane z jego koncepcja dowodu znajdujace sie¢ w Analitykach
wtorych. Dowdd jest dla Arystotelesa elementem budowania wiedzy nauko-
wej (episteme) i dla zrozumienia jego koncepcji dowodu niezbedne jest od-
wotanie sie do koncepcji wiedzy. Wiedza naukowa, w odréznieniu od mnie-
mania czy przekonania, ma walor koniecznosci, bo oparta jest na poznaniu
istotnych wiasnosci przedmiotéw poznawanych, ich rzeczywistych przyczyn.

Jasne wigc, ze poznanie naukowe jest czyms$ tego rodzaju; bo jezeli wzia¢ pod
uwage ludzi nie majacych wiedzy naukowej i takich, ktorzy ja posiedli, to pierwsi
sadza, iz rzecz tak si¢ przedstawia, a ci drudzy wiedza, ze tak si¢ przedstawia
i rzeczywiscie tak jest; a zatem to, co stanowi przedmiot wiedzy bezwarunkowej,
nie moze by¢ inne niz jestl.

W zwiazku z tym, jako elementy dowodu moga wystapi¢ sylogizmy
w szczeg6lnym kontekscie. ,,[...] sylogizm jest bardziej og6lny; dowdd nato-
miast jest pewnym sylogizmem, ale nie kazdy sylogizm jest dowodem.”?
Przestanki sylogizmow wystepujacych w dowodach musza by¢ prawdziwe.
Ponadto musza odwotywa¢é sie do istotnych wiasnosci przedmiotow, o kto-
rych cos stwierdzaja.

Przez dowdd rozumiem sylogizm tworzacy wiedze naukowa, czyli taki, dzieki
ktoremu, jezeli tylko jestesmy w jego posiadaniu, mamy te wiedze. Jezeli przeto
wiedza jest taka, jak ustalilismy, to i przestanki wiedzy demonstratywnej musza
by¢ prawdziwe, pierwotne, bezposrednie, lepiej znane wczesniejsze [od wniosku]
i musza by¢ jego przyczynaf.

W rezultacie pojawiaja sie pewne prawidtowosci, dotyczace uzycia sylo-
gizméw w dowodach, wykraczajace poza rozwazania z Analitykow pierw-
szych, ktore moga zosta¢ uwzglednione w aksjomatyzacji sylogistyki.
W Ksiedze | Analitykdw wtdrych czytamy:

! Analityki wtére, 71 b. Wszystkie cytaty z Arystotelesa na podstawie ttumaczenia K. Les-
niaka [1].

2 Analityki pierwsze, 25 b.

® Tamze.
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Co wigcej, jezeli A jest wiasnoscia B, B nie moze by¢ wihasnoscia A, tzn. wias-

noscia wiasnosci. Dlatego A i B nie moga by¢ nawzajem orzekane o sobie; mozna

cos prawdziwego o nich powiedzie¢, ale jednego o drugim prawdziwie orzekaé nie
A4

mozna“.

Dalej nastepuje obszerna argumentacja za tym stwierdzeniem odwotujaca sie
z jednej strony do powoddw zwiazanych z technika budowania dowodow,
a z drugiej do metafizycznych witasnosci substancji, jakosci, rodzajéw oraz
ich wzajemnych powiazan. Nie bedziemy tu wchodzili w dyskusje tej argu-
mentacji, przyjmujac jedynie postawiona teze i interpretujac ja jako zdanie:

(*) ,,Nieprawda, ze zarazem kazde S jest P i kazde P jest S.”

zgodnie ze wskazéwkami dotyczacymi sposobu czytania i rozumienia zdan
ogOlnotwierdzacych z Analitykow pierwszych. Zdanie to zostanie uwzgled-
nione w tworzeniu przedstawionych dalej aksjomatyzacji sylogistyki.
Poniewaz w Ksigdze Il Analitykdw pierwszych Arystoteles powotuje sig
na zdania ogoélnotwierdzace odwracalne, w rozwazaniach dotyczacych do-
wodu biednego kota® przyjmujemy, ze zdanie (*) jest zwiazane jedynie z do-
wodami i dlatego przedstawione systemy nazywamy sylogistyka dowodowa.

USTALENIA TERMINOLOGICZNE

Za tukasiewiczem bedziemy rozwazali sylogistyke jako teori¢ nabudo-
wana na klasycznym rachunku zdan (KRZ). Zmienne nazwowe oznacza¢ bg-
dziemy literami: S, P, M, ..., Si, S,, ...; predykaty charakterystyczne dla
sylogistyki — literami a oraz i (bedziemy je zapisywac¢ w notacji infiksowej,
np.: SaP, SiP i w ten spos6b utworzone zdania atomowe sylogistyki od-
czytywaé¢ odpowiednio ,,kazde S jest P” oraz ,pewne S jest P”); funktory
KRZ - symbolami: — (negacja), A (koniunkcja), v (alternatywa), — (impli-
kacja). Za poprawnie zbudowana formutg (wyrazenia) jezyka sylogistyki
bedziemy uwazali dowolne zdanie atomowe sylogistyki oraz kazde zdanie
otrzymane z poprawnie zbudowanych zdan za pomoca wiasciwie uzytych
funktorow KRZ.

4 Analityki wtore, 83 a.
® Por. Analityki pierwsze, 57 b, 58 a.
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Korzysta¢ bedziemy réwniez z symboli metajezykowych — zmienne prze-
biegajace zbiér zmiennych nazwowych oznacza¢ bedziemy: X, Y, Z, ..., Xy,
Xa, ...; formuly atomowe: A, B, ..., A;, A, ... ; dowolne formuty zdaniowe
jezyka sylogistyki: o, B, .... Ponadto dla oznaczenia asercji i wyprowa-
dzalnosci uzywac¢ bedziemy symbolu: |— , a dla odrzucenia — symbolu: —].
Symbol asercji bgdzie pomijany, o ile z kontekstu wynika, ze mamy do
czynienia z formuta uznana.

Dowolna koniunkcje¢ formut atomowych (takze jednoelementowa, tzn. po
prostu formute atomowa) bedziemy nazywac¢ formuta elementarng. Formuty
0 postaci o — A, - oraz A, gdzie o jest formuta elementarna, a A formuta
atomowa, bedziemy nazywa¢ formutami hornowskimi. W sytuacji, w ktorej
istnieje formuta v, taka ze oo = B Ay, gdzie o, B, vy sa formutami elementar-
nymi, bedziemy uzywaé¢ sformutowania o zawiera B. Zdefiniujemy specy-
ficzny rodzaj formut elementarnych — farcuchy taczace zmienne. Zbior
wszystkich tancuchdéw taczacy zmienna X ze zmienna Y oznaczaé¢ bedziemy
L(X,Y) i rozumie¢ zgodnie z nastepujaca definicja indukcyjna:

(i) XaY e L(X,Y), gdzie X oraz Y sa roznymi zmiennymi;
(i) jezelio e L(Z,Y), to XaZaae L(X,Y), gdzie X nie wystepuje w «;
(iii) jezeliooe L(X,Y)iB=oip jest formuta elementarna, to B € L(X,Y).

Dowolny element zbioru tancuchéw L(X,Y) (dowolny tancuch taczacy
zmienna X ze zmienna Y) oznaczaé¢ bedziemy symbolem 1(X,Y).

W definiowaniu systemow uzywane beda reguty odrywania (MP) i pod-
stawiania (Subst) za zmienne nazwowe 0 nastepujacych schematach:

P) oa— B, o
5 )
(Subst) —oc,
e(o)

gdzie e jest podstawieniem za zmienne nazwowe.

Ponadto uzywaé bedziemy regut odrzucania przez odrywanie (MP™),
przez podstawianie (Subst™), oraz reguly dysjunkcji (Dysj) o ponizszych
schematach:
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e —a B, — B
_| a ,
—] e(a)
(Subst™) —a,
_| o
Oysi) — o> A ..., — o> A,
Ys) )

—]a—>Av..VA,

gdzie o jest koniunkcja formut atomowych.

SYSTEMY AKSJOMATYCZNE

Jako podstawe dla konstruowanych systemow sylogistyki dowodowej
przyjmiemy aksjomatyzacje sylogistyki przedstawiona przez J. Stupeckiego
[6] (system S), stanowiaca minimalny system zbudowany w stylu fukasie-
wicza, zawierajacy prawa Arystotelesowskiej sylogistyki asertorycznej. Sys-
tem okreslony jest poprzez reguty MP i Subst oraz zbiér aksjomatéw, do
ktérego nalezy kazde podstawienie tezy KRZ w jezyku sylogistyki oraz na-
stepujace aksjomaty specyficzne:

(Ax1) SaM A MaP — SaP;
(AX2) SiM A MaP — PiS;
(AX3) SaP — SiP;
(Ax4) SiP — PiS.

Najmniejszy z systeméw sylogistyki dowodowej, D1, powstanie poprzez
dotaczenie do systemu Stupeckiego nastepujacego aksjomatu wyrazajacego
zdanie (*)®:

(AX5) — SaS.

Kolejne systemy wzbogacane sa o aksjomaty, w ktérych okreslane sa

® ¢ atwo sprawdzi¢, ze na gruncie systemu S formuty (*) i (Ax5) sa dedukcyjnie rownowazne.
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warunki prawdziwosci zdania atomowego typu XiX. System posredni, D2,
powstaje przez dodanie do systemu D1 aksjomatu:

(AX6) SiP — SiS,

bedacego teza systemow sylogistyki, w ktérych daje si¢ interpretowa¢ zdania
szczegbtowotwierdzace jako stwierdzenie nieroztacznosci odpowiednich
nazw, np. system tukasiewicza, oraz systemy z tzw. mocna interpretacja
zdan ogdlnotwierdzacych [2,5]. Z kolei maksymalny system D3 powstaje
przez dotaczenie do D2 tukasiewiczowskiego aksjomatu:

(AX7) Sis.

tatwe do weryfikacji wiasnosci rozpatrywanych systemow wyrazone sa
poprzez nastepujace lematy, ktére podajemy bez dowoddw.

LEMAT 1

Tezami systemu S sa wszystkie formuty o postaci:
(@ I(X)Y)— XaY;

(b) 1(X,Y) AI(X,Z) - Yiz;

(C) XqiXo A I(Xl,Y) A I(Xz,Z) - YiZz,

(d) PaS — Sis.

LEMAT 2

Tezami systemu D1 sa wszystkie formuty o postaci:
@ —=(CXY) A YaX)
oraz
(b) XaX — A;
(c) IX)Y)AaYaX - A;
dla dowolnego atomu A.

LEMAT 3

Tezami systemu D2 sa nastgpujace formuty:
(a) SaP — SiS,
(b) PiS — SiS
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ODRZUCENIOWE UZUPELNIENIE SYSTEMOW

Aby lepiej zrozumie¢ specyfike zdefiniowanych powyzej systeméw sylogis-
tyki, przeanalizujemy ich rozszerzenia, tworzac aksjomatyke odrzuceniows'.
Wykorzystamy nastepujace schematy aksjomatéw odrzuconych:

(AX_ll) —l Slisl A Plipl A |(Sl,82) A I(Pl,Pg) A SzaM A PaM A |(M,N) —
— S,iP,2 gdzie 1(S1,S,), 1(P1,P2) i I(M,N) nie zawieraja wspolnych
zmiennych;

(Ax'2) —] I(S,P) — SiS;

(Ax'3) —] I(P,M) — SiS, gdzie S nie wystepuje w I(P,M),

stwierdzajace, ze odrzucone jest kazde wyrazenie o odpowiedniej postaci.

Intuicyjne uchwycenie znaczenia powyzszych schematéw formut odrzu-
conych jest trudniejsze niz zrozumienie aksjomatow, gdyz ze wzgleddéw
technicznych sa one bardziej skomplikowane. Schemat (Ax'1) zblizony jest
do przyjetego przez tukasiewicza aksjomatu odrzuconego SaM A PaM — SiP
i jego intuicyjny sens jest podobny. tatwo znalez¢ dla tej formuty intuicyjnie
czytelny kontrprzyktad. Schemat formuty odrzuconej przez (Ax'2) intuicyjnie
bliska jest aksjomatowi (Ax6), a wigC jego odrzucenie oznacza, ze system
D1 jest whasciwym podsystemem D2. Z kolei odrzucenie schematu formuty
wystepujacego w (Ax'3) mozna odczyta¢ w taki spos6b, ze nie mozna
przyjaé, ze prawdziwe jest wyrazenie o postaci XiX na podstawie praw-
dziwosci wyrazen nie zawierajacych zmiennej X.

DEFINICJA 1

(a) Wyrazeniem odrzuconym systemu D1 jest kazde wyrazenie pod-
padajace pod jeden ze schematéw aksjomatéw odrzuconych (Ax*1)
lub (Ax'2) oraz wyrazenia, ktére mozna otrzymaé z wyrazen odrzu-
conych D1 oraz z tez D1 za pomoca regut odrzucania (MP™), (Subst™)
oraz (Dysj).

(b) Wyrazeniem odrzuconym systemu D2 jest kazde wyrazenie pod-
padajace pod jeden ze schemat aksjomatéw odrzuconych (Ax'1) lub
(Ax*3) oraz wyrazenia, ktére mozna otrzymaé z wyrazen odrzuco-

" Analogiczne rozwazania przeprowadza dla swojego systemu tukasiewicz [3].

8 Na gruncie systeméw D2 i D3 schemat wyrazenia wystepujacy w Ax 1 mozna réwno-
waznie zastapi¢ nieco prostszym: 1(S1,S;) A I(P1,P2) A S,aM A P,aM A I(M,N) — S,iP,, gdzie
1(S1,S,), I(P1,P5) i I(M,N) nie zawieraja wspdlnych zmiennych.
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nych D2 oraz z tez D2 za pomoca regut odrzucania (MP™?), (Subst™)
oraz (Dysj).

(c) Wyrazeniem odrzuconym systemu D3 jest kazde wyrazenie podpa-
dajace pod schemat aksjomatu odrzuconego (Ax'1) oraz wyrazenia,
ktére mozna otrzyma¢ z wyrazen odrzuconych D3 oraz z tez D3 za
pomoca regut odrzucania (MP™), (Subst™) oraz (Dysj).

Poniewaz reguly odrzucania (MP™?) i (Subst?) sa odwrdceniem regut
(MP) i (Subst) prawdziwy jest nastepujacy lemat.

LEMAT 4
Jezeli o |— B oraz—]| B, to— 0.

TWIERDZENIE 1

Kazde wyrazenie jezyka sylogistyki jest albo teza systemu D1 albo wyra-
zeniem odrzuconym tego systemu w sensie Definicji 1.

DOWOD

Na gruncie KRZ kazda formute mozna réwnowaznie roztozy¢ na koniun-
kcje formut o postaci: oo — A; v ... v A, gdzie o jest formuta elementarna,
a Aj 1<i<n formutami atomowymi. Wystarczy wigc udowodni¢ twierdzenie
dla tego rodzaju formut. Z kolei McKinsley [4] pokazat, ze dla teorii, kto-
rych aksjomaty maja posta¢ formut hornowskich zachodzi nastepujaca wias-
nos¢ dysjunkciji:

Formuta o postaci o — A; v ... v A, jest teza wtw teza jest co najmniej
jedna z formut: a—A, ..., A,

W zwiazku z tym wystarczy pokaza¢, ze kazda formuta hornowska jest badz
teza badz wyrazeniem odrzuconym. W przypadku innych formut beda one
tezami lub wyrazeniami odrzuconymi na podstawie reguty (Dysj).

Pokazemy najpierw, ze kazda formuta hornowska sylogistyki jest teza lub
wyrazeniem odrzuconym. Rozpatrzymy wszystkie mozliwosci ksztattu for-
muty hornowskiej o jezyka sylogistyki ze wzgledu na nastepnik implikacji:
(i) formuta hornowska bez nastepnika, tzn. negacja formuty elementarnej,
(i) nastepnik o postaci XaX, (iii) nastepnik o postaci XaY, gdzie X jest roz-
ne od Y, (iv) nastepnik o postaci XiX, (v) nastepnik o postaci XiY, gdzie X
jestrozne od Y.
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(i) Formuta o ma posta¢ —3, gdzie B jest formuta elementarna. Jezeli B
zawiera formute atomowa o postaci XaX lub formute réwnowazna koniun-
kcji 1(X,Y)AYaX, to na mocy aksjomatu Ax5 lub Lematu 2a jest teza D1.
W przeciwnym przypadku, wszystkie zmienne wystepujace w atomach ogélno-
twierdzacych B mozemy uporzadkowac liniowo w taki sposob, ze pierwszy
argument w zdaniu og6lnotwierdzacym zawsze bedzie w tym porzadku $cis-
le wczesniejszy niz drugi, tzn. mozna te zmienne oznaczy¢ symbolami X,
Xz, ..., Xpn, N22, w taki sposob, ze kazde zdanie ogolnotwierdzace wyste-
pujace w 3 ma posta¢ X;aX;, gdzie i<j. Na gruncie systemu D1 mozna w tej
sytuacji z o wyprowadzi¢ formute o postaci:

(1) — (X1IX1 A XaXo A XoaXz A .l A Xn_laXn).

Powstaje ona przez (1) dodanie jako czynnikow koniunkcji elementéw o po-
staci XgaXy+1, 1<k<n, niewystepujacych w [ oraz atomu X;iX;, o ile nie
wystepowat w [, co mozliwe jest na mocy odpowiedniego prawa KRZ,
(2) podstawienie za zmienne r6zne od X; 1<i<n zmiennej X; oraz (3) opu-
szczenie pozostatych elementéw B jako wyprowadzanych z X;iX;aX;aX,
AXaX3A... AXp1aX, na mocy Lematu la, 1d oraz aksjomatu Ax3. Gdy w B
nie wystepuje zadne zdanie ogdlnotwierdzace dotaczamy takie zdanie na
mocy prawa KRZ.

Z kolei z formuty (1) mozna wyprowadzi¢ formutg podpadajaca pod sche-
mat aksjomatu odrzuconego Ax'1, poniewaz stanowi ona negacje czesci ta-
kiej formuty. Kazda zatem formuta o postaci rozpatrywanej przez nas w tym
przypadku, nie bedaca teza D1, jest odrzucona na mocy Lematu 4.

(i) Formuta o ma posta¢ B—XaX, gdzie B jest formuta elementarna.
W obecnosci aksjomatu Ax5 o jest rownowazne —f3 i zastosowaé do niej
mozna rozwazania z punktu (i).

(iti) Formuta o ma posta¢ B—XaY, gdzie X jest rozne od Y, a B jest
formuta elementarna. Jezeli B zawiera formute atomowa o postaci ZaZ lub
formute réwnowazna koniunkcji 1(Z,V)AVaZ, to na mocy aksjomatu Ax5 lub
lematu 2a o jest teza D1. Jezeli B zawiera formute 1(X,Y), to o jest teza D1 na
mocy Lematu la. Jezeli nie zachodzi zadna z wymienionych sytuacji, to po-
stepujac analogicznie jak w (i), mozemy z o wyprowadzi¢ formute o postaci:

(2) Xlixl A XqaXy A XoaXz A Lo A XpagaX, — Xian, 1 SJ <i< nnz22.

W wypadku, gdy w poprzedniku wyrazenia o, nie wystepuje ktoras ze zmien-
nych z nastepnika XaY za zmienna taka podstawiamy X, za X badz X, za Y.
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Na mocy Lematu 1a mamy réwniez:
(3) X1iXy A XiaXo A XoaXs A .o A XpgaX, — XjaXi, 1 SJ <is<n,n=>2.

Poniewaz teza jest formuta —(XjaXjaXjaX;), z (2) mozemy wyprowadzi¢
formute (1) i dalej formute podpadajaca pod schemat Ax'1. Kazda zatem
formuta o postaci rozpatrywanej przez nas w tym przypadku, nie bedaca
teza, jest odrzucona.

(iv) Formuta oo ma posta¢ B—XiX, gdzie B jest formuta elementarna. Jezeli
B zawiera formutg atomowa 0 postaci ZaZ lub formute rownowazna koniun-
kcji 1(Z,V)AVaZ, to na mocy aksjomatu Ax5 lub lematu 2a o jest teza D1.
Jezeli B zawiera formute o postaci YaX, to o jest teza D1 na mocy lematu 1d.
Rowniez jezeli B zawiera formute atomowa XiX, to oo na mocy prawa KRZ
jest teza. Jezeli nie zachodzi zadna z wymienionych sytuacji, to postepujac
analogicznie jak w (i) i (iii), mozemy z oo wyprowadzi¢ formutg 0 postaci:

(4) XiaXs A XzaX;:, A oo A XpagaXy = XliX1, nz2,

i dalej formute podpadajaca pod schemat Ax™'2. Kazda zatem formuta o po-
staci rozpatrywanej przez nas w tym przypadku, nie bedaca teza, jest od-
rzucona.

(v) Formuta oo ma posta¢ B—XiY, gdzie X jest rozne od Y, a B jest for-
muta elementarna. Jezeli B zawiera formute atomowa o postaci ZaZ lub for-
mute réwnowazna koniunkcji 1(Z,V)AVazZ, to na mocy aksjomatu Ax5 lub
lematu 2a o jest teza D1. Jezeli B zawiera formuty 1(Z,X) i I(Z,Y) lub ZiV,
1(Z,X) i I(V,Y), to o jest teza D1 na mocy lematu 1b lub 1c. Jezeli nie
zachodzi zadna z wymienionych sytuacji, to postgpujac analogicznie jak
w (i), (iii) i (iv) mozemy z o wprost wyprowadzi¢ formute podpadajaca pod
schemat Ax'1.

Pozostaje nam pokazanie, ze zadne wyrazenie hornowskie sylogistyki nie
jest zarazem teza i wyrazeniem odrzuconym D1. W tym celu postuzymy sie
interpretacja D1 w teorii zbioréw, |, w ktdrej aksjomaty odrzucone sa fat-
szywe. Nazwom przypisywac¢ bedziemy dowolne niepuste zbiory, natomiast
wyrazenia atomowe interpretowaé¢ bedziemy nastepujaco. Niech s(X) i s(Y)
beda zbiorami przypisanymi odpowiednio zmiennym X oraz Y.

e Zdanie XaY interpretujemy jako: s(X) c s(Y).

e Zdanie XiY interpretujemy jako: s(X) m s(Y) # i przynajmniej jeden

ze zbiorow s(X) i s(Y) ma przynajmniej 2 elementy.
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Sprawdzenie, ze aksjomaty D1 sa prawdziwe w przedstawionej interpretacji
pozostawiamy Czytelnikowi. W dowolnej formule podpadajacej pod schemat
aksjomatu odrzuconego Ax'1, ktéry mozna zapisa¢ w nastepujacy sposéb:

Slisl A Plipl A I(Sl,Sm) A I(Pl,Pn) A SpaMy A PpaMy A I(Ml,Mk) — Smlpn,
niech wyrazenia I(S1,Sn), 1(P1,Pn) i 1(M1,My) beda odpowiednio o postaci:
SlaSZ/\SzaS;;/\.../\Sm_laSm, m=2

PiaP,AP,aPsA...AP,.18P,, N>2 oraz

MlaMg/\MgaM;g/\.../\Mk.laMk, k>2

Wtedy przy nastepujacym przypisaniu zmiennym zbioréw otrzymamy zaw-
sze zdanie falszywe:

s(S1) ={1,3};
s(Si) = s(Si.1) U {2i+1}, dla 1<i<m;
s(Py) ={2,4};

s(Pi) = s(Pi.1) U {2i+2}, dla 1<i<n;
S(My) =s(Sm) U s(Py);
s(M;) = s(M;.1) u {-i} dla 1<i<k.

Z kolei w schemacie aksjomatu Ax12, zapisanego jako: 1(S1,Sm) — S1iSy,
niech formuta 1(S;,S,) przyjmie postac: S;aS,ASaS3A...ASm18Sm, M>2. Wte-
dy przy nastepujacym przypisaniu zmiennym zbioréw otrzymamy zawsze
zdanie fatszywe:

s(S1) ={1};
s(Si) = s(Si.1) v {i}, 1<i<m. Q.E.D.

TWIERDZENIE 2

Kazde wyrazenie jezyka sylogistyki jest albo teza systemu D2 albo
wyrazeniem odrzuconym tego systemu w sensie Definicji 1.

DOWOD

Celem pokazania, ze kazde wyrazenie jezyka sylogistyki jest teza lub wy-
razeniem odrzuconym systemu D2, wystarczy rozpatrzy¢ przypadki (i) — (v)
z dowodu Twierdzenia 1. Sytuacje (i), (ii), (iii) i (v) pozostaja bez zmian
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w stosunku do systemu D1. W przypadku (iv) rozpatrujemy wyrazenie o 0 po-
staci B—XiX, gdzie B jest formuta elementarna. Jezeli B zawiera formute
atomowa o0 postaci ZaZ lub formutg rdwnowazna koniunkcji 1(Z,V)AVaz, to
na mocy aksjomatu Ax5 lub lematu 2a o jest teza D2. Jezeli B zawiera
dowolne wyrazenie atomowe ze zmienng X, to o jest teza D2 na mocy aksjo-
matu Ax6 lub Lematu 1d, 3a lub 3b. W przeciwnym wypadku z o mozna
wyprowadzié wyrazenie podpadajace pod schemat Ax™'3. Kazda zatem for-
muta jezyka sylogistyki, ktora nie jest teza D2, jest odrzucona.

W celu pokazania, ze zadne hornowskie wyrazenie odrzucone D2 nie jest
teza D2, postuzymy sie interpretacja D2 w rachunku zbioréw I,, w ktorej
zmiennym przypisane zostana dowolne zbiory, a wyrazenia atomowe inter-
pretowac¢ bedziemy nastepujaco. Niech s(X) i s(Y) beda zbiorami przypisa-
nymi odpowiednio zmiennym X oraz Y.

e Zdanie XaY interpretujemy jako: s(X) < s(Y) i s(X)=J.

e Zdanie XiY interpretujemy jako: s(X) n s(Y) #O.

Sprawdzenie, ze aksjomaty D2 sg prawdziwe w tej interpretacji, pozosta-
wiamy Czytelnikowi. W dowolnej formule podpadajacej pod schemat aksjo-
matu odrzuconego Ax*1 mozemy zastosowa¢ to samo podstawienie, co
w dowodzie Twierdzenia 1. Schemat aksjomatu odrzuconego AXx*3 zapisz-
my w postaci: P;aP,AP,aP3A...APy1aPR—SIS m>2. Wtedy przy nastepuja-
cym przypisaniu zmiennym zbior6éw otrzymamy zawsze zdanie fatszywe:

s(P1) = {1};
s(P)) = s(Si) U {i}, 1<i<m;
s(S) = @. Q.E.D.

TWIERDZENIE 3

Kazde wyrazenie jezyka sylogistyki jest albo teza systemu D3 albo
wyrazeniem odrzuconym tego systemu w sensie Definicji 1.

DOWOD

Tak jak w przypadku poprzednich twierdzen dla pokazania, ze kazde
wyrazenie jezyka sylogistyki jest teza lub wyrazeniem odrzuconym systemu
D2 wystarczy rozpatrzy¢ przypadki (i) — (v) z dowodu Twierdzenia 1.
Sytuacje (i), (ii), (iii) i (v) pozostaja bez zmian w stosunku do systeméw D1
i D2. W przypadku (iv) dla ktérego rozpatrujemy wyrazenie o 0 postaci
B—XiX, gdzie B jest formuta elementarna, o jest teza D3 na mocy AX7.
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W celu pokazania, ze zadne hornowskie wyrazenie odrzucone D3 nie jest
teza D3, postuzymy si¢ interpretacja D3 w teorii zbioréw, I3, w ktorej
zmiennym przypisane zostana dowolne niepuste zbiory, a wyrazenia atomo-
we interpretowa¢ bedziemy nastepujaco. Niech s(X) i s(Y) beda zbiorami
przypisanymi odpowiednio zmiennym X oraz Y.

e Zdanie XaY interpretujemy jako: s(X) c s(Y).

e Zdanie XiY interpretujemy jako: s(X) m s(Y) #J.

Znowu rutynowe sprawdzenie, ze aksjomaty D3 sa prawdziwe w przedsta-
wionej interpretacji, pozostawiamy Czytelnikowi. W dowolnej formule pod-
padajacej pod schemat aksjomatu odrzuconego Ax™*1 mozemy za$ zastoso-
wacé to samo podstawienie, co w dowodzie Twierdzenia 1. Q.E.D.

INTERPRETACJE SYSTEMOW D2 | D3
W RACHUNKU ZBIOROW

Pokazemy teraz, ze systemy D2 i D3 sa petne odpowiednio w stosunku do
modeli w rachunku zbioréw wyznaczonych przez interpretacje funktorow
sylogistycznych wykorzystanych w dowodzie twierdzen 2 i 3.

LEMAT 5

Jezeli o 0 postaci B—XaY, gdzie B jest wyrazeniem elementarnym, a X
oraz Y sa réznymi zmiennymi, nie jest teza D2 (D3), to istnieje funkcja s
przypisujaca zmiennym zbiory takie, ze o jest przy tej funkcji fatszywa
przy interpretacji 1, (I3) funktorow sylogistyki w rachunku zbioréw oraz
s(X) # s(Y).

DOWOD

Poniewaz z kazdego wyrazenia o 0 rozpatrywanej przez nas postaci, kto-
re nie jest teza systemu D2 i D3 (z dowoddw Twierdzen 1, 2 i 3 wida¢, ze
w przypadku wyrazen o tej postaci systemy D1, D2 i D3 nie r6znia sie),
mozna wyprowadzi¢ poprzez podstawianie oraz dotaczanie nowych czynni-
kéw w poprzedniku formute rébwnowazna formule o postaci (2) z dowodu
Twierdzenia 1, wystarczy, ze pokazemy funkcje s dla wyrazen o tej wlasnie
postaci, tzn.:

Xlixl A XiaXo A XoaXsz A o A XpagaX, = Xian, 1 SJ <i<g n,n=2.
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Przy obu interpretacjach, I, i I3, funktoréw sylogistycznych nastepujaca
funkcja s przypisujaca zmiennym zbiory sprawia, ze interpretacja tego wy-
razenia jest fatszywa w rachunku zbiorow:

s(Xy) = {1},
s(Xi) = s(Xi.1) U {i}, 1<i<n.

Zmiennym wystepujacym w nastgpniku tak okreslona funkcja s przypisuje
zawsze rozne zbiory. Q.E.D.

W dalszych rozwazaniach wykorzystamy znane wiasciwosci iloczynéw
kartezjanskich zbiorow, ktére przytoczymy tu bez dowodow.

LEMAT 6

Niech a, b, ¢, d beda dowolnymi zbiorami.

(a) Jezelia,b #J, to axb .

(b) Jezeli acbi ccd, to axcchbxd.

(c) Jezeli anbd i cnd-d, to axcn bxd-J.

(d) Jezeli dla przy roznych a i b agb lub przy réznych c i d ced, to
axczhbxd.

(e) Jezeli anb=@ lub cnd=, to axcn bxd=L.

TWIERDZENIE 4

System D2 jest petny ze wzgledu na model w rachunku zbioréw wy-
znaczony przez interpretacje 1, zmiennych i funktoréw sylogistycznych.

DOWOD

Poniewaz aksjomaty D2 sg prawdziwe w rozpatrywanej interpretacji,
aksjomaty odrzucone — fatszywe, a reguty MP i Subst oraz MP* i Subst™ za-
chowuja odpowiednio prawdziwos¢ i fatszywos¢ w dowolnej interpretacji,
wystarczy pokaza¢, ze reguta odrzucania Dysj jest dopuszczalna w interpre-
tacja I, tzn. przy interpretacji |, falsyfikowalne sa wyrazenia o postaci
oa—Av...VA,, gdzie o jest formuta elementarna, a A; 1<i<n formuta ato-
mowa, 0 ile falszywe sa wszystkie wyrazenia a—A;, 1<i<n. Pokazemy jak
skonstruowaé¢ odpowiednie zbiory dla n=2, naturalne rozszerzenie tego re-
zultatu na przypadek ogoélny jest oczywiste.

Niech s; i s, beda funkcjami przypisujacymi zmiennym wystepujacym
odpowiednio w formutach o« — A; i o — A, zbiory w taki sposob, ze
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w interpretacji I, formuly te beda fatszywe. Dla dowolnej zmiennej X
funkcje s definiujemy nastepujaco:

$(X) = s1(X) x 52(X).

Rozpatrzmy najpierw formuty wystepujace w o. Poniewaz o jest praw-
dziwe w interpretacji I, przy zastosowaniu funkcji s; i s,, dla kazdego zdania
atomowego o postaci XaY wystepujacego w o, zachodzi s;(X)csi(Y) oraz
S2(X)es2(Y), a 0 postaci XiY — s3(X)nsy(Y)=D oraz XiY — s1(X)Ns1(Y)=J.
Na mocy zatem Lematu 6b oraz 6c¢ zachodzi dla zdan o postaci XaY wy-
stepujacych w o s(X)cs(Y), a dla zdan o postaci XiY wystepujacych w o -
s(X)ns(Y)#. Jednoczesnie dla zdania o postaci XaY, poniewaz s;(X)zJ
oraz s;(X)=d, na mocy Lematu 6a, mamy s(X)zd. W zwiazku z powyzszym
wszystkie zdania wystgpujace w o Sa prawdziwe w interpretacji I, przy za-
stosowaniu funkgcji s.

Dla zdan A; i A, musimy wzia¢ pod uwage trzy mozliwe postaci:
(i) XaX, (ii) XaY, gdzie X oraz Y sa r6znymi zmiennymi oraz (iii) XiY.
W przypadku (i) niezaleznie od funkcji s zdanie takie w interpretacji I, be-
dzie fatszywe. W przypadku (ii) dla zdania A; o postaci XaY zachodzi
S1(X)zs1(Y) oraz sy(X)zs,(Y). Na mocy Lematu 5 mozemy tak dobra¢ funk-
cje s1 i Sy, ze S1(X)#s1(Y), a sa(X)#s2(Y). W zwiazku z tym, zgodnie z Le-
matem 6d, s(X)zs(Y). Jednoczesnie s(X)=s(Y). W przypadku (iii) dla zdania
A o0 postaci XiY zachodzi s;(X)nsi(Y)=, a dla zdania A, o tej samej po-
staci — Sy(X)Nsy(Y)=. W zwiazku z tym, na mocy Lematu 6e, w obu
przypadkach s(X)ns(Y)=Q. Zdania A; i A, sa zatem fatszywe w interpre-
tacji I, przy zastosowaniu funkcji s.

Wobec tego formuta a—A;vA,, w interpretacji l,, przy zastosowaniu
funkcji s, jest przeksztatcana w zdanie fatszywe. Q.E.D.

TWIERDZENIE 5

System D3 jest petny ze wzgledu na model w rachunku zbioréw wyzna-
czony przez interpretacje I; zmiennych i funktoréw sylogistycznych.

DOWOD

Woystarczy zastosowac to samo rozumowanie co w dowodzie Twierdzenia 4
przy wykorzystaniu tak samo zdefiniowanej funkcji s. Poniewaz interpre-
tacja I3 zaktada, ze zmiennym przyporzadkowane sa niepuste zbiory musimy
jedynie uwzgledni¢ Lemat 6a, zgodnie z ktérym jezeli s;(X)zQd oraz
$2(X)=d, to rowniez s(X)=J. Q.E.D.
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Na koniec zauwazmy, ze rezultatu podobnego do Twierdzen 4 i 5 nie daje
sie udowodni¢ dla systemu D1. Aby to zobaczy¢, wystarczy wziaé¢ pod uwa-
ge formute:

SiP — SiS v PiP,

ktora nie jest teza systemu D1 chociaz w interpretacji I, z dowodu Twier-
dzenia 1 jest przeksztatcana zawsze w zdanie prawdziwe.

BIBLIOGRAFIA

[1] Arystoteles: Dzieta wszystkie, t. 1, Warszawa 1990.

[2] Borkowski L.: Logika Formalna, Warszawa 1970.

[B] tukasiewicz J.: Aristotle’s Syllogistic from the Standpoint of Modern Formal Logic,
Clarendon Press, Oxford 1952.

[4] McKinsley J.C.C.: The decision problem for some classes of sentences without quan-
tifiers, ,,Journal of Symbolic Logic” 8 (1943), s. 61-76.

[5] Pietruszczak A.: O logice tradycyjnej i rachunku nazw dopuszczajacym podstawienia
nazw pustych, ,,Ruch Filozoficzny” 44 (1987), nr 2, s. 158-166.

[6] Stupeckil.: Uwagi o sylogistyce Arystotelesa, ,,Annales UMCS” 1 (1946), nr 3, s. 187-191.

SYSTEMS OF DEMONSTRATIVE SYLLOGISTIC
Summary

Aristotle in Analytica Posteriora presented a notion of proof as a special case of syllogism. In
the present paper the remarks of Aristotle on the subject are used as an inspiration for developing
formal systems of demonstrative syllogistic, which are supposed to formalize syllogisms that are
proofs. We build our systems in the style of J. Lukasiewicz as theories based on classical propo-
sitional logic. The difference between our systems and systems of syllogistic known from the
literature lays in the interpretation of general positive sentences in which the same name occurs
twice (of the form SaS). As a basic assumption of demonstrative syllogistic we accept a negation
of such a sentence. We present three systems which differ in the interpretation of specific positive
sentences in which the same name occurs twice (of the form SiS). The theories are defined as
axiomatic systems. For all of them rejected axiomatizations are also supplied. For two of them
a set theoretical model is also defined.
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