STEN LINDSTROM

Sanningens paradoxer: om andliga och oandliga lognare

1. Inledning
Lognarparadoxen, dessolika versioner tycks gevid handenatt var naiva for-
staelse av sanningspredikatet, uttryckt i féljande slutledningsregler:

(Sann ) Al Sann(‘A’)
(Sann E) Sann(‘A'Y] A.

ar motsagelsefull (jag skrivell” som en forkortnindgor ‘implicerar’). Det fore-
faller som om vart sanningsbegramyter samman i extrenmsituationer:nar det
konfronteras med paradoxala satser. Innan vi kan soka eflésreémg — om det
finns en sadan — maste vi emellertid studera paradoxethdeirasmangfald och
lara k&dnna dem battre. Tack vare Tarski tycks vi veta hskalikunnaundvika
de semantiska paradoxara atminstondor regimenteradéormella sprak. Dar-
emot har viinte lyckatsuppna enforstaelse avdet intuitiva sanningsbegreppet
som é&r fri franparadoxer.Situationen amnalogmed den som motarss betraf-
fandedet logiskaklassbegreppetLogiker har utarbetat teorier ontakser(eller
mangder) sonutesluterparadoxalaklasseroch som attillrackliga for de flesta
matematiska beov. Trots detta hamaninte lyckats ge erdvertygandeanalys
av detintuitiva klassbegreppet klass ibetydelseextensionhos ett begrepp —
som arfri fran motsagelser.Formodligen ar déva problemenatt ge eranalys
av klassbegreppet respektive sanningsbegreppet, nara relaterade till varandra.
Uppsatsen behandlar fyra variangar l6gnarparadoxen Forst denordinara
Lognaren ‘Dennasats ar intesann’. Jagdiskuterarforslagetatt dennasats ar
varkensann eller falsk Detta isin tur ledertill den forstarkta Lognaren(d.v.s.
observationeratt om satsersaknarsanningsvarde sa @en ju narallt kommer
omkring inte sann). Isamband med denmmaradox @kuterastankenatt l6gn-
arsatserna dade sannach falska Baggeidéernaatt de paradoxalasatserna
ar varken sanna eller falska respektive att de ar bade sanfelstiah arspeciellt
avpassadédr paradoxer sonvasentligeninvolverar negation. Men detfinns
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ocksa versioner akdgnaren soninte anvandersig av negtion. En sadan &r
Currys paadox som istéllet for negationanvandersig av implikation. Varken
idén omsanningsvardesgaffgaps”) eller denom kolliderande sanningsvarden
(“gluts”) verkar ha nagon tillampning pa Currys paradox.

Det ar envanlig uppfattningatt alla semantiskgparadoxeinvolverarantingen
sjalvreferens eller nagon form av cirkular referens. Steplabto har formulerat
en version av légnaren som inte tyaksefatta vare sigjélvreferens ellecirkular
referens. Jag avslutar uppsatseed att presentera ewversion av Yablos
paradox dar inte heller negationkommer till anvandning. Denna paradox
innehaller en oandlig sekvens av satser:

(S1) For varje i>1: om Sar sann, sa existerar Gud.
(S2) For varje i > 2: om Sir sann, sa existerar Gud.

etc.

Jag visar att var och en aessasatser masteara sann samt athan darur kan
sluta sig till satsen ‘Gud existerar’ (eller vilkken annan sats som sétts i dess stélle).

Jag avstaifran att ge nagordiagnos awad som kan “ara fel” med dessa
harledningar av paradoxal@iklusiorer fransynbarligenrimliga premisser med
hjalp av synbarligen korrekta logiska principer. En sadan diagnos fartllaetta
annat tillfélle.

2. Den ordinara Légnaren
Det finns manga satt athistadkomma epats A,som intitivt sager onsig sjéalv
att den inte ar sann, d.v.s. som ar sadan att:

A O =Sann(‘A’) och =Sann(‘'A’)O A.
Vi kan t.ex., latax vara en bstamdbeskrivningsom unikt beskrivesatsen A.

Lat t.ex.a vara beskrivningen: ‘Den sats som stkriven pasvartatavlan i rum

C204,Humanisthusetmea Universitet,kl. 16.00 den 21april, 2000’. Antag
vidare att

Den satssom star skriven pasvartatavlan i rum C204, Humanisthuset,
Umea Universitet, kl. 16.00 d&1 april, 2000= ‘Den satssom star skriven
pa svartatavlan i rum C204HumanisthusetUmea Universitet, kl. 16.00
den 21 april, 2000 &r inte sann’.

Eller kortare uttryckt:
a =‘=Sannf)’.

Vi kan nu resonera pa foljande satt:
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Antag attSann¢). Da foljer medelstidentitetssubstitution: $a(‘-Sann)’).
Men detta ger, medijdlp av(Sann E), attSannt). Antagandet atSann)
ledde till en motsagelse. Saledes har vi beviSann().

Men fran-Sann@) far vi Sann(-Sann¢)’) medelst(Sannl), vilket i sin tur
ger Sannf) (identitetssubstitution). VMiar alltsaharlett Sanrf) och -~ Sann@),
d.v.s. en motsagelse.

Ett populart satt att undga paradoxen ar tdidta mojligheten att satsen
= Sann() ar varesig sanneller falsk. Varjesats antas nwara antingensann,
falsk, eller sakna sanningsvarde. Vi antar foljande “sanningstabell” fér negation:

(1) om A ar sann, sa &A falsk
(2) om A ar falsk, sa & A sann
3) om A saknar sanningsvarde, sa saknArsanningsvarde.

Antag dessutom att A alltid har samma vagsknn falsk, eller varken sanreller
falsk) som Sann(‘A’). Speciellt galler att Sann(‘A’) saknar sanningsvarde om och
endast om Agor det. Vi hanalltsa foljandeslutledningsreglerférutom (Sann I)

och (Sann E):

(Falsk 1) - A O Falsk(‘A")
(Falsk E) Falsk('A’) O -A.

Falsk(‘A’) ar har en forkortning f6rn Sann(‘A’).

Med dennatolkning blir argumentet ovarogiltigt. Visserligenleder bagge
antagandena Samr)(och -~ Sanrfa) till motséagelser.Men cetta visar bara att
inget avdessava alternativkan varasant. Bade Sanm) och -~ Sann) saknar
sanningsvarde. De klassiskt giltiga slutledningsreglerna:

0] oml, A= A, salf O -A
(ii) oml,-AQ0 A salr d A,

blir ogiltiga med dengivna tolkningen. Saleddsan vi i légnarargumentet ovan
sluta oss fran antagandet Sanr{ll -Sann¢). Men fran detta kan vinte sluta
oss till att Sanm) ar falsk, utan endastill att Sanng) ar falsk eller saknarsan-
ningsvarde Den adra delen avargumentetutesluteratt Sanng) ar falsk. Det
aterstar alltsa enbart mojligheten att Sas@knar sanningsvarde.

3. Loégnarens revansch
Betraktaaterigen lognarsatsenSann). Vi har nu kommit frantill att denna

sats saknar sanningade: deréir varkensanneller falsk. Men i safall ar den ju
inte sann

(@) |6gnarsatsen ar inte sann.
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Man det var val det som légnarsatsen var avsedd att uttrycka? llisansluta

oss till, i tur och ordning:
= Sannf), Sann(=Sann)’), Sannf).

Sa aven alternativet dtignarsatsesaknarsanningsvardéycks ledatill en para-
dox. Denna paradox gar under namnetfdestarkta Lognaren
Den forstarkta Lognaren kan ocksa formuleras pa foljande satt:

(@) Satsen (1) ar inte sann.

Enligt den ursprungliga lI6sningen pa paradoxen galler:

@ Satsen (1) saknar sanningsvarde.

Fran (2) kan vi sluta oss till:

3) Satsen (1) ar inte sann.

Fran (3) foljer medelst (Sann I):

@) ‘Satsen (1) ar inte sann’ ar sann.

Men Satsen (1) = ‘Satsen (1) ar inte sann’. Saledes galler:
5) Satsen (1) ar sann.

Lat oss nu senarmare vad sorfrsiggar iden forstarkta Lognaren! den
ursprungligalosningen pdognarparadoxemntogyvi, att om ensats A saknar
sanningsvarde, s8aknar ocksa Sann(‘A’) sanningsvarde. Detta antagande
blockerar slutledningenfran (2) till (3) ovan. Men samtidigt tycks det vara
uttryck for enointuitiv lasning av-=Sann(‘A’). Om A saknasanningsvarde, sa
bordeval satserna Sann('‘A'dch -Sann(‘A’) ha sinningsvardet ‘falsktrespek-
tive ‘sant’, snararean sakna sanningsvarde. Det verkar som om viost
paradoxen till priset av en onaturlig lasning av konstruktionen Sann(‘A’).

Lat oss nu se vad soh@nder om virattar till” detta missforhallandech ger
Sann(‘A’) en mer naturlig l&sning:

(i) om A arsann, sa ar satsen Sann(‘A’) ocksa sann.
(i om A arfalsk eller saknar sanningsvarde, sa ar Sann(‘A’) falsk.

Med denna lasning géller foljande for varje sats A:
(i) Sann(‘A’) O-Sann(‘A’),

d.v.s. satser av formen Sann(‘A’) saknar aldrig sanningsvarde.
Speciellt galler for |6gnarsatserSann():

(iv)  Sann(=Sann¢)’) O-Sann(=Sann)’).

Eftersoma = ‘=Sann)’, far vi:



(V) San(a) L-Sann@).

Men, precissomtidigare ledebaggealternativertill en motségelse. Vi har fatt
tillbaka lognarparadoxen.

4. Dialetism: tesen att Lognaren ar bade sann och falsk
Den starka Lognaregick ut paatt visaatt denursprungligadsningen itermer
av sanningsvardesgap #ustabil. Om lognarsatsesaknarsanningsvarde, sa ar
den néarallt kommer omkringinte sann Men det arprecisvad satsensager,
alltsa ar den sann. Lognarparadoxen har slagit tillbaka.

Vissafilosofer, bl.a. Bradbowden och Grahamriest, rar foreslagitatt 16gn-
arsatsen dpade sann och faldgktéllet forvarken sann eller falsk Varfor inte se
pa lognargumentet som tva indirekta bevis:”

()] Sann@) O -Sann@) O Falsk@)
Alltsa, Sanifa) O (Sann¢) O-Sann@)).

(i) Falsk@) 0 —=Sann¢) O Sann).
Alltsa, Falska) O (Sanné) O-Sanng))

Fran (i) och (ii) tillsammans med

(iii) Sann) [ Falskr)

kan vi deducera:

(iv) Sann@) [ Falsk@).

Men detta innebar att:

v) San(a) L-Sann@).

Med anvandande av (Sann |) foljer sedan:
vy  Sann(‘Sanng) [1-~Sann@)’)

d.v.s. det finnsanna motséagelser

Denna standpunkt kaidrefallaminst sagtuppseendevéackande, da vi lart oss
att varje satsfoljer logiskt ur en motségelse. Men detta annte korrekt, under
forutsattning att det finns sanna motsagelser. Lat namligéa A vara ensann
motségelse och lat B vara en sats som inte ar sann, t.ex. 0 = 1. Da galler inte:

Al-AL B
eftersom forledet asant ochefterledet inte adet. Viantar har emefinition av

logsk konsekvensenligt vilken logisk konsekvens &isanningsbevarandeom
premisserna ar sanna, sa maste slutsatsen i en giltig slutledning ocksa vara sann.
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Standpunkten atibgnarsatsem Sannf) ar bade sann ocfalsk leder alltsa
inte till den absurdalutsatseratt varje sats ar sann. Sé&arfor inte acceptera
standpunkten ataradoxala satser &ade sannach falska? KanskeLognaren
bade ar sann ocfalsk och kanskeRussellsparadoxalaklass,bestaende aalla
klasser som inte tillhor sig sjalva, bade tillhdr och inte tillhor sig sjalv.

Tesen att definns sanna satserars negationeocksa arsanna, d. v. satt det
finns sanna motsagelser, gamunder beteckningendialetism (pa engelska,
“dialetheism”). Detforefaller emellertidsom om diketismen, narden tillampas
pa Lognaren, stoter pa eflagsforstarkt Lognare(jfr. Sainsbury 1995, §43).
Lat oss saga att:

satsen A ar sann* om och endast om A ar sann och inte falsk
satsen A ar osann* om och endast om det inte ar fallet att A ad sann

Da tycks depallaatt varje sats ar sanngller osann* och atingen sats ar bade
sann* och osann*.
Betrakta nu foljande variant av Lognaren:

L) L &r osann*.

Tesen att L ar bade sann* och osaanverkligen svarsmaltMen kanske det ar
exakt vad emiktig dialetist skulle havda i detta fall.

Oavsett om denna invandning mot dialetismekagklusiv, saskall jag i nasta
avsnitt diskutera eparadox som varkesanningsgapsteoretikeredler didetis-
terna tycks ha nagot botemedel mot.

5. Currys paradox

Hittills har jag i diskussionen av paradoxerna ismt&ant migav begreppeimpli-
kation. Medimplikation’ menarjag harett konnektivoch inte t.ex.relationen
logisk konsekvengbetecknas[d’) mellansatser. Iklassisklogik (savalsom i
intuitionistisk logik) satisfierar implikationen-’ féljande principer:

() Deduktionsteoremet
Om Ay,..., An, AQ B,sdA,..., AnO (A - B)

(i) Modus ponens
A A - BO B.

Bagge dessa principer ar hogst rimliga egenskaper hivspékation. Dessutom
anvands de standigt i informella logiska resonemang, t.ex. i matematiken.
Antag nu att vi har priciperna (Sani), (Sann E), deduktionsteoremet, modus
ponens samtidentitetssubstitution. D&an vi, med hjéalp av ett argument som
uppfanns awHaskell Curry i bérjan av1940-taletoch som gé under namnet
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Currys paradox bevisavilken sats Gsomhelst. Vikant.ex. lata Gvara satsen
‘Gud existerar’.

Currys ursprungliggparadox varformulerad inonramen for s. kkombinato-
risk logik. Vi kan enellertid betrakta den somen variant avRussells paradox
formulerad for klassen ¢ = {x: (Xl X) - G}. | naiv klassteori (naiv mangdlara)
galler:

cce (cOc) - G).

Curry visadehur man fran dennakvivalenskan harleda Gmedanvandande
enbart av modus ponens och deduktionsteoremet. Det var @uaiksatt visa
att narvaon avnegationinte var nddvandidgor uppkomsten av diegiska para-
doxerna.

Det var forst vid mitten a1950-taletsom Geacloch L6b, oberoende axar-
andra, \sadeatt Currys argumenacksa kartillampas palLognaren (SeBoolos
och Jeffrey, 1989, for endiskussion avsambandemellan Currys paradox och
L6bs berémda teorem i bevisteorin). Mot bakgrund av paraddenglicerade
historia vore dekanske réattvisastt kalla den for‘Curry-Geach-Lobs paradox’.
Nu till sjalva paradoxen:

Vi later:
B  San@) - G,
d.v.s.

( B ='Sanng) -~ G,

B ar med andra ord satsen ‘Om satBeir sann, sa existerar Gud'.
Vi kan nu resonera pa foljande satt:

@ Sannp) Antagande

) Sann(‘Sanfy) - G) 1 identitetssubstitution
3) Sannf) - G 2 (Sann E)

4 G 1, 3 modus ponens

5) Sannf) - G 1, 4 deduktionsteoremet

Observera att antagandet (1) avslitasl (5). Foljanderader aralltsainte bero-
ende av nagra antaganden:

(6) Sann(‘Sanfy) - G’) 5(Sannl)
(7 Sannp) 6 identitetssubstitution
® G 5, 7 modus ponens.

Lat oss paminna oss om hur latt det ar att konstruesjabmeferentiellsats
som uppfyller villkoret ) ovan. La vara en forkortning for beskrivningen:



Den sats som star skriven pa svarta tavlan i rum C 202
och anta att den enda sats som star skriven pa tavlan i rum C 202 ar:

Om densatssom star skriven pasvartatavlan irum C 202 arsann, sa
existerar Gud.

| sa fall &r forutsattningeri) for Currys paradoxippfylld, och vi kan bevisail-
ken som helst sats G.

Om vi inte vill gbra dastiskaférandringar ilogiken, forefallerdet som om vi
maste infora restriktioner pa reglerna (Sann ) @dnn E) for att undga Currys
paradox. Jag kommer inte att diskutera narmare héar hur detta kan ga till.

En tanke som eatflertid forekommer idiskussionen(Se t.ex. Banmge och
Etchemendy1987), aratt sanningspredikatéhnehallernagondold kontextuell
parameter. Subtila skiften kontext kankanske forklarahur ett argument som

Currys i sjalva verket kan vara ogiltigt.
Lat oss t.ex. anta aganningspredikatet hdormen: Sanry, dar x refereratil

en kontextuellt given situation. Kanske vi kan utlasa ganrsom ‘situationen X

gor satsem sann’. Ifall man nu kunde argumentera for att évergangen fran rad
(5) till rad (6) i harledningen axCurrys paradoxnvolverarett skfte av situation,

sa skulle den paradoxala harledningen ovan sluta pa féljande sétt:

6 Sanx(P) - G

(6) Sang(‘Sannx() - G’) 5 (Sann )

(7) Sany(p) 6 identitetssubstitution
8) G 5, 7modus ponens.

Den nyahéarledningen ar eeflertid ogiltig. Den skulle bli giltig om vi hade réatt
att forutsatta att x och y ar samma situation. Ifall vi kunde argumentera for att sa
inte ar fallet, d.v.s. att tillampningen av (Sanmtyoducerar en ngituation y, sa
skulle vi kanske ha en I6sning pa denna och andra lognarparadoxer.

Aven denna typ avosningstoter pa sarigheter. For att denskall fungera,
behover viformodigen nagot filosofiskt argument sonblockerarinférandet av
ett predikat Sart(a) definierat genom:

Sanre(a) om, och endast om, for nagon situation x, K6

| termer avpredikatetSanre, tycks vi kunna féillbaka Currys paradox genom
att lata:
y = ‘Sanre(y) - G

Pa liknade séatt tycks vi kunna fa tillbaka den ursprungliga Lognaren, formulerad i
termer av negation., genom att lata:



0 = ‘=~ Sanre(d)'.

6. En paradox av Curry-typ utan uppenbar sjalvreferens

StephenYablo har paett elegantsatt konstruerat etslagslognarparadox som
inte pa nagot uppenbart satt involvesgivreferengeller cirkular referens). Har
skalljag modifieraYablos konstruktion sa attlen anknytetill Currys paradox
ovan. Avsikten ar att konstruera en Lognare som varkesfatiarsjalvreferens

eller negation.
Betrakta en oandlig sekvens av satgg/%s...., S, -.... dar:

So = ‘for allai > 0: om Sann(y sa G'.
S1 =‘forallai > 1: om Sann(y sa G'.

Sh = ‘for allai > n: om Sann(y sa G'.
etc.

Har ar G en godtycklig sats, t.ex., satsen ‘Gud existerar’.
Det galler alltsa, for alla n:

O Sann(g) om, och endast om, (for alla i > n: om Sam(& G).
FOr ett godtyckligt n, antag ath &r sann, d.v.s.

) Sann($) antagande.

Da galler medelst},

(2) forallai>n: om Sann{p sa G.

Speciellt galler da:

(3) Om Sann(g+1), sa G.

Men (2) implicerar ocksa,

(4)  forallai>n+1: om Sann(Bsa G.

Detta ger vial(),

G)  Sann($+1)

6) G 3, 5 modus ponens

(7) Om Sann(§), sa G. 1-6 hypotetisk harledning

Men n &r ett godtyckligt valt naturligt tal. Det galler alltsa:
(8  for varje n: om Sanng, sa G.

Speciellt galler for vilket som helst k,
(9  for varje n > k: om Sann(§ sa G.
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Detta ger medelst]
(10) Sann(%).

Da k ar godtyckligt, har vi visat:
(11) for varje n, Sann($.

Slutligen far vi fran (8) och (11) medelst vanlig predikatlogik:
12) G

Not: Jag villtacka IngvarJohanssoffidr goda rad oclvisat tlanod och Wodek
Rabinowicz for vardefulla synpunkter som lett till revisioner i texten.
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