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 تشکر و قدردانی

 گزارم:سپاس ،اندی کسانی که در نوشتن این پایان نامه به نحوی به من یاری نمودهاز همه     

 اند.گر من بودهپدر و مادرم که همواره با وجود گرمشان حمایت

 ای هم وجود نداشت.نبود، پایان نامهاگر راهنمایی و زحمات ایشان راهنمایم که  استاد

  گو بودند.استاد مشاورم که سوالاتم را با روی گشاده پاسخ

 دوستانم که در روزهای دشوار آرامش خاطر را به من هدیه کردند.و 

  



 

 

 چکیده

 این با و ارندد سروکار...  و تناهی ترتیبی،خوش توانی، یمجموعه ناشمارا، هایمجموعه با هرروز دانانریاضی     

خوانند و های ریاضی را میها و اثباتذهن دارند، کتاب در که هستند چیزهایی همان مفاهیم این که تصور

دانان تصور کنند. اما آیا این مفاهیم همان چیزهایی هستند که ریاضیها صحبت میفهمند و درمورد آنمی

 وونهایمل یقضیه خود را به این موضوع ابراز کرد. بنابربار اسکولم با بیان یک پارادوکس شک کنند؟ اولینمی

 ایمجموعه کندمی بیان که را کانتور یقضیه مدل این. دارد شمارا مدلی  هامجموعه نظریه پایین، به رو اسکولم

 دوجو بیان برای پس. است عضو شمارا شامل ایدامنه دارای شمارا مدل ولی کند؛برآورده می دارد وجود ناشمارا

 این جملات به پارادوکس اسکولم مشهور شدند. بنابرین. داریم عضو شمارا تنها ℝ مانند ناشمارا ایمجموعه

که پارادوکس فهمیده شد تا به امروز بحث های  از زمانی .رسدنظر میبه شمارا واقع در ناشمارایمان یمجموعه

 ها شمارا هستند.ی مجموعهند که ادعا کردند همهجا پیش رفتزیادی در رد و تایید آن بوده است. گروهی تا آن

های ناشمارا واقعا وجود دارند؟ آیا پارادوکس آیا مجموعهاند: مقابل بررسی شدهپرسش های  در این پایان نامه     

تر هستند؟ پارادوکس های مرتبه دوم برای مدل کردن کاربرد ریاضیات مناسبدهد که نظریهاسکولم نشان می

 ای دارد؟ جهها و سمانتیک آن چه نتیمجموعهدرمورد درک ما از نظریه اسکولم 

پارادوکس اسکولم نتیجه  ،های ناشمارا، موضع لاادری را برگزینیمخواهیم دید بهتر است درمورد وجود مجموعه     

نظریه  کاربرد ریاضیات مناسب هستند و درمورد درک ما ازهای مرتبه دوم برای مدل کردن دهد نظریهنمی

  ای نخواهد داشت.ها نتیجهمجموعه

      

 واژه های کلیدی

 ضداسکولمی ؛اسکولمی ؛گرایینسبی ؛پارادوکس اسکولم
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 تعریف مسئله 4-4

 است. 2ی مشهور کانتورو قضیه 1لوونهایم اسکولم رو به پایین یقضیهتعارضی بین  اظاهرپارادوکس اسکولم       

کانتور را که بیان  یقضیهمدلی شمارا دارد. این مدل  3هامجموعهلوونهایم اسکولم رو به پایین نظریه  یقضیهبنابر 

شامل شمارا عضو است.  ایدامنهمدل شمارا دارای  ولی؛ 4کندبرآورده میناشمارا وجود دارد  ایمجموعه کندمی

 قعناشمارایمان در وا یمجموعهتنها شمارا عضو داریم. بنابرین  ℝناشمارا مانند  ایمجموعهپس برای بیان وجود 

 شمارا است.

م رو به لوونهایم اسکول یقضیهاز  آمیزتناقض اینتیجه گویاکه  گیرندمینام  "پارادوکس" روبدین بالاعبارات       

توصیف  "ابیانی متناقض نم"این تناقض مانند پارادوکس راسل بنیاد افکن نیست. اسکولم آن را  گرچه؛ پایین است

نشان داد پارادوکس اسکولم تناقضی در ریاضیات  1922در سال  اشمقالهر او د. (Skolem 1922, 295) کندمی

  . دانندمیبسیاری از فلاسفه آن را چالشی فلسفی  حالبااین؛ نیست

 6اندازهمانند  ایمجموعهمفاهیم نظریه  5بار اسکولم از پارادوکسش گرفت، نسبی بودن نخستینکه  اینتیجه      

ابل را باید در تقنسبی بودن از دیدگاه اسکولم به چه معنا است؟ مفهوم نسبی بودن  اما؛  (Bays 2009, 12)بود

به این معنا است که بندی اصل مدلینظریهی یا فهمید. مفهوم جبربندی اصل مدلیهوم جبری یا نظریهبا مف

 هامجموعهظریه . درمورد نکنندمیتعریف  سربستهیک نظریه را مشخص یا حتی  ایپایهمفاهیم  ،موضوعهاصول

و ... است. با فرض گرفتن این مفهوم  ایمجموعهاین ادعا درمورد مفاهیمی مانند مجموعه، عضویت و جهان نظریه 

 یموضوعهاصوللوونهایم اسکولم استدلال کرد که  یقضیه یوسیلهبه، اسکولم موضوعیاصل بندیصورتجبری از 

 مفهومی مانند شمارایی را ندارند. 7ردنبرای معین ک لازمزیربنای  هامجموعهنظریه 

                                                 
ها شمارا است.ی آنهایی دارد که دامنههای نامتناهی داشته باشد، مدلی مرتبه اول مدلکند که اگر یک نظریهاین قضیه بیان می 1   

  ای ناشمارا وجود دارد.کند مجموعهاین قضیه بیان می2 
 یا هر صورت بندی دیگری. ZFCها مانند بندی از نظریه مجموعهاصل 3

4 satisfy 
5 relativity 
6 cardinality  
7 characterize 
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 : در چند دسته جای داد توانمیرا پارادوکس اسکولم  یدرباره هانظریه     

از جمله شمارایی  هامجموعهنظریه  ایپایهدرمورد مفاهیم  گرایینسبیدیدگاه اول : پارادوکس منجر به       

ها چنین ولم، توماس، فاین و دیگر اسکولمیدارد. خود اسکناشمارا وجود ن یمجموعه. از دیدگاه مطلق شودمی

 نظری داشتند.

د. ، مولر، رسنیک و بیز چنین نظری دارنگرایانافلاطون. مخالف هستند هااسکولمی گرایینسبیدیدگاه دوم: با       

در منطق مرتبه دوم د که نطق مرتبه اول است ولی باور دارنکه پارادوکس، ضعف م پذیرندمیگروهی از این افراد 

 . شپیرو چنین نظری دارد.شودمیحل 

و این مسئله را  دانندمی نتیجهبیرا  هااسکولمیو  گرایانافلاطونمانند کلنک و مور نیز بحث  کسانی      

 .شمارندمیناپذیر تصمیم

 

 اهمیت و ضرورت مسئله 4-2

 . نتایج فلسفی پارادوکس اسکولم مورددانندمیبسیاری از فیلسوفان پارادوکس اسکولم را چالشی فلسفی      

 رتبه اولی وجود دارد که بیان کندم یجمله راستیبهاینکه آیا  نمونه برایاست.  قرارگرفتهبسیار  یمطالعه

شمارا وجود  هایمجموعهمبنی بر اینکه تنها  هااسکولمییا اینکه آیا ادعای  ؟"ناشمارا وجود دارند هایمجموعه"

 سمانتیکو  هامجموعهپارادوکس اسکولم درمورد درک ما از نظریه  کهایندیگر  پرسشو  ق است؟دارند صاد

 از اهمیت فلسفی برخوردارند.  هاپرسشاین  وضوحبه دارد؟ چه ادعایی هامجموعهزبان نظریه 

 منطق مرتبه یهامحدودیتتا  کندمیدیگری از اهمیت پارادوکس اسکولم این است که به ما کمک  یجنبه       

 .آیدنمیمرتبه دوم پیش  هاینظریهاول را بشناسیم. زرملو ثابت کرد که این پارادوکس برای 

 Klenk)و کلنک  (Bays 2000, 57-58)بیز  ، (Shapiro 1985, 723-725)مانند شپیرو کسانی      

توانی، آنالیز حقیقی و  یمجموعهپارادوکس اسکولم، مانند پارادوکس  همانند هایپارادوکسبه  (483 ,1976

مشابه  . اینکهایمکرده بندیصورت نیز . ما مشابه این پارادوکس را برای خوش ترتیبی حساباندکردهتناهی اشاره 

 است. برانگیزتأمل ایمسئله، شودمیپارادوکس اسکولم در حساب ظاهر 

اضیات اساس ری تواندنمی هامجموعهنظریه که خود اسکولم از پارادوکس گرفت یعنی اینکه  ایفلسفینتایج       

اهمیت ، شودمی ایمجموعهموجب نسبی شدن مفاهیم نظریه  هامجموعهنظریه بندی اصلباشد و این ادعا که 

 . دهدمسئله را نشان می
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 مسائل 4-9

 های ناشمارا واقعا وجود دارند؟ . آیا مجموعه1

تر های مرتبه دوم برای مدل کردن کاربرد ریاضیات مناسبدهد که نظریه. آیا پارادوکس اسکولم نشان می2

 هستند؟ 

 ای دارد؟ ها و سمانتیک آن چه نتیجه. پارادوکس اسکولم درمورد درک ما از نظریه مجموعه3

 

 هافرضیه 4-1

 اسکولمی و لاادری.سه دیدگاه در این مورد وجود دارد. موضع اسکولمی، ضد. 1

 شود.بندی میهای مرتبه دوم صورتس اسکولم برای نظریهپارادوکسی مشابه پارادوک. 2

 پارادوکس اسکولم به خوبی حل شده است.. 3

 

 تاریخچه 4-5

ارائه داد. در این دهه پارادوکس مورد پذیرش  1922در سال  ایمقالهبار اسکولم این پارادوکس را در  نخستین      

 8که قاطع هامجموعهمرتبه اولی از نظریه بندی اصلتجوی هنوز در جس دانانریاضیگسترده قرار نگرفت چراکه 

هنوز آن را تناقض  1928منطق مرتبه اول هنوز آن قدر رواج نداشت. فرانکل در سال  ینظریهباشد بودند و 

جدیدی از بندی اصلنیومن ون 1925در سال  . (Van Dalen and Ebbinghaus 2000, 147)نامیدمی

نتایج اسکولم بیان  تأییددر  اشنظریهشمارای  هایمدل یمطالعهارائه کرد و پس از  (NBG) هامجموعهنظریه 

 .باشد، وجود ندارد داشته که مدلی نامتناهی اینظریهیا هر  هامجموعهقاطعی از نظریه بندی اصلکرد که هیچ 

 ,Van Dalen and Ebbinghaus 2000)زرملو ابتدا پارادوکس اسکولم را تنها یک شوخی فریب آمیز نامید 

 یمطالعهمنطق مرتبه اول انتقاد کرد و منطق مرتبه دوم را برای آن نوشت و از  بر ضد 1929ولی در سال  .(148

 .(Kanamori 2000, 519)دانست ترمناسب اشموضوعهاصول

                                                 
8 categorical 
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 و روش هافصلمرور  4-6

ابه مش هایپارادوکسناشمارایی و پارادوکس اسکولم شامل فرم کلاسیک  هایبندیصورتدر فصل دوم به بیان 

 .پردازیممیآن 

 و هاآنو مخالفان  هااسکولمی هایاستدلالو  کنیممیدر فصل سوم نظریات درمورد پارادوکس اسکولم را بیان 

 . کنیممیبه مخالفان را بیان  هاپاسخ

کس اسکولم را مشکل نظریه که پارادو کنیممیشپیرو را بررسی زرملو و دیدگاه افرادی مانند در فصل چهارم 

و سپس پارادوکسی  گیرندمیمرتبه دوم را راه حل آن در نظر  هایمجموعهو نظریه  دانندمیمرتبه اول  هایمجموعه

 .کنیممیمشابه پارادوکس اسکولم را برای منطق مرتبه دوم بیان 

پارادوکس اسکولم را در سه حالت  رتپیچیده هاینسخهساده و  ینسخهموضع بیز و راه حل او برای  پنجمدر فصل 

 .کنیممیدادن تعبیر عضویت بیان  مدل متعدی، زیرمدل مقدماتی و تغییر

 حل و بحث خواهند شد. موضوعیاصل یشیوهمسائل با نگاه تحلیلی و به 

      

فصل بعد  ها و نتایج رساله را بیان کردیم. درطرحها، مسایل، اهداف، فرضیهای از در این فصل خلاصه     

 کنیم. های مختلف پارادوکس اسکولم را بیان میفرم بندیصورت

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 فصل دوم

های پارادوکس اسکولمبندیصورت  
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 پارادوکس اسکولم دارای دو فرم. کنیممیرا تعریف  دیگر هایفرمشمارایی و در این فصل پارادوکس کلاسیک      

 هایی مانند خوش ترتیبیجای شمارایی ویژگیکنیم که اگر بهگونه تعریف میرا اینم آن عام و خاص است. فرم عا

آیند. فرم خاص درمورد اسکولم به دست می پارادوکسهایی مشابه یا اصل کمال را در آن قرار دهیم پارادوکس

ر تعبیر عضویت در نظر های معادل مقدماتی و با تغییهای متعدی، مدلتوان در مدلشمارایی است و آن را می

 گرفت.

 

 تعریف 2-4

 شماراییکلاسیک فرم  2-4-4

مدل  Tبا فرض اینکه  باشد. ZFC مانند هامجموعهو استاندارد نظریه  مرتبه اولبندی اصلیک   Tفرض کنید        

شمارا نا x" چون حال دارد. Mیک مدل شمارا مانند  T که سازدمیرا مطمئن  ی لوونهایم اسکولم ماقضیه ،دارد

 گرچه؛ باشد "ناشمارا است m1 "مدل   M طوری کهبهوجود دارد   m1 ∈ M،شودمیاستنتاج  Tاز  ∃x "است

 مدل M طوری کهبهوجود دارد  m ∈ Mشمارا  تنها ،استشمارا  Mچون 

 m ∈ m1 .م رو به للوونهایم اسکو یقضیهکانتور و  یقضیهظاهری بین  تناقضیدر اینجا  اظاهربنابرین  باشد

 (Bays 2009, 3)ست.ا شمارا وضوحبه m1از نگاهی دیگر  ولیست ا ناشمارا m1نگاهی  از داریم. پایین

 های فرمبقیه 2-4-2

 توانی یمجموعهپارادوکس اسکولم درمورد اصل موضوع  2-4-2-4

مدلی شمارا و  ZFC لوونهایم اسکولم رو به پایین یقضیه بنابر باشد، ZFCمدلی متعدی از  Mفرض کنید      

 هایمجموعهزیر یهمهشامل  ایمجموعهتوانی  یمجموعهبنابر اصل موضوع  این صورتدارد. در  1Mمتعدی مانند 

 داریم:  یک مجموعه

)y ∈ z ↔ x ⊆ z( z∀ y∃ x∀ ⊨ 1M 
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 :   طوری کهبهوجود دارد  1Mعضو  𝓂مانند  ایمجموعهدلخواه  zو هر  xپس به ازای هر 

 𝓂 ∈ z ↔ x ⊆z  ⊨ 1M  

x  بگیرید، در این صورت تنها شمارا  در نظررا نامتناهیz  کهطوریبهوجود دارند 𝓂 ∈ z ⊨ 1M  بنابرین𝓂 

 Bays)است. ، ناشمارانامتناهی یمجموعهتوانی یک  یمجموعه کانتور یقضیهبنابر  کهدرحالیشمارا است 

2009, 5) 

 :کنیممیبندی ورتاین پارادوکس را در زبان مرتبه سوم ص شابهم

p.s3 : ∀X ∃Y ∀Z [YZ ↔ ∀x (Zx → Xx)] 

ی توانی دارای مجموعه Xاین است که  یکنندهای در زبان منطق مرتبه سوم است که بیان جمله بالای جمله      

Y .بان مرتبه دوم ترجمه کردتوان این جمله را به زیم است(Shapiro 1991, 137) . این جمله را  اگرp.s2 

لوونهایم اسکولم رو به  یقضیهبنابر  .ℋ⊨ p.s2 طوری کهبهگرفت  در نظررا  ℋمدل هنکین  توانمینامیم ب

بگیریم  در نظر نامتناهیرا  Xاگر  صورتدراین گرچه ،p.s2 ⊨1ℋوجود دارد که  1ℋپایین مدل هنکین شمارای 

 شود.شمارا می نامتناهی یمجموعهی توانی یک مجموعه

 

 حساب خوش ترتیبی درموردادوکس اسکولم پار 2-4-2-2

حساب را در نظر در زبان خوش ترتیبی  اصل باشد. PA2مرتبه دوم حساب  9استاندارد دلم 2𝒩فرض کنید      

 :بگیرید

w.o :                                     ∀A [(A ≠ ∅ ∧ A ⊆ ω) → (∃a (a ∈ A ∧ ∀x ( x ∈ A → a ≤ x)] 

w.o ⊨ 2𝒩 2 دانیممیور که و همان ط𝒩 نزولی مانند ایدنبالهاگر خوش ترتیب است.  اواقع 

 … ,3a > 2, a2a > 1, a1a > 0a ،چون هر تعداد متناهی از این جملات را به  از جملات را به زبان اضافه کنیم

PA2  2*ی فشردگی مدل نااستاندارداین توسیع مدل دارد، بنابر قضیهاضافه کنیم𝒩 که وریطدارد به وجود

w.o ⊨*2𝒩 2*ی نزولی ولی به دلیل شامل شدن این دنباله𝒩 ترتیب نیست.واقعا خوش 

                                                 
 ی فشردگی استفاده کنیم.نکین است، مجازیم از قضیهکار رفته است. چون مدلمان هبه standard modelاستاندارد در اینجا به معنای  9 
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را   : y) ≤ (φ(y) → x y∀ ∧ ( φ(x) x∃→  x φ(x)∃w.o.1ساختار حساب مرتبه اول و  1𝒩اگر  تذکر:     

 دلیل طرح این تنها به ولیخوش ترتیب نیست  اواقع 1𝒩*و  w.o.1 ⊨*1𝒩 بااینکهدر نظر بگیریم، 

(schemma بودن )w.o.1  صورتی از پارادوکس اسکولم نیست. بنابرین .شودنمیاست و به ضعف مدلمان مربوط 

 

 :نیمبندی کگونه صورتاین پارادوکس را در زبان مرتبه دوم این یمتوانمی

w.o2 : ∀X ∃R [ ∀x Rxx ∧ ∀x ∀y ∀z((Rxy ∧ Ryz)→Rxz) ∧ ∀Y((∃x Yx ∧ ∀x( 

Yx→Xx))→∃y(Yy ∧ ∀z (Yz →(z=y ∨ Ryz))))]  

مدلی  ℘فرض کنید  .است R یرابطهدامنه تحت  ترتیبیی خوشکنندهدر زبان مرتبه دوم بیان بالای جمله     

را به زبان اضافه کنیم، چون هر تعداد  3aR2, a2aR1, a1aR0a, …اگر جملات  باشد. w.o2هنکین و شمارا از 

وجوددارد   ℘1ی فشردگی مدل نااستاندارد کنیم این توسیع مدل دارد، بنابر قضیهمتناهی از این جملات را اضافه 

 ترتیب نیست.واقعا خوش ℘1ی نزولی ولی به دلیل شامل شدن این دنباله ℘w.o2 ⊨1که طوریبه

 

 اصل کمال پارادوکس اسکولم درمورد 2-4-2-9

مدلی برای  ℳصورت  در این (.ℳ⊨LO) شد.مدلی هنکین برای زبان ترتیب و اصل کمال با ℳفرض کنید      

 (ℳ⊨a.c). اصل کمال است

a.c : ∀X { ∃x ∀y (Xy→ y ≤ x) → ∃x [ ∀y (Xy → y ≤ x)∧ ∀z (∀y (Xy → y ≤ z) →x ≤ z)]}. 

؛ a.c⊨1ℳو  LO ⊨1ℳ طوری کهبهدارد  1ℳمدلی شمارا مانند  LOلوونهایم اسکولم رو به پایین  یقضیهبنابر 

 یمجموعهشمارا از یک  ایمجموعهاست سوپریمم زیر و ممکناست  عضو دامنهامل شمارا عدد تنها ش 1ℳ گرچه

 نیست. Xسوپریمم واقعی  موردنظر xبنابرین  ناشمارا متفاوت باشد. یمجموعهناشمارا با سوپریمم 

نکین برای مدلی ه ℳ کافی است پارادوکس را برای آنالیز حقیقی نوشت. توانمیبه همین ترتیب  تذکر:     

 آنالیز باشد. یموضوعهاصول

 

 تناهی درمورد پارادوکس اسکولم  2-4-2-1

 زیر را در نظر بگیرید: یجمله     
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Φ :   ∃X [∀x Xx ∧ ∀y ( y ⊆ x → ~∃f (∀x ∀y (fx=fy → x=y) ∧ ∀x (Xx → Xfx) ∧ ∃y (Xy ∧ 

∀x (Xx → fx ≠ y))] 

Φ  ی که دامنه کندمیدر زبان مرتبه دوم بیانX .برای  متناهی استΦ ی های متناهی با اندازهتوان مدلمی

مدلی  𝔄کنید  فرضاست. نامتناهیدارای مدلی  Φفشردگی  یقضیهای از نابرین طبق نتیجهب دلخواه فرض کرد؛

کنید طور که مشاهده می همان.نامتناهی است ایدامنهدارای  𝔄 دانیممی گرچه(.𝔄⊨ Φباشد ) Φاز  نامتناهی

 .ایمکردهفشردگی استفاده  یقضیهو تنها از  اینجا از قضیه لوونهایم اسکولم استفاده نشده استدر 

 بندی کرد:ها صورتمجموعهتوان این پارادوکس را در زبان نظریهمی

ψ : ∃X [∀x Xx ∧ (∃n n ∈ ω → ∃f f(X) = n)] 

های متناهی توان مدلمی 𝛙اضح است که برای و ی تعبیر شیئی متناهی است.کند دامنهی بالا بیان میجمله     

است.فرض کنید  نامتناهیدارای مدلی  ψی فشردگی ای از قضیهبنابرین طبق نتیجه .بزرگ فرض کرد دلخواهبه

ℑ  این صورتچنین مدلی باشد.در ℑ⊨ψ یدامنه گرچه؛ ℑ  .نامتناهی است 

 

 هاهمجموعدر نظریه  بنیادیپارادوکس اسکولم و خوش 2-4-2-5

 نظر بگیرید: در هامجموعهزبان نظریه  را در یبنیادخوشاصل      

w.f : ∀x [ ∃y (y ∈ x) → ∃y (y ∈ x ∧ ∀z (~(z ∈y ∧ z ∈ x)))] 

 

نزولی نامتناهی از  ایدنبالهشامل  ایمجموعههیچ یعنی  ،بنیاد استعضویت خوشکه  کندمیاین اصل بیان 

 نیست.ول تعریف پذیر مرتبه ازنجیرهای عضویت 

به این صورت که  مشابه فرم تناهی خواهد شد.ر این فرم پارادوکس اسکولم برای آن به دلیل استفاده از تناهی د

 فشردگی یقضیهرا به زبان اضافه کنیم، بنابر   1x ∈ 2, x0 x ∈ 1x … , یموضوعهاصولو  x1, x0x ,2…,اگر ثوابت 

طبق تعریف  گرچه؛ د، این نظریه نیز مدل داردآمده مدل دار ستبه د ینظریهمتناهی از  یزیرمجموعهچون هر 

    .نیست بنیادخوشاین مدل 

 نیایی یرابطه پارادوکس اسکولم درمورد 2-4-2-6
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های کاربرد بستار مینیمال در ریاضیات نمونه. شودمیاز بستار مینیمال استفاده  هامجموعهگاهی برای تعریف      

ها، بستار مینیمال قضیهساخت و های خوشدر منطق ریاضی فرمول خورد. مثلامیو منطق فراوان به چشم 

 شوند. تعریف ددکیند از اعداد طبیعی نیز یک بستار مینیمال است.تعریف می و ... های رشتهمجموعه

 Hتحت  Bبستار مینیمال  Mیا روابط،  اعدادگردایه ای از توابع یا  H)پایه( یک مجموعه و  Bفرض کنید      

 بندیصورتنیایی روشی برای  یرابطهباشد.  Hو بسته تحت اعضای  Bشامل  یمجموعه ترینکوچک Mاست اگر 

 Rتحت  Bدر بستار مینیمال  yمفهوم بستار مینیمال است که توسط فرگه معرفی شده است. به این صورت که 

 :صوری صورتبهشد. بسته است، با Rاست و تحت  Bکه شامل  ایمجموعهدر هر  yاست اگر 

MC (x,Y,R) : ∀X [(∀y (Yy → Xy) ∧ ∀y ∀z ((Xy ∧ Ryz) → Xz )) → Xx]. 

 از اصل شمول مرتبه دوم است: اینمونهوجود بستار مینیمال و  یکنندهعبارت زیر بیان 

Z ∀x (Zx ≡ MC(x,Y,R)).∃   

 :کنیممیتعریف  گونهایننیایی را  یرابطه     

y*xR متناهی  یدنباله ات  ا>nx…,,0<x  0 برای هر طوری کهبهوجود داشته باشد,…,n =i  x = 0x  وy =nx. 

R* شابه ماین هم اسکولم برای به دلیل استفاده از تناهی در این فرم پارادوکس نامیم. ی نیایی میرا یک رابطه

  فرم تناهی خواهد شد.

  

    فصل دومگیری بندی و نتیجهجمع 2-2

ها در نظریه این فرمهای مختلف پارادوکس اسکولم را بیان کردیم. های فرمدر این فصل صورت بندی     

 پارادوکسد مواضع مختلف به در فصل بعگال، آنالیز و منطق بودند. ها، حساب، ساختار مرتب خطی چمجموعه

 را بررسی خواهیم کرد. اسکولم کلاسیک
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سوم فصل  

هاضداسکولمیاسکولمی و   
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دانان و فلاسفه هستند که ادعاهای اسکولم را برهانی مداوم میان منطق ولیاندک  گرایان اسکولمی جریانیشک     

 موضوعهاصولبه  11رویکرد جبری هاآن .کنندمیاز آن استفاده  ،و مستقل از هدف تعبیر کردن او دانندمیفلسفی 

رفتن با فرض پذی هامجموعهمفاهیم نظریه  دهدمیبر این عقیده هستند که پارادوکس اسکولم نشان  و پذیرندمیرا 

گیز چالش بران هامجموعهبرای نظریه  ،برهانی مستقل عنوانبهنسبی هستند. و این تفسیر را  اواقعاین رویکرد، 

ها به آنان و موضع لاادری به کولمیاسکولمی، نقدهای ضداس گرایاندر این فصل موضع اسکولم و شک .دانندمی

  کنیم.این مسئله را بیان می

 ی کرد.بندهای ضعیف تقسیمهای قوی و اسکولمیی اسکولمیها را به دو دستهاسکولمی توانمیکلی  طوربه      

 . (Resnik 1966)گیرنداسکولمیسم در دو دسته قرار می هایبرهانهمین ترتیب  به

 قویهای اسکولمی  9-4

ی معتقدند هیچ نظریه هاآن .آورد شماربهتوان از هواداران این موضع ونگ را میهائو  و گودستینروبن  اسکولم،     

یک  .(Resnik 1966, 426)شمارا باشد نیستناای که از دیدگاه مطلق هایی قادر به تولید مجموعهمجموعه

 دستگاهبا خروج از  گرچه ،باشد ناشماراتابع شمارش به دلیل وجود نداشتن  دستگاهتواند در یک مجموعه می

ناشمارایی از دیدگاه  یمجموعهکه هیچ  کنندمیقوی ادعا  یهااسکولمی .پیدا کردتوان برای آن تابع شمارش می

اثبات شمارا بودن آن،  منظوربهاعداد حقیقی را در نظر بگیرید.  یهمه یمجموعهمطلق وجود ندارد. برای مثال، 

 اعداد حقیقی یمجموعهرا توضیح دهد و نشان دهد بدین معنی  "از دیدگاهی مطلق"ولمی باید معنای دقیق اسک

 شمارا است.

 

  موضع اسکولم 9-4-4

                                                 
ها کنند. مثلاً درمورد نظریه مجموعهای آن نظریه را مشخص میمدلی اصول موضوعه بر آن است که اصول موضوعه مفاهیم پایهرویکرد جبری یا نظریه 11 

ای شود و عضویت تنها به رابطهای میه عضوی از جهان نظریه مجموعهها، مجموعی نظریه مجموعهای تنها مدلی برای اصول موضوعهجهان نظریه مجموعه

  کند.استفاده می "∋"کند که برای تعبیر نماد اشاره می
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 .پردازیممی هامجموعهخود اسکولم پیرامون پارادوکس اسکولم و نظریه  هایدیدگاهدر این بخش به بررسی      

منتشر کرد. در  11"هامجموعه موضوعیاصل ینظریهملاحظاتی درمورد "نام  به ایمقاله 1922 اسکولم در سال

 هامجموعهبرای نظریه  12بنیادی تواندنمیزرملو  موضوعیاصل ینظریه نویسدمیبخش اول این مقاله اسکولم 

 یموعهمج) اگر یک  دهدمیلوونهایم اسکولم ارائه  یقضیهعددی  ینسخهباشد. در بخش دوم اثباتی ساده از 

مرتبه اول سازگار باشد، مدلی در اعداد طبیعی دارد.(. او در ادامه متن مشهور درمورد پارادوکس  هایگزارهشمارا از 

 :نویسدمیاسکولم را 

توجه نکرده است. توسط  14و متناقض نمایانه 13کسی تا کنون به این ویژگی عجیب دانممیتا آن جا که من      

و ... را اثبات کرد. پس چگونه تمام  تربزرگاعداد  هایکلاس، تربزرگ هایاندازهد وجو توانمی موضوعهاصول

اعداد صحیح مثبت متناهی شمرد؟ یافتن توضیح برای این مطلب دشوار نیست،  یوسیلهبه توانمیرا  B یدامنه

چیزی جز  "هاهمجموع"دلخواه تعریف شده نیست؛  15به معنای گردایه ای "مجموعه" موضوعهاصولدر قالب 

از  M یمجموعهنیستند. پس اگر یک  شوندمیبیان  موضوعهاصولاشیائی به هم مرتبط توسط روابطی که با 

هیج  Bناشمارا باشد، تناقضی نیست چراکه این تنها بدین معنا است که در  موضوعیاصلبه معنای  B یدامنه

 Bاشیاء  یهمهوجود ندارد. با این حال امکان شمردن اعداد زرملو(  یدنباله) 0Ζبه  Mاز  ϕنگاشت یک به یک 

، توسط اعداد صحیح مثبت، وجود دارد. البته چنین شمارشی نیز گردایه ای از اجزای Mعضوهای  بنابرینو 

 .قرار ندارد.( B یدامنهنیست ) یعنی در  "مجموعه"این گردایه یک  گرچهمشخص است، 

 (Skolem 1922, 295) 

منجر به نسبی  هامجموعه: اصل موضوع بندی کردن نظریه گیردمینتیجه  اشمقالهسمت سوم اسکولم از ق     

بناسراف اسکولم را  برقرار است. 16بندی اصلو این نسبیت درمورد هر  شودمی ایمجموعهشدن مفاهیم نظریه 

اشتن مدل، مدل شمارا مرتبه اول در صورت د یموضوعهاصولاز  Aشمارای  دستگاه: هر کندمیگونه تعبیر این

. 17شوندنمیمعین  Mهایی وجود دارند که توسط گردایه Aبرای  Mو مدل شمارای  Aدارد؛ حال با داشتن 

 .داردنمیرا ثابت نگه  "مجموعه"معنای  Aبا ثابت نگه داشتن  "مجموعه"بنابرین تعریف کردن 

                                                 
11 Some Remarks on Axiomatized Set Theory 

 
12 foundation 
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14 paradoxical 
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 لامث. کنندنمیمشخص  "یکتا طوربه"منه را دا یموضوعهاصول کندمیاسکولم ادعا  ،در قسمت ششم مقاله     

 داشته باشیم. بنیادخوشغیر  هایمدلو هم  بنیادخوشمدل  توانمیهم 

 . ادعاهای زرملو بدین شرح هستند:کندمیدر قسمت هفتم اسکولم به سه ادعای مهم زرملو حمله      

 ریاضیات باشد. بنیاناست که  هامجموعهنظریه  یوظیفه. این 1

 است. هامجموعهراه نجات نظریه بندی اصل .2

 زرملو است. یموضوعهاصول، مبنای این مبنا. 3

بنیان  تواندنمی موضوعیاصل هایمجموعهاسکولم برای هر سه مورد مثال نقض آورد و نتیجه گرفت نظریه 

 ریاضیات باشد.

تغییر  19ضدتحویلی هایبرهانو  18ودیشهنظر اسکولم درمورد ریاضیات  1941و  1922 هایسال یفاصلهدر      

نسبی بودن و عدم قاطعیت را قبول داشت. از نظر بناسراف دلیل تغییر  هایاستدلال یهمههنوز  گرچه؛ کرد

دانست که تغییر  ایمقاله نخستینرا بتوان  (Skolem 1929b)اسکولم مشخص نیست. شاید  هایدیدگاه

بیت اثبات نس"و  "ایمجموعهاثبات نسبی بودن نظریه "مقاله با دو بخش . این دهدمیاسکولم را نشان  هایدیدگاه

 ینظریهکه مفاهیم  (Skolem 1922)برخلاف  گرچه؛ شودمیآغاز  "بدون استفاده از قضایای لوونهایم اسکولم

 .داندمیرا نسبی  هامجموعهدر این جا تنها مفاهیم نظریه  ،دانستمیرا نسبی  هامجموعه "موضوعیاصل"

 دیدگاه او در این دوره را مشابه شکاکان دانست که بر آن بودند : توانمی     

 مرتبه اول ارائه شوند. موضوعیاصل صورتبهباید  هامجموعه. مفاهیم نظریه 1 

 ی کافی برای ریاضیات است.تواند بنیادمی هامجموعه. بدین ترتیب نظریه 2 

 :شودمیلوونهایم اسکولم نتیجه  یقضیهتوسط 

 نسبی هستند. شوندمیو دیگر مفاهیم ریاضی که به دنبال آن تعریف  ایمجموعه. مفاهیم نظریه 3

(Benacerraf 1985, 89-99) 

 هاهای اسکولمیبرهان 9-4-2

                                                 
18 intuitive 
19 Anti-reductionist 
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 کنیممیرا بیان  هاآنبه  هااسکولمیضد نقدهایو  بدین منظور های قویاسکولمی هایبرهاندر ادامه       

(Resnik 1966, 427-431): 

 لوونهایم اسکولم یقضیه .4

توان کند میی اعداد طبیعی دارد.گودستین ادعا میی سازگار مدلی در دامنهدهد هر نظریهاین قضیه نشان می     

اعداد طبیعی در نظر گرفته شوند. رسنیک در پاسخ به ، های مجموعهتعبیری از عضویت پیدا کرد که در آن همه

ریه اعداد صادق نظ عباراتی سازگار و لوونهایم اسکولم تنها نگاشتی بین هر نظریه یقضیهد نویسگودستین می

ورد هیچ اطلاعاتی درمو های این قضیه تنها به این وابسته هستند که عبارات سازگار باشند اثبات کند.فراهم می

در اینجا  برد.به اعداد طبیعی نمیها را مجموعه ،. نگاشتشوداخت مدل اسکولمی استفاده نمیها در سمدل آن

 ها در نظریهتوان از مجموعه حرف زد زیرا عضویت تعبیری نظریه اعدادی یافته است و عبارات نظریه مجموعهنمی

 شوند.می پدیدنااعداد 

بررسی  لمرا در پارادوکس اسکو هاآن کار بردنبه تفاوتلوونهایم اسکولم و  یقضیه ینسخههر دو  تأثیر اکنون     

 :(McIntosh 1979, 316-324) کنیممی

 مدلینظریه ینتیجهتوسط اسکولم اثبات شد یک  1921که در سال ی لوونهایم اسکولم از قضیه اینسخه     

مدلی نامتناهی داشته باشد، مدلی  Σمرتبه اول  هایفرمولشمارا از  یمجموعهاگر یک  کندمیمحض است و بیان 

 یضیهقاز  اینسخه. نامیممیزیرمدل  ینسخهت این قضیه نیازمند اصل انتخاب است. این نسخه را شمارا دارد. اثبا

 Σاگر  کندمیعددی نام دارد و بیان  ینسخهتوسط اسکولم اثبات شد  1922لوونهایم اسکولم که در سال 

در  نیاز به اصل انتخاب ندارد. مدلی شمارا خواهد داشت. اثبات این قضیه Σباشد،  هافرمولسازگاری از  یمجموعه

 یقضیههستند. اسکولم اظهارات خود درمورد نتایج  Σ هایمحمولمدل عددی روابط بر اعداد طبیعی تعابیر 

 یهقضی دهدمی. برهانی که نشان کندمیعددی لوونهایم اسکولم بیان  ینسخهلوونهایم اسکولم را درمورد این 

 :بدین شرح است شودمیفاهیمی مانند ناشمارایی لوونهایم اسکولم موجب نسبی شدن م

وجود دارد  ZFبرای  ʹMلوونهایم اسکولم را در نظر بگیرید. بنابر آن مدل شمارای  یقضیهزیرمدل  ینسخه     

  ZFبرای  M. این مدل با فرض وجود یک مدل استاندارد ) و ناشمارا( شودمیتعبیر  "عضو بودن"در آن  ”∋“که 

دسترس ناپذیر( که سپس توسط اصل  یاندازه نخستینکمتر از  21یدرجهبا  هامجموعه یهمهشامل  مثلا) 

است. یعنی برای هر  Mو هم ارز مقدماتی  Mزیرمدل مقدماتی  ʹM. آیدمی به دست، شودمی ترکوچکانتخاب 

 کندرده میبرآورا  n,…,x1(xϕ(، ʹMاز عضوهای  n,…,a1<a<تایی -nیک  ZFاز  xϕ)n,…,x1( باز یجمله

                                                 
20 Rank 
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شمارا است، شامل  ʹM یدامنهشامل حالتی باشد که گرچه  تواندمی. این برآورده کند Mاگر و تنها اگر آن را در 

 هایمجموعهشمارا و تنها  یدامنهرا که دارای  Mاز  *Mاست که ناشمارا هستند. برای اینکه زیرمدل  هاییمجموعه

 گونهیناباض موستوسکی استفاده کنیم. نسبیت در اینجا از نظر اسکولم آوریم باید از لم انق به دستشمارا باشد 

نسبی است اگر و تنها  شودمیبیان  T ینظریهاز  F(x)که توسط فرمول مرتبه اول  S: ویژگی  رسدمیبه نظر 

هر  یدامنهباشد و برای عضوی از  2Mزیرمدل  1M طوری کهبهوجود داشته باشند  Tاز  2Mو  1Mاگر دو مدل 

زیرمدل  ینسخهپس به نظر  .برآورده نکند 2Mو آن را در  برآورده کندرا  1M ،F(x)در  a ،aدو مدل مانند 

بیشتر فیلسوفان معتقدند که  گرچه؛ دهدمیرا نشان  ایمجموعهلوونهایم اسکولم نسبی بودن مفاهیم نظریه 

که به  شودمیطوری تعبیر  ZFر آن نسبیت نیست، چراکه د یدهندهعددی لوونهایم اسکولم نشان  ینسخه

 موضوعهاصولاشیائی که توسط روابطی که "اسکولم هم مجموعه را چیزی جز  با این حال؛ ربطی ندارد هامجموعه

 .دانستنمی ".21، مشخص شوندکنندمیبیان 

در  ایهرابط Eاعداد صحیح است. فرض کنید  یزیرمجموعهآن  یدامنهمدلی عددی باشد که  Pفرض کنید     

P  چون کندمیرا تعبیر  ”∋“باشد که .P  مدلZF یدامنهعضوی از  ،است P  تهی،  یمجموعهاصل موضوع∃y 

Exy~x ∀  0. آن را کندبرآورده میراi  0{واحد  یمجموعهبنامید. طبق اصل موضوعy y = { i∃ ،1i به دست 

 هایتنبیاصل موضوع  P یدامنهو ... . حداقل یکی از اعضای  آیدمی

 ∧ ∀y (Eyx → E{y}x))x 0x (E i∃  فرض کنید کندبرآورده میرا .pω  برآورده کندعددی باشد که آن را، 

 داریم کانتور یقضیه. بنابر آیدمی به دست pp(ω(توانی  یمجموعهتوسط اصل موضوع 

 )]p→ p(ωp ~∃f [f : ω. یعنی درP  تواندنمیهیچ عددی )pp(ω  را بشمارد. پس)pp(ω ت به نسبp 

 . فرض کنیدکندبرآورده میناشمارا است چون تعریف مرتبه اول مربوطه را 

 n}  یدامنهدر P  است و)pEnp(ω C = {n| .C  0شمارا است. فرض کنیدf  یشمارندهتابع C  باشد. برهان

 شمارا است. pp(ω( دهدمیاسکولم نشان 

 سپ ،دهدنمییا ناشمارایی برای یک عدد معنی  ماراییشاین نقد را بر این برهان وارد دانست که  توانمی     

اصلاح  گونهاین. این برهان را کندمیزیرمدل و عددی را مخلوط  ینسخهچراکه دو برهان اسکولم کاذب است؛ 

 :میشود

Eʹ       را توسیعی ازE  یموضوعهاصول یهمهدر نظر بگیرید که ZF  عددی لوونهایم ینسخهپس  .برآورده کندرا 

 . دهدرا نشان  ایمجموعهنسبیت نظریه تواند میاسکولم نیز 

                                                 
21 characterize 
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نظر اسکولم موردکه معلوم نیست این نوع از نسبیت مد نظر اسکولم بوده باشد. نسبیت  توان اعتراض کردمیالبته 

قد فا رتبزرگدر مدلی دارای آن ویژگی و در مدلی  شی یکیک ویژگی در اینجا بدین معنی است که این است که 

       است.    ترمناسب مدلینظریهزیرمدل برای تعریف نسبیت  ینسخه رسدمیبه نظر پس آن ویژگی باشد. 

 

 های استاندارددستگاهشمارای  هایتوسیع .2

های تعمیم داد که مجموعه ایگونهبهتوان را میها نظریه مجموعه دستگاهتواند ادعا کند هر اسکولمی می     

که  وردآ به دست ی سازگارهادستگاه توان سلسله مراتبی ازدر نهایت میگوید می گودستینرا شوند.ناشمارا شما

وند، ی بالاتر شمارا شدستگاهباشند که نسبت به خود ناشمارا ولی نسبت به  هاییمجموعهها شامل دستگاهدر آن 

ی د نظریهگویشود.گودستین میثبات میبالاتر ا دستگاهاست که در  ناپذیریشامل جملات اثبات  دستگاههر  زیرا

جهت متفاوت است که در  ینا از گدلاین ناتمامیت با ناتمامیت  گرچهناتمام است؛ ها مجموعه موضوعیاصل

 گونهاینودستین اگر در مورد ناتمامیت گ اما تر است،های پاییندستگاه یهمه شامل دستگاههر  گدلناتمامیت 

 تناقضشود که این منجر به تناقض خواهد شد. برای جلوگیری از و هم ناشمارا می باشد یک مجموعه هم شمارا

ها ستگاهدد و یا بپذیریم یک مجموعه در سلسله مراتب نیا باید بپذیریم که انواع مختلفی از ناشمارایی وجود دار

 ی اعداد حقیقی:ی همهدرمورد شمارایی مجموعه مثلا همان نیست.این

توسیع شمارای  ʹSاعداد حقیقی باشد. اگر  یهمهی گر مجموعهنشان ”R“و نماد  دستگاهیک  Sفرض کنید      

S شامل نماد  ،باشد“R”  گرچهاست؛ R  درSʹ .ی نگاهدهد از کنند این نشان میها ادعا میاسکولمی شمارا است

 شمارا است.  Sʹ  ،Rمطلق به 

 22تحدیداصل موضوع نیازمند  ʹSدر  Rاینکه اثبات شمارایی  خستنداند: رسنیک به این برهان دو نقد وارد می     

 است. برانگیز سؤال Rپس اثبات شمارایی  داند.های شمارا محدود میرا به مجموعه ʹSچون  ،است

قبل از اینکه بتوان این  افزود. به همین خاطر Sتناقض به را بدون خطر  تحدیدتوان اصل موضوع دوم اینکه نمی

این اشکال  گرچه؛ را تکمیل کنیم Sبرای تعریف نوع جدیدی از شمارایی نمادهای  باید ا اضافه کرداصل موضوع ر

 صورت چه تضمینی ایندر کند. تغییر می دستگاهتن ورای مفهوم تابع و مفهوم مجموعه با رفآید که پیش می

ای این با مجموعه دستگاهن دو باید نشان دهد در ایاسکولمی   این همان باشد؟ ʹSو در  Sدر  Rوجود دارد که 

 همان سر و کار داریم.
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 Σ ونگ دستگاه .9

شامل  0Σیعنی  دستگاهترین ی ترتیب است. پایینی یک نظریهها بر پایهدستگاهاز  ایزنجیره دستگاهاین      

ست و در حالت اشیاء مرتبه صفر ا یمجموعه یعلاوهبهشامل اشیاء مرتبه صفر  1Σ)اعداد( است.  1اشیاء مرتبه 

 اعداد ترتیبیدر نظر گرفتن  توان بامی است. aاشیاء مرتبه  یمجموعه یعلاوهبه aشامل اشیاء مرتبه  a+1Σ کلی 

ناشمارا  aΣ دستگاههایی است که نسبت به شامل مجموعه aΣ  دستگاهونگ را توسیع داد. هر  دستگاهترامتناهی 

ی وجود دارند که هیچ تابع شمارشی از مرتبه aΣهایی در ی مجموعهیعن شمارا هستند. a+2Σولی نسبت به  هستند

a ی توسط تابع شمارشی از مرتبه لیها را بشمارد وتواند آننمیa+2 توان می گونهاینپس  شوند.شمرده می

 Σ زای ادهد. مجموعهها میونگ معنای رضایت بخشی به آن دستگاهایی نسبی را تعریف کرد و شمارایی و ناشمار

از دیدی مطلق  Σهای ی مجموعهباشد. از طرف دیگر همه a، ناشماراaیک حداقل ناشمارای نسبی است اگر برای 

 دستگاهچون مراتب  است.  a+2باشد، شمارا  a، ناشماراaکه برای حداقل یک  ایمجموعهچون هر  ،شمارا هستند

 شوند. مراتب بالاتر دوباره ظاهر میدر تر ها از مراتب پایینی مجموعههستند همه 23یانباشتونگ 

 اعداد یهمه Σگوید اگر مسئله را در مورد اعداد حقیقی در نظر بگیریم میدر نقد سیستم ونگ رسنیک      

ی ، اعداد حقیقی از مرتبهaهایی شمارا )یعنی برای هر تنها شامل زیرمجموعه ،aحقیقی را دربر ندارد بلکه برای هر 

a .درواقع ( استΣ عنوانبهچراکه  ،های ناشمارا نباشداز همان اول طوری طراحی شده است که شامل مجموعه 

شامل  محمولیهای نظریه مجموعه .شده است درنظرگرفتهیا ساختی  24محمولیهای بنیادی برای نظریه مجموعه

اغلب  مدنظررای های ناشماها باید بتوانند درمورد مجموعهاسکولمیعلاوه بههای ناشمارا نیست. مجموعه

بر  هبستها متغیرهای شوند، توضیح دهند. در این نظریهبحث می نامحمولیهای دانان که در نظریه مجموعهریاضی

ها را اثبات کند باید نوع هنگامی که اسکولمی بخواهد شمارایی این مجموعه شوند.تعریف میها ی مجموعههمه

 (1آید: رایی معمولی تفاوت دارد پس دو مشکل برای او پیش میجدیدی از شمارایی را تعریف کند که با شما

ممکن  (2ی مجموعه شمرده نشود. همه مثلا ،ممکن است مفهوم جدید شمارایی به مفاهیم معمول پایبند نباشد

 همان نباشد.ی اصلی اینخواهد شمارایی آن را نشان دهد با مجموعهای که میاست مجموعه

رض فدهد: تمایز زبان شیئی/فرازبان را میتری از اسکولمیسم قوی ارائه روشن بندیرتصوتوماس در پاسخ      

را  iL ،i+1Lرا در نظر بگیرید. برای هر  iL , …,2, L1L, …های ی خوش ترتیب زبانبرای راحتی زنجیره .کنید

 iS دستگاه iL. برای هر را داشته باشد iLتارسکی برای  25ی شرایط صدقگیریم که کمینهفرازبان آن در نظر می

توانیم پارادوکس را توضیح دهیم: می حالاکنیم. های آن زبان تعریف میشمارای بازگشتی از صدقای مجموعهزیررا 

                                                 
23 cumulative 
24 Predicate set theory 
25 Truth conditions 
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ناشمارا مانند  ایمجموعهدر این صورت  .ی کانتور قابل اثبات باشدفرمی قوی از قضیه ،دلخواه iSفرض کنید در 

C  درiS  ی کانتور در اثبات قضیهوجود دارد. یعنی درiS دهیم فرض وجود تابعی یک به یک از نشان میC  به

باشند.  iSاستفاده کرده است که در  iLتنها از توابعی از  ،انجامد. توجه کنید که اثباتاعداد طبیعی به تناقض می

ی لوونهایم اسکولم در قضیه )اگرشود شمارا می C ،ی لوونهایم اسکولمو به کار بردن قضیه i+1Sحال با انتقال به 

i+1S برای هر  کند:موضع اسکولمی قوی را تعریف می گونهاینرسنیک  .آید.(پارادوکس اسکولم پیش نمی ،نباشد

 در آن شمرده شود.  Cای وجود دارد که  jLناشمارا باشد،  iLکه در زبانی مانند  Cی مجموعه

 26گراییعواقای قوی از نسخه ،استدلالش علیه اسکولمیسم قوی اشکال دیگر توماس به رسنیک این است که در     

 اهدستگدر استدلال علیه  خصوصبه "اعداد حقیقی یهمهی مجموعه"گیرد. رسنیک از اصطلاح را پیش فرض می

توان از یک فرض گرفتن این مجموعه است. در صورتی می 27کند و این ناشی از پیشینیاستفاده می بسیارونگ 

فرازبان در نظر بگیریم و استدلال قطری کانتور  عنوانبهی ناشمارای مطلق دفاع کرد که زبان روزمره را مجموعه

ی لوونهایم اسکولم هم در منطقی است که قضیه کاملادر این صورت  گرچه؛ به کار بریم ها( jS را )در یکی از

سطح ) دستگاهی کانتور در همان و قضیهی لوونهایم اسکولم ی داشتن قضیهنتیجهقابل اثبات باشد.  دستگاه

ارا داشته ناشم ایمجموعهتوانیم یکسانی از زبان( با زبان شیئی یکسان پارادوکس اسکولم است. تنها هنگامی می

 است. 28مان خارج شویم و این همان افلاطون گراییدستگاهاز  کاملاباشیم که 

 تعبیر فاین از اسکولمیسم  .1

های ها دارای مدلمجموعهی نظریه صوریهای دستگاهکه این کند.از اسکولمیسم مطرح می فاین تعبیری دیگر     

ا هها ازجمله فاین و ونگ برای این ادعا که مدلگوید دلیل اسکولمیتوماس می .نیستند31 29نظر وردمناشمارای 

آیند که لم هنگامی پیش میها مانند پارادوکس اسکو، این است که پارادوکس31تعین یابند صوری صورتبه باید

نیاز است. یک  صوریهای ناشمارای غیرمدل 33ها مجاز بدانیم که برای تعینرا درمورد مجموعه 32ادبیات شهودی

را یقی اعداد حقتواند چراکه نمی ،که اسکولمیسم کاذب استباید نشان دهدضداسکولمی  است که ایندلیل دیگر 

ی همهی شدهغیرصوری معینمعین  صوریغیری . وجود مجموعه (Resnik 1966)متناظر کنداعداد طبیعی  با

                                                 
26 realism 
27a priori 
28 Platonism 

  ,N>< ’, . , +منظور از مدل مورد نظر یک نظریه مدل شهودی و آشنای آن نظریه است که با آن سروکار داریم. مثلاً مدل مورد نظر حساب،  29 

 جمع و ضرب و تالی معمولی باشند. ‘که + و . و طوریبه
31 Intended model 
31 formally specified 
32 naïve talk 
33 specify 
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 Thomas)ستا ی ماهای ناشمارا است که مسئلهچون همان وجود این مجموعه ،قابل قبول نیستاعداد حقیقی 

1971, 179) . 

 هاضداسکولمینقد  9-4-9

 : (Resnik 1969, 186-196)شودنقد رسنیک به سه بخش تقسیم می      

 معین شده اشتباه است. صوریغیرهای هوم مدلمف .4

 دستگاهابتدا دو های گوناگون آن، و مدل 34تر کردن تمایز بین یک دستگاه صوری تعبیرنشدهمنظور دقیقبه     

)حساب پئانوی  S دستگاهها( و برای نظریه مجموعه گدل-یزابرن-ون نیومن دستگاه) NBGی تعبیرنشده صوری

 ریصو دستگاهبر تعبیر نشده بودن این دو  تأکیدرا برای  "fS"و  "fNBG"گیریم. دو نماد ر میدر نظمرتبه اول( را 

 اشاره کنیم از اندیس دیگری استفاده خواهیم کرد. دستگاههای این دو گزینیم. هنگامی که بخواهیم به مدلبرمی

ی چون توسط قضیه ،پذیرندرا نمی uNBG یعنی آن مورد نظرپذیرند ولی مدل ناشمارای را می fNBGها اسکولمی

. حتی کنندمیدانان با آن کار همان مدلی است که ریاضی uNBGتوان مدلی شمارا ساخت. لوونهایم اسکولم می

را هایش شماپس مجموعه مدلی شمارا دارد گوید،باز هم میبدانیم اسکولمی  غیر مورد نظرمدلی را  uNBGاگر 

که نیازمند استفاده  دمشخص کن مورد نظررا در فرازبانی  uNBGباید  داسکولمیض ،هستند و برای اجتناب از این

در اینجا است که ها است و ی شروع برای تعبیر دیگر زبانچون تنها نقطه ،است صوریاز زبان طبیعی غیر

ت که اس پارادوکس اسکولم این یسکه ی دیگررویه گرچه؛ زنندها به رسنیک اتهام افلاطون گرایی میاسکولمی

 پس اعداد طبیعی هم که منبع مطمئن ،ی لوونهایم اسکولم رو به بالا اعداد طبیعی مدلی ناشمارا دارندبنابر قضیه

دانند به همین اعتراض معین شده می صوریها آن را غیرهای شمارا هستند و اسکولمیها برای مدلاسکولمی

 است.  ردی بر اسکولمیسم تنهاییبهاین حقیقت دچار هستند. 

2 .fNBG   ندارد.مورد نظر برای مدل داشتن نیازی به داشتن یک مدل 

؛ مستلزم وجود آن نیست fNBGچراکه مدل داشتن  ،اشتباه است uNBGها معتقدند که فرض وجود اسکولمی     

ها مخالف وجود دارد. رسنیک با اسکولمی احتم)شمارا(  fNBG ،cNBGبا فرض مدل داشتن گویند می گرچه

 وریص هایدستگاهاست.  صوریهای دستگاهنقش ی درک نادرستی از چراکه عقیده دارد این دیدگاه برپایه ،است

 کنند.بازی می صوریهای دستگاهنقش پررنگی در استفاده از مورد نظر ی هامخلوقات ریاضی منزوی نیستند. مدل

درمورد  35ها.نه برای خلق آن ،پیش موجود هستند های ریاضی ازای برای بیان دامنهتنها وسیله صوریهای دستگاه

                                                 
34 uninterpreted 

 دارد. یخنث یموضع یاضیاتر یشناس یهستند و درمورد هست یخلق شدن یا یکشف شدن یاضیر یهادامنه ینکهدرمورد ا کندیادعا م یکرسن 35 
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 دستگاهشکل گرفته است که بدون نیاز به اصل موضوع یا  36صوریها اطلاعات بسیاری در ریاضیات غیرمجموعه

 کنند:ها دو نقش اساسی ایفا میدر بنیاد نظریه مجموعه صوریهای دستگاهشود. خاصی فهمیده می صوری

گیری از های ریاضی و پیشدقیق برای اثباتای فراهم آوردن زمینه .2 رصوریغیتدقیق زبان ریاضی . 1 

 ها.پارادوکس

م شناسیکه همه می ایبه مفهوم مجموعهداند که ها مطلوب میی را برای نظریه مجموعهصوری دستگاهرسنیک      

  لوب نیستمط صوریی موضوعهاصول دستگاهتطبیق دقیق مفهوم مجموعه با  گرچه؛ نزدیک باشد

را  موضوعهاصولپس سازگاری  ،شودی ناتمامیت گدل میمشمول قضیه هامجموعهی نظریه موضوعهاصولچون )

از طرف دیگر ممکن است بخواهیم در آینده به  کرد. تأیید صوریتوان توسط یک استدلال غیرتنها می

فهوم مجموعه با آن هماهنگ شود.(. هایمان اضافه کنیم تا درصورت گسترش می نظریه مجموعهموضوعهاصول

 . کندنمی برآوردهشهودمان را  cNBGواضح است که  کهدرحالی ،آورداین مقاصد را فراهم می uNBGمدل  

 ا به یک مدل ناشمارا ترجیح دارد.یک مدل شمار. 9

ن به با کاربرد آ صوریهای دستگاهبدون مخالفت با رویکرد کلی رسنیک درمورد نقش توانند ها میاسکولمی     

 پذیرد او را بهای که رسنیک میتوانند به دلیل نوع مفهوم مجموعهها میآنها مخالفت کنند، چون مجموعه نظریه

 گر اینکهم ؛دین نقدی بر او داشته باشنتوانند چنها نمیکند اسکولمیافلاطون گرایی متهم کند. رسنیک ادعا می

بیان  ی تابع تالی و صفر بهوسیلهها را بهتوان آند طبیعی را در نظر بگیرید. میاعدا ببرند: سؤالرا زیر  fNBGخود 

 ،تعبیر نشده معین کنیم 37گراییصورییک  یوسیلهبه. اگر سعی کنیم اعداد طبیعی را تنها معین کردغیرفرمال 

ا اعداد ی ما برد که تجربهتوان استدلال کمی گرچه؛ شویمگفتیم به پارادوکس اسکولم دچار می قبلاهمان طور که 

برای صوری کردن  fSبه هر جهت  است. غیرضروریمحض آن  صوریمعین کردن وسیع است که  قدرآنطبیعی 

طر چون خ اما ؛تری نیاز داردقوی دستگاهبه  این دستگاهاثبات سازگاری  قواعد اثبات نظریه اعداد مناسب است.

برای  ،صوری هایدستگاهآن ضروری نیست. پس دیدگاه رسنیک به اثبات سازگاری  ،وجود ندارد آن تناقض برای

 .کندکار می خوبیبهنظریه اعداد 

درمورد نظریه  کنند،یی که دیدگاه رسنیک را درمورد نظریه اعداد تصدیق میهاعامل از طرف دیگر     

ی مجموعه"د. عبارت مت کمی دارنهای ناشمارا در ریاضیات قدهای ناشمارا صادق نیستند. مجموعهمجموعه

را ندارد. صرف وجود موضوع اسکولمیسم حاکی از همین امر است.  "عدد طبیعی"وضوح عبارت  اصلا "ناشمارا

از نظریه  صوری دستگاهها شباهتی به نظریه اعداد ندارد. چندین ی مجموعهدرمورد سازگاری هم نظریهعلاوه به

                                                 
36 Informal mathematics 
37 formalism 
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 ،هستندناشمارا های اینکه دلیل این تناقض مجموعه مورددر اناندمجموعهنظریهو  اندبودهتناقض مها مجموعه

های توان بدون استفاده از مجموعهی ریاضیات کلاسیک را میهمه اتقریب. علاوه بر این، این واقعیت که نظرندهم

ناشمارا و های ای علیه مجموعهی این امر است. بنابرین در ابتدای امر ادبیات قویکننده تأیید ،ناشمارا ساخت

های ناشمارا ترجیح های شمارا را به مدلی آن مدلی رسنیک وجود دارد که بتوان برپایهمجموعه صوریمفهوم غیر

برهان خود را بدون پیش فرض گرفتن هیچ گونه هستی شناسی خاصی داد. البته باید توجه کرد که رسنیک 

های صوری قویی را برهانی برضد پذیرفتن دستگاه توان آنپس می دهد.ناشمارا ارائه می هایمجموعهدرمورد 

 fNBGاگر  ،ی سازگاریدرمورد مسئله مثلاشناسی خاصی دانست. بدون ارتباط با هیچ مدل یا هستی fNBG مانند

پس استدلال اسکولمی هنگامی  اسکولمی ناسازگار خواهند بود. cNBGرسنیک و هم  uNBGهم  ناسازگار باشد

هنوز او را  توسط اسکولمی  fNBGپس اگر پذیرش  کند.، کار نمیکندون گرایی متهم میکه رسنیک را به افلاط

ها چه مزیتی برای او دارد؟ به نظر رسنیک تنها رد این مجموعه ،های ناشمارا کنددرگیر مسائل ریاضی مجموعه

 تر است.مزیت هستی شناسی کم جمعیت

 تبه دسی لوونهایم اسکولم بدون اصل انتخاب طبیعی با قضیه ها مدل شمارایشان را در اعداداگر اسکولمی    

( را به NBG)fNBG ()fCONسازگاری و باید  شودمیتعبیر  Rعددی  ناآشنایی به رابطه ‘∋’آورند محمول 

ت. تنها تر اسقوی fNBGاین توسیعی مصنوعی از نظریه اعداد است که از  گرچه؛ اضافه کنند fS یموضوعهاصول

و  دهدیمرا نشان  سازگاری این دیدگاهلوونهایم اسکولم  یقضیهاین توسیع و این دیدگاه این است که  یانگیزه

 .این معضلی جدی است

 ،آورند به دستلوونهایم اسکولم  یقضیهی معادل اصل انتخاب ها مدل شمارایشان را از نسخهاگر اسکولمی     

ی همهی متغیرهای رسنیک دامنه ی متغیرشان است.منهمحدود بودن دا uNBGها با مدل تنها تفاوت آن

مدل  تواننمی در این صورتمحدود است. D ی های دامنهها به مجموعهاسکولمی ی متغیرهایو دامنه هامجموعه

های آن و مدل fNBGفرازبانی غنی برای بحث درمورد  .1باید: ها را به تصنعی بودن متهم کرد اما آنها اسکولمی

 Dو مدل اسکولمی باید  uNBGضروری است چراکه برای تمایز  1 را توضیح دهند. fNBGوجود مدلی برای  .2و 

لیل د ای قوی باشد که بتوان اثبات اسکولم را در آن نوشت.یعنی فرازبان اسکولمی باید به اندازه را معین کرد.

کنند که بر به مدلی نامعین ارجاع می Dی کنندههای تعریفمولفهبرای اسکولمی این است که  2ضروری بودن 

fNBG  .مقدم است 

 

 هاپاسخ اسکولمی 9-4-1
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ن را آ طرفداربرهان  ،اینکه خود اسکولمیسم را نفی کند جایبهگوید که او درمورد رسنیک میتوماس  ویلیام    

های د که بدون مدلها این بوتوسط اسکولمی شدهمعین  صوریهای غیرپاسخ رسنیک به رد مدل نفی کرده است.

یک رسنمعین شده دفاع کنند.  صوریهای توانند از ادعای شمارایی مجموعهها نمیمعین شده، اسکولمی صوریغیر

های شمارا(، نیز به مشکل ی مدلها برای دامنهها حتی درمورد اعداد طبیعی )منبع مطمئن آنباور داشت اسکولمی

 هایقاطعیت حساب مرتبه اول است. یعنی چون حساب مرتبه اول مدل ی عدمدعای رسنیک برپایهخورند. ابرمی

ه ک بر این پایپس رسنی توان دو مدل از حساب با ساختارهای منطقی بسیار متفاوت داشت.می ،ندارد یک ریخت

، چراکه متعین کردن شمارایی نیست 38محض متعین صوریبه طریق کند که شمارایی یک مجموعه، حکم می

 ای کاملاهمان متعین کردن یک تابع شمارش از اعداد طبیعی به آن مجموعه است و رسنیک برپایهیک مجموعه، 

دهد که . توماس به نقد رسنیک پاسخ می39توان اعداد طبیعی را شناسایی کردکند که نمیصوری استدلال می

ند را ند باید مرتبه اول باشکنهایمان را معین میهایی که مدلتوان فرض ضمنی رسنیک مبنی بر اینکه نظریهمی

. (Mendelson 1964, 116)شودمیحساب پئانو قاطع اگر سورگذاری بر توابع را مجاز بدانیم، چراکه  ،رد کرد

رو هستیم، بدین روبه 41"عددی ناپذیریتفکیک"هم با های پئانو فرضدهد که حتی با این وجود رسنیک پاسخ می

 aبرای   Nʹ = {a, 0, 1, 2, …}های پئانو باشد،ای برای مدل این فرضهدامن N = {0, 1, 2, …}معنی که اگر 

در 41توان شناسایی کرد.پس اعداد طبیعی را نمی  Nʹ ≠Nگیرد چون نین است. رسنیک نتیجه میدلخواه نیز چ

اند وتواند به طور خاص برای شمارایی تعریفی صوری بدهد؛ یا می تتواند دو پاسخ دهد: میجا اسکولمی میاین

کند، بداند و در این صورت ی دلخواهی که قوانین حساب را برآورده میمانند کواین اعداد طبیعی را هر مجموعه

 در نظر گرفت.     (the natural numbers) توان اعداد طبیعیرا می ʹNو Nهردوی 

جود توانند به وها نمیلمی. این ادعای رسنیک که اسکوشودداده می تر توضیححالا پاسخ اول اسکولمی بیش     

توضیح وجود یک مجموعه، دشوار است.  42گراپایبند باشند، صادق است چراکه برای یک صوریی خاصی مجموعه

یعی ی متعالی اعداد طبها را مقید به یک مجموعهمقابل این اتهام رسنیک که اسکولمیدر اسکولمی پس بهتر است 

های شهودی کانتور باشد باید شامل ایدهها ای از مجموعهد که هر نظریهدهتوماس پاسخ می .دنداند پاسخ دهمی

 پذیرند: ها شمارایی با تعریف ددکیند را میاسکولمیای سازگار خواهد بود. و چنین نظریه

 aاز  yی ی سرهاست اگر و تنها اگر اینکه یک زیر مجموعه Tی در نظریهنامتناهی -ددکیند aی تعریف: مجموعه

 باشد. Tای از نگاشته شود، قضیه yیک به یک به  طوربه aد باشد و موجو

                                                 
38 established 
39 identify 
40 Numerical insegragativity 

  Quine 1969, 44).-(45است )natural numbers) theدر اینجا منظور از اعداد طبیعی همان اعداد طبیعی معروف  41 
42 formalist 
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باشد که  ایگونهبه  yی ددکیند نامتناهی اینکه هر مجموعهاگر و تنها اگر   شماراست Tدر  aی تعریف: مجموعه

a  یک به یک به  طوربهرا به توانy  ،از  ایقضیهنگاشتT .باشد 

را  "ی اعداد طبیعیی همهمجموعه"ی از شمارایی است. این تعاریف وجود تعریف دوم تعریفی کاملا صور     

رسد شوند. به نظر میی متعالی اعداد طبیعی متعهد نمیها به یک مجموعهگیرند. پس اسکولمیفرض نمیپیش

گرفته  رها یا ناشمارا هستند یا اگر در بستر یک نظریه در نظقوت موضع اسکولمی این است که برآن است مجموعه

 شوند، شمارا خواهند بود.

ای است که در هر دستگاه سازگار شمارا مجموعه "مطلقا ناشمارا"ی یک مجموعهگرای متعصب برای صوری    

رد. وجود ندا "مطلقا ناشمارا"ی دهد بدین معنا مجموعهی لوونهایم اسکولم نشان میگوید قضیهباشد. توماس می

 ای که درعنوان مجموعهرا به "مطلقا ناشمارا"ی دهد تا مجموعهو این توانایی را میدیدگاه افلاطونی رسنیک به ا

برخی از ها با این ادعا که . اسکولمی(Resnik 1969, 189-192)ی صادقی ناشمارا است، بپذیرد. هر نظریه

ی رسنیک از این و استفاده های مشخصی ناشمارا هستندهایی دارند که در فرانظریههای سازگار مدلنظریه

 ، مشکلی ندارند.عنوان مدل مورد نظرها بهفرانظریه

های ناشمارای مطلق وجود ندارند را نشان ی لوونهایم اسکولم که سازگاری این ادعا که مجموعهقضیه در مقابل     

سازگار خاصی  هایدهد که نظریهسازگاری این ادعا را نشان می لوونهایم اسکولم رو به بالا یقضیه ،دهدمی

ها( ناشمارا هستند. پس باید دید کدام یک از دو موضع بر دیگری هایی دارند که )نسبت به برخی نظریهمدل

های ناشمارای مجموعهی( گرایانه)افلاطوندلایل رسنیک برای ترجیح طور که بیان کردیم همان ترجیح دارد.

 ها.مشکلات تکنیکی اسکولمی2 صوریهای دستگاه.نقش 1شوند: مطلق به دو دسته تقسیم می

ورد مکند تعبیری رسنیک ادعا مینویسد: تر هستند میی نخست از دلایل که فلسفیتوماس درمورد دسته      

شود. برای رسنیک نظریه معین می صوریغیر طوربهی آن ناشمارا است و وجود دارد که دامنه fNBGاز  نظر

 مورد نظر که مدل این استبه نظر توماس مسئله  مکانیک نیوتونی است.د سازی مانناز نظر صوریها مجموعه

 (Resnik 1966, 431) دانستمیی آن را اعداد حقیقی ها چیست. رسنیک به نظر ابتدا دامنهنظریه مجموعه

 ,Resnik 1969)ها( باشد.ی مجموعهی همه)مجموعه V اشدامنهسپس به مدلی گرایش پیدا کرد که  ؛ اما

گاه این ادعای های غیرصوری ما از ریاضیات کافی باشد، آنبرای ایده fNBG اگرولی در این صورت  190-(191

مسئله فقط یک مثال در هر حال است.  fNBGی وجود ندارد قضیه Vچون اینکه  ،رسنیک مثال خوبی نبوده است

دهد این است که این نشان می نکته در آن وجود دارد. Vکواین را انتخاب کند که  NFتوانست رسنیک می .نیست

 یمجموعهکند کنند. بر این مبنا توماس ادعا میهای مجموعه را معین مییژگیها وتنها خود نظریه مجموعه
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 ایمجموعهناپذیر نظریه، چون این یک مفهوم جداییها قابل فهم نیستیک نظریه مجموعه 43متنناشمارا خارج از 

 . است

 صوریتنها اشیای از پیش موجود ریاضی را  ،صوریهای دستگاهاین ادعای رسنیک که گوید اگر توماس می

 برای ژنتیک سنتورها بنویسیم. صوریی یک نظریهمانند این است که  ،کنند درست باشدمی

 یخهنسگوید در مدل اسکولمی که از کند، توماس میدرمورد مشکلات تکنیکی اسکولمی که رسنیک ادعا می

 نظریه اعدادی آشناینای یک رابطه ’∋‘آید، اینکه تعبیر می به دستی لوونهایم اسکولم انتخاب قضیهبدون اصل 

نظریه  مورد نظر گفتند محتوی مدلها از همان ابتدا میزیرا اسکولمی ،کندباشد برای اسکولمی مشکلی ایجاد نمی

 ستبه دی لوونهایم اسکولم انتخاب قضیه ی معادل اصلها واضح نیست. برای مدل اسکولمی که از نسخهمجموعه

 fNBGی آن اضافه کنیم از موضوعهاصولرا به  f‘CON(NBG’(توماس معتقد است دلیلی ندارد که اگر  ،آیدمی

چیز  f‘CON(NBG’(را قبول دارد. پس صدق اصل موضوع  fNBGرسنیک هم سازگاری تر باشد چون قوی

هایش بحث کرد پذیرفتنی است چراکه و مدل fNBGکه بتوان درمورد نیاز به فرازبانی غنی هم جدیدی نیست. 

 هایها با رد مجموعهتر نیاز داریم. اسکولمیای قویشود به نظریههنگامی که از سازگاری یک نظریه بحث می

د لت کنهای یک نظریه دلای مدلای که بتواند به همهنظریه، پس فراکنندهای ناشمارا را نیز رد میناشمارا مدل

گیرد تنها حالتی از )محتمل، ناشمارا( که رسنیک به آن ایراد می fNBGفرض وجود مدلی برای  مشکلی ندارد.

وجود دارد تا نشان دهد که  uNBGکند است. یعنی اسکولمی فرض می45 44"شناختیتحویل هستی"ی مسئله

 وجود دارد. cNBGتنها 

 . (Thomas 1971, 179-186)کندحکم می هایاسکولمگیرد تیغ اکام به نفع توماس نتیجه می

 

 نقد بناسراف 9-4-5

 :(Benacerraf 1985, 85-115)کنیم ای از نقد ضداسکولمی بناسراف را بیان میدر این قسمت خلاصه     

 یتهای نسبها اضافه کنیم استدلالموضوعه را به آنبناسراف معتقد است اگر تعبیرهای مورد نظرمان از اصول     

 شود.ی اسکولم میی یک نظریه دچار ادعاهای نسبی گرایانهموضوعهمدلی اصولمردود خواهند شد. تنها فهم نظریه

                                                 
43 context 
44 Ontological reduction 

 خواهیم، باید اشیاء زائد را مشخص کنیم.ی یک جهان مشخص را نمیکه ما همهگوید هنگامیمیاین مسئله  45 
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ای از پارادوکس اسکولم را که خود اسکولم مطرح کرده است دارای اشتباه فاحش و در جایی دیگر بناسراف نسخه

 نامد:ساده می

صورت به- 0PZمثل  -دهد چگونه یک مجموعهلم توضیح می، اسکو(Skolem 1922)در متن کلاسیک       

ی استدلال نسبی بودن شود. این هستهمی "شمارا"ولی به دلیل داشتن یک مدل شمارا،  "ناشمارا"اثبات پذیر

ناشمارا ولی از موضعی بیرونی شمارا است. این استدلال صحیح نیست چون  Bدر مدل  Mمفهوم اندازه است. 

 ”∋“ی مشخصی) اگر عددی باشد که رابطه ،چیزی شمارا است Bدر آن مبهم است. در مدل  "شمارایی"مفهوم 

 ( داشته باشد. تعریف زیر را در نظر بگیرید:Bدر  Z“0”در مدل( با عددی دیگر )تخصیص 

f ) ی  و برد تابعی یک به یک با دامنهx  .استf (∃ dfDen(x) = 

شمارا است و چون  Bی ای وجود نداشته باشد. چون دامنه fنین ناشمارا است اگر و تنها اگر چ Mی مجموعه

M ای از آن است، فارق از هرچه نظریه بگوید، زیرمجموعهM تواند اعتراض کند شمارا است. در اینجا زرملو می

ی واقعی عنوان یک مجموعهبه Bبا ها است که مجموعهاستدلالی شهودی در نظریه  ،چراکه این قسمت از برهان

یک عدد است؛  Mکند. این در حالی است که او در آغاز فرض کرد که ی آن رفتار میعنوان زیرمجموعهبه Mبا  و

متن  ، که در"بنابرین"ی است و بدون این برداشت، کلمه "عضو"شود که دارای گونه برداشت میگرچه اکنون این

 این استدلال اسکولم تنها یک ابهام پیچیده است.توان توجیه کرد. پس ایم، را نمیاسکولم زیر آن را خط کشیده

جا استدلالی برای این ادعا که تنها ساختارهای کداند که در هیچا متهم به این میبناسراف هم چنین اسکولم ر 

 مهم و دارای معنای ریاضی هستند، نیاورده است. ،مرتبه اول

ها نظریه این است که دلیلی ندارد با نظریه مجموعهگرایی از نظر بناسراف دلیل شکست پارادوکس اسکولم و نسبی

ای مدلی رفتار کنیم. این بدین معنی نیست که نظریه مدل آن را مطالعه نکنیم. آنچه یک عبارت نظریه مجموعه

ی های کلاسیک این نظریه ثابت است نباشد. نظریهی مدلسادگی آنچه تحت همهتواند بهکند میبیان می

  ها در ریاضیات شهودی ریشه دارد.عهموضوعی مجمواصل

 

 

  دیدگاه اسکولمی ضعیف 2-9

 :(Resnik 1966, 432) شودمی بندیصورتزیر  صورتبهاین دیدگاه      
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 موضوعهاصولتوان توسط ناشمارایی را نمی خصوصبهای م که مفاهیم نظریه مجموعهییا باید بپذیر (1

 مشخص کرد.

 ها تن دهیم.ی مجموعهیرفتن شمارایی مطلق همهیا باید به ناشمارایی نسبی و پذ (2

ای توسط بازسازی استدلال پشت این دیدگاه آسان نیست. پس از راسل مشخص کردن مفاهیم مجموعه     

ص مشخ صوریی موضوعهاصولای را بیشتر از آنچه رایج شد. یعنی معنی اصطلاحات نظریه مجموعه موضوعهاصول

جود دارند. و موضوعهاصولاز این  غیرمورد نظردهد تعابیر ی لوونهایم اسکولم نشان میهدانستند. قضینمی ،کنندمی

 موضوعهاصولپس  ،جدا کرد مورد نظرهای توان از مدلرا می غیر مورد نظرهای توان استدلال کرد که مدلمی

ارد کردن شهود یا دانش غیر این برای اسکولمی به معنای و گرچه؛ های ناشمارا را مشخص کنندتوانند مجموعهمی

 وضوعهماصول: کندقسمت اول دیدگاه خود را بیان میها است. بنابرین در این نقطه به نظریه مجموعه موضوعیاصل

 ،را نپذیریم 1موضع اسکولمی ضعیف اگر  بندیصورتبر بنا ای را مشخص کنند.مجموعه نظریهتوانند مفاهیم نمی

معانی  این است که 2شود. اما مشکل قسمت مواجه می 2را نپذیرد با  1ه کسی درصورتی ک باید صادق باشد. 2

: کندها را بررسی میاز آندو تعبیر روشن کردن، رسنیک  منظوره. بمبهم هستند "مطلق"و  "نسبی"اصطلاحات 

ن همانی بیهمان نقد وارد بر آن دیدگاه یعنی نا ،اگر نسبی و مطلق را مانند دیدگاه اسکولمی قوی معنی کند

فت معرامکان باید  بنابرین اگر بخواهیم قسمت دوم را با این تعبیر بپذیریم ؛ی بر او وارد خواهد بوددستگاه

 یموضوعهاصولکه  به مجموعه را بپذیریم. تعبیر دوم این است که مجموعه را شیئی دلخواه بدانیمموضوعی غیراصل

مجموعه را شیئی از مدل اسکولم در نظر بگیرد، از این مفهوم  توانو چون می کندمیبرآورده ها را نظریه مجموعه

نظریه  موردنظرهای اسکولمی در اینجا فرض کرده است که اگر مدل های شمارا وجود خواهند داشت.تنها مجموعه

شمارا ها به های دیگر نظریه مجموعهاز فرض وجود مدل و ها را مجاز ندانیم، تعبیرمان شمارا خواهد شدمجموعه

ی که حداقل دستگاهدیگر خواهد شد: هر پارادوکسی دچار  این صورتدر  اما؛ ها رسیده استی مجموعهبودن همه

ه تنها هایی کیک مدل داشته باشد مدلی ناشمارا دارد. پس ممکن است کسی نتیجه بگیرد ساختن نظریه مجموعه

های ناشمارا نیز دارد. نظریه سازگار باشد مدل چون اگر اینپذیر نیست.  امکانهای شمارا باشد شامل مجموعه

کردن  ی انتخاب؛ اما زمینهتوان انتخاب کردهر دو نتیجه گیری اشتباه است چون بین تعابیر مختلف می وضوحبه

 .باید از خود انتخاب مستقل باشد

اگر اسکولمی  ست.صادق ا 2کاذب باشد  1شود که نشان دهد اگر پس در نتیجه اسکولمی ضعیف موفق نمی     

ها را رد نظریه مجموعه مورد نظردیدگاهش را بپذیرد یعنی تعابیر  1ضعیف موضعش را اصلاح کند و تنها قسمت 

ها مدل یکتایی ندارند که بدیهی است. ی نظریه مجموعهموضوعهاصولکند در این صورت این معادل این است که 

ی عضویت کنیم و در به رابطهرا تعبیر  ’∋‘ته باشد باید نماد وجود داشای مجموعهگیرد اگر رسنیک نتیجه می

 ی ناشمارا داریم.این صورت هم مجموعه و هم مجموعه
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 موضع لاادری 9-9

هایم ی لوونکند در مورد اهمیت فلسفی قضیهاو ادعا می کلنک است.ویرجینیا ترین مدافع این موضع اصلی     

 هامیاسکولشوند. ها موفق نمیضداسکولمیها و هیچ کدام از اسکولمی کندمیادعا کلنک  اسکولم ابهام وجود دارد.

های شوند وجود مجموعهموفق نمی گرایانافلاطونهای شمارا وجود دارند و توانند نشان دهند که تنها مجموعهنمی

ه همیت فلسفی است چراکبحث دارای ا گرچه ؛است ناپذیرتصمیم مسئلهناشمارا را اثبات کنند. او عقیده دارد این 

را  ی به ریاضیاتگرایصوریی لوونهایم اسکولم شواهد له نوعی دیدگاه شناسانه بودن قضیهفاقد اهمیت هستی

دهد دانند چراکه نشان میرا از نظر فلسفی بسیار مهم میلوونهایم اسکولم  یقضیهها اسکولمی کند.تقویت می

شود تنها خاصی ثابت می صوریدستگاه ها در چون ادعای آن گرچه؛ های ناشمارای مطلق وجود ندارندمجموعه

قوی نیست که بتواند تابع شمارش را تولید کند.  قدرآن صوری یند این است که این نظریهدهچیزی که نشان می

 ،کنند اهمیت هستی شناختی لوونهایم اسکولم کم استها( ادعا میضداسکولمی) گرایانافلاطوناز طرف دیگر 

نگارند تنها عبارات را به عباراتی درمورد اعداد میآورند و ها فراهم نمیهای اسکولمی شمارشی از مجموعهچون مدل

ی ی لوونهایم اسکولم  یعنی قضیهی دیگر قضیهها رویهو این مدلدهند مفهوم قابل قبولی از عضویت ارائه نمیو 

ا های بدهد هر نظریه با مدل نامتناهی دارای مدلد که نشان میگیرنلوونهایم اسکولم رو به بالا را دست کم می

های ناشمارا بدانیم. تر از مدلهای شمارا را مهمگرا دلیلی ندارد مدل افلاطوناز نظر  46های نامتناهی است.اندازه

 کند. شناختی ما کمکی نمیهستیهای ی لوونهایم اسکولم در پاسخ به پرسشپس قضیه

ها به موضع اسکولمی این است که مدل پردازد. یکی از اعتراضدا به بررسی دیدگاه اسکولمی میکلنک ابت     

توان در دفاع از اسکولمی شهودی نیست. می ،نظریه اعدادی ءها به اشیاشمارا به دلیل تعبیر عضویت و مجموعه

 ساختن مدل هنکین ،یک روش ثلامی لوونهایم اسکولم وجود دارد. تلفی برای اثبات قضیههای مخپاسخ داد روش

این مدل  گرایانافلاطون گرچه؛ دهدرا نشان می صوریی که شهودی هم هست چراکه تنها جملات نظریهاست 

ها و تعبیر عضویت وعهی مجماش مجموعهها تنها مدلی قابل قبول است که دامنهپذیرند چراکه از نظر آنرا هم نمی

 .نرمال باشد

های شمارا وجود دارند. پس اثبات وجود یک زیرمدل شمارا برای ها این است که فقط مجموعهیادعای اسکولم     

است که وجود آن  تریبزرگی ی دامنهی شمارای مدل اسکولمی زیرمجموعهچون دامنه ،این ادعا کافی نیست

دهیم اگر م. نشان میکنیها را فرض می Uوجود "به فرم  استدلالاین است که این کلنک فرض شده است. پاسخ 

 که دهندمینشان  تنهاها اسکولمی گرچه "دنیاز نیستند...ها مور Uی گاه همهند، آن نیاز باش ها مورد Uی همه

                                                 
ی لوونهایم اسکولم رو به بالا را به نفع اسکولمی ها داند و استفاده از قضیهی اسکولم و شکاکان این انتقاد را به اسکولمی ها وارد نمیبناسراف در مقاله 46 

 ها برقرار است. ی اندازهی نسبیت برای همهدهد مسئلهشمارد، چراکه نشان میمی
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. حتی اگر ی اصلی وجود ندارددهد مجموعهاین نشان نمی .نیست لازممدل ساختن ی اصلی برای ی مجموعههمه

 فرض سادگیبهها و افلاطون گراها تری دارد: اسکولمیمشکل جدیها استدلال اسکولمی ،این مشکل حل شود

کند ولی این فرض مورد تردید است چراکه و عضویت را حفظ میها های شهودی مجموعهگیویژ ،کنند زیرمدلمی

اگر رابطه  گرچهاست  شهودی { …,<2,3>,<1,2>د طبیعی }اعدبرای ا <ی هدر نظریه اعداد برای رابط مثلا

 {..,<2,16>,<4,8>,<2,8>,<2,4>}این رابطه  ،محدود کنیم {..,2,4,8,16}ای دیگر مثل دامنهرا به 

توان شرایطی را در نظر به همین ترتیب می "∋"شهودی است. درمورد  "2xتوسط   شمرده شدن"بیشتر درمورد 

ده یز این مشکل حل نشتر باشد. پس با استفاده از اصل انتخاب نگرفت که زیرمجموعه برای آن تعبیری شهودی

 47مورد نظروجود ندارد چراکه مفهوم مدل  "∋"کنند نیازی به تعبیر شهودی  ها در اینجا ادعا میاست. اسکولمی

ی های اسکولمی برای هر نظریهاین پذیرفتنی نیست چراکه مدلها در نگاه اول واضح نیست. هبرای نظریه مجموع

 مبهمای است که ها تنها نظریهچرا نظریه مجموعه ا باید توضیح دهندهد. اسکولمیشدن وجود دارن صوریقابل 

ا شود. پس باید این رمی نا استانداردهای منجر به عقب نشینی به سمت مدل شهای استانداردمدل بودن چیستی

ی شناختو در این صورت فاقد وزن هستی نیستند مورد نظر ،هاهای شمارای نظریه مجموعهکه مدل قبول کرد

 را در نقد این بیان ببینید.(. 9)زیرنویس  شود.ی لوونهایم اسکولم رو به بالا تقویت می. این توسط قضیههستند

ی نامتناهی مدل دارد و آنچه قضیه یاندازهبرای هر  صوریهای گیرند نظریه مجموعهو مایهیل نتیجه میرسنیک 

ها ناشمارا وجود ندارند بلکه تنها این است که آن هایدهد آن نیست که مجموعهلوونهایم اسکولم نشان می

توانند تنها توسط ساختار منطق مرتبه اول مشخص شوند. این نتیجه همان طور که در نقد توماس گفتیم نمی

 یضداسکولمها وجود دارد و اگر برای نظریه مجموعه غیرصوریکافی  یاندازهبهی این فرض است که مدلی برپایه

 ها این است که ریاضیاتضداسکولمیی این ادعا به نظر است. انگیزه ارزشبیاثبات نکند اعتراض وی  ادعا رااین 

ای دارد. کلنک معتقد است تعبیر مفاهیم نظریه مجموعه "دانانریاضیی جامعه صوریغیرفهم "بستگی به  صوری

هودی شمورد نظر اینکه مدل  درمورد فکرسبز بودن با یکدیگر متفاوت است. پس  ما از ادراک "درونی"مانند درک 

 بیهوده است.  ،ها کدام استنظریه مجموعه

ها متفاوت نیست چراکه ما کاربرد عبارات نظریه اعداد با نظریه مجموعه ،صوریرسنیک معتقد بود در سطح غیر     

ادی که کاربرد عبارات ربط زیکند ها استفاده کنیم ولی کلنک اعتراض میتوانیم از آندانیم و مینظریه اعداد را می

ها به معنای آموختن این است که هر فرمول را در به نوع مدلی که دارا هستند ندارد و آموختن نظریه مجموعه

 کند.میگرا کمکی نبه افلاطون غیرصوریبرای توضیح ریاضیات  هم جای درستش قرار دهیم. پس استفاده از کاربرد

 شود نشان دهد که دیدگاهش از نظر هستی شناختی خنثی است.یپس از نظر کلنک، رسنیک موفق نم

                                                 
47  intended 
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دی ریاضیات شهونیست.  معلومهای ریاضیات شهودی و غیرشهودی را توضیح داد توان تفاوتاینکه چگونه می     

ی میان دو زبان دانست توان این رابطه را رابطهو ناسازگار است. پس می دقتبیی ماست که شامل زبان روزمره

قدرت  یصورتصور کرد که ریاضیات پیش  تواننمیولی در این صورت  .از دیگری است تردقیقه یکی سازگار و ک

داشته باشد. حتی اگر زبان طبیعی را یک زبان  "ناشمارایی"خاصی برای بیان معنی شهودی مفاهیم ریاضی چون 

پس تلاش برای روشن کردن  .شودمی نیابهتر ب صوریدر یک زبان  "مجموعه"مرتبه دوم در نظر بگیریم مفهوم 

 مغلوب است.مورد نظر مفهوم مدل 

 لیلدچیستی مجموعه را درک نکنیم و از طرف دیگر به  صوریشود از نگاه ی لوونهایم اسکولم باعث میقضیه     

ها داد تنها و اعاین باشد که مجموعه نتیجهرود. پس شاید می سؤالما نیز زیر  صوریشهود غیر ،مسائل ذکر شده

مدلی برای نظریه  برآورده کندای که این اصول را گویند و هر مجموعهبه ما می موضوعهاصولآن چیزی هستند که 

 گرایانهتصورهای نتیجه تأییدتوانیم به می گرایانافلاطونبنابرین پس از بررسی دو تلاش ناکام  ها است.مجموعه

شود. یک علم توصیفی با مشکلات زیادی مواجه می عنوانبهریاضیات  دهند درنظرگرفتنبپردازیم: نتایج نشان می

 کند. ی اشیا صحبت میریاضیات مانند منطق یک نظریه درمورد اشیا نیست بلکه درمورد همه

؛ کندبدیل میت معنیبیکنند این است که ریاضیات را به علائم را رد می گراییصوریدلیل اینکه بسیاری سریع      

 عنوانهباست ولی دلیلی ندارد این را  ی این فرض است که معنا همان مدلولپایهبر  گراییصوریین نقد به ا گرچه

 گردد.آن برمی 48ی معنی برای ریاضی به کاربردترین نظریهنظریه معنای ریاضیات بپذیریم. به نظر کلنک مناسب

چیزی است که وجود دارد جایی برای بخش تنها  صوری دستگاهممکن است اعتراض شود که با پذیرفتن اینکه 

که ریاضیات  ه استادعای کلنک این نبود گرچه، یعنی تحلیل مفاهیم شهودی باقی نماندمهمی از ریاضیات 

 (Klenk 1976)که ریاضیات شهودی با هستی شناسی ارتباطی ندارد. شهودی وجود ندارد بلکه این

دو دهد اینها نشان میاسکولمیهای اسکولمی و ضددادن استدلال در این بخش دیدیم کلنک با کنار هم قرار    

های ناشمارا وجود دارند یا خیر بهتر است موضع لاادری را رسند. پس درمورد اینکه مجموعهبه تکافو ادله می

 برگزینیم.

    گیری فصل سومبندی و نتیجهجمع 9-1

مارای های شی لوونهایم اسکولم، توسیعهایشان )قضیههانهای قوی و ضعیف، بردر این فصل مواضع اسکولمی     

ها، ها را بیان کردیم. با کنار هم دیدن برهانها بر برهانونگ( و نقدهای ضداسکولمی دستگاههای استاندارد و سیتم

رسند. سپس در همین راستا موضع ها به تکافو ادله میها دیدیم که اسکولمی و ضداسکولمینقدها و پاسخ

                                                 
48 practice 
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ل . در فصرجحان دادیمها و این موضع را بر دو موضع اسکولمی و ضداسکولمی ادراگرایی کلنک را بیان کردیملا

 کنیم.های اسکولم بررسی میهای مرتبه دوم را برای پارادوکسحل نظریهبعدی راه

  



 

 

 

 

 

 

 فصل چهارم

 پارادوکس اسکولم و منطق مرتبه دوم
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های کنیم که پارادوکس اسکولم را مشکل نظریه مجموعهگاه افرادی مانند شپیرو را بررسی میدر این فصل دید     

سپس پارادوکسی مشابه  گیرند.م را راه حل آن در نظر میهای مرتبه دودانند و نظریه مجموعهمرتبه اول می

 کنیم. پارادوکس اسکولم را برای منطق مرتبه دوم بیان می

 

 اول چه مشکلی دارند؟ های مرتبهنظریه 1-4

 (Shapiro 1991, 110-115)شود. های مرتبه اول بررسی میدر این بخش مشکل عدم قاطعیت نظریه     

ی لوونهایم اسکولم قضیه 49ریخت باشند.موضوعی قاطع است اگر و تنها اگر هر دو مدلش یکیک دستگاه اصل

تواند یک توصیف قاطع از یک ساختار نامتناهی ول نمیدهد هیچ مجموعه ای از جملات یک زبان مرتبه انشان می

ی موضوعهها توسط جایگزین کردن اصولحساب، آنالیز و نظریه مجموعهمانند های مرتبه اول معمول نظریه باشد.

مرتبه اول کمی بیشتر  ZFCاز  Z2آیند. قدرت استنتاجی به دست می 51موضوعیهای اصلمرتبه دوم با طرح

های لوونهایم اسکولم و ها وجود دارد. به دلیل برقرار بودن قضیهزیادی بین آن سمانتیکیوت است، گرچه تفا

 آنالیز و نظریهبرای  یی شماراهاحساب مرتبه اول و مدلبرای  یی ناشماراهاهای مرتبه اول، مدلفشردگی در نسخه

استاندارد و مدل هر های مرتبه دوم های نظریه(، مدل1965های مرتبه اول وجود دارند. پیرو مونتاگ )مجموعه

 .شوندنامیده می استانداردنا ،ی مرتبه دوم متناظر نباشدریهی مرتبه اول که مدل نظنظریه

 استاندارد دارند:های مرتبه اول زیر مدل نافرمول هایمجموعه

                                                        {Φ ول است و در زبان حساب مرتبه ا⊨ AR → Φ  }AR-1: 

                                                          {Φ  در زبان آنالیز مرتبه اول است و⊨ AN → Φ  }AN-1:  

                                                           {Φ  در زبانZFC  مرتبه اول است و⊨ Z2 → Φ  }Z2-1: 

                                                 

 مراجعه کنید. Corcoran 1980ی بیشتر درمورد نقش قاطعیت در تاریخ ریاضی و منطق به برای مطالعه 49 

50 Axiom schema 
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AR-1 های مرتبه اول حساب، صدق یمجموعهAN-1 های مرتبه اول آنالیز و ی صدقمجموعهZ2-1 ی مجموعه

 دسترس ناپذیر هستند.  51هایمرتبهی های مرتبه اول ارضا پذیر در همهفرمول

ی مرتبه دوم استقرا، کمال و موضوعه. اصولشودهای قاطعیت مرتبه اول بررسی میحال دلیل شکست قضیه     

های روند؛ گرچه طرحای از دامنه، حتی اگر در زبان نباشد، به کار میی در مورد هر زیرمجموعهجایگزین

ای ههای قاطعیت نظریهروند. اثباتها به کار میهای تعریف پذیر توسط فرمولموضوعی تنها درمورد مجموعهاصل

گردند و اصل خصی از دامنه تعیین میهای مششوند، زیرمجموعهنظریه آغاز می "دلخواه"های مرتبه دوم با مدل

ها یا روابط مربوطه از شود. برای تعیین وجود زیرمجموعهها استفاده میموضوع مرتبه دوم مناسب درمورد آن

های مرتبه را مدل یکی از نظریه < M = < d , Iاگر اماشود؛ ها استفاده میسطحی ابتدایی از نظریه مجموعه

، ابتدا باید مطمئن dاز  pی موضوعی درمورد زیرمجموعهبه کار بردن یک طرح اصلاول در نظر بگیریم، برای 

و  Φ(x). یعنی به فرمولی مانند "تعریف کند" Mرا در مدل  pشویم فرمولی در زبان مرتبه اول وجود دارد که 

یکسان  xدر  جز شایدجا بهکه همه ʹSهای ی نگاشتطوری که برای همهنیاز است به Mبر  sنگاشتی مانند 

اختصاص دهد. در این صورت و فقط در این  xرا به  pیکی از اعضای  ʹSاگر و تنها اگر  M,Sʹ ⊨ Φ(x)هستند، 

که این شرط را برآورده  pی استفاده شود. چنین مجموعه pتواند باشد که درمورد ای از طرح میصورت نمونه

تعریف پذیر مرتبه اول -Mی رابطهتوان تابع یا ر مشابه، میطوبه شود.مرتبه اول نامیده می 52تعریف پذیر-Mکند، 

 شود مستلزم این است کهبندی میموضوعی صورتی مرتبه اول که توسط یک طرح اصلرا تعریف کرد. هر نظریه

، اصل مربوطه )استقرا، کمال یا جایگزینی( درمورد هر زیرمجموعه یا تابع تعریف پذیر مرتبه اول Mبرای هر مدل 

های قاطعیت ای از دامنه به کار روند. پس قضیهتوانند درمورد هر زیرمجموعهها نمیمنه به کار رود و این اصلدا

های مشخصی از دامنه که در فرانظریه چون ممکن است زیرمجموعه ،خورنددر حالات مرتبه اول شکست می

 اند، تعریف پذیر مرتبه اول نباشند. ساخته شده

های نزولی عضویت تنها مانع زنجیره ،یبنیادخوشمرتبه اول اصل موضوع  ZFCمشاهده کرد در  توانمی مثلا     

 53که اصل هم مصداقی بنیادخوشتوان تحقیق کرد که هر ساختار شود. میکه تعریف پذیر مرتبه اول هستند، می

پس بحث  (Shapiro 1991, 112)ریخت است.ی متعدی )تحت عضویت( یکبا یک مجموعه برآورده کندرا 

ها ی آنمتعدی )ساختارهایی که دامنه 54ایهای مجموعهتوان به مدلها را مینظریه مجموعه بنیادخوشهای مدل

مرتبه اول  ZFCشود.( فروکاست. بنابرین اگر ی عضویت معمولی نسبت داده میرابطه ∋یک مجموعه است و به 

که  شودی لوونهایم اسکولم رو به پایین نتیجه میز قضیهداشته باشد، مدلی متعدی دارد. ا بنیادخوشمدلی 

                                                 
51 rank 
52 M-definable 
53 Axiom of extensionality 
54 Set models 
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تواند عضوهای ناشمارا می ’dی ای است. مجموعهوجود دارد که یک مدل مجموعه  ⊇ ’d  dی شمارایزیرمجموعه

هم  mریخت است و این یک ’dوجود دارد که با  mی متعدی شود مجموعهداشته باشد. با این وجود ثابت می

 (Shapiro 1991, 112)شمارا است.  mای و هر عضو وعهیک مدل مجم

؛ گرچه m ⊨ Cمرتبه اول است،  ZFCیک قضیه از  Cچون باشد. ی کانتور عبارت قضیه Cفرض کنید      

. برخی مشاهدات و عضوهایش شمارا هستند. این دوباره پارادوکس اسکولم است mطور که بیان کردیم خود همان

 توان نشان دادی اردینال های متناهی باشد. میمجموعه ωکافی هستند. فرض کنید  برای رفع این ابهام

 ω ∈ m. .(Shapiro 1991, 114)  فرض کنیدS(y)  فرمولی باشد که بیان کندy ⊆ ω  یعنی هر عضو(y 

ست. ا xبر روی  ωتابعی از  zفرمولی باشد که بیان کند که  O(z , x)یک اردینال متناهی است.( و فرض کنید 

 ≡ x [ ∀y (y ∈ x∀ی کانتور و قضیه x ∀y ( y ∈ x ≡ S(y))∃ ی توانی مستلزماصل موضوع مجموعه

S(y)) → ~∃z O(z , x)]  .استm  چون هر عضو کندبرآورده میهر دوی این جملات را .m  ،شمارا است

 طوری کهوجود دارد به sباشد؛ گرچه نگاشت  mتواند عضوی از نمی ωی توانی وضوح مجموعهبه

 m,s ⊨ ∀y (y ∈ x ≡ S(y)) فرض کنید .p ای باشد که توسط مجموعهs  به متغیرx شود. نسبت داده می

نیست. در واقع  ωهای ی زیرمجموعهو شامل همه "کند.بازی می  mدر  را ωی توانی نقش مجموعه" pآن گاه 

p هایی از ی زیرمجموعهتنها شامل همهω  است که درm ن مجموعه شمارا است. پس فرض کنید باشند. ایf  هر

شمارا  p". یعنی m,s ⊨ ~∃O(z , x)داریم  sی کانتور برای همان نگاشت باشد، بنابر قضیه pبه  ωتابعی از 

نیستند. در مجموع،  mدر  fشود؛ گرچه این تنها بدین معنا است که توابعی مانند ارضا می mتوسط  "نیست

تعریف -mنیست، یا چنین تابعی  mعضو  pبر روی  ωست گرچه هیچ تابعی از در واقع شمارا ا pی مجموعه

ها یک مدل مورد نظر نظریه مجموعه mپذیر مرتبه اول نیست. هرچند تناقضی حاصل نشده است، واضح است که 

 ی مرتبه اول است:ی توانی یک جملهنیست. اصل موضوع مجموعه

∀x ∃y ∀z ( z ∈ y ≡ ∀w (w ∈ z → w ∈ x)) 

دهد؛ گرچه برد متغیرها )مانند های یک مجموعه را نشان میی زیرمجموعهی همهوجود مجموعه ،این اصل     

ی توانی تنها وجود یک مجموعه ی متغیرهای مرتبه اول( بر عضوهای مدل است. پس اصل موضوع مجموعههمه

 و شوندموضوعه تأیید میسط اصولتو mها در مدل که وجود آندهد را نشان می ωهای ی زیرمجموعهاز همه

ها شمارا است. به نظر شپیرو اسکولم نتایج رادیکالی از تعریف پذیر مرتبه اول هستند. در برخی حالات تعداد آن

 ملاحظاتی مانند بالا درمورد طبیعت اندازه گرفت.

ارد یم اسکولم در ساختار استاندکنند قضایای فشردگی و لوونهاهای زیر بیان میعلاوه بر ملاحظات بالا نتیجه     

 منطق مرتبه دوم برقرار نیستند.
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 شود.ی فشردگی در منطق مرتبه دوم با مدل استاندارد نقض میقضیه .4-1 نتیجه

 قضایای لوونهایم اسکولم برای منطق مرتبه دوم با مدل استاندارد برقرار نیستند.  .2-1 نتیجه

آید. با این حال قضایای بالا در منطق ارد منطق مرتبه دوم پیش نمیپس پارادوکس اسکولم در مدل استاند     

 مرتبه دوم با مدل هنکین برقرار هستند.

  ریاضیات 55های مرتبه دوم و کاربردزبان 1-2

در منطق مرتبه اول طور که بیان شد همانهای ژرفی دارند. منطق مرتبه اول و منطق مرتبه دوم تفاوت     

ی تمامیت است.(، لوونهایم اسکولم رو به پایین و بالا صادق است؛ اما دل، فشردگی )که نتیجههای تمامیت گقضیه

تواند قاطع باشد. از طرف دیگر، منطق نمی ،ای از جملات مرتبه اول که مدل نامتناهی داشته باشدهیچ مجموعه

اطع های قار نیستند ولی مجموعههای لوونهایم اسکولم در آن برقرمرتبه دوم ناتمام است، فشرده نیست و قضیه

 های نامتناهی( دارد. بسیاری )با مدل

ان بیکردن کاربرد ریاضیات  صوریعدم کفایت منطق مرتبه اول را در دیدگاه شپیرو درمورد در این قسمت      

ردن  ک موضوع بندیلکه هیچ زبان مرتبه اولی برای اصبا زرملو،هیلبرت و برنیس درمورد اینشپیرو  .کنیممی

قول دارند، کافی نیست، هم "هایی موردنظرمدل"ها که مجموعهریاضیات مانند حساب، آنالیز و نظریههایی از شاخه

برای این منظور کافی نیست.  ،است. به علاوه شپیرو معتقد است هر زبانی که فاقد متغیرهای مرتبه دوم باشد

توان مشاهده کرد کاربرد ریاضیات کافی نیست. می 56صوریشپی سمانتیکزبان مرتبه اول برای  سمانتیک چراکه 

مرتبه اول را دارد. از نظر شپیرو ارجاع به  سمانتیکهنکین هم بسیاری از نقایص  سمانتیکزبان مرتبه دوم با 

ضروری است. پس منطق زیربنای  ،کاربرد ریاضی سمانتیکهای دامنه برای رسیدن به محمولات یا زیرمجموعه

 حداقل( مرتبه دوم است.ریاضیات )

کردن کاربرد آن است. هدف دیگر آن رسیدن به  صوریموضوعی ریاضیات، یک هدف اصلی دستگاه اصل     

 قاطعیت است. 

 

 دیدگاه مایهیل 1-2-4

                                                 
55 practice 
56 preformal 
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ا پذیرد اما ادعها را میی آنکنندهتوصیف صوریهای مایهیل برخلاف اسکولم تمایز بین ساختارها و زبانجان      

هستند. قسمتی از نقش دستگاه  57سازیصوریی عدم کفایت دهندههای لوونهایم اسکولم نشانند که قضیهکمی

ی یک ساختار است و توصیف و برقراری به منظور مطالعه 58توصیف و برقراری ارتباطایجاد امکان اصل موضوعی 

یل کند. مایه معینختار را یکتا ارتباط درمورد یک ساختار هنگامی ممکن است که آن دستگاه اصل موضوعی، سا

 عینمای که تعبیر موردنظر دستگاه اصل موضوعی را توانند از شهودهای اولیهدانان نمیگیرد ریاضینتیجه می

 کند، رهایی یابند.   می

کند هنگامی که خواستیم، بتوانیم نظرمان را عوض کنیم. پارادوکس اسکولم به به ما کمک می گراییصوری     

توانایی ما برای استفاده از یک  ،کند که شهودمان را فراموش نکنیم. اگر این تحلیل درست باشدگوشزد میما 

دان درمورد یک دستگاه اصل موضوعی حتی اگر دو ریاضی برای درک کردن دیگران محدود است. گراییصوری

ریخت( از آن دارند. مایهیل یکتوانند مطمئن باشند هردو در ذهن، یک تعبیر )حتی توافق داشته باشند نمی

ی ما یکسان است وجود ی برای اطمینان از اینکه مفهوم عضویت برای همهصورینویسد به نظر هیچ معنای می

ی های ادراک شدهها دو نفر قبول کنند نظریه مجموعهوجود ندارند که بنابر آن صوریندارد. هیچ تعداد از عبارات 

، یک درمورد ریاضیات صوریآموزد که ارتباط ی لوونهایم اسکولم به ما میت. قضیهیکی، از دید دیگری شمارا نیس

 گیرد. فرض میاز ادراک را پیش صوریی غیرجامعه

دو مناسب بودن آنرا قبول دارند.  صوریهای و زبان سازیصوریهردوی اسکولم و مایهیل محدودیت      

درمورد حساب و آنالیز حقیقی و  کنند.کاربرد ریاضیات رد میرا برای نشان دادن  مرتبه اولهای سازیصوری

ا ها تنهدانان، توافق وجود دارد که با یک مدل خاص سروکار دارند؛ ولی درمورد نظریه مجموعهمختلط بین ریاضی

از  ختریی ریاضی دانان در ذهن تعبیر یکسان یا نهایتا یکدانان در این مورد توافق دارند. همهگروهی از ریاضی

گیرند و درمورد رسد این است که چگونه این ساختارها مورد ادراک قرار میریاضیات دارند. سوالی که به ذهن می

شود؟ بسیاری از فلاسفه مانند مایهیل و گدل بر این باورند که برخی از ساختارها توسط ها ارتباط برقرار میآن

شوند. در طور کامل حل نمیرض وجود این قوه هم مسائل بهشوند. حتی با فدرک می 59ی شهودنام قوهچیزی به

کند دان مدل اعداد طبیعی را ادراک میتواند توضیح دهد که چگونه یک ریاضیی شهود تنها میبهترین حالت قوه

 دهد. توضیح  صورییا غیر صوریو آن را به زبان 

در حال توصیف چه ساختاری  دیگردان د ریاضیتواند بداندان میریاضییک که چگونه این یک سوال دیگر     

ی شهود دارد؛ ولی شاید بتواند بسیاری از ساختارهای دیگر مثلا مدل نااستاندارد حساب را است؟ دومی هم قوه

                                                 
57 formalization 
58 communication 
59 Faculty of intuition 
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 )مرتبه اول( صوریهای زباننشان دهد ی ارتباط است. منظور مایهیل این است که مسئلهدوباره شهود کند. این 

ی ادراکی جامعه"که بتوان درمورد ساختارهای ریاضی ارتباط برقرار کرد یک ایت ندارند. اینکف ،برای ارتباط

دهد؛ اما مسئله را حل اهمیت مسئله را بیشتر نشان میموضوع گیرد. این فرض میخاص را پیش "صوریغیر

رد؛ اما دانان فرض کیاضیی تلپاتی بین ری ارتباط ساختارها یک قوهتوان برای توضیح دادن مسئلهکند. مینمی

است که اهمیت قاطعیت روشن  گیرد. در این جاصورت میی زبان وسیلهی ارتباطات بههم نباشد همهقوه اگر این 

 شود. می

ان را یکس "ساختار آنالیز مختلط"و  "ساختار آنالیز حقیقی"، "ساختار اعداد طبیعی"دانان مختلف ریاضی     

 وریصغیرشوند در این مورد ارتباط برقرار کنند. پس زبان ها موفق مید. این یعنی آنکننریخت( ادراک می)یک

، مدل کردن کاربرد ریاضیات است و صوریی ریاضیات برای تضمین این ارتباط کافی است. هدف اصول موضوعه

 سمانتیکو گیرد که زبان هدف کاربرد ریاضیات توصیف و ارتباط درمورد ساختارها است. شپیرو نتیجه می

اطعیت را باید ق سازیصوریباید برای تضمین این ارتباط کفایت داشته باشد. به عبارت دیگر، زبان  سازیصوری

 ی مرتبه اول ناکافی است.شود که دستگاه اصول موضوعهمجاز بداند. نتیجه می

های استاندارد مدل دهداو نشان می (Montague 1965)گیرد.( نیز همین نتیجه را می1965مونتاگ )     

رد توان ادعا کی مرتبه دوم متناظر باشند. پس میتوانند مدل نظریهها میحساب و آنالیز یا حتی نظریه مجموعه

توان این ادعا را به چالش کشید. م برای توصیف و ارتباط درمورد این ساختارها کافی هستند. میهای مرتبه دوزبان

گیرد که سورهای فرض میهای مرتبه دوم پیشتوان اعتراض کرد که این ادعا درمورد قدرت بیانی زبانمثلا می

ی مدل دامنه dمدل آن و  Dبه دوم، ی مرتیک نظریه Tکه اگر مرتبه دوم در تعاریف باید مبهم نباشند؛ در حالی

درمورد  ،در ذهن داشته باشند dمتفاوت از  "ی توانیمجموعه"که دو دان در صورتیباشد ممکن است دو ریاضی

 ،است توافق نداشته باشند. این را باید در نظر بگیریم که برای فهم سورهای مرتبه دوم یک نظریه Tمدل  Dاینکه 

تکرار "از مجموعه و مفهوم  "منطقی"را بفهمیم. باید بین مفهوم  61اینظریه مجموعهلازم نیست سلسله مراتب 

ولی  گردد؛ای برمیمجموعه به سلسله مراتب نظریه مجموعه "هتکرار شوند"آن تمایز قائل شویم. مفهوم  61"شونده

این اصلا مبهم  و یم.(گر مجموعه توانی را ندارگردد )عملی ثابت برمیمجموعه به یک دامنه 62"منطقی"مفهوم 

 نیست.

                                                 
60 Set theoretic hierarchy 
61 iterative 
62 logical 
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مستلزم  ،شوندبدون ابهام فهمیده می "های منطقیی زیرمجموعههمه"کند که اینکه در آخر شپیرو ادعا می     

ش شنوندگان او منظور ،دان این عبارت را در ارتباط با یک دامنه استفاده کنداین است که تنها وقتی یک ریاضی

 (Shapiro 1985, 719-722)بفهمند. یکسانرا 

 

 ی مرتبه اولدستگاه اصول موضوعه 1-2-2

 .شودبررسی میهای مختلف ریاضیات شاخهمرتبه اول ی عدم کفایت دستگاه اصول موضوعهدر این قسمت      

دان بگوید یک دامنه متناهی رسد تناهی مفهومی واضح و غیرمبهم باشد. هنگامی که یک ریاضینظر میبه      

یژگی کند باید بتواند این ومی صوریفهمند. پس یک زبان که کاربرد ریاضیات را انش مقصود او را میاست شنوندگ

 تواند.را بیان کند؛ اما هیچ زبان مرتبه اولی نمی

ها که اصول های مرتبه اول مانند حساب، آنالیز و نظریه مجموعهشپیرو ادعا می کند این ویژگی از نظریه     

ها داشت به نوعی توان به صورت طرح اصل موضوعی در آندوم استقرا، کمال و جایگزینی را میی مرتبه موضوعه

 ها یکدانان از حساب، آنالیز و نظریه مجموعهاست و به کاربرد ریاضیات نزدیک نیست. چراکه ریاضی 63تصنعی

ی پذیرند تنها چون اصول موضوعهکنند یا میهای اصل موضوعی را باور میها طرحمدل مورد نظر در ذهن دارند. آن

که دلیل پذیرفتن یک نمونه از طرح اصل موضوعی کمال دان هنگامیمرتبه دوم را در ذهن دارند. مثلا یک ریاضی

. در ضمن اگر ادعا "پذیرم.چون یک اصل موضوع، فرم طرح کمال را دارد آن را می"گوید از او پرسیده شود می

تری نسبت به مرتبه دوم دارند، هرچند وضوح مقبول 64شناختیاول تعهدات هستیی مرتبه شود که اصول موضوعه

 یتوان پاسخ داد که اگر طرح اصل موضوعی مرتبه اول را قبول کنیم باید درمورد هر نمونهتر است میها کمآن

ادعا  نمی تواند داننهایت نمونه غیرممکن است. از طرف دیگر یک ریاضیآن طرح توجیه بیاوریم که این برای بی

ی منطقی یک اصل موضوع مرتبه دوم است آن را قبول کرده است. چون کند که چون طرح اصل موضوعی نتیجه

تواند به عنوان یک مقدمه برای توجیه طرح دیگر نمی ،شناختی رد کردکه آن را به دلیل تعهدات هستیهنگامی

تیم. دیگری هس برهانوجیه یک طرح اصل موضوعی نیاز به اصل موضوعی مرتبه اول از آن استفاده کند. پس برای ت

ها با همتای مرتبه دومشان های استاندارد حساب، آنالیز و نظریه مجموعهی نسخهحالا ملاحظاتی درمورد مقایسه

 کنیم:بیان می
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ای ههای اصل موضوعی نیستند، نظریههای اصل موضوعی مرتبه دومی که شناختیم شامل طرحچون دستگاه     

 مستقل هستند. ،مرتبه دوم به نوعی از نمادهای غیرمنطقی

رسند. این در نظر میهای اصل موضوعی کاملا جدا از هم بهنظریه اعداد و آنالیز مرتبه اول بااستفاده از طرح     

وان تاست. می 65"مدل کردن"دهد. مصداق این کاربرد تکنیک گونه نشان نمیها اینحالی است که کاربرد آن

 ها تعریف کرد.    اعداد طبیعی را در نظریه مجموعه

تواند ها نمینظریه مجموعه 66نیست. چون سلسله مراتب تکرار شوندهی یک مجموعه ZFCتعبیر مورد نظر از      

مرتبه  ZFCریخت بدانیم درمورد درنظر گرفتن ها یکهای مجاز را با مجموعهعضو خودش باشد. پس اگر گردایه

ان دانشویم. برای نظریه مجموعهمشکل میای دچار عنوان یک نظریه درمورد سلسله مراتب نظریه مجموعههدوم ب

ای صحبت کنند. برای مثال مفهوم مطلق از سلسله مراتب نظریه مجموعه صوریمتداول است که حتی در زبان غیر

 د که برای هرشوگونه تعریف میاین dی با دامنه Mدر ساختار  Φ(x)بودن یک فرمول 

 x ∈ d، M ⊨ Φ(x)  اگر و تنها اگرΦ(x) به علاوه اگر برای  ای برقرار باشد.در سلسله مراتب نظریه مجموعه

 آید.مرتبه دوم استفاده کنیم، تناقضی پیش نمی ZFCای از توصیف سلسله مراتب نظریه مجموعه

وجود داشته  κناپذیر اردینال دسترسمرتبه دوم است اگر و تنها اگر ک ZFCیک مدل  <M = <d , E قضیه:

ی ای مرتبه دوم، جهان نظریه مجموعهتوان نتیجه گرفت که نظریهریخت باشد. مییک κVبا  Mکه طوریباشد به

های ( نظریه مجموعه1976کند. به همین دلیل وستون) معینها کلاس مجوعه "یاندازه"ای به جز را از هر جنبه

 نامد.می "اطعتقریبا ق"مرتبه دوم را 

یک مدل مرتبه اول به جز  <M = <d , Eمرتبه اول است. اگر  ZFCمرتبه دوم یک مدل  ZFCهر مدل      

وضوح نااستاندارد است. سه امکان وجود به Mریخت نباشد.( ناپذیر یکبا کاردینال دسترس Mها باشد )یعنی آن

های عضوهایش تحت زیرمجموعه Mاستاندارد نیست. دوم  Mصورت باشد. در ایننبنیاد خوش Eی دارد. اول رابطه

برآورده اصل موضوع جایگزینی را  Mهای اعضا باشند. سوم، های استاندارد باید شامل زیرمجموعهبسته نباشد. مدل

 ,Shapiro 1985) .(730-714نکند

 های میانی و پارادوکس اسکولمزبان 1-9
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66 hierarchy 



 

41 

 

های بین منطق مرتبه اول و دوم آیا ممکن است زبانشود که خته میدر این بخش به بررسی این سوال پردا     

، 68های نامتناهیزبان–های منطق مرتبه اول را حل کنند؟ از بین سه زبان میانی ( بتوانند نقص67"میانی"های )زبان

ω-ا شامل شود. شود کاربرد ریاضیات رهای مرتبه دوم تنها سومی موفق میهای متغیر آزاد زبانو نسخه 69هازبان

 فشرده داشته باشد سمانتیکتوان به هر زبانی که های مرتبه اول را میهای زبانتوان مشاهده کرد اغلب نقصمی

 تعمیم داد. در این صورت تمامیت را نیز نداریم.

ابل ه قتوانند ارتباط را حفظ کنند؛ چون برای برقراری یک ارتباط لازم است یک جملنمی 71های نامتناهیزبان     

 بیان و نوشته شدن در یک زمان متناهی و با حروفی متناهی باشد. 

ی مجموعه *Σ . در این صورت ای دلخواه از نمادها باشدمجموعه Σفرض کنید  هستند. هازبان-ωی بهتر گزینه     

ای با کلمه wی متناهی دارای طولی برابر یک عدد طبیعی است. اگر است. هر کلمه Σی کلمات متناهی بر همه

توان به عنوان ها را میکلمه-ωدر نظر گرفت.   Σ → {n-1,...,0,1}توان به عنوان تابعی ازرا می wباشد،  nطول 

– ωیک  شود.نشان داده می  ωΣبا  Σی کلمات نامتناهی بر ی همهمجموعه در نظر گرفت. Σ → ℕتابعی از 

ی مورد نظر و شوند. یکی روی دامنهشامل دو نوع سور می هازبان-ωاست.   ωΣیک زیرمجموعه از   Σبر  Lزبان 

با اعداد  "متغیرهای طبیعی"ی . باید در هر تعبیر دامنه(Barwise 1977, 42-44)دیگری بر اعداد طبیعی 

ی کرد. معرف اولیهتوان با بازگشت هایی توابع و متغیرهای طبیعی را میریخت باشد. در چنین زبانیک "طبیعی

های مرتبه اول که بیان کردیم نیستند. برای های زبانی نقصهای مرتبه اول شامل همهزبان-ωن نشان داد توامی

-ωتوان شود. چون مینمی معینبنیادی در این زبان کنند. اما خوش معینتوانند بستار مینیمال را مثال می

در آن آزاد  xکه تنها  Φ(x)برای هر فرمول  توانندها میزبان-ωبنیاد نباشند. یافت که خوش ZFCهایی از مدل

گاه را )از اعداد طبیعی به دامنه( معرفی کنیم، آن fمتناهی است. اگر نماد تابعی جدید  Φاست بیان کند که مقدار 

 ی جمله

 ∀n [∃x (Φ(x) ∧ ∀m < n (x ≠ fm)) → Φ(fn) ∧ ∀m < n (fm ≠ fn)] ∧ ∃n (~Φ(fn) 

∨ ∃m < n(fn = fm)) 

 شود.متناهی است، ارضا می Φی نظریه که در آن توسط تعبیرهای بقیه

نمادهای تابعی جدید باشند،  hو  gها بیان کرد.  اگر را نیز در این زبان Φ(x)توان مقادیر نامتناهی و شمارای می

 های گاه جملهآن

                                                 
67 intermediate 
68 Infinitary languages 
69 ω-languages 

 های نامتناهی باشند.هایی که شامل فرمولزبان 70 
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∀n ∀m (Φ(gn) ∧ (m ≠ n → gn ≠ gm)) و ∀x (Φ(x) →  ∃n(hn = x)) 

شود. نامتناهی و شمارا است ارضا می Φی نظریه که در آن مقدار ی تعبیرهای بقیهی همه و تنها همهوسیلهتنها به

 ی لوونهایم اسکولم درموردقضیه سمانتیکیی ها بیان کرد، چراکه نسخهها را در این زبانتوان دیگر اندازهاما نمی

اش نامتناهی باشد یک زیرساختار هر ساختاری که دامنه ،زبان )شمارا(-ωکند: برای یک ها صدق میاین زبان

توان کند. میها صدق نمیزبان-ωی لوونهایم اسکولم رو به بالا درمورد معادل مقدماتی با آن دارد. اما قضیه

تا حد توان اعداد طبیعی را موضوعی قاطع از برخی ساختارهای شمارا داشت. به سادگی میهای اصلدستگاه

بندی شود ها صورتزبان-ωی آنالیز حقیقی که در زبان مرتبه اول داشت. حتی نظریه-ωریختی در یک یک

عی ی شامل توابع از اعداد طبیهایی که متغیرهایی با دامنهزبان-ωی آنالیز مرتبه اول بهتر است. نسبت به نظریه

 کنند که معینها را طوری توانند نظریه مجموعهو حتی میهای بالا را ندارند ی مورد نظر دارند، کاستیبه دامنه

ها این است که اعداد زبان-ωهای شمارا بسته باشد. مهمترین کاستی بنیاد و تحت زیرمجموعههر مدل آن خوش

ن است که ها ایکنند. جذابیت آن معینتوانند ساختار اعداد طبیعی را گیرند. بنابرین نمیفرض میطبیعی را پیش

 شوند. پس این زبان برایمی معینی اعداد طبیعی وسیلهتوان فهمید کدام ساختارها بهها میی این زبانمطالعه با

ید ها شکاک است، مفاصل موضوعی قاطع حساب را پذیرفته است اما نسبت به دیگر دامنه دستگاهکسی که یک 

 است.

از یک زبان  Lی آزاد مرتبه دوم است. چنین زبانی مانند زبانی است که تنها شامل متغیرها ،آخرین زبان میانی     

و اصلاح قواعد  … ,f, gتایی )آزاد( -1و متغیرهای  … ,X, Yمرتبه اول با اضافه کردن متغیرهای محمولی )آزاد( 

شود اگر هیچ متغیر آزاد مرتبه جمله نامیده می Lی یافتهآید. یک فرمول از زبان توسیعساخت متناظر بدست می

اند یک جمله باشد که متغیرهای مرتبه دوم آن مشخص شده n, …, f1, fn, …, x1Φ(x(اولی نداشته باشد. اگر 

به متغیرهای  dهای را تحت هر تخصیص از زیرمجموعه M،Φاگر  M ⊨ Φباشد،  dی یک تعبیر با دامنه Mو 

ix  و توابع برd  به متغیرهایif پس با برآورده کند .Φ شود تنها با سورهای عمومی رفتار می ،مانند یک فرمول

امیم. نیافته( میهای مرتبه دوم فروکاسته )تقلیلهایی را زبان(. چنین زبان Φ  n… ∀f1 ∀f n… ∀x 1∀x)معادل با

 های زیادی دارند، از جمله:های مرتبه دوم تفاوتهای مرتبه دوم فروکاسته با زبانزبان

 ها کل فرمول باشد.ی آنبتدا است. یعنی سورهای عمومی که حوزه. تنها سورگذاری مجاز سور عمومی ا1

 نیستند. n > 1تایی برای -nهای مرتبه دوم فروکاسته شامل متغیرهای تابعی یا محمولی . زبان2

 71نیستند. n > 1تایی برای -nهای تابعی یا محمولی های مرتبه دوم فروکاسته شامل ثابت. زبان3

                                                 
 مراجعه کنید. Corcoran (1980, 192ff)های مشابه به ی بیشتر درمورد زبانبرای مطالعه 71 
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های مرتبه اول را ندارند. های دستگاهیک از کاستیهای مرتبه دوم فروکاسته هیچگاهدست شودمشاهده می     

نها ها تموضوعی حساب، آنالیز حقیقی  و نظریه مجموعههای اصلبنیادی دستگاهبستار مینیمال، تناهی و خوش

تبه دوم فروکاسته برای های مرکند زبانمستلزم سورگذاری عمومی ابتدا هستند. جریانی وجود دارد که ادعا می

موضوعی مرتبه های اصلکند دستگاهادعا می Kreisel) (1961ن کاربرد ریاضیات کافی هستند. اما نشان داد

کران " یک های مرتبه دوم فروکاسته راهای ریاضیات نیاز است. شپیرو زبانبندی شاخهسوم برای کفایت صورت

 داند.های ریاضی میبندی نظریهورتها برای صو نه کوچکترین کران زبان "پایین

های های ریاضی در زبان نظریه مجموعهبندی نظریهصورت ،های مرتبه دومیک جایگزین ممکن برای زبان     

ی تعداد متناهی اصل که در یک زبان مرتبه دوم به وسیله Tی مرتبه اول است. در حالت کلی برای هر نظریه

 x"های مرتبه اول وجود دارد که معادل است با از نظریه مجموعه T(x)ل بندی شود، یک فرموموضوع صورت

در زبان نظریه  xΦ’ = ∀x (T(x) → Φ(ی توان به جملهرا می Tاز زبان  Φی . هر جمله"است. Tمدل 

ی متغیرهای محمولی توسط متغیرهایی که ی جایگزین کردن همهوسیلهبه Φاز  xΦها ترجمه کرد که مجموعه

 آید. است بدست می xی ی دامنهها زیرمجموعهی آندامنه

ی در همهΦ "ای معادل با نظریه مجموعهی یک جمله ’Φگاه باشد، آن Tیک جمله در زبان  Φپس اگر      

های سمانتیکای معمولا ، چون سلسله مراتب نظریه مجموعهشودمی "صادق است. Tای( های )نظریه مجموعهمدل

چنین تحت شود. هممی "است T سمانتیکیی نتیجه Φ "معادل با  ’Φشود، دوم را شامل می های مرتبهزبان

 ’Φرا به یک اثبات از  Tدر  Φتوان یک اثبات از های استنتاجی میشرایط عادی باتوجه به قدرت نسبی دستگاه

تواند های مرتبه اول میوعهها، نظریه مجماثبات 72ها ترجمه کرد. یعنی با توجه به زبان شیئیدر نظریه مجموعه

هایی که ی ویژگیدهد )حتی بیشتر(، انجام دهد. مفاهیم و همههای مرتبه دوم انجام میهرچه نظریه مجموعه

یک مجموعه  cیک مجموعه و  bکرد. برای مثال اگر  معینهای مرتبه اول توان در نظریه مجموعهبیان کردیم را می

 کرد: معینی فرمول زیر وسیلهتوان بهرا می "است. cتحت عضوهای  bر مینیمال بستا x"گاه از توابع باشد، آن

MC(b, c, x): ∀y ([b ⊆ y ∧ ∀z ∀s ∀w (z ∈ y ∧ s ∈ c ∧ <z, w> ∈ s → w ∈ y)] → x ∈ 

y). 

ها است. یعنی اینکه ی نظریه مجموعهیک قضیه b ∀c ∃!y ∀x (x ∈ y ↔ MC(b, c, x))∀توجه کنید که 

پذیر است. پس ممکن است به نظر برسد اثبات ،وجود دارد cتحت  bیک بستار مینیمال یکتای  cو  bبرای هر 

های ریاضیات در نظریه بندی از شاخهگوید هیچ صورتاند؛ اما شپیرو میدوباره زنده شده ،های مرتبه اولزبان

اصل موضوعی تنها نشان دادن دهد. برای یک دستگاه های مرتبه اول کاربرد ریاضیات را نشان نمیمجموعه

                                                 
72 Object language 
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ی زمینهنیز نیاز است. برای این ادعا بسته به اینکه زبان پیش سمانتیکهای صحیح کافی نیست، درست بودن قضیه

توان استدلال کرد. اگر زبان را های مرتبه اول تعبیرشده یا تعبیرنشده درنظر گرفته شود مینظریه مجموعه

آیند. نمی کاربه سمانتیکی رسند و درمورد همهنظر میو غیرواقعی به صوریالا تعبیرشده در نظر بگیریم جملات ب

ماند گاه این پرسش باقی میتعبیر موردنظر باشد، آن Mها را تعبیرشده درنظر بگیریم و اگر زبان نظریه مجموعه

های نظریه فرضه پیشعلاوه واضح است کشود. بهشود و درمورد آن ارتباط برقرار میفهمیده می Mکه چگونه 

های مرتبه دوم بیشتر هستند. برای مثال فرمول های زبانسمانتیکهای فرضپیشهای تعبیرشده از مجموعه

N(x) ها را درنظر بگیرید که بیان کند از نظریه مجموعه"x .که حساب مرتبه . از این"مدل اعداد طبیعی است

 به فرم هادوم قاطع متناظر یک قضیه از نظریه مجموعه

 )) x  وy یکریخت هستند( ∀x ∀y (N(x) ∧ N(y) →   شود برای هر مدل مینتیجهM های از نظریه مجموعه

 ⫤ M. ریخت هستندیک bو  (aگاه ، آنM ⊨ N(b)و  M ⊨ N(a)و  Mی در دامنه bو  aزمینه، اگر پیش

را  N(x)ای که ها، هر دو مجموعهموعهیک مدل از نظریه مجی بالا مستلزم این است که در به بیان دیگر قضیه)

ی فشردگی نتیجه وسیلهها. بهند؛ نه هردو در یک مدل از نظریه مجموعهریخت باشرضا کنند )در آن مدل( یکا

 ⫤ ’Mکه طوری)از دامنه( وجود دارد، به bبا عضو  ’Mها سازگار باشد مدلی مانند شود اگر نظریه مجموعهمی

N(b)وهای ی عض؛ اما گردایهM’  ازb ریخت نیست. این یک حالت از پارادوکس اسکولم با اعداد طبیعی یک

ردنظر وی مرتبه اول تعابیری که میرنشدههای تعبهای ریاضی دریک نظریه مجموعهبندی نظریهاست. پس صورت

های وعهنظریه مجم کند. چنین تعابیری در تعبیرهای نااستاندارد یا غیرموردنظریا استاندارد نیستند را حذف نمی

ی مفاهیم ریاضی یک نسبیت گریزناپذیر همه ،افتند. پس شپیرو با اسکولم درمورد اینکه نتیجهزمینه اتفاق میپیش

 دهد. درمورد حالتی که زبانموافق است. با این حال او باور دارد چنین نسبیتی کاربرد ریاضی را بازتاب نمی ،است

ها که این مشکل را داشتند که درک زبان-ωعبیرشده درنظر گرفته شود، مانند ها تی نظریه مجموعهزمینهپیش

 معینهای تعبیر شده ی زبان نظریه مجموعهوسیلهبه Pگرفتند، این بیان که ساختار فرض میاعداد طبیعی را پیش

را چگونه بفهمیم  Mکرد. پس این مسئله که خود  معین Mتوان تا حد را می Pشود مانند این است که بگوییم می

ماند و این دشوارتر از یافتن پاسخ این مسئله است که چگونه ساختار اعداد طبیعی و اعداد حقیقی باقی میهم باز 

کردن  معینشود. ممکن است پاسخ داده شود نیازی به ها ارتباط برقرار میشوند یا درمورد آنو ... فهمیده می

زمینه درنظر بگیریم. اما واقعا هر های پیشخواه از نظریه مجموعهدلمدل  را یک Mنیست. کافیست  Mساختار 

ها باشد تا دیگر مفاهیم باید یک مدل استاندارد از نظریه مجموعه Mتوان درنظر گرفت. خواهی را نمیمدل دل

د؛ ولی های عضوهایش بسته باشبنیاد و تحت زیرمجموعهحداقل باید خوش Mکند.  معیندرستی وساختارها را به

 ها مفاهیم مرتبه اول نیستند. دانیم اینطور که میهمان
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های همان فرضشود را با پیشبندی میای که در زبان مرتبه دوم صورتهای یک نظریهفرضپیش شپیرو     

 کند:شود مقایسه میبندی میصورتهای تعبیرشده نظریه که در زبان نظریه مجموعه

 گیرد. چون اگر یکفرض میحداقل یک مدل را پیش ،شودبندی میی مرتبه دوم صورتیک نظریه که در زبان     

ندارد  تعبیریکه باور دارد ی چیزی تصور کسی که به مطالعهنظریه مدل نداشته باشد هیچ موضوع ممکنی ندارد. 

0 یاندازه سخت است.  پس حساب یک ساختار شمارا با تابع تالی، آنالیز حقیقی یک میدان مرتب کامل از
ℵ2  و

پیرو د. شنگیرفرض میناپذیر پیشی )حداقل( دسترسی یک اندازهها یک سلسله مراتب به اندازهنظریه مجموعه

به دوم ی مرتپس نسخه ،شناختی یک نظریه مقدار متغیرهایش هستندمانند کواین برآن است که تعهدات هستی

ه بندی مرتبی مهم این است که صورتمرتبه اول دارد. نکتههای تر از نسخههایی بیشفرضپیش Tی یک نظریه

 فرضفرض گرفته شده است، پیشای را که قبلا پیشها و توابع و روابط بر یک دامنهتنها زیرمجموعه Tدوم 

یرد. گفرض نمیای را پیشها سلسله مراتب نظریه مجموعهی مرتبه دوم بدون نظریه مجموعهگیرد. یک نظریهمی

های فرضتر از پیشها خیلی بیشی نظریه مجموعهیرشدهبدر یک زبان تع Tبندی های صورتفرضین پیشبنابر

زمینه و های پیشی نظریه مجموعهتعبیر داده شده Mدر یک زبان مرتبه دوم است. فرض کنید  Tبندی صورت

d ی دامنهM  باشد. هر عضوd های شود. اگر مدلگرفته می ،فرضزمینه پیشبا پذیرش تعبیرشده بودن زبان پیش

 cی نامتناهی کافی باشد، باید شامل مجموعه Tبرای  dی که دامنهگاه برای ایننامتناهی باشند، آن Tاستاندارد 

ظریه شناختی نی( مجموعه توانی است. پس تعهدات هستیزمینه شامل اصل موضوع )یا قضیهی پیشباشد. نظریه

نهایت و ... است. این فرآیند را تا بی cی توانی ی مجموعه، مجموعهcی توانی های آن شامل مجموعمجموعه

ی بدون تر از حد نیاز در حساب، آنالیز حقیقی یا هر نظریهها بیشفرضتوان ادامه داد. در هر حال این پیشمی

زمینه برای های پیشهتر استفاده از یک زبان نظریهای بیشفرضها است. البته با وجود پیشنظریه مجموعه

ک ای یی نظریه مجموعهی آن این است که برنامهترین فایدههای ریاضی فوایدی هم دارد. مهمبندی نظریهصورت

یاضی های مختلف ری درونی شاخهتواند رابطهکند. این میتر( ریاضیات فراهم مییکتا برای همه )یا بیش "بنیان"

کل باشد شکه بنیان یکفرض بگیرد. هنگامیهای مختلف پیشول برای شاخهمتدا سمانتیکرا توضیح دهد و یک 

های فرضشپی صوریای غیرطبیعی است. به صورت غیرگوید این مسئلهشکل هستند و شپیرو میها یکفرضپیش

 هایهی شاید زیرمجموععلاوهی شمارا )و بهتر از آنالیز حقیقی است چراکه حساب تنها به یک مجموعهحساب کم

های آن( تعهد دارد. میل به توجه به آن( تعهد دارد؛ ولی آنالیز به یک پیوستگی ناشمارا )و شاید زیرمجموعه

ی فراهم آوردن توان دید و این میل در برنامهدانان به طور سربسته میها را در کارهای برخی ریاضیفرضپیش

 ..(Kriesel 1967, 151)ی )مرتبه دوم( هر شاخه مشخص استهای جداگانهنظریه

ن اما ای های گوناگون مرتبه دوم وجود دارد مورد پذیرش است؛متداول برای زبان سمانتیککه یک البته این     

 ایصورت یکسان درمورد هر نظریهها و تعهدات مهمی دارد که بهفرضپیش ،سمانتیکنتیجه نمی دهد که این 
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های متداول زبان سمانتیکرود. در هر صورت فرانظریه یا کار میشود، بهبندی میکه در یک زبان مرتبه دوم صورت

 تر است.ضعیف ZFCهای استاندارد مانند مرتبه دوم از نظریه مجموعه

های ریاضیات مانند حساب، آنالیز حقیقی بندی کافی از چنین شاخهی اصلی این است که یک صورتنتیجه     

دهد منطق طبیعی پشت ( شامل یک زبان مرتبه دوم باشد. شپیرو پیشنهاد میها باید )حداقلو نظریه مجموعه

که منطق مرتبه دوم منطق ی برای نشان دادن اینهای اخیر تحقیقاتدوم است. در سال ها )حداقل( مرتبهاین شاخه

دوم یا شناختی منطق مرتبه های هستیفرضی پیشها معمولا برپایههای آننیست انجام شده است. برهان

رده ی فشداشتن منطقکند ت و نافشرده بودن آن است. شپیرو ادعا مینامناسب مانند ناتمامی سمانتیکیهای ویژگی

ون های درست است. چاز نظر شپیرو هدف منطق مطالعه و نوشتن استنتاجتر مطلوب نیست. های کمفرضبا پیش

اند مرتبه توطق مرتبه اول نوشت. پس منطق ریاضیات نمیی منوسیلههای منطق مرتبه دوم را بهتوان استنتاجنمی

 های منطق مرتبه دوم را باید بپذیریم. فرضکند پیشاول باشد. پس شپیرو پیشنهاد می

ی دامنه ها زیرمجموعهی آنمتغیرهایی دارد که دامنه 2Lتفاوت اصلی بین زبان مرتبه اول و دوم این است که      

 2Lکه درحالی ،گیردفرض میتنها عضوهای دامنه را پیش 1Lیک تعبیر به دامنه و ... . پس دامنه  است، توابعی از

ی نهایی شپیرو این است که به جای گیرد. نتیجهفرض میها، توابع و روابط را بر همان دامنه پیشزیرمجموعه

-Shapiro 1985, 730)م.های مرتبه دوم تمایز بین ریاضیات و منطق ریاضیات را حذف کنیحذف زبان و منطق

739) 

 

 قضایای مشابه لوونهایم اسکولم 4-4

شامل  سمانتیکی)زبان مرتبه اول( و  L1Kزبانی شامل  LKهای غیرمنطقی و ای از ترممجموعه Kفرض کنید 

 باشد. تعاریف زیر را در نظر بگیرید: =L1Kهای مدل

 : LKعدد لوونهایم برای 

دارد  مدلی ϕقابل ارضا شدن باشد، آن گاه  ϕ، اگر LKاز  ϕبرای هر فرمول  طوری کهبه κی ترین اندازهکوچک

 است. κی اش حداکثر از اندازهکه دامنه

 : LKعدد لوونهایم مجموعه برای 
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، اگر مدلی ) و تناظری ( وجود داشته LKهای از فرمول Γی طوری که برای هر مجموعهبه κی ترین اندازهکوچک

دارد  κی اش حداکثر اندازهوجود دارد که دامنه ، آن گاه مدلی ) و تناظری (برآورده کندا ر Γباشد که هر عضو 

 .کندبرآورده میرا  Γکه هر عضو 

 : LKعدد هانف برای 

اش حداقل از مدلی داشته باشد که دامنه ϕ، اگر LKاز  ϕطوری که برای هر فرمول به κی ترین اندازهکوچک

یا  κی مدلی از اندازه ϕنیست؛ به عبارت دیگر اگر  κهای هیچ کران بالایی بر مدل باشد، آن گاه κی اندازه

 است.  δی حداقل اش از اندازهمدلی دارد که دامنه δ ،ϕی تر داشته باشد، آن گاه برای هر اندازهبزرگ

 : LKعدد هانف مجموعه برای 

، اگر مدلی ) و تناظری ( وجود داشته LKهای رمولاز ف Γی طوری که برای هر مجموعهبه κی ترین اندازهکوچک

مدلی ) و  ،δی ، آن گاه  برای هر اندازهبرآورده کندرا  Γباشد و هر عضو  κی اش حداقل از اندازهباشد که دامنه

 .کندبرآورده میرا  Γدارد و هر عضو  δی اش حداقل اندازهوجود دارد که دامنه تناظری (

دارای  LKتشکیل یک مجموعه دهند ) نه یک کلاس سره ( ، آن گاه  LKهای ز فرمولاگر گردایه ای ا :قضیه

 عدد لوونهایم، عدد لوونهایم مجموعه، عدد هانف و عدد هانف مجموعه است.

 اثبات.

قابل ارضا  ϕگیریم به شرطی که در نظر می ϕترین مدل ی کوچکرا اندازه LK ،L(ϕ)از  ϕبرای هر فرمول 

در نظر  ϕهای های مدلترین کران بالای اندازهرا کوچک H(ϕ)غیر این صورت تهی باشد. شدن باشد و در 

طور مشابه، برای تهی باشد.به H(ϕ)گیریم به شرطی که چنین کرانی وجود داشته باشد و در غیر این صورت می

قابل  Γم به شرطی که گیریدر نظر می Γترین مدل ی کوچکرا اندازه LK ،L(Γ)های از فرمول Γی هر مجموعه

در نظر بگیرید به شرطی که چنین  Γهای های مدلترین کران بالای اندازهرا کوچک H(Γ)ارضا شدن باشد و 

 ترین کران بالای کوچک LKکرانی وجود داشته باشد. در این صورت عدد لوونهایم 

 {ϕ  فرمولLK  .است| L(ϕ) عدد لوونهایم مجموعه کوچک ،}یترین کران بالا 

 {Γ  های فرمول ای ازمجموعهLK  .است| L(Γ)  عدد هانف ،}LK تر از هر بزرگ ای اکیدترین اندازهکوچک

تر از هر بزرگ ای اکیدترین اندازهکوچک  LKی { و عدد هانف مجموعه H(ϕ) |است.  LKفرمول  ϕعضو }

 عضو 

{Γ  های فرمول ای ازمجموعهLK  .است| H(Γ)  .است }∎ 
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 نیاز دارد. ZFCاز اصل موضوع جایگزینی است و به تمام  نامحمولیی ات این قضیه مستلزم استفادهاثب     

ی لوونهایم اسکولم رو به پایین و عدد هانف مانند های مرتبه بالاتر مانند قضیهو زبان L2Kعدد لوونهایم برای      

شود عدد هانف، عدد سادگی مشاهده میبهکه کند. چراعمل می L1Kی لوونهایم اسکولم رو به بالا برای قضیه

 =L1kی هستند و عدد لوونهایم مجموعه 0ℵ( مرتبه اول همگی  L1K) و  =L1kهانف مجموعه و عدد لوونهایم 

ی لوونهایم ها قضایابه ازای آن  L1kاست. این اعداد همان مقادیری هستند که در  Kی و اندازه 0ℵی بیشینه

ی بالاتر این اعداد وجود های مرتبهیا زبان L2Kبرای  5.3.1ی بنابرین چون طبق قضیه اسکولم برقرار هستند.

ویژگی داشتن اعداد هانف و  73توان برای زبان مرتبه دوم داشت.دارند پس مشابه قضیه لوونهایم اسکولم را می

 های مرتبه دوم است.ی مستقیم قدرت بیانی زبانلوونهایم نتیجه

ای دازهنکه برای اصورتبدینها تعریف کنیم؛ ادوکسی مشابه پارادوکس اسکولم را برای این زبانتوانیم پارمی     

ی باشد و آن مدل جمله L2Kی آن عدد لوونهایم توان مدلی یافت که اندازهمی L2Kتر از عدد لوونهایم بزرگ

توان با رفتن به نظریه می .آورده کندبررا  "وجود دارد. L2Kتر از عدد لوونهایم بزرگ یای با اندازهمجموعه"

 ن همانندتواهای مرتبه سوم نیز میپارادوکس را حل کرد؛ ولی برای نظریه مجموعه این بالاترهای مرتبه مجموعه

، امnی مرتبه های نظریه مجموعهدر این روند برای  توان تا ابد ادامه داد.این روند را می این پارادوکس را نوشت.

ی شود که منطق مرتبهمدلی نااستاندارد خواهند داشت. گرچه ثابت می وجود دارند که ی بزرگ جدیدیهااندازه

پارادوکس  اینوجود  پذیر به منطق مرتبه دوم هستند؛ ولی این تحویل کامل نیست.معنایی تحویلبهسوم و بالاتر 

ارد که ساختارهای مرتبه دوم استاندد از پارادوکس اسکولم برای نشان دادن اینتواننمیشپیرو دهد مشابه نتیجه می

 عا کند کهاددر دفاع از خود تواند شپیرو می هستند، استفاده کند. کاربرد ریاضیاتبهترین گزینه برای مدل کردن 

های بزرگ در مقایسه اندازه چراکه ؛ارزش فلسفی ندارد سیک مرتبه اولی پارادوکس کلاهاندازبه هااین پارادوکس

 کنیم درمورد شمارایی و ناشماراییما احساس می کاربرد ریاضیات کمتر نقش دارند.با ناشمارایی فرم کلاسیک در 

ها شهودی دازههای بزرگ هستند و ما درمورد این اناندازه L2Kگرچه اعداد لوونهایم و هانف  .داریمبیشتری شهود 

ی ت روزممکن اس ماند.تغییر باقی نمیتوانیم به شپیرو این نقد را وارد کنیم که کاربرد ریاضیات بیمی نداریم.

ه های مشاباین پارادوکس صورتدراینشوند و  بااهمیتدر کاربرد ریاضیات ها دیگر اندازههای بزرگ هم مانند اندازه

نقصی برای پارادوکس اسکولم باشد و هنوز حل بیتواند راهنطق مرتبه دوم نمیارزش نیستند. پس موجه بیهیچبه

حلی باید پارادوکس را در همان منطق مرتبه چنین راهکنیم. کن کردن آن احساس میحلی برای ریشهنیاز به راه

                                                 
ه لق به قلمرو اندازاین اندازه ها از اولین اندازه  دسترس ناپذیر و اولین اندازه ماهلو بزرگتر و متعاین اعداد برای زبان مرتبه دوم اندازه های بزرگ هستند.   73 

ی اندازه های ی همهکوچکترین کران بالای مجموعه L2ترهستند. عدد لوونهایم زبان های خیلی بزرگ هستند. بنابرین از اولین اندازه اندازه پذیر نیز بزرگ

 مینیمال موضعی است.
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بعدی فصل است. در  کرده حلی ارائهکند چنین راهادعا می بیز (Shapiro 1991, 147-157).اول حل کند

  کنیم.بیان می آن را

    

 گیری فصل چهارمبندی و نتیجهجمع 1-5 

های مرتبه اول که پارادوکس اسکولم را مشکل نظریه مجموعه را بیان کردیم در این فصل دیدگاه افرادی     

های مشکلاتی که عدم قاطعیت نظریه گیرند.راه حل آن در نظر می م راهای مرتبه دودانند و نظریه مجموعهمی

آورد را بررسی کردیم. نشان دادیم فرم کلاسیک پارادوکس اسکولم در ها پیش میمرتبه اول برای قدرت بیانی آن

نظریه سپس پارادوکسی مشابه پارادوکس اسکولم را برای آید. های مرتبه دوم پیش نمینظریه مجموعه

های پارادوکس این فرم های مرتبه دوم موفق به حلکردیم و نشان دادیم نظریهمرتبه دوم بیان های همجموع

م که ساختارهای مرتبه دود از پارادوکس اسکولم برای نشان دادن اینتواننمیشپیرو دهد ن میاین نشا .شوندنمی

 هستند، استفاده کند. کاربرد ریاضیاتبهترین گزینه برای مدل کردن استاندارد 
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 هایوعهجممپارادوکس اسکولم برای نظریه  که معتقد است کنیممیبیز را بیان تیموتی  در این فصل دیدگاه     

 هایپارادوکستفاوت دیدگاه بیز و شپیرو این است که شپیرو پارادوکس اسکولم و  مرتبه اول هم چالش نیست.

مرتبه اول  هاینظریهبیز راه حل خود را در همان  گرچه؛ کندمیمرتبه اول تلقی  هاینظریهمشابه آن را چالش 

  (Bays 2000,4-40).دهدمیارائه 

 هاحل راه 5-4

 یک فرم سادهبندی صورت 5-4-4

 کند:بندی میز پارادوکس اسکولم را صورتابتدا یک فرم ساده ا بیز    

   1. M  یک مدل شمارایZFC .است 

   2. Ω(x)  کند که بیان می"x .ناشمارا است" 

   3. M ⊨ Ω[m*]  

∴ 4.m* .ناشمارا است 

 شمارا است. m ∈ Mشمارا باشد آنگاه هر  Mاگر  .5   

∴ 6. m* .شمارا است 

رسد منظور ازینکه عضو برانگیز است. به نظر می سؤال 3-1و اعتبار استنتاج  5و  2در این فرم صدق مقدمات      

m* ∈ M  شمارا است این باشد که{x | M ⊨ x ∈ m* } 11-4شمارا است. دلیل این در) (Bays 2000, 

 ارادوکس ارائه کرد: تر از پتوان فرمی صحیحمفصل بحث شده است. پس می طوربه

  1. M  یک مدل شمارایZFC .است 

   2. Ω(x)  کند که بیان می"x .ناشمارا است" 

   3. M ⊨ Ω[m*]  
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∴ 4.m* } M{x | M ⊨ x ∈  .ناشمارا است 

 شمارا است. ∋ m* } M{x | M ⊨ xشمارا باشد آنگاه  Mاگر  .5   

∴ 6. m* } M{x | M ⊨ x ∈  .شمارا است 

 2ی معتبر است. تنها باید صدق مقدمه 6به  5و  3-1صادق هستند و استنتاج از  5و  3، 1مقدمات  وضوحبه     

 را بررسی کنیم. 4به  3-1و اعتبار استنتاج 

 لازمقوی باشد که شرط  قدریبهباید  2ی در مقدمه "کندبیان می"معتبر باشد  4به  3-1اگر بخواهیم استنتاج 

 زیر را برآورده کند: 

(𝔱)           ∀m m ∈ M [ M ⊨ Ω[m] ⇒ .ناشمارا است  {x | x ∈M m }] 

( 𝔱از ) تواند همنمی "کندبیان می"این یک شرط کمینه است. دلایل قوی مبنی بر اینکه هیچ تعبیر ممکنی از 

شود برای رد ( به پارادوکس اسکولم منجر می𝔱حمایت کند و هم صادق باشد وجود دارند. چراکه همین که )

 ناشمارا است. xگوید می Ω(x)رسد که کردنش کافی است. پس باید بررسی کنیم چرا به نظر می

 

 قلب پارادوکس 5-4-2

را نوشت. یعنی عبارتی  اشمنطقیمعادل  "ناشمارا است. x"یعنی  Aدر برهان  2ی مقدمه جایبهتوان می     

استفاده کند. با جایگزین کردن نمادهای ثوابت  "گاه اگر ... آن"، "عضو ... است"، "مساوی است با"که تنها از 

زبانی  کاملایک عبارت  EΩ(x)نامیم. می EΩ(x)1رسیم که آن را منطقی در این عبارت طولانی به چیزی می

یک معناشناسی نظریه  Ω(x)توانیم ناشمارایی را در یک مدل خاص در نظر بگیریم و به است. از طرف دیگر می

گذاری نام MΩ(x)2 را Ω(x)از  خوانشاین  Mی م، در این صورت برای مدل داده شدهمدلی اختصاص دهی

 کنیم. می

شود. سپس نشان صادق می Aبرهان  2ی مقدمه در نظر بگیریم، EΩ(x)را  Ω(x)دهیم اگر ابتدا نشان می    

این دو، پیش فرض فلسفی  صادق باشد و پس از آن با استفاده از MΩ(x)معادل این است که  3ی دهیم مقدمهمی

 آید: است، به دست می MΩ(x)و  EΩ(x)ی بین معنای کلیدی پارادوکس اسکولم که همان رابطه

                                                 
 1 E  مخففplain English .است 

 2 M  مخففModel theoretic .است 
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 EΩ(x)و  "ناشمارا است x"را معادل بودن منطقی بدانیم، با توجه به اینکه  "کندبیان می"برای ادعای اولمان اگر 

م توانیم در نظر بگیریهای منطقی میانتخاب کردن معادلمعادل تابع صدقی هستند با کمی چشم پوشی درمورد 

(x)EΩ  و"x .کنند. یک چیز را بیان می "ناشمارا است 

  ⫤ Ω(x)Mو  MΩ(x)توان نشان داد تناظری کامل بین شرایط صدق می Aاستدلال  3ی درمورد مقدمه     

به  MΩ(x)شوند و نماد عضویت در میدر نظر گرفته  Mی دامنه MΩ(x)ی سورها در وجود دارد چراکه دامنه

  Mاز  mاست. برای هر عضو  ∋Mمعنای 

Ω[m]                                    ⊨M ⟺(m) MΩ .صادق است 

( را 𝔱)ناشمارا است شرط  x "کندبیان می" EΩ(x)و اینکه   ⫤ Ω(x)Mو  MΩ(x)با استفاده از معادل بودن 

 کنیم: بازنویسی می

)𝔱’)         ∀m m ∈ M [ΩM(m)⇒ ΩE({x | x ∈M m })]. 

(’𝔱زمینه ساز پارادوکس اسکولم و رابطه ) ی بین(x)EΩ  و(x)MΩ توان نشان داد می سادگیبهدهد. را نشان می

(𝔱’ شرط )و کافی صدق استدلال  لازمA فرض فلسفی کلیدی پارادوکس اسکولم است. و پیش(Bays 2000, 

16-20) 

 

  حل پارادوکس 5-4-9

به نظر  کند.راه حلی ارائه می 1-1-5از پارادوکس اسکولم در  اینسخهو برای  کندا بررسی می( ر’𝔱صدق ) بیز     

های ( را به مدل’𝔱چراکه اگر ) M ⊨ ZFCرسد این است که ( در ظاهر درست به نظر می’𝔱رسد دلیل اینکه )می

ها مجموعه جزبهها وجود دارند که شامل اشیائی ه مجموعهزبان نظری برایهای بسیاری دلخواه تعمیم دهیم مدل

است  ZFCمدل  Mاینکه  متأسفانه گرچه؛ توان برای این تعمیم مثال نقض پیدا کردمی سادگیبههستند و 

 ( را در نظر بگیریم،’𝔱( کافی نیست چراکه اگر تضعیف زیر از )’𝔱برای صدق ) تنهاییبه

(𝔱’ZFC)   ∀N [ N ⊨ ZFC ⇒ ∀n ∈ N [ ΩN(n) ⇒ ΩE({x | x ∈N n })] 

صادق و   NΩ (*n)آنگاه N ⊨ Ω[n*] طوری کهبهباشد  n*∈ Nباشد و اگر  ZFCمدلی شمارا برای  Nاگر 

n}) N({n | n ∈EΩ  کاذب است و در نتیجه)ZFC’𝔱( دهد کاذب است. این مثال نشان می’)𝔱(  .کاذب است

ها کاذب هستند. این حلی برای ی آناست پس همه Aهای استدلال ی نسخهبرای همه لازمیک شرط  (’𝔱)چون 

ماند این است که طرفداران پارادوکس ای که باقی میی پارادوکس اسکولم است. تنها نکتهی ذکر شدهنسخه
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ست. در این کاذب ا (’𝔱)چرا  ادقیق. پس باید توضیح داده شود که پذیرندتدلال را نمیاین اس راحتیبهاسکولم 

این است که  MΩ(x)و  EΩ(x) سمانتیکاینکه یک تفاوت بین  نخست دلیل ذکر کرد.توان دو خصوص می

زبان روزمره است که نوعی معنا است و در متن موجهاتی رفتار مشخص خود را دارد  سمانتیک، EΩ(x) سمانتیک

ی مدل است، نظریه یکسمانت MΩ(x) سمانتیکدهد، برعکس و تمایز بین دو معادل تابع صدقی را تشخیص می

ی معادل تابع صدقی را تواند تمایز دو جملهمصداقی است و در متن موجهاتی رفتار متفاوتی دارد و نمی کاملا

ها به کار مصداقی در تعبیر نمادهایی که در آن کاملاتمایزهای  MΩ(x)و  EΩ(x)تشخیص دهد. دوم اینکه 

 کند:این گونه تعبیر می را  "∋"، نماد EΩ(x) سمانتیکروند دارند. می

E-∈  :“x ∈ y”  ات  اصادق است y  مجموعه وx  عضوی ازy .باشد 

 : MΩ(x) سمانتیکدرمورد  گرچهو 

∈-M:y”  ∈ “x  ات  اصادق است <x,y>  عضوmi  باشد کهmi  تابع تعبیر برایM  .است 

 های خانگی هم تعریف شود!ی گربهتواند برامی ∋Mهیچ دلیلی وجود ندارد که این دو رابطه هم مصداق باشند. 

کند، تعبیر می "... طوری کهبهای وجود دارد xی مجموعه"آن را  EΩ(x) سمانتیکاست که  ”x∃“مورد دیگر 

 کند:آن را توسط عبارت بازگشتی زیر تعبیر می MΩ(x) سمانتیک گرچه

M ⊨ ∃x ϕ(x) ⟺   طوری کهبهوجود دارد  m ∈ M  

                                                                           M ⊨ ϕ[m] 

 سمانتیکیمدلی شمارا است.( پس این یک تفاوت  Mها باشد )تواند جهان نظریه مجموعهنمی  Mیچون دامنه

 “∋”و  “∃”xگردد چون دو نماد می MΩ(x)و  EΩ(x)های بسیاری بین است. این تفاوت موجب ایجاد تفاوت

در کدام یک از این  سمانتیکیتفاوت  ادقیقاینکه  گرچه؛ اندرفتهبه کار  MΩ(x)و  EΩ(x)زیادی در  به دفعات

 (Bays 2000, 20-30)ای است. ی پیچیدهشود مسئله( می’𝔱)نمادها موجب کذب 

 

 تر پارادوکس اسکولمهای پیچیدهنسخه 5-4-1

تر کنیم. در این نزدیک EΩ(x)را به  MΩ(x)، تریدهپیچکنیم با به کار بردن ریاضیات در اینجا سعی می     

 رسیم: می Aتر از استدلال ای پیچیدهصورت به نسخه

 : طوری کهبهآید می به دست Mمدل  j,…,T1Tبا استفاده از قضایای 
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   1 .M  مدلی شمارا ازZFC هایویژگی است که دارای k,…,P1P .است 

   2 .(x)EΩ کند بیان می"x  است.ناشمارا" 

   3 .M ⊨ Ω[m*] 

∴ 4 .m*} M∈{x | x  .ناشمارا است 

 نیز شمارا است.  m} M∈{x | x، آن گاه  M ∈mشمارا باشد و  M. اگر 5    

∴ 6 .m*} M∈{x | x  .شمارا است 

  Xو کافی صحت استدلال  لازمدر این صورت شرط 

)𝔱’X)         ∀m ∈ M [ΩM(m)⇒ ΩE({x | x ∈M m })]. 

مثال نقضی برای  *m( کاذب است. اول اینکه خود X’𝔱توانیم نشان دهیم که )جا هم با دو برهان میاست. در این

(X’𝔱  )کههمینشود و دوم اینکه می (X’𝔱 )در  گرچه؛ دهدساز پارادوکس اسکولم است کذب آن را نشان میزمینه

 جه کنیم:تو (X)هایی چون ی فلسفی جالب توجه استدلالاینجا باید به دو جنبه

 و (X’𝔱)در درست به نظر رسیدن  k,…,P1Pهای و ویژگی j,…,T1T. نقش دقیق قضایای 1

 .k,…,P1Pبا وجود حضور  MΩ(x)و  EΩ(x). اختلاف 2

 است. "وجود دارد. κدسترس ناپذیر  یاندازه"+  ZFC ،های پیش فرضبه ذکر است در اینجا نظریه مجموعه لازم

 

 تعدی 5-4-1-4

مجموعه باشند و هر عضو از یک  Mی اعضای اش متعدی باشد )یعنی همهمتعدی است اگر دامنه Mمدل      

 باشد. Mی همان عضویت حقیقی محدود به دامنه Mو عضویت در   شود.( Mعضوی از  Mعضو 

 κدسترس ناپذیر مانند  یاندازهتوسط یک  ZFCآوردن یک مدل متعدی  به دستیک روش آسان برای      

 یک ریخت  Nکه با  Mمدل متعدی  1لم فروریختگی موستووسکیتوسط  انهایت. ZFC ⊨> ∈,  κ<V است که

ای از . نسخهM ⊨ ZFCآید می به دستشوند معادل مقدماتی می Nو  Mآید. از اینکه می به دستاست، 

                                                 
ریخت با آن  مدلی متعدی و یک-ی نزولی نامتناهی نباشدزنجیره-∋یعنی هر مدلی که شامل  -دهد با داشتن هر مدل خوش بنیاداجازه میاین لم به ما  1 

 پیدا کنیم.
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 |y} جایبهست متعدی ا Mنامیم. چون می (T)آید را استدلال می به دستپارادوکس اسکولم که در این حالت 

x } M∈y   ازx } ∈{y | y  ین چنتر به نظر برسد. همشود ناشمارایی طبیعیکنیم و این موجب میاستفاده می

برای  "∋"کند چراکه تعبیر کم می MΩ(x)و  EΩ(x) سمانتیکیاستفاده از یک مدل متعدی مقداری از تفاوت 

M نشان داد مدل  توانهمان تعبیرش در زبان روزمره است. در واقع میM  درمورد بسیاری چیزهای دیگر درست

وجود داشته باشد  RΨ(x)نامیم اگر فرمولی مانند های متعدی مطلق میرا برای مدل Rی کند. رابطهفکر می

 : n* ∈ Nو هر  N ⊨ ZFCبرای هر مدل متعدی  طوری کهبه

 .R  ⇔ ΨER (n*) ⇔ ΨNR (n*) ⇔ N ⊨ ΨR (n*) برای *n برقرار باشد.

توان نشان های متعدی مطلق است. میبرای مدل "عضو چیزی بودن"ی های متعدی رابطهبنابر تعریف مدل     

 داد روابط زیر هم مطلق هستند:

 f  یک تابع است؛f  پوشا است؛f 1-1   است؛f  و پوشا است.  1-1تناظر 

 x = Domain(f)  ؛x = Range(f) 

 x  متناهی است؛x نامتناهی است؛ x د ترتیبی است ؛ یک عدx  یک عدد ترتیبی حدی است ؛x = ω. 

توان دید می راحتیبهشود. برقرار نمی EΩ(x)و  MΩ(x)چرا این نتیجه درمورد این است که  سؤالدر این جا      

موجب تفاوت  "∃x" یدهد بفهمیم کدام نمونهبرمی گردد. تعدی حتی به ما اجازه می  "∃x"که این تفاوت به 

(x)MΩ  و(x)EΩ شود شود. مطلق بودن روابطی که ذکر کردیم موجب میمی"f   و پوشا بین  1-1تناظریx  و

ω .هم مطلق شود. یعنی فرمول  "است(f,x)ψ برای هر  طوری کهبهها وجود دارد در زبان نظریه مجموعهN ⊨ 

ZFC  متعدی و هرN ∈ 2,n 1n 

 n1⇔  ψE(n1,n2) ⇔ ψN(n1,n2)  تناظری 1-1 و پوشا بین n2 و ω است.

 داریم:

Ω(x) ≡df ∃f ψ(f,x) 

 Eψ (f,x)دهد نتیجه می ψ(f,x)کنند و مطلق بودن را یکسان تعبیر می "∋"نماد  EΩ(x)و MΩ(x)دانیم می

مثال نقضی برای  *x = mدانیم است. می )m’𝔱(معادل هستند. پس سور بیرونی تنها دلیل کذب  Mψ(f,x)و 

 است. واضح است که:  ) M’𝔱( (m*))E(m*) ⇒ ΩMΩ(کذب 

 باشد. ψو  *mو پوشایی بین  1-1تناظر  fصادق است اگر و تنها اگر  f ،(f,m*) Eψی . برای هر مجموعه1

 صادق باشد. Mψ(*f,m) ات  اصادق است  M  ∈f  ،(f,m*) Eψ. برای هر2
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 تناظر اواقعد، یعنی شومی {*m ∈ M | m ∈ m }شمارا است مستلزم شمارایی  Mاین واقعیت که  علاوهبه 

 → ωf* : m* ها ربط سور بیرونی وجود دارد. این(x)Ω  به کذب)M’𝔱( دهند. چون تناظررا نشان می 

 → ωf* : m* ی سور بیرونی وجود دارد و دامنه اواقع(m*)EΩ ها است جهان مجموعهf* کند و این را پیدا می

یا هر تابع  *f. برعکس، شودمیکاذب  EΩ(*m)یجه در نت صادق است. Eψ(*f,m)که  "دهدتشخیص می"سور 

صادق باشد پیدا  Mψ(*f,m)ای که برای آن  MΩ، f(*m)نیست. پس سور  M یدامنهدر  ωو  *mدیگر بین 

را به ترتیب این گونه  MΩ(*m)و  EΩ(*m)توان تر میشود. به بیان سادهصادق می MΩ(*m)پس . کندنمی

 بازنویسی کرد:

(1 )f طوری کهبهها وجود ندارد ان نظریه مجموعهای در جه f : m*→ ω  و پوشا باشد. 1-1تناظر 

(2 )f ∈ M  طوری کهبهوجود ندارد f : m*→ ω  و پوشا باشد. 1-1تناظر 

کاذب نیست   (2) گرچه؛ شود( کاذب می1وجود دارد پس ) ωو  *mشماراست تناظری میان  اواقع *mچون 

   کاذب است. )M’𝔱(شود. پس یافت نمی M یمورد نظر در دامنه fچراکه 

 

 4بودن مقدماتی 5-4-1-2

 گرچهشوند، حل می (T)های پارادوکس اسکولم مشابه استدلال ی نسخهشاید تا اینجا تصور کنید که همه     

 )به ازای MΩ(x))به ازای حداقل یک مجموعه( و  EΩ(x)سورهای بیرونی  فسیرشمارا است ت Mتا وقتی  بااینکه

( متفاوت است. سورهای بیرونی برای توضیح کامل پارادوکس اسکولم کافی نیستند. Mحداقل یک مجموعه در 

گردد، مستلزم تعبیر ( گرچه به تعبیر سورها برمیM’𝔱)کذب  "توضیح"کنیم که در آن اکنون مدلی را بررسی می

 κVیک زیرمدل مقدماتی شمارای  M دسترس ناپذیر باشد و یاندازهیک  κسورهای بیرونی نیست. فرض کنید 

 ها و هردر زبان نظریه مجموعه ψ(*x). برای هر 2است و   ZFCیک مدل شمارای  M وضوحبه. 1باشد: 

 M ∈m*   ،[m*] ψ ⊨ κV ⇔[m*] ψ ⊨M  

توان گفت کند. در این مورد می( کمک میM’𝔱)از این نظر جالب است که به درست به نظر رسیدن  2ویژگی      

های مطلق ی ویژگیشامل همه Mکند که زیرمدل مقدماتی یک مدل متعدی است ما را مطمئن می Mول، اینکه ا

 های متعدی باشد و یک ویژگی مطلق برای مدل R(x*)که در قسمت قبل بیان کردیم است. پس اگر 

                                                 
1 Elementarity 



 

57 

 

(x*)REΨ گاه برای هر فرمول شاهد مطلق بودنش باشد، آنm* ∈ M، 

(m*)                 (k)RM[m*] ⇔ ΨRΨ⊨  κ(m*)⇔ VREΨ ⟺R   برای  m*   .برقرار است 

نتیجه  ⫤آخر از تعریف  دو شرطیو   κV ≺M و دو شرطی سوم از اینکه  Rاول از مطلق بودن  دو شرطیدو 

مطلق  κVدهد که ویژگی ناشمارا بودن برای دسترس ناپذیر است به ما اطمینان می κشود. دوم، اینکه گرفته می

  κn ∈ V. یعنی برای هر است

⊨ Ω[n] κV ⇔(n) EΩn ⇔   .ناشمارا است   

 m ∈ M: برای هر آیدمی به دست Mی قبل ترکیب کنیم درمورد هنگامی که این موضوع را با نکته

(m)                              MΩ ⇔ (m)EΩ⇔ m  .ناشمارا است 

 "ناشمارا بودن" بااینکهاست همراه  κVدل مقدماتی یک زیرم Mفهمد. این که ناشمارایی را درست می Mپس 

چرا این موضوع  گرچه "نیز مطلق است. Mناشمارا بودن برای  "دهد که ما اطمینان می است بهمطلق  κVبرای 

(M’𝔱 را )توان گفت: اول، فرض کنید کند؟ در این مورد دو نکته میبدیهی صادق نمی طوربهm*  عضوی ازM 

 هر . )اگرچه∋ m*} Mm* ≠ {m | m. در اینجا برخلاف حالت متعدی،  M ⊨ Ω[m*] طوری کهبهباشد 

∈ m*∩ M ’m  درm*} M{m | m ∈  )!است، تعدادی )ناشماراM \∈ m* ’m  و بنابرین در 

 m*}  M{m | m ∈ \m*   وجود دارند.( پس دلیلی ندارد که فکر کنیم)m*} M{m | m ∈(EΩ  و(m*)EΩ 

و  MΩ(*m)بیاید. باید ذکر کنیم که تفاوت بین  به دستهای پاراگراف قبل ز دوشرطی( اM’𝔱)معادل باشد و 

)m*} M{m | m ∈(EΩ توان توسط تعبیرهای متفاوت سور وجودی بیرونی در را نمیΩ(x)  .امطمئنتوضیح داد 

تر ی وسیعدامنه دارند و برخی )ناشمارا !( از اشیا در این MΩ(x)تری نسبت به ی وسیعدامنه EΩ(x) سورها در 

 MΩ(*m)این چیزی نیست که تفاوت بین  گرچه؛ هستند ωو  ∋ m*}  M{m | mو پوشا بین  1-1تناظرهای 

 Ω(x)را توضیح دهد. برای تحقیق این امر باید دلیلمان برای تصور اینکه سور بیرونی  m*} M{m | m ∈(EΩ(و 

 𝔗)یا کلاسی از توابع  f: به ازای حداقل یک تابع خاص کنیمتواند این تفاوت را توضیح دهد دوباره بررسی میمی

 های زیر باشند:( که دارای ویژگی

1 .f ی سور بیرونی در دامنه)m*} M{m | m ∈(EΩ .قرار دارد 

2 .f ی سور بیرونی در دامنه(m*)MΩ  .قرار ندارد 

3 .m*} M(f,{m | m ∈EΨ .صادق است 
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 درست بود. MΨ  (*f,m)بود، آن گاه می Mعضوی از  f. اگر 4

 m*} M{m | m ∈(EΩ(بداند،  fتوانست درمورد می  MΩ(*m)توان استدلال کرد که اگر سور بیرونی پس می

 توان نتیجه گرفت که تفاوت در تعبیر سورهای بیرونیمی شوند.بنابرینمعادل می MΩ(*m)و 

 )m*} M{m | m ∈(EΩ  و(m*)MΩ  کذب(M’𝔱را توضیح دهد. هرچند، درم ) وردM یافتن اینکه این ،f 

باشیم. با استفاده از  f : m*→ ωتوانیم در پی تناظر نمایانگر چه چیزی است، مشکل است. از یک طرف، می

را  3تواند ویژگی چنین تابعی نمی متأسفانه گرچه  را داشته باشد 4تواند ویژگی می M ،fهای مطلق بودن ویژگی

 ای وجود ندارد!  fنشان داد که چنین  آسانیبهتوان داشته باشد. حتی بدتر، می

 ناشمارا است. *MΩ  ⟺ m (*m)دانیممی

وجود ندارد. این نکته همراه  f : m*→ ω دهد که تناظر به ما اطمینان می M ⊨ Ω[m*]پس این واقعیت که 

اشتباه است. از ای بودن  fدهد در پی چنین کند نشان میرا ارضا نمی 3ای ویژگی  fبا این واقعیت که چنین 

ای هباشیم. یافتن چنین تابعی آسان است و ویژگی ∋ m*} → ω Mf : {m | mتوانیم در پی تناظر طرف دیگر می

های مطلق بودن که باعث درست به نظر را داشته باشد. چراکه ویژگی 4دلیلی ندارد ویژگی  گرچهرا دارد  3-1

 ،  m*} → ω M: {m | m ∈fدهند برای هر شدند نتیجه می( میM’𝔱رسیدن )

m*}   M(f,m*) ⇔ m* = {m | m ∈ MΨ  

عضوی از  fحتی اگر  MΨ  (*f,m)دهد نتیجه می ∋ m*}   Mm* ≠ {m | mرسد اینکه به نظر می بنابرین

M  باشد صادق نیست. اگر این درست باشد به دنبالm*} → ω Mf : {m | m ∈  مانند دنبال→ ωf : m* 

m (EΩ}های بین ی این ادعا باشد که تفاوتکننده تأییدای که  fتوانیم تابع چ حالتی نمیاشتباه است. پس در هی

)m*} M| m ∈  و(m*)MΩ  توسط تعابیر متفاوت سور بیرونیΩ(x) های آید، پیدا کنیم. البته تفاوت به دست

 دهند توضیحیتوسط تعابیر متفاوتی که این جملات به سورهایشان م MΩ(*m)و  m*} M{m | m ∈(EΩ(بین 

یکسان هستند.(  “→”و  ””،“∋”یعنی  Ω(x)درمورد تعابیر دیگر نمادهای  EΩ(x)و  MΩ(x)شود )چون داده می

 نیستند. EΩ(x)و  MΩ(x)های هستند و در آغاز فرمول Ψ (f,x)سورهای موردنظر در فرمول  گرچه

 

 عضویت 5-4-1-9

اسکولم توسط سورهای بیرونی  های پارادوکسی نمونهمهزنیم که نشان دهد هدر این قسمت هم مثالی می     

 طوری کهبهباشد  Nعضوی از  *mباشد و  ZFCمدلی متعدی و شمارا از  Nشود. فرض کنید نمی تفسیر
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Ω[m*]  N ⊨  وn*  عضو دلخواهی ازN  طوری کهبهباشد Rank(n*) > Rank(m*) + ω  باشد. با

 را تعریف کرد و هم چنین  f : m*→ ωو پوشای  1-1توان تابع ت میشمارا اس *mاستفاده از این واقعیت که 

: N → (N\{n*}) ∪ {f}σ  و مقادیرσ ازای  بهn≠n*  برابر باn ازای و بهn=n*  برابرf .باشند 

 σو  Domain(M) = (N\{n*}) ∪ {f} طوری کهبهکنیم را تعریف می M مدل جدید  ،σبا استفاده از 

 ZFCیک مدل شمارای  N ،Mو  Mداریم: اول، به دلیل یکریختی  Mاست. درمورد  Mو  Nیک یکریختی بین 

دهد شمارا است نشان می M، اینکه و سوم  M ⊨ Ω[m*]،یک یکریختی است N→M σ :است. دوم، چون  

وجود دارد که در  ωو  *mناشمارا تناظر بین  . )چونf* ∉ M کهطوریبهوجود دارد f* : m*→ ω تناظر 

حداقل دارای یک تابع شاهد برای  Mبدین معناست که  f ∈ Mقرار ندارند.( چهارم، اینکه  Mشمارای  یدامنه

( در اینجا نه به دلیل M’𝔱) کذب میدهیمشمارا بودنش است. هرچند ممکن است آن را تشخیص ندهند. نشان 

 است. ابتدا  چون Ψ (f,x)در  ”∋“، بلکه به دلیل تعابیر متفاوت Ω(x)تعابیر متفاوت سور بیرونی وجودی 

 Ω[m*] ⊨M  ،(f,m*) MΨ  باید کاذب باشد. برعکس، چونf  تناظری بینm*  وω   است(f,m*) EΨ 

و  MΩ(x)ی سورهای در دامنه fدانیم ) می fدرمورد  EΩ(x)و  MΩ(x)اینکه  یعلاوهبهها صادق است. این

(x)EΩ دهد هر تفاوت بین است ( نتیجه می(x)MΩ  و(x)EΩ  باید درΨ (f,m*)  باشد. حالΨ (f,x)  را

 کنیم:تر بررسی میدقیق

]∀x ∈ f [ x ∈ m*×ω ] ∧ ∀x ∈ m* ∃!y ∈ ω [ <x,y> ∈ fdfΨ (f,x) ≡ 

 ∧ ∀y ∈ ω ∃!x ∈ m*[ <x,y> ∈ f ]  

ها بین . این زیرفرمولتعبیر کرد MΨ (*f,m)و  EΨ (*f,m)توان با های این فرمول را میبسیاری از زیرفرمول

V  وM ی مطلق هستند. در حالت خاص، برای هر مجموعهS 

1. s ∈ m* ⇔ M ⊨ s ∈ m* 

2. s ∈ ω ⇔ M ⊨ s ∈ ω 

3. s ∈ m*×ω ⇔ M ⊨ s ∈ m*×ω 

>2,s1>)] ⇔ M ⊨ s = <s2,s1∈ m* ) ⇒ ( s = <s Sʹ4. [( s” ∈ ω ,  

و  EΨ (*f,m)ی ی سورهای هر دودر دامنه *s ∈ m* ∪ ω ∪ m*×ω ∪ nکنیم که هر مشاهده می انهایت

(f,m*) MΨ .پس تنها تفاوتی که  1است(f,m*) EΨ  و(f,m*) MΨ ها ازتعبیر آن توانند داشته باشندمی 

                                                 
 مراجعه کنید.  ,Bays 2000) 40-(47حل این حالت بهراهبیشتر ی جزئیات برای مشاهده 1 
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 “x ∈ f” .تواند تفاوت صدق تنها تفاوت است، می کهاین به دلیل است(f,m*) EΨ  و(f,m*) MΨ  را توضیح

 دهد.

 

 های فرمراه حل بقیه 5-2

 رای اصل موضوع مجموعه توانیپارادوکس اسکولم ب 5-2-4

  کنیم:بندی میاکنون راه حل بیز را برای یک فرم دیگر از پارادوکس صورت    

ای دلخواه و نامتناهی در نظر بگیرید. در این را مجموعه *xباشد. ZFCمدلی متعدی و شمارا از  Mفرض کنید 

 را بنویسیم:  Tتوانیم مشابه استدلال صورت می

  1 .M ارا و متعدی از مدلی شمZFC .است 

  2 .)x(PEΩ کند بیان می"P ی توانی مجموعهx .است" 

  3 .]x*Ω[P ⊨M  

∴ 4 .}x*P M∈{p | p  ی توانی مجموعهx* .است 

 ی    مجموعه  x*P M∈{p | p{شمارا است. پس   p | p}∋x*P M{گاه ، آن M ∈ x*Pشمارا باشد و  M. اگر 5   

 نیست. *xتوانی        

∴6 .}x*P M∈{p | p  ی توانی مجموعهx* .نیست 

 حل: 

)T’𝔱( آید:صورت زیر به دست میبه 

)𝔱’T)   ∀x ∈ M [ΩM(Px)⇒ ΩE({p | p ∈M Px })]. 

تفاوت  xP M{p | p ∈(EΩ ({و  PMΩ)x(کاذب است مانند قبل باید نشان دهیم  )T’𝔱(برای اینکه نشان دهیم  

ی عضویت ی عضویت یک مدل متعدی همان رابطهمتعدی است رابطه M چون 4.2.4.1دارند. مانند  سمانتیکی

 طور که قبلاشود. همانی معمولی میی زیرمجموعهنیز همان رابطه ⊇ی معمولی است. پس طبق تعریف، رابطه

باید  xP(EΩ(و  MΩ)xP( سمانتیکی. پس تفاوت "دانندمی"های متعدی، بسیاری از مفاهیم را بیان کردیم مدل
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باشد. قسمتی از این فرمول که شامل سور نیست برای مدل  ∀ xP∈ x↔z ⊆ z (z(سور بیرونی فرمول در 

 z ∋است اگر و تنها اگر   x⊆ zکند بیان می ψ (x,z)دهیم.نشان می ψ(x,z)شود و آن را با متعدی مطلق می

xP .باشد 

 .)ψz ∀ df≡)xPΩ(x,z)پس  

معادل هستند. پس سور بیرونی تنها دلیل کذب  Mψ (x,z)و  Eψ (x,z)دهد نتیجه می ψ (x,z)مطلق بودن 

)T’𝔱( : است. چراکه 

  باشد. xP، عضوی از xی صادق است اگر و تنها اگر هر زیرمجموعه z ،(x,z) Eψی . برای هر مجموعه1

 صادق باشد. Mψ (x,z)صادق است اگر و تنها اگر  M ∈z  ،(x,z) Eψ. برای هر 2

 ،بیند و سوررا می xهای ی زیرمجموعههمه ∀ها است. پس سور جهان مجموعه xP(EΩ(ی سور بیرونی دامنه

ای مثال زد که در  zتوان شود. برعکس، میصادق می xP(EΩ(دهد. پس را تشخیص می Eψ (x,z)درستی 

 هاها که برای آن zموفق به تشخیص بعضی از  xP(MΩ(شمارا است. پس سور در  Mنباشد چراکه  Mی دامنه

(x,z) Mψ  ،شود. بنابرین نمیصادق باشد)xP(MΩ .کاذب است 

 

 دو اعتراض فلسفی به راه حل بیز 5-9

 کنیم:اند را بیان میراه حل بیز شده هدر این بخش نقدهایی که ب     

 4زیاده گویی خام 5-9-4

های آن . زیرفرمولکندمیمعین فرض  سمانتیکرا دارای  x)(EΩیک اعتراض به راه حل بیز این است که      

که به عضویت واقعی  گیرندمیفرض و ...  "است. yعضو  x"، "... طوری کهبهوجود دارد   x یمجموعه"مانند 

، عضو هاکلاس، هامجموعهدلالت دارند. در این صورت اینکه راه حل بیز قابل فهم بودن ریاضیات روزمره درمورد 

. این اعتراض به هر راه حلی از پارادوکس اسکولم گیردمیمارا را فرض شمارا و ناش هایمجموعهبودن یا نبودن و 

 کلاسیک آغاز کند و پس از آن بر ضد پارادوکس اسکولم استفاده کند وارد است. هایمجموعهکه با نظریه 

                                                 
1 Naïve prattle 
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 وم گفتیم اینکه در حل پارادوکس اسکولم مقدار زیادی از ریاضیات شهودی را فرضهمان طور که در فصل س     

مفصل برعلیه این  طوربهرا  توماسکلنک و  هایبرهانو در فصل دوم  شودمینامیده  "افلاطون گرایی"کنیم 

 موضع بررسی کردیم.

 کندیماعتراضی دیگر به ریاضیات شهودی از آن کریسپین رایت است. رایت به پیروی از مایکل دامت استدلال      

رد معنی از کارب"ز طریق کاربرد این زبان فهمید. به قول ویتگنشتاین زبان معمولی را باید ا هایترمکه اهمیت 

( بتواند آن قدر غنی باشد که یک صوریغیرو چه  صوری)چه  هامجموعهمعلوم نیست زبان نظریه  ".رودنمیفراتر 

 دهد. به دست زبان غیرصوریتعبیر یکتا برای 

 هااستدلالکه برخلاف دیگر  کنیممیبررسی  x)(EΩ  یکسمانتبردن تعین  سؤالحال راه دیگری را برای زیر      

 تاریخی درمورد زبان نظریه هایینگرانیمستلزم شکاکیت در مورد زبان ریاضیات نیست، بلکه تنها مستلزم 

، راسل هایپارادوکسمعروف است.  "در تناقض به دنیا آمده است"به اینکه  هامجموعهنظریه  مثلااست.  هامجموعه

 هاتناقضاست. این  هامجموعهکاربردی شهودی نظریه  هایتناقضفورتی مشهورترین -یچارد و بورالیکونیگ، ر

و یا  "هامجموعه یهمه"پارادوکس اسکولم که به زبان معمولی ریاضی درمورد  هایحلبه راه  شوندمیموجب 

 هاینسخهاغلب مستلزم پذیرش  هاتناقضشک کنیم. دوم، پاسخ به این  زنندمیحرف  "ناشمارا اواقع" هایمجموعه

انواع را پذیرفت. برخی نظریه  ینظریهراسل  مثلااست.  هامجموعهرقیب و در بسیاری موارد ناسازگار از نظریه 

کواین  یموضوعهاصولرا پذیرفتند در حالی که برخی دیگر  هامجموعهزرملو از نظریه بندی اصلمجموعه دان ها 

آغاز  هامجموعهتوضیحی از درک شهودی ما از نظریه  عنوانبه هانظریهاین  یهمهن که یا ونگ را پذیرفتند. ای

از  "یاروزمرهزبان "به این رهنمون شود که مفهوم معین  تواندمی رسندمیمتفاوتی  کاملا هاینقطهو به  کنندمی

این واقعیت که این  زرملو،دی بناصلمجموعه وجود ندارد. سوم، حتی درصورت همراه شدن با اکثریت و پذیرفتن 

 هایینگرانی، گذاردمیباقی  ناپذیرتصمیمرا  هامجموعهدرمورد جهان نظریه  ایپایهبسیاری از مسائل  بندیصورت

 هامجموعه یهمهمعین کند که آیا  تواندنمی ZFCاینکه  مثلا. کندمیایجاد  هامجموعهدرمورد تعین زبان نظریه 

نگرانی ایجاد  "هامجموعه یهمه"( درمورد درک ما از مفهوم  V=Lصحت اصل موضوع  هستند ) "ساخت پذیر"

پاسخ دهد و در آخر  ایمجموعهجهان نظریه  "نهایت"اساسی درمورد  سؤالاتبه  تواندنمی ZFC مثلا. یا کندمی

رد مطلق بودن اندازه را که این تعین صحبت روزمره درمو گذاردمیدرمورد اندازه را باز باقی  سؤالات ZFCاین که 

 .بردمی سؤالزیر 

 سمانتیکدارای  x)(EΩبتوانیم پارادوکس اسکولم را تنها با این فرض که جملاتی مانند  نتیجه اینکهپس در      

ها پارادوکس را حل کنیم ناپخته به نظر  سمانتیکبا استفاده از تحلیلی صریح از این  توانمیمعینی هستند و 

 .رسدمی
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ها مانند حساب با منطق اشتباه است. منطق ها ودیگر نظریهدانستن پارادوکس در نظریه مجموعه همانند ذکر.ت     

است.  کاذب تعبیر منطقها یا حساب، مدل استاندارد یا نااستاندارد ندارد. به کاربردن اصطلاح مانند نظریه مجموعه

های اسکولمی که برای منطق نوشتیم ارزش دوکسدرستی تعبیری از آن باشد. پس پاراتواند بههر چیزی می

 فلسفی ندارند.

ها های اسکولم نظریه مجموعهترتیبی پارادوکس اسکولم نظریه اعداد با پارادوکسارزش فلسفی فرم خوش      

ها ی فرمدانان ارزش فلسفی پارادوکس اسکولم کلاسیک را بیشتر از بقیهگوید ریاضیاست؛ گرچه بیز میبرابر 

های ضد ریاضیات شهودی که در بالا بیان شد دانند. بخشی از دلیل این ادعا این است که برهانانند تناهی میم

نشان داد  توانها تمرکز دارند، نه بر کل تاریخ ریاضیات. برای نمونه به سادگی میبیشتر بر تاریخ نظریه مجموعه

 ،Mرای هر مدل که بطوریوجود ندارد به Γی جملاتی مانند هیچ گردایه

M ⊨  Γ  ⇔   .متناهی است M  

 fΩ(x)که هیچ فرمولی مانند نشان دادن این درنظربگیریمها را که از نظریه مجموعهبندی اصلبه طور مشابه، هر  

  m* ϵ Mو هر  M ⊨ Γکه برای هر طوریوجود ندارد به

M ⊨ Ωf(m*) ⇔ .متناهی است {m ϵ M| M ⊨ m ϵ m*} 

لی های کها درمورد پارادوکس اسکولم از استدلالکه نگرانیدهد هنگامیخود بیز پاسخ می نیز دشوار نیست؛ اما

ر های دیگشامل فرم "شمارایی"توانند علاوه بر ها میزبان ریاضیات سرچشمه بگیرند، این نگرانی 1تعین برضد

توان بین راحتی میبهن است که تر بودن فرم کلاسیک از دیدگاه بیز ایدلیل دیگر مهم نیز شوند. "تناهی"مانند 

آید، تمایز گذاشت. چون می دستبه fΩ(x)  ی فرمولی مانندوسیلهبه معنای شهودی و معنایی که به "تناهی"

شکی نداریم که با آن آغاز کنیم و درمورد آن بحث کنیم؛ ولی  "متناهی"ی درمورد معنای شهودی و روزمره

ای است و استدلالی که مفهومی مربوط به پارادایم نظریه مجموعه "اراییشم"گونه نیست. درمورد شمارایی این

 های غیرکلاسیکانگیزد. بیز به فرمبرمی "شهودی"های هایی درمورد تعین نظریه مجموعهبیان کردیم نگرانی

ی م که فرم تناهتوانیم به استدلال بیز این نقد را وارد کنیگوید. میمی 2جای پارادوکس، معماپارادوکس اسکولم به

ی کانتور دهد. پارادوکس اسکولم کلاسیک تناقض قضیهنیز مانند فرم کلاسیک ظاهرا تناقض دو قضیه را نشان می

م اسکولم ی لوونهایی متناهی بودن دامنه و قضیهی لوونهایم اسکولم رو به پایین و فرم تناهی تناقض گزارهو قضیه

رو به بالا است. از طرف دیگر خوش ترتیبی نیز  فشردگیی و قضیه wo یترتیبی تناقض قضیهخوش ،بالا بهرو 

 مفهومی وابسته به پارادایم حساب است.

                                                 
1 determinacy 
2 puzzle 
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 پاسخ بیز 5-9-2

رای جواب دهیم. ب تکتکپیشین  هایاستدلالرین راه این است که به هر یک از تبخشرضایتمو ک نخستین     

به  مثلااز منظر آن پایدارتر به نظر برسد یا  هامجموعهه نظریه جریان تاریخی مقابلی مثال زد ک توانمیمثال 

و شهودی را اشتباه فهمیده است یا استدلال کنیم  صوریبین ریاضیات  یرابطهکلنک این نقد را وارد کنیم که 

 رایت اشتباه است. هایفرضکه پیش 

ن دقیق تهیه کنیم. بدی سمانتیکیمره زبان روز هایمجموعهپاسخی رضایت بخش تر آن است که برای نظریه      

از آن تشکیل شده است یعنی هستی  ایمجموعهمنظور باید اول رویکردی روشن درمورد آنچه جهان نظریه 

ارائه شود و سپس باید توضیح داده شود چگونه عبارات  زبان  هامجموعهشناسی و متافیزیک روشنی برای نظریه 

پیچیدگی این راه  گرچه؛ شوندمیبه این جهان مربوط  "عضو چیزی بودن" و "هامجموعه یهمه"روزمره مانند 

که پارادوکس اسکولم را حل آوریم فقط برای این به دسترا  هااین یهمهنیست  لازمحل نشان گر این است که 

 کنیم.

هم م ینکتهراکه پاسخ دهیم چ هااستدلالنیست به آن  لازم. به نظر بیز، رساندمیاین ما را به پاسخ سوم      

را نشان  هامجموعه ینظریهدرک  یروزمرهمتعارف و  هایروشپارادوکس اسکولم این بود که ناسازگاری در 

کولم اس-از قضایای لوونهایم هایینمونهکانتور و  یقضیهبین درک متعارف  دادمی.  به عبارت دیگر نشان دادمی

برد پس باید از گفتگوی متعارف درمورد  سؤالاسکولم را زیر -هایمقضایای لوون تواننمیتعارض وجود دارد. چون 

 یقضیهاجتناب کرد. ترتیب استدلال این گونه است که با درکی متعارف درمورد  "ناشمارا امطلق هایمجموعه"

 هایعهجمومباید از نظریه  گیردمیبر انگیز است پس نتیجه  سؤالشهود ابتدایی ما  فهمدمیو  کندمیکانتور آغاز 

 زبان روزمره اجتناب کنیم.

شروع با پارادوکس اسکولم و  جایبه. یعنی کندمیاستدلال زیاده گویی خام ترتیب استدلال قبلی را عوض      

روزمره آغاز  هایمجموعهروزمره مشکل دارد، با رد نظریه  هایمجموعهاستفاده از آن برای اینکه نشان دهد نظریه 

 . بردمیتقویت کردن پارادوکس اسکولم بهره  و از این برای کندمی

 روزمره قابل قبول نیست. هایمجموعهنظریه  ⇐پارادوکس اسکولم 

 روزمره قابل قبول نیست. هایمجموعهنظریه   ⇐گوناگون  هایاستدلال

 .کندمیپارادوکس اسکولم کار  ⇐                            
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 زبان روزمره قابل قبول نیست. هایمجموعهنظریه  ⇐                           

نیست. پس استدلال زیاده گویی شهودی پارادوکس اسکولم  مؤثراستدلال اول  یاندازهبهاستدلال دوم  وضوحبه     

 یمههملزم باشیم  ین است که قبل از این که بتوانیم،مستلزم ا رسدمیو هم چنین به نظر  دهدمیرا زائد نشان 

 .گذاریممیپس به پیشنهاد بیز این نقد را کنار . روزمره را حل کنیم هایمجموعه مسائل نظریه

-روزمره و قضایای لوونهایم هایمجموعهبرای حل پارادوکس اسکولم تنها نیاز است که نشان دهیم بین نظریه      

 ایهمجموعهشیم از نظریه هر قدر که نیاز داشته با توانیممیاسکولم تعارضی وجود ندارد و برای نشان دادن آن 

دفاع کنیم یا به نقدهای آن پاسخ بگوییم. تا  هامجموعهروزمره استفاده کنیم. نیازی نیست ابتدا از این نظریه 

، هر آن چه برای حل پارادوکس شوندنمیدچار تناقض  هایمانمجموعهاسکولم با نظریه -زمانی که قضایای لوونهایم

 .ایمدادهام بوده است را انج لازماسکولم 

 

 و محتوای ریاضی موضوعهاصول 5-9-9

 هایموعهمجنظریه  سمانتیکیدومین اعتراض به راه حل بیز این است که به دلایل تاریخی و فلسفی، محتوای      

یکسان  MΩ)(x و  EΩ)(x  سمانتیک دهدمیاین نتیجه تبه اول این همان است و زبان روزمره با نظریه مدل مر

 درست است. (A)و استدلال  شودمیصادق  )M’𝔱(ه است در نتیج

 قسمت اول این استدلال صادق نیست. دهدمیبیز نشان 

 و تعاریف ضمنی موضوعهاصول 5-9-9-4

در نظر گرفت که  توانمیبتواند به نظریه مدل مربوط شود  x)(EΩ سمانتیکدو نوع دلیل برای این ادعا که      

. کنندمیدر صوری کردن و وضوح بخشیدن به مفاهیم ریاضی بازی  موضوعهصولاهر دو مستلزم نقشی هستند که 

نی زرملو پاسخی به اثبات کونیگ مببندی اصل مثلادلیل اول مستلزم بررسی این نقش از دیدگاهی تاریخی است. 

ه نشان بود ک این منظوربهکواین بندی اصلبود یا  ،خوش ترتیب شود تواندنمیاعداد حقیقی  یمجموعهبر اینکه 

موعه دارد گواهی دیگر بر این در شکل دادن به مفهوم مج ZFCجهانی وجود دارد. نقشی که  ایمجموعهدهد 

 است. مدعا

ه ب موضوعهاصولدر ریاضیات نسبت داد چراکه با بندی اصلبه استفاده از  توانمیدقت مفاهیم ریاضی را      

 دستگاه. کنیممینماد گذاری تعریف  ،دستگاه ایپایهبرای مفاهیم کمتر و  بخشیممیو قواعد وضوح  ایپایهمفاهیم 

 .کنیممیو روشی برای پیدا کردن خطاهای استدلال معرفی  کنیممیاستانداردی برای اثبات طراحی 
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تی که عبارا بخشدمییک دستگاه دقیق ریاضی است به نظر به ما اطمینان  هامجموعهاین موضوع که نظریه      

باید محتوای حقیقی زبان  موضوعهاصول. پس شوندمیفهمیده  موضوعهاصولتوسط  "عضویت"و  "مجموعه"ند مان

 را نشان دهند. هامجموعهنظریه 

. در دهدنمیروزمره نشان  هایمجموعهو نظریه  موضوعیاصل هایمجموعهاین استدلال تضادی بین نظریه     

تنها مخفف عبارات صوری  هامجموعهروزمره درمورد  هایبحث دهندمی درست باشند، نشان هااستدلالواقع اگر 

 است. موضوعیاصل هایمجموعهنظریه  یپیچیدهو 

 چرا نظریه مدل؟  5-9-9-2

هستند به  هامجموعهما از  یروزمره تصورات یدهندهتشکیل  موضوعهاصولبه اینکه بتوانیم از این ادعا که      

است که نقش تشکیل دادن مفاهیم را برعهده دارد این  موضوعهاصولمدل این  ینظریه این برسیم که در حقیقت

 دو نقد وارد است:

 کنندمیرا معین  "مجموعه"مفاهیمی مانند  موضوعهاصولکه به نفع این هستند که  هاییاستدلال، اگر نخست     

د، نه سروکار دارن موضوعهاصولنظریه اثباتی  هایویژگیبیشتر با  هااستدلالاین  یابیممیرا بررسی کنیم در 

 ZFC شویممیمتوجه کند که  اثبات تواندنمییا  تواندمی ZFCبا نگاه به آنچه  مثلانظریه مدلی.  هایویژگی

 موضوعهلاصونظریه اثباتی  هایویژگی. هم چنین کنندنمیفورتی را تولید -راسل، کونیگ و بورالی هایپارادوکس

در معین کردن  موضوعهاصولبه عبارت دیگر تنها این فرض که  .دهندمیریاضی را توضیح  هستند که دقت

که فرآیند نظریه مدلی خاصی هست که توسط آن  دهدنمینقش دارند نشان  "مجموعه"محتوای مفاهیمی مانند 

س اسکولم ان پارادوکدر ریاضیات پشتیب موضوعهاصول. پس حتی باید درمورد اینکه نقش گیردمیاین تعیین انجام 

 است، شکاک شویم.

را از طریق نظریه مدلشان تعیین کند دلیلی ندارد فکر  هامجموعهمحتوای نظریه  موضوعهاصولدوم، حتی اگر      

 .کندمیاست که این کار را  هاآن مرتبه اولکنیم نظریه مدل 

عا های ناشمارا واقم نتیجه بگیرند که مجموعهتوانند از پارادوکس اسکولها نمیرسد اسکولمینظر میپس به     

دان به نام جوئل همکینز تازگی یک ریاضیوجود ندارند و برای این ادعای خود باید برهان دیگری ارائه دهند. به

ها شباهت بسیاری دارد )هرچند به نظر ها ارائه کرده است که به موضع اسکولمیمفهومی از نظریه مجموعه

طورکه نهمیکند گردد؛ نه به مواضع فلسفی پیشین(. او ادعا میها برمینز به خود نظریه مجموعههای همکیانگیزه
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برای  (2های بزرگنشاندن در کاردینال و1فورسینگ)مانند  مندتریقدرتهای روش هرروزدانان مجموعهنظریه

و استاندارد دانستن  موردنظرها به ، تمایل آنبرندکارمیبهها های مختلف نظریه مجموعهی مدلساختن و مقایسه

ای هی مدلسمت مقایسهرفتن، به سمت یک مدل برترجای بهها بهشود. جریان نظریه مجموعهتر مییک مدل کم

ها همجموع نظریهاز  چندجهانیدانان باید مفهوم مجموعهگیرد نظریههمکینز نتیجه می مختلف پیش رفته است.

ها ها بر دیگری برتری ندارد و هدف نظریه مجموعهمجموعه ابر آن هیچ مدلی از نظریهرا بپذیرند. مفهومی که بن

  ها است.مجموعههای مختلف از نظریهی روابط مدلتنها مطالعه

دگاهش را کاربرد ریاضیات ی دیهمکینز انگیزه. وابسته استبندی اصلبه مفهوم جبری  چندجهانیمفهوم      

نز منظور همکیرا به روش درستی معین کند. بندی اصلتواند مفهوم جبری می چندجهانیه به این معنا کداند. می

این  ای صحیح است بلکه چونمجموعهگرایی نظریههستند نسبی ممکن فورسینگهای این نیست که چون توسیع

 شود.گرایی توجیه میهستند نسبی طبیعیها توسیع

 Mباشد ) Mای در مدل مجموعه aفرض کنید  رسد.ولمیسم سنتی میبه همان نتایج اسک چندجهانیمفهوم      

شمارا است. این توضیحی  aدارد که در آن  M[G]مانند  فورسینگتوسیع  Mگاه است.(. آن چندجهانیجایی در 

 . کندمیفراهم  "هر مجموعه از دیدگاهی شمارا است."بر اینکه ها مبنیطبیعی برای ادعای اسکولمی

شمارا باشد،  Mدر مدل  aشود که اگر گونه توضیح داده میاینها به شمارایی تمایل اسکولمی مشابهطوربه     

توان با رفتن به های ناشمارا را همیشه میماند. در مقابل مجموعههای مدل شمارا میی توسیعگاه در همهآن

 Hamkins 2012,416)-(449  3مناسبی شمارا کرد. فورسینگتوسیع 

 

 

 گیری فصل پنجمبندی و نتیجهمعج 5-1

تر پارادوکس اسکولم، نقدهای وارد شده بر آن و های ساده و پیچیدهدر این فصل راه حل بیز را برای فرم     

نظر یم. بهتوانی تعمیم دادبه فرم مجموعه سپس راه حل او را ها را بیان کردیم.بیز به آن یکنندهقانع هایپاسخ

دیدگاه همکینز را غیر از پارادوکس اسکولم پیدا کنند. برای ادعاهای خود باید برهانی بهها رسد اسکولمیمی

                                                 
1 forcing 
2 large carginal embeddings 

 را ببینید. Koellner 2013برای نقد این دیدگاه  3 
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های مختلف پارادوکس را باهم مقایسه کردیم و به این ارزش فلسفی فرم ای برای این تلاش دانست.توان نمونهمی

 های مختلف پارادوکس باهم برابر هستند.نتیجه رسیدیم که ارزش فلسفی فرم
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 بندی و نگاهی به آیندهجمع

. فرم کلاسیک پارادوکس اسکولم درمورد را معرفی کردیمدو نوع فرم از پارادوکس اسکولم  این رساله آغاز در     

درمورد دیگر مفاهیم مانند خوش ترتیبی حساب و  های دیگرو فرم هانظریه مجموعه مدل نااستاندارد ناشمارایی

اط در ارتبهای ناشمارا واقعا وجود دارند؟ بودیم. نخست، اینکه آیا مجموعه روروبه ی اصلیبا سه مسئله... هستند. 

های مخالف آن را شرح دادیم و دیدیم صرف این نوع بحث به تکافو ادله اسکولمیسم و دیدگاه دیدگاهبا این مسئله 

 دومینآید. تر مینظر موجهرد موضع لاادری بهپس در این موناپذیر است. نظر تصمیمرسد و این مسئله بهمی

های مرتبه دوم برای مدل کردن کاربرد ریاضیات دهد که نظریهآیا پارادوکس اسکولم نشان میمسئله این بود که 

 کندهای مشابه را حل میفرم کلاسیک پارادوکس و بسیاری از دیگر فرممدل استاندارد دیدیم  تر هستند؟ مناسب

توان از پارادوکس اسکولم بندی کردیم و نشان دادیم نمیهای مشابهی برای این ساختارها صورتکساما پارادو

ارادوکس ی سوم اینکه پمسئلهنتیجه گرفت که این ساختارها نیز برای نشان دادن کاربرد ریاضیات مناسب هستند. 

در این راستا  دارد؟ اینتیجهها چه هزبان نظریه مجموع سمانتیکها و اسکولم درمورد درک ما از نظریه مجموعه

های مرتبه اول حل کرده است فرم کلاسیک را در همان نظریه مجموعه کندمیادعا  حل بیز را بیان کردیم. اوراه

ی ی توانوکس مجموعهحل بیز را برای پاراددر این راستا، راه های همانند است.حل او قابل تعمیم به دیگر فرمو راه

ها رسد اسکولمینظر میبه ها را بیان کردیم.ی بیز به آنکنندهانعهای قنقدهای موجود و پاسخ م.تعمیم دادی

های ناشمارا واقعا وجود ندارند و برای این ادعای خود توانند از پارادوکس اسکولم نتیجه بگیرند که مجموعهنمی

 باید برهان دیگری ارائه دهند.

از ادعاهای های دیگری جنبه است. و هواداران او ی اسکولمگرایانهی نسبیهاااین پژوهش تنها درمورد ادع     

ش ی پژوهبنیادی برای ریاضیات باشد موضوعی باز برای ادامه تواندها نمیکه نظریه مجموعهاسکولم مانند این

 های مشابه آن است.تلاشبیشتری دارد موضع همکینز و  یمطالعهی دیگری که جای مسئلهاست. 
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 الف پیوست

 

 اول مرتبهی هامجموعهنظریه 

 موضوعهاصول

 وجود دارد که هیچ عضوی ندارد. ایمجموعهاصل موضوع وجود: 

∃x ∀y (y ∉x) 

 .x = yباشد، آن گاه  xعضوی از  yو هر عضو از  yعضوی از  xاصل موضوع توسیع: اگر هر عضو از 

∀x ∀y [∀z (z ∈x ↔ z ∈y) → x = y] 

وجود دارد  B  یمجموعه A یمجموعهباشد. برای هر  xخاصیتی از  P(x)شمول: فرض کنید قالب اصل موضوع 

 صادق باشد. P(x)و  x ∈ Aاگر و تنها اگر  x ∈B طوری کهبه

∀A ∃B ∀x [x ∈ B ↔ ( x ∈ A ∧ P(x))] 

 = xیا  x = Aاگر و تنها اگر  x ∈C طوری کهبهوجود دارد  C یمجموعه، Bو  Aاصل موضوع زوج: برای هر 

B. 

∀x ∀y ∃z ∀u( u ∈ z ↔ u = x ∨ u = y) 

اگر و تنها اگر به ازای  x ∈ U طوری کهبهموجود است  U یمجموعه S یمجموعهاصل موضوع اجتماع: برای هر 

A ∈ S یی، داشته باشیمx ∈ A. 

∀x ∃y ∀z [z ∈ y ↔ ∃u (z ∈ u ∧ u ∈ x)] 

اگر و تنها  X ∈ P طوری کهبهموجود است  P یمجموعه ،S یمجموعهتوانی: برای هر  یمجموعهاصل موضوع 

 .X ⊆ Sاگر 

 ∀x ∃y ∀z (z ∈ y ↔ z ∈ x) 



 

 

 یک تابع انتخاب وجود دارد. هامجموعهاصل موضوع انتخاب: برای هر دستگاه از 

 هامجموعهاز نظریه  مورد نیاز تعاریف

 A یدامنهبا  f و پوشای د اگر تابع یک به یک( نامناندازه)یا دارای یک  توانهمرا  Bو  A یمجموعهدو  تعریف.

 .|A| = |B| نویسیممیموجود باشد. در این حالت  Bو برد 

.( اگر نگاشتی شودمینشان داده  ≥ |B| |A|است )که با نماد Bکمتر یا مساوی عدد اصلی  A یاندازه تعریف.

 موجود باشد. B به Aیک به یک از 

عدد اصلی منحصر به  X یمجموعهموجودند با این ویژگی که به ازای هر  هااندازهبه نام  هاییمجموعه فرض.

 |X|هم توانند اگر و تنها اگر  Yو  X هایمجموعه علاوهبه( موجود است و Xیا عدد اصلی  اندازه) |X|فردی مانند 

 دو به دو هم توان است. هایمجموعهمنحصر به فرد برای هر رده از  "ینماینده" یاندازهباشد. در واقع  |Y|برابر 

 هرگاه نامیممیخوش ترتیب   < یرابطهرا با  W یمجموعه تعریف.

 مرتب خطی باشد. یمجموعه,W) < (الف( 

 عضو داشته باشد. ترینکوچک Wغیرتهی  یزیرمجموعهب( هر 

 باشد. T یزیرمجموعه Tهرگاه هر عضو از  شودمیمتعدی نامیده  T یمجموعه تعریف.

 که صورتیدر  شودمیعدد ترتیبی( نامیده ) اردینال α یموعهمج تعریف.

 متعدی باشد. αالف( 

 خوش ترتیب باشد. ∋α یرابطهبا  αب( 

از  ν ≤ Ν>υ <α |ی ترامتناهی صعودی مانند نامند هرگاه دنبالهرا تکین می κکاردینال نامتناهی  تعریف.

 باشد و κتر از یک عدد ترتیبی حدی کوچک Νکه طول آن طوریموجود باشد به κ υα ≥اعداد ترتیبی 

υα ν → Ν = lim  κ .نامند.عدد اصلی نامتناهیی که تکین نیست، منظم می 

  نامیم هرگاه عدد اصلی حدی و منظم باشد.ناپذیر میرا دسترس αℵعدد اصلی ناشمارای  تعریف.

 

 



 

 

 

 

 پیوست ب

 نظریه مدل

 قضایای مورد نیاز از نظریه مدل

 مدل داشته باشد. Γاز  Δمتناهی  یزیرمجموعههر  ⇔یک مدل دارد  Γ گی.فشرد یقضیه

 و  باشد κ یاندازهاز جملات در زبانی با  ایمجموعه Γفرض کنید  لوونهایم اسکولم رو به پایین. یقضیه

< λ κ اگر .Γ  یاندازهمدلی با λ  داشته باشد، آن گاهΓ  یاندازهمدلی با ‘κ  دارد که ≤ κ’ < λ κ. 

 یاندازهبا  𝔄 ∈ Mod(Γ)باشد و  κ یاندازهبا  Lدارای زبان  Γفرض کنید لوونهایم اسکولم رو به بالا.  یقضیه

κ ≤ λ برای هر . > λ μ ،Γ  یاندازهمدلی با μ .دارد 

 دارد. نا استاندارد هایمدلحساب پئانو  نتیجه.

 تناهی دارد.مدلی نام Γمتناهی دلخواه داشته باشد،  هایمدل Γ. اگر نتیجه

 تعاریف مورد نیاز از نظریه مدل

روابط، توابع و  𝔄روابط، توابع و ثوابت  یهمهو  |𝔅|  |𝔄| =( است اگر𝔄بسط  𝔅) 𝔅تحویلی از  𝔄تعریف. 

 باشند. 𝔅ثوابت 

 یمجموعهیک  A، که i ∈ I}> |ic{ ; m, … , F1 F;  n, … , R 1; R <A مرتب یدنبالهیک ساختار تعریف. 

 هستند. Aها عضوهای  ic (i ∈ I)و  Aتوابعی بر  A ،m, … , F1 Fروابطی بر  n, … , R 1Rاتهی است. ن

k ∈ K}k{cJ ;  ∈j  A |<دو ساختارتعریف. 
jF ;i ∈I  A

iP ;= <A   𝔄 

k ∈ K}>k{c’∈ J ; j  B |و 
jFi ∈I ;   B

iP= <B ;  𝔅  هرگاه تابعی مانند  گوییممی ریختیکراf  وجود داشته

  طوری کهبهاشد، ب

f: A → B  و برای هرiP،  A
iP> ∈  n, … , a 1<a  اگر و تنها اگر B

iP> ∈  )n, … , f(a )1<f(a  و برای هر

jF ،))n), … , f(a1a(f(B
jF)) = n, … , a1a(A

jf (F و k) = c’kcf(. 



 

 

 . L، ⟺ 𝔅 ⊨ σ   σ  ⊨𝔄از  σ یجملهمعادل مقدماتی هستند اگر برای هر  𝔅و  𝔄تعریف. 

 . 𝔄 ≡ 𝔅نماد گذاری. 

𝔅| | ⊆𝔄|، 𝔄|اگر  نامیممی 𝔅را زیرمدل  𝔄تعریف. 
iP=  n|𝔄| ∩ 𝔅

iP. 

  Lدر  n, … , x1φ(x(و برای هر  𝔅 ⊆  𝔄اگر  نامیممی 𝔅 مقدماتی را زیرمدل 𝔄تعریف. 

 𝔄∈ | na , … ,1a |و

𝔅 ⊨ φ(a*1, … , a*n) ⟺ 𝔄 ⊨ φ(a*1, … , a*n)  

 . 𝔄 < 𝔅نماد گذاری. 

 𝔄 ≡ 𝔅  ⇒ 𝔄 < 𝔅 نتیجه.

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 پیوست ج

 معرفی منطق مرتبه دوم

 کنیم: منطق مرتبه دوم را معرفی می امختصرابتدا 

 زبان

 x1x ,0x,2  ,…,( متغیرهای فردی: 1)

 c1c ,0c,2 ,…,های فردی:  ( ثابت2)

 X1X ,0X,2 ,…,تایی:  -n( متغیرهای محمولی 3)

n  ,…,تایی: -nی محمولی ها(ثابت4)
2, Pn

1, Pn
0, P ⊥ 

 ∧  ,…,∀ ,∃ ,↔ , ,∨ ,→ ,ها: ( رابطه5)

 . , ( , )ها: ( نشانه6)

 شوند:زیر ساخته می صورتبهها با استقرا فرمول

(1 )⊥ ∈ FORM, i
0, Pi

0X 

 n>0  ،FORM  ∈) n,…,t1(tnFORM , P ∈) n,…,t1(tnX(برای 2)

(3 )FORM ی بسته است.اهای گزارهتحت رابط 

(4 )FORM .تحت سورهای مرتبه اول و مرتبه دوم بسته است 

 است که <*𝔄 = <A,A*,c*,Rای مانند ساختار مرتبه دوم دنباله تعریف.

 ∈ℕ} ⊆ A|i,ni> , c*={c∈ℕ|nn<A A* = 

. n∈ A ni) ,Rn⊆ P(A n∈ℕ}, Ai,n |niR*= <R 

 طق مرتبه اول عمل کرد.برای تعریف اعتبار در منطق مرتبه دو باید مانند من



 

 

 ⫤ I = 1  ،Ī  𝔄( اگر 1) تعریف.

   n> ∈ In,…,i1<i ،) n,…, ī1(īnĪ  ⊨ 𝔄( اگر 2)

 شوند.ای مشابه منطق مرتبه اول تعبیر می( روابط گزاره3)

 i ∈ A 𝔄 ⊨ φ(ī) ، 𝔄 ⊨ ∀x φ(x)( اگر برای هر 4)

 i ∈ A 𝔄 ⊨ φ(ī) ، 𝔄 ⊨ ∃x φ(x)اگر برای بعضی      

 nA∈  nI )n⊨ φ(I 𝔄 ، )nφ(X n⊨ ∀X 𝔄گر برای هر ( ا5)

 nA∈  nI )n⊨ φ(Ī 𝔄 ، )nφ(X n⊨ ∃X 𝔄اگر برای بعضی      

 n,…,x1(xn)↔ Xn,…,x1φ(x [ n… x 2x 1∀x n∃X     [(اصل شمول: تعریف.

 آزاد نباشد. φدر  nX صورتی کهدر    

 معتبر باشد. 𝔄ل در یک مدل هنکین است اگر اصل شمو 𝔄ساختار مرتبه دوم  تعریف.

 .n  ،)n= P(An Aبرای هر یک مدل استاندارد است اگر  𝔄ساختار مرتبه دوم          

 نسبت به مدل استاندارد ناتمام است. گرچهمنطق مرتبه دوم نسبت به مدل هنکین تمام است  ی تمامیت.قضیه

 حساب مرتبه دوم قاطع است. قضیه.

 نقض لم وجود مدل:  نتیجه.

 های سازگاری هست که مدل ندارد.استاندارد مجموعه فرمول در مدل

 دستگاه اثباتی منطق مرتبه دوم نسبت به مدل استاندارد ناتمام است. نتیجه.

 شود.نقض می 1ی فشردگی در منطق مرتبه دوم با مدل استانداردقضیه نتیجه.

ادوکس پار اظاهرارد برقرار نیستند. پس قضایای لوونهایم اسکولم برای منطق مرتبه دوم با مدل استاند نتیجه.

 آید. اسکولم با مدل استاندارد منطق مرتبه دوم پیش نمی

 در منطق مرتبه دوم با مدل هنکین برقرار هستند. بالاقضایای 

                                                 
1  



 

 

 

 

 

 پیوست د

 های بزرگکاردینال

 Fی مانند گردایه عبارت است از یک Sی غیرتهی باشد. منظور از یک پالایه روی مجموعه Sفرض کنید  تعریف.

 کند.که در شرایط زیر صدق میقسمیبه Sهای از زیرمجموعه

 .F ∌ ∅و  S ∈ Fالف( 

 . X ∩ Y ∈ Fگاه، آنY ∈ Fو  X ∈ Fب( اگر 

 .Y ∈ Fگاه ، آنX ⊆ Y ⊆ Sو  X ∈ F( اگر ج

 . S – X ∈ Uیا X ∈ U، یا  X ⊆ Sنامند هرگاه برای هررا فراپالایه می Sروی  Uی پالایه تعریف.

 Sجمعی غیربدیهی( روی -σی )احتمالی ی غیرتهی باشد. منظور از یک اندازهمجموعه Sفرض کنید  تعریف.

 قسمی که به  μ: ℘(S) → [0,1]عبارت است از تابع 

 .μ(S) = 1و  μ(∅) = 0الف( 

 .μ(X) ≤ μ(Y)گاه ، آنX ⊆ Yاگر ب( 

 .μ(X) + μ(Y) μ(X ∪ Y) =گاهاز هم مجزا باشند، آن Yو  Xج( اگر 

 .a ∈ S ،μ({a}) = 0د( برای هر 

 گاه باشند، آن S  دو مجزایهای دوبهای از زیرمجموعه، گردایهn=0∞}n{Xه( اگر 

)nμ(X n=0∞= Σ )nX n=0∞μ(∪. 

 شود.گاه فرض پیوستار نقض میموجود باشد، آن اگر یک اندازه روی  قضیه.



 

 

 آید.ی زیر بدست میی بالا نتیجهبا اندکی تغییر در اثبات قضیه

که ضعیفا  موجود است S|  κ| ≥گاه کاردینالی مانندموجود باشد، آن Sی اگر یک اندازه روی مجموعه قضیه.

 ناپذیر است.دسترس

موجود است به قسمی  κناپذیر  گاه کاردینال ضعیفا دسترسموجود باشد، آن اگر یک اندازه روی  نتیجه.

 .  ≤ κ که 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

Abstract 

     Mathematicians use uncountable sets, power sets, well ordering, finiteness and 

… every day. They think these notions are really what they think about them and 

with this in mind they write proofs using this concepts and comminucate about them. 

But, are these concepts actually what they think they are? In 1922, Skolem expressed 

uncertainty about this. By downward lowenheim skolem theorem, an axiomatization 

of set theory has a countable model (if set theory has any). but, as this model is 

countable, it has only a countable domain. So, we fail to have uncountable sets and 

our uncountable sets are infact countable. This is known as skolem’s paradox. The 

philosophical implications of Skolem's paradox have received much study. 

     In this thesis I want to answer the fallowing questions: (1) Are there really 

uncountable sets? (2) Does Skolem’s paradoxes conclude that standard second-order 

structers are more suitable for showing mathematical practice? (3) If anything, what 

does Skolem’s paradox say about our understanding of Set theory and its semantics? 

We will see that It’s better to choose to be agnostic about uncountable set’s existence 

and that Skolem’s paradoxes do not conclude that standard second-order structers 

are more suitable for showing mathematical practice and Skolem’s paradoxes say 

nothing about our understanding of Set theory and its semantics. 

Keywords 

Skolem paradox, relativism, skolemite,anti skolemite 
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