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Entdo escrever € o modo de quem tem a palavra
como isca: a palavra pescando o que ndo € pa-
lavra. Quando essa ndo-palavra — a entrelinha
— morde a isca, alguma coisa se escreveu. Uma
vez que se pescou a entrelinha, poder-se-ia
com alivio jogar a palavra fora. Mas ai cessa
a analogia: a ndo-palavra, ao morder a isca,

incorporou-a. O que salva entdo é escrever
distraidamente.

Clarice Lispector



Resumo

Mundim, Bruno R.. Uma Abordagem sobre a Concepc¢ao de Proposicao da Teoria Intuicio-
nista de Tipos. Goiania, 2013. 118 pédginas. Dissertacdo de Mestrado. Faculdade de Filosofia,
Universidade Federal de Goias.

A teoria intuicionista de tipos, de Martin-Lof, alega, a luz da correspondéncia Curry-
Howard, que definir uma proposicdo por meio do estabelecimento de como as suas provas
candnicas sdo formadas é o mesmo que definir um conjunto por meio do estabelecimento de
como os seus elementos candnicos sdo formados, fazendo com que uma proposi¢do possa ser
vista como o conjunto de suas provas. Por outro lado, encontramos nessa mesma teoria uma
distin¢do entre as nog¢des de conjunto e tipo, sendo que a diferencga deste em relacio aquele con-
siste no fato de que para se formar um tipo ndo é preciso apresentar uma prescri¢do exaustiva da
formacdo de seus objetos, basta se ter uma no¢do geral do que seria um objeto arbitrario que o
habita. Tendo isso em conta, argumentamos que podemos extrair da teoria intuicionista de tipos
duas concepg¢des de proposicdo distintas, uma que considera proposi¢des como tipos e outra
que considera proposi¢des como conjuntos. Tal distincdo implicard em algumas consideracoes
envolvendo questdes sobre demonstragdes hipotéticas e a formagdo de conjecturas.

Palavras-chave: Teoria Intuicionista de Tipos, Martin-Lof, Proposi¢des como conjuntos/tipos.



Abstract

Mundim, Bruno R.. An Approach to Intuitionistic Type Theory’s Conception of a Propo-
sition. Goiania, 2013. 118 pages. Master’s Dissertation. Faculdade de Filosofia, Universidade
Federal de Goias.

By means of the Curry-Howard Correspondence Martin-Lof’s intuitionistic type theory
claims that to define a proposition by laying down how its canonical proofs are formed is the
same as to define a set by laying down how its canonical elements are formed; consequently
a proposition can be seen as the set of its proofs. On the other hand, we find in this very
same theory a distinction between the notions of set and of fype, such that the difference of
the latter in relation to the former consists in the fact that to form a type we do not need to
present an exhaustive prescription for the formation of its objects; it is sufficient to just have
a general notion of what would be an arbitrary object that inhabits such type. Thus we argue
that we can extract two distinct notions of propositon from the intuitionistic type theory, one
which treats propositions as types and another which treats propositions as sets. Such distinction
will have some bearing on discussions concerning hypothetical demonstrations and conjecture’s
formation.

Keywords: Intuitionistic type theory, Martin-Lo6f, Propositions as sets/types.
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Introducao

A interpretacdo construtiva das constantes légicas, cuja principal origem a literatura especi-
alizada no tema aponta os nomes de Brouwer, Heyting e Kolmogorov, compartilha a concep¢ao
de que o sentido de uma constante 16gica ndo € explicado pela maneira como ela depende da
verdade ou falsidade das proposi¢des sobre as quais se aplica. De um ponto de vista constru-
tivo, esse sentido € dado pela elucidagdo do que conta como uma demonstragdo da proposi¢ao
onde a constante ldgica ocorre como elemento principal, assumindo-se ja saber o que conta
como uma demonstracdo de cada uma de suas proposicdes componentes. Em outros termos, se
soubermos o que conta como uma demonstracao de cada proposicao A1,Az,...,A,, 0 sentido de
uma constante 16gica ¢ € dado pela explicagdo do que conta como uma demonstragdo da propo-
si¢do ¢(A1,A,...,Ap). Isso se deve ao fato de que no construtivismo o valor de verdade de uma
proposicdo nao € concebido independentemente do conhecimento de sua demonstragdo. Para
se asserir a verdade de uma proposi¢do A devemos possuir uma constru¢cdo que a demonstre,
ao passo que a assercdo de sua falsidade consiste numa constru¢ao evidenciando que qualquer
tentativa de demonstra-la deve falhar (TROELSTRA, 1999, p. 234).

Podemos assinalar diferentes sistemas formais que poderiam ser compreendidos como uma
formalizag¢do disso que intuitivamente foi denominado de constru¢do, a despeito do objetivo
da criacdo desses sistemas ter tido ou ndo essa finalidade. Como exemplos, vale mencionar o
método de realizabilidade, de Kleene (1945), em que um realizador pode ser visto como uma
constru¢cdo capaz de nos fornecer informagdes sobre a verdade da proposicdo que realiza; o
sistema de Kreisel (1962), que formaliza a relacdo “p demonstra A”; e especialmente a teoria
de Curry (CURRY; FEYS, 1958) e Howard (1980) que observa uma correspondéncia entre as
nog¢des de demonstracdo de uma proposicdo e elemento de um tipo, hoje em dia referida por

correspondéncia Curry-Howard.

Diante desse cendrio, podemos salientar um dos aspectos da teoria intuicionista de tipos,
de Martin-Lof . De acordo com ela, podemos tomar a correspondéncia Curry-Howard como

nos dizendo que o tipo de uma fungdo (comumente representada em calculo lambda) pode

'Para simplificar, convencionamos que a denominagio teoria intuicionista de tipos nio se refere a qualquer
outra teoria de tipos que nio seja a de Martin-Lof.

13



INTRODUCAO 14

ser considerado uma proposi¢cdo, ao passo que tal fungdo seria a sua prova, ou melhor, seria
um objeto que nos diria como verificar essa proposi¢do, estando assim de acordo com o mote

intuicionista de que a verdade de uma proposicao € ratificada pela apresentagdo de sua prova.

Essa concepcao de proposi¢do, comumente encontrada na literatura sob o nome de propo-
sicoes como tipos, toma corpo no sistema formal de Martin-Lof. Aliando Dedugdo Natural e
calculo lambda tipado, como podemos nos dias atuais claramente divisar, a teoria intuicionista
de tipos consiste num sistema dedutivo em que toda asser¢ao demonstrada (as quais Martin-L6f
denomina juizos) contém um objeto funcional construido como fruto da evidéncia da verdade da
proposicdo nela asserida. Nessa perspectiva, esse sistema consegue formalizar a interpretacao

construtiva dada as constantes 16gicas.

Contudo, na teoria intuicionista de tipos também encontramos uma distin¢do entre as no-
coes de tipo e conjunto, que se resume em dizer que para se formar um conjunto € preciso ter
regras exaustivas que instruam a construcio dos seus elementos, ao passo que para se formar um
tipo basta apenas haver uma nog¢ao geral do que seria um objeto arbitrdrio do tipo em questao.
Consequentemente, temos a partir dai, como argumentaremos, duas concepcdes de proposicao,

dependendo se correspondemos uma proposi¢do a um conjunto ou a um tipo.

Se considerarmos uma proposi¢do como o conjunto de suas provas, isso implica em dizer
que para formarmos uma proposi¢ao devemos de antemao estar de posse de regras exaustivas
que instruam a construcdo dessas provas. Ou seja, isso acarreta a estranha condi¢do de que
antes de concebermos uma proposicao ja sabemos como prova-la. Além do mais, observando
que na teoria intuicionista de tipos a formag¢do de uma proposi¢do constitui uma derivagao
no interior do seu aparato dedutivo, diferenciando-se do que costumamos ver com as regras
sintdticas indutivas de outros sistemas formais, por meio das quais podemos formar proposi¢oes
com um valor de verdade ainda ndo definido, com a nog¢do de proposicoes como conjuntos nao
poderiamos sequer utilizar a linguagem da teoria para expressarmos uma conjectura, ja que a
condicdo para se formar qualquer uma de suas proposi¢des envolve o conhecimento prévio de
sua prova. Aqui a nocao de hipétese também se encontra modificada, pois apenas suporiamos

algo para o qual ja temos condi¢des precisas de dar uma resposta.

Numa outra perspectiva, encontramos a nocao de proposicoes como tipos. Nesse caso, a
formacdo de uma proposicao nao exigiria uma prescri¢do de como construir suas provas, dado
que a formacdo de um tipo impde condicdes menos restritas a respeito da caracterizacdo de seus
objetos. Nesse contexto, além de podermos expressar conjecturas, uma constru¢do hipotética
assume a caracteristica de uma demonstracdo que possa depender de um resultado ainda sob

investigacao.

Sendo esse 0 nosso pano de fundo, esfor¢ar-nos-emos por apresentar a teoria intuicionista
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de tipos, indo da sua compreensdo no ambito do construtivismo matemaético a explicacdo do
seu sistema formal, sem deixar de fazer algumas consideragdes filoséficas a respeito dos pontos

aludidos acima. A seguir, um breve resumo dos capitulos que compdem a dissertagao.

No primeiro capitulo, tentaremos esclarecer o que consiste uma demonstracdo matematica
construtiva € como a teoria intuicionista de tipos se insere nesse contexto. Observaremos que
uma demonstracao construtiva pode ser caracterizada computacionalmente e que o sistema de
Martin-Lof constitui uma ferramenta expressiva capaz de extrair o elemento computacional

dessas demonstracgoes.

O segundo capitulo tratard da nocao de fun¢do. Nele procuraremos elucidar o que se pode
admitir como uma concepg¢do construtiva de funcdo, a qual se orienta por uma caracteristica
computacional. O principal argumento consistird em dizer que ndo seria construtivamente ade-
quado definir uma fun¢do como um caso particular de relacdo. Em seguida, trataremos das
no¢oes de tipo e célculo lambda. Procuramos estudar essas no¢des nelas mesmas, deixando
para o préximo capitulo o esclarecimento dos seus papéis nas formas de juizo da teoria intui-
cionista de tipos. O capitulo se encerra com a defini¢do do seletor R, que, além de ter o seu
papel nas regras inferenciais, ilustra bem aquilo que chamamos de cardter computacional de

uma funcao.

O terceiro capitulo cuidara particularmente dos aspectos formais da teoria intuicionista de
tipos. H4 varias maneiras de se interpretar suas formas bdsicas de juizo, que apesar de serem
isomorficas apresentam, ao nosso ver, implicacdes filoséficas distintas. Nosso ponto de partida
adota a perspectiva de uma teoria construtiva dos conjuntos. Por esse viés, a elucidacao seméan-
tica das formas de juizo nos permitird problematizar a concep¢do de proposi¢cao proposta por

Martin-L6f que define uma proposi¢do como sendo o conjunto de suas provas.

O quarto capitulo propora que a concepgao filoséfica segundo a qual a compreensao de uma
proposi¢do nio pode pressupor o estabelecimento de sua verdade entra em conflito com a nog¢ao
que identifica proposi¢des a conjuntos de prova. Neste ponto investigamos o que geralmente
se denomina na filosofia de o problema do falso, para denunciar que a concepcdo de proposi-
cdes como conjuntos conduz ao mesmo problema, i.e., de que com essa identificacdo ndo se
pode conceber proposicdes que ndo sejam verdadeiras. Proporemos que para ndo nos enredar-
mos nessa aporia uma proposi¢ao deve ser compreendida como um tipo. Em secdes e subsecdes
especificas aprofundaremos no tema que envolve essas duas concepgdes de proposicao e tratare-
mos das consequéncias que isso acarreta na compreensdo de raciocinios hipotéticos, conjectura
e negacao (particularmente no que tange ao principio de ex falso quodlibet). A ltima se¢do visa
mostrar que o dominio de quantificagdo de uma proposi¢ao deve ser um conjunto (estritamente
compreendido no dmbito da distingdo conjunto/tipo), para que os critérios de assercdo de uma

proposicado quantificada ndo percam o seu carater construtivo.



Preambulo

Introduzimos este espaco com o propdsito de fornecer uma visdo panoramica da teoria
intuicionista de tipos. Tendo essa perspectiva mais ampla em mente, teremos maior facilidade

de “encaixarmos as pecas” quando estivermos detidos nos detalhes.

Consideramos que uma boa maneira de concebermos essa visdo geral seja por meio de
um exemplo, ainda que possa parecer neste momento um tanto incompreensivel ao leitor ndo
familiarizado com o sistema — o que ambicionamos remediar com o desenrolar do texto. Para

tanto, facamos uma derivacdo formal da proposi¢ao

AD (BD(AAB)),

que num cdlculo proposicional pode ser tomada como o axioma da conjuncao.

Essa proposi¢do € derivdvel num sistema de Deducao Natural. A primeira regra inferencial
que utilizamos para deriva-la € a de introducao da conjunc¢ao, simbolizada por iA. Ela nos diz
que se tivermos garantido como premissa que as proposi¢des A e B sdo verdadeiras, podemos

concluir que a conjung¢do delas € verdadeira:

Supondo-se entdo como premissa a verdade das proposi¢des A e B e aplicando a regra acima,
damos inicio a construcdo da derivacio da proposicao tomada de exemplo. As hipdteses serdo
colocadas entre colchetes, juntamente com um indice numérico, para que possamos localizar a

ocasido dos seus respectivos descartes:

A" [B]?
ANB

iN

A préxima regra inferencial a ser empregada é a de introducdo da implicagdo, i D, que

16
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nos permite concluir a verdade de uma implicagdo A D B se da hipétese de que A € verdadeira
pudermos derivar que B € verdadeira. Nesta regra, a hipdtese assumida é descartada, ou seja,
a conclusdo que contém a implicacdo por ela introduzida ndo depende mais da proposicado hi-
potética envolvida no passo inferencial. Como demos indices numéricos as hipédteses, o indice

relativo a hip6tese descartada € escrito no passo inferencial em que ocorre o descarte:

]!

B
ADB

1,iD

Os pontos na vertical indicam uma derivacdo que nos leva a proposicdo B. Voltando ao nosso
exemplo, podemos utilizar a regra acima e descartar a hipétese de indice 2, obtendo assim a
implicacdo B D (AAB), i.e.:

4" [B)?
ANB
BD (ANB)

in
2,iD

Para concluir, resta apenas descartar a hipStese remanescente [A]!, obtendo assim a de-
monstra¢do da proposi¢cdo A O (B D (AAB)), com ela ndo dependendo da verdade de nenhuma
outra proposicdo. Esse ultimo passo inferencial ¢ dado novamente pela regra de introdugao da
implicagdo:

la]" (B
ANB

BD (AAB)

AD(BD(ANB))

in
2,i>
1,i>

A partir dessa demonstracdo podemos elucidar algumas caracteristicas da teoria intuicio-
nista de tipos, as quais serdo aprofundadas nos capitulos subsequentes. Um primeiro ponto a
se observar é que o sistema de Martin-Lof faz uma distincdo entre juizos e proposicdes. De
modo geral, uma proposi¢do consiste naquilo em que incidem as operagdes logicas, como os
conectivos l6gicos A e D, introduzidos pelas regras especificadas acima, € um juizo consiste no
que figura como premissa ou conclusdo de uma demonstracdo. De uma proposi¢ao para a qual
ndo se tem uma prova, nao podemos nos posicionar a respeito do seu valor de verdade, se ela é
verdadeira ou falsa, o que se coloca de acordo com o ponto de vista intuicionista, que considera
uma proposi¢do verdadeira desde que se possa provd-la. Nesse sentido, cabe a um juizo asserir

uma proposi¢ao, i.e., dizer que ela é verdadeira, o que na teoria intuicionista de tipos se da por
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meio da apresentacdo de uma prova.

Assim, a derivagcdo acima adquiriria outro aspecto no interior da teoria intuicionista de ti-
pos. Nela, a prova de uma proposicao € explicitamente representada na derivacdo. Tais provas
consistem em objetos matematicos (como uma funcao, por exemplo), os quais Martin-Lof de-

nomina de objetos de prova. Desse modo, no sistema formal se tem a forma de juizo

acA

para se expressar o fato de que o objeto de prova a é uma prova da proposicdo A.

O passo inferencial da introducao da conjun¢do seria entdo expresso desta maneira

vea)! pesp,
(x,y) €EAAB

A

Os juizos x € A e y € B indicam que supomos os objetos de prova x e y das proposi¢oes A e
B. Dessa suposi¢ao, construimos, de acordo com as condi¢des que definem a regra i/\, o par
ordenado (x,y), que é o objeto de prova da conjungdo A A B. J4 aqui se torna mais claro por que
0s juizos constituem as premissas € conclusdes de uma demonstragdo, e as proposi¢des aquilo

sobre o qual incidem as operacdes logicas.

Quanto a regra de introducdo da implicac¢do, a teoria intuicionista de tipos se utiliza da regra
de abstracdo, do cédlculo lambda, para representar a constru¢ao dos seus objetos de prova. O
objeto de prova de uma implicacdo A D B consiste numa abstracdo lambda sobre o objeto de
prova da proposi¢do B, ou seja, se da suposicao de uma prova x de A chegarmos a uma prova
b de B, podemos construir o objeto de prova Ax.b, que nos permite asserir a proposicdo A D B.
Esse objeto de prova exprime a ideia de que uma prova de uma implicacdo A D B consiste numa

operagdo (aqui a fungdo Ax.b) que transforma provas de A em provas de B.

Aplicando essa regra ao nosso exemplo, criamos uma fungdo a partir da abstracdo sobre
um dos termos que compde o par ordenado do objeto de prova da conjun¢do e descartamos a

hipétese respectiva ao elemento abstraido:

weal besP
(x,y) €EANB
Ay.(x,y) € BD (AAB)

2, >

Para descartar a outra hipdtese e concluirmos a demonstracio, efetuamos a abstragdo sobre o

outro termo do par ordenado:



PREAMBULO 19

wed] pes?,
(x,y) €AAB
Ay.(x,y) € BD (AAB)
Ax.Ay.(x,y) €AD (BD (AAB))

2,iD

1,iD

Como € possivel notar, a forma de se expressar da teoria intuicionista de tipos alia o cdlculo
lambda tipado a Deducao Natural. O célculo lambda tipado se exprime em juizos da forma
a € A, em que A constitui o tipo do termo lambda a, ao passo que as regras inferenciais sao

definidas a maneira de um sistema de Deducao Natural.

Por essa perspectiva, acreditamos propor uma compreensdo mais favoravel aos designios

que se desenvolverdao no porvir deste trabalho.



Capitulo 1

Martin-Lof: Matematica Construtiva e

Ciéncia da Computacao

Podemos abordar a teoria intuicionista de tipos como um sistema que permite extrair pro-
gramas de provas matemadticas, o que propicia uma intersecao entre matematica e teoria da com-
putacdo. Deve-se notar, contudo, como j indica o nome “intuicionista”, que estamos falando
da matematica em sua perspectiva construtiva !, pois os procedimentos de prova da matematica
cldssica poderia impedir a extracdio de elementos computacionais (MARTIN-LOF, 1984b, p.
503).

Esse impedimento se nota no fato de que, na concep¢ao ontolégica da matemaética cldssica,
para que um objeto seja considerado existente, basta que se prove a impossibilidade dele ndo
existir. Em outras palavras, se a suposicdo da ndo existéncia de um objeto a leva a uma con-
tradicdo, segue-se que a existe. Por outro lado, na concepcao construtiva da matematica, antes
de se reconhecer a existéncia de um objeto, deve-se primeiro apresentar um algoritimo que o

construa.

A matemdtica construtiva compreende a expressao “existe” de maneira que ela signifique
“pode-se construir”’. Nesse contexto, além de que os objetos designados pelo quantificador
existencial tenham a sua existéncia respaldada por um procedimento efetivo que os gerem, todas
as constantes ldgicas devem ser interpretadas como prescricdes que instruam a construcdo da

prova das sentengas em que elas ocorrem (BRIDGES, 2012).

No exemplo a seguir, ilustramos como um método de prova da matematica cldssica pode

nao oferecer uma condi¢do suficiente para se obter um procedimento por meio do qual possamos

'Numa perspectiva mais ampla, envolvendo distincdes filoséficas mais finas, o intuicionismo consiste numa
particularidade do construtivismo (SILVA, 2007, p. 147). No presente momento, essas distingdes ndo vém ao
caso, por isso trataremos intuicionismo e construtivismo intercambiadamente.

20
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construir o objeto que se alega existir.

Diz-se um nimero a ser um nimero quadrado se for o caso de a = b%, em que b é um
nimero inteiro, ou seja, o resultado da raiz quadrada de a deve ser um nimero inteiro. Temos
0,1,4,9,16 como exemplos de numeros quadrados. A partir disso, podemos colocar a seguinte

proposicao:

Um ntimero ndo quadrado existe no conjunto {2 - 10 1+ 15, 2. 10°%° + 16}.

Notamos que esse conjunto possui dois nimeros como elementos, os quais se diferem por
uma unidade. Assim, para provar a proposi¢do acima, podemos apelar para o fato de que os
unicos nimeros quadrados que se diferem por 1 sdo o 0 e o 1, o que implica que quaisquer outros
ndmeros que se diferem por 1, como os do conjunto acima, ndo podem ser ambos quadrados.

Logo, um nimero niao quadrado deve existir nesse conjunto.

O que nos chama a atencdo nessa demonstracao € o seu cardter ndo construtivo. De uma
prova construtiva de uma proposi¢do se pode extrair um algoritimo que constréi (pelo menos em
principio), pela computacio de seus argumentos, o objeto que a proposicao alega existir. Mas
no caso acima, a existéncia de um nimero nao quadrado naquele conjunto foi assegurada apenas
por uma redugdo ao absurdo, i.e., se este nimero ndo existisse, entrariamos em contradi¢io com
o fato de 0 e 1 serem os Unicos nimeros quadrados que se diferem apenas por uma unidade.
Por essa inaptidao de se apresentar uma constru¢ao do objeto em questdo, essa demonstragao
¢ incapaz de nos apontar pelo menos um daqueles dois nimeros como sendo um nimero nao

quadrado.

A partir de uma concepg¢do construtiva de existéncia, podemos obter uma interpretacao da
disjuncdo que destitui a validade 16gica do principio do terceiro excluido, o qual é pressuposto
numa argumentag¢do por redugdo ao absurdo. Para se provar a proposicio P; V P, ndo € suficiente
apenas demonstrar que ambas nao sao falsas, deve-se construir um objeto (de prova) ¢ que prove
pelo menos um dos disjuntos e se possa, além disso, indicar para qual dos disjuntos existe essa

prova.

Vejamos isso mais de perto. Considere-se uma sequéncia bindria a, caracterizada aqui como
um rotina finita que atribui a cada inteiro positivo um elemento do conjunto {1,0}. Observemos

entdo as seguintes proposicoes:

P(a), talque a, =1, paraalgum n,
~ P(a), talque a, =0, paratodo n,
P(a)V ~P(a), talque ouP(a)ou~ P(a),
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Para uma prova construtiva da proposi¢do P(a) V ~ P(a), deve existir um procedimento
que, ou compute um ndmero inteiro positivo n, tal que a,, = 1, ou que nos garanta, em principio,

que a, = 0 para todo n. Se fizermos a seguinte abreviacao,

G(x) = 2x+2 é a soma de dois primos,

em que x estd para os nimeros inteiros positivos, podemos definir a sequéncia bindria a =

(a1,az,as...), tal que

0  seVx <n(G(x)) é verdadeira
a,, =
8 1 caso contrario

De acordo com essa defini¢do, uma prova construtiva da proposi¢do P(a) V ~ P(a) reque-
reria um método efetivo para o qual a conjectura de Goldbach fosse decidivel, em que ~ P(a)
afirmaria a verdade da conjectura, e P(a) afirmaria a sua negacdo. Como até o presente mo-
mento essa conjectura ndo foi resolvida, ndo temos o direito de construtivamente afirmar a
proposi¢do Vx(P(x) V ~ P(x)), que representa o principio do terceiro excluido, da 16gica clas-
sica. Em outras palavras, a sequéncia bindria a é um contraexemplo a validade deste principio,
quando considerado a luz dos pardmetros construtivistas (esse exemplo se encontra em (BRID-
GES; RICHMAN, 1987)).

b TY kTS

Os termos “algoritimo”, “método efetivo”, “procedimento mecanico”, entre outros, sao aqui
empregados como sindbnimos. O que eles significam, quando dizemos, por exemplo, que uma
prova deve consistir num método efetivo que constréi um objeto a partir da computagdo de cer-
tos argumentos, reside na seguinte defini¢ao informal: um método efetivo (bem como os outros
termos sindnimos) consiste num processo discreto (i.e., que ocorre passo a passo) de aplicagdo
de regras ndo ambiguas a um conjunto de argumentos (os dados de entrada); a aplicacdo dessas
regras ndo exige criatividade do aplicador e, se seguidas corretamente, necessariamente retor-

nam, num ndmero finito de passos, um conjunto determinado de valores (os dados de saida).

Um método efetivo apto a resolver um certo problema estd necessariamente condicionado
a retornar a resposta certa, mesmo que nao seja possivel, por questdes préticas, que ele seja
levado a cabo. Por essa razdo, muitas vezes nos referimos apenas a execu¢do em principio de

um método efetivo.

Levando em conta a descri¢ao acima, um algoritimo pode ser executado por uma maquina
ideal (onde os impedimentos praticos sdo ignorados), ja que o procedimento € discreto e nao re-
quer engenhosidade do agente que aplica as regras. Desse modo, tomando a noc¢ao de algoritimo

como elemento fundamental na caracteriza¢do dos métodos de prova da matematica construtiva,
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pode-se, por esse viés, encontrar um espago comum entre computacdo e matemdtica, que € o
lugar privilegiado onde a teoria intuicionista de tipos se desenvolve. Essa caracterizacdo algo-

ritmica das provas construtivas € assim detalhada pelas palavras de Bridges (2012, §2):

Idealmente, estamos tentando desenvolver a matemadtica de uma maneira que,
se um teorema assere a existéncia de um objeto x com uma propriedade P,
entdo a demonstrag@o do teorema encorpora algoritimos para construir x e para
demonstrar, por meio de quaisquer calculos que sejam necessarios, que x tem
a propriedade P. 2

Acrescentando, podemos dizer que as nocdes de matemadtica construtiva e programagao
computacional se confundem na medida em que o ato de programar nio se orienta mais pelo
objetivo especifico de escrever um conjunto de instru¢gdes para uma determinada maquina, mas
em criar métodos computacionais cuja execugdo estaria a cargo de um computador, mesmo que
ideal. Essa mudancga de atitude é acompanhado por uma alteragdo terminoldgica, o que antes se
denominava “ciéncia do computador” (computer science) passa a se chamar “ciéncia da com-
putacdo” (computing science), como observa Dijkstra (1976, p. 201), que também afirma: “O
propodsito do programa costumava ser o de instruir nossos computadores; tornou-se o propdsito

do computador executar nossos programas” >.

Tal questdo transita de como um programa deveria ser escrito — a fim de instruir adequa-
damente uma mdquina existente —, para como uma mdquina deveria funcionar na hipétese de
que o programa fosse implementado. Distinguem-se assim dois tipos de mdquina, uma fisica-
mente existente, suscetivel portanto as limitacOes tecnoldgicas e praticas, € uma abstrata, que

representa a execucdo ideal de programas, cuja demanda pela implementac¢do pode ser ignorada.

Nessa perspectiva idealizada da computacio, notamos mais um elemento que a coloca em
paralelo a atividade matematica: a correcdo de um programa é estabelecida no ambito formal,
independentemente de sua execugdo real. Ou seja, podemos, por inferéncias l6gicas, deduzir
que um certo programa realiza a especificag@o a ele atribuida. Dentro desse mesmo panorama,

aludimos a Hoare (1969, p. 576), que afirma:

Programacgdo de computador é uma ciéncia exata no sentido de que todas as
propriedade de um programa e todas as consequéncias de sua execugdo em
qualquer ambiente dado podem, em principio, serem encontradas fora do pré-
prio texto do programa, por meio de raciocinios puramente dedutivos. 4

2“Ideally, we are trying to develop mathematics in such a way that if a theorem asserts the existence of an object
x with a property P, then the proof of the theorem embodies algorithms for constructing x and for demonstrating,
by whatever calculations are necessary, that x has the property P”.

3“It used to be the program’s purpose to instruct our computers; it became the computer’s purpose to execute
our programs”.

4“Computer programming is an exact science in that all the properties of a program and all the consequences of
executing it in any given environment can, in principle, be found out from the text of the program itself by means
of purely deductive reasoning”.
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Em suma, a teoria da computagdo e a matematica construtiva se conciliam porque (1) ambas
disciplinas partilham do mesmo fundamento, o cardter algoritmico de suas operagdes; e (2) as

propriedades de um programa podem ser dedutivamente estabelecidas.

No entanto, o que falta para que essas disciplinas se fundam numa coisa s6 € uma linguagem
capaz de abrangé-las indistintamente. Nesse ponto observamos Martin-Lof exercer um papel
fundamental, uma vez que, além de sua teoria intuicionista de tipos intender a formaliza¢ao
dos fundamentos da matemadtica construtiva, ela possui uma expressividade que a torna apta
a ser considerada uma linguagem de programacdo. Quanto ao primeiro aspecto, lemos em
(MARTIN-LOF, 1998a, p. 127):

A teoria de tipos com a qual nos ocuparemos pretende ser um sistema inte-
gral para a formaliza¢do da matemdtica intuicionista, como desenvolvida, por
exemplo, no livro de Bishop [(1967)]. 3

J4 esta passagem (MARTIN-LOF, 1984, p. 2 (2)): “[A] riqueza adicional da teoria de tipos,
se comparada a logica de predicados de primeira ordem, a torna utilizdvel como linguagem de

programagio” ©, destaca sua expressividade adequada ao 4mbito computacional.

Martin-Lof (1984b, p. 503) nos diz que hd um consenso entre os construtivistas de que nao
se deve haver divisdo entre programacao e 0s conceitos primitivos de uma matematica constru-
tiva, sobretudo no que diz respeito ao conceito de fungdo. No ambito dessa fusdo, um programa-
dor poderia alegar apenas que os procedimentos computacionais presentes numa apresentacao
construtiva da matemaética nao seriam suficientemente explicitos para serem executados por uma
mdaquina. Assim, na perspectiva da vinculacdo entre essas disciplinas, Martin-Lof afirma que a
sua motivagao filoséfica em tentar esclarecer a sintaxe e a semantica da matematica construtiva
o conduziu a elaboracao de uma teoria de tipos que pudesse ser igualmente encarada como uma

linguagem de programacao.

1.1 Correcao formal de um programa

Dissemos que uma das faces matemadtica da teoria da computacdo reside no fato de que
o ato de programar estd envolto em raciocinios puramente dedutiveis. Aliado a isso, a teoria
intuicionista de tipos, além de possuir uma notagdo para os programas a serem executados, o

que a insere no ambito das linguagens de programagao, ela também permite descrever as tarefas

>“The theory of types with which we shall be concerned is intended to be a full scale system for formalizing
intuitionistic mathematics as developed, for example, in the book by Bishop”.

“[T]he additional richness of type theory, as compared with first order predicate logic, makes it usable as a
programming language”.
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que se supdem que os programas executem, desse modo, é possivel decidir dedutivamente se

um programa realiza uma certa especificacao.

Assim temos uma especificacdo, que descreve gual o problema a ser resolvido por um pro-
grama, ao passo que este nos diz como o problema descrito pela especificagdo pode ser resolvido
7. Deve-se observar que isso nio se confunde com a questo, que niio compete intrinsecamente
a teoria de tipos, de saber se a especificacdo consegue adequar formalmente o problema que se
apresenta, i.e., se a regimentacao do problema em termos formais corresponde ao problema que

se coloca de maneira intuitiva.

Essa relacdo entre programa e especificacio € descrita abaixo por Hoare (1969, p. 577), o
qual descreve a especificagdo como sendo “o pretenso papel de um programa’:
Uma das mais importantes propriedades de um programa € se ele exerce ou
ndo seu pretenso papel. O pretenso papel de um programa, ou de uma parte do
programa, pode ser especificado fazendo-se declaracdes gerais sobre os valo-
res que as varidveis relevantes tomarao apds a execugdo do programa. Essas
declaragdes usualmente ndo atribuirdo valores particulares para cada varidvel,
mas, antes, especificardo certas propriedades gerais dos valores e das relacdes
que se mantém entre elas. 8
Na teoria intuicionista de tipos, programa e especificagdo ocorrem lado a lado. Um pro-
grama € construido ao mesmo tempo em que se demonstra que ele realiza a sua especificagao.
Antecipando um pouco as peculiaridades formais do sistema de Martin-Lof, que serdo apresen-
tadas nos capitulos a seguir, vejamos uma das quatro formas basicas de juizo desse sistema, que

J4 mencionamos no preambulo, mas no contexto de uma teoria proposicional:

acA,

aqui, o simbolo a esquerda representa um programa, e o a direita a sua especificacdo, ambos de-
rivados concomitantemente de acordo com as regras inferenciais da teoria intuicionista de tipos.
Uma das maneiras de se ler esse juizo (a maneira que concebe a teoria como uma linguagem de

programacdo) é
o programa a realiza a especificagdo A.

Dada a possibilidade de se derivar essa forma de juizo, podemos conceber uma nog¢ao de

correcdo: a nocao de que um programa € correto em relacdo a uma certa especificacdo. Assim,

"Mais sobre isso no capitulo 4.

8<One of the most important properties of a program is whether or not it carries out its intended function. The
intended function of a program, or part of a program, can be specified by making general assertions about the
values which the relevant variables will take after execution of the program. These assertions will usually not
ascribe particular values to each variable, but will rather specify certain general properties of the values and the
relationships holding between them”.
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antes mesmo de um programa ser implementado, € possivel, empregando-se apenas raciocinio
dedutivo, delimitar suas propriedade e prever suas consequéncias. Nesse sentido, podemos

compreender a seguinte passagem, de Bridges (2012, §3.4):

Toda demonstracao construtiva envolve um algoritimo que, em principio, pode
ser extraido e rearranjado como um programa de computador; além do mais,
a demonstracio construtiva € por si mesma uma verificagdo de que o algori-
timo € correto — isto €, realiza a sua especificacdo. Uma grande vantagem da
abordagem formal de Martin-Lof a matematica construtiva é que ela facilita
enormemente a extragio de programas das demonstracdes. *

Um ponto interessante a ser observado € que essa verificagdo formal, capaz de demonstrar
matematicamente a corre¢do de um programa em relacao a uma especificagdo, € um modo de se
garantir formalmente que um sistema esta livre de erros de programacdo. Em ambientes onde
um erro de programagdo pode trazer prejuizos ou levar a situagdes de risco, a verificacdo formal

se torna uma ferramenta indispensdvel.

Para concluir, esse paralelismo entre programa e especificacdo, e a demonstracido formal
de que um realiza o outro, é um dos tracos distintivos da teoria de tipos, de Martin-Lo6f, o
qual nos conduzird a uma teoria proposicional fundamentada em dois outros aspectos, os quais
ficaram conhecidos na literatura especializada como (a) correspondéncia Curry-Howard e (b)

interpretacdo BHK das constantes l6gicas.

9“Every constructive proof embodies an algorithm that, in principle, can be extracted and recast as a computer
program; moreover, the constructive proof is itself a verification that the algorithm is correct — that is, meets its
specification. One major advantage of Martin-L6f’s formal approach to constructive mathematics is that it greatly
facilitates the extraction of programs from proofs”.



Capitulo 2
Funcoes

Vimos no capitulo anterior que a matemdtica construtiva se confunde com a teoria da com-
putacdo na medida em que suas demonstracdes embutem algoritimos, i.e., da demonstracao de
um teorema que contém uma afirmacao de que um certo objeto possui uma certa propriedade,
pode-se extrair um algoritimo que instrui a constru¢do desse objeto satisfazendo a propriedade
a ele atribuida. Nessa perspectiva, a nocdo de fungdo desempenha um papel primordial, j4 que
ela constitui, considerada a partir de seu cardter computacional, as proprias instrugdes algorit-
micas. Neste capitulo veremos, portanto, o que se quer dizer com cardter computacional de
uma funcdo, mas para chegarmos 14, passaremos primeiro pela defini¢do relacional de fun¢do

da teoria dos conjuntos e levantaremos consideragdes acerca da teoria fregiana de funcao.

Informalmente, podemos descrever as funcdes matematicas como operagdes que associam
valores a argumentos, sendo argumentos aquilo sobre o qual a fungdo opera, e valores o resul-
tado dessa operagdo. Isso ocorre por meio do dominio e do contradominio da fun¢do, sendo o
primeiro o conjunto dos seus possiveis argumentos, € o segundo, um conjunto que contenha,
pelo menos, todos os valores associados a esses argumentos. Uma das peculiaridades de uma
func¢do é que existe um, e somente um, valor para cada argumento, isso significa que a operagao
funcional ndo é ambigua, pois para um determinado argumento ndo hd mais de um valor a ele

associado.

Essa compreensdo intuitiva que se tem da no¢do de funcdo é comumente formalizada no
ambito da teoria dos conjuntos por meio da nocao de relacdo. Em teoria dos conjuntos, relagdes
sdo énuplas ordenadas pertencentes a um subconjunto de um produto cartesiano. Expliquemos
essa definicdo: o produto cartesiano A X B dos conjuntos A e B € formado por todos os pares
ordenados < a,b >, tal que a € A e b € B. Assim, dizemos um objeto a estar numa relacdo

(bindria) R com um objeto b se o par ordenado < a,b > pertencer a um conjunto de pares

27
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ordenados que seja subconjunto do produto cartesiano A X B, i.e., < a,b > Re RC A X B.
Considerando, por exemplo, nos nimeros naturais, a relacdo de identidade < x,y >€ [, ela

consistird no conjunto de pares ordenados

[={<0,0><1,1><22>,..},

que € um subconjunto do produto cartesiano N x N.

A partir disso, segue-se facilmente a definicdo de fungdo, a saber, por fun¢do entende-se
uma relacdo R em que para todo x existe um Unico y tal que < x,y >€ R. Nessas condi¢des, 0
dominio e o contradominio da funcao consistem nos conjuntos envolvidos no produto cartesiano

do qual a relagc@o acima descrita € um subconjunto.

Vemos, contudo, essa defini¢do conjuntista com ressalvas. Uma objecao que fazemos, ado-
tando uma perspectiva fregiana, é que por essa definicdo nao se distingue a fungdo do seu
conjunto de pares ordenados — o que para Frege (1978, p. 40) seria o seu percurso de valores,

ou o que hodiernamente denominamos de grafo da funcao.

O grafo de uma func¢do consiste num conjunto de pares ordenados (ou €nuplas ordena-
das, dependendo da quantidade de argumentos da fun¢@o), em que o primeiro elemento € o
argumento da funcdo, e o segundo o valor que a funcao atribui a esse argumento. Assim, toda
fun¢do f, com um conjunto A contendo os seus possiveis argumentos € um conjunto B contendo
os valores para esses argumentos, seria tomada pelo seu grafo, definido da seguinte maneria,

em que f(a) é a aplicacdo da fungdo f ao argumento a:

Grafode f ={<a,b>|acAe b= f(a) € B},

de modo que ndo existam dois pares ordenados distintos com o primeiro elemento igual.

Esse ponto de vista ndo considera o cardter operacional de uma fungao, pois duas fungdes
que operam distintamente, mas que no final das contas sempre associam o mesmo valor para os
argumentos de um mesmo dominio, sdo consideradas idénticas. Por exemplo, as funcgdes 2 - x e
x + x, claramente distintas por envolverem operacdes diferentes, multiplicagdao e soma, seriam

consideradas, a partir apenas do grafo, idénticas.

Frege (1978, p. 40) nos diz:

Quando escrevemos
X —dx=x(x—4),

ndo identificamos uma fung¢do com a outra, mas apenas identificamos seus
valores.
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Disso podemos extrair duas conclusdes: (a) funcdes e objetos sdo entidades de natureza dis-
tintas; (b) reduzindo a no¢d@o de funcao a de relagcdo, como descrito acima, ignoramos, a0 nosso

ver, um importante aspecto das func¢des, que € o modo como seus argumentos sdo computados.

Sobre esses pontos, interessa-nos caracterizar a nocdo de fungdo sem colapsa-la com a
nogio de grafo, além de considera-la logicamente anterior . Para tal, recorremos a Frege (1978,
pp- 37-38). Como ele nos explica, uma func¢do € representada por uma expressdao incompleta,
que, quando completada por uma expressao pertinente — denominada sinal do argumento —
torna-se uma expressao capaz de se referir definidamente a uma entidade. Por exemplo, a

expressao

6‘2 . X3 _|_ x”,
em que “x” indica indefinidamente um ntimero, representa uma funcdo. Substituindo “x” por

diferentes sinais de argumentos, “1”, “4” e “5”, 1.e.,

“2 . 13 + 1”
G‘2 '43 +4”
“2 . 53 + 5,”

essas expressoes se referirdo aos nimeros 3, 132 e 255, respectivamente. O importante a ob-
servar € que em meio as diversas substituicdes possiveis, reconhecemos a mesma funcio ao se

depreender a forma que permanece comum, o que pode ser explicitado pela expressao

24 (P

Por meio desses exemplos notamos que o que caracteriza fundamentalmente uma fungdo é
a sua necessidade de complementacdo — ou, na terminologia de Frege, sua condicdo insaturada
—, compreendida numa forma comum que se preserva mediante a substituicdo de diferentes
argumentos. Assim, podemos reconhecer a mesma funco nas expressoes “2- 13 +17 e “2-23 +
2”, apesar de se referirem a nimeros distintos, mas ndo reconhecermos a mesma funcdo em

“2.134 17 e “4 — 17, embora essas expressdes se refiram a0 mesmo nimero.

Em suma, concebemos uma expressao complexa analisdvel em partes mais simples, os si-

nais de argumento. A referéncia da expressdo como um todo estd em funcdo dos sinais de

'“Em algumas locugdes de expressio corrente em Matemdtica, a palavra ‘funcdo’ corresponde certamente ao
que chamei aqui de percurso de valores de uma funcdo. Mas a funcao, no sentido em que a emprego, € logicamente
anterior” (FREGE, 1978, p. 41, n. 1).



CAPITULO 2. FUNCOES 30

argumento que nela se podem substituir, e se tomarmos a expressao na sua forma a ser com-
plementada, ou seja, com um lugar vago onde se insere um sinal de argumento, temos uma

expressdo que se refere a uma funcdo. Frege (1967, p. 22) assim afirma:

Se em uma expressdo, cujo conteiido ndo precisa ser capaz de se tornar um
juizo, um sinal simples ou composto tem uma ou mais ocorréncias € o consi-
deramos substituivel em todas ou algumas dessas ocorréncias por alguma outra
coisa (mas pela mesma coisa em todos os lugares), entdo chamamos de funcdo
essa parte que permanece invariante na expressao, e de argumento da funcgio a
parte substituivel. 2

E essa concepcio de fungdo que nos interessa, uma entidade que 2 medida que se completa
por argumentos resulta em determinados valores. Isso nos permite caracterizar a no¢ao de
fun¢do sem a identificarmos com o seu grafo. Pode-se, além disso, fazer o caminho inverso ao
que apontamos na teoria dos conjuntos, i.e., tomar a no¢do de funcdo como basica e definir a

partir dela a nocdo de relacdo.

Diz-se, por exemplo, que a relagdo x >y € verdadeira quando o nimero substituido no lugar
de x é maior que o nimero substituido no lugar de y, e falsa quando x é menor ou igual a y.
Desse modo, ao invés de se definir essa relagdo por meio do conjunto dos pares ordenados que
a verificam, podemos defini-la como uma funcao, de argumentos numéricos, que para certos x
e y associa o valor o verdadeiro e para outros o valor o falso. Ou seja, para os argumentos 3
e 2 teriamos a substituicdo 3 > 2, que resultaria no valor o verdadeiro, ja para os argumentos
4 e 4 obteriamos o valor o falso. As relagdes sdo assim definidas como fungdes cujos valores

associados a seus argumentos sdo valores de verdade.

Assim Frege define as relagdes por meio da nocao, mais basica (ou como diziamos, logica-
mente anterior), de fun¢do. Além do mais, ele concebe a no¢do de conceito, que consiste tam-
bém numa funcao cujos valores sdo valores de verdade, mas que, diferentemente das relacoes,
propicia a substituicdo de apenas um argumento por vez (FREGE, 1978, p. 55). Propriedades
numéricas como x é primo ou x é par seriam conceitos, uma vez que resultam num certo valor

de verdade dependendo do nimero que se coloque no lugar de x.

A plausibilidade de ndo se reduzir uma fungdo ao seu grafo consiste em salientar o seu
aspecto computacional, ressaltando, sobretudo, como os valores sdo construidos a medida que

os argumentos sao computados.

Como vimos, considerando as fun¢des um caso especial da nog¢do de relacdo, seria natural

afirmarmos que o conjunto de pares ordenados

2“If in an expression, whose content need not be capable of becoming a judgement, a simple or compound
sign has one or more occurrences and if we regard that sign as replaceable in all or some of those occurrences by
something else (but everywhere by the same thing), then we call the part that remains invariant in the expression a
function, and the replaceable part the argument of the function.”
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P={<12><2,4><36><48> ..}

corresponde a fun¢do numérica f, de dominio e contradominio N, dada pela regra f(x) = 2x,
entre outras possiveis. Ao que tudo indica, essa concepgao parece supor que o conjunto P ja
estaria de certa forma dado e que f seria uma relacdo verdadeira na medida em que o repre-
sentasse, ou seja, a associacao que ela faz entre argumentos e valores corresponderia aos pares
ordenados desse conjunto. Nao obstante, se perguntdssemos a respeito dos elementos do con-
junto P, principalmente acerca de quais sdo os elementos sugeridos pelos trés pontos, a dnica
resposta possivel, ja que se trata de um conjunto infinito, seria apresentar uma maneira de se
construir os pares ordenados que a sequéncia acima indica apenas implicitamente. Mas essa ma-
neira de se construir os pares ordenados nada mais € do que uma funcao, que assim se coloca

conceitualmente anterior a no¢ao conjuntista de relacao.

Para reforcarmos esse ponto, reconsideremos o conceito (utilizando a terminologia fregi-
ana) G(x), que apresentamos no primeiro capitulo. Por esse conceito envolver uma conjectura,
ainda nao sabemos qual conjunto de pares ordenados lhe corresponderia, a despeito de se po-
der construir um algoritimo que nos diga, para qualquer nimero par maior do que dois, se ele
¢ a soma de dois nimeros primos. Ou seja, nesse caso temos uma fun¢do, definida pela sua
operacdo, apesar de ignorarmos o seu grafo. Quanto a questdo sobre a validade da conjectura
de Goldbach, ela residiria em saber se é possivel garantir que G(x) sempre retornd o valor o

verdadeiro para qualquer argumento de seu dominio.

Além disso, com Frege observamos que conceitos sao um caso particular de fungdo. Ora,
se um conjunto € dado por meio de um conceito que delimita precisamente quais os elementos
que a ele pertence ou nao, incorreriamos numa peti¢ao de principio assumir que uma fungao é

um conjunto de pares ordenados > .

Gostariamos de concluir esta parte salientando que a nocao fregiana de funcdo nos deixa
claro que o grafo de uma fun¢do — um conjunto de pares ordenados — nao se confunde com a
propria fungdo. Por meio dessa distingdo, podemos enfatizar o cardter dindmico das funcoes,
que na teoria intuicionista de tipos desempenha o papel de articular as transformacgdes de um
objeto no seu trafego entre diversos tipos, ou, do ponto de vista computacional, uma fun¢do
seria um programa que, quando executado, aplica aos argumentos as transformacdes requeridas

por uma certa especificacdo.

3Como encontramos, por exemplo, em Enderton (1977, p. 42): “Portanto, uma fungio é um conjunto de pares
ordenados (i.e. uma relag¢do)” 4,
4Thus a function is a set of ordered pairs (i.e. a relation).
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2.1 Tipos

A argumentacgdo precedente nos conduziu a conclusdo de que uma funcdo consiste numa
operacdo que transforma certos argumentos em determinados valores. Nesta se¢do, chamare-
mos a atencdo ao fato de que tais argumentos e valores se restringem aos dominios em que a

operacdo funcional € significativa, constituindo assim o tipo da func¢do.

Comecemos por um exemplo. Seja considerada a fun¢@o sucessora S, que para cada argu-
mento numérico x, atribui como valor o niimero que imediatamente lhe sucede, i.e., x'. Assim,
se o argumento x — o objeto de entrada que serd computado por S — for igual a 2, o valor a ele
atribuido — o objeto de saida — serd 3; se x for 3, o valor serd 4, etc. . Notamos entdo que, sendo
S uma funcdo, para cada argumento x de entrada existe um dnico valor S(x) de saida, o que pode
ser descrito pela defini¢do

S(x) =x.

Devemos atentar que quando dissemos que os argumentos de S eram numéricos, a no¢ao de
dominios de significatividade estava implicitamente presente, a qual consiste na delimitagcdo de
quais objetos sdo significativamente operados por uma certa fungdo. Isso quer dizer que nao faz
sentido definir uma funcao sem antes estipular quais serdo os possiveis objetos por ela operados
e quais os possiveis objetos que dela resultardo. No caso de S, temos que ela € uma fungdo
significativamente aplicdvel a objetos numéricos e que o seus valores resultam, igualmente, em
objetos numéricos; ndo faria sentido, por exemplo, tomar como argumento de S um juizo P e

perguntar pelo seu sucessor, ou seja, somar P a 1.

Dessa maneira, na definicdo de uma funcio existem duas nocdes fundamentais, a de domi-
nio e a de contradominio. O dominio se constitui dos objetos que podem ser tomados como
argumentos, a fonte de entrada da fun¢do, j4 o contradominio é formado, pelo menos, pelos
possiveis valores origindrios da operacao sobre os argumentos. Diz-se “pelo menos” devido ao
fato de um contradominio poder conter mais objetos do que os estritamente gerados pela fun-
¢do em questdo. Considerando a funcdo S, ela poderia ter como dominio os nimeros naturais €
como contradominio os nimeros inteiros, todavia, apenas parte do contradominio seria referida

como valores de S, parte essa que denominamos de imagem da funcdo.

Se A e B sdo, respectivamente, dominio e contradominio de uma funcio f, expressamos
1SS0 por
f:A—B,

significando que f toma seus argumentos no dominio A e os mapeia a objetos do contradominio
B. Desse modo, tem-se explicito quais objetos podem ser inseridos no lugar das varidveis que

ocorrem na fungdo f, para que assim a sua operagao esteja restrita ao ambito de sua significa-
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tividade. Um outro modo de dizer a mesma coisa € afirmar que f mapeia objetos do tipo A a
objetos do tipo B, entendendo por tipo nada mais do que um certo dominio de objetos, neste
caso construido com a finalidade de delimitar o campo de operacdo de uma fungdo. Assim
temos, por exemplo, o tipo dos nimeros naturais, o tipo dos valores de verdade, o tipo dos

caracteres linguisticos reconhecidos por uma certa maquina, etc. .

Escrevemos x : A para declararmos o tipo da varidvel x, em outras palavras, para dizer que
esta varidvel deve ser substituida apenas por objetos do tipo A. Na expressdo acima, em que
definimos o dominio e o contradominio de uma fungao f, o sinal de dois pontos foi empregado
da mesma maneira, ele nos diz que f € do tipo A — B, sendo que f é uma varidvel que pode
ser substituida por qualquer fun¢cdo que mapeie um objeto do tipo A a um objeto do tipo B.
Considerando f : N — N, f poderia ser substituida pela func¢do sucessora, por exemplo, uma

vez que pode ser definida sobre os nimeros naturais.

De maneira andloga, se, como Frege, tomarmos as propriedades como funcdes que ma-
peiam seus argumentos a valores de verdade, o tipo de uma propriedade numérica P seria ex-
presso por P: N — B, em que B € o tipo booleano, um dominio de dois objetos, o verdadeiro e

o falso.

Qualquer tipo da forma A — B representa o tipo de uma entidade funcional, o que salienta
o aspecto de que uma fungio se define a partir de uma mapeamento entre dominios. Para nos
referirmos a uma funcdo f definivel entre os tipos A e B, podemos também utilizar a notagao

x 7) v, sendo que x : A e y: B. Assim, a funcdo S, de tipo N — N, pode ser expressa por

X=X
S

Nessa expressao podemos notar pelo menos trés elementos envolvidos: uma fungdo S, um
argumento x e o valor que corresponde a aplicacdo de S a x, i.e., x. Isso evita o tratamento
ambiguo que por vezes ocorre ao se mencionar uma fungio f por f(x), que é o valor de f, ndo a
func¢do propriamente. Além do mais, esse modo de representar uma fungdo ajuda a compreender

melhor, como se verd agora, a notacdao lambda.

2.2 Calculo lambda

Fazemos aqui uma breve apresentacdo do cdlculo lambda tipado. Esse cédlculo se apresenta
bastante conveniente para representar a nocdo de funcdo que vimos propondo, pois, além de
nele se poder representar os tipos dos valores e argumentos de uma funcdo, seu mecanismo

de abstracdo permite construir objetos funcionais, uma particularidade de grande valia para as
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regras inferenciais da teoria intuicionista de tipos.

Na notagdo lambda, temos o operador de abstracdo A, o qual exerce o papel de abstrair
uma funcao a partir de um mapeamento entre dois objetos, substituindo um desses objetos, ou
ambos, por uma varidvel de um determinado tipo. Seja considerado o seguinte mapeamento,

que mapeia o nimero 0 ao seu sucessor:

0—0.
s

Substituindo a primeira ocorréncia de O pela varidvel x, de tipo N, obtém-se a func¢io constante
x+— 0/, de tipo N — N, que mapeia qualquer nimero natural x ao nimero sucessor de 0, i.e., 0

nimero 1. Em notagdo lambda, isso € representado pela expressao

(Ax: N.O).

Note-se que a declaragdo de tipo dos argumentos da funcao foi incorporada a propria expressao.
Agora, substituindo a segunda ocorréncia do nimero 0 pela mesma varidvel, abstrai-se a func¢ao

sucessora S : N — N, i.e.:

(Ax.x').

Essa expressdo diz que a varidvel imediatamente apds a letra grega A é o argumento sobre o
qual deverd incidir a operacdo descrita apos o ponto. Como observam Hindley e Seldin (2008,
p. 2), a parte “Ax.” dessa expressdo pode ser encarada como uma representagio disfarcada de
“x —”, 0 que auxilia a visualizar que estd havendo um mapeamento de x a algum valor. Neste
ultimo caso, a declarag@o de tipo no interior do préprio termo lambda foi omitida, expediente

empregado quando os tipos envolvidos ja estiverem explicitos pelo contexto.

Resta ainda esclarecer como as fungdes computam seus argumentos, ou seja, como elas
se aplicam a objetos condizentes com o seu dominio a fim de produzir os valores que lhes

correspondem.

Sendo (Ax.f(x)) uma fungdo de tipo A — B, temos

(Ax.f(x))a = f(a),

em que f(a) denota o resultado da substituicio de x em f(x) pelo objeto a de tipo A °. A

>Como nio poderia deixar de ser, pois se o argumento fosse de outro tipo, a aplicagio, por fugir do dominio da
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varidvel que deve ser substituida € a que estd ligada pelo operador de abstracao lambda, i.e., a
varidvel imediatamente apds “A”. E como j4 indicado pelo tipo da fungdo, o resultado dessa

aplicagdo retorna um objeto de tipo B, ou seja, f(a) : B.

Deve-se notar que (Ax.f(x)) é diferente de f(x), o primeiro representa uma das possiveis
fungdes de tipo A — B, ja o segundo representa um dos possiveis valores dessa fungao para
um argumento x : A, e por isso é do tipo B. Se tomarmos como exemplo a func¢io sucessora
S : N — N, e representarmos um niimero natural n por um 0 seguido de n sinais de />, para se
obter o nimero sucessor de um n : N, basta efetuar a aplica¢do (Ax.x’)n, a qual retornard um

n' : N como resultado.

Um ponto interessante € como as funcdes com mais de uma varidvel, i.e., com aridade maior
do que 1, sdo representadas na notacao lambda. Consideremos a funcdo de adicao, definida

assim:

(x,y) = x+y
ad

Nesse caso, ad toma os argumentos x € y € os mapeia ao valor correspondente a sua soma. Para

considerar uma aplicacao dessa funcdo, sejam a e b os argumentos, assim:

((x,y) ;l>x+y>(a,b) =a+b.

Nesse exemplo, o argumento de ad foi tratado como um par ordenado (a,b), tal que a: N e

b : N, de maneira que as suas duas varidveis foram simultaneamente instanciadas. Dessa forma,

(NxN) - N

seria o seu tipo, tendo como dominio um produto cartesiano entre os nimeros naturais. Toda-
via, pelo que ficou conhecido como currying, essa mesma funcdo pode ser equivalentemente
transformada numa fun¢do de uma sé varidvel, a qual computa um tnico argumento de cada

vez. A ideia consiste simplesmente em mapear o argumento inicial a uma outra fungao:

x—= (y—=x+y).
8 h

Considerando novamente os argumentos a € b, tem-se:

fun¢do, ndo seria significativa.
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((x'g> (y7X+y))(a))(b) = (y7 a+y)(b) =a+b.

Como indica a ordenacdo dos parénteses, a prioridade das aplicacdes se da pela esquerda. Pri-
meiro se aplica a funcdo g, que tem a como argumento, sé entdo a funcdo & € aplicada, a qual
possui 0 argumento de g como constante. A funcdo & consiste assim na operacdo de “somar y

ao argumento da funcdo g”. Em notac@o lambda isso seria

(M. (Ayx+y))a)b = (\v.a+y)b = a+b.

Desse modo, para a fun¢éo ad definida como ad(x,y) = x+y, podemos construir a fung¢ao
(Ax.(Ay.x+y)), de aridade 1.

Vale notar que a técnica de currying ndo se trata de uma composic¢ao de fungdes em que o
contradominio de uma fung¢ao corresponde ao dominio da fun¢do com a qual ela faz composi-

cdo. Por exemplo, se tivermos as funcoes

g:A—B e h:B—C,

poderiamos compd-las a fim de se formar a fun¢cdo composta

hog:A—C.

Isso quer dizer que para um dado argumento a : A, computd-lo pela funcdo composta ho g é
equivalente a computéd-lo pela funcdo g e usar o valor que ela produzir como argumento da

funcdo A, i.e.:

Diferentemente, com o currying, a implicagdo entre os dominios € interpretada dando-se
prioridade a direita. Se g e h fossem as fungdes empregadas para se obter a versdo currying de
uma fungdo de aridade 2, g teria o tipo A — (B — C), e h o tipo B — C, o que significa que o
contradominio de g é constituido por objetos funcionais, além de que ele é diferente do dominio

de 4. De modo geral, uma fun¢do de aridade n tem o tipo

A— (Al — (A = ((Apm1 — Ap).0).
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Concluindo, nos termos da notagdo lambda, uma funcao

(Ax.(Ay.f(x,y))) :A— (B—C)

retorna como valor para cada a : A uma func¢do

(Ay.f(a,y)): B—C,

que por fim, para cada argumento b : B, retorna o valor

fla,b):C.

2.3 O seletor R

Neste capitulo, foi apresentada uma nocdo de func¢do que privilegiou o seu aspecto dina-
mico. Para conclui-lo, expomos a seguir o seletor R, que nos servird tanto para ilustrar o papel
computacional de uma fun¢do, como para esclarecer o seu préprio funcionamento, uma vez
que ele é empregado pelas regras de inferéncia da teoria intuicionista de tipos, com as quais

lidaremos no préximo capitulo.

A teoria intuicionista de tipos se utiliza do seletor R para expressar funcdes recursivas. Este
seletor consiste num esquema geral por meio do qual uma diversidade dessas fungdes podem

ser representadas, como predecessdo, soma, multiplicacdo. Define-se R da seguinte maneira:

R(0,d, (x,y)e(x,y)) =d
R(d',d, (x,y)e(x,y)) = (x,y)e(x,y)(a,R(a,d, (x,y)e(x,)))

O passo recursivo € dado pela segunda equagio, em que @’ passa para a € R é reaplicado, ambos
ocorrendo como argumentos de (x,y)e(x,y). Aplicando R paulatinamente, chegamos a a = 0,

resultando entdo, como diz a primeira equagdo, no valor d.

A funcdo recursiva de predecessdo, por exemplo, intuitivamente dada assim:
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¢ definida pelo seletor R da seguinte maneira:

pd(a) = R(a,0, (x,y)x).

De acordo com o esquema geral acima, primeiramente executamos a, o qual retorna como va-
lor 0 ou »’. No caso de a = 0, o valor de R(a,0, (x,y)x) é 0. Mas no caso de a = b, tem-se
R(¥,0, (x,y)x) = (x,y)x (b,R(b,0, (x,y)x), e assim sucessivamente, até que o primeiro argu-
mento de R seja 0. Vale notar que uma expressdo da forma (x,y)f(x) significa que uma fungéo
f deve ser aplicada somente sobre o elemento x de um par (x,y) que se apresenta como argu-
mento. Como na defini¢io de pd temos apenas (x,y)x, essa expressao simplesmente nos diz que
x deve ser substituido pelo elemento correlato a posi¢do de x num par (x,y), que nesse caso € o

primeiro, assim:

(x,y)x (a,0) = a

Para esclarecer melhor, calculemos o predecessor do nimero 3:

R(3,0, (x,y)x) = (x,y)x (2,R(2,0, (x,y)x))
= (5 3)x (2, (6, y)x (1,R(1,0, (x,y)x)))
= ()% (2, (x,y)x (1, (x,y)x (0,R(0,0, (x,y)x))))
= (53)x (2, (6, y)x (1, (x,3)x (0,0)))
= (5,)x (2, (6,y)x (1,0))
= (ry)x (2,1)

No capitulo a seguir, empregaremos R para definir as operacdes de soma e multiplicacio.



Capitulo 3

A Teoria Intuicionista de Tipos

A gente nunca aceita o fato quando ele sucede e como sucede; ndo sei se
alguém j4 pensou nisso antes, mas sempre me pareceu que um fato, para ter
verdadeiramente realidade, precisa acontecer subjetivamente dentro de nos,
depois de ter acontecido objetivamente, no mundo real.

Rachel de Queiroz

A esta altura, ja temos os ingredientes basicos para adentrarmos no sistema de Martin-
Lof. As nogdes de funcdo e tipo que procuramos elucidar acima compdem os elementos que
constituem as formas bésicas de juizo da teoria intuicionista de tipos, a partir das quais suas

regras inferenciais sdo consideradas.

Os juizos sdo as unidades expressivas bdsicas do sistema, € por meio deles que se viabiliza
a formacdo de proposi¢des. E como se tornard claro aqui, a forca assertiva de uma proposi¢cao
depende de sua ocorréncia no interior de uma determinada forma de juizo, que pode ocorrer

como premissa ou conclusdo de uma demonstragdo.

Antes de prosseguirmos, convém mencionar que uma das dificuldades de se apresentar a
teoria intuicionista de tipos reside em darmos conta da correspondéncia isomorfica que ela pro-
poe entre diferentes dreas do conhecimento, a saber: (a) teoria dos conjuntos; (b) légica de
predicados; (c) teoria da computacdo. Por esse motivo, as formas bdsicas de juizo da teoria
intuicionista de tipos podem ser lidas de diferentes maneiras, dependendo da drea de conheci-
mento que se tem em vista. De certo modo, essa abrangéncia de disciplinas ird se refletir no
percurso deste texto, que, num mesmo lugar, podera transitar repentinamente de uma teoria dos

conjuntos a uma teoria proposicional, por exemplo.

39
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3.1 As quatro formas de juizo

Na apresentagdo das formas de juizo, que se segue nesta secao, decidimos por seguir a apre-
sentagdo dada por Martin-Lof no seu livro Intuitionistic Type Theory. Como ja mencionamos, a
teoria intuicionista de tipos abrange diferentes disciplinas, de modo que, naquele livro, o ponto
de vista assumido para a elucidac¢do das formas de juizo foi o de uma teoria (construtiva) dos
conjuntos. Optamos aqui por seguir 0 mesmo Vviés expositivo basicamente por dois motivos, 0
primeiro é poder dialogar diretamente com esse livro, o qual, dos escritos de Martin-Lof que
tivemos acesso, apresenta a teoria intuicionista de tipos de maneira mais acabada; a segunda
motivacdo € a de j4 abrirmos espago para tratarmos de uma distin¢cao conceitual proposta por
Martin-Lof (1984, p. 21 (11)), que € a distingd@o entre conjuntos e categorias, com a qual opor-

tunamente lidaremos mais adiante.

As regras de inferéncia se justificam pelo que elas permitem concluir a partir das premissas
que assumem, mas para essa justificacdo ser possivel, devemos primeiramente conhecer o qgue
nos dd o direito de efetuarmos qualquer uma das formas de juizo que as premissas e conclusdo
possam eventualmente assumir numa regra inferencial. Martin-Lof (1984, p. 5 (3)) considera
no seu sistema quatro formas de juizo. A elucidacdo do que essas formas significam se situa
num nivel pré-tedrico, no sentido em que essa tarefa exige o emprego de conceitos primitivos,
1.e., conceitos nao definiveis por outros conceitos ja presentes na teoria. As formas de juizo sdo

as seguintes:

(1) A conj. A é um conjunto;

2) A=B A e B sdo conjuntos iguais;

3) acA a é um elemento do conjunto A;

4) a=bcA a e b sdo elementos iguais do conjunto A.

Os juizos sdo as unidades expressivas bdsicas da teoria intuicionista de tipos (RANTA,
1995, p. 56), sem os quais nada poderia ser dito no interior do sistema. Eles sdo mais basicos

até do que os proprios conjuntos, porque € por meio de um juizo que se constréi um conjunto.

A lista acima, das formas de juizo, ndo foi ordenada de maneira arbitrdria, pois ha uma
relagdo de prioridade conceitual entre elas (MARTIN-LOF, 1984, p. 5 (3)). O juizo A = B ndo
pode ser compreendido sem que antes possamos demonstrar que tanto A como B sdo conjuntos;
semelhantemente, a compreensdo de a = b € A pressupde que tenhamos condi¢cdes de demons-
trar o juizo que diz a e b serem elementos do conjunto A. Comecemos entdo pela elucidagdo do

primeiro juizo.

Um conjunto € definido como sendo uma prescricdo que, se levada a cabo, constréi um
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elemento do qual podemos afirmar ser do conjunto de onde se originou a prescri¢do que o
produziu. Ou seja, um conjunto A nos diz como construir os elementos dos quais poderiamos
legitimamente dizer ser do conjunto A. Sendo assim, a condi¢ao para que o juizo A conj. nos
seja evidente € a de que saibamos como construir os elementos de A. A definicdo dada por
Martin-Lof (1984, p. 8 (5)) € a seguinte:

(1) Um conjunto A € definido prescrevendo-se como um elemento candnico de A € formado e

como dois elementos candnicos iguais de A sdo formados.

Como o proprio Martin-Lof (1998a, p. 128) afirma, sua defini¢do corresponde a defini¢ao

de conjunto dada por Bishop (1967, p. 13), a qual apresentamos abaixo:

Um con junto é definido descrevendo-se o que deve ser feito para se construir
um elemento do conjunto, e o que deve ser feito para demonstrar que dois
elementos do conjunto sio iguais (grifos do autor). !

Tratando-se de um conjunto finito, poderiamos defini-lo pela enumeragdo de todos os seus
elementos (RANTA, 1995, p. 19). Para definirmos o conjunto Continente, por exemplo, pode-

riamos simplesmente apresentar a seguinte lista :

Africa € Continente Africa = Africa € Continente
América € Continente América = América € Continente
Asia € Continente Asia = Asia € Continente
Australia € Continente Australia = Austrélia € Continente
Europa € Continente Europa = Europa € Continente

Todavia, se a defini¢do for de um conjunto infinito, a inviabilidade de uma enumeragdo com-
pleta de seus elementos deve ser suprida pela apresentacdo de um método que poderia, em
principio, gerar qualquer um deles. Um exemplo modelar é o do conjunto dos nimeros natu-
rais, representado por N. A seguinte regra recursiva, a partir de um elemento base, o 0, gera

sucessivamente 0S nimeros naturais:

0eN aeN

A formacdo dos elementos iguais é dada pela regra:

a=beN
0=0e&N ad=>beN

1“[A] set is defined by describing what must be done to construct an element of the set, and what must be done
to show that two elements of the set are equal”.
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Uma vez que, por meio dessas regras, prescrevemos como um elemento de N e dois ele-
mentos iguais de N podem ser formados, estamos em condi¢des, de acordo com a defini¢do (1),

de fazer o juizo

N conj.

Como observa Martin-Lof (1984, p. 8 (5)), desde que a igualdade entre os elementos seja
uma relacao de equivaléncia (i.e., reflexiva, simétrica e transitiva), ndo hd limites para se con-
ceber uma prescricdo definindo um conjunto. Para dar mais um exemplo (BISHOP, 1967, p.
13), apresentamos abaixo as regras que prescrevem a constru¢cdo dos elementos do conjunto
dos nimeros racionais, com uma relacdo de equivaléncia entre os elementos iguais, justificando

assim o juizo Q conj.:

a€l bel* a/b=c/deQ
a/beQ ad =bc € Q

Deve-se notar que as regras de introdugdo formam apenas os elementos candnicos de um
conjunto. E preciso fazer essa distingiio porque um elemento de um conjunto A pode ndo estar
na forma em que os elementos desse conjunto t€m quando construidos diretamente a partir da
prescri¢do fornecida por A, mas ainda assim serem elementos de A. Por exemplo, o elemento
2+ 2 é um elemento de N, todavia, por ele ndo estar na forma a’, diz-se ele ndo ser um elemento
candnico do conjunto dos nimeros naturais. A prescri¢ao que esse conjunto oferece € insufici-
ente para construir um elemento da forma a +b. Como veremos, compete a terceira e quarta

formas de juizo transformar elementos nao candnicos em elementos candnicos.

A segunda forma de juizo diz respeito a igualdade entre conjuntos. Sabendo construir os
elementos candnicos (e os elementos candnicos iguais) de um conjunto, definimos que dois
conjuntos sao iguais quando eles possuem os mesmos elementos candnicos. Logo, a definicao
(MARTIN-LOF, 1984, p. 9 (5)):

(2) Dois conjuntos A e B sao iguais se

S

a=becA
e a=becB

<€
S

Q

Q
>

para elementos candnicos arbitrdrios a, b.

O traco inferencial duplo indica que a regra € valida nas duas direcoes.



CAPITULO 3. A TEORIA INTUICIONISTA DE TIPOS 43

A terceira forma de juizo entra em cena na medida em que precisamos reduzir um elemento
a sua forma candnica, para que assim reconhecamos a prescri¢do origindria do conjunto do qual
ele é proveniente. Para tanto € preciso, também, remontar a primeira forma de juizo, que nos
diz como sdo os elementos candnicos de um determinado conjunto. Martin-Lof (1984, p. 9 (6))
assim define essa forma de juizo:

(3) Um elemento de um conjunto A é um método (ou programa) que, quando executado, pro-

duz um elemento candnico de A como resultado.

Desse modo, ao se fazer o juizo a € A, ou a ja é um elemento candnico de A, ou ele é
um método que, quando executado por um certo procedimento computacional, reduz-se a um
elemento candnico de A. Usando as defini¢des recursivas de soma e multiplicacdo (fazendo

aqui o papel de um procedimento computacional) podemos elucidar esse ponto com o seguinte
exemplo: o juizo

(0//+0//) e N

é demonstréavel, pois (0” +0") é um método que, se executado pela defini¢do indutiva de soma
2 reduz-se ao elemento candnico 0 de N:

(0//+0//) — (ON+0/>/
— (O// +O>//
— 0////

Sabemos que 0" € um elemento candnico de N porque ele pode ser obtido diretamente seguindo
os critérios de construgdo prescritos pelo conjunto N, i.e.:

0eN
0eN
0" eN
0" € N
OIIIIGN

Chegamos, por fim, a quarta forma de juizo, a qual diz dois elementos de um conjunto
serem iguais se eles puderem se reduzir a elementos candnicos iguais do conjunto em questao.
A definicao precisa € esta (MARTIN-LOF, 1984, p- 9 (6)):

%A soma e a multiplicacdo serdo apresentadas formalmente em 3.4.3.
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(4) Dois elementos arbitrarios a, b de um conjunto A sdo iguais se, quando executados, produ-

zem elementos candnicos iguais de A como resultado.

Damos como exemplo o juizo

(0" +0") = (0"-0") eN.

Ja sabemos que (0" 40") se reduz ao elemento candnico 0", resta entdo computar (0" -0"), por
meio das regras recursivas de multiplica¢do, para verificarmos se ele também se reduz a 0", o

que € efetuado da seguinte maneira:

(0”-0") = 0"+4(0"-0")
= 0"+ (0"+(0"-0))
= 0"+(0"+0)
= 0"+0"
= 0"

Com esse resultado, demonstramos o juizo anterior, pois pela transitividade da igualdade

podemos chegar ao juizo

O//// — O//// c N,

em que 0" = 0" é um elemento candnico de N, uma vez que ele pode ser obtido diretamente,
no que diz respeito a construcdo de elementos iguais, pela prescricao fornecida por esse con-

junto.

3.2 Proposicoes

De acordo com Martin-Lof (1996, p. 14), uma transicdo fundamental na ldgica se deu
quando a no¢do de proposicao foi desvinculada das no¢des de afirmagdo e negacdo. Na ldgica
aristotélica, por exemplo, uma afirmagdo era concebida como uma proposicdo dividida entre
sujeito e predicado, em que este afirma algo sobre aquele; e de maneira simétrica, a negacdo se
dava quando o predicado negava algo sobre o sujeito. Martin-Lof nos diz que isso foi abando-

nado na 16gica moderna, fazendo com que os juizos categéricos deixassem de ser expressos na
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forma S ¢ P. Ele procura atribuir a Bolzano, seguido por Brentano e Frege, a substitui¢do dessa

forma de juizo pela forma

A é, A éverdadeira, ou A é vdlida.

Bretano introduziu a forma oposta

A ndo é,ou A é falsa.

Passando a l16gica a se basear nesta nova forma de juizo, devido, em grande parte, a influén-
cia da logica fregiana, possibilitou-se isolar A e perguntar sobre isso que se diz ser verdadeiro.
Martin-Lof (1996, p. 14) afirma:

A isolagdo desse conceito foi um passo inteiramente necessdrio para o desen-
volvimento da l6gica moderna. A 16gica moderna simplesmente ndo funcio-
naria se ndo tivéssemos esse conceito, porque € sobre as coisas que caem sob
ele que as operacdes lgicas operam .

Essa forma de juizo que Martin-Lof atribui a 16gica moderna € incorporada ao seu sistema
por meio da nocao de proposicées como conjuntos (ou proposi¢cdes como tipos), trazida a tona
pelos légicos Curry, Feys e Howard — por isso tal nocdo é também conhecida por correspon-
déncia Curry-Howard. Curry e Feys (CURRY; FEYS, 1958, p. 312) observaram que os tipos
de certas funcdes correspondiam a alguns axiomas — aqueles que envolviam apenas implicagcdo

— do célculo proposicional.

Retomando o que vimos na secdo 2.2, podemos ver como o tipo do combinador K (repre-
sentado em cdlculo lambda), da l6gica combinatéria de Curry e Feys, corresponde a um dos
axiomas da légica proposicional de Hilbert. Supondo que x: A e y : B, i.e., os elementos x e y
pertencem, respectivamente, aos tipos A e B, podemos efetuar uma abstracao lambda sobre y e

obter a funcao

Ayx:B—A.

Efetuando uma nova abstracdo, agora sobre x, obtemos, por fim

AAyx:A— (B—A).

3“The isolation of this concept was a step which was entirely necessary for the development of modern logic.
Modern logic simply would not work unless we had this concept, because it is on the things that fall under it that
the logical operations operate”.
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Como podemos notar, o tipo da fun¢do Ax.Ay.x pode ser interpretado como sendo uma im-
plicagdo, correspondendo assim a proposi¢do A O (B D A). A observacdo por Curry e Feys
dessa correspondéncia se limitava a parte implicativa do cdlculo proposicional, mais tarde ela

foi ampliada, por Howard (1980), a aritmética de primeira ordem intuicionista.

A partir da forma de juizo A é verdadeira e da correspondéncia Curry-Howard, compreende-
se entdo a no¢do de proposicoes como conjuntos, que fundamenta a teoria proposicional de
Martin-Lo6f. Uma vez que, do ponto de vista intuicionista, uma proposi¢ao € verdadeira desde
que ela possa ser provada 4 , Martin-Lof considera a forma de juizo acima como sendo uma

abreviagdo da forma de juizo

acA,

interpretando-a como nos dizendo que o elemento a € uma prova da proposicdo A. Assim,
uma proposicdo é tida como o conjunto de suas provas (MARTIN-LOF, 1984, p. 13 (7)), que
nesse caso sdo objetos funcionais. Vale notar que, por meio desa forma de juizo, as proposi-
coes asseridas no sistema de Martin-Lof sdo explicitamente acompanhadas pelos objetos que as

verificam, o que nos permite fazer a seguinte inferéncia:

acA
A é verdadeira

Reexaminado o exemplo dado logo acima, dirifamos que se pode fazer o juizo de que a proposi-

¢30 A D (B D A) é verdadeira porque podemos construir a sua prova, i.e., a fungao Ax.Ay.x.

Nesse sentido, com a analogia entre conjuntos e proposicdes a teoria intuicionista de tipos
consegue aliar a interpretacdo informal do significado das constantes 16gicas dada pelos cons-
trutivistas, a interpretagdo formal possibilitada pela correspondéncia Curry-Howard (RANTA,
1995, 41). Considere-se, por exemplo, a maneira como Heyting (1971, p. 102) interpreta a
implicagdo:

A implicagdo p — q pode ser asserida, se, € somente se, possuirmos uma cons-
trucdo r que, agregada a uma construgdo provando p (supondo que a dltima seja

efetuada), efetuaria automaticamente uma constru¢do provando q. Em outras
palavras, uma prova de p unida a r formaria uma prova de q (grifo do autor) ¢ .

A construcdo r que Heyting diz formar uma prova de g, dada uma prova de p, poderia ser

4“[U]ma proposicio é verdadeira se ela tiver uma prova, isto é, se uma prova dela puder ser dada” (MARTIN-
LOF, 1984, p. 11 (6)). >

>“[A] a proposition is true if it has a proof, that is, if a proof of it can be given”.

%“The implication p — q can be asserted, if and only if we possess a construction r, which, joined to any
construction proving p (supposing that the latter be effected), would automatically effect a construction proving q.
In other words, a proof of p, together with r, would form a proof of ¢”.
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considerada uma funcao de tipo p — g, tal como vimos acima.

Hodiernamente, costuma-se agrupar a compreensao construtivista do significado das cons-
tantes l6gicas sob o que se convencionou chamar de interpretacdo BHK, estando essa sigla
para as iniciais de Brouwer, Heyting e Kolmogorov. Tal interpretacdo € assim apresentada em
(TROELSTRA; DALEN, 1988, p. 9):

1. Absurdo L (contradi¢do) ndo tem prova; a prova de ~ A € uma construg¢io que transforma

qualquer prova hipotética de A numa prova de uma contradi¢do.
2. Uma prova de A A B é dada apresentando-se uma prova de A e uma prova de B.

3. Uma prova de A V B € dada apresentando-se ou uma prova de A ou uma prova de B (mais
a estipulacdo de que queremos considerar a prova apresentada como uma evidéncia para
AV B).

4. Uma prova de A D B € uma construg@o que nos permite transformar qualquer prova de A

numa prova de B.

5. Uma prova de VxA(x) é uma constru¢éo que transforma uma prova de d € D (sendo D o

dominio pretendido para a varidvel x) numa prova de A(d).

6. Uma prova de JxA(x) é dada provendo d € D e uma prova de A(d).

Na teoria intuicionista de tipos, a interpretacio dessas constantes logicas € formalmente de-
finida de acordo com a nog¢do de proposicoes como conjuntos, possibilitada pela correspondén-
cia Curry-Howard. Desse modo, as provas de proposi¢des sdo explicitamente declaradas como
objetos matemdticos — denominados de objetos de prova —, como temos a seguir (MARTIN-
LOF, 1984, p. 13 (7)):

A prova da proposi¢do | tem a forma
L
ANB (a,b), em que a € uma prova de A
e b ¢ uma prova de B
AVB i(a), em que a é uma prova de A,
ou j(b), em que b é uma prova de B
ADB Ax.b(x), em que b(a) é uma prova
de B desde que a seja uma prova de A
(Vx € A)B(x) Ax.b(x), em que b(a) é uma prova
de B(a) desde que a seja um elemento de A
(3x € A)B(x) (a,b), em que a é um elemento de A
e b é uma prova de B(a)
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Na sec¢do 4.5, veremos precisamente o que significa ser “um elemento de A” no contexto

de uma proposi¢do quantificada.

Temos assim uma das principais peculiaridades da teoria intuicionista de tipos: a asser¢ao
de uma proposi¢cdo ocorre com a apresentacdo explicita do objeto de prova por meio do qual
podemos verificar a sua verdade. Uma outra caracteristica digna de nota consiste nas regras de
formacdo de proposi¢do, as quais pertencem ao proprio aparato dedutivo do sistema. Para tratar

deste tltimo ponto, abrimos a préxima se¢ao.

3.3 A formacao de proposicoes

Em uma formaliza¢do usual de uma teoria matemadtica, emprega-se a no¢do de férmula,
a qual € definida indutivamente por regras de formacao que regem o conjunto de simbolos de
uma linguagem formal. Por meio das férmulas se definem os axiomas, e aplicando a eles passos
inferenciais permitidos pelas regras de inferéncia, os teoremas da teoria em questdo sdo deriva-
dos dentro do sistema formal. Nessa concepg¢ao, considera-se a linguagem formal como sendo
passivel a diversas interpretagdes, ja que ela, por si mesma, € destituida de qualquer significado
—um mero agregado de expressdes organizado por critérios puramente sintiticos. Somente por
meio de um modelo, com um dominio e uma interpretacdo, as formulas adquiririam, por assim

dizer, conteudo.

Por outro lado, na teoria de tipos de Martin-Lof, as regras de formag¢do sdo incorporadas
as proprias regras de inferéncia. Para tanto, ao invés das noc¢des de formula e teorema, sao

consideradas as no¢des de proposicao e juizo.

As proposicdes consistem naquilo sobre o qual incidem as constantes l6gicas e pelo qual
inquirimos sobre o seu valor de verdade. Diferentemente de um férmula, uma proposicao nao é
definida a parte por critérios sintéticos, adquirindo significado apenas posteriormente por uma
interpretacdo semantica. Como Martin-Lof subscreve a posi¢do intuicionista de que verdadeiro
¢ aquilo que se pode provar, a proposicdo se torna o seio onde a nocdo sintdtica de prova e a
no¢do semantica de verdade se imbricam mutuamente, de tal modo que o significado de uma
proposicao se constitui 2 medida em que ela desempenha um papel numa certa derivagdo. A
propria maneira de se utilizar a linguagem ja a imbui de significado, de tal modo que essa tarefa
nao € postergada a uma interpretacdo semantica, que precisaria associar a linguagem, até entdao

vazia de conteddo, um dominio de objetos.

Voltemos nossa atencdo as formas de juizo da teoria intuicionista de tipos. Uma vez que
uma proposi¢do se restringe a colocar algo em considera¢do, sem se posicionar a respeito da

verdade do que estd sendo considerado, o que ela tem a dizer ndo estd intrinsecamente com-
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prometido com o seu valor de verdade. Assim, um dos papéis desempenhados por um juizo
consiste em asserir uma proposic¢ao, i.e., firmar um compromisso com um dos valores de ver-
dade que ela possa assumir, a semelhanca do que Frege propunha com a sua barra assertiva
“F” (FREGE, 1967, §2). Para tanto, temos a terceira forma de juizo, a € A, compreendida da
seguinte maneira no contexto proposicional (MARTIN-LOF, 1984, p. 3 (2)):

A € verdadeira
~—~

proposi¢do
-
P
juizo

Nao obstante, o juizo acima ndo seria compreensivel se ndo fosse antes derivavel o juizo da

forma

A é uma proposicao,

o correlato proposicional da primeira forma de juizo da secdo 3.1, dado que para se poder
afirmar que A € verdadeira, precisamos antes saber que A se trata de uma proposicao, porque €

a uma proposicao que se atribui um valor de verdade.

Num sistema de Deducao Natural, essas duas formas de juizo sdo tidas como pressupostas,
pois se assume implicitamente que, numa regra inferencial, a premissa e a conclusio sdo asser-
coes de proposicoes. Com base nisso, Martin-Lof (1996, p. 17) acusa que tais pressuposi¢oes
impedem que essas regras sejam completamente formais. Ele argumenta da seguinte maneira:
seja considerada, num sistema de Deducdo Natural, a regra de introducdo da disjun¢do, em que

da assercdo de A segue-se a asser¢do de A V B:

AVB

As varidveis A e B estdo para o qué? Ou melhor, o que pode ser inserido no lugar delas? Uma
resposta possivel diria que elas podem ser substituidas por formulas da linguagem em que a
teoria em questao foi formalizada. Entretanto, essa resposta ndo seria satisfatoria, pois insere-
se aqui uma dependéncia a linguagem, como se a regra de introduc¢do da disjun¢do fosse valida

apenas para as férmulas definidas na linguagem considerada na formalizagao.

Considerando entdo que a validade da regra € indiferente a qualquer linguagem, uma res-
posta mais condicente seria dizer que A e B sdo substituiveis por quaisquer férmulas — prove-
niente de qualquer linguagem —, desde que expressem claramente o seu significado, o que, em

outras palavras, quer dizer que o aspecto fundamental concernente a validade da regra seria de
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que essas varidveis se referissem a proposi¢des arbitrdarias. Nao obstante, hd também um pro-
blema com essa resposta, pois assumindo essa posi¢do, a regra de inferéncia acaba perdendo o
seu aspecto puramente formal, dado que se substitui uma nocao sintdtica, a de férmulas defini-
das em uma linguagem, por uma no¢do semantica, tal como € a de proposi¢do. Para uma regra

ser formal, ela ndo deve estabelecer condi¢gdes sobre o conteido das premissas e conclusdo.

A saida que Martin-Lof (1996, p. 18) encontra € trazer para o aparato dedutivo do sistema
as regras de formacdo, tal que a derivacdo de que A é uma proposicao fique a par da derivagdo
de que A é verdadeira. Voltando ao nosso exemplo, temos assim uma regra de formacao da

proposi¢do AV B:

A prop. B prop.
AV B prop.

Tendo derivado que A V B é uma proposi¢cao, podemos entdo derivar, agora pela regra de
introducdo da disjuncdo, que da asser¢do da proposicdo A se segue a assercao da proposi¢ao
AV B:

_FA
FAVB

A barra assertiva foi empregada a fim de se abreviar a forma de juizo a € A, o qual deixaria
explicito qual a prova da proposi¢cdo A. De modo geral, essas duas regras se fundem num tnico

passo inferencial:

A prop. Bprop. FA
FAVB

Incorporando na prépria regra de inferéncia as condi¢des que dizem respeito a forma das
premissas e conclusdo, as regras inferenciais ndo se encontram mais submetidas a condicdes
semanticas. As varidveis A e B podem ser substituidas por qualquer expressao, independente-
mente da linguagem ou do sentido que expressem, restaurando desse modo o aspecto formal
que uma regra de inferéncia deve ter. Por essa razdo, no sistema de Martin-Lof, além das usu-
ais regras de introduc¢do e eliminacdo das constantes logicas, especificam-se também regras de
formacao, as quais se envolvem numa derivagdo tal qual as outras regras. Assim, a questdo da
forma de uma expressdo deixa de ser uma simples definicdo sintdtica, passando a ser um juizo

demonstravel no interior da teoria.

Uma outra caracteristica importante das regras de formacao, afora a atribuicao do aspecto

completamente formal do sistema, é que a legitimidade das demonstracdes ndo dependem de
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critérios estabelecidos metalinguisticamente. Nas construcdes usuais de sistemas formais, as
defini¢Oes sintdticas sdo uma descricao da linguagem objeto, por esse motivo elas se situam

num meta nivel.

Para se construir, por exemplo, uma linguagem £ do cédlculo proposicional, primeiramente

se elege um alfabeto — um conjunto de simbolos — e, a partir dele, define-se indutivamente:

(1) A € um férmula atdomica se, e somente se, consistir em um dos simbolos Py, P>, P3, ...;
(2) Uma férmula atdmica em L é uma férmula bem formada em L;

(3) Se A e B sao féormulas bem formadas em L, entio AAB, A D Be AV B sdo férmulas bem

formadas em L.

Por meio desse exemplo elementar, chamamos a aten¢do para o fato de que o juizo de que
uma certa configuragdo de simbolos € uma férmula bem formada da linguagem nao foi obtido
por uma derivacao efetuada pelo aparato dedutivo do sistema formal em consideracdo. O juizo
(2), por exemplo, envolve elementos que ndo podem ser expressos, € tampouco derivaveis, em

L, por essa razdo ele consiste num juizo metalinguistico.

Num contexto matematico, a no¢do de boa formagdo das sentengas da teoria é assumida
informalmente, ndo ha regras explicitas para dizer que, por exemplo “a > b” € bem formada
ao passo que “> b- = ¢+ ndo € uma sentenca da teoria. Nos sistemas formais, as regras
de formacdo sdo completamente explicitas, mas como vimos acima, essa explicitacdo se da
num meta nivel. A grande diferenca da teoria intuicionista de tipos, portanto, consiste em nao
relegar a metalinguagem o papel de definir as férmulas do sistema formal; elas sdo estabelecidas
por regras de inferéncia do prdprio sistema. Caso demonstrdssemos o juizo = A V B, ele ndo
seria dependente de uma definicdo metalinguistica de que A e B sdo proposi¢cdes, pois essa
defini¢do se torna uma asser¢do — com uma forma especifica de juizo destinada a essa tarefa —
incorporada a prépria derivacao. Por esse motivo, ndo veremos um capitulo a parte apresentando

a linguagem formal em que o sistema serd desenvolvido.

3.4 Asregras de inferéncia

Para concluir este capitulo, onde se expde o sistema formal da teoria intuicionista de tipos,
apresentamos a seguir suas regras de inferéncia 7. A respeito disso, é apropriada esta citagio de
Martin-Lof (1984b, p. 510):

70s lugares de consulta privilegiados para a feitura desta secio foram: (MARTIN-LOF, 1984), (CROSILLA,
2003), (NORDSTROM; PETERSSON; SMITH, 1990), (RANTA, 1995).
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Para cada uma das regras de inferéncia, o leitor, sob a pressuposi¢do de co-
nhecer as premissas, é chamado a tentar tornar a conclusdo evidente para si
mesmo. Isso ndo significa que explicacdes verbais posteriores nao ajudem a
trazer um entendimento sobre as regras, apenas que isso ndo serve de lugar
para tais explicacdes detalhadas. Mas hd também certos limites para o que ex-
plicagdes verbais podem fazer quando se trata de justificar axiomas e regras de
inferéncia. No final, cada um deve entender por si mesmo .

No que se segue, elucidamos essas regras com o intuito de justificar o significado dos juizos
que podemos obter por meio delas. Ao lado de vérios exemplos de derivacdes, procuramos con-
ciliar algumas explica¢des informais, tentando assim tornar mais facil o vislumbre da evidéncia

contida numa inferéncia logica.

3.4.1 Regras de igualdade

Dado que para se formar um conjunto ha a exigéncia de que a igualdade entre os seus

elementos candnicos seja reflexiva, simétrica e transitiva, as seguintes regras de inferéncia sdao

validas:
Reflexividade
_acA g Aconj. prpy
a=acA A=A
Simetria
a=beA ,, A=B gy
b=acA B=A
Transitividade

a=beA _b=cchA,, B B

Como a exigéncia de que a igualdade firmada entre os elementos candnicos de um conjunto
seja uma relacdo de equivaléncia nos esclarece a validade dessas regras? Tomando de exemplo
a regra de transitividade, podemos esclarecé-la da seguinte maneira: os objetos a € b em a =

b € A se reduzem para os elementos candnicos d e e, o que nos dd d = e € A. Desse modo,

8«For each of the rules of inference, the reader is asked to try to make the conclusion evident to himself on
the presupposition that he knows the premises. This does not mean that further verbal explanations are of no help
in bringing about an understanding of the rules, only that this is not the place for such detailed explanations. But
there are also certain limits to what verbal explanations can do when it comes to justifying axioms and rules of
inference. In the end, everybody must understand for himself”.
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se c em b = ¢ € A se reduz ao elemento candnico f, temos, por causa da reducdo de b a e,
e = f € A. Uma vez que a transitividade vale, por defini¢do, para qualquer elemento canonico
de um conjunto, podemos concluir d = f € A, que nada mais é do que a forma candnica de
a = c € A, justificando assim a regra tran, acima (MARTIN-LOF, 1984, p. 14 (8)). Esse
pequeno esclarecimento constitui um exemplo tipico do que Martin-Lof considera, como vimos
na citacdo no inicio desta se¢do, uma explicacdo verbal que auxilia no entendimento de axiomas

e regras de inferéncia.
Pelo esclarecimento do significado de um juizo da forma A = B conj., evidencia-se a
Igualdade de conjuntos

acA A=B, a=bcA A=B
aceB a=beB

3.4.2 Regras de substituicao

As quatro formas de juizo apresentadas na secdo 3.1 assumem formas hipotéticas, o que
possibilita conceber juizos sob a dependéncia de uma ou mais assungdes. A formaliza¢do dos
juizos hipotéticos na teoria intuicionista de tipos se dd por meio da apropriacao da nocdo de

familia indexada de conjuntos.

Para termos um ideia intuitiva de como isso funciona (cf. RANTA, 1995, p. 36), considere-
mos o calendario gregoriano, composto por doze meses, cada um com um certo nimero de dias,
variando de 28 a 31. Para formarmos o conjunto dos dias de um més, devemos primeiramente
saber de qual més se trata e qual o ano em questdo (ja que o nimero de dias do més de fevereiro
pode variar se o ano for bissexto), ou seja, a formacdo do conjunto dia(x,y) dos dias de um més
depende de outros dois conjuntos, o conjunto més dos doze meses de um ano, € o conjunto ano

dos anos. Temos assim, de acordo com esse exemplo, os seguintes juizos:

ano conj.

més conj.

dia(x,y) conj. [x € ano,y € més]
No ultimo caso dizemos que dia(x,y) é uma familia de conjuntos dependentes dos conjuntos
ano e més (ou que dia(x,y) é uma familia de conjuntos indexada por esses dois conjuntos). Os

colchetes indicam os juizos dos quais o conjunto dia(x,y) depende (i.e., as assungdes estabele-

cidas), sendo este diferente de acordo com os elementos que substituirem as varidveis x e y. Se,
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por exemplo, ocorrer a substitui¢ao dia(fev,2016), obtém-se um conjunto de 29 dias, por outro

lado, na substitui¢ao dia(dez,2013) se obtém um conjunto de 31 dias.

Dito isso, a primeira forma de juizo da teoria intuicionista de tipos assume a seguinte forma

hipotética:
(1) B(x) conj. [x € A].
Por vezes, também optaremos pela notagcdo ndo linear de um juizo hipotético:

[x € A]
B(x) conj.

Essa forma de juizo significa que B(a) é um conjunto sempre que a for um elemento de
A, e que B(a) e B(c) sdo conjuntos iguais sempre que a e ¢ forem elementos iguais de A,
expressando assim a dependéncia de um conjunto B(x) aos elementos do conjunto A. Por meio
dessa elucidacdo justificamos a validade das duas seguintes regras inferenciais, concernentes a

substituicdo de varidveis de conjuntos:

[x € A]! [x € A]'
acA B(X) conj. 1, subst a=cecA B(X) conj. 1, subst
B(a) conj. B(a) = B(c)

Os juizos que ocorrem entre colchetes podem ser, de acordo com uma regra de inferéncia
pertinente, apropriadamente descartados, eliminando-se assim a dependéncia do juizo que ocor-
ria sob sua algada. Acima, os conjuntos B(a) e B(c) ndo dependem mais da assungdo x € A, por
isso a descartamos. Para nos orientarmos nesses descartes, faremos uso de indices numéricos,

que demarcarao as assungdes e 0s respectivos passos inferenciais que possibilitam os descartes.

A segunda forma de juizo assume a forma hipotética
(2) B(x) = D(x) [x € A],

significando que B(x) e D(x) sdo familias de conjuntos dependentes do conjunto A, o que nos
permite dizer que B(a) e D(a) sdo conjuntos iguais para qualquer elemento a de A. Isso justifica

a validade da regra de substitui¢do de varidveis de conjuntos iguais:

[x € A]!
acA B(x) = D(x)
B(a) = D(a)

1, subst
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Ainda no que diz respeito a essa forma de juizo, podemos obter, por meio das regras que ja

possuimos, a regra:

[x € A]!
a=ceA B(x) = D(x) 1, subst
B(a) = D(c)

Considerando que ¢ € A estd implicito no juizo a = ¢ € A, construimos a seguinte derivagao,

justificando assim a validade da regra acima:

[x € A]! [x e A
a=c€eA B(x) conj. 1. subst ceA B(x) = D(x) 1, subst
B(a) = B(c) B(c) =D(€) rpsn

B(a) = D(c)

A seguir introduzimos a forma hipotética da terceira forma de juizo:

3) b(x) € B(x) [x € A].

A forma de juizo a € A introduz elementos do conjunto A, ja um juizo da forma

b(x) € B [x € A]

introduz fungdes que ttm A e B como dominio e contradominio, respectivamente, i.e., b(x) é
o valor, contido em B, de uma funcdo b aplicada a um elemento qualquer de A. Sendo assim,
a forma de juizo (3), logo acima, expressa o caso geral em que o contradominio da func¢do
depende dos argumentos tomados por b no dominio A. Nesse caso, pela derivacao desse juizo

construimos uma fung¢do num espaco funcional A — B(x) [x € A], i.e.:

beA— B(x) [x €A,

em que a fungdo b mapeia os membros de A a algum elemento pertencente a algum dos con-
juntos B(x), sob a condi¢do de que o elemento correspondente ao valor da aplicagdo de b deve
pertencer a um conjunto cujo indice seja igual ao argumento tomado por essa mesma fungao.
Em outras palavras, se soubermos que a € A, sabemos que b(a) é um elemento do conjunto
B(a); similarmente, sabendo que a e ¢ sdo elementos iguais do conjunto A, sabemos que b(a) e

b(c) sdo elementos iguais pertencentes ao conjunto B(a). Isso justifica as seguintes inferéncias:



CAPITULO 3. A TEORIA INTUICIONISTA DE TIPOS 56

XAl [x € A
acA b(x) € B(x) 1, subst a=c€EA b(x) - B(x) 1, subst
b(a) € B(a) b(a) = b(c) € B(a)

Por fim, temos a expressao hipotética da quarta forma de juizo:
4) b(x) =d(x) € B(x) [x € A].

Ela nos diz que, para qualquer elemento a € A, b(a) e d(a) sdo elementos iguais do conjunto

B(a), quando b(x) = d(x), por isso

[x € A]!
acA b(x) =d(x) € B(x)
b(a) =d(a) € B(a)

1, subst

Todas essas formas hipotéticas de juizo podem ser formadas ndo por apenas uma assungao,
mas por n assungoes, formando assim o que se chama de contexto, algo semelhante ao que em
Deducdo Natural se costuma representar pelas letras gregas I' e A. A elucidacao do significado
desses juizos ocorre por indugdo, i.e., assumindo j4 se saber o significado de um juizo depen-
dente de n — 1 assung¢des, sabemos o significado de um juizo de n assuncoes (MARTIN-LOF,
1984, p. 19 (10)). Desse modo, seja

X1 €EAL,xy € Az(xl), Xy € An(xl, ...,xnfl)
um contexto de n assuncdes. Assim sabemos que
A1 é um conjunto,

A»(x1) é uma familia de conjuntos dependente de x; € Aj,

A3(x1,x2) é uma familia de conjuntos dependente de x| € Aj e x; € Az(x1),

Au(x1,...,Xy—1) € uma familia de conjuntos dependente de x| € Aj,x2 € Ax(x1),...,xp—1 €

Anq (xl ) ~-'7xn—2)'

Vemos que cada varidvel recém introduzida depende de uma familia de conjuntos indexada

por um conjunto introduzido anteriormente, ou seja, cada A;(xj,...,x;—1) é um conjunto sob
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as assungdes precedentes. Note-se, por exemplo, que x; depende de um conjunto da familia
de conjuntos A»(x;), que por sua vez possui conjuntos indexados pelos elementos do conjunto
Aj. Se retornarmos paulatinamente na ordem das assuncdes, deparamo-nos com uma variavel

introduzida por um conjunto ndao dependente de outro conjunto.

Temos assim a forma de juizo

(1) Familia de conjuntos com n indices (ou como diziamos, dependente de n assuncdes):

[x1 EALX GAz(xl), vy X GAn(xl,...,xn_l)]

A(x1,...,x,) conj.
Ela significa que A(ay, ...,a,) é um conjunto sempre que
a) €A

ay € Ax(ay)

a EAn(al,...,an,l),
eque A(ay,...,a,) =A(by,...,b,) sempre que

ar=b; €A

a, = b, EAn(al,...,an,l).

Observamos que, no interior de um contexto, uma variavel x; s6 pode ocorrer livre em A ; se
i < j. Além disso, ndo podemos descartar uma assungdo em que uma outra assun¢do dependa
de seus elementos. Por exemplo, no contexto [x; € Aj,xy € Ax(x1)], a despeito de podermos
descartar a assun¢@o xp € A(x1), ndo podemos descartar — pelo menos até que esta dltima
seja descartada — a assungdo x; € Ay, ja que A, (x;) depende do elemento x| presente em Aj
(BEESON, 1985, p. 256).

Para finalizar a compreensdo da nogdo de contexto e sua interdependéncia de varidveis,
podemos utilizar como exemplo o calendario islamico (cf. RANTA, 1995, p. 36). Por nele
haver anos de 12 ou 13 meses, o juizo que exprime a formacao do conjunto dos meses depende
da formacao do conjunto dos anos. Por sua vez, a formagdo do conjunto dos dias depende da

formacao prévia do conjunto dos meses e dos anos:
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ano conj.
més(x) conj. [x € ano]
dia(x,y) conj. [x € ano,y € més(x)]
Como se V&, a ocorréncia da varidvel livre x em més(x) conj. e dia(x,y) conj. é legitima, porque

s@o conjuntos formados posteriormente ao conjunto contendo x. Um outro ponto € que devemos

efetuar os descartes de baixo para cima, obedecendo assim a dependéncia entre as varidveis.

H4 ainda trés formas de juizo restantes, que sdo elucidadas de maneira similar as formas
correspondentes envolvendo apenas uma assun¢do, bastando apenas estender a dependéncia

entre conjuntos a um contexto de n assungdes:

(2) Familias de conjuntos iguais com »n indices:

[Xl EAL, ..., Xy, EAn(xl,...,xn,l)]
A(x1,..osXn) = B(x1, ..., x5)

(3) Fungdo com n argumentos:

[Xl EAL, ..., Xy, EAn(xl,...,xn,l)]
a(xy, ..., Xy) €A(x1, ..y Xy)

(4) Fungdes iguais com n argumentos:

[x1 EAI,...,xn EAn(xl,...,xnfl)]
a(xy, ..., Xy) = b(x1, ..., %) € A(X1, ..y Xy)

As regras de substitui¢do dadas anteriormente igualmente se adaptam a um contexto de

extensao n.

3.4.3 O conjunto dos nimeros naturais

Expomos, até a secdo precedente, as regras de igualdade, as regras de substituicdo e as
formas de juizo hipotético sobre as quais as ultimas podem operar. Apresentaremos a seguir
regras inferenciais que, entre outras coisas, nos permitem introduzir novos conjuntos ou derivar
conjuntos a partir de conjuntos dados. Comecemos pelas regras concernentes ao conjunto dos
nimeros naturais, mas antes, um esclarecimento a respeito da estrutura comum em que as regras

inferenciais se apresentam na teoria intuicionista de tipos.
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Além da habitual distin¢ao entre regras de introdugdo e regras de eliminacdo, como se vé em
Deducdo Natural, a teoria intuicionista de tipos lida também com regras de formacao e regras de
igualdade (MARTIN-LOF, 1984, p. 24 (13)). As regras de formagdo nos indicam as condi¢oes
que nos permitem formar um novo conjunto ou formar um conjunto a partir de outros conjuntos
(ou familias de conjuntos). As regras de introdugdo nos diz como os elementos candnicos € 0s
elementos candnicos iguais de um conjunto sao formados, dando assim significado, como diz
Martin-Lof (1984, p. 24 (13)), aos conjuntos introduzidos pelas regras de formacao. As regras
de eliminacdo definem fungdes que tém como dominio o conjunto sobre o qual se aplica a regra.
Por fim, as regras de igualdade estabelecem como computar as fun¢des definidas pelas regras
de eliminacdo, ou seja, as regras de introdu¢do e eliminacdo sao neste ponto correlacionadas,
J& que se determina como as func¢des operam sobre os elementos candnicos formados por uma

regra de introducdo.

As regras do conjunto N:

Formacao de N

N conj.

A formacio do conjunto dos nimeros naturais se dd de maneira “direta”, ndo precisamos

de premissas para estabelecer o juizo acima.

Introducao de N
0eN 0=0eN
aceN .y a=beN .y
adeN ad=beN

Essas regras nos permitem formar os elementos candnicos de N, dizendo-nos que a partir

do ndmero zero podemos formar o restante dos niimeros naturais por meio da fun¢do sucessao.
Eliminacao de N

[xeN,yeCx)]!
ceN decC(0) e(x,y) € C(x¥)

1, eN
R(c,d, (x,y)e(x,y)) € C(c)

A regra de eliminacdo introduz a funcio R, o seletor explicado na secdo 2.3. Por meio dele é
que se define as operac¢des sobre 0s ndmeros naturais, como predecessiao, soma e multiplicagdo,

por exemplo.
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Igualdade de N

x e N,y e C(x)]

)
d € C(0) e(x,y) € C(x')
R(0,d,(x,y)e(x,y)) = d € C(0)

1
I,N

[x €N,y e C(x)]!
aeN d e C(0) e(x,y) € C(X)
R(d',d, (x,y)e(x,y)) = e(a,R(a,d, (x,y)e(x,y))) € C(d')

As regras de igualdade acima nos esclarecem como operar a fun¢ao R. Primeiramente se
executa o elemento ¢ (caso ele ndo esteja na forma candnica), o primeiro argumento de R,
presente na inferéncia de eliminacdo de N. Apods essa execucdo, obteremos 0 ou um elemento

candnico d', para algum a € N. O restante do procedimento ocorre como vimos na se¢do 2.3.
Exemplo 3.4.1. Soma.
Podemos definir
c+d = R(c,d,(x,y)y),

obtendo a funcdo R em

ceN deN yeN

Assim, para calcularmos 1 + 2 (para maior legibilidade, consideraremos os numerais arabicos

como elementos candnicos), por exemplo, farfamos

0eN,y leN, DeEN
leN 2eN y’eNle
R(lvza(xvy)y/) eN |

N

que com as regras de igualdade

R(O7d7 (x,y)y’) =d
R(d,d,(x,y)y') = (x,y)y (a,R(a,d,(x,y)y"))
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computariamos

Exemplo 3.4.2. Multiplicacao.

A partir da soma, definimos a multiplicacdo, i.e.:

c-d = R(c,0,(x,y)(d+y)) = R(c,0,(x,y)R(d,y, (x,y)y),

formada por meio da regra de elimina¢ao

yeN' |
deN [eN? yeN
ceN 0eN R(d,y,(x,y)y’)€N2 eN7
R(c,0, (x,y)R(d,y, (x,y)y") €N
Para multiplicarmos 2 - 3, por exemplo, derivariamos:
0eN .y
1eN ;y |
0N 1y 26N  DEND G
1eN 3eN lyeN] yeNLeN
2eN 0eN R(3,y, (x,y)y) eN y N

R(2,0, (x,y)R(3,y, (x,y)y') € N

Nesse caso, a computacdo do seletor R se daria em dois momentos. Comecariamos por compu-

tar

R,y (x,y)y),

que resultaria em

Com esse valor constituiriamos o terceiro argumento do seletor R externo, i.e.,
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R(2,0,(x,y)y"),

obtendo como resultado
0// 1"

Nesse exemplo, temos uma ilustracdo da nocdo de currying, em que o valor de uma fungao

entra como argumento de outra fungdo.

3.4.4 Produto cartesiano de uma familia de conjuntos

Por meio de um conjunto A e uma familia de conjuntos B(x) [x € A], podemos formar um
conjunto (ITx € A)B(x), cujos elementos sdo fungdes com argumentos em A e valores num con-
tradominio que depende do argumento a que foi aplicada a func¢do. Trata-se aqui de uma nogao
mais geral de fun¢do. Normalmente, definem-se fun¢des como mapeamentos de elementos num
dominio A a um contradominio B, todavia, com a nocao de familia de conjuntos, podemos defi-
nir uma fun¢do b que aplicada a um argumento a € A tem como valor um elemento pertencente
ao conjunto B(a) da familia de conjuntos B(x) [x € A]. Isso nos permite, por exemplo, conceber
uma funcio que quando aplicada a um argumento a retorna um valor no conjunto dos nimeros
naturais, mas se aplicada a um argumento ¢, também no mesmo dominio de a, retorna um valor
no conjunto dos valores de verdade (NORDSTROM; PETERSSON; SMITH, 1990, p. 47).

Assim, para expressarmos na teoria intuicionista de tipos o produto cartesiano de uma fa-

milia de conjuntos, temos as seguintes regras de formacao:

Formacao de I1

[x € A]! feeA]!
A conj. B(x) conj. L A=C  B(x)=D(x) L
(Ilx € A)B(x) conj. (TIx € A)B(x) = (Ilx € C)D(x)

A segunda regra nos diz que para argumentos iguais se t€m valores iguais. Isso vale para todos
os juizos concernentes a formagdo de conjuntos, por isso ndo serd repetido nas demais regras
de formacdo a serem apresentadas (MARTIN-LOF, 1984, p. 26 (14))

Aplicando a operacdo de abstracdo sobre os elementos b(x) de B(x)[x € A], formamos as
fungdes pertencentes ao produto cartesiano daquela familia de conjuntos, i.e., seus elementos

candnicos (e elementos candnicos iguais), como nos diz as regras de introdugdo abaixo:
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Introducao de I1
[x € Al x € A]!
b(x) € B(x) L b(x) =d(x) € B(x) i
Ax.b(x) € (TIx € A)B(x) Ax.b(x) = Ax.d(x) € (TIx € A)B(x)

As regras de eliminagdo definem a funcao Ap, cuja operagdo consiste em aplicar uma fungao
¢, elemento de (ILx € A)B(x), a um elemento a € A, obtendo-se assim um elemento candnico
de B(a):

Eliminacao de I1

c € (Ilx € A)B(x) acA c=de (IIx € A)B(x) a=becA

Ap(c,a) € B(a) Ap(c,a) = Ap(d,b) € B(a)

eIl

Computa-se Ap da seguinte maneira:

1. Primeiro se computa ¢, em Ap(c,a), onde ¢ é um fungdo em (ILx € A)B(x), e a € A;

2. Se o valor de ¢ for Ax.b(x), entdo o valor de Ap(c,a) é o valor de b(a).

Por isso as regras:

Igualdade de I1
[x € A]!
acA b(x) € B(x) - c € (TIIx € A)B(x) ,
Ap(Ax.b(x),a) =b(a) € B(a) ¢ = Ax.Ap(c,x) € (ITx € A)B(x)

Se considerarmos o conjunto (ILx € A)B, em que B nio depende da assung¢do x € A, as regras
acima definem o conjunto de fun¢des A — B, cujo contradominio € o mesmo para qualquer

argumento tomado em A.

Com a no¢ao de proposi¢cdes como conjuntos, vista na se¢ao 3.2, podemos considerar B(x)

como sendo uma proposicéo que depende de uma hipétese [x € A]. Assim, definindo-se

(Vxe A)B(x) = (IIx € A)B(x)

obtemos regras para a quantificagcio universal °.

9 A seguir, um juizo da forma A ¢ verdadeira é abreviado por A verd. .
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Formacao de V

[x € A]!
A conj. B(x) prop. |

Y
(Vx € A)B(x) prop.

Introducao de V

[x € A]!
B(x) verd.

1, iv
(Vx € A)B(x) verd.

Eliminacao de V

acA (Vx € A)B(x) verd.
B(a) verd.

eV

Note-se que a regra iI1, vista hd pouco, forma o objeto que constitui a evidéncia do juizo
(Vx € A)B(x) verd.. Nesse sentido, a compreensdo de uma proposi¢do como o conjunto de suas
provas € vista como uma maneira de se fazer uma adequacao formal do significado das constan-
tes 16gicas, pois de acordo com a interpreta¢io BHK, uma prova de VxB(x) é uma construgio
que toma um elemento @ em A (sendo A o dominio pretendido para a varidvel x) e produz uma

prova de B(a).

Como A é verdadeira € uma abreviacdo de a € A, suprimindo-se assim o objeto de prova
a, ndo se tém regras de igualdade — que definem a computacao desses objetos — na contraparte

proposicional.

A partir das mesmas regras I, podemos obter as regras para a implicac@o, bastando para

isso considerar o caso em que B ndo depende de x. Considerando a defini¢ao

ADB =A—B =(TlxcA)B,

temos:

Formacao de D

[A verd.]!

A prop. B prop. 1o
A D B prop.
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Introducao de D

[A verd.)!

Bverd.
A D Bverd.

LD

Eliminacao de D

A D Bverd. Averd.
B verd.

Exemplo 3.4.3. O combinador / (MARTIN-LOF, 1984, p. 35 (19)):

[x € A]!

= i
MxEA—A

Exemplo 3.4.4. O combinador K (MARTIN-LOF, 1984, p. 36 (19)):

xeAP [yeBW)
Ay.x € B(x) — A
AxAyx € (IIx€ A)B(x) - A

1, il

Exemplo 3.4.5. O combinador S (MARTIN-LOF, 1984, pp. 36-38 (19-20)):

[s€ (MreA)My € Bx))C(x,y)]' [x€AP [fe(HxEA)B(X)]3 [x € A]?
Ap(g,x) € (TTy € B(x))C(x,y) Ap(f,x) € B(x)
AP(AP(s.X). AP(f1) €CnAD(FY) -

Ax.Ap(Ap(g,x),Ap(f,x)) € (Tlx € A)C(x,Ap(f,x))

)
(

ell

ell

3, il

AfAx.Ap(Ap(g,x), Ap(f,x)) € (ILf € (Tx € A)B(x))(Ix € A)C(x, Ap(f,x))
Ag-Mf-Mx.Ap(Ap(g,x), Ap(f,x)) € (Ilx € A)(Tly € B(x))C(x,y) — (ILf € (Tlx € A)B(x))(Ilx € A)C(x, Ap(f,x))

1, Il

Observe-se que no ultimo passo, onde se descarta a assuncao 1, a abstracdo lambda sobre g

forma um conjunto da forma A — B, ja que o conjunto

(If € (Thx € A)B(x)) (Tlx € A)C(x, Ap(f;x))
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nao depende de g.

Caso desconsiderdssemos toda dependéncia de variavel, a derivacdo acima seria:

geA— (B—CO)! [xeA]ze [feA—BP? [xcA)?

I1 ell
Ap(g,x) EB—=C Ap(f,x)€B
Ap(Ap(g,x),Ap(f,x)) €C ) im
Ax.Ap(Ap(g,x),Ap(f,x)) €A—=C s

Af.Ax.Ap(Ap(g,x),Ap(f,x)) € (A—B) — (A—C)

e A A Ap(Ap(g.x), Ap(fx) €E(A— (BoC) = (A= B) > A=)

3.4.5 Uniao disjunta de uma familia de conjuntos

Apresentamos agora a constante X, que nos servird para formar a unido disjunta de uma
familia de conjuntos. A partir dela poderemos definir, no ambito proposicional, o quantificador

existencial e a conjuncdo.

Sendo A um conjunto e B(x)[x € A] uma familia de conjuntos indexada por A, podemos

inferir a unido disjunta dessa familia de conjuntos, i.e.,

Formacao de X

[x € A]!
A conj. B(x) conj.
(Xx € A)B(x) conj.

1, fX

Os elementos candnicos de (Xx € A)B(x) sdo pares da forma (a,b), em que a € A e b € B(a).
Em outras palavras, trata-se de um produto A X B, entre dois conjuntos, generalizado para o

caso de uma familia de conjuntos. Temos assim a regra

Introducao de X
acA b € B(a)

(a,b) € (Sx € A)B(x)

A regra de eliminagdo de X introduz a funcao E, computada da seguinte maneira:

1. Computa-se primeiro ¢, em E(c, (x,y)d(x,y));

2. Se o valor de ¢ for (a,b), entdo o valor de E(c, (x,y)d(x,y)) é o valor de d(a,b).
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A titulo de ilustragc@o, podemos definir, por meio da funcdo E, fungdes projecao, que selecionam

o elemento esquerdo ou direito de um par ordenado:

E(c, (x,)x) E(c, (x,y)y)
Assim, para ¢ = (a,b), terfamos:

E((a7b)7 (an)x) = (%, y)x (a7b)

=a
Apresentamos entio as regras de eliminacio e igualdade '0:
Eliminacao de X
[x €A,y € B(x)]!

c € (Zxe€A)B(x) d(x,y) € C((x,y)) Les
E(c, (x,y)d(x,y)) € C(c)

Igualdade de X

[xeA,yeB(x)]!
acA  beB(a) d(x,y)eC((x,y))

E((a,b), (x,y)d(x,y)) = d(a,b) € C((a,b)) v

Podemos elucida-las da seguinte maneira:

1. Computa-se ¢ a fim de se obter um elemento candnico da forma (a,b), pertencente a
(Xx € A)B(x);

2. Substituimos x por a € A e y por b € B(a), para obtermos d(a,b) € C((a,b));

3. Computamos d(a,b) até obtermos um elemento canénico e, pertencente a C((a,b)). Vale
notar que ¢ = (a,b) € (Xx € A)B(x), logo, por substitui¢do, C(c) = C((a,b)), ou seja,

obtemos um elemento candnico e de C(c) (como expressa a conclusdo da regra eX).

No ambito proposicional, a unido disjunta de uma familia de conjuntos pode ser lida como

sendo o quantificador existencial 3. Assim, definindo-se que

19para melhor legibilidade, omitimos as premissas que expressam os juizos de formagio, a saber: C(z) conj. [z €
(Xx € A)B(x)], A conj. e B(x) conj. [x € A]. Ja adotamos essa medida nas regras de IT e continuaremos a adotd-la
sempre que nao houver maiores problemas.
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(Ix € A)B(x) = (Tx € A)B(x),

temos as regras:

Formacio de -

[x € A]!
A conj. B(x) prop. |

13
(dx € A)B(x) prop.

Introducio de -

acA B(a) verd. .
(3x € A)B(x) verd.

De maneira geral, nas apresentacdes da regra de introdu¢do do quantificador existencial ndao
se explicita a premissa que assere a € A, de todo modo, a regra acima exprime a interpretagao
intuicionista de que uma prova candnica de (3x € A)B(x) consiste num par (a,b) em que b é
uma prova de que o elemento a realiza B. Note-se que o juizo (Ix € A)B(x) verd. suprime o
objeto de prova (a,b).

Eliminacio de
[x €A, B(x) verd.]!

(3x € A)B(x) verd. Cverd.
C verd. "

3

Como vimos na regra fX, o conjunto B(x) depende de uma varidvel x € A. No entanto,
nao havendo essa dependéncia, temos o conjunto que representa o produto cartesiano entre dois
conjuntos, que na contraparte proposicional exprime o significado da constante de conjun¢ao
A. Definindo-se

AANB = AxB = (Xx€A)B,

apresentamos as regras:

Formacao de A
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[A verd.)!
A prop. B prop. 1A
ANAB prop.

Exprime-se na premissa dessa regra a condi¢do de que a formacgdo da proposi¢ao B pode depen-

der da verdade da proposicao A.

Introducao de N

A verd. Bverd. ;,
ANB verd.

Eliminacao de A

[A verd., B verd.]!

AANBverd. Cverd. | A
C verd. ’

Tem-se aqui uma generalizagdo da regra de eliminagdo da conjun¢do, em que se exprime, numa
Unica regra, a eliminagdo de qualquer uma das proposi¢des que compde a conjun¢do. Sendo C

igual a A ou B, a regra se apresenta mais proxima da sua forma habitual:

ANB verd. [A verd.]! Len ANB verd. [B verd.]! 1

A verd. B verd.

Se na regra eX considerarmos um caso em que tomamos C(z) por A e d(x,y) por x, deriva-

mos o juizo E(c, (x,y)x) € A, que contém a fungdo definida no inicio desta segdo, i.e.,

[x €A,y B(x)]!
c€ (Zx€A)B(x) xeA

1, eX

Sendo assim, e definindo

p(c) = E(c, (x,y)x),

obtemos as seguintes regras derivadas:
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Projecio a esquerda

c € (EZx € A)B(x) 0 acA beB(a) |,
plc) €A p((a,0)) =acA

Do ponto de vista proposicional, a projecdo a esquerda nos esclarece que de uma prova de
(3x € A)B(x) podemos obter um elemento de A para o qual a propriedade B vale. Tendo isso
em conta, Martin-Lof (1984, p. 45 (24)) observa que a teoria intuicionista de tipos prescinde de

um operador descritivo como (1x)B(x), i.e., o x tal que B(x) vale.

Podemos ainda, também por meio da regra eX, derivar a funcdo E(c, (x,y)y), de projecdo a

direita. Basta tomarmos nessa regra d(x,y) por y, e C(z) por B(p(z)), o que nos dé

[x € A]! [y € B(x)]' o
v € B())' p(lx.y) =xea =
¢ € (Ex € A)B(x) yEBP(())) | 5

E(c, (x,y)y) € B(p(c))

Logo, definindo

Temos

Projecao a direita

c € (Exe€A)B(x) q acA b € B(a) o
q(c) € B(p(c)) q((a,b)) = b € B(a)

Quando o conjunto B nio depender da varidvel x, podemos ver as regras p e q da seguinte

maneira:

cEApr cEAqu
p(c) €A q(c) €B

que encaradas proposicionalmente nos dao

AABverd. ,5 ANBverd. ,5
A verd. Bverd.
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Com as regras vistas nesta se¢do, podemos derivar juizos que expressam os axiomas de

eliminacao da conjungdo:

Exemplo 3.4.6. Eliminagdo da conjuncao.

Ze@xB)
p(z) €A

1, Il
Az.p(z) E(AXB) — A

Exemplo 3.4.7. A mesma derivacdo anterior, s6 que com varidveis dependentes:

[z € (Zx € A)B(x)]! .
p(z) €A
Azp(z) € (EZx€A)B(x) - A

1, il

Exemplo 3.4.8. Eliminagdo do outro componente da conjuncao.

[z€AxB]!
q(z) €B

1, il
Az.q(z) € (AxB)—B

Exemplo 3.4.9. A mesma derivacdo anterior, s6 que com varidveis dependentes:

[z€ (Zx € A)B(x)]!

a(z) € B(p(z))
Az.q(z) € (Iz € (Xx € A)B(x))B(p(z))

1, Il

Exemplo 3.4.10. Observando a regra eX, ela nos diz que uma fungio d(x, y), de dois argumentos
—um no conjunto A e outro no conjunto B(x) —, produz uma fun¢do de um tnico argumento, o
qual consiste num par ordenado pertencente a um conjunto da forma (Xx € A)B(x). Derivaremos

a seguir um juizo que expressa essa condicao, ou seja, construiremos um elemento para

(Ix € A)(ITy € B(x))C((x,y)) — (IIz € (Xx € A)B(x))C(z)

A derivacio se dd da seguinte maneira (MARTIN-LOF, 1984, p. 48 (26)):
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f € (e A)(Ty € B@)C((y))! fredP
Ap(f,x) € (Iy € B(x))C((x,)) yeB®P
[z € (Ex e A)B(x)]* AP(AP((f,%),7)) € C((x,7)) , 5 5
E(z, (x,y) Ap(Ap((f,x),y))) € C(z)
Az E(z, (x,y) Ap(Ap((f,x),y))) € (z € (Ex € A)B(x))C(z)
AfAz.E(z, (x,y) Ap(Ap((f,x),y))) € (Ilx € A)(ITy € B(x))C((x,y)) — (Iz € (Ex € A)B(x))C(z)

k]

1, il

3.4.6 Uniao disjunta de dois conjuntos

Da unido disjunta de uma familia de conjuntos, passemos agora para a unido disjunta de
apenas dois conjuntos, também conhecida como soma de dois conjuntos. Por meio dela pode-

mos elucidar o significado, no ambito proposicional, da disjuncao.

Formacao de +

A conj. B conj. it
A+ B conj.

Introducio de +

i(a) eA+B j(b)cA+B
As constantes i e j nos dizem de onde provem o elemento de A + B. Desse modo, se um

elemento arbitrario ¢ € A 4+ B produz um elemento candnico da forma i(a) ou j(b), podemos

saber de qual dos conjuntos A e B o elemento ¢ € oriundo.

Eliminacao de +

Igualdade de +
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[x € A]! [y € B]!
beB dx)eC(ix)  e()eCily) |,
D(j(b), (x)d(x), (y)e(y)) = e(b) € C(j(b))

Elucidemos essas regras. A regra de eliminagéo forma a fungio D(c, (x)d(x), (y)e(y)), com-

putada deste modo:

1. Computa-se o elemento ¢ até a sua forma candnica;

2a. Se o valor obtido for da forma i(a), substituimos x, em (x)d(x), por a, entdo computamos
d(a);

2b. Se o valor obtido for da forma j(b), substituimos y, em (y)e(y), por b, entdo computamos
e(b).

De acordo com as premissas, d(a) produz um elemento candnico de C(i(a)), e e(b) produz
um elemento candnico de C(j(»)). Dado que se o valor de ¢ for i(a) temos ¢ = i(a) € A+ B,
logo C(c) = C(i(a)); e se o valor de ¢ for j(b) temos ¢ = j(b) € A+ B, logo C(c) = C(j(b)): nos
dois casos obtemos um elemento candnico de C(c).

Fazendo a defini¢do

AVB = A+B,
chegamos as usuais regras, em Deducdo Natural, da disjuncao:

Formacao de V

A prop. B prop. Py
AV B prop.

Introducao de VvV

Averd. B verd.

L2 yErM. _pyverew. v
AV B verd AV B verd l

Eliminacao de Vv

[A verd ]! [B verd.]!

AV Bverd. C verd. C verd. 1, ev
C verd.
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Podemos agora derivar juizos que exprimem o significado dos axiomas de introdugdo e
eliminacao da conjungdo:
Exemplo 3.4.11. Introdug¢ao da disjuncao.
[x € A]!

i(x) CA+B
Axi(x) €A — (A+B)

i+
il

De maneira andloga derivamos

Ay.j(y) € B— (A+B).

Exemplo 3.4.12. Eliminacdo da disjung@o.

|f € (Tx € A)C(i(x))? keAP? | [geyeB)C(()* ves?®
ccA+B) Ap(f ) € C() Ap(e.y) €CU0)) , .
D(z. () Ap(/,), ) Ap(.y)) € C(2) . |
A2D(z, () AP/, ) Ap(g.) € (T2 € A+ BYC(2) o
Re T D0 1) Al/.5).0) ok ) € (T € ECGD) > UL EAFFICE) -
Af Ag-Az.D(z, (x) Ap(f,x), (v) Ap(g,y)) € (Ix € A)C(i(x)) — ((Ty € B)C(j(y)) — (M €A+ B)C(z))

Do ponto de vista proposicional, e considerando o caso em que C(z) ndo depende de z, o

juizo ha pouco derivado corresponderia a

ADC)D((BDC)D(AVBDC(Q)) verd..

3.4.7 Igualdade proposicional

A teoria intuicionista de tipos abarca quatro caracterizacdes distintas de igualdade, as quais

sdo expressas por:

ey =;
2) A =B;
3) a=bcA;

) 1(A,a,b).
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A primeira igualdade, chamada de definicional, que vimos utilizando em defini¢des como
A — B = (IIx € A)B, é uma igualdade intensional, pois se trata de uma relacio entre ex-
pressoes linguisticas, ou seja, € uma relacao de sinonimia, que nos diz ser igual o sentido das
expressoes envolvidas, ndo o que elas possam denotar. Martin-Lof (1984, p. 31 (16)) nos diz

que precisamos dessa igualdade para verificarmos a corretude formal de uma inferéncia. Em

A verd. Bverd. ;,
AANB verd.

por exemlo, precisamos ter garantia de que as expressdes A € B que ocorrem na premissa sao

definicionalmente iguais as suas correspondentes ocorréncias presentes na conclusio.

Por outro lado, em (2) e (3) se expressa, no interior de um juizo, uma relacdo de igualdade
entre objetos. Uma igualdade como, por exemplo, 2> = 2+2 € N, nos diz que as expressoes
que ladeiam o sinal “="" possuem o mesmo valor, ndo que elas t€m o mesmo sentido, por isso

seria erréneo expressarmos isso por 22 =2+ 2.

A forma de igualdade (4) é também, como as dua dltimas, uma igualdade extensional, posto
que relaciona valores de expressdes. Sua diferenca é que I(A,a,b) se trata de uma proposic¢do
(que nos diz a e b serem elementos iguais do conjunto A), ndo de um juizo, permitindo-nos
assim inseri-la no interior de operacdes ldgicas, como conjunc¢do, disjuncdo, etc.. Vale notar,
contudo, que o juizo I(A,a,b) verd. é equivalente ao juizo a = b € A (MARTIN-LOF, 1984, p.
59 (32)).

Apresentamos entdo as regras de I:

Formacao de /

A conj. acA beA

11
I(A,a,b) conj.

Um ponto importante que podemos notar nessa regra de formac¢ao, como observa Thompson
(1999, p. 110), € que ela representa bem o fato de que na teoria intuicionista de tipos a sintaxe
¢ indissocidvel do aparato dedutivo do sistema — uma caracteristica que ressaltamos na secao
3.3. Como podemos ver aqui, a derivagcdo dos juizos a € A e b € A € condi¢c@o necessdria para
que formemos o conjunto I(A,a,b), em outras palavras, a regra de formagio depende que seja

primeiro efetuada a derivagdao de um juizo.

Introducao de /
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a=beA ,
rel(A,a,b)
Eliminacao de /
cel(A,a,b) o
a=becA
Igualdade de /
cel(A,a,b)

c=rel(A,a,b) I

Por meio dessas regras, podemos derivar os juizos que expressam o axioma de introdugao

da identidade e o principio leibniziano de indiscernibilidade de idénticos.

Exemplo 3.4.13. Axioma de introdu¢do da identidade.

1
7[)6 < A] refl
x=x€A i

rel(A,x,x)

, 1

Axore (Ix € A)I(A,x,x)

Exemplo 3.4.14. Indiscernibilidade de idénticos.

Proposicionalmente, expressariamos esse principio com a afirmacao de que elementos iguais

satisfazem as mesmas propriedades, i.e.

(Vx € A)(Vy € A)(I(A,x,y) D (B(x) D B(y))) verd..

Postergamos a derivacdo desse juizo, com a explicitacdo dos objetos de prova, para a sec¢io 4.3,

exemplo 4.1.



Capitulo 4
Conjuntos e Categorias

Apresentado o sistema de Martin-Lof, reservamos este capitulo para discutir a correspon-
déncia entre as nocdes de proposicdo, conjunto e categoria, nele presente. Propomos que,
diferentemente do que se costuma encontrar na literatura especializada !, considerar uma propo-
sicdo como um conjunto € diferente de considerd-la como uma categoria. Nossa argumentacao
aponta que a nogdo de proposi¢oes como conjuntos infringe uma caracteristica proposicional
basica, j4 manifestada em diferentes periodos da histdria da filosofia: a de que a compreensao
de uma proposi¢dao nio deve pressupor o conhecimento do seu valor de verdade (ou da sua
prova, como diria um intuicionista). Em seguida, empenhamos em demonstrar que a distin¢ao
proposta por Martin-Lof entre as no¢des de conjunto e categoria seria uma maneira de recupe-

rar a concepg¢ao de proposicao aqui defendida.

Na secdo em que se apresentou a elucidagdo semantica das quatro formas fundamentais de
juizo da teoria intuicionista de tipos, vimos que o conhecimento exigido para se ter o direito de

fazer um juizo da forma

A conj.

¢ de que saibamos como construir seus elementos, sendo que a prescricdo dessa construcio €
dada pelas regras de introducdo pertinentes ao conjunto em questdo. Como exemplo, apresen-

tamos o conjunto dos nimeros naturais N, mostrando que para termos o direito de fazer o juizo

"Martin-L6f (1984, p. 11 (21)) denomina categoria o que hodiernamente se consolidou com o nome “tipo” — a
partir da secdo 4.3.1, adotaremos a nomenclatura mais convencional. Dito isso, notamos em diversos lugares que
as expressdes proposicdes como tipos € proposi¢ées como conjuntos sao tratadas como sindonimas (cf. (MARTIN-
LOF, 1998a, p. 127-128), (NORDSTROM et al., 1990, p. 6), (VALENTINI, 1996, §3.2), (RANTA, 1995, p. 39,
§2.16), (BEESON, 1985, p. 247); neste ultimo, € interessante notar que o autor considera o conjunto N como
sendo a proposicao “existe um nimero natural’).

71
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N conj. devemos saber como construir os elementos candnicos de N (bem como os seus ele-
mentos candnicos iguais), o que € feito por meio de uma regra que introduz os sucessores de

Z€10.

Por meio da no¢do de proposi¢cdes como conjuntos, que considera uma proposi¢ao como
sendo o conjunto de suas provas, i.e., o conjunto dos objetos de prova construidos que a verifica,

as nog¢des de conjunto e proposicdo se tornam indistintas, como afirma Martin-Lof (1984, p. 13

(7):

Se considerarmos seriamente a ideia de que uma proposi¢ao é definida estabe-
lecendo-se como suas provas candnicas sao formadas [...] e aceitarmos que um
conjunto é definido prescrevendo-se como seus elementos candnicos sdo for-
mados, entdo € claro que manter distintas as no¢des de proposi¢do e conjunto
(e as nogdes associadas de prova de uma proposi¢cdo e elemento de um con-
junto) apenas conduziria a uma duplicagcdo desnecessaria. Ao invés disso, nds
simplesmente as identificamos, ou seja, as tratamos como uma tnica e mesma
nogio (grifo nosso) 2.

Tem-se assim que o direito de fazermos o juizo da forma

A prop.

pressupde o conhecimento de como construir as suas provas canonicas, as quais sao prescritas,
como no caso de um conjunto, por regras de introdu¢do. Com isso, Martin-Lof aparentemente
assume que o sentido de uma proposi¢ao sé seria alcancado a partir do momento em que se
apresentasse suas regras de introdugdo, que diriam quais seriam suas provas candnicas. Em
outras palavras, uma proposicao ndo teria sentido até que se pudesse prova-la. A esse respeito,
a seguinte citacio (MARTIN-LOF, 1984, p. 24 (13)) apresenta de maneira precisa esse posici-

onamento:

A regra de formacdo diz que podemos formar um certo conjunto (proposi¢ao)
de certos outros conjuntos (proposicdes) ou familias de conjuntos (fungdes
proposicionais). As regras de introducio dizem quais sdo os elementos cand-
nicos (e elementos candnicos iguais) de um conjunto, dando-lhe assim o seu
significado (grifo nosso) > .

Contudo, colocado nesses termos, parece chegarmos a um impasse que contraria nossas

intuicdes bdsicas a respeito do que seria uma proposi¢do, a saber: uma proposi¢cdo consiste,

2“If we understand the idea that a proposition is defined by laying down how its canonical proofs are formed
[...] and accept that a set is defined by prescribing how its canonical elements are formed, then it is clear that it
would lead to unnecessary duplication to keep the notions of proposition and set (and the associated notions of
proof of a proposition and element of a set) apart. Instead we simply identify them, that is, treat them as one and
the same notion”.

3“The formation rule says that we can form a certain set (propositions) from certain other sets (propositions)
or families of sets (propostional functions). The introduction rules say what are the canonical elements (and equal
canonical elements) of the set, thus giving its meaning”.
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sobretudo, numa pretensdo de verdade *, sendo que o estabelecimento dessa pretensio apenas
nos diz quais condicdes deveriam ser satisfeitas a fim de que a proposi¢do seja verdadeira, e ndo
como efetivamente realizar essas condi¢des, pois neste Gltimo caso uma proposi¢ao falsa seria
inconcebivel. Dado que intuicionisticamente a verdade de uma proposicao é definida como a
posse dos meios de construir a prova que a verifica, e que para termos condicdes de dizer que
algo € uma proposi¢do devemos saber como construir sua prova, o juizo a € A (juntamente com
a regra que permite introduzi-lo), que diz a proposicdo A ser verdadeira (pois apresenta o seu

objeto de prova), € pressuposto na elucidacdo semantica do juizo A prop..

Desse modo, na defini¢@o intuicionista de proposi¢do, toda proposi¢do prescreve (e € defi-
nida como sendo essa prescricdo) a constru¢do de sua prépria prova, além de que todo objeto
de prova é prova de alguma proposicao, pois esses objetos sO existem na medida em que exista
uma proposi¢do que instrua a sua constru¢do € a0 mesmo tempo seja o que se pretende provar

pela construcdo do objeto de prova que ela mesma prescreveu.

Para compreender melhor esse problema, convém nos determos um pouco na elucidagao
da teoria proposicional que estamos alegando ser contrariada pela concep¢do de proposi¢ao da
teoria intuicionista de tipos. Adentraremos nela por meio do que se costuma denominar de o
problema do falso. Propomos que nao poder formar uma proposicdo sem que antes se prescreva
a construcdo de sua prova conduz a aporia a respeito da impossibilidade do discurso falso,

apresentada por Platdo no didlogo Sofista.

4.1 O problema do falso

Pelo fato de nesta secao nos envolvermos com concepcoes filosoficas platdnicas e fregia-
nas, ela possui um tom diferente das demais, caracteristico dos conceitos pertinentes a essas
filosofias. No entanto, o ponto que gostariamos de destacar envolve uma questdo que parece
constituir fundamentalmente qualquer teoria proposicional: qual a relacdo de dependéncia en-

tre a compreensdo do que uma proposi¢ao diz e o estabelecimento de sua verdade.

Como proposi¢des falsas podem ser compreendidas? A perplexidade dessa pergunta é oca-
sionada por uma teoria proposicional que considera o poder descritivo das proposi¢cdes como
uma forma de conexio com a realidade. Dentro desse contexto, a verdade é encarada como
uma expressao do real, proposicdes sdo verdadeiras na medida em que descrevem aspectos da
realidade. Por isso a ocasido da interrogacdo acima, afinal, se as proposicdes verdadeiras des-

crevem a realidade, a tendéncia é concluir que as proposi¢des falsas ndo a descrevem, portanto,

“Essa expressio foi inspirada em (ANGIONTI, 2006, p. 19).
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de alguma forma perderiam o seu vinculo com a realidade, tornando-se assim incompreensiveis.

No exemplo do didlogo Sofista (PLATAO, 1972), a proposicio “Teeteto estd sentado” é
verdadeira porque hd um fato real que lhe corresponde, ao passo que “Teeteto voa” é falsa
justamente por haver a perda dessa correspondéncia. Entretanto, se ndo hd aqui uma situagcao
descrita, como é possivel compreender o que estd sendo dito? A proposicao falsa fala sobre algo,
mas isso a que ela faz referéncia nio se encontra da maneira como foi descrito, quebrando, desse
modo, a conexdo entre linguagem e realidade encontrada nas proposi¢des verdadeiras. Mas o
que entdo ela descreve? Pois desde que uma proposi¢ao seja compreendida, sua conexao com a

realidade nao pode ter sido completamente quebrada.

Platdo (1972, p. 162, 236¢) declara esse problema nos seguintes termos:

Que modo encontrar, na realidade, para dizer ou pensar que o falso é real
sem que, ja ao proferi-lo, nos encontramos enredados em contradi¢ao? (grifo
nosso).

A contradi¢do mencionada alude ao fato de que uma proposicao falsa ndo pode quebrar sua
conexao com a realidade, ela deve, de algum modo, “dizer ou pensar que o falso € real”, pois,
do contrdrio, ndo seria compreendida. Todavia, a garantia de sua compreensao reside em ndo

quebrar essa conexao, mas isso a tornaria verdadeira.

Essa conclusdo traz como coroldrio a prépria impossibilidade do discurso falso. Se uma
proposicdo verdadeira € inteligivel por estar, com sua descri¢do correta, vinculada a realidade,
uma proposi¢ao falsa seria incomunicdvel, ja que, ndo descrevendo a realidade, perderia seu
vinculo com ela. Ora, sendo assim, a existéncia de proposicoes falsas ja seria impedida desde
o principio, pois se elas sdo incapazes de transmitir uma informacao, sequer elas poderiam ser
reconhecidas como proposicdes. Esse problema é o cerne do paradoxo levantado no didlogo
Sofista quanto ao estatuto do discurso falso: se ele € de todo impossivel, porque ndo haveria
como compreendé-lo, sO resta entdo dizer verdadeiramente (e em contrapartida, isso traria a

indesejada consequéncia de ndo poder acusar a falsidade do discurso sofistico).

Em toda essa discussdo, vale notar a relacao irredutivel entre compreensdo e verdade: uma
proposicao so seria compreendida se ela fosse verdadeira. Essa € justamente a conclusdo que
nos parece levar a nocao de proposi¢cdes como conjuntos, ou seja, para se poder asserir que A €

uma proposicao, ja deveriamos saber como prova-la.

Todavia, tal conclusdo nio parece condizer com o movimento ordindrio da linguagem. Com
as sentengas interrogativas podemos exemplificar de maneira paradigmética que o contetido
comunicdvel de uma sentenca ndo s6 nao deve ser estritamente verdadeiro, mas, sobretudo,

independente do valor de verdade que ela possa expressar (FREGE, 2002, p. 16).

Uma sentenga interrogativa expde uma proposi¢do com o objetivo de obter uma resposta,
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a qual poderd ser negativa ou afirmativa, sendo que a proposic¢ao veiculada € o suporte sobre
o qual o juizo se baseia para declarar sua asser¢do. Contudo, € preciso notar que o valor de
verdade da interroga¢do nao estd em jogo num primeiro momento, quando o pedido é decla-
rado, pois a proposi¢do por ela expressa precisa ser apreendida antes de qualquer assercao ser
efetuada (FREGE, 2002, p. 17). Uma hipdtese quando € levantada, por exemplo, ndo estd com-
prometida de antemdo com nenhum valor de verdade, ela apenas lan¢a uma aposta que devera
ser averiguada, s a partir de entdo poderd surgir a asser¢ao de uma proposi¢do, reconhecendo-a

como verdadeira ou falsa.

No entanto, existe um problema se a proposicao expressa por uma sentenca for identificada
com a verdade, se o seu contetido informativo for legitimo desde que seja verdadeiro. A primeira
vista, isso acarretaria em dizer que uma proposicao falsa é carente de sentido, j4 que somente
as proposicoes verdadeiras t€ém sua condi¢ao de significatividade ratificada. Colocado assim,
a sentenca “trés € maior que cinco € falso” ndo teria sentido, pois o sujeito gramatical, “trés é
maior que cinco”, por representar uma proposicao falsa, ndo pode ser compreendido (FREGE,
2002b, p. 43).

No caso de sentencas interrogativas, isso traria ainda outras dificuldades, pois é preciso
distinguir a proposi¢ao sobre a qual se faz um julgamento, e o pedido de resposta propriamente
dito. A pergunta “é cinco maior que trés?”’ expressa a proposi¢ao cinco é maior que trés,
todavia, essa proposi¢do precisa ser verdadeira para ser o conteudo veiculado pela pergunta, do
contrério, esta nao teria sentido. Nesse caso, a resposta ja seria dada no momento mesmo da
formulacdo da sentenca interrogativa. Assim, o entrave é patente: ou a pergunta expressa uma

proposicao falsa, e ndo tem sentido, ou, por outro lado, possui sentido, mas se torna trivial.

Num contexto em que a falsidade da proposicao ndo é prontamente reconhecida, esse tltimo

ponto fica mais claro. Seja apresentada a seguinte sentenca (FREGE, 2002b, p. 44):
“E (21/20)'% maior que V1021 2~

Se essa pergunta fosse respondida afirmativamente, isso indicaria que a proposi¢do por ela
expressa € verdadeira, portanto, uma sentenca com sentido, ja que ndo exprime algo sem vinculo
com a realidade. Nao obstante, a investigacdo pela resposta poderia levar a uma conclusdo
negativa, indicando que a proposi¢ado ali expressa € falsa, ou seja, a sentenca seria destituida de

sentido.

A luz desse exemplo, cabe notar que independentemente da resposta obtida, a sentenca
interrogativa foi compreendida a ponto de levar a cabo uma investigacdo concluida num juizo
definitivo, demonstrando assim que o conteido de uma interrogacdo, seu sentido, ndo coincide

com um valor de verdade. O fato da compreensao de uma pergunta nao ser submetida a con-
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clusdo de sua resposta revela, portanto, a possibilidade de se perguntar pelo valor de verdade de

algo, pois a pergunta ndo sera ela propria também um juizo.

Desse modo, ficam estabelecidos, quanto a uma sentenga interrogativa, dois momentos dis-
tintos: um primeiro, que consiste na compreensdo da pergunta, € um segundo, a declaracdo
de um juizo a respeito do conteido da interrogacao (desde que a investigacdo ocasionada pela
pergunta leve a uma conclusio, do contrdrio a pergunta ainda permanece em aberto). Em con-
sequéncia, para que esses momentos ndo sejam confundidos, ndo pode ocorrer que o sentido
de uma sentenga seja identificado com um valor de verdade. Vale notar também que a proposi-
cdo expressa por uma sentenga interrogativa faz parte do sentido do juizo que a responde, uma
vez que este é compreendido da mesma maneira, exceto por ndo ser imparcial a respeito desse

conteudo.

Colocado nesses termos, torna-se manifesto a inadequagao de se confundir uma proposi¢ao
com o estabelecimento do seu valor de verdade, porque ela tanto pode ser o contetido semantico
de um juizo — que ird se posicionar a respeito do seu valor de verdade —, como o contetido de

uma interrogacdo — que nao é comprometido com nenhum valor de verdade.

Para concluir, ressaltamos que o problema discutido aqui ndo € estranho a Martin-Lof. Se
tomarmos o seu artigo On the Meaning of the Logical Constants and the Justification of the
Logical Laws, onde ele prioriza a perspectiva proposicional da teoria intuicionista de tipos,

encontramos a seguinte passagem:

A razdo pela qual eu disse que a palavra verificacdo pode ser perigosa é que
o principio de verificacdo formulado pelos positivistas 16gicos nos anos trinta
dizia que uma proposic¢ao € significativa se, e somente se, ela for verificdvel, ou
que o significado de uma proposicao é o seu método de verificacdo. Mas isso
é confundir significatividade e verdade. De fato, eu usei a palavra verificével e
a expressdo método de verificagdo. Todavia, o que é equacionado com verifi-
cabilidade ndo € a significatividade, mas a verdade de uma proposi¢do, e o que
se qualifica como um método de verificagdo € uma prova de que a proposicao
¢é verdadeira. Assim, o significado de uma proposi¢do ndo é o seu método de
verificagdo. Sobretudo, o significado de uma proposi¢ao é determinado pelo o
que é verificd-la, ou o que conta como a sua verificacio (MARTIN-LOF, 1996,
pp. 36-37) (grifo nosso) °.

>“The reason why I said that the word verification may be dangerous is that the principle of verification for-
mulated by the logical positivists in the thirties said that a proposition is meaningful if and only if it is verifiable,
or that the meaning of a proposition is its method of verification. Now that is to confuse meaningfulness and
truth. I have indeed used the word verifiable and the expression method of verification. But what is equated with
verifiability is not the meaningfulness but the truth of a proposition, and what qualifies as a method of verification
is a proof that a proposition is true. Thus the meaning of a proposition is not its method of verification. Rather, the
meaning of a proposition is determined by what it is to verify it, or what counts as a verification of it”.
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4.2 Como e o qué

Diante da aporia levantada na sec¢do anterior, o que aparenta estar em questao na correspon-
déncia entre conjuntos e proposi¢des € a distingdo que Martin-Lof faz entre conjuntos e catego-
rias. Ele nos diz (MARTIN-LOF, 1984, p. 21 (11)) que, ao contrério do que se dd no caso de
um conjunto, podemos compreender uma categoria sem que nos sejam dadas regras exaustivas
de como formar os objetos que a habitam. Assim, todo conjunto, que porta a instru¢do de como
construir seus elementos, seria uma categoria, mas uma categoria nao € necessariamente um
conjunto, ja que podemos compreendé-la mesmo que ndo saibamos como formar seus objetos.
Nessas condi¢des, correspondendo a nogdo de proposicdo a de categoria, o problema do falso
nao se faria presente, ja que poderiamos formar uma proposi¢ao sem a necessidade de pressupor

a formacao dos seus objetos de prova.

Com base nessa distin¢cdo, Martin-Lof (1984, p. 21 (12)) tem o cuidado de utilizar a palavra
objeto quando se refere ao que pertence a uma categoria, e a palavra elemento quando se refere
ao que pertence a um conjunto. Na seguinte passagem, ele nos esclarece o que tem em vista

com as no¢des de objeto de uma categoria e elemento de um conjunto:

Para se definir uma categoria nfo € necessdrio prescrever como seus objetos
sdo formados, mas apenas compreender o que um objeto (arbitrario) da ca-
tegoria €. Cada conjunto determina uma categoria, a saber, a categoria dos
elementos do conjunto, mas isso ndo se d no sentido inverso: por exemplo, a
categoria dos conjuntos e a categoria das proposi¢des ndo sdo conjuntos, uma
vez que nio podemos descrever como todos os seus elementos sio formados ©
(MARTIN-LOF, 1984, p. 21 (12)).

Desse modo, na definicdo do que é um conjunto, que envolve regras exaustivas quanto a
formacdo de seus elementos, os juizos da forma A conj. nao podem ser compreendidos sem as
regras de introducdo, que derivam juizos da forma a € A e prescrevem como os elementos de um
conjunto A sdo formados. Como ja vimos, o juizo N conj. € compreendido a luz das regras de
introducao relativas ao conjunto N, isso porque se estd tratando da formacao de um conjunto,
o qual exige a prescri¢do da formacdo dos seus elementos. E justamente essa indissociagio
entre regras de introducdo e regras de formacao, articulada por trds da no¢do de conjunto, que
ndo permite uma proposicao (entendida como sendo o conjunto de seus objetos de prova) ser

compreendida a ndo ser que seja verdadeira.

Consequentemente, para que uma proposicao possa ser caracterizada como sendo uma pre-

tensdo de verdade, de maneira que as suas condicdes de verdade (ou ao modo intuicionista, suas

%“To define a category it is not necessary to prescribe how its objects are formed, but just to grasp what an
(arbitrary) object of the category is. Each set determines a category, namely the category of elements of the set,
but not conversely: for instance, the category of sets and the category of propositions are not sets, since we cannot
describe how all their elements are formed”.
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condic¢des de prova) ndo pressuponham a realizac@o de sua verificacdo, ela deve ser equiparada
a uma categoria, ndo a um conjunto, i.e., ela consistiria na categoria dos seus objetos de prova.
Colocado assim, um juizo da forma a € A nos diria apenas o que seria uma prova da proposi¢ao
A, ndo como ela seria. Dado que A estd sendo encarada como uma categoria, nao é preciso
apresentar regras exaustivas de como essa prova € formada, ou seja, podemos dizer qual seria o
caso se essa proposicdo fosse verdadeira sem que com isso seja pressuposto o conhecimento de

como prové-la.

Se atentarmos ao emprego preciso das palavras objeto e elemento, notamos que na eluci-
dacdo semantica que Martin-Lof apresenta ao juizo da forma A conj., no seu livro Intuitio-
nistic Type Theory, ele utiliza a palavra elemento, dizendo-nos que um conjunto A é definido
prescrevendo-se como os seus elementos candnicos sdo formados (MARTIN-LOF, 1984, p- 8
(5)). Isso nos indica que essa defini¢do corresponde ao ambito dos conjuntos, ndo das catego-
rias. Sendo assim, podemos notar que, quando um conjunto € definido, fala-se de como formar
seus elementos, e ndo o qué eles seriam, dando a entender que a expressao como refletiria a

ideia de se apresentar regras exaustiva para a construcdo dos elementos.

Distinguindo-se assim o uso das expressoes o qué e como, reservando-se esta a defini¢do de
conjunto e aquela a defini¢do de categoria, soa bastante plausivel quando Martin-Lof (1984, p.
11 (6)) nos diz que “uma proposicio € definida estabelecendo-se o qué conta como uma prova
da proposi¢ao” (grifo nosso). Nesse sentido, uma proposi¢cdo pode ser caracterizada como uma
pretensdo de verdade, ja que ela apenas nos diz o que seria o seu objeto de prova, ndo se
imiscuindo, portanto, no seu processo de construcdo, ou seja, o que devemos saber para termos
o direito de fazer um juizo da forma A prop. ndo envolve nenhum conhecimento que implique

conhecer um juizo da forma a € A.

Essa concepcao de proposi¢do como categoria, € ndo como conjunto, parece ser mais pro-
xima da concepcao proposicional de alguns tedricos do intuicionismo. Heyting (1998, p. 307),
por exemplo, nos diz que uma proposi¢do expressa uma expectativa que pode ser realizada
ou malograda; Kolmogorov (1998, p. 330), por sua vez, considera uma proposi¢ao como um
problema a ser solucionado, o qual demandaria um método que instruisse a sua solug¢do. Par-
ticularmente, esta concepg¢ao proposicional € interpretada por Martin-Lof (1984, p. 6 (4)) da
seguinte maneira: “Na interpretacdo de Kolmogorov, a palavra problema se refere a algo a ser

7 8

feito e a palavra programa ' a como fazer isso”.

Gostarfamos assim de considerar do seguinte modo a forma de juizo que assere uma pro-

posicao:

"Martin-Lof (1984, p. 6 (4)) entende que “a é um método” pode ser lido como “a é um programa”.
8<In Kolmogorov’s interpretation, the word problem refers to something to be done and the word program to
how to do it”.
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a € _A
como o qué
Visto dessa maneira, o juizo A prop. nao pressupde que saibamos como provar A, tal pressupo-
sicdo concerne apenas ao juizo acima, que diz A ser verdadeira, ou seja, para se dizer que uma
proposi¢do € verdadeira, deve-se saber como prova-la. A respeito disso, Martin-Lot (1996, p.

36) afirma:

Observe que saber um juizo da segunda forma [i.e., a € A] é saber como, mais
precisamente, saber como verificar A, ao passo que saber um juizo da primeira
forma [i.e., A prop.] é saber um problema, uma expectativa ou intengao, que
€ saber o que fazer, simplesmente. [...] Assim, a diferenca entre essas duas
formas de conhecimento consiste na diferenga entre saber o que fazer e saber
como fazer. E, claro, ndo hd ddvida de que para sabermos como fazer algo
devemos primeiro saber o que é isso que é para ser feito (grifo do autor) °.

Resta agora compreendermos melhor o significado de dizermos que uma proposi¢do ex-
prime o que seria a sua prova. Tomemos o exemplo de Heyting (1998, p. 307), que considera a
proposicao “A constante de Euler é racional”. Utilizando C para se referir a constante de Euler,
a proposi¢do expressa por essa sentenga nos diz o que seria a sua prova, que nesse caso € a exis-
téncia de um par de nimeros inteiros (p,q), tal que p/q = C. Todavia, apesar de sabermos o
que seria a prova dessa proposi¢cdo, nao estamos ainda em condi¢do de dizer que temos a prova
dela, pois tal fato s6 serd alcancado quando estivermos de posse de uma demonstracio'® que

nos garanta que p/q = C € o caso, instruindo-nos como construir p/q.

Saber como realizar algo é o mesmo que saber que esse algo € realizavel, mas saber o que é
(ou o que seria) a realizacdo de algo ndo € o mesmo que saber que esse algo é realizavel. Apesar
de que saberiamos reconhecer uma prova de que C € racional, se ela nos fosse apresentada, ndo
podemos, somente por meio do esclarecimento das condicdes de verdade dessa proposi¢ao,
prova-la ' . Isso se assemelha ao que ocorre num sistema formal de 16gica de primeira ordem,
com suas regras de inferéncia e definicdes de formulas bem formadas, ou seja, apresentada uma

certa derivagdo, é decidivel se a férmula que aparece como conclusio se segue ou ndo dessa

9“Observe that knowledge of a judgement of the second form is knowledge how, more precisely, knowledge
how to verify A, whereas knowledge of a judgement of the first form is knowledge of a problem, expectation, or
intention, which is knowledge what to do, simply. [...] So the difference between these two kinds of knowledge is
the difference between knowledge what to do and knowledge how to do it. And, of course, there can be no question
of knowing how to do something before you know what it is that is to be done”.

19Para a nogdo de demonstragdo, cf. a secio 4.2.1, a seguir.

A esse respeito, Dummett (2000, p. 4) diz: “De um ponto de vista intuicionista [...], o entendimento de uma
sentenga matemdtica consiste na capacidade de reconhecermos a sua prova quando esta sentenca for apresentada
acompanhada dela; e a verdade de uma tal sentenca pode consistir apenas na existéncia de uma tal prova 2.

12“From an intuitionistic standpoint [...], an understanding of a methematical statement consists in the capacity
to recognize a proof of it when presented with one; and the truth of such a statement can consist only in the
existence of such a proof.”
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derivacdo, no entanto, da mera apresentacdo de uma férmula bem formada, ndo se pode decidir

se tal férmula é ou ndo derivdvel no sistema formal em questao.

Sob essa perspectiva, a teoria proposicional de Kreisel (1962, p. 201) vem a calhar:

O sentido de uma assercao matematica denotada por um objeto linguistico A é
intuicionisticamente determinado (ou compreendido) se tivermos estabelecido
quais construc¢des constituem uma prova de A, i.e., S€ possuirmos uma cons-
trugdo ry tal que, para qualquer construg@o c, r4(c) = 0 se ¢ for uma prova de
Aera(c) = 1 se ¢ ndo for uma prova de A (grifos do autor) '3.

Fazendo uma analogia a essa passagem, podemos dizer que estabelecer o que constitui uma
prova de uma proposi¢cdo A € poder decidir, para uma prova qualquer a, se ela é ou ndo uma
prova de A. Assim, o que devemos saber para termos o direito de fazer um juizo da forma
A prop. consiste num critério que nos diga, diante de uma prova, se ela € ou ndo uma prova de
A, desvinculando, desse modo, a compreensao de uma proposicao do conhecimento de como

prové-la.

4.2.1 Prova e demonstracao

Para melhor compreendermos o que argumentamos logo acima, é preciso observar que
Martin-Lof distingue entre prova de uma proposi¢do e demonstragdo de um juizo. Para ilustrar-
mos isso, considere-se uma deriva¢do na teoria intuicionista de tipos, a qual assume a seguinte

forma:

53
acA

Com ® nos referimos a todos os passos inferenciais que culminaram no estabelecimento do
juizo a € A. Assim, o que Martin-Lof denomina demonstragdo consiste no que ¢é referido por
9, ja o que ele denomina prova consiste nos objetos formados a esquerda do sinal “€”. Diante
disso, ndo seria adequado dizer que demonstramos uma proposi¢do, pois o que fazemos € de-
monstrar um juizo que contém uma proposi¢ao para a qual ele apresenta um objeto de prova,
sendo que este foi paulatinamente construido no percurso da demonstracdo. E ja que podemos

inferir

acA
A verd.

13“The sense of a mathematical assertion denoted by a linguistic object A is intuitionistically determined (or
understood) if we have laid down what constructions constitue a proof of A, i.e., if we have a construction r4 such
that, for any construction c, r4(c) = 0 if ¢ is a proof of A and r4(c) = 1 if ¢ is not a proof of A”.
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a apresentacdo desse objeto de prova constitui o cardter assertivo de um juizo.

Agora, sugerimos na se¢ao precedente que compreender o que uma proposicao diz consiste
em podermos decidir se uma dada prova € ou ndo a prova da proposi¢cdo em questdo. Sendo
assim, apresentado-nos um juizo da forma a € A, teriamos que ser capazes de saber — se de fato
compreendemos o que a proposi¢ao A diz — se a realmente consiste num objeto de prova de A.

Nio obstante, tal questdo nao € necessariamente respondivel.

O que se passa € que a teoria intuicionista de tipos pode ser concebida de maneria monomor-
fica ou polimérfica. Na condi¢do monomoérfica, a qual ndo diz respeito ao sistema apresentado
nesta dissertacdo, os proprios elementos formados contém informagdes que indicam o conjunto
a que pertencem. Por exemplo, uma fung¢do Ax.x, pertencente ao conjunto N — N, viria expressa
como Ax € N. x, indicando-nos assim, nela mesma, o dominio de seus argumentos. Por outro
lado, na versdo polimérfica ndo é feita essa descricdo, de modo que a func¢do Ax.x € tratada

indistintamente para qualquer dominio em questao.

[lustrando melhor esse fato, na teoria intuicionista de tipos polimérfica, o juizo

Ap(Ay.0, Ax.x) €N

seria indistinto para diferentes demonstragdes monomérficas, como as duas seguintes #:

0eN o keN' o
kyNﬁN.OE (N—)N)%N AnxeN— N oI
Ap(Ayn—n-0, Axy.x) €N
0eN i xe B 1, il
Ayg_p.0 € (B—)B)—)N Axg.x€B— B o

Ap(Ayp—B.0, Axp.x) € N

Isso nos revela que eliminando as informag¢des conjuntistas que acompanham os elementos, nao
saberiamos reconstitui-las, uma vez que elas se diferenciam de acordo com as demonstracdes
que as originaram. Nesse contexto, Nordstrom et al. (1990, p. 147) afirmam que “[u]ma
vantagem com uma versao monomorfica € que toda informagao sobre a validade do juizo esta

contida nele mesmo. Dado um juizo, é possivel reconstruir a sua derivagio” 1.

14Egse exemplo se encontra em (THOMPSON, 1999, p. 163). Para melhor legibilidade, adotamos a sua notacao,
que utiliza subscritos para discriminar nos elementos a origem dos conjuntos.
15¢One advantage with a monomorphic version is that all important information about the validity of a judgement
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Salvesen (1989) apresenta diversas propriedades que distinguem a teoria intuicionista de
tipos polimérfica da monomorfica, e nos esclarece, sobretudo, que elas ndo sdo equivalentes,
pois ndo derivam os mesmos juizos. Esse resultado é alcangcado provando-se que ha juizos
demonstrados na teoria polimorfica que ndo se originam — por apenas apagar as informacgdes

conjuntistas dos elementos — de nenhum juizo da teoria monomorfica.

Mas ainda ndo chegamos ao ponto que pretendemos. Apresentamos essa discussdo para
poder dizer que apenas na teoria intuicionista de tipos monomorfica se pode decidir, dado um
juizo da forma a € A, se a € um elemento de A — ou considerando no ambito da teoria da
computacdo, somente na versdo monomorfica temos a decidibilidade da checagem de tipos
(NORDSTROM et al., 1990, p. 7).

A consequéncia disso € que na versao polimorfica pode dar-se o caso de ndo sabermos reco-
nhecer uma dada prova de uma certa proposicdo. Precisamos, portanto, refinar o que dissemos
na secdo passada: uma proposicdo A nos diz o que seria a sua prova, mas diante de um objeto
de prova a atribuido a ela, podemos nao saber se a € A. Para podermos decidir, na teoria poli-
morfica, se a de fato € uma prova de A, deve-se apresentar esse objeto de prova juntamente com
a demonstracdo que o construiu. Numa palavra, conhecer um juizo da forma a € A — e com
isso poder dizer que com a sabemos como provar A — implica em saber demonstra-lo. Além
disso, observamos que nas citacdes de Kreisel e Dummett, logo acima, o uso por eles da palavra

“prova” corresponde ao uso que Martin-Lof faz da palavra “demonstracdo”.

4.3 A formaciao de conjecturas

No decorrer do livro Intuitionistic Type Theory, de Martin-Lof, notamos diversos exemplos
de demonstragcdes nas quais se usam as expressoes “assuma’ e “seja” (“‘assume” e “let”, respec-
tivamente, em inglés). Por exemplo, na derivacdo de um juizo em que a sua parte conjuntista
corresponderia, na 16gica de predicados, ao axioma de introducdo da conjuncdo ¢, Martin-
Lof (1984, p. 47 (25)) inicia a demonstragdo com as seguintes palavras: “Assuma A conj.,
B(x) conj. [x € A] e sejax € A, y € B(x)”. Tentemos reconstruir aqui essa demonstragdo, para

podermos compreender de perto o papel dessas expressdes.

Tomemos como assungdes os juizos que sdo convocados pela palavra “seja”, i.e., x €A e

y € B(x). A partir dai, construamos a arvore dedutiva da demonstracéio almejada:

is contained in the judgement itself. Given a judgement, it is possible to reconstruct a derivation of the judgement”.
16J4 apresentamos essa demonstraciio no inicio da dissertacio, todavia, sem o uso de varidveis dependentes.
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weAl  beB@P
(x,y) € (Zx € A)B(x)
Ay.(x,y) € B(x) = (Xx € A)B(x)
Ax.Ay.(x,y) € (Ilx € A)(B(x) — (Xx € A)B(x))

2, ill

1, il

Cada uma das assungdes foi descartada por uma aplicacdo da regra iIl, de modo que o
juizo obtido na conclusdo final ndo depende delas. Nao obstante, Martin-Lof diz ter assumido
dois outros juizos na sua demonstragdo, A conj. e B(x) conj. — este ultimo sob a assunc¢do de
que a ocorréncia da varidvel x depende do juizo x € A. De acordo com as regras de formagao,

observamos que a assung¢do deles € necessdria para se poder derivar o juizo

(Ix € A)(B(x) — (Xx € A)B(x)) conj.,

que se daria da seguinte maneira:

A conj. B(x) [x € A]! conj.
(Xx € A)B(x) conj.
B(x) — (Xx € A)B(x) conj.
(Ilx € A)(B(x) — (Ex € A)B(x)) conj.

2>
11

1, fTI

Nesse caso, perguntamo-nos se os juizos A conj. e B(x) conj. sdo assungdes como as que
ocorreram na derivacao anterior, ja que eles, diferentemente, ndo foram descartados, além disso

Martin-L6f os conclama pela palavra “assuma”, ndo pela palavra “seja”.

Trabalhando dentro dos limites expressivos do sistema até aqui apresentado, notamos nao
ser possivel darmos inicio a uma derivagdo a partir da assun¢do de um juizo da forma A conj..
Para entendermos esse limite expressivo, € preciso introduzir uma regra presente em alguns
textos de apresentacdo da teoria intuicionista de tipos (por exemplo, NORDSTROM et al., 1990,
p. 37 e THOMPSON, 1999, pp. 77 e 126), a qual explicita formalmente a introdugdo de

assuncdes numa derivagdo, trata-se da regra de assungdo (“assumption rule”, em inglés):

A conj. N
[x € A]

Essa regra condiz com a explicacdo do significado da primeira forma de juizo, apresentada
na secao 3.1. Dado que para termos condi¢des de asserir que A é um conjunto precisamos
apresentar regras exaustivas de como formar os seus elementos candnicos, segue-se natural-

mente que a partir de um conjunto A possamos supor um elemento arbitrdrio dele, o qual a
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qualquer momento poderd ser singularmente nomeado (pelo menos em principio) pelo método
de construcio que ja temos em maos. Além do mais, essa regra estd de acordo com a ordem de
prioridade conceitual das formas de juizo (MARTIN-LOF, 1996, p. 31), ou seja, os juizos de
formacdo sdo anteriores aos juizos que asserem o fato de um elemento pertencer a um determi-
nado conjunto, pois antes de sabermos se um elemento a pertence a um conjunto A, ja devemos
saber que A € um conjunto (ou falando em termos proposicionais, ndo faz sentido perguntar

pela prova de A se ja ndo soubermos que A se trata de uma proposi¢ao).

Desse modo, quando Martin-Lof nos diz “assuma A conj.”, tal juizo ndo se trata de uma
assuncdo que serd descartada em algum momento da derivacdo, trata-se antes de um juizo cate-
gobrico por meio do qual podemos conjecturar a respeito dos elementos de A, isso porque temos

a garantia de que A nao € um conjunto vazio (ou se for vazio, ja o sabemos).

Contudo, se o conjunto A foi formado por meio de uma regra inferencial, a premissa dessa
regra deve, por sua vez, ser composta por conjuntos ja previamente formados, de maneira que
assim retrocedemos paulatinamente até chegarmos a um conjunto que possa ser introduzido a

partir de nenhuma premissa.

Nesse contexto, lemos a seguinte afirmacao de Martin-Lof (1984, p. 65 (35)):

Note que, até o presente momento, ndo temos operagdes para construir conjun-
tos a partir do nada, mas apenas operacdes para obter novos conjuntos a partir
de conjuntos (e familias de conjuntos) ja dados. Introduzimos agora conjun-

tos finitos, que sdo dados imediatamente; de fato, suas regras de formacao de
17

conjunto ndo terdo premissas .

Como exemplo de conjunto finito, Martin-Lof (1984, p. 65 (35)) apresenta o conjunto N,,,
compreendido da seguinte maneira: o conjunto Ny ndo possui nenhum elemento (consequen-
temente, ndao possui regra de introdugdo); N possui o dnico elemento candnico 01; Ny possui
os elementos candnicos 02, 12; N, possui os elementos candnicos 0y, 1,,,...,m,. Tem-se assim a

seguinte regra de formacdo, que ndo carece de premissa:

N, conj.

Martin-Lof (1984, p. 65 (35)) utiliza o conjunto N,, para definir o conjunto vazio (que no
ambito proposicional corresponde a proposicdo do absurdo L, para a qual ndo existe regra de
introdugdo, uma vez que ndo possui prova) € o conjunto booleano Bool, que possui apenas dois

elementos, que estdo para o verdadeiro e para o falso. Temos entdo as defini¢des:

17“Note that, up to now, we have no operations to build up sets from nothing, but only operations to obtain new
sets from given ones (and from families of sets). We now introduce finite sets, which are given outright; hence
their set formation rules will have no premisses”.
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0 =1=Ny Bool = N,

Um outro conjunto que pode ser formado a partir de nenhuma premissa € o conjunto N,

visto em 3.4.3, que diferentemente do conjunto anterior, € infinito.

Posto isso, a teoria intuicionista de tipos possui a peculiaridade (comparando-a com a De-
ducdo Natural) de os juizos hipotéticos ndo ocorrerem no topo das arvores dedutivas, de fato, a
assuncdo de que um elemento pertence a um certo conjunto (que equivaleria a hipétese de uma
certa proposi¢ao ser verdadeira) € precedida por um juizo categérico que diz ser um conjunto o
conjunto em questdo. Portanto, no exemplo da derivagdo do axioma da conjung¢ao, que fizemos
logo acima, quando Martin-Lof diz “assuma A conj., B(x) conj. [x € A]”, pretende-se com isso
dizer que os conjuntos A e B(x) sdo derivdveis no sistema ou podem ser introduzidos imedia-
tamente, sem nenhuma premissa, sendo que a partir deles podemos fazer as hipéteses x € A e

y € B(x), ou seja, aquela derivagdo se iniciaria assim:

A conj. N
Aconj. B(x) conj. [x €A X
e 4] v € B(x)]

Um outro exemplo, para ilustrarmos o emprego da regra de assuncao, € a derivacao do juizo
correspondente ao principio leibniziano de indiscernibilidade de idénticos, prometido na se¢ao
3.4.7:

Exemplo 4.3.1. Indiscernibilidade de idénticos.

A conj. P A conj. P
[x € A]! [y € AJ? A conj. P
I(A,x,y) conj. A
[z€I(A,x,y)] u Aconj.
B(x) conj. x=y€ecA B(x) conj. [xc Al b
w e B0 B =B0) ,
veB)
Aw.w € B(x) — B(y) 3
Az ww € I(A,x,y) = (B(x) = B(y)) ol
Ay Az ww € (ITy € A)I(A,x,y) — (B(x) = B(y))

Ae Ay Az dww € (I € AY(ITy € AVI(A,x.y) — (B(x) — BO))
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Feitos esses esclarecimentos, colocamo-nos mais um vez, agora pela perspectiva dos juizos
hipotéticos, diante do problema da pressuposi¢do da prova proposicional, que ocorre com a
nog¢ao que identifica proposi¢des a conjuntos, ndo a categorias. Para se supor que um conjunto
A possui um elemento, pressupde-se a derivagao de um juizo da forma A conj., que por sua vez
embute a prescri¢do exaustiva dos seus elementos. Vendo pelo lado proposicional da histéria,
1sso acarreta na impossibilidade de se fazer conjecturas, uma vez que ndo ha como formar uma
proposi¢do para a qual ainda ndo sabemos como verificd-la, i.e., para a qual ndo temos um

método que nos diga como construir a sua prova.

Parece que assim nos deparamos com uma limitacdo expressiva da teoria intuicionista de
tipos. Em geral, num sistema formal de 16gica, as regras indutivas de formacgdo de férmulas
permitem construir formulas bem formadas cuja questio do seu valor de verdade ou verificabi-
lidade se encontra ainda no ambito da investigacdo, ou seja, por meio dessas formulas que se
acordam a sintaxe do sistema em questao, pode-se exprimir conjecturas. Mesmo que ndo tenha-
mos uma prova para tais formulas, sabemos, por meio das regras indutivas que as definem, de
qual sistema formal elas s@o origindrias. Na teoria intuicionista de tipos, todavia, pelo fato de as
regras de formacgdo estarem enquadradas no aparato dedutivo do sistema, encontramo-nos alija-
dos da possibilidade de derivar um juizo da forma A prop. para cuja proposi¢do A nao saibamos

como prova-la.

Levando a cabo essa consequéncia, seria razodvel concluir que uma conjectura expressa
pela linguagem da teoria intuicionista de tipos consistiria numa apropria¢io externa a essa lin-
guagem. Consideremos, por exemplo, uma conjectura expressa por A. Ora, se fossemos legiti-
mamente fazer o juizo A prop., que seria deriva-lo no interior da teoria intuicionista de tipos,
a proposi¢ao A ja ndo seria uma conjectura, justamente porque a derivacao daquele juizo exige
que saibamos como construir um objeto de prova de A. Desse modo, a formulacao de uma con-
jectura por meio da linguagem da teoria intuicionista de tipos sé ocorreria fora do seu sistema

formal, pois ele s6 consegue absorver proposi¢des para as quais podemos fornecer uma prova.

Num certo sentido, parece plausivel exigir que se tenha uma prova para toda proposi¢ao

formada, pois dessa maneira j4 se garantiria, desde o inicio, a corregdo do sistema !3.

A despeito disso, essa maneira de se garantir a corre¢do seria severamente restritiva, pois
como vimos, isso nos impediria, ao lidarmos com algumas hipéteses, de utilizar o seu poder

expressivo, a ndo ser que trabalhdssemos, de uma maneira informal, fora dele.

Mais uma vez, tudo indica que a noc¢ao de proposicdo nao deve se identificar com a no¢ao

18Vale notar que essa exigéncia nio afetaria a sua consisténcia absoluta, a qual exige que pelo menos uma
proposicédo ndo seja verdadeira. Por se poder derivar o juizo L prop. e ndo se poder derivar o juizo 1 € verdadeira,
dado o significado da proposicdo L, que diz ndo ser possivel construir para ela um objeto de prova, a teoria
intuicionista de tipos resguarda a propriedade de consisténcia absoluta (MARTIN-LOF, 1996, p. 53).
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de conjunto, mas com a de categoria.

Chamamos a atengdo para a seguinte afirmacio de Nordstrom et al. (1990, p. 4) 1:

E possivel escrever uma especificacdo sem saber se hd uma programa que a
realize. Considere, por exemplo:

a € € cEe n e n> a +b =c
JaeNT)(FbeN)(Fee N (Ine NT 2&d"+b" ="

a qual é uma especificacdo de um programa que computa quatro nimeros na-
turais tal que o tltimo teorema de Fermat & falso 2°.

De acordo com as correspondéncias estabelecidas na se¢@o 3.2, o que se chama aqui de especi-
ficacdo e programa equivaleria a proposi¢ao e prova, respectivamente. Tal passagem faz assim
um apelo a possibilidade de se formar proposicdes que exprimam conjecturas no interior da
teoria intuicionista de tipos. Dito de outro modo, seria possivel que se derivasse, por meio das

regras de formacao, o juizo

(JaeNT)3FpeNT)(Fece NN (Fne NN (n>2 & a"+b" = ") prop.,

sem que para tal esteja pressuposto o conhecimento de como provar essa proposicao.

Para podermos expressar na teoria intuicionista de tipos um juizo hipotético da forma acima,
precisamos introduzir formalmente a nog¢do de categoria, a qual, como ja dissemos, ndo exige
a prescri¢do exaustiva de seus objetos. Martin-Lof (1984, p. 21 (11)) fala sobre essa no¢do
apenas de maneira informal, sem apresentar as regras inferenciais que lhe dizem respeito, para

tanto, referimo-nos a apresentacao de Nordstrom et al. (1990, p. 137).

4.3.1 Tipos e categorias

Até aqui, as regras de formacao e introducdo apresentadas nos davam condicdes de intro-
duzir novos conjuntos e efetuar certas operacdes sobre eles, como produto cartesiano, unido
disjunta, etc.. O requisito basico para se formar um conjunto era o de prescrever como o seus
elementos candnicos, bem como os seus elementos candnicos iguais, sdo formados, de modo

que a relacdo de igualdade entre esses elementos fosse uma relag@o de equivaléncia.

19Esse livro consiste numa apresentacio da teoria intuicionista de tipos que ressalta, sobretudo, as caracteristicas
que se relacionam com a teoria da computagao.
20Tt is possible to write down a specification without knowing if there is a program satisfying it. Consider for
example:
(FaeNT)(FpeN)(FceN)(IneN)(n>2&d" +b"=c")

which is a specification of a program which computes four natural numbers such that Fermat’s last theorem is
false”. Vale observar que a demonstragdo de Andrew Wiles do tltimo teorema de Fermat ndo havia ainda sido
publicada, o que ocorreu em 1995.
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Ha uma outra maneira de se introduzir um conjunto, que é por meio da no¢do, mais pri-
mitiva, de tipo, assim, poderemos formar o tipo dos conjuntos, o tipo dos elementos de um
conjunto, o tipo das proposic¢des, etc.. De modo geral, “um tipo € uma cole¢cdo de objetos jun-
tamente com uma relacdo de equivaléncia” 2! (NORDSTROM et al., 1990, p. 137). Nota-se
que pedir apenas por uma relagdo de equivaléncia ndo exige uma prescricao precisa de como
formar os objetos que habitam o tipo em questdo, como se exigiria ao se introduzir um novo
conjunto, que por meio de regras de introducdo, seria demandada uma descri¢do exaustiva da
construcdo dos seus elementos. Desse modo, no ambito da distingdo conjunto/categoria, um
tipo se enquadra como uma categoria. De fato, daqui por diante chamaremos de tipo o que

Martin-Lof (1984, p. 21 (11)) chama de categoria, que em suas palavras, € assim definida:

Uma categoria é definida explicando-se o que um objeto da categoria € e
quando dois desses objetos sdo iguais. Uma categoria ndo precisa ser um con-
junto, desde que possamos compreender o que significa ser um objeto de uma
dada categoria mesmo sem regras exaustivas para formar seus objetos (grifo
do autor) 22.

Apenas com as regras de formagdo para conjuntos, ndo podiamos fazer suposicdes envol-
vendo conjuntos arbitrarios. Numa derivacdo s6 se podia assumir conjuntos que pudessem ser
introduzidos diretamente, como o conjunto dos nimeros naturais, por exemplo, ou que fossem
conclusio de uma regra de formacdo. Assim, ndo tinhamos condi¢des formais para expressar
uma hipétese como “seja X um conjunto”. Com a nog¢ao de tipo, porém, podemos, além de usé-
la para apresentar uma teoria de conjuntos, expressar formalmente hipéteses da forma X conj.
(NORDSTROM et al., 1990, p. 142).

As quatro formas de juizo sdo relidas nas seguintes formas, com a nogao de tipo:

(1) Atipo A é um tipo;

2) A=B A e B sdo tipos iguais;

3) a:A a é um objeto do tipo A;

4) a=b:A a e b sao objetos iguais do tipo A.

Apresentemos entdo algumas regras que nos permitem lidar com esses juizos.

O seguinte juizo pode ser introduzido diretamente, a partir de nenhuma premissa. Temos

assim o que se chama de regra de formacao de conjunto:

Conj. tipo

21«3 type is a collection of objects together with an equivalence relation”.

224A category is defined by explaining what an object of the category is and when two such objects are equal.
A category need not be a set, since we can grasp what it means to be an object of a given category even without
exhaustive rules for forming its objects”.
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Sendo A um conjunto, pode-se formar o tipo dos elementos de A:

A :Conj. A=B:Conj.
El(A) tipo EI(A) =EI(B)

Se optarmos pelas seguintes defini¢des, como fazem Nordstrom et al. (1990, p. 139), temos

0s nossos juizos habituais:

Aconj. = A:Conj.
a€A = a:EIA)

Para a nocao de tipo, temos a regra de assuncao abaixo:

Conj. tipo
[X : Conj.]

Podemos entdo derivar a hipétese de que um elemento arbitrdrio pertence a um conjunto X

qualquer:

Conj. tipo
[X : Conj.]
El(X) tipo
[x:El(X)]

De acordo com a defini¢do acima, essa conclusdo corresponde ao juizo hipotético

xeX.

Assim, com a nocdo de tipo podemos fazer derivacdes hipotéticas cujo juizo concluido
possa depender de um conjunto arbitrdrio, para o qual ndo temos ainda um método que instrua

a construcao dos seus elementos.

Exemplo 4.3.2. Permutagio do quantificador universal NORDSTROM et al., 1990, p. 55).

N conj. N
[w € (Ix € N)(TTy € Bool) X (x,y)]" [x € N]? - Bool conj.
Ap(w,x) € (Ily € Bool) X (x,y) [y € Bool]? oI
Ax.Ap(Ap(w),y) € (e N) X(ey) | o

Ay.Ax. Ap(Ap(w,x),y) € (ITy € Bool)(Ilx € N) X (x,y)

1, il
Aw.Ay.Ax. Ap(Ap(w,x),y) € (TLx € N)(Ily € Bool) X (x,y) — (Ily € Bool)(Ilx € N) X (x,y)
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A hipdtese 1 deve ser obtida por meio da seguinte derivagao:

Conj. tipo Bool conj.
[X (x,y) conj.| [y € Bool| m N conj.
(ITy € Bool) X (x,y) conj. [x € N]

jas!

(Ilx € N)(Ily € Bool) X (x,y) conj. A
[w € (Ilx € N)(ITy € Bool) X (x,y)]

Desse modo, toda a derivagio depende da assung¢io [X (x,y) conj.], ou seja, o conjunto

(Ix € N)(ITy € Bool) X (x,y) — (Ily € Bool)(Ilx € N) X (x,y)

ndo serd vazio desde que possamos formar um conjunto X (x,y).

4.4 Hipotese e negacao

Diante do que ja vimos, evidencia-se que a no¢do de proposicdes como conjuntos é dife-
rente da nocdo de proposicoes como tipos, justamente por causa dos distintos pré-requisitos
de formacgao estabelecidos para um tipo e para um conjunto. Fizemos notar, principalmente,
que identificando uma proposicdo com o conjunto de suas provas ndo seria possivel formar
proposi¢des que expressassem conjecturas, uma vez que para se formar um conjunto é pre-
ciso especificar como os seus elementos sdo construidos — consequentemente, nao haveria uma

proposicdo em relacdo a qual ja ndo se soubesse como construir a sua prova.

Em vista disso, hd uma interessante passagem de Brouwer onde se suscita uma discussao
sobre a implicagcdo e a concepg¢do de raciocinio hipotético a ela envolvida. Analisando-a po-
demos observar como a nogdo de hipdtese pode ser afetada pela distingdo conjunto/tipo. A

passagem € a seguinte:

H4 um caso particular, no qual a cadeia de silogismos tem uma caracteristica
um pouco diferente, que parece mais proximo das figuras 16gicas usuais e que
de fato parece pressupor o juizo hipotético da légica. Isso se dd quando uma
estrutura dentro de uma estrutura € definida por alguma relagcdo, sem se reco-
nhecer imediatamente nisso os meios para construi-la. Aparentemente, nesse
caso se assume que a estrutura requerida foi construida e se deriva dessa as-
sun¢do uma cadeia de juizos hipotéticos.

Mas isso ndo é mais do que aparente; o que realmente se faz nesse caso con-
siste no seguinte: comeca-se por construir um sistema que satisfaz parte das
relacdes requiridas e se tenta deduzir delas outras relagdes, de um modo que,
no final, as relacdes deduzidas possam ser combinadas, num sistema de con-
dicdes, com as relacdes que até o momento ndao foram usadas, tal que esse
sistema de condi¢Oes sirva de ponto de partida para a constru¢io do sistema
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requirido inicialmente. Somente por essa constru¢cdo se demonstra que a con-
di¢do pode ser realmente realizada (Brouwer apud (DALEN, 2004b, p. 4-5))
23

Dalen (2004b, p. 6) interpreta essa passagem como uma elucidac¢io do significado de uma
implicagdo A — B, que poderiamos descrever nos seguintes termos: primeiramente se apresenta
uma proposicdo A; apos uma “atividade de construcdo” (ATTEN, 2012, §2.2), obtém-se uma
prova que cumpre com as suas especificacdes. Ja entdo com essa prova em maos, volta-se para
a implicagdo, o que ird culminar na constru¢do da prova de B e no corresponde intrincamento

de estruturas respectivo a essas duas proposicoes.

O que gostariamos de salientar é que, de acordo com essa interpretacdo, nao ha espago para
construgdes hipotéticas, hd somente transformacgdes aplicadas sobre construgdes ja realizadas,
ou melhor dizendo, construcdes denotadas por juizos categdricos. Como Atten (2012, §2.2)
esclarece, nessa interpretacio uma implicacdo nada mais seria do que uma conjungdo A A B,
exceto pelo fato de haver a informagdo adicional de que a constru¢do da prova de B foi obtida a
partir da prova de A, que seria o que chamamos de intrincamento de estruturas. Nesse contexto,

Dalen (2004b, p. 4) faz a seguinte afirmacao:

Ele [Brouwer] criticou o costume aceito de se assumir uma estrutura para A
(ou, em linguagem moderna, um modelo) e proceder “hipoteticamente”. Ao
invés de uma estrutura assumida, ele demandava uma estrutura construida *.

Evitando-se construcdes hipotéticas, que para Brouwer sido de cardter 16gico (ATTEN,
2012, §2.2), ele reafirmaria o seu posicionamento tedrico (para o qual ndo temos aqui um es-
paco conveniente para entrarmos em detalhes) que diz respeito a prioridade do pensamento

matematico sobre o pensamento 16gico:

De acordo com essa leitura, A — B sé pode ser asserida apds uma constru¢ao
para A ter sido encontrada. A ideia é clara, a saber: insistindo que seja forne-
cida uma construcdo que prove o antecedente, evita-se construcdes hipotéticas
e o uso de logica que elas requerem (ATTEN, 2012, §2.2, grifo nosso) 2.

23“There is a particular case, where the chain of syllogisms has a somewhat different character, that seems
closer to the usual logical figures, and which indeed seems to presuppose the hypothetical judgment of logic. This
is where a structure inside a structure is defined by some relation, while one does not recognize in it immediately
the means to construct it. It seems that in that case one assumes that the required structure was constructed, and
that one derives from this assumption a chain of hypothetical judgments.

“But this is no more than apparent; what one really does in this case, consists of the following: one starts to
construct a system that satisfies part of the required relations, and tries to deduce from these relations other ones in
such a way that in the end the deduced relations can be combined with the ones that have so far not been used into
a system of conditions, that may serve as a point of departure for the construction of the required system. Only by
this construction it is shown that the condition can indeed be satisfied”.

24“He [Brouwer] criticized the accepted custom to assume a structure for A (or, in modern language, a model),
and to proceed “hypothetically”. Instead of an assumed structure, he demanded a constructed structure”.

23¢On this reading A — B can be asserted only after a construction for A has been found. The idea is clear:
namely, to avoid hypothetical constructions, and the use of logic they require, by insisting that a construction be
supplied that proves the antecedent”.
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Ora, se considerarmos a no¢do de proposicoes como conjuntos, vemos que na teoria in-
tuicionista de tipos o significado da implicacdo (i.e., 0 “meaning explanation” dado a uma
proposi¢do da forma A D B) pode ser interpretado da mesma maneira que Dalen interpretou
o significado da implicacdo concebida por Brouwer. Dado que a formac¢@o de uma proposi¢cao
ja pressuporia o conhecimento de como construir a sua prova, diante de uma hipétese [x € A]
J& saberiamos como instanciar a varidvel x, ou seja, a derivagdo de uma proposi¢dao na forma
de uma implicagdo seria o processo de transforma¢ao de uma prova de A (que temos em maos)

numa prova de B.

Como uma manifestacio a favor dessa posi¢do, podemos citar a passagem abaixo, que se

encontra numa carta, datada de 5 de margo de 1976, de Martin-Lof a Dummett 26,

Para explicar o significado de uma implicacdo A D B, nds temos que expli-
car qual é o propésito (funcdo, papel) de uma prova candnica de A D B. E,
particularizando a explicacdo dada acima [para o produto cartesiano de uma
familia de conjuntos (ITu € A)B(u)], esse propdsito é para ser aplicado a uma
prova candnica da proposi¢do denotada por A, assim produzindo uma prova
candnica da proposi¢ao denotada por B. De modo algum € correto dizer que o
significado de A D B é determinado pela regra de introdugio ?’.

A prova candnica da proposi¢do A, mencionada nessa citacdo, ndo ¢ uma prova assumida
de A, mas uma prova jd obtida, pois se o significado da implicacao for dado por sua regra de
eliminacdo (j4 que na citagdo se diz que o seu significado ndo € compreendido pela regra de

introducdo), i.e.,

MbeADB acA
Ap(Ax.b,a) € B

isso quer dizer que ja se logrou a constru¢do da prova a.

A despeito dos embates que essa interpretacao do significado da implicac@o possa suscitar,
gostariamos de sugerir que, na teoria intuicionista de tipos, a implicacdo pode ser compreendida
de duas maneiras, o que depende de considerarmos uma proposi¢ao como um conjunto ou como
um tipo. Uma das interpreta¢des consiste no que especificamos acima, pertinente ao ambito das
proposicoes como conjuntos e a privacdo de derivacdes hipotéticas. Ja a outra interpretacao
permite o uso de proposi¢des hipotéticas, ou seja, podem-se construir derivagdes que fazem uso

de proposi¢des para as quais ainda é uma questdo pendente a existéncia de sua prova.

20FEssa carta pode ser encontrada na péagina pessoal de Noam Zeilberger, no seguinte endereco:
http://www.pps.univ-paris-diderot.fr/~noam/archive/martin-lof--dummett.pdf .

27“To explain the meaning of an implication A O B, we must explain what is the purpose (function, role) of
a canonical proof of A D B. And, specializing the explanation given above, this purpose is to be applied to a
canonical proof of the proposition denoted by A, thereby yielding a canonical proof of the proposition denoted by
B. In no way is it correct to say that the meaning of A D B is determined by the introduction rule”.
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Se voltarmos para a derivacdo que expressa a permutacido dos quantificadores universais,
apresentada no exemplo 4.2, notamos que a derivacao se procede por meio de uma constru¢do

hipotética a partir da hipétese que se tem uma prova w da proposi¢ao

(Vx € N)(Vy € Bool) X (x,y).

A implicagdo em que se conclui a derivacdo foi introduzida a revelia de se ter efetivamente
construido a prova w, uma vez que para tal deveriamos especificar a formagdo dos elementos
de um conjunto da forma X (x,y), que nesse exemplo ndo passa de um tipo. Em outras palavras,
admitindo-se a nog¢do de tipo, que ndo exige a prescri¢cao exaustiva de seus elementos, podemos
fazer construgdes hipotéticas a partir da assun¢do de proposi¢cdes que nao sabemos ainda se suas

especificagdes sdo realizaveis.

4.4.1 O principio de ex falso quodlibet

A partir dessa elucidacdo do significado da implicagdo na teoria intuicionista de tipos, po-
demos levantar algumas observacdes sobre a negacdo, uma nocao estreitamente vinculada a
implicacdo, dado que, intuicionisticamente, interpreta-se a negacdo de uma proposicao A como

uma implicagdo que resulta numa contradi¢do quando se assume a verdade de A, i.e., A DL.

Como uma proposi¢ado é considerada verdadeira desde que possamos realizar a construgao
de sua prova, dizer que uma proposicao € falsa significa ser impossivel construir a sua prova.
Nesse sentido, a demonstra¢do da impossibilidade da constru¢do de uma prova para uma pro-
posicdo A € entendida como a derivagdo de uma contradi¢do a partir da tentativa de construir

uma prova de A.

Apresentamos a seguir, na tentativa de esclarecer esses pontos, um exemplo (SUNDHOLM,

1994, p. 164) envolvendo negacio:

ze@An~A)]

g(z) e~A der. [z€ (AN ~ A)]!
qz)€AD L p(z) €A
Ap(q(z),p(z)) € L
Az.Ap(q(z),p(z)) € (AAN~A) D L

en

)

1,

Comecamos por assumir a proposi¢io A A ~ A. Tratando-se de uma conjung¢do, a prova
dessa proposi¢do € constituida por um par ordenado, a partir do qual, por meio de uma fun¢do

projecdo, pode-se extrair separadamente tanto a prova p(z) de A quanto a prova g(z) de ~ A.
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Como a prova ¢(z) consiste num método que transforma qualquer prova de A no absurdo, a
proposi¢do A A ~ A implica um absurdo, basta aplicar o método que prova ~ A ao objeto de
prova de A, i.e., Ap(¢(z),p(z)). Por fim, eliminando-se a hipétese introduzimos a implica¢do

presente no juizo que conclui a derivagdo.

Mas o que mais se importa notar nesse exemplo € que nunca existird, por se tratar de uma
contradi¢do, uma prova para o antecedente da implicagdo (A A ~A) DL, o que quer dizer que,
no caso da negacao, articula-se com uma nog¢do de implicacdo em que a realizac¢do da constru¢ao
da prova do antecedente nio estd pressuposta, mesmo no contexto da nocdo de proposicoes
como conjuntos. Isso se explica por dois motivos: o primeiro € que a regra de formacdo do
conjunto vazio ndo tem premissa, i.e., um conjunto vazio pode ser formado imediatamente; o
segundo € que nao ha regra de introducao para o conjunto vazio. Assim podemos perfeitamente

supor uma prova para a proposicao contraditéria que deu inicio a derivacdo acima:

N conj. N
Ny conj. [xeN]! L
N conj. N — Ny conj. n ’

NA(N — Ny) conj.
[z€ (NA(N — Np))]

No que diz respeito a regra de elimina¢do do absurdo (MARTIN-LOF, 1984, p. 67 (36)),
também conhecida como ex falso quodlibet, ¢ também preciso lidar com uma no¢ao de impli-
cacdo que ndo pressuponha a prova do antecedente. Dalen, por exemplo, ao comentar sobre a
insercdo dessa regra na logica intuicionista de Heyting, nos diz que isso ndo seria possivel se

nao houvesse uma concepg¢ao de implicacdo em que a hipdtese do antecedente ndo envolvesse

28

a realizacao efetiva de sua prova “°, ou seja, tal prova consistiria apenas numa promessa:

No caso do Ex Falso, o peso do papel da implicacio é colocado sobre a cons-
trucdo. Uma vez que o falsum 1 ndo tem prova, qualquer construgdo p es-
tabelece L— A e, claro, também A — (—A — B). Assim, a justifica¢do de
Heyting do Ex Falso é, apesar de hesitante, o argumento mais aceito hoje. Mas
também € digno de nota que ela consiste no Unico caso em que a caracteristica
de ‘promessa’ de uma construc¢do é explicitamente usada e em que nenhuma
construgdo foi levada a cabo (DALEN, 2004b, p. 10-11, grifo nosso) %°.

Como vimos, o juizo de formacdo 1 prop. (ou Ny conj.) pode ser assumido imediatamente,

sem o intermédio de nenhuma premissa, pois, de acordo com os critérios semanticos da teoria

Z8Dalen (2004b, p. 11) chama essa concepgio de implicagio de “visdo moderna da implicagdo”.

29«[TThe burden of the role of implication in the case of Ex Falso, is placed on the construction. Since falsum, L
has no proof, any construction p establishes | — A, and of course also A — (—A — B). Thus Heyting’s justification
of the Ex Falso principle is, albeit hesitant, the standard argument of today. But it is noteworthy that it is also the
only case where the ‘promise’ character of a construction is explicitly used, and where no construction is carried

29

out”.
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intuicionista de tipos, ele é evidente por si mesmo. Dado que o conhecimento de que algo é uma
proposicao se dd quando sabemos o que conta como a sua prova, a evidéncia do juizo L prop.
consiste em nds termos conhecimento do que conta como uma prova de L. Assim, de acordo
com a elucidac¢do semantica da proposicao L, ela consiste numa proposi¢ao que em condi¢cdo
alguma € verdadeira, ou seja, uma proposi¢ao para a qual ndo existe uma prova. Apesar de soar
um pouco estranho, dizer que nada pode contar como uma prova de uma certa proposi¢ao €

também dizer o que conta como a sua prova. Dirfamos:
“O que conta como uma prova da proposi¢ao L ?”
“Nenhuma prova.”

Tal resposta, mesmo ndo nos fornecendo um critério para um possivel objeto de prova
(como no caso de uma proposi¢do constituida por um dos conectivos 16gicos até aqui analisa-
dos) nao deixa de dizer o que conta como uma prova dessa proposicao. Martin-Lof (1996, p.

51) faz a seguinte afirmacdo a respeito:

[P]ara tornar isso [0 juizo L prop.] evidente, eu tenho que explicar o que conta

como uma verificagdo de L. A explicacdo é que ndo hd nada que conta como
30

uma verificagdo da proposicdo L. Sob nenhuma condic¢do ela é verdadeira ~°.

Assim, se uma regra de introdu¢do promove a construcao da prova da proposi¢do que se
infere, € inconcebivel que haja uma regra de introducdo para L. Por essa razdo ndo se de-
riva o juizo 1 é verdadeira, pois isso pressuporia uma regra de introducdo que evidenciasse a

existéncia de um objeto de prova para L.
A partir disso, podemos esclarecer a regra de eliminacdo de 1. (MARTIN-LOF, 1996, p.
52):

L éverdadeira , |
C é verdadeira

Essa inferéncia se justifica porque nos comprometemos a apresentar uma prova da proposi-
cdo C assim que tivermos uma derivacao do juizo L ¢ verdadeira. Contudo, como sabidamente
esse juizo € de modo algum derivavel, ndo ha nada que possa abalar o compromisso que firma-
mos, por isso a inferéncia € valida. Martin-Lof (1996, p. 52) argumenta que essa inferéncia se

assemelha ao que ocorre quando alguém diz

“Eu comerei meu chapéu se vocé fizer isso e aquilo”,

30¢[T]o make it evident, I have to explain what counts as a verification of L. The explanation is that there is

nothing that counts as a verification of the proposition L. Under no condition is it true”.
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sendo que a pessoa que o disse esta certa de que o “isso e aquilo” que ela requisitou é impossivel

de ser realizado.

Retornando a inderivabilidade do juizo que afirma o absurdo ser verdadeiro, ou que ha
uma prova para o absurdo, podemos ainda argumentar da seguinte maneira: uma proposi¢ao
¢ verdadeira se, e somente se, o juizo que assere a sua verdade pode ser demonstrado, o que,
por contraposicao, nos dd: uma proposicao € falsa se, e somente se, 0 juizo que assere a sua
verdade ndo pode ser demonstrado 3'. Tomando uma dire¢éo da bi-implicacio, temos: se uma
proposicao € falsa, entdo o juizo que assere a sua verdade ndo pode ser demonstrado. Tendo em
vista que L ndo possui prova, i.e., é falsa, segue-se que o juizo L ¢ verdadeira nao pode ser

demonstrado.

Assim compreendido o uso da proposi¢do L, dirfamos que a teoria proposicional intuicio-
nista que nao admite derivagdes hipotéticas, como poderiamos interpretar a citacdo de Brouwer
acima, teria problemas com a negacao, ja que o uso do ex falso quodlibet envolve a ideia de
promessa de uma constru¢do, ou seja, seria preciso assumir (i.e., fazer uma hipétese) a posse
da prova de uma proposi¢do que mais tarde se revelaria ndo poder ter sido provada. No entanto,
com a nog¢do de proposigcoées como conjuntos, da teoria intuicionista de tipos, podemos, mesmo

nao admitindo derivagdes hipotéticas, manter o emprego do ex falso quodlibet.

4.5 Dominio e quantificacao

Observamos que a no¢do de conjunto se difere da de categoria por se exigir uma prescri¢ao
precisa da construcdo de seus elementos. Nesta secdo gostariamos de ressaltar que na teoria
intuicionista de tipos o dominio sobre o qual uma proposi¢cao quantificada toma seus argumentos
consiste num conjunto, sendo esta a condi¢dao que possibilita uma interpretacdo construtiva dos

quantificadores.

Na secao 3.4, apresentamos a seguinte regra de formagdo, que concerne a uma proposi¢ao

universalmente quantificada:

[x € A]
A conj. B(x) prop.
(Vx € A)B(x) prop.

Argumentamos aqui que A ndao pode ser uma proposi¢ao (como nos permitiria a correspondén-

cia entre conjuntos e proposicdes), porque a interpretacao construtiva do juizo (Vx € A)B(x) prop.

3INo sentido de que é impossivel demonstra-lo, ndo no sentido de que uma demonstragio dele nio pdde ainda
ser dada.
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exige que tenhamos um método que nos diga como construir os elementos pertencentes ao do-
minio que estd sob a abrangéncia do quantificador. Tentaremos chegar a essa conclusdo perpas-
sando algumas no¢des de dominio que se contrastam a no¢ao corroborada pela teoria intuicio-

nista de tipos.

Um conjunto se aproxima a nocao légica usual de dominio de um discurso, ou dominio de
significatividade, na medida em que seus elementos servem de argumentos aos termos de uma

proposicdo. Como Martin-Lof (1998a, p. 127) nos diz:

[Um] objeto matemético € sempre dado juntamente com o seu tipo, isto €,
ele ndo € apenas um objeto, ele € um objeto de um certo tipo. Isso pode ser
considerado como uma formulacido ao mesmo tempo mais simples e mais geral
da doutrina de tipos, de 1903, de Russell, de acordo com a qual um tipo € o
escopo de significatividade de uma funcdo proposicional, pois, na teoria que
eu estou prestes a descrever, toda funcdo proposicional terd, de fato, um tipo
como seu dominio (grifo do autor). 32

Nesse trecho, onde Martin-Lof diz tipo podemos ler conjunto, como a seguinte citagao

atesta:

E quanto a palavra tipo, no sentido 16gico dado a ela por Russel com a sua
teoria ramificada (resp. simples) de tipos? Tipo € sindnimo de categoria ou
de conjunto? Em alguns casos é sinbnimo de um, aparentemente, € em outros,
de outro. [...] Quando um tipo é definido como o escopo de significatividade
de uma fun¢do proposicional, de modo que tipos sdo aquilo sobre o qué os
quantificadores variam, entdo parece que um tipo € a mesma coisa que um
conjunto (MARTIN-LOF, 1984, p. 22 (12)) 33.

Contudo, a teoria intuicionista de tipos ndo consiste num mero escalonamento ontolégico,
uma vez que um conjunto nao se resume a uma demarcacgdo de entidades subdivididas de acordo
com interpretagdes proposicionais significativas. Um conjunto, entendido como dominio de

significatividade, s6 existird se ele puder prescrever a constru¢do dos elementos que o habitam.

Se observarmos, por exemplo, a teoria de modelos, a constituicio semantica de uma lin-
guagem formal ocorre pela elei¢do de um dominio sobre o qual (por meio da defini¢do de uma
interpretagcdo) os termos da linguagem em questdo adquirird seus valores. Em geral, tais domi-

nios simplesmente sdo apresentados como o conjunto de entidades pertinentes a teoria que se

324/ A] mathematical object is always given together with its type, thai is, it is not just an object, it is an object
of a certain type. This may be regarded as a simpler and at the same time more general formulation of Russell’s
1903 doctrine of types, according to which a typoe is the range of significance of a propositional function, because
in the theory that I am about to describe every propositional function will indeed have a type as its domain”.

33«“What about the word rype in the logical sense given to it by Russell with his ramified (resp. simple) theory
of types? Is type synonymous with category or with set? In some cases with the one, it seems, and in other cases
with the other. [...] When a type is defined as the range of significance of a propositional function, so that types
are what the quantifiers range over, then it seems that a type is the same thing as a set”.
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pretende formalizar, de modo que, sendo a linguagem formal devidamente interpretada a partir

dos elementos do dominio eleito, os axiomas da teoria serdo verdadeiros.

Nota-se, nos contextos andlogos ao descrito acima, que os dominios levados em conta por
uma interpretacdo ndo tém uma caracterizacio construtiva do seus elementos, i.e., ndo vem ao
caso, como ocorreria na teoria de tipos, apresentar um método que construa esses elementos;
simplesmente se apresenta um conjunto de axiomas, com base nos quais elegemos um dominio
que os tornem verdadeiros. Noutras palavras, o dominio é mandatério da interpretacao que sa-
tisfaz os axiomas da teoria formalizada. Uma vez validados os axiomas e teoremas da teoria em
questdo, ndo € de interesse investigar o estatuto ontoldgico (ou epistemoldgico) dos elementos
desse dominio, alids, a resposta que se daria ao inquérito de uma caracterizagdo desses elemen-
tos se resumiria a dizer que eles se caracterizam por satisfazer um determinado conjunto de

axiomas.

Uma outra perspectiva a respeito da nocdo de dominio concerne a um ponto de vista en-
dossado, sobretudo, por Frege e Russel, a qual se distingue por considerar um dominio Gnico, e

maximo, de todos os objetos.

Frege ndo concordaria em estipular dominios especificos para diferentes contextos, de modo
que a interpretacdo de uma teoria formal se restringisse a um conjunto de objetos delimitados
de antemdo. A seu ver, haveria um dominio tnico comportando todos os objetos, o qual seria
a base semantica para qualquer interpretacdo dos termos de uma linguagem simbdlica: “O
dominio dos argumentos admissiveis deve [...] ser estendido para incluir qualquer objeto” 3*

(FREGE, 1997, p. 213, §2).

Essa conduta seria justificada pelo fato de ser possivel construir sentencas apropriadas que
por si mesmas sao aptas a restringir os objetos significativamente assimildveis pelos termos que
nelas ocorrem, denunciando que a pré-eleicio de dominios ndo passaria de uma andlise 16gica
incompleta da linguagem. Se a sentenca “Todos os homens sdo mortais”, por exemplo, tivesse

seu sentido traduzivel na proposicdo quantificada

Vx(mortal(x)),

seria preciso especificar o dominio ao qual a varidvel x recorreria para tomar os seus valores.
Isso € necessario na medida em que o escopo de significatividade da propriedade de ser mortal é
restrito a certos objetos, justamente aqueles que, quando instanciam aquela proposi¢ao, resultam
numa proposicdo de valor de verdade determinado. Nesse caso, a falta de especificacdo de

um dominio pertinente aos objetos envolvidos pelas propriedades consideradas na linguagem

34“The domain of admissible arguments must [...] be extended to include all objects whatever”.
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interpretada traz como consequéncia a produgdo de sentencas sem sentido.

Por outro lado, se o sentido daquela sentenca for vertido na forma

Vx(homem(x) D mortal(x)),

o antecedente da implica¢do, homem(x), funciona como um gerenciador do dominio, afirmando
que se uma propriedade vale para certos objetos, outras propriedades deles se seguirdo. Desse
modo, independentemente do que a varidvel x toma como valor, o sentido da implicacdo como
um todo ndo € afetado: pode-se sempre determinar o seu valor de verdade, o que atestaria, de
acordo com Frege, a ilegitimidade de se estipular um dominio de objetos especifico, coerente

com as propriedades sob consideracdo. Tendo isso em vista, esse autor afirma:

Todas as outras condi¢des a serem impostas sobre o que pode ser substituido no
lugar de uma letra germéanica [no simbolismo de Frege, uma variavel sob o es-
copo de um quantificador] devem ser incorporadas ao julgamento 3> (FREGE,
1967, p. 24).

Numa outra passagem, em que Frege fala sobre a necessidade de se definir precisamente um
conceito (tal que ha sempre uma resposta determinada para o seu valor de verdade, independen-

temente do objeto que o instancia), ele reitera a mesma ideia:

Se alguém deseja deixar fora de consideracio todos os objetos que nio sdo nui-
meros, ele deve primeiro dizer o que ele entende por ‘ndmero’, assim, uma ex-
tensdo adicional para o termo € inadmissivel. Tal restricao teria que ser incor-
porada na defini¢do, a qual teria alguma forma como: ‘Se a e b sdo nimeros,
entdo a + b estdo para [bedeutet]..’ NO6s terfamos uma definicdo condicional
36 (FREGE, 1997b, §65).

Dentro dessa perspectiva, portanto, o dominio deve ser universal, ndo hd um objeto que
esteja fora dele. Contudo, se essa condi¢do interfere no sentido de uma sentenca, da forma
VxP(x), por exemplo, de maneira que a atribui¢do de P a certos valores de x teria um valor
de verdade indeterminado, essa deficiéncia deve ser remediada na prdpria sentenga, ndo numa

intromissdo que estipularia um dominio particular de objetos.

Russell (2008, §7) também compartilha dessa mesma ideia quando assevera que as varidveis

de uma proposi¢do da matemadtica pura devem ter “um campo absolutamente irrestrito”, de

35«All other conditions to be imposed on what may be put in place of a German letter are to be incorporated into
the judgment”.

36<If anybody wants to exclude from consideration all objects that are not numbers, he must first say what he
understands by ‘number’, and then further extension of the term is inadmissible. Such a restriction would have to
be incorporated in the definition, which would thus take some such form as: ‘If a and b are numbers, then a + b
stands for [bedeutet]...” We should have a conditional definition”.
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maneira que “qualquer entidade concebivel possa substituir qualquer uma de nossas varidveis

sem prejudicar a verdade de nossa proposi¢ao”.

Nao importa do qué uma proposicao trate, ela sempre serd analisdvel em asser¢des validas
para um dominio tnico de objetos, sem que com isso seu sentido seja abalado. A referéncia
textual a respeito dessa posi¢ao estd na seguinte passagem dos Principles of Mathematics, onde

fica evidente o apelo as formas proposicionais de relativizacdo de dominio:

E costume em matemdtica considerar nossas varidveis como restritas a certas
classes: em Aritmética, por exemplo, elas sdo tidas como estando por nimeros.
Mas isso apenas quer dizer que se elas estdo por ndmeros, elas satisfazem
alguma férmula, i.e., a hipétese de que sdo nimeros implica a férmula. Isso,
sim, € o que realmente estd sendo afirmado, e nessa proposi¢do ndo € mais
necessario que nossas varidveis sejam ndmeros: a implicagdo € igualmente
verdadeira quando elas ndo os sejam 37 (RUSSELL, 2008, §7).

Assim, descrevemos duas no¢des de dominio, uma em que os objetos de uma teoria formal
sdo eleitos em vista da verdade de seus axiomas, e outra em que o dominio de objetos € tnico e
universal, cabendo a linguagem as adequagdes que permitem expressar o sentido pretendido de

suas sentencas, ainda que seus termos tenham uma interpretacao irrestrita.

Gostariamos de observar, contudo, que essas no¢des de dominio se alicercam sobre uma
concepcao ontoldgica realista, a qual pode ser notada no tratamento de proposi¢des quantifica-

das sobre dominios infinitos.

4.5.1 Realismo ontolégico

Consideremos o sistema fregiano, que serve de exemplo paradigmatico no que diz respeito
a valoracio verofuncional, em que as sentengas complexas (aqueles onde ocorrem os conec-
tivos légicos e a negagdo) representam fungdes de verdade das sentencas elementares que as

constituem.

Antes, um esclarecimento terminolégico. A ontologia fregiana tem como base duas en-
tidades mutuamente exclusivas: fungdes e objetos. Essas entidades possuem sua contraparte
linguistica, que s@o as expressoes funcionais e os nomes, respectivamente. Dessa maneira, uma
expressao funcional, que estd no ambito linguistico, denota uma func¢ao, que faz parte do am-
bito ontoldgico; analogamente, um nome denota um objeto. A distin¢do entre o argumento € o

valor de uma funcdo € tal qual a que ja estamos habituados. Isso nos leva a andlise fregiana das

371t is costumary in mathematics to regard our variables as restricted to certain classes: in Arithmetic, for
instance, they are supposed to stand for numbers. But this only means that if they stand for numbers, they satisfy
some formula, i.e. the hypothesis that they are numbers implies the formula. This, then, is what is really asserted,
and in this proposition it is no longer necessary that our variables should be numbers: the implication holds equally
when they are not so”.
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sentencas em funcdo e argumento, em que a parte predicativa consiste numa expressao funci-
onal que denota uma funcio, e o sujeito consiste num nome que denota um objeto (nos casos
das predicacoes de primeira ordem, vale lembrar). Além disso, Frege utiliza a palavra “con-
ceito” para se referir as fungdes que resultam em valores de verdade quando instanciadas por
seus argumentos (FREGE, 1997, §3, p. 213), o que nos permite dizer que a referéncia da parte

predicativa de uma sentenca € um conceito, ja que sentencgas se referem a valores de verdade.

Voltemos a atencdo ao problema do realismo ontoldgico envolvido na quantificacdo. De
acordo com Frege (1978, p. 54), o quantificador universal ¢ um conceito de segunda ordem.
Seu valor de verdade resulta da conjun¢do dos valores de verdade resultantes da instanciacao
de um conceito de primeira ordem por todos os objetos que existem. Por exemplo, a andlise da

proposicao

Vx(homem(x) D mortal(x))

tomaria o quantificador universal como um conceito de segunda ordem que consistiria em dizer
que o conceito de primeira ordem homem(x) D mortal(x) é verdadeiro para todos os objetos
que instanciem x. A varidvel quantificada percorre um dominio infinito, pois como vimos, esse
dominio € universal. Isso quer dizer que a inspecao dos valores de verdade resultantes dessas
instanciagdes estd fora da algada do conhecimento humano. Dummett (1973, p. 512) expressa

isso com bastante clareza na seguinte passagem:

O valor de verdade da sentenga resultante é concebido por Frege como um pro-
duto infinito dos valores de verdade que resultam da aplicacdo do predicado de
primeiro nivel a cada um dos objetos no dominio da varidvel individual li-
gada pelo quantificador, o qual, dado que esse dominio é sempre tomado por
ser aquilo que consiste em todos os objetos, absolutamente, equivale simples-
mente a: aplicar o predicado a cada objeto que ha. Se o resultado de aplicar o
predicado a um ou mais objetos for falso, a quantificacdo universal é falsa; se
o resultado de aplica-lo for sempre verdadeiro, a quantificagdo universal é ver-
dadeira. Nesse sentido, a afirmagdo universalmente quantificada terd sempre
um valor de verdade determinado, apesar de que possamos ndo saber qual ele
é (grifo nosso). 38

De modo geral, pensemos numa proposicdo P(x), tal que, para cada um dos objetos a,

pode-se determinar se P(a) é verdadeira ou falsa. Desse modo, seria efetivamente determinéavel

38<«The truth-value of the resulting sentence is thought of by Frege as an infinite product of the truth-values of
the results of applying the first-level predicate to each of the objects in the domain of the individual variable bound
by the quantifier, which, since this domain is always taken to be that consisting of all objects whatsoever, amounts
simply to: applying the predicate to each object that there is. If the result of applying the predicate to any one or
more objects is false, the universal quantification is false; if the result of applying it is always true, the universal
quantification is true. In this way the universally quantified statement will always have a determinate truth-value,
though we may not know what it is”.
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o valor de verdade da proposi¢@o universalmente quantificada VxP(x)? Nao necessariamente.

Se ela for falsa, o exame das proposicoes

P(ay),P(az),...,P(a;),...

mais cedo ou mais tarde revelard o seu valor de verdade, mas, por outro lado, se ela for verda-
deira, o exame nunca chegard a um fim. Isso ocorre porque para falsificar a sentenca VxP(x)
basta encontrar um Unico contraexemplo entre os objetos do dominio, ao contririo do que ocorre
caso ela seja verdadeira, pois seria preciso examinar fodos 0s objetos, ou seja, uma tarefa ine-
xequivel no caso de dominios infinitos, como €, na concepg¢do fregiana, a no¢do de dominio

universal.

H4 um outro ponto peculiar ao realismo ontolégico fregiano. Como ja observamos, nesse
sistema um conceito consiste num caso particular de funcdo, diz-se assim a extensdo de um
conceito ser formada por todos os objetos aos quais sdo atribuidos o valor de verdade o verda-
deiro, ou, em outras palavras, um objeto a cai sob um conceito C(x) se a instincia da varidvel

€Cc_9

x” pelo argumento “a”, i.e., “C(a)”, denotar o verdadeiro.

Diante disso, deve-se notar que com o aparato ontoldgico fregiano de dominio universal as
fungdes necessariamente nao podem pressupor a no¢do de dominio (i.e., dominios especificos,
restritos aos argumentos e valores de uma funcdo). Como um dominio consiste num determi-
nado conjunto de objetos, dever-se-ia haver, para cada dominio, um conceito que o tivesse como
extensdo. Todavia, dado que um conceito € um caso particular de fungdo, seria uma peti¢do de
principio exigir que uma funcdo fosse dada juntamente com os dominios constituidos por seus
argumentos e valores, pois, afinal, para delimitarmos tais dominios, deveriamos apelar a um
conceito, que, por sua vez, ndo passa de uma fungdo. Ou seja, para fazermos uma apresentacao

usual de uma fun¢do, com seu dominio e contradominio, como em

f:A— B,

deveriamos definir as fung¢des que tivessem os objetos pertencentes a A e B como suas respecti-

vas extensdes, de maneira que isso se seguiria sucessivamente, ao infinito.

Assim, numa outra face do realismo fregiano, os objetos existem independentemente nao
apenas de um sujeito que os conheca, mas, também, de uma fun¢do que os construa — como

exigem os intuicionistas, com a no¢ao de método efetivo.

Para Frege, a nocao de objeto € simples a ponto de nao poder ser propriamente definida.

Sua tentativa de caracterizar essa no¢do se restringe a contrasta-la com a no¢ao de fungdo, ou
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apenas a dizer que um objeto € aquilo que pode ser denotado por um nome:

Quando admitimos, desse modo, objetos sem restricdo como argumentos e
como valores de fungdo, surge a questdo do que é que chamamos aqui de ob-
jeto. Considero impossivel uma defini¢do regular, ja que temos aqui algo que,
por sua simplicidade, ndo admite uma decomposicao légica. S6 € possivel
indicar o que se quer dizer. Aqui s6 se pode dizer sucintamente: um objeto
¢ tudo que ndo é uma funcdo, de modo que uma expressdo dele ndo contém
lugar vazio (FREGE, 1978, p. 47).

Na passagem a seguir, Frege toma como exemplo a proposi¢ao “Dois € um nimero primo”,
dividindo-a, linguisticamente, em duas partes constituintes, o sujeito “Dois” e o predicado “é
um nimero primo”. O sujeito € um nome préprio que denota um objeto, o nimero dois, que €
um todo que ndo precisa de complementacdo, ao contrério da parte predicativa, que precisa ser
complementada. Essa caracteristica de uma entidade ser completa ou nao Frege assimila pela

denominagdo saturado/insaturado, respectivamente. Assim, ele nos diz:

A essa diferenca nos sinais corresponde, sem diivida, uma diferenga andloga
no ambito das referéncias: a0 nome préprio corresponde o objeto; a parte pre-
dicativa, algo que eu chamo de conceito. Nao se supde que isso seja uma
defini¢do, pois a decomposicdo em uma parte saturada e uma parte insaturada
deve ser considerada um fendmeno logicamente primitivo, devendo ser sim-
plesmente aceita e nao podendo ser reduzida a algo mais simples (FREGE,
1971, pp. 32-33) *°.

Dito isso, poderiamos concluir que a no¢cdo de dominio Unico e a admissdo irrestrita de
argumentos de uma fun¢@o condizem, e a0 mesmo tempo conduzem, a um realismo ontolégico.
Por outro lado, uma das razdes da teoria intuicionista de tipos ndo se enquadrar no ambito
realista se da justamente por ela exigir que o dominio de significatividade de uma proposi¢ao
seja construido — que nenhum dominio preexista a um método que instrua a sua construcao.
Para que uma proposic@o envolvendo quantificagdo universal, como, por exemplo, VxP(x), seja
admitida, deve-se ter como premissa o conjunto que servird de dominio a esse quantificador.
Sendo esse dominio um conjunto, temos assim um método que nos instrui como formar os seus

elementos, como nos diz o significado da forma de juizo A conj., vista na secao 3.1.

Uma observacdo final que podemos fazer, nesta secdo que se pautou por um contraste a

teoria fregiana, diz respeito a semelhancga entre as formas de juizo

(Vx)(A(x) D B(x)),
(3x)(A(x) AB(x)),

39T this difference in the signs there of course corresponds an analogous one in the realm of references: to the
proper name there corresponds the object; to the predicative part, something I call a concept. This is not supposed
to be a definition; for the decomposition into a saturated and an unsaturated part must be considered a logically
primitive phenomenon which must simply be accepted and cannot be reduced to something simpler”.
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que possibilitariam, de acordo com Frege, gerenciar os elementos de um dominio universal, e

as formas proposicionais quantificadas da teoria intuicionista de tipos

(Vx € A)B(x),

(Ix € A)B(x).

Como vimos, na teoria intuicionista de tipos a quantificacdo universal e existencial sdo casos
gerais da implicagdo e da conjuncgio, respectivamente, o que reflete, de certo modo, a nog¢ao fre-
giana de gerenciamento de dominio. A diferenca € que, ao invés de se restringir a quantificacdo
a uma parte do dominio (Uinico e universal) que seria significativa aos predicados envolvidos,
constrdi-se (por critérios construtivos) os proprios elementos que comporao o dominio sob o

alcance dos quantificadores.
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Conclusao

Nesta dissertacdo, expomos que as nogdes de conjunto e tipo (esta também denominada de
categoria, por Martin-Lof), da teoria intuicionista de tipos, sdo distintas: se para formar um
conjunto precisamos saber como formar os seus elementos, para formar um tipo basta sabermos
0 que seria um objeto arbitrario que o habita. Tendo isso em conta e considerando a correspon-
déncia Curry-Howard, procuramos argumentar que daf se originam duas noc¢des proposicionais,
uma que considera proposicdes como conjuntos, € outra que as considera como tipos, de modo
que essas diferentes consideracdes implicam maneiras divergentes de se lidar com o que foi

chamado de objeto de prova de uma proposicao.

Todavia, antes de chegarmos a esse ponto, perpassamos por trés capitulos. No primeiro de-
les, apresentamos a concepcdo de demonstragdo matematica construtiva e como ela se envolve
com a teoria da computagdo, observando que de uma demonstracdo enquadrada nos critérios
construtivos se pode extrair um algoritimo que a representa. Esse ponto de envolvimento cons-
titui um lugar interessante para compreendermos a teoria intuicionista de tipos, que tomada
como uma formalizacdo da matematica, possui um elegante sistema formal que permite expres-

sar o aspecto computacional das demonstracdes construtivas.

O segundo capitulo abordou os elementos bésicos que constituem a teoria intuicionista de
tipos. Elucidamos o conceito de fun¢@o e como ele estd envolto com a nocdo de tipo, além de
apresentarmos o calculo lambda. Todas essas no¢des foram consideradas de maneira intuitiva,

fora do tratamento formal recebido no capitulo subsequente.

O capitulo trés constituiu a exposi¢do formal do sistema de Martin-Lof. Nele apresentamos

suas regras de inferéncia e a elucidacao do significado das suas diferentes formas de juizo.

O ultimo capitulo articulou com o tema central da dissertacao, que € a concepgao de pro-
posicao da teoria intuicionista de tipos. Tomando como ponto de partida a aporia filos6fica que
envolve a questdo das proposi¢des falsas, questionamos que a concepcao de proposicoes como
conjuntos ndo permite a teoria intuicionista de tipos, tal qual ela concebe suas regras e juizos de
formacao, expressar uma proposi¢do para a qual ja ndo se tenha uma prova (a ndo ser que essa

proposicao seja L ). Isso se deve sobretudo ao fato de que a formacao de um conjunto pressupde
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a prescri¢do de como formar os seus elementos. Assim, para desvincular o sentido proposicio-
nal dos critérios de construcdo da sua prova, € preciso recorrer a nocao de tipo, por meio da qual,
além de se poder exprimir proposi¢des falsas sem colapsa-las extensionalmente com uma tnica
proposi¢do, podemos raciocinar por meio de conjecturas. Sobre esse ultimo ponto, gastemos

mais algumas palavras, que nos poderao sugerir algumas investigacdes futuras.

A distin¢do entre conjuntos e tipos, e as consequentes conceituacdes das nogdes de propo-
sicoes como conjuntos € proposi¢oes como tipos permitem a teoria intuicionista de tipos duas
interpretacdes das constantes logicas, as quais refletem, no interior do construtivismo, proble-
mas concernentes ao raciocinio hipotético. Atten (2007, p. 3), ao fazer um apanhado histoérico,
no interior do construtivismo matemdtico, da nog¢do de juizo hipotético e do principio de ex

falso quodlibet, apresenta a seguinte tabela:

juizo hipotético Ex Falso
Kolmogorov 1925 sim nao
Heyting 1930, 1956 sim sim
Kolmogorov 1932 sim sim
Johansson 1936 sim ndo
Freudenthal 1937 nao nao
Troelstra/van Dalen 1988 sim sim

Se Martin-Lof figurasse nessa lista, sugerirfamos escrever a sua linha da seguinte maneira:

‘ juizo hipotético Ex Falso

Martin-Lof ‘ sim/nao sim

Isso porque se interpretdssemos uma proposi¢cdo como um conjunto, os raciocinios hipotéticos
assumiriam um outro carater, uma vez que nao poderiamos formar uma proposi¢ao para a qual
j& ndo soubéssemos como construir a sua prova. Por outro lado, entendendo uma proposi¢ao
como um tipo, a formacado de uma proposi¢do nio dependeria da caracterizacdo exaustiva dos
seus objetos de prova, permitindo-nos assim formar proposi¢des para as quais a construcao
desses objetos careceria ainda de uma demonstracio a ser apresentada. Em ambos os casos, o
ex falso seria admitido, particularmente devido a maneira como o conjunto vazio (a proposi¢ao

1) é formado.

Colocam-se assim duas situagdes: podemos rejeitar a ideia de proposicées como conjuntos,
por ela infringir uma caracterizagdo proposicional bdsica, a saber, de que o sentido ndo se en-
volve com o estabelecimento da verdade, ou a assumimos como uma perspectiva interpretativa

diferente das constantes ldgicas.
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No segundo caso, Martin-Lof estaria acompanhado da concepc¢do proposicional de Freu-
denthal, exceto pelo fato deste rejeitar o ex falso. A seguinte citagdo esclarece de forma precisa
como a no¢ao de proposi¢des como conjuntos se concilia, no que toca a questao do raciocinio

hipotético, a perspectiva de Freudenthal:

Ele [Freudenthal] defendeu que a tnica interpretacdo que pode ser dada a
A — B é: ‘Eu obtive, de fato, uma prova de A, e construindo sobre essa prova
eu obtive, de fato, uma prova de B’. Assim entendido, o juizo hipotético é
realmente um caso especial da conjung¢ao. Isso claramente tornaria impossivel
asserir qualquer juizo hipotético com um antecedente para o qual ndo se pode
obter uma prova, ou que apenas nao foi provado, porque uma conjuncao é as-
serivel apenas se ambos os componentes que a formam o sdo. Em particular,
na leitura de Freudenthal nfo se pode aceitar o exfalso. Freudenthal chegou
a essa interpretagdo porque ele nio considerava as proposicdes como entida-
des independentes. Ele admitiu apenas asser¢des, as quais ele considera como
as ultimas linhas de provas de fato dadas; ele defendeu que o significado de
uma assercio sé pode ser determinado por uma prova atual dela. Assim, ndo
faz sentido exigir uma consideracdo do conteido de uma proposicdo a parte
de sua prova. Contudo, uma tal consideracio é precisamente o que um juizo
hipotético requer; logo, a conclusio de Freudenthal (ATTEN, 2007, p. 4) 4°.

Resta-nos saber como a concepg¢ao proposicional defendida por Freudenthal se colocaria
diante do problema do falso, argumentado na se¢do 4.1, ja que, como esté claro nesta citagao,
para ele significado e estabelecimento da verdade sdo nocdes que se confundem. Por fim,
seria interessante considerarmos também a filosofia de Brouwer, pois, como visto nas secoes
passadas, ela € suscetivel a interpretagdes envolvendo problemas semelhantes aos tratados aqui

com relagdo a raciocinios hipotéticos.

40«He held that the only interpretation that can be given to A — B is: ‘I have actually obtained a proof of A and
building on that proof I have then actually obtained a proof of B’. Thus understood, the hypothetical judgement is
really a special case of conjunction. This of course would make it impossible to assert any hypothetical judgement
with an unprovable or even merely unproved antecedent, because a conjunction is assertable only if both conjuncts
are. In particular, on Freudenthal’s reading one cannot accept ExFalso. Freudenthal arrived at this interpretation
because he rejected propositions as independent entities. He accepted only assertions, which he thought of as last
lines of actually given proofs; he held that the meaning of an assertion is only determined by an actual proof of it.
Then it obviously makes no sense to ask for a consideration of the content of a proposition in abstraction from a
proof of it. However, such a consideration is precisely what a hypothetical judgement requires; hence Freudenthal’s
conclusion”.
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