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Abstract :

This paper offers an overview of various alternative formulations for Analysis,
the theory of Integral and Differential Calculus, and its diverging conceptions of the
topological structure of the continuum. We pay particularly attention to Smooth
Analysis, a proposal created by William Lawvere and Anders Kock based on
Grothendieck’s work on a categorical algebraic geometry. The role of Heyting’s
logic, common to all these alternatives is emphasized.
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1. Introducao

Uma reta pode ser imaginada como sendo constituida apenas por pontos,
como se ela fosse um imenso “colar de pérolas”, cada ponto encontrando-se
imediatamente precedido por um ponto anterior, ¢ sucedido por um seguinte, de tal
maneira que a reta inteira ndo fosse mais do que uma imensa sequéncia uniforme de
componentes, a maneira de um colar de pérolas? Como sabemos, essa pergunta
desempenhou um papel fundamental na filosofia pré-socratica grega e recebeu uma
resposta negativa por Aristoteles, no livro VI da Fisica, resposta essa que foi tomada
como tendo sido definitiva durante toda a idade média e inicio do modernismo:

..nada que seja continuo pode ser composto de ‘indivisiveis’: e.g. a linha
. . , TR 1
ndo pode ser composta por pontos, a linha sendo continua e o ponto, indivisivel.

A argumentacdo de Aristoteles para isso parece bem razoavel. Dois pontos
quaisquer, distintos, sempre determinam um segmento de reta. E, no interior desse
segmento, unindo os dois pontos iniciais, havera sempre novos pontos, diferentes dos
dois primeiros. Como conceber dois pontos que ainda sejam distintos, mas que sejam
tdo proximos, um do outro, que ndo haja nenhum intervalo entre eles, dois pontos
imediatamente “justapostos”? Nas palavras de Aristoteles:

. as extremidades de dois pontos ndo podem ser um (jA que em um
indivisivel ndo pode haver extremidade como sendo distinta de outra parte), nem

! Aristoteles. The Works of Aristotle, trad. William David Ross (Oxford: Claredon Press, 1962), 231a25.
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justapostas (j4 que aquilo que ndo tem partes ndo pode ter extremidade, a
extremidade, e a coisa da qual se é o extremo, como sendo distintas). >

Como dissemos, a argumentacdo aristotélica, rejeitando a imagem do colar de
pérolas, foi aceita por todo o periodo medieval e mesmo depois sobreviveu na boca de
importantes filosofos e at¢é mesmo de ilustres matematicos, como podemos ver, por
exemplo, na seguinte lista compilada por John Bell:?

Leibniz: Um ponto ndo pode ser considerado uma parte de uma linha.

Kant: O espaco e o tempo sdo quanta continua ... pontos e instantes, meras posigoes
. ¢ de meras posigdes, vistas como sendo capazes de ser dadas anteriormente ao
espago e o tempo, nem o espago, nem o tempo, podem ser construidos.

Poincaré: ... entre elementos do continuum [estd pressuposto] uma conexdo intima
que os torna uma totalidade, da qual o ponto ndo anterior a linha, mas a linha ao
ponto.

Weyl: Pontos exatos de tempo ou de espago ndo sdo elementos atdmicos ultimos,
subjacentes a duracdo ou a extensdo que ¢ nos dada na experiéncia.

Brouwer: O continuo linear ndo pode ser exaurido pela interpolagdo de novas
unidades e, portanto, jamais pode ser pensado como uma mera colec¢do de unidades.

Como todos sabemos, a despeito das consagradas vozes dissidentes, a opinido
hegemonica entre os matematicos da atualidade ndo segue a sugestdo aristotélica. Na
concep¢do mais difundida, presente na maioria dos textos de matematica
contemporaneos, a reta ndo “passaria de um mero conjunto de pontos”. Encontramos
essa afirmagdo explicitamente formulada, ou implicitamente utilizada, em quase todos
os nossos livros de Calculo ou de Andlise contemporaneos. Um exemplo apenas
devera ser suficiente:

. 0 conjunto nimeros x que satisfazem |x — a| < € pode ser visualizado
como a coleciio dos pontos cuja distancia de a ¢ menor do que €. Esse conjunto de

I3

pontos € o “intervalo” dea — ¢ até a + ... O conjunto R de todos os nimeros
reais ¢ considerado também um “intervalo”, e as vezes é denotado por (—o, o). *
[Grifo meu]

Na verdade, no caso da matemadtica classica, a analogia com o ‘“colar de
pérolas” pode ser levada muito mais longe do que apenas a ideia de tomar o continuo
como sendo “constituido por seus pontos”. Segundo a Teoria dos Conjuntos
normalmente aceita (em contextos classicos), existiria uma maneira de irmos
“pingando, um a um, todos os pontos de uma reta”, em uma sequéncia ininterrupta de
escolhas que teria seu inicio com a reta completa, e terminaria quando “ndo restasse
mais nenhum ponto a ser retirado”, a maneira de um colar pérolas da qual todas as
pérolas tivessem sido removidas.

Estamos nos referindo aqui, ¢ claro, ao famoso teorema de Zermelo de que
todo o conjunto pode ser bem-ordenado, uma consequéncia quase imediata de seu
controverso Axioma da Escolha. A publicacdo desse resultado por Zermelo em 1904

? Aristoteles. The Works of Aristotle, 231a25.
* Lane. A Primier of Infinitesimal Analysis (Cambridge: Cambridge University Press, 1998), 1-2.
* Spivak. Calculus (Londres: Addison Wesley Publishing Company, 1973), 54-5.
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produziu uma grande controvérsia no mundo matematico. A querela envolveu uma
longa lista de iminentes matematicos, como Henry Poincaré, Emile Borel, René Baire,
Jacques Hadamard, Henri Lebesgue, Julius Koning, Philip Jourdain, Felix Bernstein e
Arthur Schoenflies, todos esses, criticos do resultado de Zermelo!’ A contrariedade
desses matematicos nao advinha propriamente do resultado geral Zermelo — qualquer
conjunto pode ser bem-ordenado —, mas, sim, de sua aplicagdo ao contexto de um
certo conjunto especial, exatamente o tema de nosso artigo, o conjunto de pontos do
continuo. Se qualquer conjunto pode ser bem-ordenado e, além disso, aceitarmos que
uma reta ndo seja nada mais do que um conjunto de pontos, entdo a conclusdo de
Zermelo pareceria inevitavel: teria de haver uma maneira de irmos pingando, item por
item, cada ponto da reta, numa sequéncia que bem-ordenaria os reais. O problema era:
exatamente de que ordenacgdo estariamos falando aqui?

A relagdo ordinaria de ordem dos reais, “<”, ndo poderia nos fornecer tal
ordenamento, pois como ja afirmava Aristoteles, o conjunto dos pontos a direita de
uma certa cota ndo possui um “primeiro elemento”, i.e., ndo existe “o primeiro ponto
a esquerda de um ponto dado”, um ponto que esteja “imediatamente justaposto” a ele.
Mas, nesse caso, qual seria entdo essa fung¢do que enumeraria os reais, nos
fornecendo, para cada ponto, um “ponto seguinte naquela tal sequéncia infinita
enumeradora”? Que operagdo seria essa que nhos permitiria exaurir, um a um, a
totalidade dos pontos de uma reta?

Exatamente aqui encontramos o lado mais fragil da argumentacdo proposta
por Zermelo: teriamos apenas uma ‘“garantia vazia da existéncia de tal fun¢do”. Ela
“precisaria existir” (em um sentido completamente abstrato de “existéncia’) apenas
por que a reta teria de ser um conjunto de pontos, e de um conjunto de pontos (ndo
vazio), podemos sempre “eleger, um a um, cada um de seus elementos”. Tal era o
conteido do famoso Axioma da Escolha, de Zermelo. Em outras palavras, a
existéncia da tal fungdo seria apenas uma decorréncia direta de termos tomado a reta
como sendo um conjunto (de pontos) e de aceitarmos o novo Axioma de Zermelo:
mesmo em contextos infinitos, ¢ “sempre possivel escolhermos”, ainda que
“arbitrariamente” um “préoximo elemento”, ainda que nao tenhamos nenhum critério
matematico para individualizar qual deveria ser esse “proximo elemento”.

As reagdes aos argumentos de Zermelo foram vigorosas. Segundo Borel,
“nenhum matemadtico poderia aceitar esse raciocinio como valido ... tais argumentos
estdo fora do reino da matematica”. Por sua vez, Baire afirmava “Me recuso ... a
atribuir qualquer significado ao ato de supor que uma escolha tenha sido feita em cada

subconjunto de um conjunto dado”.®

Muitos desses matematicos aceitavam o condicional de Zermelo de que, se
aceitarmos o axioma, sua conclusdo se seguiria: o continuo teria de ser bem-ordenado.
O problema para esses matemadticos, no entanto, era o inverso. Como tantas vezes
ocorre na historia do pensamento, ao invés de tomar o argumento de Zermelo como
um modus ponens, esses matematicos o entendiam como um modus tollens: como nao

* Ewald. From Kand to Hilbert: A Souce Book in the Foundations of Mathematics, Vol. 1. (Oxford: Oxford
University Press, 1996), 1075
® Ewald. From Kand to Hilbert: A Souce Book in the Foundations of Mathematics, Vol. 1, 1076, 1080
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parece ser aceitdvel a conclusdo de que os reais possam ser bem-ordenados — a ideia
do “colar de pérolas” — logo o axioma de Zermelo deve envolver algo de errado (a
despeito de seu carater razoavelmente intuitivo).

O objetivo deste artigo, no entanto, ndo ¢ o de estender a polémica em torno
do Axioma da Escolha e a concepcdo classica do Continuo. Pretendemos antes
registrar algo que talvez seja menos conhecido: apesar de atualmente hegemonica, a
concepgdo classica do continuo como um mero “conjunto de pontos” ndo ¢, de
maneira nenhuma, universal. Propostas alternativas, em que a reta ndo ¢ vista como
uma reunido de pontos e de que, juntando pontos, um a um, jamais teremos um
segmento continuo, permanecem sendo exploradas.

Além do conhecido exemplo da Analise proposta pelo intuicionismo original
do proprio Brouwer e sua no¢do de “sequéncia de escolha”, temos mais recentemente
a proposta de uma Andlise mais puramente computacional, feita por Bishop, sem
apelo a controversa nogio de escolha de Brouwer.” Ainda dentro do contexto
construtivista, temos as propostas do Construtivismo Russo.® utilizando a concepgio
(classica) de “funcdo computavel” e a Tese de Church. Além disso temos, ja fora do
universo construtivista e intuicionista propriamente ditos (mas ainda assim mantendo
a logica de Heyting e a recusa da lei do terceiro excluido!), a Andlise Suave de
Lawvere-Koch’, resultante dos famosos trabalhos de Grothendieck sobre a estrutura
da Analise Cléssica desde um ponto de vista categorial.

2. Um Universo de Func¢oes Continuas

Antes de entrarmos diretamente no problema de como o ponto poderia deixar
de ser uma parte da reta — como pensar a microestrutura de uma reta como distinta da
de um colar de pérolas — temos de deixar mais claro como devemos entender a
expressdo “parte de uma reta” no contexto matematico que estamos tratando aqui.
Nao estamos nos perguntando, ¢ claro, se ao cortamos um barbante em partes muito
pequenas, as menores possiveis, digamos, se algumas dessas partes seriam tao
pequenas que envolveriam apenas um “Unico ponto”. Essa pergunta seria claramente
absurda.

Nao estamos lidando aqui com contextos empiricos, nossa pergunta ¢
“matematica”. Quando afirmamos que nas andlises propostas por Brouwer, por
Bishop ou por Lawvere-Kock o continuo ndo é constituido de pontos, ou que um
ponto ndo é uma parte de uma reta, estamos entendendo a expressdo “separar a reta
em partes” como “existir uma fun¢do” no contexto daquelas teorias, que “produza
uma tal separacdo do continuo”, “segregando-o naquele tipo de partes”. Assim, a
concepgdo divergente da estrutura topoldgica do continuo, do que sejam suas partes

7 Bishop. Constructive Analysis (Berlin: Sprneger-Verlag, 1985).

% Bridges. Varieties do Constructive Mathematics (Cambridge: Cambridge University Press, 1987). Ver também
Aberth, Oliver. Computable Calculus (San Diego: Academic Press, 2004).

? Kock. Synthetic Differential Geometry (Cambridge: Cambridge University Press, 2006).
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fica clara, por exemplo no fato de que nessas varias teorias (Brouwer, Bishop,
Lawvere-Kock), todas as fungoes sdo continuas!

Nao temos, por exemplo, nem fungdes com “blips”

L@

nem fungdes em “degrau’"’

como na Analise Classica. Nenhuma fungdo teria o “poder de segregacdo suficiente”
para particionar o continuo em partes descontinuas, perfeitamente disjuntas entre si,
mas que, tomadas conjuntamente, seriam capazes de reconstituir o continuo. Como
veremos abaixo, em todas essas propostas de andlise, o continuo ¢ coeso. Ao contrario
do que ocorre no contexto classico e os famosos Cortes de Dedekind, aqui nao
podemos jamais dividir o continuo em duas partes disjuntas (A N B = @) cuja reunido
volte a recobrir o todo (AU B = R).

Ha diferengas importantes, no entanto, entre essas varias propostas no que
concerne a questdo da continuidade das fung¢des. No contexto original de Brouwer,
esse chega a demonstrar no seu sistema que todas as fungdes em um intervalo
fechado sdo continuas.'' O mesmo acontece no contexto do Construtivismo Russo
(Bridges & Richman, 1987, p. 2). Nao ¢ isso que ocorre, no entanto, na proposta de
Bishop. Bishop jamais demonstra que todas as fun¢des em intervalos fechados sejam
continuas. Apenas, em sua teoria ndo aparece nenhum exemplo de uma funcdo que
seja descontinua.

. todos os exemplos conhecidos de fungdes construtivas de R a R sdo
continuos. Note-se que ndo provamos que todas as funcdes de R a R sdo continuas. ...
Bishop simplesmente evita inteiramente o problema [de demonstrar a continuidade].
Como ele ndo pode nem provar, nem refutar tal conjectura, ele simplesmente
restringe a atengdo a classe de fun¢des matematicamente interessantes, as fungdes
uniformemente continuas em cada intervalo fechado.'

' Para uma discussdo exatamente sobre esses casos de descontinuidade, na Analise Suave ¢ na Analise Construtiva,
ver respectivamente Bell. 4 Primer of Infinitesimal Analysis, 5. ¢ Aberth, Oliver. Computable Calculus, 4-5.

"' Van Heijenoort. From Frege to Godel: a source book in Mathematical Logic, 1879-1931 (Cambridge: Harvard,
1967).

463.

"> Beeson. Foundations of Constructive Mathematics (Berlin: Springer-Verlag, 1985), 10.
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De fato, o construtivismo de Bishop ¢ perfeitamente compativel com a Anélise
Cléssica: cada demonstracdo no interior dessa andlise corresponde a uma
demonstragdo classicamente valida.'> Poderfamos até mesmo descrever a relagio
entre a Andlise de Bishop e a Andlise Classica como sendo uma relagdo “quase
parasitaria”. Nas palavras do matematico:

Cada teorema provado com métodos idealistas [i.e., classicos] representa
um desafio: encontrar uma versio construtiva e dar uma prova construtiva.'*

A Andlise de Bishop como que “correria atras” da versdo cléssica, extraindo o
conteudo construtivo de seus resultados e conceitos.

Encontramos aqui um agudo contraste com a situagdo da Analise Suave de
Lawvere-Kock, nosso foco de interesse nesse artigo. Ao contrario da versdo de
Bishop, a Anélise Suave ¢ incompativel com sua congénere classica. De fato, se
substituirmos a logica subjacente pela logica classica, nossa proposta alternativa
sequer “levantaria do chdao”. Como veremos em mais detalhes adiante, num contexto
logico classico, o axioma central daquela teoria — o Axioma de Lawvere-Kock —
quando combinado com a estrutura vetorial (sobre o corpo dos nimeros racionais)
produziria imediatamente uma inconsisténcia no interior daquela teoria.

O ponto que gostariamos de enfatizar aqui ¢ o de que, a despeito da Analise
Suave compartilhar com as versdes intuicionistas a recusa da lei do terceiro excluido e
uma estrutura topolégica muito semelhante do continuo'> — onde um ponto jamais
possa ser uma parte de uma reta, por exemplo — o contexto de origem dessas teorias é
muito distinto, uma da outra. A proposta suave surge no interior da propria Andlise
Classica, a teoria do continuo tradicional. Os extraordinarios trabalhos de
Grothendieck s3o o coroamento de um longo esfor¢o de fundamentagdo da topologia
algébrica e da geometria algébrica, valendo-se dos métodos provenientes da Teoria
das Categorias, de Eilenberg & Mac Lane. E nesse contexto que, para a surpresa dos
proprios matematicos (classicos) envolvidos, a Teoria dos Topos criada por
Grothendieck exigia, para sua viabilizacdo, o relaxamento das leis da ldgica!

Como veremos mais adiante, a falha da teoria classica em nos oferecer uma
distingdo entre os conceitos de mera “subsisténcia genérica”’, —VxPx , e de
“existéncia efetiva”, Ax—Px , bloqueia completamente a construgdo da valiosa
vizinhanga de pontos infinitesimais em torno de zero. Aproveitando-se mais uma vez
das sutilezas daquela logica, afirmaremos que tal vizinhanga infinitesimal contera
pontos “genericamente subsistentes” que ndo serdo, nem sequer idénticos a zero
(“e = 07), nem distintos de zero (“c # 0), mas indistinguiveis daquele ponto, 1i.e.,
-(e # 0).

O que nos interessa sublinhar aqui ¢ a ideia, sugerida por alguns desses
matematicos, de desvincularmos a légica de Heyting de seu contexto original
intuicionista e a encararmos como “a logica suficientemente sutil” para lidar com o

"% Bridges. Varieties do Constructive Mathematics, 2.

" Bishop. Constructive Analysis, 3.

" Para uma comparagio da estrutura topolégica dessas duas teorias, ver Bell. The Art of the Intelligible - An
Elementary Survey of Mathematics in its Conceptual Development. Dordrecht: Kluwer Academic Publishers, 2001.
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problema central que nos interessa aqui, o problema da continuidade e da variacdo em
geral:

Gostaria de enfatizar que reconhecer a importancia central para a
matematica classica do calculo de predicado de Heyting (i.e., da l6gica intuicionista)
ndo depende de maneira nenhuma de aceitar uma filosofia idealista subjetivista como
o0 construtivismo; ... mas parecem ter sido os intuicionistas aqueles que pela primeira
vez tiveram éxito em formular a logica que vale para pelo menos uma certa porgao
definida da variacdo em geral. te

. a légica intuicionista permitiu que novos aspectos da paisagem logico-
matematica — invisiveis através das lentes da logica classica — pudessem ser
discernidos. A légica intuicionista provou ser um instrumento sutil, mais delicado do
que a logica classica, para investigar o mundo matematico.'’

3. Construindo o “Mundo Suave”

Comparada com a Anélise Classica, ou mesmo com a Andlise intuicionista de
Bishop, a estrutura matematica sobre a qual se assenta a Analise Suave ¢ de uma
simplicidade algébrica cristalina (a despeito, € claro, das sutilezas advindas do uso da
logica de Heyting como logica subjacente). Ao invés de conceber os numeros reais
como estruturas infinitarias, i.e., como sequéncias infinitas convergentes de numeros
racionais, no espago suave um numero real ¢ apenas e tdo somente um vetor. Dito de
outra forma, temos uma extensao vetorial sobre os nimeros racionais (e sua estrutura
algébrica de corpo, com seus dois grupos, o aditivo “+” e o multiplicativo “-”, ambos
igualmente dotados de elementos inversos x~1).'"® Assim, adotaremos a convengio de
Kock'® de usarmos a letra R para designar a “Reta Suave”, indicando que esse é o
conceito analogo, no contexto da Analise, ao de “Reta Real R” cléssico.

Sobre essa estrutura algébrica transparente, um Unico axioma ¢ acrescentado,
o Principio da Microafinidade de Lawvere-Kock:

Vf:A->RVe:AFi:R(f(e) = f(O)+ €-i0)20

Nao nos deixemos impressionar aqui pela notagdo pouco usual, carateristica
de uma teoria de tipos contemporanea. Tudo o que esse axioma afirma ¢ que, no
contexto da vizinhanca infinitesimal A de 0, toda a fung¢do f, qualquer que seja ela, se
comporta como se ela fosse um mero polinémio de primeiro grau (com inclina¢ao
“i”)! Tomando f(0) = a, temos simplesmente:

' Lawvere. Variable Quantities and Variable Structures in Topoi. in: Variable Quantities and Variable Structures in
Topoi. In Algebra, Topology and Category Theory, A Collection in Honor of Samuel Eilenberg. Editado por Heller, & Tierney,
M, ( Nova lorque: Academic Press, 1976), 101-131.

" Bell. The Art of the Intelligible - An Elementary Survey of Mathematics in its Conceptual Development
(Dordrecht: Kluwer Academic Publishers, 2001), 209.

' E importante sublinhar: terdo inversos todos os niimeros q que sejam distintos de zero (q # 0). Os infinitesimais &
ndo serdo distintos de zero, eles serdio indistinguiveis de zero (=(g # 0)) e ndo terdo inversos (ao contrario do que ocorre na
Analise Nao-standard de Robinson).

' Kock. Synthetic Differential Geometry, 2.

% Bell. A Primer of Infinitesimal Analysis, 23 ¢ 103. (Estamos usando “:” no sentido de “pertenca ao dominio (em
questdo)”.



fle)=a+ ¢€-i
(193] b4 . . .
€” sendo a varidvel que percorre o espaco infinitesimal ao entorno de zero, A,
i.e., na nomenclatura e nota¢do da teoria dos tipos contemporanea, um ‘“habitante
desse dominio”, “g : A”.

Ou seja, do ponto de vista geométrico, teremos a antiga ideia de que, nas
vizinhangas infinitesimais de um ponto, uma curva qualquer “se comporta como se
fosse uma reta”, ou equivalentemente, “qualquer curva pode ser pensada, sim, como
sendo constituida de “micro-linhetas” destituidas de curvatura. Como veremos, no
entanto, essas micro-linhetas infinitesimais ndo se confundem com pontos, pois,
diferentemente desses, determinam uma inclinagdo, um ‘“vetor-tangente”. Nas
palavras de Bell:

Uma vez ... que A ndo se reduz a um unico ponto, ele serd, por assim dizer,

“grande o suficiente” para poder ter uma inclinagdo, mas “ pequeno demais” para
21
curvar-se.

Concentremos agora nossa atengdo nesse subespaco da reta real, a micro-
vizinhanga infinitesimal A de 0. Vejamos como esse subespaco ¢ construido. Como
qualquer teoria intensional, na Andlise Suave a nog¢do de “extensdo”, i.e., de
“conjunto” (“‘de pontos”) € pensada fregianamente como sendo a extensdo de alguma
propriedade. Ainda seguindo os passos de Frege, encaramos a propria nogdo de
“propriedade” como sendo uma fun¢do carateristica, i.e., uma fung¢ao sobre dominio
inicial dado (no nosso caso, a linha suave R) e o contradominio {1 dos valores de
verdade.

Assim, pensamos numa extensdo como sendo uma “funcao segregadora’:
A:R -

Por sua vez, no caso do subespaco A, a propriedade que “efetivard a tal
segregacdo” sera a propriedade da “nilpoténcia”,

[Ar :R.2<n - r" =0]

i.e., a propriedade de ser um “numero cujas potencias (maiores do que 1)
sejam todas iguais a 0”.

Uma vez que, se a segunda poténcia de um namero for 0 (r? = 0), todas as
outras poténcias seguintes também o serdo, podemos simplificar tudo, e identificar a

nilpoténcia apenas com a propriedade:

[Ar : R.7%2 = 0]

' Bell. A Primer of Infinitesimal Analysis, 23.



i.e., “ser um numero cujo quadrado resulte em 0”. Langcando mao da notagdo
mais familiar, dos conjuntos, poderiamos representar o subespagco A simplesmente
: 22
como o seguinte subespaco™ de R:

A={x:R|x*=0}

Um leitor um pouco mais atento estranharia nosso argumento, nesse ponto. No
contexto classico usual dos niimeros reais R, ndo ha nenhum niimero real r distinto de
0 cujo quadrado seja 0:

vi: R@r#0-1r2+0)

No contexto da Andlise classica, o tinico numero real R com a propriedade da
nilpoténcia seria o proprio 0! Assim, teriamos (naquele contexto, envolvendo
“nameros reais cldssicos, R”)

A={x:R|x?=0}={0}!

Mas, nesse caso, teriamos, sim, acabado de segregar uma “parte degenerada”
do continuo, i.e., terilamos obtido uma parte desse continuo que consistiria em um
unico ponto apenas. Contrariando assim o que vinhamos insistindo desde o inicio, tal
ponto tnico — {0} — poderia ser, sim, uma parte de uma reta, e o principio aristotélico
que defendiamos acima estaria simplesmente errado!

4. Numeros “genericamente subsistentes”

Chegamos a uma encruzilhada em que os caminhos da Analise Classica e da
Andlise Suave claramente divergem um do outro. E, como veremos, a rota elegida
pela versdo suave, levando-a as vantagens que a nogao de infinitesimal nos traz para a
“algebra do calculo”, sequer é logicamente vidvel para o classico, pois a distin¢ao
entre “nameros genericamente subsistentes, mas indistinguiveis de 0” e ‘“numeros
efetivamente existentes ¢ distintos de 0” ndo estd disponivel a ele, dada sua adogdo da
lei do terceiro excluido cléssica.

Voltemos ao Axioma de Lawvere-Kock, da Microafinidade:
Vf:A—>RVe:Ali:R(f(e) = f(O)+ €-1)

Se qualquer fung¢ao f, na vizinhanga de 0, se comporta como um polinomio de
primeiro grau, i.e., qualquer funcdo f determina uma unica inclinagdo i, fixando qual
seja exatamente nosso polindmio, entdo, em particular, teriamos que a funcdo
identidade igualmente deveria determinar um polindmio assim, i.e., uma tal
inclinagdo unica.

» L . . . ~ . R ~
“ Tratando-se de uma teoria intensional, estritamente falando n3o temos nenhuma nogdo equivalente a nogéo
extensional de “conjunto” em nosso contexto, algo como um “agregado totalmente arbitrario de elementos”, i.e., de “pontos”.
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Ve:A3li: R (I(e) =1(0) + €-10)
simplificando, teriamos entao:
Ve: A IAi:R(e=0+ €-1i)

Mas, aceitemos (como hipdtese, apenas como hipotese!) que, assim como no contexto
classico, também na Andlise Suave o unico numero nilpotente fosse 0.

[Vr:R(r#0-1r%2=+0)]23

Nesse caso, como vimos acima, o subespaco A teria de ser degenerado, i.e., ele

conteria um Unico namero racional:
A = {0}

Logo, todos os nimeros infinitesimais € habitantes de A (¢ : A) seria iguais a 0, e
poderiamos entdo substituir € = 0 na equagdo acima, obtendo:

Ni:RO=0+ 0-0)

Nesse ponto temos de enfatizar que, por mais estranha que a /dgica subjacente
a Andlise Suave possa parecer (ndo-cldssica), a primeira vista, sua dalgebra ¢
absolutamente corriqueira, a familiar algebra do corpo dos numeros reais. Ora, dado
esse contexto algébrico, simplesmente ndo é verdade que exista um Uinico nimero i
entre os reais tal que:
0=0+0-1

De fato, temos infinitos niimeros racionais que satisfazem a essa equacdo, por
exemplo, o nimero 37:
0=0+ 0-37
ou mesmo 0:
0=0+0-0

Usando a deducdo natural (intuicionista, ¢ claro!) obtemos uma contradi¢io
entre as trés linhas de raciocinio adotadas até agora e ... descartamos nossa hipdtese:

[Vr:R(r#0-1r%%0)]

Ve:A31i:R(I(e) =1(0) + €-1i) A = {0}
Ve:AJli:R(e=0+ ¢€-10) Ve: A(e =0) R éum corpo
i:R(O=0+0-10) 0=0+0-37A0=0+0-0
1

—Vr:R(@r #0-1r2+0)

2. . . 3 . e ~
» Estamos empregando o colchete aqui para enfatizar o carater hipotético de nossa assungo.

10



Assim, determinamos que a inferéncia da propriedade de “ser distinto de 0”
para a propriedade de “ndo ser nilpotente” ndo é compativel com o contexto suave.
Um unico ponto ndo seria capaz de determinar uma inclina¢do. Precisamos distinguir
o microvetor associado ao ponto 0, do conjunto degenerado {0}. Descartamos entdo
nossa hipdtese (de que o Unico numero nilpotente seria 0) e, pela definicdo da
negacdo, concluimos finalmente que:

Vr:R(r#0->1r2%0)

Aqui, mas uma vez, vamos depender crucialmente de distingdes que sequer
sdo disponiveis a um classico. Estamos nos referindo a distingdo que ja haviamos
anunciado varias vezes acima, entre “subsisténcia genérica’(“—VxPx”) e “existéncia
efetiva” (“Ix—Px”). O ponto importante a ser lembrado ¢ o de que aqui ndo podemos
recorrer a regra cldssica do terceiro excluido e concluir que, de uma demonstragdo
genérica (de que nem todos os numeros que falhem em ser distintos de 0, também
falhem em ser nilpotentes) possamos concluir também (como certamente faria um
classico) uma efetiva afirmagdo de existéncia de um contraexemplo, no nosso caso, a
existéncia de um numero r determinado que, a despeito de ser distinto de 0, ainda
assim, seja nilpotente:

Ir:Rr+0-1%2=0)

Como antecipamos acima, caso aceitdssemos essa passagem
(carateristica do sistema cladssico), de uma demonstracio geral de falha de
universalidade para uma efetiva asser¢do de existéncia de um contraexemplo (i.e.,
para uma asser¢do da possibilidade de instanciacdo daquela falha geral em um
contraexemplo efetivo), acabariamos produzindo uma contradicdo quase imediata no
interior da teoria suave!

Uma vez tendo “internalizado” (erradamente, do ponto de vista de Heyting!)
aquela negacdo de universalidade em uma afirmagdo existencial (da existéncia de um
contraexemplo), poderiamos agora instanciar aquele existencial com um nimero real
especifico &; . Terlamos assim um contraexemplo especifico, um “infinitesimal
individualizado”, para o qual efetivamente seria o caso de que:

817‘:0/\812 :O

Como esse infinitesimal (hipotético) seria distinto de 0, ele teria o inverso
multiplicativo usual (estamos no corpo dos reais!):



Como estamos no contexto de um corpo, o corpo dos reais, poderiamos
simplificar essa expressdo (a direita), obtendo:

1

2
E44 —
1 £1

Mas, como um dos componentes da conjun¢do (que concluimos acima, ao
instanciarmos aquele existencial para r) era de que “r? = 07, poderiamos simplificar
aquela expressdo original de uma outra forma. Substituindo 72 = 0, obtemos (a
esquerda)

&1 €1

Ora, nesse ponto entrariamos em contradicdo com o outro componente daquela
conjunc¢ado obtida antes, i.e.:
& #0

Temos aqui um exemplo das “sutilezas” sobre as quais falava Bell na citagdo
acima, no final da segunda se¢do de nosso artigo. Nao podemos, como faria um
classico, simplesmente “internalizar” a nega¢do de um universal

“Vr:R(r+0->1r2+0)
e obter uma afirmacao existencial
Ir:Rr+0-1%2=0)

Precisamos manter a ideia de “subsisténcia meramente genérica”, ndo a confundindo
com uma afirmacdo existencial, inferencialmente muito mais forte, e que acabaria
produzindo uma contradi¢do em toda a teoria.

O ponto crucial a ser frisado aqui € o de que, como vimos em detalhes acima,
fomos capazes de extrair, do Principio da Microafinidade, ndo a existéncia, mas, sim,
a subsisténcia de numeros nilpotentes (indistintos de 0). Esses novos numeros serao
habitantes do entorno infinitesimal A de 0.24 Seguindo Bell, temos usado a variavel
“e” para percorrer aquele subespago.

A={e:R|e*=0}

* Nio iremos construir aqui a relagio de ordem para a Reta Suave R ¢ demonstrar que os nimeros nilpotentes
formam uma vizinhanca ao redor de 0. Cf. Bell. 4 Primer of Infinitesimal Analysis, 19-22.
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O importante ¢ que, como veremos na se¢do seguinte, a subsisténcia desses
numeros nilpotentes nos abrird as portas para o maravilhoso “poder algébrico
simplificador” que esses infinitesimais nilpotentes nos proporcionam. Mas, antes
disso, temos ainda um pequeno passo a dar. Precisamos generalizar o Principio da
Microafinidade, convertendo-o numa definicdio da propria operagdo de
diferenciagado, i.e., da obtencdo da derivada de uma fun¢do g qualquer.

Consideremos, por exemplo, um ponto qualquer, digamos, o ponto 2.
Podemos “encarar funcionalmente” esse ponto como o resultado da aplicacdo de uma
funcdo “somar 2 ao ponto original 0:

2 =f,,(0)

Logo em seguida, podemos compor uma funcdo qualquer g com a funcao
“somar 2”, obtendo uma nova func¢ao:

go°fi2

Vamos agora instanciar o principio da Microafinidade para essa nova fun¢ao
25
composta. Temos

[gofizl(€) = [gofi2](0)+ i-e

Mas, de acordo com a propria definicdo da operagdo da composta, temos
também que:

9(fi2(&) = g(fi2(0) + i-e
Substituindo, por exemplo, f;,(€) = 2 + &, obtemos finalmente que:
g2+e)= g2)+i-¢

Generalizamos assim o Principio da Microafinidade para qualquer ponto x em R:

fx+e)= fx)+i-¢
Como veremos, isso efetivamente nos dard uma versdo algébrica do processo

de diferenciagdo, determinando a derivada de uma fun¢@o f para um ponto qualquer
x, i.e., determinando a inclinacdo i da microlinheta associada aquele ponto x.

5. Diferenciacdo como uma operacao algébrica

Tomemos um exemplo. Apliquemos a versdo generalizada do Principio da
Microafinidade, por exemplo, a fungdo quadrdtica x ~ x*. Obtemos entdo que:

* Deixamos de lado, para simplificar, todas as usuais declaragdes de dominio “Vf : 4 » R Ve : A3!i: R”.
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(x+e)?= x2+i-¢
Expandindo o binémio a esquerda, temos que:
x?+2-x-e+ 2= x*+i-¢

Simplificando, obtemos:
2-x-e+ €= i-¢

Langando mao da nilpoténcia obtida acima, podemos substituir €2 = 0 obtendo:
2:x-e+0=i-¢
Simplificando mais uma vez, obtemos finalmente que:
2:x=1
Obtivemos aqui uma versdao puramente algébrica do conhecido resultado de

que a derivada da fun¢do quadrdtica x — x* é a fungdo x — 2x. Na verdade,
poderiamos reapresentar o Principio generalizado da Microafinidade

gx+e)= g)+i-¢

num arranjo mais conhecido:
gx+e)—gl) _
€

d

E importante notar aqui que, diferentemente da Analise Cléssica, temos
efetivamente um quociente onde o denominador é um numero (apesar de ser um
infinitesimal “meramente subsistente, genérico”). Nas palavras de Kock:

O processo Fundamental de Diferenciagdo (formagdo de derivadas
direcionais) passa aqui a fazer parte da algebra, uma vez que o uso classico dos
processos limite é eliminado em favor do uso de subespagos infinitesimais da linha
numérica R e dos espagos vetoriais de coordenadas R™.*

Temos aqui uma volta do conceito de “incremento diferencial infinitesimal”
como um conceito fundamental do célculo, anterior at¢ mesmo ao processo de
obten¢des de derivadas e, como veremos a seguir, de integrais.

6. O Teorema Fundamental do Calculo

* Kock. Synthetic Differential Geometry, 12.
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Tomemos uma func¢do f qualquer e pensemos na funcdo que representa a
integral Iy daquela fungdo f original, entendida aqui como a fung¢do que descreve o
incremento de area sob aquela curva f.

A ST > f

Um ponto inicial importante aqui ¢ que o Principio da Microafinidade (geral)
valerd, tanto para a fung¢do original f, quando para a fung¢do que descreve seus
incrementos de drea, I:

fx+e)=f(x)+ df-¢

L(x+¢) =I(x) + d,f ¥

Consideremos agora a area produzida por um incremento infinitesimal x + €
na fungao I;:

_______

Sam”

Temos entdo que valor da fungdo integral I, incluindo o incremento sera:

27

riangulo
area+incremento retangulo L area até x
—_———
g-&-df
If(x+€) = f(X)'S + T + If(x)

J& de inicio, a nilpoténcia do produto € - € = 0 nos permite desconsiderar
diretamente toda a area do triangulo. Obtemos entdo:

L(x+e&)= f(x) e+ I(x)

*70 proprio Principio da Microafinidade nos assegura que se trata aqui realmente de um tridngulo!
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E como, de acordo com o que frisamos acima, a fungdo Iy também respeita o
Principio da Microafinidade, temos também que:

I(x + &) =I(x) + d,f ¥
Logo, substituindo I¢(x + &) = Is(x) + d, £ € na equagdo anterior, concluimos que:
Ie(x) + d,f e = f(x) e+ I(x)
Simplificando toda essa expressdo, obtemos finalmente que:

dlf = f(x)

A despeito do cardter profundamente singelo das operagdes algébricas
envolvidas, ndo nos deixemos enganar: o que acabamos de obter aqui ndo ¢, nada
mais, nada menos, do que o Teorema Fundamental do Calculo:

A derivada d; ; de uma fung¢@o integral I; de uma fungdo f qualquer
¢ igual aquela propria funcao f

E a esse tipo de resultado que nos referiamos acima, quando faldvamos no
“maravilhoso poder algébrico simplificador dos infinitesimais nilpotentes”. Uma
demonstracdo puramente algébrica do teorema central do Calculo Diferencial e
Integral, envolvendo apenas um punhado de pequenos passos extremamente simples e
transparentes.

7. Cortes de Dedekind e Coesao

A despeito do qudo atraente possa ser a simplicidade algébrica da Analise
Suave, nosso foco de interesse nesse artigo ndo era a comparacao entre 0s Varios
procedimentos de célculo associado as propostas de analise. ”® Nosso principal
interesse era a concepg¢do alternativa da microestrutura topoldgica do continuo, que
chamamos de aristotélica, onde, diferentemente da versao usual cléssica, a reta jamais
poderia ser constituida de pontos.

Gostariamos de retomar nosso tema principal e enfatizar algo que nos parece
importante: a conexdo entre essa visdo alternativa e a logica de Heyting subjacente,

* Para mais detalhes da proposta Suave, sugerimos Bell, John. A4 Primer of Infinitesimal Analysi, Kock. Synthetic
Differential Geometry, ou mesmo Lavendhomme. Basic Concepts do Synthetic Differential Geometry (Dordrecht: Kluwer
Academic Publishers, 1996).
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conforme ficou sugerido nas citacdes de Lawvere e Bell acima. Voltemos a ideia de
“coesdo”, ou de “indecomponibilidade”, que antecipamos acima:

Chamaremos um espaco S de coesivo ou indecomponivel, ou um
continuum (genuino) se, para qualquer parte, ou subconjuntos U e V de S, sempre
queUUV =SeUNV =0, entdo um de U, V deve ser = @, ou, equivalentemente,
um de U, V deve ser = S. Claramente, S é coesivo precisamente quando seus Gnicos
subconjuntos destacaveis sdo @ e S em si.”’ (Bell, 2014, p. 8)

O continuo intuicionista e o suave sdo “inexauriveis” no sentido de que jamais
conseguimos segrega-los tdo exaustivamente que os separemos em duas partes,
completamente disjuntas uma da outra, mas sem nenhum “espaco intermediario” entre
elas. Ou bem perdemos a cobertura (no exemplo acima, UUV # S), ou bem
perdemos a disjung¢do (U NV # @). Na imagem do intuicionista Dirk Van Dalen:

O continuo [intuicionista] tem, por assim dizer, uma natureza
. ~ . 30
viscosa, ndo se pode simplesmente sacar um ponto fora.

E claro que, dado que algumas das versdes do continuo intuicionistas sdo
compativeis com a teoria classica (como a de Bishop, como vimos acima), nessas
teorias ndo € possivel demonstrar-se, por exemplo, o teorema de que todas as funcdes
tenham de ser continuas (caso contrario a compatibilidade cairia por terra). Como ja
observamos, ¢ “apenas o caso” que, no contexto dessas teorias, ndo apareca nenhum
exemplo de funcdo que falhe em ser continua.

O contraste entre a logica cldssica e a de Heyting, todavia permanece. A
propriedade da coesdo € totalmente incompativel com a versao classica. No entanto, ¢
possivel demonstrar que, mesmo mantendo-se a propria Teoria dos Conjuntos
tradicional (de Zermelo-Fraenkel) intacta e substituindo apenas a logica subjacente
classica pela versdo de Heyting, a existéncia de espagos coesos torna-se, se nao
demonstrdvel na teoria, pelo menos consistente com ela.”!

Observamos que, na teoria dos conjuntos cldssicos, 0s Unicos espagos
coesos sdo o trivial espago vazio e os espagos de um s6 ponto. Mas verifica-se que a
existéncia de espagos coesos ndo-triviais ¢ consistente com TIC [Teoria Intuicionista
dos Conjuntos]. Na verdade, ¢ consistente com o TIC que R seja ele proprio também

COGSO.32

Ja no contexto da Analise Suave, ¢ claro, todas as fungdes, sendo suaves (i.e.,
sendo derivaveis até qualquer ordem n33) também tem de ser continuas, € claro.
Na andlise infinitesimal suave, o principio da constancia garante que esses

[intervalos] tenham a propriedade muito mais forte da indecomponibilidade ... na
AIS [Analise Infinitesimal Suave] todos os intervalos em R sio indecomponiveis.**

* Bell. Intuitionistic Set Theory (Londres: College Publications, 2014), 8.

* Van Dalen apud Bell. The Continuous and the Infinitesimal in Mathematics and Philosophy (Mildo: Polimétrica,
2006), 280.

3! Na literatura, essa teoria recebe o nome de “Teoria Intuicionista dos Conjuntos”, ou TIC.

% Bell. Intuitionistic Set Theory, 8.

¥ Mais uma vez essa analise realiza um antigo sonho, acalentado, por exemplo, por Lagrange: o uso uniforme da série
de Taylor para nos fornecer aproximagdes dos pontos de R. Cf. (Ferrraro, 2012)

* Bell. The Continuous and the Infinitesimal in Mathematics and Philosophy, 301-2.
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Para finalizar, acompanhando a imagem metaforicamente rica de Van Dalen
sobre o continuo intuicionista que oferecemos acima, temos a seguinte descricao,
oferecida por Bell, para o contraste entre a imagem classica e a suave, agora no
contexto especifico do continuo temporal e da Analise Suave:

Classicamente, o tempo ¢ representado como uma sucessdo de instantes
discretos, “agoras” isolados, onde o tempo, por assim dizer, tivesse parado. O
Principio da Microlinearidade, no entanto, sugere que o tempo deva ser considerado
como uma pluralidade de microextensdes temporais que se sobrepde, uma as outras,
cada uma das quais podendo ser tomada como representando um ‘“agora” (ou
“presente especioso”) e nas quais o tempo por assim dizer ainda continuaria
passando. Essa concepcdo da natureza do tempo ¢ semelhante aquela proposta por
Aristét3esles (Fisica, Livro 6, Capitulo IX) para refutar o paradoxo da flecha de
Zenao.

A concepcao aristotélica, de uma reta que jamais poderia ser constituida por
seus pontos, permanece como uma opg¢do, talvez mais viva do que tenha sido nos
ultimos 500 anos.
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