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Logiikka ja ajattelun raj at

PANU RAATIKAINEN

Antiikin gjoiga asti matematiikassa on pyritty muotoilemaan tietyn matematiikan osa-alueen teoria aksiomaattisesti. Toisin
sanoen on pyritty [6ytéamaan aardlinen joukko perudauseita eli aksioomia, joista kaikki tdmén aihealueen todet lauseet voidaan
loogisesti johtaa. Klassinen esimerkki on tietysti Eukleideen geometria ja sen aksioomat.

Nykyaikainen logiikka on kuitenkin tuottanut tuloksia, jotka osoittavat, etta téllainen ihanne on yleisessi tapauksessa

mahdotonta saavuttaa. Matemaattinen tietomme tulee ol emaan ikuisesti epéatdydellista, ja kaikkia matemaattisia ongelmia e ole
mahdollista edes periaatteessa ratkai sta, vaikka aikaa olis kaytettavissa loputtomiin.
Matematiikan teoriat voidaan jakaa kahteen erilaiseen ryhmaan. Toiset, esimeriksi abstrakti ssa algebrassa kéytetyt teoriat, kuten
rynmé& tai kuntateorian aksioomat, ovat sdlaisia, ettd hyvin monenlaiset ja eriskummallisetkin matemaattiset struktuurit
toteuttavat niiden aksioomat. Miké tahansa struktuuri, joka toteuttaa esimerkiksi ryhméteorian aksioomat, on ryhma. Aksioomat
jattévét joitakin kysymyksia avoimeksi, mutta e ole midekdsta puhua ndiden véittdmien totuudesta tai epétotuudesta
absoluuttisesti. Ne toteutuvat toisissa ryhmissd jatoisissa eivét.

Toisaalta on joitakin perustavia matemaattisia teorioita, joiden kohdalla tilanne on varsin toisenlainen. Esimerkiks
luonnollisten lukujen teoriassa tavoitteenamme on kuvata yhta yksikasitteista matemaattista struktuuria, luonnollisten lukujen
joukkoa. Mikédli yritys aksiomatisoida luonnollisten lukujen teoria jattda jonkin luonnollisiin Iukuihin liittyvan kysymyksen
avoimeksi, joudutaan toteamaan, ettd aksiomatisointiyritys on jollain tavalla puuttedlinen — elkéa niink&an, ettd mika tahansa
matemaattinen struktuuri, joka toteuttaa valitut aksioomat, on luonnollisten lukujen joukko.

Epétayddlisyystulokset liittyvat erityisesti téllaisiin jalkimmaisen tyyppisiin teorioihin, joissa voidaan puhua véittamien
totuudesta jossain miel absoluuttiseti.

Vuonna 1930 nuori — tuolloin vasta 24-vuotias — itévaltalainen loogikko Kurt Godel osoitti, ettd yleisessa tapauksessa —
muutamia hyvin yksinkertai sia poikkeustapauksia lukuun ottamatta — téydel li sen teorian ihanne on mahdoton toteuttaa.

Ensiksi, hén todisti, ettd kaikkein kattavimmissakin tuolloin tunnetuissa joukko-opin aksioomajarjestelmissa (Russellin ja
Whiteheadin Pricipia Mathematican jéarjestelmd PM tai Zeremelo-Fraenkel joukko-oppi ZF) on niiden kielessd ilmaistavia
yksinkertaisia lukuteoreettisia lausdta, jotka ovat tosia mutta joita e voida todistaa néissa teorioissa. Toiseksi, Gode osoitti,
kutsutaan yleisesti Goddin enssimmaiseksi jatoiseks epatdydellisyyslauseeksi.

Nekin harvat, jotka ymmarsivat tulokset — mukaan lukien Godd itse — olivat kuitenkin epavarmoja siitd, voitaisinko
epdtaydellisyystulokset yleistdd ja miten. Ilman tasmédlistd ja ylasd ratkasumenetdman kasitteen madritdmaa
epdtaydellisyystuloksia @ kuitenkaan voida taysin yleistaa.

Matematiikassa on kautta sen historian esitetty ratkaisu- tai laskentamenetelmia tiettyjen yksittéisten ongelmien
ratkaisemiseksi. Tutuimpia ovat menetelmét kahden kokonaisluvun yhteen- ja kertolaskun suorittamiseksi. Annettu tehtava
voidaan suorittaa aina tdysin mekaanisesti séantja seuraamalla, ilman mink&anlaista keksdidisyytta tai luovuutta. Laskenta- ja
ratkaisumenetelmid kéasitellddn esimerkiksi Eukledeen Elementassa (kirjoitettu noin 330-320 esa.). Siind editetddn muun
muassa menetelmd kahden luvun suurimman yhteisen tekijan ratkaisemiseks; sitd kutsutaankin nykyisin Eukleideen
algoritmiksi. Yleisemmin, téllaisia mekaanisia laskenta- ja ratkai sumenetd mid kutsutaan nykyaikana usein algoritmeiksi.

Ratkaisumenetel mén esittamiseksi jollekin yksittdiselle matemaattiselle ongelmalle riittéd, ettd esittdd jonkin konkreettisen
ratkaisu- tai laskentamenetel mén, joka sopii yhteen intuitiivisen ratkai sumenetel mén késitteen kanssa. Kielteinen vastaus di se
johtopddtts, ettel mitéén ratkaisumengelmaa jollekin ongdmalle ole olemassakaan, sitd vastoin edellyttdisi yleisen
ratkaisumenetelman kasitteen tasmallisté matemaattista médritd méé. Téllaista & ennen 1930-lukua kuitenkaan ollut olemassa,
eika téman intuitiivisen ja epdformaalisen kasitteen tasmallistd matemaattista maarittel ya pidetty edes mahdollisena.

1930-luvulla ongelman kimpussa tyoskentdi omilla tahoillaan useitakin loogikoita, mukana myds Gode. Tarkemman ty6
teki kuitenkin nuori brittiloogikko Alan Turing. Yleisimmin Turing esitetddn tietokoneen keksijand. Tama pitéd paikkansa,
mutta on toisaalta harhaanjohtavaa: Turingin kaikkein merkittévin, koko matemaattis-luonnontieteellisen maailmankuvan



perusteita horjuttava 10yt6 on paljon teoreettisempi ja syvempi. Voidaan nimittéin sanoa, eta Turing osoitti haaveen
taydellisestd matemaatti sesta tiedosta kertakaikkisesti mahdottomaksi.

Taman perinteisen kannan vaikutusvataisin edustaja 1900-luvun alussa oli tuon ajan matematiikan voimahahmo,
saksalainen David Hilbert, jonka ympérille ryhmittyi kokonainen koulukunta johtavia nuoren polven matemaatikoita ja
loogikoita. Hilbert halusi osoittaa, ettei mitddn ratkaisemattomia ongelmia ole olemassa. Hanen mukaansa téytyy olla
mahdollisa esittdd sdlainen menetdmd, joukko tasméllisa saantdjd, joita mekaanisesti sovdtamalla mikd tahansa
matemaattinen ongelma ratkeaa — tdmé on Hilbertin kuuluisa " ratkaisuongema’. Hilbert ilmaisi ndin hyvin lagjasti vallinneen
késityksen matematiikan luonteesta.

Nuori Turing sen sijaan aavigdi, ettd totuus on péinvastainen — ettel mitéén yleistd mekaani ta menetel mééa matemaatti sten
ongedmien ratkaisemiseks ole olemassa. Turing otti ennakkoluulottomasti tehtévéakseen ratkaisumenetelman yleisen
maaritelman loytamisen. Han tydskenteli aiheen kimpussa téydellisessa yksindisyydessa vuoden, ja edtti ratkaisunsa vasta 23
vuoden ikdisena kevadla 1936. Han yhdisti ennenndkeméttomalla tavala &&rimmdaisen tarkkandkdisen filosofisen
késiteanalyysin vaativaan matemaattiseen tyohon ja kykeni esittdmadn ensi ndkemaltd mahdottomalta vaikuttavan asian. Han
esitteli taysin yleisen, vakuuttavan ja matemaattisen tésméllisen mééritd mén mekaani sesta ratkai su- ja laskentamenetel masta.

Kuinka tdma oli mahdollista? Turingin analyysi lahtee liikkedle pohtimalla, kuinka ihminen — inhimillinen "Laskija’ —
toimii ratkaistessaan jotain matemaattista ongelmaa jonkin mekaanisen ratkaisumenetedméan avulla. Turingin mukaan
"toddlinen kysymys’ on se, mitd mahdollisa prosessga ihmismieli voi vieda I8pi laskiessaan jotakin lukua. Han halusi 16ytéa
sellaiset Laskijan operaatiot, jotka ovat niin yksinkertaisia ja perustavia, ettei niité voida enda jakaa yksinkertaisempiin osiin.
Turing kuvittdi, kuinka Laskija kirjoittaa symbolga ruutuihin jaetulle paperille samaan tapaan kuin lapsi laskentovihkoon. Han
paétteli, ettd paperin kaksiulotteisuus e ole olennaista, joten hén yksinkertaisti asetedlmaa keskittymélla yksiulotteiseen
paperinauhaan, joka on jaettu ruutuihin. Edelleen Turing totesi, ettd inhimillinen muisti ja havaintokyky on valttamétta
aardlinen: sispa kayttssd voi olla vain @rdlisen monta perussymbolia, ja Laskija voi " kertasilmayksell&” havaita symboleja
vain &érellisen monesta ruudusta.

Turing & dis téssa teoretisointinsa perustavimmassa osassa puhu lainkaan koneista vaan ihmismiel en laskentatoi mituksi sta.
Koneet esintyvét vasta tdman perustavamman anayysin tuotoksena ja yhteenvetona. Turingin tavoitteena oli alusta alkaen
antaa kidteinen vastaus " ratkai suongd maan” . Ratkai sumenetelman kasitteen analyysissaan hén tarkastei inhimillisté laskentaa
ja poisti dita kaikki epéolennaiset rgjoitukset. Jéljele jéi ajatus abstraktista, idealisoidusta koneesta, jossa on potentiaalisesti
aaretdn, ruutuihin jaettu nauha, jota kone lukee, johon se kirjoittaa tai josta se pyyhkii pois merkkegja jonkin &arellisen
séantdjoukon madrédmana. Tallaisa teoreettisia koneita kutsutaan nykyisin Turing-koneiksi. Turingin johtop&tds oli, eta
inhimillinen Laskija voi ratkaista ongd man tasmélleen silloin, kun Turing-kone voisi ratkaista sen.

Vakuuttavan kasiteanalyysin avulla Turing siis onnistui eristaméan yleisen ratkaisumenete mén kasitteen. Seuraavaks han
osoitti tdman méadritelman avulla, ettd on olemassa ongelmia, joita e kerta kaikkiaan voida ratkaista: & ole mitddn yleista
mekaani sta menetd maa niiden ratkaisemiseksi. Ehka yksinkertaisin téllainen ongelma on Turingin ” pysdhtymisongelma’: & ole
mitéén yleistd mekaanista menetdmaa sen ratkaisemiseksi, pysdhtyyko tietyn koneen laskenta joskus vai juuttuuko kone
"silmukkaan” ikuisiks agjoiksi. Turingin suuri 16yt6 on siis sen havaitseminen, eftd on olemassa ongedmia, joita mikdan
tietokone e pysty periaatteessakaan ratkai semaan, vaikka aikaa ja muistia olisi rgjoittamattomasti. Mydhemmin loogikot ovat
Turingin perustavaan analyysiin nojautuen 10yténeet monenlaisia ratkeamattomia ongedmia matematiikan ja teoreettisen
fysiikan eri osa-alueilta.

Turingin tyd osoittaa myds lopullisesti, ettd mika tahansa tietyt ehdot tayttavd matemaattinen teoria on valttamatta
epdtaydellinen: jokaisen télaisen teorian ulkopuolele j8& matemaattisia totuuksia, joita & tuossa teoriassa voida todistaa.
Erityistapauksissa tétd ennakoi jo Goddin vuonna 1930 todistamat epétéydellisyystulokset, mutta vasta Turingin luoma
késitteellinen véalineistd mahdollisti epataydellisyystuloksen yleistdmisen kaikille mahdollislle matemaattisill e teorioille.

Yleisen muodon esittdmiseks tarvitaan yleista formaalisen aksioomajérjestelmén késitettd. Perinteisesti matemaattinen
todistus on joistakin hyvaksytyisté aksioomista askd askdeelta hyvaksyttyjen sdanttjen (" paéttelysdantojen”) avulla johdettu
jono lauseita, joka todistaa viimeiseks esitetyn lauseen.

Turingin analyysin pohjalta on jarkevéaa vaatia, ettd aksioomia on joko &drellinen mééra ta ettd on ainakin olemassa
ratkaisumenetelma sille, onko jokin annettu lause aksiooma vai €, ja etéa on olemassa ratkaisumenetedma sille, onko jokin
lauseiden jono todistus — €i onko se tuotettu sovetamalla sovittuja paatte ysaantoja ja vain niitd. Talla tavalla saadaan hyvin
yleisluonteinen aksiomatisoidun teorian (tai "formalisoidun jérjestelman”) maéritelméa. Tallainen formalisoitu teoria voidaan
tietyssé mi € essé samastaa sellai sen Turing-koneen kanssa, joka tarkistaa midivaltaiseta lauseiden jonosta, onko setodistusvai
ei (todistus valitussa teoriassa).



Nyt voidaan todistaa, etté epataydellisyysominaisuus pétee kaikille téllaisille teorioille silla olettamuksella, etté ne sisdltavat
alkeidukuteorian — di etté niissa voidaan vieda l&épi yhteen- ja kertolaskua — ja etté ne ovat ristiriidattomia. Seuraavassa Goddin
epdtaydellisyyslauseet ylei sessd muodossa:

Ensimméinen epatéydellisyysause: Jokaisele ristiriidattomalle matemaattisdle teorialle, joka sisdltéa alkeislukuteorian,
voidaan 10ytaa teorian kieleen kuuluva lause, joka on tosi mutta jota ei voi todistaa téssi teoriassa.

Toinen epataydellisyydause: Mik&aén ristiriidaton matemaattinen teoria e voi todistaa omaa ristiriidattomuuttaan.
(GOdd 1930, Turing 1936.)

My6s Godd hyvéksyi pian Turingin analyysin jatavan yleistéa epatdydd lisyystulokset.

Ratkeamattomuuden ja epétaydellisyyden vélilla on muutoinkin kiinted yhteys; jos teoria on taydellinen, on olemassa
(periaatteessa) myos ratkaisumenetelmé sille, onko jokin lause todistettavissa tassa teoriassa vai €. Riippuvuussuhde ei pade
aina toisinpain: on olemassa joitakin epatéydellisid teorioita, joissa on kuitenkin ratkaisumenetd mé. Yleensd, aina kun teoria
sisdltéd lukuteorian, voidaan teoria kuitenkin todistaa seka epétédydel liseksi etté ratkeamattomaksi.



RATKEAMATTOMUUSTULOKSET
JA TAVALLINEN MATEMATIIKKA

Goddin konstruoimat todistumattomat lauseet ja Turingin ratkeamattomat ongedmat olivat monimutkaisia teoreettisia
rakennelmia, jotka oli muotoiltu juuri epdtaydellisyys- ja ratkeamattomuustul osten todistamiseksi. Niilla e ollut mitéén ilmeista
luonnollista matemaattista merkityssisdltoa. Siks pidettiin pitkd8n epasdvand, onko tuloksilla loppujen lopuks kovinkaan
suurta merkitysta tavallisen matematiikan nékokulmasta. Asiaan on kuitenkin saatu lisval aistusta.

Hilbert oli kuuluisassa vuonna 1900 esittéméassdan luettelossa térkeimmistd matematiikan avoimista ongelmista esittanyt
kymmenentend ongelmana niin sanotun Diofantoksen yhtaldiden ratkaisuongdman (nimitys juontaa juurensa antiikin
kreikkalaisesta matemaatikosta Diofantoksesta). Diofantoksen yhtélot ovat yksinkertaisesti yhtal6itd, jotka muodostetaan
kokonaislukuja seka yhteenlasku- ja kertolaskuoperaatioita yhdistéméla ja joiden mahdolliset ratkaisut rajoitetaan
kokonai sl ukujen joukkoon.

Esmerkiks yhtél6a 3¢ + 2xy = 5y2 kutsutaan yksikertaisesti vain "yhtaloksi”, jos sille haetaan ratkaisuja reaalilukujen
joukosta, mutta ” Diofantoksen yhtaloksi”, jos ratkaisuksi hagtaan vain kokonaislukuja. Ero on tarked. Esimerkiksi yhtalolla x® +
y2 = 2 on &rettdman monta ratkaisua reaalilukujen joukossa, mutta vain 4 eri ratkaisua kokonaislukujen joukossa (x jay ovat
joko +1 tai —1). Yhtalolla x* + y* = 3 on myds dérettdman monta ratkaisua reaalilukujen joukossa, mutta jos sita tarkastellaan
Diofantoksen yhtéléng, silla e ole lainkaan ratkaisua (siis kokonaidukujen joukossd). Hilbertin kymmenes ongelma on siis
esittéd yleinen menetelmé, jolla voidaan ratkaista misté tahansa téllaisesta yhtalostd, onko silla ratkaisua kokonaislukujen
joukossa. Vaikuttaa yksinkertaiseta; totuus asiasta on kuitenkin yllattéva.

Turingin luomat vaineet mahdollistivat kysymyksen siitd, voisiko tdméa ongelma ehké ollakin ratkeamaton. 1950-luvun
alussa kaks nuorta amerikkalaista loogikkoa, Julia Robinson ja Martin Davis, akoivat aluksi toisistaan riippumatta,
myShemmin yhteistyosss, tutkia asaa. Mydhemmin joukkoon liittyi filosofina mainetta niittanyt Hilary Putnam. He kutsuivat
" eksponentiaalisksi Diofantoksen yhtaldiksi” yhtdl6itd, joiden muodostamisessa voidaan yhteen- ja kertolaskun lisdksi kayttéa
my6s eksponenttioperaatiota. Esimerkiksi 2x’ + 2 = 0 eksponentiaalinen Diofantoksen yhtalé mutta e tavallinen Diofantoksen
yhtald. Ero on sind, eté eddlisissa eksponenttina voi esiintyd muuttujia, kun taas jalkimmaisissa vain vakioita (mika voidaan
palauttaa tavalliseksi kertolaskuksi; esmerkiks X=X xX X).

Vuonna 1962 Davis, Putnam ja Robinson saavuttivat yhdessd térkedn tuloksen: he osoittivat, ettd kysymykseen
eksponentiaalisten Diofantoksen yhtéldiden kokonaidukuratkaisuista e ole olemassa ratkaisumengelmad Na&in hyvin
luonnollinen lukuteoreettinen ongdma — ongelma jonka koululainenkin  ymmértdd — oli osoitettu  absoluuttisesti
ratkeamattomaksi.
todisti, ettd myds kysymys tavallisten Diofantoksen yhtéléiden ratkaisuista, i Hilbertin kuuluisa kymmenes ongelma, on
ratkeamaton. Ei dis ole mahdollida esittéd yleistd menetdmég, jota seuraamalla voitaisiin ratkaista kustakin Diofantoksen
yhtal6std, onko sillaratkaisujavai 6.

Néaiden tulosten seurauksena on myos mahdollista antaa Goddin epatayddlisyystuloksille uus muotoilu: Missdan
matemaattisessa teoriassa el voida ratkaista kaikista Diofantoksen yhtdl6isté, onko niill& ratkaisua vai e. Jokaiselle teoridle
[6ytyy yhtal6itd, joillae ole ratkaisua, mutta tété e voida todistaa kysei sessa teoriassa.

EPATAYDELLISYYSTULOKSET JA IHMISMIELI

Matemaattinen totuus on néin ollen tavallaan ” &rettdmén syva’. Sité e voida tiivistdd mihink&én &érelliseen teoriaan. Tama e
merkitse sitd, et jokin yksittdinen matemaattinen lause olisi absoluuttisesti mahdoton tietéd, vaan sitd, etei ole mitdan
yhtendista ja yle sté menetd méa kaikkien onge mien ratkaisemiseksi.

ihmismieli kykenee enempéén kuin mik&an mekaaninen kone. On gjatdtu, ettd Godein tuloksen nojalla on jokaiselle teorialle,
jadita vastaavalle konedll e, 10ydettavissa lause, jonka totuuden me ihmiset pystymme ndkemadn mutta kyseinen kone ei. Midli
e dis ole mekaaninen, di sitd e voi kuvata tietokoneena. Téhan suosittuun gjattelutapaan sisdltyy kuitenkin sekaannus.
Oletetaan, eitéd T on aksiomatisoitu teoria, jonka tiedetdéan siséltévan lukuteorian. Godelin ensimméi sen lauseen muoto on:



Jos T onristiriidaton, niin on olemassatosi lauseL, jotae voi todistaa T:ssi.

Kuitenkin on vaikeaa ja usein mahdotonta ti et8, onko joku annettu teoria T rigtiriidaton vai €. Itse asiassa ristiriidattomuus
on itsessédn ratkeamaton ongema. Mutta ilman tigtoa, ettd T on rigtiriidaton, emme voi tietdd mitéén lauseen L totuudesta.
Godelin tulokset eivét kerro mitéén ihmisen ylivertaisuudesta koneisiin ndhden.

Painvastoin, on jarkevaa uskoa, etté lauseiden, jotka voidaan todistaa meille ihmisille ilmeisien aksioomien pohjalta, taytyy
sisdltya johonkin formalisoituun teoriaan. Muutoin &drettbman madrén toisistaan tdysin riippumattomia matemaattisia
periaatteita taytyis olla ilmesia ihmismielele — ja tdma tuntuu erittéin epduskottavalta. Goddin tuloksista seuraakin, ettd on
olemassa matemaattisia totuuksia, joita e voidatodistaa ihmismie dleilmeisistd aksioomista.

RATKAISUMENETELMIA LAAJENTAMASSA

Viime vuosina on tehty erilaisia yrityksid lagjentaa laskettavuuden kasitetté niin, ettéd Turingin analyysilla ratkeamattomiksi
tuomitut ongelmat voitaisiin ratkaista. Vaikka téllaisa gjatuskulkuja on viime vuosina pdasty esittdemaan jopa johtavissa
tiedelendissd, ndma puheet ” hyperlaskettavuudesta’ perustuvat pahoihin késittedlisiin sekaannuksiin. Turingin asettamat rajat
ratkeavuuddle ovat ja pysyvét.

On kuitenkin olemassa eras luonteva ja mielenkiintoinen ratkeavuuden kasitteen yleistys. Hilary Putnam esitti vuonna 1965
gjatuksen " yrityksen ja erehdyksen menetelmastd’. Samanlaisen gjatuksen esitti riippumattomasti Mark Gold samana vuonna.
Sittemmin useat tutkijat ovat riippumattomasti padtyneet yht&pitaviin kasittasin. Jeroslaw kutsui omaa versiotaan
"kokedliseksi logiikaksi” (vuonna 1975). Myds Jaakko Hintikka on yhdessa Arto Mutasen kanssa tutkinut vastaavaa kasitettéa ja
sen sovelluksia. Ajatus on siisilmeisesti varsin luonnollinen.

Siihen pdadytdén, kun hieman muutetaan Turing-koneen gjatusta. Tall6in sallitaan koneen " muuttaa mieltédan” &arelisen
monta kertaa. Kone tulostaa tuloksenaan &rellisen jonon kyll&- ja ei-vastauksia. Viimeinen "kyll&" tai "&” on lopullinen, oikea
vastaus. Nyt kuitenkin luovutaan siitd oletuksesta, ettd voidaan ratkaista, milloin kone on lopettanut laskemisen. Jos koneen
viimeisin tuloste on "kyll&’, tieddmme etté tdmé on vastaus, ellei kone vield muuta mietéan. Ei ol e kuitenkaan olemassa mitaan
ratkaisumenetel méa, joka kertoisi, aikooko kone vield muuttaa mietdéan vai ei.

Ongelmat, jotka voidaan ratkaista téllaisen menetddmén avulla, ovat tavallaan "empiirisesti ratkeavia’. Jos nimittdin
oletetaan aina, ettd viimeisin vastaus on lopullinen, erehdytaédn &érellisen monta kertaa, mutta saavutetaan lopulta oikea vastaus.
Mutta vaikka olisikin saavutettu oikea vastaus, € voida varmasti tietdd, etté néin on jo tapahtunut.

On kuitenkin térkeé todeta, ette t&ma ol e tarkoitettu mill&an tavalla Turingin analyysin kritiikiks. Kasite on téysin erilainen.
Se on kuitenkin luonnollinen késite, ja tutkimisen arvoinen. Turingin menetddmid sovetamalla on heppo todistaa, ettd on
olemassa ongelmia, joita & voida ratkaista edes téméan yleésemman ja liberaalimman ratkaisumenetdman avulla. Ei ole
kuitenkaan ilmeistd, mitk& luonnolliset matemaatti set ongel mat voidaan ratkai sta talla menetd malla.

Yrityksen ja erehdyksen menetdmalla voidaan ratkaista ”empiirisesti” esimerkiksi kysymys siitd, onko Diofantoksen
yhtal6l1a ratkaisuja kokonaislukujen joukossa. Sama pétee muihinkin tunnettuihin perinteisiin ratkeamattomiin ongelmiin
tavallisen matematiikan piirissé. Voidaan sis kysyd, onko ylipdénsa olemassa mitdan luonnollisia, tavallisen matematiikan
ongdmia, jotka olisivat ratkeamattomia myds yrityksen ja erehdyksen menetddmén avulla. Asiaan on hiljattain saatu
myodnteinen vastaus.

On osoitettu (Raatikainen 2003), ettd ongedma siitd, onko annetulla eksponentiaalisella Diofantoksen yhtalélla vain
aardlisen maéra ratkaisua vai @ (siis aaretbn madrd), on ratkeamaton jopa tassa ylei semméssa ja laajemmassa mid essa. Vaikka
kysymys on meko yksinkertainen, se on hyvin vahvassa midessi ratkeamaton. Sité e voida ratkaista edes ”empiirisesti”,
yrityksen ja erehdyksen menetelmén avulla. Vastaukset tdménmuotoisiin kysymyksiin ovat sis — helppoja yksittéistapauksia
lukuun ottamatta — kertakaikkisesti ihmismid en kykyjen tavoittamattomi ssa.
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