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Laskettavuuden teorian varhaishistoria

Panu Raatikainen
Helsingin yliopisto

Nykyaikaisen logiikan keskeisena tutkimuskohteena ovat erilaiset formalisoidut teoriat. Erityisesti
vuosisadan vaihteen aikoihin matematiikan perusteiden tutkimuksessa ilmaantuneiden
hdmmentévien paradoksien (Russell 1902, 1903) jalkeen (ks. kuitenkin jo Frege 1879, Dedekind
1888, Peano 1889; vrt. Wang 1957) keskeiset matemaattiset teoriat on pyritty tallaisten vaikeuksien
valttdmiseksi uudelleen muotoilemaan tasmaéllisesti keinotekoisessa symbolikielessa, jonka
lauseenmuodostussadnnot on tasmaéllisesti ja yksikasitteisesti maarétty. Edelleen teoriat on pyritty
aksiomatisoimaan, ts. on pyritty antamaan joukko peruslauseita, joista kaikki muut — tai ainakin
mahdollisimman monet — teorian todet lauseet voidaan loogisesti johtaa tarkoin maarattyjen
paattelysdéntdjen mukaisesti (erityisesti Hilbert 1904, 1918, 1927; ks. myds Russell 1908, Zermelo
1908; vrt. Kleene 1952, 8§ 14-15).

Formaalisen jérjestelmén (Post 1921; Godel 1931, vrt. Shoenfield 1967, s. 2-6) luonnehdinnassa on
kolme keskeisté osaa:

(1) Ensiksi meidan on maériteltdva formaalisen jarjestelmamme kieli. Annamme kielen merkkien
joukon, aakkoston, seka tietyt lauseenmuodostussaannét, joiden avulla muodostetut merkkijonot (ja
vain ne) ovat tdmén kielen hyvinmuodostettuja ilmaisuja: kaavoja ja lauseita.

(2) Formaalisen jarjestelman seuraava osa ovat peruslauseet eli aksioomat. Ne voivat olla mité
tahansa jarjestelman kielen lauseita. Aksioomia joko on &&rellinen maard, jolloin voidaan antaa
niiden luettelo, tai vaihtoehtoisesti meilld on jokin &arellisesti esitettdva saantd, jonka avulla
voimme ratkaista mielivaltaisesta annetusta kaavasta, onko se aksiooma.

(3) Kolmas formaalisen jarjestelman muodostavista osasista ovat paattelysaannét. Jokainen naista
sdénnoista toteaa, etta tiettyjen ehtojen vallitessa kaava, jota kutsumme johtopéatokseksi, voidaan
paatella ts. johtaa toisista kaavoista, joita kutsumme premisseiksi.

Voimme myos madritelld, mitd tarkoitetaan formaalisen jarjestelman teoreemoilla: (i) jokainen
aksiooma on teoreema; (ii) jos kaikki premissit ovat teoreemoja, niistd paattelysaannoén avulla
johdettu johtop&é&tds on myds teoreema.

Formalisoitu teoria on tallaisen jarjestelman kaikkien teoreemojen joukko. Formalisoidun teorian
todistus on &érellinen kaavajono, jonka jokainen jésen on joko ko. teorian aksiooma tai on saatu
jonon aiemmista jasenistd teorian paattelysdantdja soveltamalla. Sanomme toisinaan myos, ettd
lause on todistuva tai johdettavissa; tima on yhtapitédvaa sen kanssa etta lause on teoreema.

On tarkedd huomata, ettd edella esitetysséd formaalisen jarjestelman alustavassa luonnehdinnassa
esiintyi toistumiseen “sddnnon” késite. Oletamme, ettd ndma sddnnot ovat “mekaanisia” rutiineja,
ts. on olemassa &érellinen ohjejoukko, jota mekaanisesti seuraamalla tehtdva voidaan suorittaa.
Yksittéistapauksissa (konkreettiset lauseenmuodostus- ja paattelysadannét) on helppo nahda, ettd
annetut saannot todellakin tayttavat tdmén vaatimuksen, mutta yleistd tarkastelua varten meidéan



olisi kyettava jotenkin maéarittelemaan tdma mekaanisen menetelman tai ratkaisumenetelmén kasite.
Tama onkin esityksemme keskeinen ongelma.

Ratkaisumenetelma formaaliselle jérjestelmélle F on menetelmd, jonka avulla voimme ratkaista
adrelliselld maaralla askelia jokaisesta annetusta F:n lauseesta, onko se F:n teoreema vai ei.
Joukkoa, jolle on olemassa ratkaisumenetelmd, sanotaan ratkeavaksi. Sanomme, ettd joukko
voidaan tuottaa mekaanisesti, jos on olemassa adrellinen ohjejoukko, jota mekaanisesti seuraamalla
joukon jasenet voidaan yksi kerrallaan luetella. Téllaisia joukkoja sanotaan myds puoliratkeaviksi,
silld ao. menetelma tuottaa &&rellisen monen askelen jélkeen joukon oletetun j&senen, mikéli se
todella on kyseisen joukon jasen. Jos oletettu jasen ei sen sijaan olekaan kyseisen joukon jasen,
emme tdméan menetelman avulla saa iking tietda tatd. Eik& mikadn takaa a priori, ettd tdman
selvittdmiseksi on olemassa jokin toinen mekaaninen menetelma.

Nykyaikaisessa laskettavuuden teoriassa ratkeavia ja mekaanisesti tuotettuja eli puoliratkeavia
joukkoja vastaavat rekursiiviset ja rekursiivisesti numeroituvat joukot. Teorian keskeinen tulos on,
ettd on todella olemassa mekaanisesti tuotettuja eli puoliratkeavia joukkoja, jotka eivat ole
ratkeavia.

Lyhyt esihistoria

Laskenta- ja ratkaisumenetelmét ovat yhtd vanhoja kuin matematiikka itse. Niitd kasitellaan
esimerkiksi Eukleideen Elementassa (kirjoitettu noin 320-330 eaa.). Siind esitetddn mm. menetelma
kahden luvun suurimman yhteisen tekijan ratkaisemiseksi; sitd kutsutaankin nykyisin Eukleideen
algoritmiksi (Boyer 1994, s. 175). Sana “algoritmi” taas on erindisten sekaannusten kautta
vaantynyt 800-luvulla elaneen arabimatemaatikon Al-Khwarizmin nimestéd (Boyer 1994, s. 326).

Myohéiskeskiajalla Raymundus Lullus (1235-1315) kehitteli jarjestelmaa, joka yhdistelisi késitteita
mekaanisesti tyhjentden kaikki vaihtoehdot ja tuottaisi kaikki “totuudet”. Hén uskoi, ettd tdma
menetelma auttaisi muhamettilaisten kaannyttamisessa kristinuskoon. Hanen nimelld Ars Magna
tunnettu jarjestelmansa oli 1&hinna fantastista filosofista spekulaatiota, mutta ajatuksella oli valtaisa
vaikutus. (Kneale & Kneale 1962, s. 241-2; Hermes 1980)

Yksi Lullusta paljon vakavasti otettavampi ajattelija, johon ndma fantasiat vaikuttuvat syvésti, oli
yleisnero Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716), jonka vaitoskirja De Arte Combinatoria (1666)
on ensimmainen todellinen yritys vyleisen laskentamenetelman suuntaan. Leibniz oli yksi
ensimmadistd, jotka tyoskentelivdt binaarijarjestelmien avulla. Han suunnitteli yleistd jarjen
kalkyylia (calculus raticionator) ja todellakin kehitti Boolen algebran osia. Leibniz haaveili
ajattelun mekanisoinnista, niin ettd inhimillisen eldaméan ongelmat voitaisiin kasitella komiteassa,
joka istuisi poydén déressi ja sanoisi: “Calculemus” — “Laskekaamme!”. (Kneale & Kneale 1962;
Davis 1983, 1987; Hermes 1980)

Erottelu rekursiivisen ja rekursiivisesti numeroituvan joukon valilla voidaan jaljittda takaisin
epéaformaaliseen erotteluun ratkaisumenetelman ja tuottamismenetelman valillg; tdmakin esiintyy jo
Leibnizilla (1666), kun hdan erittelee késitteet ars iudicandi (todistuksen korrektisuuden
tarkistaminen) ja ars inveniendi (todistuksen l6ytdminen). (Odiferri 1989, s. 144; Hermes 1980)

Vuoden 1834 tienoilla Charles Babbage kehitteli “Analyyttisen koneen” ajatusta. Sen oli tarkoitus
reikdkorteilla ohjelmoituna suorittaa laskutoimituksia. Babbage pohti, mitd operaatiota todella
tarvittaisiin. Han péaatyi seuraaviin operaatioihin: yhteen, kerto- ja (rajoitettu) vahennyslasku-



operaatiot, operaatioiden yhdistdminen, operaatioiden iterointi, ehdollinen iterointi ja ehdollinen
siirto. (Gandy 1988)

Jos tarkastelemme Babbagen koneen sijasta idealisoitua konetta, jolla on potentiaalisesti rajaton
muisti, Babbagen operaatiot tuottavat kaikki Turing-laskettavat funktiot! (Gandy 1988) Babbage
myos esitti koneensa laskentakyvyista teesin, jota voidaan pitdd nk. Churchin teesin (ks. alla)
versiona (Gandy 1988). Mik&an ei kuitenkaan viittaa siihen, ettd laskettavuuden teorian
my6hemmét kehittdjat olisivat tunteneet Babbagen tyota.

Ratkaisuongelma

Nk. ratkaisuongelmaa (“Entscheidungsproblem™) l1dhestyttiin ensiksi boolelaisen logiikan algebran
néakokulmasta. Sen muotoili (ja ratkaisi osittain) ensimmaisend Ernst Schroder (Schréder 1890-
1905; ks. Hermes 1980). Saman tradition piirissa Leopold Lowenheim todisti 1915 monadisen (vain
yksipaikkaisia predikaatteja sisdltdvan) predikaattilogiikan ratkeavuuden (Lowenheim 1915; Ks.
my6s Gandy 1988).

[Huomautus: Tama voi muuten selittdd sen, miksi traditionaalisessa aristoteelisessa logiikassa ei
pohdittu ratkeavuusongelmia; Aristoteleen syllogistiikka voidaan tulkita monadiseksi predikaatti-
logiikaksi, jonka ongelmat voidaan aina ratkaista. Vasta Fregen uusi logiikka (Frege 1879) toi
mukanaan niin paljon loogista ilmaisuvoimaa (kvanttorit ja monipaikkaiset relaatiot), ettd
myOhemmin ratkeamattomiksi osoittautuneiden teorioiden muotoilu k&vi mahdolliseksi logiikassa
(Fregen oma jarjestelma oli tosin ristiriitainen ja siksi triviaalisti ratkeava.)]

Vaikutusvaltaisessa Hilbertin ja Ackermannin logiikan oppikirjassa vuodelta 1928 ensimmadisen
kertaluvun predikaattilogiikan ratkaisuongelmaa, “Entscheidungsproblem”, kutsutaan “matemaat-
tisen logiikan pddongelmaksi” (Hilbert & Ackermann 1928).

Ongelman positiiviseen ratkaisuun, jota Hilbert ja hanen seuraajansa ilmeisesti odottivat (ks. Gandy
1988), olisi riittanyt jonkin erityisen ratkaisumenetelméan esittdminen. Negatiivinen tulos olisi sitd
vastoin edellyttanyt yleisen ratkaisumenetelman késitteen tdsmallistd matemaattista maaritelmaa.
Mutta téallaista ei tuolloin ollut olemassa, eika td&mén intuitiivisen ja ep&formaalisen kasitteen
tasmallista matemaattista méaarittelya pidetty yleensd edes mahdollisena. Toisin kuitenkin kavi.

Emil Postin ty6 1920-luvulta

Yhdysvalloissa aiheen parissa tydskenteli jo 1920-luvun alussa yksikatinen ja syrjaanvetaytyva
nuori matemaatikko Emil Post. Han esitti vaitoskirjassaan (Post 1921) ratkaisumenetelmén
lauselogiikalle — oppikirjoista tutun totuustaulumenetelméan. Edelleen Post oli ensimmainen
loogikko, joka tarkasteli (jo véitoskirjassaan) formalisoituja jarjestelmid nykyaikaisessa mielessa
yleisesti.

Matemaattisen logiikan vallitseva perusteoria oli tuohon aikaan Russellin ja Whiteheadin Principia
Mathematica (Russell&Whitehead 1910-1913), johon voitiin upottaa koko klassinen matematiikka.
Vaitoskirjansa jalkeen Post yritti |0ytdd ratkaisumenetelmid yha laajemmille Principian
osateorioille ja ndin mekanisoida matematiikan. Pian hén turhautui naihin turhiin yrityksiin.



Abstrakti formalisoitujen jarjestelmien tarkastelu johti Postin maarittelem&an kanoniset jarjestelmét
ja ndiden erityistapauksena normaalijarjestelmat — naitd on alettu kutsua kirjallisuudessa Postin
jarjestelmiksi. Post oli vakuuttunut, ettd kanonisen jarjestelmén kasite oli riittdvan yleinen
kattaakseen Principia Mathematican (tdman tadsmallinen todistus olisi erittdin ty6las) tai minka
tahansa muun logiikan jéarjestelman. Han myos todisti, etté jokainen kanoninen jarjestelmé voidaan
palauttaa normaalijarjestelmaan. Naméa tarkastelut rohkaisivat Postin olettamaan, ettd kaikKi
merkkijonot, jotka voidaan tuottaa ‘“direlliselld menetelmilld”, voidaan tuottaa normaali-
jarjestelmdlld. Martin Davis on osuvasti kutsunut titd oletusta “Postin teesiksi” (vrt. “Churchin
teesi”, ks. alla).

Yksinkertaisella diagonaaliargumentin sovellutuksella Post pééatyi toteamaan (ilmeisesti jo vuonna
1922): “... ei ole olemassa &drellistd menetelmad, jonka avulla voitaisiin yhdenmukaisesti todeta
mielivaltaisesta normaalijarjestelméstd ja miclivaltaisesta ... [sanasta], tuottaako [Kyseinen]
jarjestelmd tdmén [sanan] vai ei.” (Post 1941) Post paitteli, ettei mikdin symbolisen logiikan
jarjestelmd (mukaan lukien Principia Mathematica) voi olla taydellinen. (Post 1941)

N&in Post saavutti abstraktissa muodossa sekd Godelin epatdydellisyystuloksen ettd Churchin
ratkeamattomuuslauseen jo 1920-luvulla (Davis 1982, Gandy 1988). Tiettavasti Post jopa luennoi
Principian epéataydellisyydestd Columbian yliopistossa 1920-luvulla (Davis 1982).

Postin varhaisella tyolla ei ollut mitdé&n vaikutusta muihin alan tutkijoihin. Hanen oma ympéristonsé
ei ollut vastaanottavainen (1920-luvulla hén elatti itsensa opettamalla New Yorkin kouluissa), eika
Post myoskddan ollut tdysin tyytyvdinen tulosten pohjalla olleeseen “psykologiseen” késite-
analyysiin. Postin maanis-depressiivisella mielisairaudella lienee my6s ollut oma osansa siing, ettei
han julkaissut ndit4 toitadn. Postin vuonna 1941 laatima laaja selonteko varhaistyostéan julkaistiin
postuumisti vasta vuonna 1965 (Davis 1965).

Post osallistui kuitenkin myéhemmin merkittavasti laskettavuuden teorian kehittdmiseen. Churchin
julkaisujen (ks. alla) rohkaisemana Post julkaisi 1936 (Post 1936) oman luonnehdintansa
laskettavuudelle. Taméa riippumaton analyysi muistuttaa hdmmastyttdvan paljon Turingin samana
vuonna esittdmé&d maaritelmad, ja on osin jopa elegantimpi. Postin vuonna 1944 julkaisema
sisaltorikas artikkeli (Post 1944) taas viitoitti kypsaksi tieteeksi kehittyneen laskettavuuden teorian
suunnan pitkédksi aikaa eteenpdin: se toi keskusteluun mm. “luovat” ja “yksinkertaiset” joukot,
erilaiset palautusmenetelmaét ja ratkeamattomuuden asteet.

Rekursiiviset funktiot ja Godel

Rekursiota on kaytetty matematiikassa vahintaankin Eukleideen ajoista asti, vaikka sana onkin uusi.
Dedekind (1888) ja Peano (1889) kayttivat klassisissa lukuteorian aksiomatisoinneissaan yhteen-
lasku-, kertolasku- ja eksponenttioperaatiota maariteltdessé nk. palautuskaavoja eli rekursiota.

Hilbert kaytti 1904 (Hilbert 1905) sanaa “rekurrente” ja 1923 (ilmeisesti ensimmadistd kertaa;
Hilbert 1923) sanaa ”Rekursion”. Rekursion (“rekurrierend”) kasitettd korosti myos Skolem, joka
perdankuulutti rekursiivista ajattelutapaa matematiikan perusteissa. Skolem todisti myds monien
tunnettujen funktioiden (primitiivi-) rekursiivisuuden. (Skolem 1923)

Kirjoituksessaan &é&rettoméstd (Hilbert 1926) Hilbert laajensi termin alaa huomattavasti
tarkastelemalla yleisempiéd rekursion muotoja (jotka kéayttdvat useampaa kuin yhtd muuttujaa).
Ackermann todistikin (Ackermann 1928), ettd néin saadaan funktioita, jotka eivat ole nykytermein



primitiivirekursiivisia. Primitiivirekursiiviset funktiot eivat ndin tyhjennd intuitiivisesti laskettavien
funktioiden joukkoa. Hilbert kuitenkin vaitti, ettd on ristiriidatonta olettaa, ettd kaikki luku-
teoreettiset funktiot ovat rekursiivisia t4ssa yleistetyssa mielessa.

Vuonna 1930 tuolloin vasta 24-vuotias Kurt GoOdel (Godel 1931) todisti kuuluisat epa-
taydellisyystuloksensa. Ndma olivat vakava isku Hilbertin ohjelmalle. Gddel osoitti, ettei klassisen
adrettdomédn matematiikan tdydellinen formalisointi eikd “finitistinen” ristiriidattomuustodistus sille
ollut mahdollinen edes mahtavassa Principia Mathematican teoriassa.

Nekin harvat, jotka kunnolla ymmarsivat tuloksen — mukaan lukien Gddel itse — olivat kuitenkin
epavarmoja siita, voitaisiinko epatdydellisyystulokset yleistad ja miten. Godel toki totesi, ettd
tulokset voitaisiin todistaa myds Zermelon, Fraenkelin ja von Neumannin joukko-opeille seka
Hilbertin koulukunnan esittamille lukuteorian formalisoinneille. Mutta kuten erityisesti Kleene on
korostanut (ks. esim. Kleene 1967, 1976, 1988), ilman tasmadllista ratkaisumenetelman késitetta
epataydellisyystuloksia ei voida yleistdd. Nimittéin, yleistetyn epataydellisyystuloksen esittdminen
edellyttdd yleistd formalisoidun teorian kasitettd, joka puolestaan edellyttdd — kuten alussa
totesimme — tdsmallista ratkaisumenetelman kasitettd. Sellaista Godelilla ei ollut k&ytdssaan (ks.
my6s Godelin myéhemmat kommentit tdméan kirjoituksen lopussa). Kaikki, mitd Gédel vuonna
1930 todisti, oli yhden erityisen, joskin varsin vahvan ja tuolloin keskeisessd asemassa olleen
formaalisen jérjestelmén, Principia Mathematican epataydellisyyden.

Epataydellisyystodistuksessaan Godel joka tapauksessa myds madritteli tasmaéllisesti funktiot, joita
hén kutsui nimelld “rekursiv’’; hdnen méaéritelméansa kattaa funktiot, joita on alettu Rozsa Peéterin
ehdotuksesta 1934 (Péter 1934; ks. myds Kleene 1936) kutsua primitiivirekursiivisiksi erotuksena
yleisemmilla rekursiolla méaaritellyisté funktioista.

Gadel oli kirjeenvaihdossa lahjakkaan nuoren ranskalaisloogikon Jacques Herbrandin kanssa, joka
kuoli vield vuoden 1931 kuluessa 23 vuotiaana vuorikiipeilyonnettomuudessa. Kirjeessaan
Godelille aiemmin samana vuonna Herbrand ehdotti maééritelmdd “yleisille rekursiivisille
funktioille®. Godel tdsmensi ja kehitti ehdotusta, ja esitti oman madritelmansd kevdén 1934
Princetonin luennoissaan (Godel 1934). Kleenen ja Rosserin luentomuistiinpanoista on kiertanyt
kopioita, mutta ne julkaistiin vasta 1965 (Gddel 1934). Kleene toimitti hieman maéaritelman
yksityiskohtia ja julkaisi méaritelménsé 1936 (Kleene 1936). Kleenen viimeistelemdssa muodossa
tunnemme nyKkyisinkin yleiset rekursiiviset funktiot (eli Herbrand-Godel -rekursiiviset funktiot).

Church ja hénen teesinsé

Princetonin yliopistossa Yhdysvalloissa tydskenneltiin aiheen kimpussa jo ennen Gddelin
saapumista sinne. Alonzo Church ja tdman oppilaat Stephen Kleene ja J. Barkley Rosser kehittivat
sielld nk. A-kalkyylid. 1930-luvun alusta alkaen Church kehitteli uutta A-notaatioonsa perutuvaa
yleisté tyypitontd matematiikan perusteiden postulaattijarjestelméaé (Church 1932, 1933). Kleene ja
Rosser kuitenkin todistivat 1934, ettd Churchin jarjestelma oli ristiriitainen (Kleene & Rosser 1935)

Hieman kuin puolivahingossa jaljelle jai kuitenkin A-méaériteltdvien funktioiden késite. Churchin
mukaan kunnia kasitteen eristdmisesta 1931-32 kuuluu hdnen itsensd ohella yhté lailla Kleenelle
(Church 1936). Kleene osoitti 1933 — vastoin Churchin ennakko-oletusta — ettd tdma yksinkertainen
funktiojoukko oli itse asiassa varsin kattava. Vuonna 1933 Church ensin spekuloi asialla, ja
kevéalla 1934 héan esitti suoraan kuuluisan teesinsg, jonka mukaan intuitiivisesti laskettavat funktiot
ovat tdsmalleen A-médriteltavat funktiot (Kleene 1981, Davis 1982). Ndin ensimmaisté kertaa joku



vditti suoraan onnistuneensa maéadrittelem&an tdsmallisesti intuitiivisen ratkeavuuden tai
laskettavuuden kasitteen. Tatd samastamista on Kleened (Kleene 1952) seuraten alettu kutsua
Churchin teesiksi. Kleene muistelee: “Kun Church esitti teesinsd, istuin alas kumotakseni sen
diagonalisoimalla ulos A-madriteltdvien funktioiden joukosta. Mutta, huomattuani pian, ettei

diagonalisointia voitaisi tehdé efektiivisesti, minusta tuli yhdessi yossd teesin kannattaja.” (Kleene
1981)

Tuolloin my6s Godel saapui Princetoniin. Han oli Churchin mukaan (kirje Kleenelle, ks. Kleene
1981) kuitenkin “tdysin tyytymdton” teesiin. Church ja Gddel viittelivdt aiheesta, mutta Godel ei
vakuuttunut. Kevaan 1934 luennoissaan Godel kuitenkin esitti varovaisesti, ettd nayttaisi siltd kuin
kaikki mekaanisesti laskettavat funktiot voitaisiin madritelld k&yttdmalla kaikkein yleisimpid
rekursioita. Taméa vaikuttaa aivan Churchin teesiltd. Godel on kuitenkin my6hemmin kieltanyt
tamin: (kirje Davisille 1965): “... ei ole totta, ettd alaviite 3 olisi Churchin teesin ilmaus... Tuohon
aikaan en ollut ollenkaan vakuuttanut, ettd rekursion kasitteeni [Herbrand-Godel -rekursiivisuus]
kattaisi kaikki mahdolliset rekursiot. “ (ks. Davis 1982)

Kevadn 1934 luentojen jalkeen Godel koki hermoromahduksen ja vietti seuraavat kolme vuotta
enimmaékseen mielisairaalassa karsien syvasta masennuksesta (Dawson 1984). Tdma voi selittaa
sen, miksi Godel ei naytéd juuri osallistuneen teorian kehittelyyn néiné ratkaisevina vuosina (han
kuitenkin havaitsi esitettavyyden késitteen absoluuttisuuden (ks. alla) ja todisti valinta-aksiooman
ristiriidattomuuden).

Kleene todisti 1935, ettd Herbrand-Godel -rekursiiviset funktiot ja A-méariteltavat funktiot ovat itse
asiassa ekvivalentit (Kleene 1936a). Tamé vahvisti edelleen uskoa Churchin teesiin Princetonissa.
Teesin valtaisa merkitys ymmarrettiin pian; mahdollistihan se lopultakin ratkaisuongelman yleisen
tarkastelun. Church julkaisi teesinsa 1936 ja todisti sek& lukuteorian ettda predikaattilogiikan
ratkeamattomiksi (Church 1936, 1936a): ei ole olemassa mitddn yleistd menetelmaa ratkaista
mielivaltaisesta annetusta lauseesta, onko se (lukuteorian/logiikan) teoreema (ks. myds Kleene
1936). Edelleen Churchin teesi mahdollisti Godelin epataydellisyyslauseiden yleistamisen: Kleene
julkaisikin ensimmaisen yleistetyn epétaydellisyystuloksen 1936 (Kleene 1936)

Esitettdvyys: Formalisoitujen teorioiden ndkokulmasta ratkaisumenetelmat voidaan tulkita
seuraavasti. Ominaisuus P voidaan ratkaista annetussa formalisoidussa teoriassa T, jos ominaisuutta
vastaa teoriassa T kaava ¢(x), ja jokaisesta luvusta n voidaan todistaa teoriassa T joko ¢(n) tai
=@(n). Koska todistukset voidaan luetella mekaanisesti, tieddmme talldin aina annetusta luvusta n
aarellisen askelmaaran jakeen, pateek6 P(n) vai - P(n). Jos teoria T télla tavoin ratkaisee
ominaisuuden P, sanotaan, ettd P voidaan esittda teoriassa T. Myo0s tdman késitteen méaritteli

ensimmadisend Godel epitidydellisyystodistuksessaan (hdn kdytti termid “Entcheidungsdefinit”;
Godel 1931, kts. myos 1934), vaikka Hilbert ennakoikin sitd jo 1904 (Hilbert 1905).

Jokainen ominaisuus, joka on esitettdvissd, on siis ratkeava. Mutta esitettdvyys on tietysti
suhteellista valittuun formalisoituun teoriaan. Godel kuitenkin havaitsi 1935-36, ettd esitettdvyys on
tietyssa tdsméllisessd mielessd “absoluuttinen” (Godel 1936). Kévi ndet ilmi, ettd esitettdvyys ei ole
lainkaan herkka valitun teorian yksityiskohdille. Kaikki alkeislukuteorian sisaltavat formalisoidut
teoriat — heikoista lukuteorioista aina joukko-oppiin — esittavat tdsméalleen samat joukot, nimittdin
rekursiiviset (eli Turing-ratkeavat) joukot! (Godel 1936, 1946)



Turing ja hanen koneensa

Englantilainen matemaatikko Alan Turing seurasi valmistumisensa jalkeen vuonna 1935 topologina
tunnetun M.H.A. Newmanin matemaattisen logiikan luentoja Cambridgessa. Luennoilla késiteltiin
Godelin epataydellisyyslausetta ja tuolloin viel& avoinna ollutta ratkaisuongelmaa. Turing innostui
aiheesta ja tyOskenteli sen parissa omatoimisesti. Vuotta myéhemmin tuolloin vasta 23-vuotias
Turing yllatti Newmanin tuomalla télle kirjoituksen, jossa esitettiin idealisoidun koneen maaritelma
ja tédhan ratkaisumenetelman analyysiin perustuen todistettiin (Churchin em. tyosta taysin
riippumattomasti) predikaattilogiikan ratkaisuongelma ratkeamattomaksi. (Hodges 1988)

Turingin tyon tarkoituksena oli alusta alkaen juuri logiikan ratkaisuongelman todistaminen
ratkeamattomaksi. Ratkaisumenetelmén kasitteen analyysissaan han tarkasteli inhimillista
laskentaa, ja abstrahoi siitd kaikki epdolennaiset rajoitukset pois. Jéljelle jai ajatus koneesta, jossa
on potentiaalisesti &aretdn, ruutuihin jaettu nauha, jota kone lukee, johon se Kirjoittaa tai josta se
“pyyhkii” pois merkkejd. (ks. Turing 1936-7)

Turing oli siis taysin tietdmaton niin Churchin ja Kleenen A-maériteltavyyttd koskevasta tyosta kuin
Herbrandin ja Gddelin yleisistd rekursiivisista funktioista. Vasta kun kasikirjoitus oli jo paino-
valmis, Churchin ty6 tuli hénen tietoonsa (Hodges 1988, Kleene 1981), ja hédn lisasi artikkelin
(Turing 1936-7) liitteeseen todistuksen Turing-laskettavuuden (kuten sitd nykyisin kutsutaan) ja I-
maéariteltdvyyden ekvivalenttisuudesta. Turing viettikin seuraavat 2 vuotta Princetonissa jatko-
opiskelijana Churchin ohjauksessa.

Néin intuitiivinen ratkaisumenetelman kasite sai ldhes yhtéaikaisesti kolme néenndisen erilaista,
mutta ekvivalenttia tdsmaéllistd madritelmaa Manner-Euroopassa (Herbrand-Godel), Yhdysvalloissa
(Church-Kleene) ja Englannissa (Turing). Taman lisdksi myos Post oli péatynyt Turingista —
vaikkakaan ei aivan taysin Churchin ja Kleenen tydsta — riippumatta Turingin koneen kaltaiseen
késitteeseen (Post 1936).

Tata yllattavaa yhdenmukaisuutta onkin pidetty yhtend vahvimmista argumenteista Churchin teesin
(sitd kutsutaan myos — oikeutetusti — Churchin-Turingin teesiksi) puolesta. Korostettakoon, etta
tdma teesi vdittaa intuitiivisen ja epaformaalisen kasitteen ja tdsmallisen matemaattisen kasitteen
olevan ekvivalentteja, eiké sit4 ei nain voida tdsmallisesti todistaa. Sen puolesta voidaan kuitenkin
esittdd monia vakuuttavia argumentteja (ks. erityisesti Kleene 1952; § 62); teesi onkin
loogikkopiireissé nykyisin l&hes universaalisti hyvaksytty.

Godel vakuuttuminen

Edelld olemme todenneet Godelin skeptisen asenteen Churchin teesia kohtaan. Turingin analyysiin
tutustuttuaan Godel kuitenkin hyvaksyi Churchin teesin (tdsmallinen ajankohta néyttd& olevan
h&marén peitossa; tdmén on kuitenkin tdytynyt tapahtua vuoteen 1946 mennessa, ks. sitaatti alla),
josta oli nyt tullut Churchin-Turingin teesi.

Jalkipuheessaan vuoden 1934 Princetonin luentojen 1965 julkaistuun versioon (Godel 1934) Gadel
kirjoittaa: “Turingin ty0 antaa ‘mekaanisen menetelmén’ (eli ‘algoritmin’ tai ‘laskentamenetelmén’
tai ‘ddrellisen kombinatorisen menetelmén’) kisitteen analyysin. Tamé késite osoitetaan
ekvivalentiksi ‘Turingin koneen’ késitteen kanssa.”



Vuonna 1963 laatimassaan jalkikirjoituksessa klassisen epéataydellisyystodistuksen siséltdvan
artikkelinsa (Godel 1931) englanninkieliseen kddnnokseen (teoksessa van Heijenoort 1967) Godel
taas toteaa: “Myohempien edistysaskeleiden seurauksena, erityisesti sen tosiasian, etti A.M.
Turingin tydn ansiosta voidaan nyt antaa tadsmallinen ja Kiistattoman sopiva formaalisen
jarjestelmin yleinen mééaritelma, tdysin yleinen versio ... on nyt mahdollinen. Eli, voidaan todistaa
tdsmallisesti, ettd jokaisessa formaalisessa jarjestelmassd, joka siséltda tietyn méaran &aarellista
lukuteoriaa, on olemassa ratkeamattomia lauseita, ja etta lisdksi mink& tahansa téllaisen jarjestelmén
ristiriidattomuutta ei voida todistaa tissa jarjestelmassa.”

Godel myos totesi vuonna 1946 Princetonin 200-vuotisjuhlaesitelméssadn (Godel 1946): “Tarski on
painottanut luennossaan (ja mielestani aivan oikeutetusti) yleisen rekursiivisuuden (tai Turing-
laskettavuuden) kasitteen suurta merkitystd. Minusta ndyttaa siltd, ettd tdma merkitys johtuu siita
tosiasiasta, ettd tdman kasitteen kohdalla on onnistuttu ensimmaisté kertaa antamaan kiinnostavan
epistemologisen kasitteen absoluuttinen, se on, valitusta formalismista riippumaton, maéaritelma.
Kaikissa muissa aiemmin kasitellyissa tapauksissa, kuten todistuvuuden tai madariteltavyyden
kohdalla, ké&site on onnistuttu méarittelemaan vain suhteessa annettuun kieleen ... Laskettavuuden
késitteen, vaikka se onkin vain erityisentyyppista todistuvuutta tai ratkeavuutta, kohdalla tilanne on
erilainen. Kuin ihmeen kautta ei ole véalttamétontd erottaa eri kertalukuja, ja diagonaalinen
menetelmad ei johda méaritellyn kasitteen ulkopuolelle.”

Né&in laskettavuuden teorian kehittdjistd ehkd nerokkain hyvéksyi viimeisend, ettd teoria todella
onnistui méaarittelemaan intuitiivisen ratkaisu- tai laskentamenetelméan késitteen.
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