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RESUMO

O objetivo desta pesquisa € analisar o desenvolvimento historico da obra classica de
geometria, Os Elementos, de Euclides e os fundamentos da geometria proposto por David
Hilbert em seu livro Grundlangen der Geometrie (Fundamentos da Geometria), estudando a
estrutura axiomatica da geometria abordada por cada autor. O rigor dedutivo utilizado por
Euclides, apoiado na ldgica classica de Aristoteles, recebeu diversas criticas de matematicos
modernos no que tange a lacunas no seu sistema dedutivo. As diversas incertezas em relagéo
ao sistema axiomatico ameacavam seu desenvolvimento légico e especificamente, tratando-se
da geometria, surgiram muitas discussdes sobre a aceitagdo do quinto postulado de Euclides.
Somente no final do século XIX os sistemas axiomaticos alcancavam niveis profundos nos
fundamentos da geometria e, na tentativa de completar a axiomética da geometria, Hilbert
publica os Grundlangen der Geometrie, abordagem axiomatica mais amplamente adotada na
geometria euclidiana. Neste contexto, discutimos as diferentes concepcbes dos sistemas
axiomaticos classicos e modernos, estudando seus significados l6gicos e suas relacbes com 0s
objetos da geometria. Como parte das reflexdes finais, o presente trabalho destaca algumas
consideracBGes sobre o conceito de movimento em geometria e uma possivel abordagem
axiomatica da mesma.

Palavras-chave: Logica. Geometria. Fundamentos da Matematica. Sistemas Axiomaticos.



ABSTRACT

The objective of this research is to analyze the historical development of the classical work of
geometry named The Elements and written by Euclid and the foundations of geometry
Grundlangen der Geometrie (Foundations of Geometry) written by David Hilbert by studying
the axiomatic structure of geometry dealt with by each author. The deductive rigor used by
Euclid, which is based on the classical logic of Aristotle, has received several criticisms from
modern mathematicians with regard to the gaps in its mathematical deductive system. The
various uncertainties regarding the axiomatic system threatened its logical development and in
the specific case of geometry, many discussions arose on the acceptance of the Euclid's fifth
postulate. Only in the late nineteenth century, axiomatic systems reached deeper levels in the
foundations of geometry and, in an attempt to complete the axiomatic geometry, Hilbert
publishes “Grundlangen der Geometrie”, which is the axiomatic approach more widely
adopted in the Euclidean geometry. In this context, we discuss the different concepts of
classical and modern axiomatic systems , studying their logical meanings and its relations
with the objects of geometry . As part of the final thoughts , this paper highlights some
considerations on the concept of motion in geometry and a possible axiomatic approach to it.

Keywords: Logic. Geometry. Foundations of Mathematics. Axiomatic System.
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1 INTRODUCAO

O estudo dos sistemas axiomaticos na Geometria Euclidiana surgiu de uma
necessidade de compreender as relacdes existentes entre os objetos geomeétricos e suas
relacfes l6gicas durante minha trajetoria académica e profissional e, posteriormente, devido a
falta de referéncias especificas sobre o tema.

As diferentes interpretacdes dadas aos fundamentos da geometria no @mbito de seus
sistemas axiomaticos geravam muitas inquietacdes sobre aquilo que se entendia por
Geometria Euclidiana.

As primeiras dificuldades comegaram no curso de Licenciatura em Matematica, na
disciplina de Geometria Euclidiana, especificamente durante as demonstracdes geométricas.
Muitas dedugbes pareciam ser apoiadas na visualizacdo de figuras, gerando duvidas no
decorrer da demonstracdo. A diferenca entre as apreensdes perceptivas e discursivas €, para
Duval (1998), um dos problemas centrais na compreensdo dos conhecimentos geométricos
por meio das figuras, pois nem sempre é possivel visualizar todas as informacdes que um
enunciado estabelece em sua representacdo figural. A figura geométrica pode-se destacar
como um obstaculo, pois a0 mesmo tempo em que contribui na exploracdo de conceitos na
obtencdo de uma demonstragdo, ela nem sempre facilita “enxergar” as propriedades atribuidas
a hipétese de um enunciado. A falta de compreensdo dos significados de uma demonstracéo
na Geometria Euclidiana pode constituir um obstaculo na percep¢do da sequéncia logica
envolvida no processo de demonstrar.

Assim, entendo que uma aula de Geometria Euclidiana que leve em conta a
investigacdo do seu processo dedutivo ndo se constitui uma tarefa simples de ser realizada, ou
seja, ndo se espera que o professor mude sua préatica, mas que seja dado a ele momento de
formacdo que possibilite ao mesmo repensar sua pratica de ensino atrelada, neste caso, a
exposicao dos diferentes sistemas axiomaticos da Geometria.

Mesmo durante a Graduacdo, ndo conhecendo a obra Os Elementos de Euclides,
acreditava que toda a estrutura da Geometria Euclidiana era baseada em “defini¢des”,
“postulados” e “teoremas”.

Todo esse emaranhado de conceitos, apenas confirmava uma real necessidade de
realizar um estudo mais aprofundado sobre o tema, pois ao lecionar Geometria Plana para 0s
alunos, as demonstracGes geométricas pareciam estar apoiadas em figuras e, além disso, a
utilizacdo do conceito de medida impossibilitava explorar de uma forma ampla a axiomatica

da geometria.



9

Ao iniciar o curso de Especializacdo na UNESP de Rio Claro, elaborei a Monografia
com o titulo: “Um estudo dos movimentos no plano através de axiomas de reflexdo”, sob a
orientacdo da Profa. Dra. Nativi Viana Pereira Bertolo. Nesse estudo, pesquisamos a
composicao de reflexdes em retas sem utilizar o conceito de medida de segmentos e angulos.
O trabalho foi dividido em dois grupos de axiomas: no primeiro, descreve as relacfes bésicas
entre os objetos geométricos tais como ponto, reta e plano. No segundo, trata dos axiomas de
reflexao.

Ao realizar uma breve pesquisa sobre o primeiro grupo de axiomas, parecia-me algo
novo, mesmo referindo-se a Geometria Euclidiana. Conceitos de “estar entre”, por exemplo,
nédo condiziam com a “axiomatica” que havia aprendido na disciplina Geometria Euclidiana.

No entanto, algumas inquietacdes oriundas da Graduacdo com relacdo aos conceitos
da Geometria Euclidiana e, consequentemente na Especializacdo, ainda me impulsionavam a
continuar a trajetéria de pesquisas. Sendo assim, entendi que minhas inquietudes se inseriam
em algo mais amplo, envolvendo uma investigacdo nos Fundamentos da Matematica.

Dessa maneira, o0 objetivo central da pesquisa analisa a estrutura axiomatica e seu
desenvolvimento historico nas obras: Os Elementos de Euclides e os Fundamentos da
Geometria proposto por David Hilbert em seu livro Fundamentos da Geometria.

As diferentes concepgdes dos sistemas axiomaticos sdo investigadas no decorrer da
pesquisa, mostrando outras axiomatiza¢Ges da Geometria Euclidiana.

As etapas da pesquisa foram elaboradas por meio de um levantamento bibliografico do
tema, leitura e reconhecimento, leitura seletiva, leitura reflexiva e redacdo da pesquisa, sendo
o0 inicio a parte mais dificil, pois novas concep¢des de diferentes autores vao aparecendo a
todo 0 momento.

O desenvolvimento da pesquisa iniciou com a leitura seletiva da obra Euclid the
thirteen books of The Elements de Sir Thomas L. Heath (1956), o qual proporcionou um
primeiro contato com o tema da pesquisa, selecionando o que é essencial na pesquisa,
mostrando brevemente a transi¢cdo do raciocinio empirico para o raciocinio dedutivo na
geometria.

A partir desse ponto, apresentamos a estrutura axiomatica dos Elementos,
apresentando e analisando algumas caracteristicas de seus postulados, de maneira a mostrar
suas relacdes com o rigor logico de Aristoteles. As diversas incertezas de matematicos e
I6gicos em relacéo ao sistema axiomatico, séo investigados na primeira parte da pesquisa.

No segundo capitulo, comegamos apresentando 0s primeiros sistemas axiomaticos

modernos da geometria baseada na obra Vorlesungen Uber neuere Geometriede Moritz Pasch
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e o livro Grundlangen der Geometrie (Fundamentos da Geometria) de David Hilbert.

Nesta etapa fizemos uma leitura seletiva e reflexiva da obra Foundations of Geometrie
(1971) e o livro Foundations and Fundamental Concepts of Mathematics (2000),
proporcionando a selecao da investigacdo proposta.

A presente pesquisa constitui-se de dois capitulos, que envolvem a investigacdo das
caracteristicas dos sistemas axiomaticos na Geometria Euclidiana em momentos historicos
diferentes.

Na primeira parte, apresentamos alguns aspectos relacionados ao desenvolvimento do
processo dedutivo na geometria, partindo do raciocinio empirico utilizado pelas civilizagdes
orientais. Em seguida tecemos algumas consideracdes sobre a ciéncia demonstrativa de
Aristoteles e suas interpretacdes e, posteriormente, elencamos 0s aspectos da estrutura
axiomatica nos Elementos de Euclides, abordando suas caracteristicas logicas e as
divergéncias nas demonstrac6es do quinto postulado.

Na segunda parte estudamos a no¢do moderna de sistemas axiomaticos na geometria,
analisando os fundamentos da geometria proposto por David Hilbert. Apresentamos as
propriedades dos sistemas axiomaticos e seus significados, investigando a relacdo entre os
objetos geométricos e sua axiomatica.

A nova abordagem dos sistemas axiomaticos alterou profundamente sua estrutura,
resultando na caracterizacao sintatica do método axiomatico.

A axiomatizacdo de uma teoria muitas vezes ocorre somente apoOs ela ter sido
analisada durante algum tempo, dificultando verificar alguns significados das propriedades do
sistema. Apds a formalizacdo dos sistemas axiomaticos, estes apresentam importantes
caracteristicas em sua estrutura: consisténcia, independéncia, equivaléncia, categoricidade e
completude.

No final do capitulo, abordamos o conceito de movimento geométrico e uma possivel
interpretacdo axiomatica, utilizando axiomas de reflexdo. Além disso, discutimos a ideia de
congruéncia atrelada a concepc¢do de movimento, assunto de muita importancia na geometria

euclidiana.
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2 A GEOMETRIA DE EUCLIDES E O PROCEDIMENTO DEDUTIVO
2.1 Origem do Raciocinio Empirico

Antes de compreender a geometria a partir de Euclides e o seu desenvolvimento,
comentaremos brevemente algumas praticas de mensuracdo feitas por civilizagbes que
antecederam os Gregos. Afinal, tais praticas empiricas resultaram na noc¢do daquilo que hoje
conhecemos por geometria.

O aprimoramento das técnicas de medicGes, na antiguidade, deveu-se em grande parte
as necessidades praticas daquelas culturas, as quais transformaram a interacdo entre 0 homem
e 0 meio em que vive. Talvez essa reciprocidade seja a esséncia da trajetria rumo ao
aperfeicoamento dos conhecimentos matematicos, fundamentais no processo evolutivo e, no
ambito da técnica, frutos de grandes invencbes da humanidade.

A palavra geometria esta associada a um tipo de procedimento ao se fazer medicdes
significando “medida da terra”. E a origem do termo se dad com as experiéncias em
demarcacdes de terras feitas pela civilizagdo Egipcia, ap6s sucessivas inundagdes do rio Nilo,
indicando um conhecimento intuitivo da geometria sem o uso de um processo dedutivo.

Também sobre condicionantes naturais, os Babilénios, assim como os Egipcios,
encontravam formas de construir estruturas de irrigacdo e drenagem, controlando os fluxos
dos rios Tigre e Eufrates. Apesar das semelhancas das técnicas utilizadas entre Egipcios e
Babil6nios, o procedimento empirico destes parecia ser mais refinado — talvez devido a
instrumentos de célculo utilizados na época.

Podemos destacar duas versfes para o surgimento da geometria. Na primeira, segundo
o historiador grego Herédoto®, o Fara6 Sesostris 111 realizava as partilhas de terras, destinando
a cada Egipcio uma porcdo igual, recolhendo todos os anos certo tributo de acordo com o
tamanho do terreno. Se o rio Nilo transbordasse, invadindo parte da terra de alguém, o
prejudicado procurava o rei. O soberano enviava agrimensores ao local para determinar a
reducdo do lote, passando o dono a pagar menos tributo. Na versao de Aristoteles, o tempo de
lazer da classe sacerdotal era dedicado aos estudos geométricos. As duas versdes representam
teorias opostas quanto a origem da geometria, um acreditando que fosse a necessidade pratica,
outro gque a origem estivesse no lazer sacerdotal.

Sendo a base da estrutura matematica que conhecemos hoje, o raciocinio dedutivo

! Historiador grego, percorreu os caminhos anteriormente abertos por de Hecateu de Mileto, nascido no século V
a. C., foi autor da historia da invasao Persa na Grécia.
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ainda ndo havia florescido nos procedimentos envolvidos nos aprimoramentos das antigas
civilizagdes, sendo todo processo executado empiricamente por indugdo. Cotejando com a
deducdo, a inducdo é um raciocinio em que a conclusdo obtida expressa uma conjetura
empirica muito mais ampla do que a expressa pelos dados. Ao estabelecer, porém uma
conclusdo de carater empirico, pelo menos um dos passos do raciocinio dever ser indutivo;
uma conclusdo empirica ndo poderia ser estabelecida jamais por meio de um raciocinio
integralmente dedutivo. (BARKER, 1976, p. 19)

Este raciocinio, em que a conclusdo de um fato é baseada em um nimero limitado de
casos, é a base da inducdo. Conclus6es empiricas podem ser obtidas por uma forma primitiva
de indugdo, como o raciocinio por analogia — esta, Gtil em situagdes muito particulares, porém
ndo para considerar estabelecida uma conclusdo de aspecto geral. A analogia é considerada
semelhanca entre relacfes ou atributos como uma base de raciocinio, carecendo, como € de
saber, de uma estrutura mais precisa no raciocinio. A respeito desta concepcéo, tal lacuna
deveria ser preenchida em algum momento da historia, devendo assim sugerir outra forma de
raciocinio que contrastasse com processos indutivos e analdgicos das civilizacdes orientais.

A civilizacdo grega ndo aceitava uma simples afirmacédo recebida pelo divino ou pela
experiéncia, mas apreciava explicagdes concebidas pela razdo. Existem muitas hipGteses na
tentativa de esclarecer o motivo que os levou a pensar desta forma, uma delas seriam o
surgimento da democracia e o refinamento das discussdes retoricas apoiadas nos argumentos.
Muitas discussdes sobre este tema ocorreram ao longo da histéria, ndo havendo indicios de
gue existia um sistema dedutivo em alguma cultura pré-helénica, no entanto, tais discussdes
fogem do objetivo central deste trabalho, que visa investigar o desenvolvimento do rigor
dedutivo na geometria.

O procedimento dedutivo surge com o aprimoramento do pensamento grego e,
provavelmente, a geometria, sendo o ponto de partida, estabelece a transformacdo na forma de
pensar sistematicamente de maneira clara e concisa (BARKER, 1976, p. 29).

Um trabalho importante sobre a geometria grega foi a Histéria da Geometria, de
Eudemo, um discipulo de Aristoteles. Apesar de tal obra ter desaparecido, uma parte €
resgatada por Proclus?, que viveu no século V a. D., sendo a principal fonte de informacéo
sobre a geometria grega.

Ainda no que tange a Eudemo, citamos parte do Sumario de Eudemo ou o Catalogo

dos gedmetras, preservada pelo comentador Proclus:

2 Proclo Licio foi um filésofo neoplatonico grego do século V, ¢, escreveu um comentario sobre o Livro | dos
Elementos de Euclides, sendo uma das principais fontes de informacéao sobre a histdria da geometria grega.
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E Tales, primeiramente tendo ido ao Egito, transportou para a Grécia essa teoria e,
por um lado, descobriu muitas coisas, €, por outro lado, mostrou os principios de
muitas para depois dele, aplicando-se a umas de modo mais geral, a outras, de modo
mais sensivel. E depois desse, Mamerco, 0 irmdo do poeta Stesichorus, o qual é
mencionado como tendo tido uma ligacdo de zelo em relagdo a geometria, e
Hippiasde Elis relatou-o como tendo adquirido uma reputacdo na geometria. E
depois desses, Pitagoras mudou a filosofia sobre ela em uma forma de educacéo
livre, examinando do alto os principios dela, explorando os teoremas tanto de um
modo imaterial quanto intelectual, o qual entdo também descobriu a disciplina dos
irracionais e a construgdo das figuras césmicas. E depois desse, Anaxagoras de
Clazomente ligou-se a muitas coisas das relativas a geometria e Oinopedes de Quios,
sendo por pouco mais jovem do que Anaxagoras, 0s quais também Platdo
mencionou nos Rivais comom tendo adquirido uma reputacdo nas matematicas.
Depois dos quais, Hipocrates de Quios, 0 que descobriu a quadratura da linula, e
Teodoro de Cirene tornaram-se ilustres com relacdo a geometria. Pois Hipdcrates
também compds Elementos, o primeiro dos que sdo mencionados. E Platdo, tendo
nascido depois desses, fez tomar muito grande progresso tanto as outras coisas
matematicas quanto a geometria, pelo zelo relativo a elas, o qual, é evidente, tanto
de algum modo tendo tornado frequente as composi¢fes com o0s discursos
matematicos quanto despertado por toda parte a admiracéo relativa a elas dos que se
ligam a filosofia. E nesse tempo eram tanto Leodamas de Thasos quanto Arquitas de
Taranto quanto Teeteto de Atenas, pelos quais os teoremas foram aumentados e
avangaram para uma organizagdo mais cientifica. E Neocleides, mais jovem do que
Leodamas, e o discipulo desse, Léon, os quais resolveram muitas cosas em adi¢do as
dos antes deles, de modo a Léon compor também os Elementos de maneira mais
cuidada tanto pela quantidade quanto pela utilidade das coisas demonstradas, e
descobrir distingdes, quando o problema procurado é possivel e quando é
impossivel. (BICUDO, 2009, p. 37).

De acordo com o Sumario de Eudemo, a matematica grega parece iniciar com o
trabalho de Tales de Mileto que viveu por volta de 600 a. C., sendo talvez um dos primeiros a
utilizar um método dedutivo em matematica. Outro notdvel matemético grego mencionado no
Sumario de Eudemo, provavelmente influenciado por fontes orientais, foi Pitagoras de Samos
gue nasceu em 572 a. C., fundador da escola Pitagorica.A filosofia da escola Pitagorica
baseava-se na concepcdao mistica dos ndmeros e construcdo de figuras cosmicas,
influenciando os membros dessa sociedade na busca de propriedades matematicas. Segundo
Proclo, os pitagoricos consideravam a matematica como dividida em quatro partes: uma
metade, eles distinguiam por estar preocupada com a quantidade e a outra metade com a
magnitude. Prosseguiam dizendo que a quantidade pode ser considerada, com relacdo ao seu
carater, sozinha ou em relagdo a outra quantidade e as magnitudes como estacionarias ou em
movimentos. Numa dessas partes, estava a aritmética, preocupada com a quantidade em si
(GONCALVES, 1997, p. 10).

A aritmética pitagorica representava nimeros por objetos ou pontos. Ndo sabemos ao
certo qual seria o verdadeiro tipo de representacdo usado na epoca, 0 que podemos afirmar é
gue uma representacdo por pontos seria mais apropriada ao associar numeros com a

geometria. Com isso, ao associar a geometria com a aritmética, operacdes de adicdo,
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subtracdo, multiplicagdo e extracdo de raizes, na qual “conhecemos” atualmente como
operacOes aritméticas, se obtinha o primitivo tratamento pitagérico da geometria.

Neste sentido, os pitagéricos, parecem tentar “aritmetizar” a geometria, criando uma
espéecie de método aritmético da mesma, baseado no significado de numeros pares e impares,
que para 0s gregos correspondia a possibilidade ou ndo de repartir determinadas figuras em
partes iguais. Um pouco sobre o objeto de aritmética e geometria aparece na breve passagem

dos Segundos Analiticos:

O efeito sera idéntico para o gedbmetra se ele supor a verdade ndo universalmente,
mas somente no que respeita a grandezas, e para o aritmético se ele supor apenas no
tocante a nimeros. Também sdo peculiares a cada ciéncia 0s sujeitos cuja existéncia
ela supde e cujos predicados essenciais ela estuda, como a aritmética estuda as
unidades, e a geometria pontos e linhas. Desses sujeitos se supfe tanto a existéncia
quanto o significado, mas dos seus predicados essenciais somente se supde o
significado. Por exemplo, a aritmética sup®e o significado de impar ou par, quadrado
ou cubo, e a geometria o significado da incomensurabilidade, do desvio ou da
inclinagdo. Mas sua existéncia é demonstrada por meio dos principios comuns € a
partir de conclusdes ja demonstradas. O mesmo ocorre com a astronomia.
(ARISTOTELES, 76b1, p. 270).

Na filosofia matemética de Platdo® os objetos matematicos sdo distintos dos objetos do
mundo sensivel, mas Aristételes, discipulo de Platdo, ndo compartilhava das mesmas ideias.
Aristoteles ndo admitia a existéncia transcendente de ideias e formas matematicas. As formas
geométricas e numéricas existem apenas como aspectos e colecdes de objetos reais. “De fato,
a matematica se ocupa apenas com as formas: ela ndo tem a ver com os substratos; pois ainda
que as propriedades geométricas sejam propriedades de certo substrato, ndo € enquanto
pertencentes ao substrato que ela as mostra” (ARISTOTELES, 1, 13).

Apesar das divergéncias entre Platdo e Aristételes, os tratados l6gicos aristotélicos
exerceriam forte influéncia entre filosofos da época, servindo como ferramenta fundamental
em diferentes campos de pesquisa. Sua principal influéncia esta demonstrada na estrutura
l6gica organizada nos Elementos de Euclides.

2.2 Aristételes e a Ciéncia Demonstrativa

Uma das caracteristicas interessantes no que tange a organizacdo logica do trabalho de
Euclides é seu método axiomatico, sendo o primeiro exemplo que chegou até noés de um

sistema axiomatico-dedutivo. Os Elementos de Euclides ainda respondem a um ideal

® Filésofo e matematico do periodo cléassico da Grécia Antiga, viveu por volta de 430 a. C., autor de diversos
didlogos filosoficos e fundador da Academia, em Atenas.
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aristotélico de ciéncia dedutiva, sendo esta entendida como um edificio logicamente
estruturado sobre bases evidentes (SILVA, 2007, p. 50).

No decorrer de nossa investigacdo veremos que a nocdo aristotélica de sistema
axiomatico esteve diretamente relacionada com a geometria de Euclides, no momento,
destacaremos alguns aspectos sobre a logica aristotélica, principalmente aquilo que
Aristételes entendia por demonstracéo e a nog¢ao de conhecimento cientifico.

Aristoteles, nascido na cidade de Estagira, em 384 a. C., estudou na academia de
Platdo, escrevendo sobre varios assuntos, porém sua principal contribuicdo foi no campo da
I6gica. Os escritos sobre logica foram organizados pelos seus discipulos na obra conhecida
como Organon, que significava instrumento da ciéncia. O Organon é dividido em cinco
livros: Categoriae (Categorias), Topica (Tépicos), com o apéndice De Sophistics Elenchis
(Sobre os argumentos sofisticos), De interpretatione (Interpretacbes), Analytica Priora
(Primeiros Analiticos) e Analytica Posteriora ( Ultimos Analiticos)

Nos Primeiros Analiticos é desenvolvida a teoria do silogismo, sendo um conjunto de
regras e técnicas para decidir sobre o carater dedutivo ou ndo de certo tipo de argumento.
Logo no inicio do Livro I, Aristoteles menciona a estrutura de seu objeto de estudo,
distinguindo demonstracdo de ciéncia demonstrativa. Em seguida, Aristoteles define o
significado de premissa, termo e silogismo, e separa entre um silogismo perfeito e um
imperfeito (KNEALE, 1991).

Comparando com os significados atribuidos pelo estagirita®, recorremos ao dicionario,
para a definicdo dos seguintes termos: silogismo e deducdo. Silogismo é um raciocinio
dedutivo estruturado formalmente a partir de duas proposi¢oes, ditas premissas, das quais, por
inferéncia, se obtém necessariamente uma terceira, chamada conclusdo. Deducdo é um
processo de raciocinio através do qual é possivel, partindo de uma ou mais premissas aceitas
como verdadeiras (p.ex., A é igual a B e B é igual a C) a obtencdo de uma conclusao
necessaria e evidente (HOUAISS, 2000).

Na estrutura do argumento, uma proposi¢cdo é uma sentenca que pode ser adjetivada
como verdadeira ou falsa, juntamente com um conjunto de evidéncias. Em suma, um
argumento é uma série de proposi¢des, das quais uma é a conclusdo do argumento e as outras
sdo as premissas do argumento, ou seja, as proposicdes oferecidas em apoio a conclusao.

Segundo Kneale (1991), a intencdo de Aristételes era agrupar frases declarativas em

pares tais que a segunda seja a negacdo da primeira, combinando a distingdo universal com a

* Estagira é uma antiga cidade da Macedonia, situada hoje na Grécia, na regido da Calcidica, no golfo do rio
Estrimao.
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distincdo entre sentenca, obtém-se uma classificacdo quaternaria de um silogismo.Assim um
silogismo é um argumento composto de trés proposi¢des: a conclusdo e duas premissas. De
forma sucinta, o silogismo € figurado em quatro esquemas de proposicao:

1. Particular afirmativo:Alguns X sdo Y;

2. Particular negativo:Alguns X ndo séo Y;

3. Universal afirmativo: Todos X sdo Y;

4. Universal negativo:Nenhum X é Y.

Por convencao, desde a Idgica escolastica, esses tipos de proposicdes sdo designados
pelas letras I, O, A e E, respectivamente. Segundo Aristoteles as proposi¢des também podem
ser distinguidas em termos de modalidade, por exemplo, “A ¢ necessariamente B” e “¢
possivel que A seja B” sdo modalidades identificadas por ele. No entanto, essas distingdes de
modalidade em nada modificam seus métodos para decidir a validade de um silogismo.
Mesmo ndo sendo o objetivo aqui discutir os diferentes métodos para determinar a validade
de um argumento, verifiquemos as diferentes interpretacdes de alguns l6gicos modernos sobre
o silogismo aristotélico. Segundo Lukasiewicz® (1951 apud RIBEIRO, 2011, p. 9), os
silogismos sao proposi¢Oes verdadeiras ou teses do sistema dedutivo, e a silogistica passa a
ser entendida como um sistema de proposic¢Oes verdadeiras concernentes as constantes A, E, |
e O. De acordo com ele, os silogismos da primeira figura, chamados por Aristételes de
silogismos perfeitos, seriam 0s axiomas e, juntamente com as regras da l6gica proposicional,
constituiriam a ldgica de fundo da teoria axiomatica aristotélica. Os demais silogismos ou
teoremas do sistema, por sua vez, seriam deduzidos e provados a partir de axiomas, mediante
as regras de logica proposicional. Lukasiewicz parecia convencido de que uma compreensao
da silogistica s6 seria possivel quando se estivesse consciente da existéncia de um sistema de
I6gica mais fundamental que a silogistica, a saber, a ldgica de proposi¢cdes, uma vez que,
muito embora Aristoteles ndo tivesse suspeitado da existéncia desse outro sistema, teria
utilizado, intuitivamente, as leis de légica proposicional em suas provas Lukasiewicz (1951
apud RIBEIRO,2011,p. 12).

Outra nova interpretacdo da silogistica, proposta por John Corcoran® (1974 apud
RIBEIRO, 2011, p. 13) diz respeito ao fato de que, se a silogistica deve ser interpretada como

propde Lukasiewicz, por meio de um sistema axiomatico, cuja logica subjacente teria sido

®Jan Lukasiewicz (1878-1956) foi um logico polonés reconhecido pelo desenvolvimento da légica polivalente e
difusa, além de seus estudos sobre a historia da l6gica, particularmente sua interpretacdo da l6gica aristotélica.

® John Corcoran, nascido em 1937, é um eminente légico e filésofo americano, conhecido por seu trabalho sobre
questbes centrais da légica tais como: a natureza da inferéncia, a relacdo entre logica e epistemologia e
aplicacBes da teoria da demonstracdo e dos modelos na légica.
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desconhecida pelo autor, Aristételes ndo mais merecia o titulo de fundador da I6gica, mas sim
os Estoicos. Na interpretacdo de Corcoran, a silogistica aristotélica deve ser compreendida
ndo como uma ciéncia axiomatica, mas como uma logica subjacente das ciéncias
demonstrativas, essas sim axiomaticas. Resumidamente, na interpretacdo de Corcoran, aquilo
que Aristételes entenderia por silogismo perfeito, no que se refere ao “perfeccionismo” de um
silogismo, seria a adi¢do de proposic¢des nos silogismos imperfeitos expressos por uma cadeia
de raciocinio das premissas para a conclusdo. Segundo Corcoran, os silogismos de primeira
figura sdo resultados da aplicacdo de regras de inferéncia (Corcoran 1974 apud RIBEIRO,
2011, p.15), enquanto os silogismos imperfeitos sdo aperfeicoados ou por meio de uma prova
ostensiva ou por meio de uma prova por reducdo ao impossivel, esta Ultima, a técnica
estabelecida para decidir a validade de um silogismo, verificando se uma contradicdo é
derivada da negacdo da conclusdo e de uma das premissas. Em ambos os casos, cadeias de
raciocinios sdo construidas a partir das premissas do argumento, acrescentando sentencas
adicionais resultantes da aplicagdo das regras de inferéncia, até que se deduza a conclusdo do
argumento.

As diferentes interpretacbes da logica aristotélica nos Primeiros Analiticos
representam concepcOes distintas sobre a mesma, além de dois caminhos alternativos do
desenvolvimento em sua vertente moderna. No primeiro caso levanta-se a questao se a légica
é concebida como a ciéncia das verdades ou uma distingdo da I6gica como ciéncia e a l6gica
como um sistema subjacente as ciéncias axiomaticas. Parece existir ai uma distin¢do entre a
ferramenta silogistica e a demonstracdo enquanto conhecimento cientifico. De acordo com
Aristoteles, “toda demonstragdo ¢ um tipo de silogismo, mas nem todo silogismo ¢ uma
demonstra¢do”, mostrando claramente que uma deducdo ndo é o mesmo que prova silogistica.
Nos Segundos Analiticos, de forma bem geral, o estagirita expde a nogdo de explicacdo
cientifica nas demonstracdes. No livro I, em 71b 16-19, por exemplo, faz referéncia ao
conhecimento cientifico, afirmando que “se ha outro modo de se conhecer algo
cientificamente serd investigado depois, mas que de fato conhecemos através de
demonstragdo”. Assim existiriam dois tipos de conhecimento cientifico, um demonstrativo e
outro que, sendo dos principios, devem ser ausentes de demonstrag&o.

Conhecer algo cientificamente desde o termo grego acarreta distintas interpretacoes,
mas que convergem para um tipo especial de conhecimento que exige ferramentas especificas
para explica-lo. InUmeras hipoOteses foram atribuidas para se perguntar em que consistia a
teoria demonstrativa apresentada pelo filésofo grego nos Segundos Analiticos, ndo sendo o

objetivo aqui discutir possiveis respostas a esse fato, prosseguimos em uma breve
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investigacao sobre sua estrutura légica. No que concerne a ciéncia demonstrativa, Aristoteles
diz comegar por principios indemonstraveis, caso contrario os passos da demonstragédo podem
ficar interminaveis. Desses principios indemonstraveis alguns sdo comum a toda ciéncia,
chamados axiomas, e outros peculiares a uma ciéncia em particular (HEATH, 1956, p.119).
Deste modo Aristdteles parece distinguir claramente entre principios indemonstraveis,
hipoteses e definicbes. Compactuando com uma das interpretagdes que da sentido a teoria
demonstrativa como uma teoria axiomatica das ciéncias, esta estabelecida sobre um conjunto
finito de proposicdes, dividido em axiomas e teoremas, citamos o artigo de Heinrich Scholz’,
“Die Axiomatik der Alten”, publicado em 1930. Segundo Scholz (1930, apud RAGGIO,
2003) defende a correspondéncia da teoria demonstrativa com uma teoria axiomatica da
ciéncia, determinando as principais caracteristicas da nocdo aristotélica de um sistema
axiomatico:
a) uma ciéncia no sentido aristotélico € um conjunto de enunciados relativos a um
mesmo dominio, que possui as seguintes propriedades:
- os enunciados se dividem em axiomas e teoremas;
- 0s conceitos que compdem o0s enunciados se dividem em conceitos
fundamentais e derivados;
b) osaxiomas devem ser:
- imediatamente evidentes, e por essa razdo indemonstraveis;
- suficientes para que se possa deduzir a partir deles, utilizando unicamente as
regras da logica, todos os teoremas;
c) os conceitos fundamentais devem ser:
- imediatamente compreensiveis e, por essa razdo, indefiniveis;
- suficientes para que se possa definir a partir deles, segundo as regras da
I6gica, todos os conceitos derivados;

d) os axiomas devem ser enunciados necessarios.

Apds percorrermos alguns caminhos direcionados ao conhecimento dedutivo, notamos
que tanto o problema de saber se 0 dominio de objetos possui as condi¢des que satisfazem os
axiomas quanto o de determinar quais sdo 0s instrumentos teoricos para provar qual € a
natureza que forma o dominio mencionado sdo deixados de lado na axiomatica, que se

centraliza somente na analise do conhecimento dedutivo. Muitas discussdes poderiam ser

” Neste artigo, Scholz defende a ideia que influenciaram diversos interpretes da ciéncia de Aristételes, mostrando
que a teoria demonstrativa corresponderia a uma teoria axiomatica da ciéncia.



19

feitas sobre o carater implicito da légica que conduziram a uma revisdo fundamental dos
sistemas hipotético — dedutivos, porém uma discussdo mais aprofundada foge de nosso campo

de estudos.
2.3 Caracteristicas dos Sistemas Axiomaticos

Como mencionamos anteriormente, 0s sistemas axiomaticos possuem caracteristicas
de uma ciéncia demonstrativa, no sentido aristotélico, partindo de um numero finito de
primeiros principios indemonstraveis. O critério de finitude e a evidéncia dos primeiros
principios evitam a regressdo ao infinito estabelecendo alguma verdade para demonstrar
outra. Embora Aristoteles ndo defina o que é deducédo logica, as demonstraces partiam dos
primeiros principios chegando aos teoremas através da deducgéo ldgica, exposta basicamente
no silogismo aristotélico. Para os Estéicos®, o axioma é verdadeiro ou falso no sentido basico
e um axioma simples e definido diz-se que ¢ verdadeiro ‘quando o predicado pertence a coisa
que é referida pelo demonstrativo’. Didgenes da uma explicagdo mais simples através de um
exemplo. O axioma significado por ‘E dia’ ¢ verdadeiro se ¢ dia; se ndo ¢ dia ¢ falso. Esta
explicacdo € muito semelhante a de Aristoteles com a diferenca de que é enunciada por um
exemplo. (KNEALE, 1962, p.156).

A geometria de Euclides, como vimos, forneceu o campo para o estudo das nogdes
axiomaticas, contribuindo para o desenvolvimento da ldégica. As analises da ldgica
aristotélicas feitas por l6gicos e mateméaticos modernos, incentivou o surgimento de diferentes
concepcdes sobre a estrutura logica. Apresentaremos aqui breves consideracdes sobre o0s
significados de um sistema axiomatico e a estrutura de um sistema formal.

De acordo com Shoenfield (1967), os matematicos podem definir certos conceitos em
termos de outros, porém os primeiros conceitos que usamos ndo podem ser definidos.
Portanto, temos certos conceitos, chamados de conceitos basicos, que sdo deixados nao
definidos; os conceitos restantes, chamados de conceitos derivados, sdo definidos em termos
daqueles. Temos um critério para conceitos basicos semelhantes aquele para axiomas: devem
ser tdo simples e claros para que possamos entendé-los sem uma definicdo precisa. Tais
sistemas sdo chamados de sistemas axiomaticos modernos em contraposi¢do com os sistemas

axiomaticos classicos, discutidos anteriormente. A diferenca ndo esta na estrutura do sistema

® A ldgica dos estoicos assumia duas categorias: a retorica, que era a ciéncia do discurso continuo e sem
contradicdo, e a dialética, que era a ciéncia do discurso exercida através da contradicdo. A dialética estdica
prevé um esboco da teoria da linguagem quando define a graméatica como a ciéncia das palavras e a Idgica
gramatical como ciéncia que se ocupa do significado das palavras.
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axiomatico, mas na intencdo do que concebe o sistema.

Neste sentido, se faz importante estudar axiomas e teoremas como sentengas,
especialmente por duas razbes, na primeira, a escolha conveniente da linguagem para
expressar o axioma, a estrutura da sentenca resultara de certa forma no significado do axioma.
J& na segunda, devido aos conceitos matematicos serem abstratos, uma sentenga, sendo um
objeto concreto, permite abordar o abstrato por meio do concreto (SHOENFIELD, 2003).

Por meio dessa ideia, demonstracdes que lidam com objetos concretos de uma forma
construtiva possuem caracteristicas finitarias. Outra descricdo sugerida por Kreisel®, é esta:
uma demonstragéo é finitaria se pudermos visualiza-la. E claro que nenhuma das descricdes é
muito precisa; mas podemos aplicd-las em muitos casos para decidir se uma particular
processo demonstrativo é ou ndo finitario. Uma vez apreciada a diferenca fundamental entre
objetos concretos e abstratos, uma variedade de questdes é sugerida que pode ser respondida
pelo estudo das demonstracdes finitarias (SHOENFIELD, 2003).

No sistema axiomatico, o estudo de axiomas e teoremas é chamado de estudo sintatico
e, os significados de suas sentencas, € um estudo semantico. Assim, sempre consideraremos
axiomas e teoremas como sentencas, e consequentemente objetos sintaticos; quando estuda-
los semanticamente, abordaremos o significado do axioma ou teorema.

De uma forma geral, um sistema formal é a parte sintatica de um sistema axiomatico e
sua primeira parte é chamada de linguagem, escolhida de modo que a estrutura da sentenca
refletird seu significado, especificando seus simbolos. A sequencia finita de simbolos é uma
expressao da linguagem e certas expressdes sdo designadas como férmulas da linguagem.

Neste sentido, Shoenfield define claramente a estrutura de um sistema formal:

Consideramos uma linguagem como completamente especificada quando os seus
simbolos e férmulas o sejam. Isso torna uma linguagem um objeto puramente
sintatico. E claro que a maioria das nossas linguagens tera um significado (ou
varios); mas, o significado ndo é considerado como uma parte da linguagem.
Designaremos a linguagem de um sistema formal F por L(F). A parte seguinte de um
sistema formal consiste nos seus axiomas. Nossa Unica exigéncia nisso é que cada
axioma seja uma férmula da linguagem do sistema formal.  Necessitamos de uma
terceira parte de um sistema formal que nos habilite a concluir teoremas a partir dos
axiomas. Isso é provido pelas regras de inferéncia que frequentemente chamamos
apenas de regra. Cada regra de inferéncia enuncia que, sob certas condi¢des, uma
féormula, chamada a conclusdo da regra, pode ser inferida de certas outras formulas,
chamadas hipéteses da regra. (SHOENFIELD, 2003, tradugdo nossa).

De um modo geral, essas séo as caracteristicas dos sistemas axiomaticos quanto ao seu

% Georg Kreisel, nascido em 1923, é um matemético e ldgico austriaco, trabalhando em varias areas da légica e,
especificamente em teoria da demonstracéo.
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significado e, tratando-se dos sistemas axiomaticos modernos que serd investigado no
decorrer de nosso estudo, apresentamos as propriedades do conjunto de axiomas que deve
possuir certas propriedades, citemos as principais (AABOE, 2001, p. 59):

i. Completude — significa que tudo que serd usado na teoria esta apropriadamente
contido nos axiomas, de maneira que ndo havera hipéteses tacitas, ou seja, de forma
implicita;

ii. Consisténcia — significa que € impossivel deduzir dois teoremas contraditorios a
partir dos axiomas;

iii.  Independéncia — significa que nenhum dos axiomas é uma consequéncia dos outros.

A axiomatizacdo de uma teoria muitas vezes ocorre somente apds sua exploracéo
durante algum tempo, sendo uma boa maneira de assegurar-se de que 0S axiomas Sd0
significantes. Essas observacdes sdo sobre os sistemas axiomaticos modernos, sendo que para
a maioria dos antigos os axiomas se apresentavam sob um aspecto diferente, como afirmativa
de fatos e de verdades evidentes por si proprias, que todos poderiam aceitar. No entanto, ndo é
inconveniente perguntar como os axiomas de Euclides cumprem as exigéncias modernas, pois

a axiomatica moderna é uma descendente direta de seus esforcos.
2.4 Estrutura Axiomatica dos Elementos de Euclides e as Divergéncias

A estrutura do método axiomatico nos Elementos de Euclides apresenta certas
semelhancas com a exposicdo logica de Aristdteles, dividindo-se em dois grupos: primeiros
principios e proposicdes (teoremas). No entanto, Euclides divide os primeiros principios em
defini¢des, postulados e no¢des comuns, pois segundo o comentador Proclo, Aristoteles e 0s
geOmetras consideravam como a mesma coisa. Sobre os postulados, Szabo afirma que a
correspondéncia entre “postulados” no sentido de Euclides e “postulados”, sendo considerado
como hipdtese, no sentido de Aristételes, ndo é idéntica (SZABO, 1913). Assim como 0s
principios indemonstraveis, axiomas e defini¢des sdo distintos de hipétese, um postulado
possui a mesma distingdo. Heiberg comenta que ndo ha nenhum trago em Aristételes dos
Postulados de Euclides, e que “postulado” em Aristoteles tem um diferente significado
(HEATH, 1956, p. 120-121).

O comentador Proclo relata que a distingdo entre axiomas e postulados tem
semelhanca com a distin¢ao entre teorema e problema, segundo a concepcdo de Gemino.

Na exposicdo de Gemino, axioma € aquilo que se entende facilmente, enquanto

postulado como aquilo que é facil de desenhar. Por outro lado, Aristételes admite axioma
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como o que ndo pode ser demonstrado e postulado como aquilo que pode ser demonstravel.

Segundo Proclo, o axioma refere-se a um principio geral e o postulado um principio para a

geometria. O primeiro aceito por ser auto-evidente, o segundo admitido por simples

construcdo de objetos geomeétricos.

A obra de Euclides trata de outros temas além da geometria, constituida de livros,

dividido nas seguintes partes:

Pseudaria: Trata da geometria plana elementar e parece estar ligada aos
Elementos;

Os Data: Trata de geometria elementar com definigdes de magnitude, linhas,
figuras retilineas e circulos;

Sobre Divisdes: Trata de divisbes de figuras;

Porisma: Refere-se a proposices que estariam entre as concepcdes de problema e
teorema;

Lugar da Superficie: Trata de lugares geométricos;

As Conicas;

Phaenomena: Trata especificamente de astronomia;

Otica : Trata de geometria aplicada a Fisica;

Elementos de Musica: Trata da teoria musical devido aos Pitagéricos.

Os Elementos de Euclides, composto por treze livros, é o resultado de uma

organizacdo l6gica em sua estrutura.

Livro I: trata da geometria plana elementar, especificamente sobre paralelogramos.
Livro IlI: trata da algebra geométrica.

Livro I11: trata das relagGes entre circulos, retas e suas propriedades.
Livro IV: trata de inscri¢Bes e circunscri¢cdes de poligonos.

Livro V: trata da razdo e proporgdo entre segmentos.

Livro VI: trata da razdo e propor¢édo entre segmentos.

Livro VII, VI e IX: tratam da teoria dos nimeros.

Livro X: trata da classificacdo de magnitudes incomensuraveis.
Livro XI: trata da geometria espacial e suas relagdes.

Livro XII: trata de s6lidos geométricos e suas propriedades.

Livro XIII: trata da construcao dos sélidos regulares.

A forma de abordagem caracterizada por Euclides deixa evidente seu método didatico

contemplando, a0 mesmo tempo, a aritmética e a geometria, fazendo com que a ultima

justifique a primeira.
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O comentério de uma obra funcionava como uma espécie de instrumento pedagogico
utilizado nas escolas medievais, enriquecendo o conhecimento através de diferentes
pensamentos (BICUDO, 2009, p. 63).

Proclo faz seu comentario ao Livro I dos Elementos, dividido em trés partes, expondo
sistematicamente cada uma. A primeira contém as duas partes de um longo Proélogo, a
segunda as definicdes, os postulados e as nogdes comuns e a terceira contendo as proposigoes.
A Ultima faz referéncia aos problemas e teoremas, fundamentada na concepcao aristotélica,
concluindo que problemas e teoremas sao distintos, assim como axioma e postulado.

Os problemas s&o aquelas proposi¢des que tém por objetivo produzir, trazer a vista, ou
construir o que, em algum sentido, ndo existe. Por outro lado, os teoremas sdo as que visam a
ver, identificar e demonstrar a existéncia ou a nao existéncia de um atributo. Assim, por um
lado os problemas exigiriam a construcdo de uma figura, ou coloca-la em um lugar, ou aplica-
la a uma outra: por outro lado, os teoremas teriam por empresa abarcar firmemente e ligar por
uma demonstra¢do, os atributos e propriedades dos objetos que sdo a matéria da geometria.

O primeiro livro dos Elementos de Euclides trata da geometria plana elementar,
especificamente sobre paralelogramos e se organiza da seguinte forma:

- Defini¢des — numeradas de 1 a 23

- Postulados — numerados de 1 a 5

- Nogoes Comuns — numeradasde 1 a 9

- Textos constituindo-se de enunciados e suas respectivas demonstracdes —

enumeradas de 1 a 48

No comentério de Proclo, a ordem acima é mantida, porém, as no¢bes comuns sao
denominadas axiomas e 0s quarenta e oito enunciados como proposi¢oes.

O entendimento de postulado na concepc¢éo de Proclo, como foi visto, refere-se a algo
gue nos conduzisse a acdo, ao uso de instrumentos para construcdo de objetos geométricos.

Vejamos os postulados do primeiro livro dos Elementos e suas caracteristicas:

1. Fique postulado tracar uma reta a partir de todo ponto até todo ponto.

Este postulado trata da geometria e nos conduz a a¢do, garantindo a existéncia da reta.
Outro fato que podemos notar € que ndo se postula a unicidade de um segmento de reta entre
dois pontos, mas é admitido na proposi¢do 4 do primeiro livro, 0 que originou a nogdo comum
9, com a seguinte afirmag&o: “E duas retas ndo contém uma area”.

No entanto, a unicidade da reta surge da juncdo desse postulado com a definigdo de
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reta (HEATH, 1956, p.195 e 196).

2. Tambem prolongar uma reta limitada, continuamente, sobre uma reta.

Essa afirmacdo se caracteriza na concep¢do de postulado e a ndo finitude da reta

garante sua existéncia.

3. E, com todo centro e distancia, descrever um circulo.

Esse terceiro postulado garante a existéncia do circulo, se enquadrando nas
concepcdes de postulado. Os trés primeiros postulados ja deviam ser conhecidos antes da

época de Euclides.

4. E serem iguais entre si todos os angulos retos.

O quarto postulado parece nao representar a ideia de acdo, apesar de interpretado
como garantia de igualdade da acéo o fato de igualar dois angulos adjacentes. Se dois angulos
sdo retos, parece 6bvio que sejam iguais. Se Euclides tivesse dito que todos os angulos retos
sdo angulos retos, teria, de fato, afirmado algo téo trivial que o postulado seria dispensavel. A
observacao seria verdadeira apenas em virtude de sua forma logica, sendo uma verdade
I6gica, e ndo uma verdade geométrica (BARKER, 1969, p.31).

Euclides prefere postular, o fato que todos os angulos retos séo iguais e Proclo ndo o
classificam como postulado, mas como axioma e, diferente dos trés primeiros, possibilita
alguma construcdo (HEATH, 1956, p.200).

5. E, caso uma reta, caindo sobre duas retas, faca os angulos interiores e do mesmo
lado menores do que os dois retos, sendo prolongadas as duas retas ilimitadamente,

encontram-se no lado no qual estdo os menores do que dois retos.

O quinto postulado, também conhecido como das paralelas, ndo € tdo simples como 0s
demais. As diferentes tentativas de demonstracbes deste postulado, afirma que poderia ser
considerado como um teorema. Durante nossa investigacdo, trataremos dos questionamentos
sobre este postulado. Inicialmente, vejamos como Barker (1976) enuncia o

postulado:“suponhamos que temos trés retas AA’, BB’ e CC’. O postulado diz que se AA’
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cortar BB’ ¢ CC’ de modo que os angulos CEA e BDA’, somados, resulta em um angulo
menor do que dois angulos retos, entio BB’ e CC’ irdo se interceptar, desde que

suficientemente prolongadas”.

Figura 1

A’

Fonte: BARKER, 1976, p. 33

Como observamos, esse postulado apresenta uma dificuldade de interpretagéo,
possuindo caracteristicas de um teorema. Na proposicao 28 do livro | dos Elementos, Euclides
faz uma demonstracdo para o caso dos angulos internos e do mesmo lado serem iguais a dois
retos.

Muitos gedmetras discutiam sobre o quinto postulado acreditando ser mesmo um
teorema, surgindo as chamadas geometrias ndo euclidianas. Com tais geometrias, Vvarios
questionamentos surgiram sobre a validade das novas geometrias indagando se seriam
verdadeiras. Por exemplo, Proclo assevera que o quinto postulado era um teorema com
diversas complicacdes e, acrescenta, que Ptolomeu o teria demonstrado, utilizando definicdes
e outros teoremas. O comentador também afirma que o inverso do postulado havia sido
demonstrado pelo proprio Euclides, ndo sendo questionada a veracidade do quinto postulado,
e sim a natureza do enunciado.

Todo esse processo, no sentido de demonstrar o quinto postulado, em inUmeras
tentativas fracassadas, levou os matematicos a perceberem que o mesmo é, de fato,
independente. Se ndo existem contradigdes no uso de uma de suas nega¢fes com o0s demais
postulados, entdo ele é independente. Com isso, a no¢do de axiomatizacdo euclidiana foi se
alterando ao longo do tempo, aparecendo novos sistemas hipotéticos — dedutivos conhecidos

como sistemas formais.
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As divergéncias dos Elementos eram uma maneira de tentar melhorar aquilo que ja era
confirmado como verdadeiro, sem indagar sobre a verdade de um teorema, mas a forma que
se podia organizar a veracidade na demonstracdo dos teoremas.

Outras geometrias partem de diferentes concepcdes de objetos geométricos, como € o
caso da geometria ndo euclidiana, ndo sendo este o foco de nosso estudo, mas sim a
axiomatizacao de concepcgoes cléssicas dos objetos geométricos.

A consisténcia das ditas geometrias ndo euclidianas relativa as consisténcias da
geometria de Euclides fez com que se revisasse o sistema dedutivo da geometria de Euclides.
Tal reformulacdo mostrou falhas logicas nos Elementos de Euclides, motivando novas

axiomatizacOes para a geometria dos Elementos.
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3 SISTEMAS AXIOMATICOS MODERNOS NA GEOMETRIA EUCLIDIANA

3.1 Surgimento das geometrias ndo euclidianas

O método axiomatico contido nos Elementos de Euclides suscitou admiracdo desde o
seu surgimento, devido a seu rigor l6gico e a sua coeréncia. Neste aspecto, durante séculos, a
geometria de Euclides ficou inquestionavel acerca das evidéncias dos axiomas, sendo
exemplo de construcdo de uma teoria sem contradiges.

Muitos matematicos e l6gicos cogitavam que o0 quinto postulado era, na verdade, um
teorema, e que por sua vez poderia ser demonstrado, sendo que as trinta e uma primeiras
proposicdes do livro | de Os Elementos podiam ser provadas usando somente os quatro
primeiros postulados. As indagacOes sobre o quinto postulado influenciariam alguns
matematicos no século XIX e seria o inicio do surgimento de diferentes interpretacdes dadas a
geometria euclidiana. O quinto postulado de Euclides é, muitas vezes, enunciado de outra
maneira: para toda reta r e todo ponto P fora de r, pode-se tracar uma Unica reta paralela ar
que passe por P. Esse enunciado foi elaborado por John Playfair em 1795 (GREENBERG,
2001, p. 90). Para mostrar que o quinto postulado € um teorema, tentaram construir uma
demonstracdo por reducdo ao absurdo, negando seu resultado. Essa atitude fez surgir outros
tipos de geometrias com resultados e interpretaces proprias, mas que ndo tiraram o mérito da
grande obra de Euclides. Entretanto, questdes levantadas anteriormente permaneciam: existia
alguma contradi¢do na axiomatica de Euclides?

As contribuicdes do padre jesuita e l6gico Girolamo Saccheri (1733), no que tange a
este tipo de demonstracdo, foram mais importantes do que as anteriores. Na obra intitulada
Euclides ab omni naevo vindicatus (Euclides livre de toda méacula), Saccheri considerou
outras hipdteses ndo trabalhadas por Euclides. Ao ler os Elementos de Euclides, utiliza seu
conhecimento de légica e faz as demonstracbes pelo método citado, pois Saccheri ja havia
publicado um importante trabalho em I6gica chamado Logica Demonstrativa (1627).

Saccheri utiliza os quatro primeiros postulados e as vinte e oito primeiras proposi¢oes
de Euclides em sua demonstracdo. Tracando um segmento AB e levantando duas
perpendiculares iguais: AC e BD, Provou que 0s angulos do topo ACD e BCD séo iguais,
restando trés hipoteses: 0s angulos do topo sdo retos, obtusos ou agudos. O caso da hipbtese
do angulo reto poderia ser desconsiderado, pois o quinto postulado foi considerado falso. A
diferenca do método de Saccheri relativamente aos outros foi o fato de tirar as consequéncias

de cada hipoétese, diferente da hipdtese do angulo reto, obtendo assim os resultados de uma
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geometria ndo euclidiana. Na Proposicédo 9, por exemplo, diz que a soma dos angulo internos
de um triangulo varia de acordo com a hipotese. A soma é igual a dois retos na hipdtese do
angulo reto, maior que dois retos na hipdtese do angulo obtuso e menor que dois retos na do
angulo agudo.

Sendo vélida a hip6tese do angulo obtuso, ele prova que vale o quinto postulado
euclidiano (Proposicdo 14), chegando a uma contradigéo.

O matematico russo Nikolai lvanovich Lobachevsky, desde 1820, estava convencido
da possibilidade de uma geometria sem a necessidade do quinto postulado ser demonstrado.
No ano de 1829 publicou seu trabalho sobre geometria ndo euclidiana, Sobre os principios da
geometria, inicialmente chamada de geometria imaginéria.

Entre 1823 e 1825 Lobachevsky voltou sua atencdo para a geometria independente da
hipdtese de Euclides. O principal fruto do seu novo estudo é a obra Exposition Succincte des
principes de la géométrie avec une démonstration rigoureuse du théoréme des paralléles
(Uma breve exposigdo dos principios da geometria incluindo uma demonstracdo rigorosa do
teorema das paralelas)lido em 1826 no Departamento de Fisica Matematica da Universidade
de Kazan (BONOLA, 1955, p.85). A exposicdo continha certa ironia com relacdo a
demonstracéo rigorosa, pois baseado em dados experimentais seria impossivel determinar se a
geometria euclidiana ou a imaginaria poderia descrever melhor o mundo real.

Com essas ideias, surge um novo tipo de geometria chamada geometria hiperbdlica,
substituindo o postulado das paralelas pela seguinte afirmacéo: para toda reta r e todo ponto P
fora de r, existe pelo menos duas paralelas distintas a r que passam por P.

Apl6s esta introducdo, Lobachevsky apresenta um grupo de quinze teoremas
independente do postulado das paralelas, servindo de base para compreensdo das suas ideias
alternativas a geometria.

No inicio da década de 30 do século XI1X, uma descoberta semelhante foi anunciada
por Johann Bolyai (1802-1860), oficial hingaro do exército austriaco e filho de Wolfgang
Bolyai.

Se por um lado Lobachevsky atribuiu & Geometria Imaginaria um desenvolvimento
analitico, por outro J. Bolyai aprofundou mais na situacdo de dependéncia ou independéncia
dos teoremas da geometria relativos ao quinto postulado. Enquanto aquele procurou construir
um sistema geometrico sob a negacéo do postulado de Euclides, este contribuiu no sentido de
ressaltar as proposigdes e construcdes que na geometria elementar sdo independentes do
postulado. Tais proposicdes, consideradas absolutamente verdadeiras, pertencem a geometria

absoluta do espaco. As proposi¢cdes desta ciéncia podem ser encontradas comparando-se a
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geometria de Euclides com a de Lobachevsky. A parte que elas possuem em comum pertence
a geometria absoluta, porém J. Bolyai ndo percorreu este caminho. Ele mostrou, diretamente,
que independentemente do quinto postulado, as suas proposi¢fes sdo verdadeiras. Tanto
Lobachevsky quanto J. Bolyai reinvidicaram que, matematicamente, a Geometria ndo —
euclidiana era possivel.

As publicagdes de Lobachevsky em francés e alemdo contribuiram para a divulgacdo
dos trabalhos sobre geometria ndo—euclidiana, difundindo aos poucos a Geometria
Hiperbdlica.

Carl Friedrich Gauss publicou muito pouco sobre esta nova geometria, chamada,
inicialmente, de geometria anti-euclidiana e, posteriormente, de geometria astral e, finalmente
de geometria ndo-euclidiana. A maior parte dos registros historicos desses estudos estd nas
cartas que trocava com outros matematicos. Desde 1792, ele estudava a possibilidade de uma
geometria que negasse o quinto postulado de Euclides (BONOLA, 1955, p. 65). Em uma carta
datada de 1817 ao amigo Heinrich Wilhelm Olbers, Gauss escreve que estaria convencido que
0 postulado ndo poderia ser provado.

E nitido que o resultado da correspondéncia estabelecida por Gauss resultou em sua
atencdo voltada para as geometrias ndo-euclidianas, mas devido a falta de tempo e a
preocupacdo em apresentar um trabalho de qualidade, levaram-no a adiar a publicagéo de seus
estudos.

No ano de 1824, em outra correspondéncia com o matematico Franz Taurinus (1794 —
1874), Gauss comenta que a hipotese de a soma dos trés angulos internos de um triangulo ser
menor que 180° leva a uma geometria alternativa, diferente da euclidiana, porém totalmente
consistente.

Ao escrever para outro matematico, Friedrich Wilhelm Bessel, em 1829, Gauss dizia
qgue temia os gritos do Bedcios, caso publicasse seus estudos sobre a nova geometria
(GREENBERG, 2001, p. 182). Ao evitar a sua publicagdo, demonstrava aversao ao debate
publico e as controvérsias. Além disso, ele preferia analisar suas provas e aprofundar suas
exposicoes até alcancar uma obra sem falhas.

Apos sua morte, houve informacBes de que ele havia investigado este tema, sendo
confirmado por sua correspondéncia com Schumacher, publicada entre 1860 e 1868, porém o
nome de Gauss ndo conseguiu despertar interesse no estudo das geometrias ndo-euclidianas.

Um modelo do sistema axiomatico pode ser definido como uma interpretacdo dos
conceitos primitivos no qual os axiomas se transformam em proposi¢cdes verdadeiras. Neste

caso, busca-se a interpretagdo em termos de uma teoria ja conhecida, facilitando a verificagéo
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das proposic¢des estabelecida. Os modelos da Geometria Hiperbolica foram fundamentais para
a sua aceitagdo, principalmente no que tange a consisténcia, esta sendo uma das caracteristicas
dos sistemas axiomaticos. Eugénio Beltrami (1835 — 1900), prop06s 0 seguinte teorema: Se a
geometria euclidiana for consistente, entdo a geometria hiperbdlica também sera, logo a
consisténcia da geometria é relativa a outra, ndo havendo necessidade de verificar a

consisténcia da geometria euclidiana.

3.2 Concepcado moderna de axiomatizacdo da geometria

Podemos perceber que a relacdo entre a geometria euclidiana e a ndo-euclidiana no
aspecto axiomético foi importante para estabelecer critérios béasicos que permitissem
visualizar as diferencas entre ambas e, consequentemente, caracterizd-las ou até mesmo
reconstruir os primeiros axiomas escolhidos pelo homem para formalizar a geometria de
Euclides. Em outros termos, a questdo era estabelecer os axiomas mais simples e suficientes
para deduzir os teoremas da geometria e estabelecer quais deles eram responsaveis pela
experimentacao.

Muitos matematicos do século XIX buscavam as premissas basicas necessarias para
provar as consisténcias das geometrias, cada um buscando esse objetivo em sua respectiva
area de atuacdo, havendo um esforco para que a teoria fosse desenvolvida sem contradicoes.

As diversas geometrias partem do principio de diferentes concepcbes dos objetos
geomeétricos classicos. No caso da geometria ndo-euclidiana, reta e plano se situam de uma
forma ndo convencional comparada com a geometria euclidiana, exigindo um método
axiomatico diferenciado. Assim o surgimento de outras geometrias foi fundamental para o
desenvolvimento dos sistemas axiomaticos, porém seu estudo mais detalhado foge de nosso
tema de investigacdo, sendo assim, chamamos a atencdo apenas para as axiomatizacfes da
geometria euclidiana voltada aos objetos classicos.

Na reformulacdo da axiomatica da geometria algumas falhas ldgicas sdo identificadas
nos Elementos de Euclides, motivando o surgimento de uma nova concepc¢do de sistemas
axiomaticos. Resumidamente podemos dizer que uma geometria é euclidiana quando os
objetos geométricos de um sistema axiomatico sdo compreendidos da mesma forma que a
geometria de Euclides, ou seja, 0s objetos possuem as mesmas caracteristicas de sua estrutura.

A Dbase da estrutura axiomatica de Euclides estd fundamentada na relacdo de
demonstrabilidade na qual os enunciados, aléem de verdadeiros, deveriam garantir uma

inteligibilidade superior aos demais. Esta € a esséncia da concepgdo classica dos sistemas
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axiomaticos na consideracdo de demonstracdo como um instrumento de conhecimento. A
demonstracdo pode ser justificada em parte por meio de um procedimento capaz de
reconhecer a verdade de proposi¢des que ndo contassem com a clareza e a inteligibilidade dos
axiomas e postulados.

E possivel notar a grande dificuldade que os sucessores de Euclides tiveram na
tentativa de compreender o significado e a funcdo dos diferentes elementos na axiomatizagédo
da geometria.

Na concepc¢do moderna, a natureza conceitual da estrutura axiomatica euclidiana sofre
algumas alteracBes em sua interpretacdo. O sistema axiomatico ndo explicita os significados
previamente dados, mas articula um corpo de conhecimento formal sobre dominios
materialmente indeterminados, ndo necessariamente pré-existentes. Por exemplo, 0s axiomas
da teoria de grupos, expressos como sentencas ndao — interpretadas (nenhum significado é
atribuido ao simbolo de operagdo binaria ou ao simbolo de constante, nem é predeterminado o
conjunto de objetos em que esses simbolos serdo interpretados) ndo explica o que é um grupo;
eles definem uma estrutura formal pelas suas propriedades formais (independentes de
significados determinados), que valem em todos os grupos, ndo importa quais ou gquantos
objetos eles contenham. Enquanto sistemas axiomaticos classicos explicam, esclarecem ou
explicitam conceitos ou contextos matematicos previamente dados, sistemas modernos
definem ou caracterizam estruturas formais as vezes livremente concebidas. As
caracterizacdes formais providas por sistemas axiomaticos modernos, no entanto, podem ser
variacdes de teorias materialmente determinadas abstraidas de seus conteddos materiais: foi a
geometria euclidiana tradicional, imbuida dos seus significados, que, abstraida de seus
contetdos e reduzida a sua pura forma, forneceu o material a partir do qual foram criadas, por
generalizacOes, as geometrias ndo-euclidianas ou as abstratas geometrias (SILVA, 2010, p.
26).

O caréater conceitual dos axiomas é modificado, sendo examinados em grupos e o
conceito de evidéncia deixa de ser considerado, surgindo diversas desconfiancas sobre a
intuicdo na teoria axiomatica. Do ponto de vista dedutivo, a prova adquire um formato
algébrico, evitando-se os significados dos termos na busca de maior rigor nas demonstracoes.

A nova abordagem de um sistema axiomatico comeca a ser considerado do ponto de
vista estritamente dedutivo, baseado fundamentalmente em simbolos e suas relagdes.

Um dos pioneiros ao elaborar esse novo sistema axiomatico para a geometria foi o
matematico alemdo Moritz Pasch (1843-1930), exibindo as bases fundamentais da geometria

projetiva plana em uma perspectiva empirista, na sua obra LicOes de geometria moderna,



32

publicada em 1882. Pasch acreditava que somente com a exposi¢do do homem a natureza o
permite conceber as nogdes primitivas.

Em seu tratado de geometria euclidiana, Pasch faz um reconhecimento da importancia
da distincdo entre definicdo implicita e explicita. O conceito de definicdo explicita parece
mais familiar, sendo este tipo de definicdo mais empregada. Na definicdo explicita, um novo
termo € representado pelo significado do termo que ja foi aceito no vocabulério. A definicdo
implicita, por outro lado, é relativamente ndo familiar, embora tal nocéo seja indispensavel na
estrutura logica.

Considerando a tentativa de Euclides de classificar as defini¢fes explicitas em termos
de reta, ponto e plano, por exemplo, Pasch aceita estas como sendo primitivas, ou termos
irredutiveis em seu desenvolvimento da geometria euclidiana; ele utiliza somente definigdes
implicitas nas proposicdes basicas que assumiu como postulados em seu tratamento. Apesar
da origem das proposi¢des bésicas, descritas como nucleos, estabelecem uma consideragédo
empirica, Pasch enfatiza que estes sdo enunciados sem considerar qualquer significado
empirico (EVES, p.80, 1990).

Outro ponto interessante na abordagem de Pasch estd na forma como concebe a
Geometria Projetiva, a partir de seus termos, tomando um cuidado especial em ndo se apoiar
nas propriedades dos diagramas, trabalhando somente com inferéncias dedutivas obtidas pelos
axiomas. Segundo Pasch, o significado dos axiomas € de natureza puramente geométrica,
nunca totalmente formal, tornando seu significado incompreensivel na auséncia de uma figura

geométrica associada a ele.

Pasch’s analysis relating to the order of points on a line and in the plane is both
striking and pertinent to its understanding. Every student can draw diagrams and see
that if a point B is between A and a point C, then C is not between A and B, or that
every line divides a plane into two parts. But no one before Pasch had laid a basis
for dealing logically with such observations. These matters may have been
considered too obvious; but the result of such neglect is the need to refer constantly
to intuition, so that the logical status of what is being done cannot become clear.(A.
Seidenberg, Biography in Dictionary of Scientific Biography, New York 1970-
1990)

Como comentamos, na interpretagdo empirica da geometria, Pasch obtém os axiomas
apos observacdo do mundo exterior classificando-os em: proposi¢fes concernentes a reta e ao
plano. Estes dois grupos estabelecem a base das geometrias projetiva e afim. No grupo das
figuras congruentes, obtém-se a geometria ordinaria e, por fim, estabelece uma relacéo de

ordem a partir de pontos sobre uma reta.
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Pasch mostra que as geometrias séo construcdes obtidas pelo homem, podendo ter
alguma relagdo com o mundo real, mas néo servindo de modelo representativo para ele. Neste
aspecto, concluiu que a geometria euclidiana necessitava de uma reforma em diferentes
aspectos, caso a mesma ainda quisesse ser 0 ponto inicial para a concepcdo de outras
geometrias.

Apesar de apresentar a primeira exposi¢do axiomatica da geometria, seu modelo ndo
possuia regras logicas de forma explicita e, além disso, existia uma mistura entre empirismo e
formalismo. Um dos seguidores de Pasch, o matematico italiano Giuseppe Peano (1858-1932)
apresentou, em 1889, um novo desenvolvimento postulacional da geometria de Euclides.
Assim como Pasch, baseou sua axiomética em certos termos primitivos, dentre os quais estdo
objetos chamados de “ponto” e a relagdo “entre pontos” designada por “estar entre”. Uma boa
parte do trabalho de Peano é uma traducdo da obra de Pasch, usando a notacdo de uma ldgica
simbdlica a qual Peano introduz nos conceitos matematicos.

Na versdo de Peano, nenhum sinal de empirismo é encontrado, pois sua geometria é
puramente formal em virtude de sua constru¢do baseada nos célculos das relacdes entre
variaveis. Ele concebe a ideia de simbolizar os termos primitivos e o processo l6gico dos
conceitos geométricos, sua analise ldgica da geometria como um sistema dedutivo-hipotético
com nenhum conteudo intrinseco antes empregado pelos postulados.

Outro matematico italiano, Mario Pieri (1860-1904), estabeleceu em 1899, um novo
tratamento axiomatico, distinto de seus predecessores. “Pieri considerava o objeto de seu
estudo como sendo um agregado de elementos indefinidos chamados ‘pontos” e um conceito
indefinido de “movimento”.

Pieri apresenta um grupo de cinco postulados, designando a importancia do conceito

de movimento em geometria.

3.3 Axiomatizacao de Hilbert

A abordagem axiomatica mais amplamente adotada na geometria euclidiana foi
elaborada pelo alemdo David Hilbert (1862-1943), em 1899, em um curso dado na
Universidade de Gottingen, e publicada sob o titulo de “Grundlagen der geometrie”
(Fundamentos da Geometria).

Em seu sistema dedutivo, Hilbert desenvolve um conjunto de postulados no plano e

espaco da geometria euclidiana, ndo se distanciando muito da reconhecida proposta de
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Euclides, empregando um minimo de simbolismo. O matematico alemé&o logrou éxito sendo
mais convincente em seu sistema dedutivo-hipotético de natureza geométrica. Sua forma de
representar a geometria, simbolicamente, difere dos trabalhos de Pasch e Pieri, 0s quais
possuiam um simbolismo de dificil compreenséo, dificultando o entendimento dos conceitos
geométricos envolvidos. Considerando que Euclides fez uma distingdo entre “postulados” e
“nogdes comuns”, 0S matematicos modernos consideram esses dois termos sindénimos e
designam a derivacdo logica de enunciados de um sistema formal.

Em nossa investigacdo, apresentaremos o conjunto de axiomas relacionados a
geometria do plano, mostrando os termos primitivos na axiomatica de Hilbert e ressaltando
que sua necessidade € semelhante ao primeiro principio aristotélico: evitar um regresso ao
infinito. No sistema axiomatico de Hilbert, as definicbes sdo elaboradas a partir dos termos
primitivos e por ndo terem uma definicdo, os termos primitivos possuem significados
determinados exclusivamente pelos axiomas.

Neste sistema, 0 matematico aleméo percebe que o termo primitivo pode ser de dois
tipos: a) objetos da geometria; b) e as relacbes entre os objetos. Ao classificar os termos de
forma diferente, ele escolhe os trés objetos considerados fundamentais na geometria: ponto,
reta e plano. Tais objetos se interagem através de relacdes, escolhendo trés como sendo
indefinidas: incidéncia, ordem e congruéncia.

E importante notar que a discussdo ndo ¢ apoiada nos objetos da geometria, mas sim
no grupo de relacbes acrescentadas por paralelismo e continuidade, sendo esse conjunto de
regras responsavel por obter afirmacdes logicamente verdadeiras, ou seja, 0s teoremas.

Para Hilbert, todo sistema de objetos, entre os quais existem relagdes que podem ser
manipuladas a fim de dar a futuros enunciados um valor de verdade, é uma geometria. Mesmo
gue a geometria possua elementos diferentes, se elas estdo sob a mesma estrutura, elas
possuem 0s mesmos valores semanticos ldgicos, ou seja, teoremas decorrentes de deducdes
I6gicas terdo o mesmo resultado, independente dos objetos.

A axiomatizacdo tem como objetivo deduzir afirmacdes a partir de uma quantidade
finita de passos, apoiando-se nos axiomas que caracterizam e definem uma estrutura. Como 0s
axiomas caracterizam um modelo, eles sé&o suficientes para moldar um objeto e descrever suas
relagbes dentro da estrutura. Os axiomas se caracterizam por serem admitidos como
determinacg6es implicitas, segundo Hilbert.

Apresentaremos 0s grupos de axiomas e um breve comentario sobre as caracteristicas

de cada axioma e suas consequéncias.
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3.4 Axiomas de incidéncia

Estes axiomas possuem alguma semelhanga com o primeiro e o segundo postulado de
Euclides, indicando a existéncia de uma reta. No enunciado dos dois primeiros axiomas
iremos observar que se referem a uma geometria plana ao relacionarem apenas retas e pontos.

Os axiomas de incidéncia partem de pontos, retas e suas intersecc¢des, sendo 0s dois
primeiros considerados objetos indefinidos (HARTSHORNE, 2000, p. 66).

Os axiomas de incidéncia séo:

1. Para cada dois pontos distintos existe uma Unica reta que 0s contém.

2. Toda reta contém pelo menos dois pontos.

3. Existem pelo menos trés pontos que ndo pertencem a uma mesma reta.

De acordo com os axiomas podemos obter a seguinte definicdo: Se um ponto P
pertence a uma reta r, dizemos que P estd em r, ou r passa por P.

Com a definicdo acima e os trés axiomas de incidéncia podemos esperar resultados

interessantes, mostrando como provar os teoremas baseados nesses axiomas.

Proposicdo 1. Duas retas distintas podem ter no maximo um ponto em comum.
Demonstracdo: Sejam duas retas suponhamos que ambas contém os pontos A e B, com

A #+ B. Pelo axioma 1, existe uma Unica reta contendo A e B, mas a reta r deve ser igual a m.
3.5 Axiomas de ordem

Aqui sdo apresentados os axiomas relacionados ao conceito de “estar entre” 0S quais
relacionam a ordem entre 0s pontos na reta. Esses axiomas formam uma parte importante de
um novo fundamento para a geometria (HARTSHORNE, 2000, p. 73). E pressuposta uma
relacdo entre conjuntos de trés pontos A, B, C designado por “ B esté entre A e C”, sendo essa
relacdo sujeita aos seguintes axiomas (HILBERT, 1971, p. 6):

1. Se um ponto B esté entre A e C, entdo os trés pontos pertencem a uma mesma reta e

B estaentre C e A.
2. Para quaisquer dois pontos distintos A e C, existe pelo menos um ponto B
pertencente a reta AC tal que B esta entre A e C.

3. Se trés pontos distintos estdo sobre uma mesma reta, ndo mais que um deles esta

entre os outros dois.

4. Quaisquer pontos A, B, C, D de uma reta sempre podem ser arranjados de maneira
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que o ponto B esteja entre 0 A e 0 C e também entre 0 A e o D, além disso, de
maneira que o ponto C estejaentre 0 A e 0 D e também entre 0 B e 0 D.

5. (Pasch) Sejam A, B e C trés pontos que ndo estdo sobre uma mesma reta e seja r
uma reta do plano que ndo contém algum dos trés pontos. Entdo, se r intercepta o
segmento AB, ela também intercepta o segmento AC ou o segmento BC.

Se A e B sdo pontos distintos, definimos um segmento de retaAB como sendo o

conjunto consistindo de pontos A, B e os pontos compreendidos entre eles.
Os segmentos AB e BA sdo considerados 0s mesmos pelo axioma 1 e 0s pontos

extremos A e B s&o unicamente determinados pelo segmento AB.

Alguns resultados interessantes podem ser obtidos com a defini¢do acima juntamente
com o axioma de Pasch. Consideremos uma reta r e dois pontos distintos, A e B, ndo
pertencentes a r. Dizemos que os pontos A e B estdo em um mesmo lado da reta r se o
segmento AB ndo a intercepta. Caso contrario, dizemos que A e B estdo em lados opostos da
retar.

Figura 2

Fonte: HILBERT, 1971
Considerando os axiomas de ordem de 1 a 4, Hilbert obtém o seguinte teorema: entre

dois pontos de uma reta, existem infinitos pontos (HILBERT, 1971, p. 7 ). Observamos que
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os axiomas de 1 a 4, sdo axiomas de linearidade, pois representam pontos de uma Unica reta,
por outro lado, o axioma 5, trata da geometria plana. Hilbert faz algumas definicGes e,
consequentemente, os teoremas decorrentes do sistema axiomatico dos dois grupos
apresentados: ordem e incidéncia. Com os conceitos de segmento ele define “linha quebrada”
mostrando a defini¢do de poligono, vértice de um poligono, tipos de poligonos, entre outros.
Através do teorema visto anteriormente, os elementos do espaco sdo apresentados,
mostrando os fatos mais importantes com relacdo a sequéncia e ordem de tais elementos. O
interessante é que esses fatos partem desses axiomas, sem a necessidade de inclusdo de

qualquer outro axioma do espago no grupo de axiomas de ordem.

3.6 Axiomas das Paralelas

No terceiro grupo de axiomas, Hilbert enuncia o quinto postulado de Euclides. Existe
uma semelhanca da versdo do matematico alemdo com o enunciado de Playfair. O axioma é
apresentado da seguinte forma (HILBERT, 1971, p. 11):

1. Em um plano o pode ser tracada de qualquer ponto A, que esteja fora da reta r,
uma e somente uma reta que ndo corta a reta r. Essa reta é chamada de paralela a

reta r através do ponto A dado.

Esse axioma diz respeito a Geometria Plana, contendo duas partes, uma sobre a
condicdo de existéncia e a outra sobre unicidade da paralela. Hilbert mostra na primeira parte
gue a existéncia é consequéncia dos axiomas do grupo um, dois e quatro. Com esse axioma
temos ainda o seguinte resultado: se duas retas a e b de um plano ndo encontram uma terceira
reta ¢, do mesmo plano, entdo elas ndo se encontram.

Segundo a afirmacéo de Hilbert, a partir desse teorema pode-se provar o enunciado
original do quinto postulado euclidiano. No que tange a esse axioma, como mencionamos
anteriormente, gerou muitas controvérsias ao saber se ele era decorrente dos demais axiomas
ou podia ser considerado um axioma independente do sistema.

Os Fundamentos da Geometria elaborada por Hilbert também tratava das geometrias
ndo-euclidianas, sendo esta uma consequéncia dos questionamentos sobre o quinto postulado

e sua independéncia:

Os Grundlagen der Geometrie ndo se resumiam a geometria euclidiana, mas
consideravam também as chamadas geometrias ndo euclidianas. Essas geometrias
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nasceram da tentativa de se demonstrar que o quinto postulado de Euclides, o
postulado das paralelas, era dependente dos restantes (sendo assim um teorema
demonstrado, ndo um axioma, uma verdade auto evidente). Essas tentativas duraram
séculos, mas, pelo inicio do século XIX, ficou claro que ndo apenas o postulado das
paralelas era de fato independente, mas que era possivel substitui-lo por axiomas
contrarios a ele sem contradicdo. (SILVA, 2007, p. 188).

De uma forma bem sucinta, apresentamos como Hilbert caracterizou a independéncia
do axioma. Primeiramente, para demonstrar a consisténcia dos axiomas, ele construiu pontos,
retas e planos representados aritmeticamente, considerando esses objetos construidos em uma
esfera fixada. Depois, define a congruéncia dessa geometria com uma transformacéo linear e a
partir dai, afirma que essa nova geometria obedece todos os axiomas do sistema, exceto o

axioma das paralelas.

3.7 Axiomas de congruéncia

O quarto grupo corresponde aos axiomas de congruéncia. Esses axiomas representam
o significado de “congruente” e “deslocamento”, relacionando dois segmentos.
Os axiomas sdo os seguintes (HILBERT, 1971, p. 12):
1. Se A e B sdo dois pontos em uma reta r, e se C é um ponto sobre a mesma reta, ou
em uma outra reta s, entdo sobre um lado dado de C na reta s, podemos sempre
encontrar um, e somente um, ponto D de forma que o segmento AB (ou BA) é
congruente ao segmento CD. Indicamos essa relagdo de congruéncia por AB =CD.
Todo segmento é congruente a ele mesmo; isto é, sempre teremos AB = AB.

2. Se um segmento AB é congruente a um segmento A"'B” e também ao segmento
A""B”’, entdo o segmento A'B” € congruente A”'B""; isto é, se AB=ABe AB=
AR

3. Sejam AB e BC dois segmentos de uma reta r que ndao tem pontos em comum além
do ponto B, e, além disso, sejam A'B” e B"C"dois segmentos da mesma ou de uma
outra reta r'que tenha, da mesma forma, nenhum ponto além de B’em comum.
Entdo, se AB=A'B'eBC=BC’,temos AC=AC".

Hilbert define alguns conceitos de angulo, raio do vértice e regido interior e exterior de
um angulo, antes de prosseguir com os axiomas. Na defini¢do, considera @ um plano qualquer
e h, k raios de mesmo vértice. O sistema formado por esses dois raios h, k € um angulo,
representado por (h, k) ou (k, h). Com essas definic¢des ele inicia o quarto axioma (HILBERT,
1971, p. 14):

4. Seja um angulo (h, k) dado em um plano a e seja um reta a’dada em um plano a’.
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Suponha também que, em um plano a, um lado definido da reta a “seja marcado.
Denota-se por h “uma semi-reta da reta a" que parte de um ponto O” desta reta.
Entdo no plano a”existe uma e somente uma semi-reta k “tal que o angulo (h, k) ou
(k, h), é congruente ao angulo (h", k")e a0 mesmo tempo todos 0s pontos interiores
do angulo (h", k") estdo sobre o lado dado de a". Essa relagdo €é representada pela
notacdo (h, k)= (h",k"). Todo angulo é congruente a ele mesmo; ou seja, (h, k)= (h,
k) ou (h, k) = (k, h).

5. Se o angulo (h, k) é congruente ao angulo (h", k") e ao angulo (h"™", k"), entdo o
angulo (h”, k") é congruente ao angulo (h™", k™). Isso € 0 mesmo que dizer que, se
(h,k)=(", k) e, k)y=(h", k"), entdo (h", k)= (h", k).

6. Se em dois tridngulos ABC e A'B'C’, as congruéncias AB=A"B", AC=AC’,
angulo ABC = angulo A'B'C" e angulo ACB =angulo A'C'B" também se
verificam, entdo as congruéncias angulo ABC = angulo A'B'C” angulo ACB =
angulo A"C’B” também se verificam.

Nesse grupo, os trés primeiro sdo lineares e os demais de geometria plana. Hilbert
enuncia as definicdes de angulo reto, angulo suplementar, entre outras. Dentre os teoremas,
ele prova a congruéncia de triangulos, apresentando outros dois, também sobre congruéncia
de tridngulos, além de outros teoremas. Hilbert ndo mostra a maioria dos teoremas, mas nesse
grupo quase todos séo provados. Seu décimo quinto teorema € o quarto postulado de Euclides,
o0 qual é demonstrado por Hilbert.

Antes de irmos para o Gltimo grupo de axiomas de Hilbert, vejamos como a existéncia
da paralela é decorréncia dos axiomas, sendo assim, é necessario postular apenas a unicidade,
mas a redacdo do axioma néo ficaria conveniente se ndo usasse o vocabulo “existe”. Devemos
destacar que o termo “existe” se refere a existéncia da unicidade, e ndo da reta. Podemos
prosseguir da seguinte forma para verificar se a existéncia procede dos axiomas: ligue o ponto
A, que esta fora da reta a, até um ponto B qualquer da reta a, formando um segmento AB.
Marque um ponto C qualquer na reta a e a partir do ponto a, sobre 0 segmento AB e do lado
oposto ao ponto C, construa um angulo igual ao angulo ABC. Essa reta que passa por Ae faz
angulo ABC com o segmento AB néo corta a reta a em ponto algum, logo, ela é paralela.

3.8 Axiomas da continuidade

Antes de iniciar com o quinto grupo de axiomas, Hilbert ressalta que devemos

entender a igualdade de segmentos como uma congruéncia, ou seja, define “igual” como a
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correspondéncia entre segmentos congruentes. Em conformidade com essa convencao, Hilbert
introduz o axioma de Arquimedes com o seguinte enunciado (HILBERT, 1971, p. 25):
1. Seja A; qualquer ponto sobre uma reta entre os pontos A e B escolhidos
arbitrariamente. Tome os pontos A4,,A3,4,, ... de forma que A, esteja entre A e A,,
A, entre A; e Az, A; entre A, e A,, etc. Alem disso, sejam 0s segmentos
AA,,A A, AA5,AzA,, ... um igual ao outro. Entdo, dentre esta série de pontos,
sempre existe um ponto A,, tal que B esta entre A e A4,,.

O axioma de Arquimedes é considerado um axioma linear. Nesse grupo, Hilbert néo
faz nenhum tipo de demonstracdo, apresentando apenas um axioma que ndo é puramente
geométrico e chamado de axioma de completude. Neste axioma, para um sistema de pontos,
retas, e planos, é impossivel adicionar outro elemento tal que do jeito que o sistema
considerado formard uma nova geometria obedecendo aos cinco grupos de axiomas, ou seja,
esse axioma diz que os elementos da geometria formam um sistema o qual ndo é suscetivel de
extensdo, se considerarmos 0s cinco grupos de axiomas como validos.

Alguns fatos importantes podem ser destacados apds o estudo do grupo de axiomas de
Hilbert. Apds uma breve andlise, do ponto de vista geométrico, verificamos que Hilbert
organiza os grupos de axiomas de acordo com as relacfes dos objetos geométricos em cada
axioma, porém existe um outro grupo que € mencionado como grupo relacionado a dimenséo.
Assim temos o grupo dos axiomas lineares, axiomas planos e espaciais.

Outra condicdo que pode ser observada sobre sua axiomatizacdo é que nem todos 0s
axiomas s0 tratam de objetos indefinidos, como é o caso do quinto axioma do segundo grupo
(ordem), o primeiro, segundo e terceiro do quarto grupo (congruéncia), o axioma do quinto
grupo (continuidade) os quais usam o objeto “segmento”. O quarto, o quinto, 0 sexto axioma
do grupo quatro (congruéncia), usam o objeto angulo, além do objeto semi-reta utilizado no
quarto grupo. Assim, temos trés objetos definidos: segmento, angulo e semi-reta 0s quais
compdem 0s axiomas.

O objetivo principal de Hilbert era provar a consisténcia da geometria, ou seja, provar
que na geometria ndo € possivel obter dois enunciados contraditorios.

Provando-se a consisténcia da aritmética dos numeros reais, também ficaria provada a
consisténcia da geometria, ja que ele foi capaz de construir interpretagdes numéricas dos
termos modernos e fazer assim as geometrias falarem de nameros (SILVA, 2007, p. 189).

O estudo da consisténcia dos numeros reais ndo faz parte de nossa investigagéo,
porém, cabe tecer alguns comentarios acerca da consisténcia da teoria, ou seja, 0 primeiro

passo € axiomatizar esse conhecimento como um sistema formal.
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O matemaético alemé&o apresentou, em 1900, a aritmética dos numeros reais como um
sistema formal, num artigo chamado Uberden Begriff der Zahl (Sobre o conceito de niimero).
Na segunda etapa, demonstrar a consisténcia desse sistema foi uma tarefa mais complicada,
pois na época, 0 método de demonstracdo da consisténcia consistia em interpretar os termos
da teoria de modo que tornassem verdadeiros 0s axiomas.

A demonstracdo da consisténcia feita por Hilbert tinha um carater relativo, mas esta
deveria ser uma demonstracao absoluta de consisténcia da aritmética dos nimeros reais, pois
assim a consisténcia dessa teoria e de todas as teorias cujas consisténcias estdo na sua
dependéncia, estaria definitivamente demonstrada.

Além da consisténcia, outras caracteristicas dos sistemas formais sdo importantes para
a investigacdo da axiomatica de Hilbert, aprimorando o conhecimento sobre os fundamentos

da geometria e sua base logica.

3.9 Propriedades da estrutura axiomatica moderna

A maneira mais eficiente para estabelecer a consisténcia de um conjunto de axiomas é
0 metodo dos modelos. Como vimos, um modelo de um sistema axiomético é obtido
interpretando ou atribuindo significado concreto aos termos primitivos, convertendo 0s
axiomas em afirmagOes verdadeiras sobre esses conceitos, existindo dois tipos de modelos:
materiais e ideais.

Um modelo é dito material se os significados dados aos termos primitivos sdo objetos
e relacdes do mundo real, enquanto que no modelo ideal, os significados dados aos termos
primitivos sdo objetos e relacdes adaptadas de um outro sistema axiomatico.Na exposicédo de
um modelo material, podemos ter a ideia de estabelecer a consisténcia absoluta de nosso
sistema axiomatico, posto que, se teoremas contraditérios puderem ser derivados dos
axiomas, entdo afirmac@es correspondentes contraditorias deveriam valer também no modelo
concreto material, porém, contradi¢cfes no mundo real ndo devem ser possiveis.

Construir um modelo concreto de um sistema axiomatico nem sempre € possivel. Se o
conjunto de postulados englobar um ndmero infinito, por exemplo, de elementos primitivos,
pode ser impossivel encontrar no mundo real um modelo material para tal sistema. Nessas
circunstancias tentamos construir um modelo ideal, associando aos termos primitivos de um
sistema axiomatico (denotado por A) conceitos de algum outro sistema (denotado por B) de
maneira que as interpretacGes dos axiomas do sistema A sejam consequéncias l6gicas dos

axiomas do sistema B.
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No teste da consisténcia, ndo é permitida a prova absoluta da consisténcia, mas
somente um teste relativo. Entdo, o que podemos dizer é que os axiomas do conjunto A sdo
consistentes se forem consistentes 0s axiomas do conjunto B, reduzindo a consisténcia do
sistema A a do sistema B (EVES, 1990, p. 155).

A prova da consisténcia pelo método dos modelos é um processo indireto. E
concebivel que a consisténcia absoluta possa ser estabelecida por um processo direto que visa
mostrar, seguindo regras de inferéncia dedutiva, que ndo podemos chegar, partindo dos
axiomas, em teoremas contraditorios.

Hilbert atacou o problema de garantir a consisténcia do sistema de nUmeros reais,
como mostramos anteriormente, utilizando o método direto e obtendo um éxito parcial. Como
0 método dependia das regras de inferéncia logica, qualquer mudanca nas regras
desestabeleceria a prova de consisténcia previamente estabelecida.

A descoberta e prova da consisténcia da Geometria de Lobachevsky, como vimos no
inicio do capitulo, estabeleceu a independéncia do postulado das paralelas, ndo sendo exagero
dizer que as considerac@es histdricas sobre o quinto postulado de Euclides foram responsaveis
pelo inicio do estudo das propriedades dos conjuntos de postulados e, portanto da formulacéo
do moderno método axiomatico.

A maneira que foi demonstrada a independéncia do Postulado das Paralelas fornece
um teste geral para se demonstrar a independéncia de um axioma em outros sistemas
axiomaticos. O teste consiste em encontrar significados para os termos primitivos do sistema
axiomatico que deixam falso o postulado que se quer demonstrar a independéncia, mas que
transformam em verdadeiro todos os restantes. Caso tenhamos sucesso em encontrar tais
significados, entdo o axioma em questdo ndo podera ser uma consequéncia logica dos demais,
pois tais significados, uma vez convertendo os restantes em proposi¢des verdadeiras,
deveriam também converter em verdadeiro o postulado em questdo, se ele pudesse ser
deduzido dos outros postulados do sistema.

De acordo com Wilder (1965), existe uma definicdo formal para a independéncia de
axiomas. Ele denota por X um sistema de axiomas e considera A sendo um dos axiomas de X.
A negacdo de A e representado por (~A) e ¥ — A representa a subtracdo do axioma A do
sistema X. Se S e alguma sentenca no sistema X, Y + S representa o sistema contendo o0s
axiomas de X' e S como um novo axioma. Sendo assim, podemos dar a seguinte definigéo: Se
X € um sistema axiomatico e A é um dos axiomas de X, entdo A é dito independente em X, se
ambos, X e o sistemas axiomaticos (£ — A)+(~A) sdo satisfeitos.

Geralmente seria preferivel ter todo axioma independente, porém se algum axioma
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acaba nao sendo independente, o sistema ndo é invalidado. Um exemplo disso é 0 a
formulacéo original do conjunto de axiomas para a geometria de Hilbert.

A propriedade de completude, por outro lado, € um pouco mais elaborada que as
propriedades ja discutidas. Admitiremos, hipoteticamente a possibilidade de construir um
sistema de axiomas para a Geometria Euclidiana Plana, selecionando inicialmente os termos
primitivos.

Tais termos devem constituir uma colecdo de termos técnicos da geometria, sendo que
outros termos devem ser definidos por meio deles.

O préximo procedimento que devemos executar é formular uma lista crescente de
afirmagBes mutuamente compativeis sobre os termos primitivos, sendo esses 0s axiomas.
Surge logo uma questdo: em qual momento devemos parar de acrescentar a lista de axiomas?

Obviamente gqueremos que o conjunto de postulados seja amplo o suficiente para
implicar a “verdade” ou a “falsidade” de qualquer afirmagdo possivel da geometria euclidiana
plana, ou seja, queremos ter um namero suficiente de axiomas de forma que S € uma sentenca
qualquer relativa aos termos primitivos, entdo ou S ou sua negacédo ( ~S) seja implicada pelos
nossos axiomas. Caso o conjunto de axiomas ndo seja suficientemente amplo, certamente
algumas afirmacOes da geometria ndo poderdo ser demonstradas a partir dos axiomas, nem
mesmo a negacao de tais afirmacgdes (EVES, 1990, p. 160).

Na geometria euclidiana, se tivéssemos proposto um sistema de axiomas sem 0
postulado das paralelas, nesse sistema incompleto, ndo poderiamos decidir se a soma dos
angulos internos de um triangulo é ou ndo 180°, pois nosso sistema incompleto esta
relacionado tanto a geometria euclidiana quanto a geometria de Lobachevsky.

Os axiomas serdo suficientemente amplos se atingirmos o ponto em que se tornaria
impossivel acrescentar novas afirmacfes ao conjunto de axiomas que seja independente e
consistente com os axiomas ja formulados. Caso essa situacdo seja alcancada, entdo teremos
um conjunto de axiomas completo para a geometria.

Podemos dizer que um conjunto consistente de axiomas é completo se for impossivel
adicionar ao conjunto, sem ampliar a colecdo de termos primitivos, um outro axioma que seja
independente e consistente com os axiomas dados.

Ainda segundo Wilder (1965), temos a seguinte definicdo formal de completude dos
axiomas: um sistema axiomatico X~ é completo se ndo existe uma proposicdo em X, tal que A
é um axioma independente no sistema X + A, ou seja, ambos os sistemas X + A e X + (~A)
séo satisfeitos.

Tanto a definicdo de completude, como a de consisténcia, ndo sdo facilmente testadas
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em um dado sistema de axiomas. De uma forma geral, vimos que um teste de consisténcia
poderia ser feito usando-se interpretacfes para o0 conjunto de axiomas. Um teste para
completude pode ser realizado se conhecermos 0 conceito de categoricidade, que
apresentaremos a seguir.

Uma interpretacdo de um sistema de axiomas X' consiste em um conjunto nao vazio D,
chamado o dominio da interpretacdo e em uma atribuicdo que a cada relacdo X faz
corresponder uma relagdo de mesma aridade em D, a cada operagdo em X, uma funcdo de
mesma aridade de D em D e a cada constante em X, um elemento de D, de modo que 0s
axiomas de X' sejam transformados em sentencas verdadeiras em D.

Consideremos duas interpretacfes do mesmo sistema axiomatico:

a) Uma interpretagdo ®, com elementos constantes a’s, relagdes constantes ry, Iy,

...e operagdes constantes 64, 0,,...
b) Uma interpretagdo ®’, com elementos constantes B’s relagdes constantes ry,r,’,
...e operacOes constantes 67, 0, ...

As interpretagdes ® e ®  sao isomorfas, se for possivel estabelecer uma
correspondéncia bijetora entre os elementos a de ® e os elementos B de ®” que preserve as
relacOes e as operagoes.

Se duas interpretagdes ® e ®’ de um mesmo conjunto de axiomas P sdo isomorfas,
entdo qualquer proposicdo verdadeira (ou falsa) na interpretagio ® se tornara
correspondentemente uma proposi¢ao verdadeira (ou falsa) na interpretagdo ®’, trocando as
constantes de acordo com sua interpretacao correspondente.

Entdo, um conjunto de axiomas P € categdrico, se todas as possiveis interpretacoes de
P forem isomorfas no sentido descrito acima. Obtemos assim, o seguinte resultado: se um
sistema axiomatico P é consistente e categorico, entdo ele é completo.

Estabelecer a completude de um conjunto de axiomas torna-se dificil numa situacdo
pratica. Para mostrar a incompletude, no entanto, basta produzir as interpretacbes nao
isomorfas do conjunto de axiomas. Algumas vezes a completude de um sistema pode ser
determinada mostrando-se que qualquer interpretacdo do conjunto dado é isomorfa a alguma
interpretacdo.

Hilbert utilizou este processo para provar que sua axiomatica da geometria euclidiana
era completa: mostrou que qualquer interpretacdo de sua axiomatica era isomorfa & geometria
analitica.

Na construcdo de uma teoria pelo método axiomatico é desejavel introduzir os
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axiomas um a um ou em conjuntos relacionados de modo a tornar claro como 0s teoremas em
estudo dependem dos axiomas. Por exemplo, os teoremas comuns da geometria euclidiana e
da geometria hiperbdlica seguem da axiomatica de Hilbert, retirando-se o postulado das
paralelas, sendo o conjunto de axiomas obviamente incompleto pois admite interpretacdes nao
isomorfas.

Outra propriedade relacionada aos sistemas axiomaticos € a equivaléncia, relativa a
duas estruturas postulacionais. Neste caso, sejam P! eP? sistemas axiomaticos equivalentes,
nos quais os termos primitivos de cada um deles podem ser definidos em termos do outro e os
axiomas de cada um deles podem ser deduzidos a partir dos axiomas do outro. Verificando
que os dois sistemas sdo equivalentes, entdo as estruturas abstratas sdo as mesmas, pois
estamos tratando da mesma coisa de maneiras diferentes.

A ideia de sistemas axiomaticos equivalentes apareceu desde antigamente, com a
insatisfacdo do quinto postulado de Euclides, tentando substitui-lo por outro equivalente e
mais aceitdvel. Os modernos estudos da geometria euclidiana, com suas diferentes bases
postulacionais, mostram claramente que um sistema axiomatico ndo € unicamente
determinado pelo estudo em foco, mas depende de quais termos técnicos sdo escolhidos como
primitivos e quais afirmacdes sdo tomadas sem prova (EVES, 1990, p. 154).

Como um dado estudo pode ser construido sobre mais de um possivel sistema
axiomatico, surge uma questdo sobre qual desses sistemas € melhor. Baseando-se na
economia, um conjunto de axiomas que contenha menos termos primitivos parece ser o
melhor, entretanto 0 mesmo ndo pode ser aplicado aos axiomas, pois podemos, utilizando

conectivos, juntar varios postulados em um unico maior.

3.10Algumas consideracdes sobre os axiomas de Hilbert

Ao expormos o0s grupos de axiomas de Hilbert e ao analisarmos sua estrutura logica,
verificamos que sua abordagem marca a transicdo para 0 método axiomatico moderno. Apesar
de a geometria tratar de objetos nos quais utilizamos a intuicdo, ndo se faz necessario ter
significado explicito para os conceitos envolvidos. De acordo com Hilbert, ndo havia a
necessidade de tratar dos objetos geométricos para construir suas demonstracoes, pois objetos
do cotidiano podem substituir os termos primitivos da geometria de modo que a construcao e
o0 valor l6gico permanegam véalidos. Como constatamos nos grupos de axiomas, a discussao
néo se baseia nos objetos, mas na relagéo entre eles.

Uma das propriedades citadas anteriormente, a consisténcia, foi discutida por diversos
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matematicos referentes aos postulados de Euclides, e notaram que sendo insuficientes para
provar 0s teoremas conhecidos e outros que viessem a ser considerados no futuro
necessitavam de ferramentas logicas e matematicas para “corrigir” as falhas na estrutura
axiomatica.

No desenvolvimento dos fundamentos da matematica, Hilbert se manifesta através do
formalismo em todo seu método axiomatico, principalmente porque a analise matematica ja
consolidava os nimeros reais como uma estrutura algebrica de corpo ordenado completo.

Um exemplo dessa afirmacdo é a propria forma com que o matematico aleméo
organizou e intitulou os cinco grupos de axiomas: evidenciou as relagdes entre os objetos
geométricos, a possibilidade de ordenacdo, define que objetos congruentes (&ngulos e
segmentos) coincidem por superposi¢do, mostra a possibilidade de construgdo de uma Unica
reta paralela a uma reta dada por um ponto fora dela e aponta a necessidade de explorar o
conceito de continuidade.

No axioma de Arquimedes, notamos que é possivel encontrar sobre uma reta que passa
pelos pontos A e por B distintos, um ponto tdo proximo de B quanto se queira. 1sso ocorre
com o conjunto dos ndmeros racionais na reta enumerada, pois sabemos que o principio
arquimediano para os ndmeros racionais ndo é suficiente para garantir a continuidade no
conjunto dos numeros reais, porém admitindo que a unido dos nimeros racionais com 0S
irracionais forma os reais, podemos garantir que qualquer ponto da reta possui coordenadas
reais. O axioma de completude diz que partindo de uma estrutura que satisfaz determinadas
propriedades fundamentais de ordem linear e de congruéncia, resultado dos axiomas
anteriores, e de Arquimedes, é impossivel juntar a esta estrutura novos objetos, de modo que a
nova estrutura formada satisfaca aos primeiros axiomas de maneira andloga aquela antes da
insercdo de novos objetos a estrutura. Este resultado recupera a concep¢ao intuitiva de espaco.

E possivel fazer também uma traducdo das propriedades geométricas do espaco em
termos de relagbes aritméticas, obtendo um sistema de fécil aceitacdo dos axiomas
precedentes. Mas ainda ndo conseguiriamos representar o espago intuitivo, pois nele
existiriam lacunas. A funcdo do axioma de completude na axiomatica de Hilbert é caracterizar
a continuidade propria dos nameros reais ou dos pontos do espaco infinito, garantindo
restricdes da axiomatizacdo a modelos isomorfos.

ApOls investigarmos 0 grupo de axiomas, podemos ainda destacar alguns fatos
importantes encontrados no primeiro capitulo.

Observamos que a existéncia de retas coplanares sem interseccao nédo é resultante dos

axiomas de incidéncia. Ela € demonstrada como consequéncia dos axiomas de ordem e de



47

congruéncia. Além disso, o terceiro axioma de ordem mostra a diferenca fundamental entre
pontos alinhados e ndo alinhados a partir de retas concorrentes: de trés retas coplanares
concorrentes, uma delas sempre vai cruzar as outras duas. E interessante notar que este
axioma exclui a dualidade, e consequentemente, a presenca da geometria projetiva.

Nos enunciados de Hilbert, o conceito de “igualdade” estda muitas vezes associado a
nogdo de medida e ndo a nogdo geométrica de “congruéncia”, como geralmente é considerada
nos objetos geométricos. Para ele, figuras congruentes possuem determinadas igualdades
numéricas e, para igualdade de segmentos, a nocdo somente é consolidada no inicio do
capitulo 3, quando Hilbert introduz sinais algébricos aos segmentos, para se diferenciarem no
sistema de eixos cartesianos. Posteriormente, com a exposi¢do dos axiomas de congruéncia,
estas definicdes se misturam e Hilbert define a congruéncia entre figuras planas como um
caso particular de relacdo de equivaléncia.

Nos axiomas de congruéncia, é garantida a existéncia de segmentos e angulos e suas
propriedades sdo verificadas: unicidade, reflexividade, simetria, transitividade e a
possibilidade de efetuar operacdo de adi¢do. Outra evidéncia no quinto axioma de
congruéncia é sobre a congruéncia de dois triangulos, presente na maior parte dos teoremas
seguintes. Sem ele, tais proposi¢des poderiam ser apresentadas como axiomas.

Muito brevemente, apresentamos a ideia principal do método axiomatico de Hilbert,
exemplificamos a sua utilizagdo na demonstracdo de teoremas e destacamos seu formalismo
como a base do pensamento Hilbertiano no que tange aos fundamentos da geometria,
investigando os grupos de axiomas que definem a estrutura. Resta perguntarmos sobre alguns

pontos que aparentemente passaram despercebidos em nossa investigacao.
3.11Comentarios sobre a compatibilidade dos axiomas

Hilbert defende claramente uma abordagem diferente da axiomatica, considerando a
consisténcia como problema central no controle dos procedimentos dedutivos, apresentando
em sua obra demonstracfes de consisténcia para seu sistema. Uma solucdo possivel foi a
construcdo de dois modelos nos quais os axiomas se verificariam.

Um dos modelos, a criagdo de uma geometria analitica, cujo dominio é formado pelos
nameros algébricos Q, garantiu a equivaléncia légica com a geometria euclidiana. Estes
numeros sdo obtidos atraves das coordenadas (0,1) e resultantes das quatro operacdes

aritméticas: adicéo, subtragdo, multiplicagdo, divisdo, além de uma quinta operagdo na qual

Hilbert define como|\/ 1+ w2|, um namero finito de vezes. Nesta expressao, w também é um
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ndmero obtido através de cinco operagdes descritas.

As representacOes de pontos no plano cartesiano e a definicdo de reta obtida
analiticamente estabelece convencdes nas quais os axiomas de ordem sdo sempre validos.
Tais convencdes sdo as expressdes analiticas utilizadas no dominio Q, sem conflitar com os
resultados da geometria euclidiana, além da escolha das sequencias de operagdes entre 0s
elementos de Q (HILBERT, 1959, p. 27).

A originalidade do pensamento de Hilbert e a sua geometria analitica mostravam que
ele parecia saber onde queria chegar, lembrando que esta Gltima difere da geometria de
Descartes pelo fato de estar toda embasada nos conceitos de estruturas algébricas e analise
matematica envolvendo os nimeros reais.

As relagbes de incidéncia, ordem, congruéncia e de paralelismo foram definidas
analiticamente e mostrou-se, posteriormente, que as relacdes apresentadas dessa maneira
satisfazem todos os axiomas dos diversos grupos destacados. Para garantir os resultados,
muitas reformulac6es foram feitas para consolidar os conceitos. Assim, por exemplo, para dar
sentido ao quarto axioma de ordem, o axioma de Pasch, Hilbert mostrou a necessidade de
decidir quais pontos estdo “sobre” a reta ou do “lado esquerdo” ou do “lado direito” da reta.
Acordo feito de conforme o critério de ordem dos pontos sobre a reta e as operacfes entre
segmentos e angulos efetuadas de acordo com os métodos da geometria analitica.

Uma translacdo de segmentos e de angulos ou uma simetria em torno do eixo X séo

representadas respectivamente pelas igualdades:
xX'=x+a y =y+boux'=x,y = -y

No capitulo 2, Hilbert destacou que a rotagdo de um angulo COE, onde C tem
coordenadas cartesianas (a, b), O é a origem do sistema e E tem coordenadas (0, 1), “leva”
pontos interiores a COE de coordenadas cartesianas (x, y), a pontos de coordenadas (x’, y’) de

modo que :

r a X — b ey = b X — a
Jaz+b? \/a2+b2y y Ja?+b? Jaz+b?

X

y

Nesta parte podemos compreender porque ¢ utilizado nimeros do dominio de Q. Ao

2
mostrar que o nimero real v a? + b? =b. /1 + (%) pertence ao dominio, notamos que as
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convencgdes citadas por Hilbert na obra original sdo admitidas para garantir a validade dos
axiomas de congruéncia (inclusive congruéncia de tridngulos) e o axioma de Arquimedes
(HILBERT, 1959, p. 29).

Ele chama a atencdo para o fato de que o0 Unico axioma que nao é satisfeito no dominio
Q ¢é o axioma de completude, porém isso ndo ocorre se considerarmos o0 conjunto dos
nameros reais, pois desta forma obtemos a geometria plana classica, onde esta incluso o
axioma de completude.

Vejamos, por exemplo, como é possivel mostrar a validade do axioma de Pasch de

acordo com o método proposto por Hilbert:

Seja a equacdo da reta que passa pelos pontos distintos A e B de coordenadas (x4,
;) € (X5, ¥2), respectivamente pode ser escrita como %: % =pn. O fato de
considerarmos os pontos da reta distintos nos permite concluir que o parametro
variavel p é diferente de 1. Para os pontos sobre AB, pé negativo e positivo para
pontos, diferentes de 1, para pontos da reta exterior ao segmento AB. Seja um
triangulo ABC de coordenadas (x4, ¥1), (X2, ¥2), (X3,¥V3) respectivamente e uma
reta d tal que d: mx+ny+ p = 0 . As equagdes paramétricas da reta que contém um

) M o

ponto qualquer AjB, podem ser escritas como: x =]1”—;kk =W.
~Hjk ~Hjk

intersec¢do da reta d :mx + ny + p = 0 com a reta descrita acima na forma

aramétrica 0 parametrop sera = s i/ A e 0 produto dos parametros
p p “]k “],k MXy+nyj+p p p

correspondentes as trés interseccbes € u;, " U,z pz,= 1. Se a reta d encontra o
triangulo, um dos ;€ um ndmero negativo, ja que o produto é positivo. Desta
maneira, conclui-se que dois de seus parametros sdo negativos € a reta d encontra
dois e somente dois, lados do triangulo.(HILBERT, 1971, p. 45).

Tomando por base a aritmética de dominio €, Hilbert afirma que todas as possiveis
contradi¢BGes geradas a partir dos axiomas de incidéncia, ordem, congruéncia, paralelas e o
primeiro axioma de continuidade deverdo aparecer. Hilbert continua descrevendo a
compatibilidade dos axiomas, concluindo que ha uma infinidade de geometrias que satisfazem
aos grupos de axiomas proposto por ele e que a geometria cartesiana € a Gnica em que 0

axioma da completude ¢ aplicavel.
3.120 conceito de movimento na geometria euclidiana

A ideia de movimento em geometria remonta aos gregos, aparecendo na obra Os
Elementos de Euclides, quando este enuncia a no¢gdo comum 7 — e as coisas que se ajustam
uma a outra sdo iguais entre si - no qual esta implicita a nogdo de superposicao. Euclides néo
faz nenhuma referéncia a essa nogdo, apenas utiliza a concepcdo de movimento.

Intuitivamente, podemos dizer que duas figuras s@o congruentes quando uma corresponde a
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outra através de um movimento. De acordo com essa ideia, qual seria a superposi¢do ou
movimento que “leva” uma figura na outra?

Diversas discussdes foram feitas sobre o significado da nocdo comum 7, dos
Elementos, ou seja, apesar de ndo estar explicito, Euclides teria a intencao de explorar a no¢ao
de superposicdo? Alguns historiadores acreditam que Euclides teve a intencdo de afastar a
ideia de movimento na geometria, colocando o conceito de congruéncia. Apesar das
discuss@es, muitas consideracdes podem estar distorcidas

O primeiro teorema sobre congruéncia € enunciado do seguinte modo: caso dois
triangulos tenham os dois lados iguais aos dois lados, cada um a cada um, e tenham o angulo
contido pelas retas iguais ao angulo, também terdo a base igual a base, e o triangulo serd igual
ao triangulo, e os angulos restantes serdo iguais aos angulos restantes, cada um, sob 0s quais
se estendem os lados iguais(BICUDO, 2009, p.99).

Nessa exposicdo, Euclides utiliza a ideia de superposi¢do para comprovar o teorema,
mas é nitido que este procedimento ndo condiz com o objetivo de seu trabalho que é
apresentar a geometria no seu aspecto légico - dedutivo, sendo que ele ndo menciona nada
com relacgdo a transporte de angulo, motivo pelo qual o terceiro lado continua sendo uma reta
apos o transporte.

O matemético alemdo Felix Christian Klein (1849 — 1925) estabeleceu conexdes entre
a teoria de grupos e geometria, possibilitando uma nova estruturacdo das diferentes
geometrias que surgiram durante o século XIX. As caracteristicas de um conjunto de figuras
gue permanecam invariantes por T, onde T é um grupo de transformacdes, que constituem
uma classe de caracteristicas do grupo, determinada por Klein de uma geometria.

Esta propriedade de invariantes das transformacdes geométricas constitui a proposta
de Klein em sua obra denominada Vergleichend Betrachtungen (berneuere geometrische
Forschungen (ConsideracGes Comparativas sobre Recentes Investigacdes Geométricas), que
ficou conhecida como o famoso Erlanger Program, em 1872, quando Klein assumiu o cargo
de professor titular da Faculdade de Filosofia da Universidade de Erlanger. Este trabalho,
baseado na pesquisa desenvolvida por ele e Sophus Lie (1842 — 1899), em teoria de grupo,
conclui com a definicho de geometria dada por Klein representada pelo estudo das
propriedades de um conjunto S que permanecem invariantes quando se submetem os
elementos de S as transformacdes de algum grupo de transformacdes T.

Ainda sobre a critica relacionada ao significado de movimento em geometria, Klein
afirma que Euclides supunha implicitamente a possibilidade de movimentos de figuras sem

alteracdo de suas medidas e forma, argumentando que a demonstracdo do teorema do primeiro
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teorema de congruéncia leva-nos a aceitar que Euclides considerava legitima a idéia de
movimento, mas parece estranho que este ndo tenha mencionado nos Elementos. Ao aceitar
tal ideia, na elaboracdo da primeira e segunda construcdo, necessitariam da nocdo de
movimento (KLEIN, 1931, p. 268).

A primeira — construir um tridngulo equilatero sobre a reta limitada dada — e a
segunda — pdr, no ponto dado, uma reta igual a reta dada, Euclides admite a intersecdo de
circunferéncias, de circunferéncias e retas e de retas, sem haver mencionado sobre a
existéncia dos pontos de intersecdo. Para a garantia da existéncia de tais pontos, seria
necessario algo como o postulado da continuidade, que foi dado posteriormente por R.
Dedekind (1831 — 1919).

Na definicdo do grupo de transformacdes T, Klein considera o conjunto P de todos 0s
pontos no plano e o conjunto T como sendo as rotagdes, as translacdes e as reflexdes em torno
de retas. Como o produto de quaisquer duas dessas transformacdes e a inversa de cada uma
delas sempre estdo em T, podemos afirmar que T € um grupo de transformagdes.
Considerando G(P, T) e utilizando a notacdo algébrica, temos uma geometria em que 0S
elementos sdo os pontos de P e as operacdes que se pode fazer com estes pontos sdo as
transformacgdes T. As transformacfes que compdem o conjunto T, quando citadas da forma
como mencionamos acima, séo ditas geometria métrica euclidiana plana.

Na representacdo da transformacdo geométrica G(P, T), ao modificar o conjunto de
elementos de P, e o conjunto de transformacdes T, a cada combina¢do temos um outro tipo de
geometria. Um aspecto importante desta abordagem € que certas geometrias incluem outras,
podendo ocorres um encadeamento entre as geometrias.

Klein identifica dois problemas ao tentar construir a base geométrica por meio de
operacdes ldgicas aplicadas a fundamentos elementares da geometria. O primeiro diz respeito
a escolha dos elementos baseados na experiéncia intuitiva e o segundo, ao que pode ser
deduzido logicamente daqueles conceitos fundamentais e axiomas, sem recorrer a intuig&o.
De acordo com Klein, uma forma de diminuir estes problemas é iniciar o estudo da geometria
pelos conceitos fundamentais da geometria projetiva, o ponto, a reta e o plano e os axiomas de
determinacéo de ordem e de continuidade (KLEIN, 1931, p. 215).

Ao propor a construcdo da geometria plana baseada na nogdo de movimento, 0s
axiomas deverdo expressar as propriedades destes movimentos, baseados na representacao
intuitiva destes e as caracteristicas bijetivas dos pontos com relacdo as retas. Conforme a
abordagem dada aos movimentos no plano, sua axiomatizacdo pode ser explorada de uma

forma diferenciada caso néo se utilize o conceito de medida de segmentos e angulos.
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No tratamento axioméatico do movimento na geometria euclidiana, a escolha dos
axiomas de reflexdo e seus resultados sdo fundamentais para representar o conceito de rotagéo
e translacdo, pois estes ultimos podem ser obtidos através da composicado de reflexdes de
pontos segundo uma reta.

De acordo com Guggenheimer (1967), a reflexdo de um ponto A segundo uma reta r é
uma funcdo que associa qualquer ponto A a um ponto o, (A) tal que r € perpendicular ao

segmento [A4, a,-(4)].

Figura 3
A

o, (4)

Fonte: GUGGENHEIMER, 1967, p. 8

A correspondéncia que a cada ponto A de um dos semi-planos determinados pela reta
rassocia o ponto a,(A) do outro semi-plano, que coincide com a imagem pela reflexdo do
ponto inicial é uma correspondéncia que realiza a congruéncia. Os pontos do plano que
pertencem a reta ndo sdo refletidos, matem-se fixos. Essas correspondéncias sdo funcdes do
plano em si mesmo com certas caracteristicas especiais.

Segundo Guggenheimer (1967), as propriedades de reflexdes sdo descritas pelo

seguinte grupo de axiomas:

Axioma 1. Para cada reta r existe uma funcédo, o, do plano em si mesmo que leva 0s

pontos de um semi-plano associado a r sobre 0s pontos do outro semi — plano.

Axioma 2. Toda reflexdo em retar, o, leva reta sobre reta.
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Axioma 3. Toda reflexdo € uma involucdo, isto é, para todo ponto X do plano
O_rz(X) = 0,0,(X) =i(X) =X.

Axioma 4. Os pontos da reta r sdo pontos fixos pela reflexdo o,, ou seja, VX €
r,0.(X) = X.

Com o grupo de axiomas acima, seguem algumas propriedades importantes da

reflexdo, o,.

Proposicdo 1. As reflexdes o, sdo fungdes bijetoras.

Demonstracdo. Devemos mostrar que a funcao o, € injetora e sobrejetora.
i) Injetora

Sejam A e B pontos no plano, mostraremos que o,(A) =0,(B) = A =B.
Consideremos a,.-(4) = g,.(B), como g, € uma funcdo o,(o,(B)), pelo axioma 3 temos
d2(A) = o*(B) => A =B.

il) Sobrejetora

Para que o, sejasobrejetora € preciso mostrar que para todo ponto B do plano existe A
tal que 0,.(A) = B. Dado um ponto B, tomando A = o,.(B) temos que ¢, (0,(B)) = 0,(A) =
d2(B) = a,(A). Pelo axioma 3, 62(B) = B. Portanto, o,.(4) = B.

Assim toda reflexdo, o,., € uma aplicagdo bijetora do plano no plano. Logo é uma
transformacdo geométrica, na qual a transformacdo de um conjunto é uma aplicacdo um a um
que aplica o conjunto em si mesmo. Para concluir o conjunto de axiomas de reflexdo, ainda
necessitamos de algumas defini¢gdes importantes.

Um ponto P sobre uma reta r, determina em r duas partes disjuntas tais que se X e Y
estdo em partes distintas, P esta entre X e Y e, se X e Y estdo na mesma parte, P ndo esta entre
X e Y. Cada uma dessas partes é chamada semi- reta e a reunido de cada uma delas com P é
chamada de raio r com vértice P.

Durante o desenvolvimento dos conceitos, sdo apresentados axiomas, definigcdes e
teoremas, axiomatizando a estrutura relacionada as reflexdes. Sendo assim, um movimento no
plano é definido como a composi¢do de um namero finito de reflexdes segundo retas desse
plano.

Também podemos ressaltar que a forma de abordagem de uma estrutura axiomatica
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altera aquilo que se pretende explorar na geometria euclidiana. Por exemplo, ao considerar o
axioma de Pasch como um teorema, relacionado aos triangulos, pode-se obter diferentes

resultados.

Teorema de Pasch. Se uma reta intercepta um dos lados de um triangulo e ndo
contém nenhum de seus Vértices, entdo ela intercepta necessariamente um e apenas um dos

outros lados.

E claro que para se demonstrar esse teorema, devemos elencar um grupo de axiomas e
defini¢cbes importantes sobre os tridngulos e utilizando um axioma que garanta a existéncia de
uma reta, garantimos a existéncia de triangulos.

Esse é apenas um exemplo de como podemos explorar de uma forma rica os conceitos,
investigando, refletindo e relacionando os objetos geométricos no sistema de axiomas. Na
construcdo das demonstracdes geométricas, ao considerarmos teoremas como axiomas,
deixamos de investigar e, consequentemente, compreender significados importantes da
geometria euclidiana.

Na concepc¢do de Borsuk (1960), na construcdo de uma teoria axiomatica, costuma-se
utilizar outras axiomaticas, sendo que na base do sistema 0s termos primitivos devem estar
bem claros. Isso caracteriza a esséncia dos fundamentos da geometria, baseada nos axiomas
de Hilbert.
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4 CONSIDERACOES FINAIS

Desde o surgimento da geometria nas civilizagdes antigas, muitas discussdes
desenvolvidas acerca do significado dos objetos geométricos e sua estrutura logica estiveram
diretamente relacionadas com o desenvolvimento dos fundamentos da matematica.

Apesar da génese do pensamento geométrico estar alicercado na necessidade empirica
de civilizagbes, como a dos egipcios e babilénios, em aprimorar suas técnicas de medicoes, 0
método dedutivo, ao que apontam as pesquisas, ainda ndo havia sido explorado durante este
periodo. Compreender este processo de criacdo matematica ndo parece ter sido um passo
evidente, pois as conclusdes empiricas eram obtidas por formas primitivas de raciocinio
indutivo.

No inicio de nosso estudo, observamos este limite, pois apenas nos dois Ultimos
séculos conseguimos solucdes mais significativas para as questdes dos fundamentos da
matematica.

Um exemplo desta constatacdo é que a obra monumental dos Elementos, elaborada por
Euclides, resistiu consideravelmente ao longo do tempo, configurando como uma das
principais referéncias sobre a exposicdo de um método axiomatico de forma sistematica.
Podemos entender esta permanéncia devido & falta de ferramentas que completariam as
lacunas estruturais no trabalho de Euclides de acordo com a época.

Com a mudanca conceitual dos axiomas, considerados posteriormente como
estipulaces arbitrarias, levariam a sua concepc¢do sintatica, provocando uma ruptura nas
bases das relacGes de demonstracdo e defini¢do, colocando o problema da consisténcia como
causa da formalizagdo da axioméatica. Em um determinado momento, a percepcao de algumas
lacunas na obra de Euclides apontou para uma nova abordagem da axiomaética e ndo a
complementacdo da concepcao classica.

No inicio do século XX, a medida que as abordagens fundamentais da matematica
foram se solidificando, novas interpretacdes dos sistemas axiomaticos foram surgindo.
Enguanto se entendia que a matematica estava arquitetada nos Elementos, foi-se também
considerando que, para expandir o conhecimento geométrico, novos sistemas axiomaticos da
geometria deveriam avancar consideravelmente. Isto se iniciou com 0s questionamentos do
quinto postulado de Euclides, que gerou e tem gerado uma série de controvérsias sobre o
tratamento dado a geometria euclidiana no que concerne a sua estrutura axiomatica.

A busca pelo rigor e a nova abordagem dos sistemas axiomaticos resultaram na

eliminacdo da nocdo de evidéncia dos axiomas, eliminando a intuicdo como base do
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conhecimento e os elementos seméanticos da teoria axiomatica.

A breve reconstrugdo historica do surgimento das geometrias ndo euclidianas
apresentada neste estudo levou muitos matematicos a considerar que o postulado das paralelas
seria um teorema, influenciando diretamente a forma como a nova geometria seria concebida.
As indagac0es e, consequentemente, as interpretagcdes dadas a geometria euclidiana, mostram
claramente ser condic@es indispensaveis para a reformulacéo dos fundamentos da matematica.

Ainda seguindo esse ponto e, na tentativa de elucidar muitas questdes apontando para
0 surgimento de sistemas axiomaticos modernos da geometria, expusemos 0S primeiros
axiomas sobre a geometria de uma forma diferente. Entendemos que parte dos problemas em
compreender um significado se origina no equivoco de achar que, ao se considerar conhecido
certos conceitos matematicos, pouco se investiga tais conceitos.

Historicamente, ndo foi assim que o homem aprendeu e ensinou matematica e nao
acreditamos ser esta a melhor maneira de comunica-la as novas geragdes. NOs pesquisadores
dos fundamentos da matematica estamos interessados em entendé-la em suas diversas facetas:
como se organiza, quais sdo os seus limites, o que dizer sobre sua consisténcia, quais dos
problemas séo resollveis e quais sdo seus métodos. Defendemos que se houver nas pesquisas
em Educacdo Matematica a preocupacdo de atender os objetivos elaborados pela area da
fundamentacdo, certamente encontraremos um valor e uma beleza nos resultados. Neste
caminho, buscamos entender a evolugdo dos fundamentos da matemética, mas, a0 mesmo
tempo, novos problemas sdo criados e novos procedimentos de abordagem sdo introduzidos,
até porque o conhecimento humano sempre € inacabado.

Essa postura critica antecipa um campo de estudos na Educacdo Matematica, na qual,
o educador portugués, calcado na sua concepcao dialética da historia da ciéncia, argumenta

com elegancia:

A ciéncia pode ser encarada sob dois aspectos diferentes. Ou se olha para ela tal
como vem exposta nos livros de ensino, como coisa criada, e 0 aspecto € o de um
todo harmonioso, onde os capitulos se encadeiam em ordem, sem contradi¢des. Ou
se procura acompanha-la no seu desenvolvimento progressivo, assistir a maneira
como foi sendo elaborada, e o0 aspecto é totalmente diferente — descobrem-se
hesitagbes, duavidas, contradicdes, que sO um longo trabalho de reflexdo e
apuramento consegue eliminar, para que surjam outras hesita¢@es, outras davidas,
outras contradi¢cBes (CARACA, 1975, p XIII).

Em nossa investigacdo procuramos compreender como se desenvolveu e expusemos as
caracteristicas do método axiomatico, verificando que estas sempre caminham juntas com 0s

conceitos matematicos. O sistema dedutivo de Hilbert, ndo se distanciando da proposta
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rigorosa de Euclides, sua forma de representar a geometria, considerando o minimo de
simbolismo e, enfatizando as relaces entre 0s objetos geométricos, produz resultados
interessantes.

Notamos que a discussdo concernente ao seu sistema axiomatico ndo é apoiada nos
objetos da geometria, mas sim no grupo de relagfes acrescentadas por paralelismo e
continuidade, resultando em teoremas importantes para seus fundamentos. Neste caso, todo
sistema de objetos, entre 0s quais existem certas relacdes que podem ser manipuladas a fim de
atribuir a futuros enunciados um valor de verdade, é uma geometria. Apesar de uma
geometria possuir elementos diferentes, se estiver sob a mesma estrutura, elas possuem o0s
mesmos valores semanticos 16gicos, ou seja, teoremas decorrentes de valores l6gicos terdo o
mesmo resultado, independente de seus objetos. No decorrer da pesquisa investigamos as
caracteristicas dos sistemas axiomaticos modernos, principalmente a consisténcia através do
método dos modelos.

E interessante a forma como Hilbert demonstra a consisténcia da geometria, pois ele ja
havia construido interpretacbes numéricas dos termos modernos e, provando a consisténcia da
aritmética dos nameros reais, também ficaria provada a da geometria. Além disso, se a
geometria euclidiana fosse consistente, entdo a geometria ndo euclidiana também seria,
ressaltando a importancia de explorar a consisténcia.

Apesar das outras propriedades do sistema axiomatico - independéncia,
categoricidade, completude e equivaléncia — estarem relacionadas diretamente com o
formalismo l6gico, buscamos, sempre que possivel, tecer comentarios relacionados com a
estrutura axiomatica de Hilbert.

Finalmente, para ressaltar o conceito de movimento em geometria, algo que
aparentemente Euclides considerou como superposicdo, elencamos alguns axiomas de
reflexdo aproximando o conceito intuitivo de congruéncia com uma possivel axiomatizacao
dos movimentos no plano.

A partir deste estudo esperamos despertar e motivar pesquisadores da Educacao
Matematica a explorar, investigar e refletir sobre novas abordagens da geometria euclidiana.

Desta forma, faz-se um convite ao descortinamento dos aspectos da geometria aqui tratada.
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