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Prefacio

A lggica enquanto disciplina académica tem suas particularidades. Primeiro, apesar
de estar tradicionalmente relacionada com a filosofia, ela hoje desempenha um papel
extremamente importante em areas como a matematica, a ciéncia da computagao, a in-
teligéncia artificial e o direito. Segundo, no final do século XIX e inicio do século XX,
aconteceu com a logica fenémeno semelhante ao que ocorreu com a fisica nos séculos
XVI e XVII: a sua matematizagao. Em outras palavras, a logica passou a ser desenvolvi-
da e estudada através de métodos matematicos: ela se transformou, por assim dizer, na

logica matemitica.

Esse segundo ponto é importante por varias razoes. Primeiro, semelhantemente ao
que aconteceu com a fisica apds a sua matematizagao, nos pouco mais de cem anos que
se passaram desde que figuras como Boole, Frege, Russell e Whitehead estabeleceram
os alicerces da l6gica matematica, esta foi alvo de um desenvolvimento extraordinario
(principalmente se comparado com o seu desenvolvimento desde sua criagao, por Aris-
toteles, no século IV a.C. até meados do século XIX). Segundo, hoje alégica é indubita-
velmente uma disciplina matematica, sendo os termos “logica” e “légica matematica”
em certo sentido sinénimos. Isso, no entanto, nao implica que a légica, ou l6gica mate-
matica, seja uma disciplina exc/usiva da matematica, ou de areas correlatas com a mate-
matica. Apesar de, apds a sua matematizagao a logica ter passado a incluir o curriculo
oficial de matematicos e posteriormente cientistas da computag¢ao, na filosofia também
se verificou a adogao massiva do estudo da légica por esse viés matematico (o que pode
ser constatado examinando-se a literatura filosofica especializada desenvolvida nas ulti-

mas oito décadas).

Isso talvez sugira certa assimetria em relagao a posicao da logica na filosofia, de um
lado, e na computagao e matematica, de outro. Primeiro, pode-se acertadamente atribuir
uma posi¢ao privilegiada a 16gica matematica dentro da computacao e da matematica; de
fato, foi exatamente esse fenomeno de matematizagao da logica o que a tornou interes-
sante e util para matematicos e cientistas da computagao. Por outro lado, pode-se ter a im-
pressao de que, com o surgimento da l6gica matematica, passou a existir, dentro da filoso-
fia, algo como a “velha” e a “nova” légica, sendo as duas algo como que rivais uma da ou-
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tra. Houve sim, é verdade, varias tentativas dentro da historia da filosofia de realizar o ob-
jetivo da légica', sendo a légica aristotélica e a logica estoica dois exemplos disso. No en-
tanto, do ponto de vista da comunidade filos6fico-académica contemporanea, tais ten-
tativas historicas sao exatamente o que tal expressao significa: tentativas historicas. Sal-
vo excegoes pontuais, do ponto de vista da pesquisa que € feita em logica dentro da filo-
sofia hoje, e do uso que se faz da l6gica em disciplinas como epistemologia, metafisica,
ética, filosofia da religido e outras, l6gica em filosofia hoje é o mesmo que l6gica mate-
matica. Ha obviamente uma importancia inquestionavel em se conhecer, por exemplo,
alogica aristotélica ou a légica estoica. F nossa opinido, no entanto, que tal importancia
nao ¢ maior nem menor do que a importancia que ha para um fisico em aprender a fisica
aristotélica ou a fisica cartesiana: ela tem um carater meramente histérico.

No que se refere ao ensino da légica, enquanto que do lado da computagao e mate-
matica este aspecto matematico da logica nao tem, por razes Obvias, maiores implica-
¢Oes, do lado da filosofia ha certa tensao oriunda do rigor que passou a caracterizar a 16-
gica a partir do século XX. Apesar da relacdo tradicionalmente existente entre matema-
tica e filosofia, a ado¢ao de um vocabulario por vezes extremamente técnico tem, de
certa forma, contribuido para uma falta de interesse na légica por parte de estudantes e
professores de filosofia com pouca bagagem matematica. Isso é certamente lamentavel,
pois sem um conhecimento minimo de l6gica, tais académicos ficam impossibilitados
nao s6 de participar, mas mesmo de compreender muitos dos desenvolvimentos mais
notaveis feitos em filosofia nas dltimas décadas.

Dito isso, é possivel ir a0 que podemos chamar de o objetivo central deste livro: ser
uma maneira facil e acessivel, porém rigorosa e tecnicamente precisa, do leitor com
pouca ou nenhuma familiaridade com a matematica’ ser introduzido a légica matemati-
ca. Na persecucido desse objetivo, tentamos fazer com que todo o texto seja, na medida
do possivel, autoexplicativo, o que nos levou a incluir extensas explicagoes da parte
mais técnica do conteudo do livro. Concomitante a isso, tentamos enfatizar de modo
especial a aplicagao pratica dos sistemas logicos na analise de enunciados e argumentos.
Assim, esse livro pode ser visto como uma tentativa de explicar em termos claros e sim-

ples os pormenores por tras da defini¢ao, uso e propriedades dos sistemas légicos.

O nosso publico alvo, como os paragrafos acima bem deixam transparecer, é pri-
mordialmente alunos e professores de cursos de graduagao e pds-graduagao em filoso-

1. Cf. capitulo 1 para uma discussdo a respeito do que ¢ o objetivo da ldgica.

2. A Unica excecdo a isso € a exigéncia de uma familiaridade minima com a notagdo de teoria dos conjuntos, cujo
dominio n6s supomos o leitor adquiriu no ensino médio.
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fia, direito, matematica e computa¢ao. De uma forma geral, no entanto, conforme sera
explanado logo abaixo, tanto o conteudo do livro como a sua organizag¢ao foram conce-
bidos de tal forma a permitir sua utilizacao por qualquer pessoa interessada em apren-
der l6gica, independentemente de sua area de atuagao ou bagagem teorica prévia.

O livro ¢ dividido em cinco unidades: (1) Introdugao, (2) Logica proposicional, (3)
Derivagao e analise l6gica no calculo proposicional, (4) Légica de predicados e (5)
Apéndices, sendo cada uma dessas unidades composta por dois ou mais capitulos. Na
unidade intitulada “Introducao”, que engloba os capitulos 1 e 2, tentamos primeiro, no
capitulo 1, delimitar o que seria o escopo da légica, enfatizando o seu duplo aspecto
como teoria da inferéncia e teoria da representacao. Ja no capitulo 2 nos detemos sobre
o que poderfamos chamar de o método da légica, isto ¢, sobre o uso que ela faz da lin-
guagem e das técnicas matematicas. Por ser geral, nao se restringindo a nenhum sistema
16gico em particular, o conteddo deste capitulo é um tanto quanto abstrato’.

Ja os capitulos da segunda unidade se detém na exposi¢ao de um dos sistemas 16gi-
cos mais importantes: a logica classica proposicional. Enquanto os capitulos 3 e 4 ex-
poem, respectivamente, a linguagem proposicional e a semantica da légica proposicio-
nal, o capitulo 5 se concentra no calculo axiomatico classico proposicional.

Os capitulos da unidade intitulada “Derivac¢ao e analise l6gica no calculo proposicio-
nal” cumprem varios propositos. Em primeiro lugar, eles representam uma extensao do
capitulo 5, visto que centram sobre a nog¢ao de deriva¢ao no calculo classico proposicio-
nal. Enquanto que o capitulo 6 exibe e prova diversos teoremas logicos e regras de infe-
réncia derivadas relacionadas com a implicagao, conjuncao e disjungao, o capitulo 7
mostra a derivacao de alguns dos mais importantes teoremas légicos e regras de infe-
réncia da negac¢ao. Isso representa, cremos nos, o preenchimento de uma séria lacuna
encontrada nos livros-texto de logica, que ¢ o de detalhar e elaborar sobre o processo de
construcao de derivagdes dos mais importantes teoremas e regras do calculo axiomatico
classico. Em segundo lugar, de posse de tais teoremas e regras, ilustramos, no capitulo
8, 0 uso do calculo proposicional na analise 16gica de diversos argumentos, na sua gran-
de maioria de natureza filoséfica. Com isso tentamos mostrar a utilidade pratica da 16gi-
ca em algo que ¢ uma das principais tarefas do filésofo: a avaliagao de argumentos. Fi-
nalmente, na exposi¢ao dos varios teoremas e regras relacionadas com os varios conec-
tivos légicos feita nos capitulos 6 e 7, introduzimos diversos calculos mais fracos que o
calculo classico proposicional, entre eles o calculo intuicionista e dois calculos paracon-

3. Uma verséo preliminar dos capitulos 1 e 2 foi publicada na revista Critica (ISSN 1749-8457) sob o titulo “Ldgica e
sistemas l6gicos".
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sistentes. Assim, esses capitulos também podem ser vistos como modestas introdugoes
ao que hoje é certamente uma das areas de pesquisa mais importantes em logica: a area
de légicas nao classicas.

Como seria de se esperar, os capitulos da unidade intitulada “Légica de predicados”
realizam tarefa semelhante a dos capitulos 3, 4 e 5, s6 que agora com respeito a logica
classica de predicados de primeira ordem. Enquanto os capitulos 9 e 10 expdem, res-
pectivamente, a linguagem de predicados e a semantica da légica de primeira ordem, o
capitulo 11 se concentra no calculo axiomatico de predicados.

Finalmente, ha uma se¢ao de apéndices englobando os dois ultimos capitulos. No
capitulo 12 é abordada a area da légica tradicionalmente conhecida como metalégica ou
metateoria. Incluindo tal tépico como um capitulo separado’, pudemos nos abster de
exibir as provas dos diversos metateoremas mencionados no decorrer de nossa exposi-
¢ao. Assim, caso o instrutor deseje, tal topico pode ser trabalhado em um momento
posterior a aprendizagem dos sistemas logicos propriamente ditos. Fizemos isso obvia-
mente em virtude de a metalégica ser indubitavelmente a parte da légica que requer
maior grau de abstracdo matematica, razao talvez pela qual essa importante subarea da
logica seja de certa forma negligenciada por estudantes de filosofia, e também por ser
algo claramente distinto da (muito embora intimamente relacionado com) apresentagao
e do uso dos sistemas l6gicos. Finalmente, seguindo o que acreditamos ser o mais reco-
mendavel em um livro-texto desse tipo, omitimos qualquer referéncia bibliografica no
corpo dos capitulos e reunimos no capitulo 13 todas as referéncias juntamente com in-

dicagoes de leitura adicional para cada unidade.

Sobre os exercicios do livro, conforme falamos acima, uma das nossas preocupa-
¢Oes centrais foi a de ilustrar a aplicagao dos sistemas logicos na analise de enunciados e
argumentos. Na tentativa de alcangar esse objetivo, dividimos a se¢ao de exercicios
contida no final de cada capitulo em duas: uma com exercicios explorando os aspectos
técnico-conceituais do conteido exposto, e outra contendo exercicios de analise logica
de enunciados e argumentos. Como seria de se esperar, esta tltima envolve o uso dos
sistemas logicos expostos no livro; sio sentengas e argumentos, na sua maioria de con-
teudo filosofico, que tém como objetivo fazer com que o aluno #se o conhecimento téc-
nico aprendido no decorrer do capitulo na analise e apreciagao de argumentos. Essa di-
visao, acreditamos, facilitara o uso do livro por leitores de areas tao diversas como a fi-
losofia e a computagao. Apesar de ambas as classes de exercicios serem necessarias a as-

4. Na maioria dos livros-textos classicos de légica matematica, a metaldgica aparece diluida dentro dos capitulos
que expdem os diversos sistemas logicos.
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similagao satisfatoria do conteudo, enquanto professores de computagdao e matematica
provavelmente enfatizardo exercicios da primeira se¢ao, professores de cursos de filo-
sofia talvez prefiram dar prioridade aos exercicios da segunda segio’.

Existem varias maneiras de utilizar este livro em um curso de graduagao. Uma delas
¢ simplesmente cobrir todo o conteido do livro em uma tnica disciplina. Outra seria
dividir o seu contetido em duas partes, de forma que a primeira seja trabalhada em uma
disciplina e a segunda parte no semestre seguinte em outra disciplina. Para fins de expo-
sicao, chamemos essa primeira disciplina de Logica I e a segunda de Logica I1. Assim,
enquanto que em Logica I seriam trabalhados os capitulos da Introducao (capitulos 1 e
2) e da Légica Proposicional (capitulos 3, 4 e 5), em Logica II seriam trabalhados os ca-
pitulos da Derivacao e analise logica no calculo proposicional (capitulos 6, 7 e 8), Logica
de predicados (capitulos 9, 10 e 11) e o capitulo 12. Outra possibilidade é, em adi¢ao aos
capitulos mencionados acima, trabalhar em Loégica I também o capitulo 8, o que deve
obviamente ser precedido por uma breve explana¢ao acerca de alguns pontos-chave so-
bre construcao de derivagdes mencionados nos capitulos 6 e 7. Dessa forma, Logica 11
ficaria restrita aos capitulos 0, 7, 9, 10, 11 e 12, obtendo assim um equilibrio maior em

termos de contetido entre as duas disciplinas.

Campina Grande, Paraiba, Setembro de 2010

Ricardo Sousa Silvestre

5. Na elaboracéo dos exercicios de analise l6gica, utilizamos o estilo e alguns dos exemplos encontrados no livro de
Harry Gensler (2001).
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INTRODUCAO







1
O que € logica?

1.1 Logica como teoria da inferéncia

O termo “logica”, e muitos de seus derivados como “légico”, “logicamente” e “il6-
gico”, aparecem em diversas instancias do nosso discurso quotidiano. Muitas vezes nos
perguntamos sobre a légica de uma determinada afirmagao, ou falamos, por exemplo,
que élogico que certo enunciado ou hipotese seja verdade; ou que se certo enunciado A
for verdade, logicamente o enunciado B sera verdade; ou que ¢ il6gico que acreditemos
simultaneamente nos enunciados A e B. Apesar do fato de o que discutiremos neste li-
vro estar, em um sentido muito forte, relacionado com esses usos ordinarios da palavra
“logica”, reservaremos esse termo para nos referirmos a uma determinada disciplina
academica que, pode-se dizer, tenta explicar o conceito central subjacente a todas essas
construgoes linguisticas. E o que seria tal conceito? Para respondermos essa pergunta
precisamos antes falar um pouco sobre a nocao de arguments. Abaixo temos alguns
exemplos do que entendemos como sendo um argumento:

(1) Todos os homens sao mortais.

Socrates ¢ homem.
Portanto, Sécrates é mortal.

(2) Para possuir titulo de eleitor é necessario ser maior de 16 anos.
Joao possui titulo de eleitor.
Portanto, Joao é maior de 16 anos.

(3) Até onde a histéria da civilizagao nos diz, nunca houve um dia em que o sol nao
tenha nascido.
Até onde a nossa lembranca nos diz, o sol tem nascido todos os dias.
Portanto, concluimos que amanha o sol nascera.

(4) Se uma determinada entidade é empiricamente percebida por todos, ou quase
todos os membros de uma comunidade, entao essa entidade existe.

Na histéria da humanidade, apenas um numero extremamente reduzido de
pessoas proclamou ter percebido empiricamente a entidade a qual chamamos

de Deus.
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Nao ¢é verdade entio que Deus tenha sido empiricamente percebido por todos,
ou quase todos os membros das mais diversas comunidades existentes na his-
toria da humanidade.

Portanto, Deus nao existe.

De um ponto de vista analitico, um argumento ¢ antes de tudo um par, composto de
um lado por um conjunto de enunciados aos quais damos o nome de premissas e, do outro,
um enunciado chamado por noés de conclusao. Nos casos acima, o ultimo enunciado, inicia-
do sempre pela palavra “Portanto”,; seria a conclusiao do argumento e os demais enuncia-
dos vindos antes dele seriam as premissas do argumento. Mas para chamarmos um deter-
minado conjunto de premissas e certa conclusao de argumento, as premissas e a conclu-
sao devem estar relacionados de tal forma que a verdade das premissas de alguma forma
implique logicamente ou acarrete a verdade da conclusdo. Ou, falando de outra forma, a ver-
dade da conclusao deve segrir da verdade das premissas, ou ainda, a conclusao deve poder
set derivada, provada ou deduzida a partir das premissas. Utilizando a nogao de crenga, pode-
rfamos dizer que se uma pessoa acredita na verdade das premissas de um argumento, en-
tao, dado a relagdo que ha entre premissas e conclusao, ela sera for¢ada, de um ponto de

vista légico, a também acreditar na verdade da conclusao.

Dada essa breve exposi¢ao, devemos entao supor que as premissas de cada um dos
argumentos acima implicam logicamente suas respectivas conclusoes. Mas sera que isso
¢ o caso para todos os quatro argumentos? Tentemos avaliar intuitivamente esses argu-
mentos para ver se em todos eles a verdade da conclusao segue logicamente da verdade
das premissas. O primeiro argumento parece nao representar nenhum tipo de proble-
ma: se ¢ verdade que todos os homens sao mortais e que Socrates ¢ homem, entao obvia-
mente também ¢ verdade que Sécrates é mortal. Ou, falando de outra forma, é impossi-
vel nesse caso que as premissas sejam verdadeiras, mas a conclusao nio. O mesmo pa-
rece acontecer com o segundo argumento: se ¢ verdade que para possuir titulo de elei-
tor é necessario ser maior de 16 anos, e Joao possuli titulo de eleitor, entdo também deve
ser verdade que Jodo é maior de 16 anos.

Ja o terceiro argumento, apesar de bastante razoavel, nao parece ter a mesma forga
dos dois primeiros. Apesar de sabermos que suas premissas sio verdadeiras, nao parece
em absoluto absurdo imaginar que amanha o sol ndo nascera. Em outras palavras, ape-
sar de bastante razoavel, nesse terceiro argumento a verdade das premissas nao garante
de forma total, ou nao implica necessariamente, a verdade da conclusao. Apesar de poder-
mos dizer nesse caso que ¢ provavel que o Sol nascera amanha, nao podemos, dado
simplesmente a verdade das premissas, afirmar que ¢ cerfo que isso acontecera.
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Em relagao ao quarto argumento, apesar de a primeira vista ele parecer valido, o que
ocorre é exatamente o oposto. Para vermos isso basta atentarmos para o fato de que o que
averdade da primeira premissa nos garante é que se uma determinada entidade é empirica-
mente percebida por todos, ou quase todos os membros de uma comunidade, exzio essa
entidade existe. Nada em absoluto ¢ dito a respeito da situagdao na qual uma entidade nao
tenha sido empiricamente percebida por todos, ou quase todos os membros das mais di-
versas comunidades existentes na historia da humanidade. Mas é exatamente isso o que é
dito na terceira premissa: que nao ¢ verdade que Deus tenha sido empiricamente percebi-
do por todos, ou quase todos os membros das mais diversas comunidades existentes na
historia da humanidade. Consequentemente, dado apenas a verdade das premissas de (4),
nao podemos de forma alguma inferir sua conclusao, ou seja, que Deus nao existe.

Temos aqui entdo dois argumentos em que a verdade das premissas nao implica a
verdade da conclusao, ou a implica de uma forma niao necessaria. Além de nos forcar a
refinar a nossa defini¢ao inicial de argumento, isso nos convida a encontrar uma taxo-
nomia de argumentos na qual os exemplos acima possam ser encaixados. Primeiro va-
mos dizer que um argumento ¢ um par composto por um conjunto de enunciados cha-
mados de premissas e por um enunciado chamado de conclusio em que pretensamente ha
uma relagao inferencial entre esses dois termos. Por relagao inferencial entendemos exata-
mente aquilo que, em um argumento, nos permite concluir, derivar ou inferir a conclu-
sao a partir das premissas. Em funcao disso, de agora em diante também chamaremos
argumentos de zferéncias. Segundo, de posse dessa nova defini¢ao, podemos classificar
os quatro argumentos acima de acordo com a validade da suposta relacio de inferéncia
presente em cada um deles. Chamaremos argumentos como (1), (2) e (3), em que ha in-
dubitavelmente uma relagao de inferéncia entre premissas e concluses de argumentos va-
lidos. A argumentos como (4), no qual ¢ patente que a conclusao nao pode efetivamente
ser inferida a partir das premissas, damos o nome de argumentos invdlides. Apesar de o ter-
mo faldcia também ser usado para designar argumentos invalidos, tal termo seria mais
apropriadamente usado para se referir exclusivamente aqueles argumentos invalidos
que, a primeira vista, poderiam ser tomados por argumentos validos. Nesse caso, (4)
poderia, muito razoavelmente, ser classificado como uma falacia.

Os argumentos validos sdo tradicionalmente divididos em argumentos dedutivos e
argumentos zdutivos. (1) e (2) sao exemplos de argumentos dedutivos, casos nos quais a
verdade das premissas implica necessariamente a verdade da conclusio ou, equivalente-
mente, ¢ impossivel que as premissas sejam verdadeiras e a conclusao falsa. Dizemos
neste caso que a relacdo de inferéncia existente entre premissas e conclusiao é uma rela-
¢do de dedncdo. Argumentos indutivos, exemplificados pelo argumento (3), sio aqueles

argumentos cuja verdade das premissas nao implica necessariamente a verdade da con-
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clusiao; em um argumento indutivo pode acontecer de as premissas serem verdadeiras e
a conclusao falsa. No entanto, diferentemente das falacias, reconhecemos nos argu-
mentos indutivos algum tipo de racionalidade ou retitude 16gica. Podemos por exemplo
dizer que, apesar de as premissas de (3) ndo nos permitirem concluir com certeza sua
conclusio, elas nos permitem concluir que é provdvel, plausivel ou razoavel que amanha

o sol tornara a nascet.

Outra maneira de distinguir deducio de inducao ¢ dizer que enquanto inferéncias de-
dutivas preservam a verdade e sio nao ampliativas, inferéncias indutivas zao preservam a verdade e
sa0 ampliativas. Uma inferéncia preserva a verdade se a verdade de suas premissas garante a
verdade de sua conclusao ou, em outras palavras, se da verdade s6 obtemos verdade. Isso
obviamente significa que ¢ impossivel que as premissas de tal argumento sejam verdadei-
ras e a conclusao falsa, o que ¢ exatamente a defini¢ao de argumento dedutivo dada acima.
Como, no entanto, por defini¢ao é possivel que em um argumento indutivo as premissas
sejam verdadeiras e a conclusao falsa, temos que tais argumentos nao preservam a verda-
de. Por outro lado, ha a possibilidade de, através de uma inferéncia indutiva, azpliarmos
nosso conhecimento, coisa que nao acontece em um argumento dedutivo. Dada a infor-
magao contida nas premissas de (3), a informagao de que o sol nascera amanha ¢ segura-
mente algo novo, nao contido nessas premissas; a informagao de que Sécrates é mortal,
por sua vez, ja esta de certa forma “contida” nas premissas de (1), de forma que a conclu-
sao de (1) nao pode ser considerada como uma ampliacao de um conhecimento prévio
composto pelas sentencas “Todos os homens sao mortais” e “Socrates ¢ homem”.

Em um sentido /o, a l6gica pode ser entendida como o estudo dos argumentos va-
lidos, sejam eles dedutivos ou indutivos. Em um sentido mais estrito, porém, sentido
este que usaremos neste livro, a l6gica se dedica ao estudo dos argumentos dedutivos.
Tal uso mais restrito do termo “légica” é, de certa forma, corroborado tanto pela exis-
téncia de um termo especifico —légica indutiva — para designar o estudo dos argumen-
tos indutivos, como pelo fato de que enquanto a logica, entendida como o estudo dos
argumentos validos dedutivos, consiste, em um sentido muito importante, em um cor-
po de conhecimento consolidado e relativamente bem definido, a l6gica indutiva ainda
¢ uma area de pesquisa que nao conseguiu gerar muito consenso, de forma que a inclu-
sao de argumentos indutivos na classe dos argumentos validos ainda ¢é algo extrema-

mente controversoé.

Dado tudo isso, podemos dizer entdao que o conceito central subjacente as expres-

sOes que usamos para iniciar este capitulo, e que ¢ o objeto central da 16gica, ¢ a nogao

6. Adicione-se ainda o fato de que, enquanto area de pesquisa, a l6gica indutiva perdeu muito do félego que deti-
nha, por exemplo, ha 30 anos.
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de relagao de dedugao ou consequéncia ligica. Assim, l6gica para nos significara daqui em
diante a disciplina incubida de estudar os argumentos ou inferéncias (dedutivamen-
te) validas. Mais na frente, no entanto, veremos que na prossecugao desse objetivo
chega-se a outro aspecto da légica que, apesar de sempre poder ser visto como uma
mera consequéncia desse objetivo maior de explicar a nogao de consequéncia logi-
ca, consiste de fato em um segundo componente daquilo que podemos chamar de o
escopo da ldgica. Seja como for, tal visio de 16gica claramente nos forca a ver o termo “va-
lidade” como se aplicando exclusivamente a nog¢ao de validade dedutiva, sendo o termo
“argumento valido” tomado daqui em diante como sindénimo de “argumento deduti-

2

VO .

Neste ponto ¢ importante enfatizar algumas conexoes relevantes do ponto de vista
dalégica entre os conceitos de validade e verdade. Primeiro uma distingao crucial: enquan-
to que valido ¢ um adjetivo a ser aplicado exclusivamente a argumentos ou inferéncias,
verdade (ou verdadeiro) se aplica exclusivamente a sentencas ou enunciados. Assim, é
um uso incorreto dos termos afirmar, por exemplo, que tal argumento ¢ verdadeiro ou
que tal enunciado ¢ valido. Segundo, apesar de o conceito de validade ser definido em
funcao dos conceitos de verdade e possibilidade (um argumento ¢ valido se é impossi-
vel que suas premissas sejam verdadeiras e sua conclusao falsa), o foco central da l6gica
nao é o conceito de verdade, mas sim o de validade: o conceito de verdade interessa a
logica apenas enquanto instrumento auxiliar na analise dos conceitos de validade e con-
sequéncia logica. Isso pode melhor ser visto se atentarmos para o fato de que, em um
argumento qualquer, é completamente irrelevante para a sua validade o fato de suas
premissas e conclusdo serem verdadeiras ou nao; o que importa é o fato de que se tais
premissas sao verdadeiras, necessariamente a sua conclusio também é. Por exemplo, o
argumento abaixo, cuja segunda premissa ¢ falsa, mas cujas conclusio e primeira pre-
missa sao verdadeiras, é um argumento valido:

(5) Todo peixe ¢ um ser aquatico.

Golfinhos sio peixes.
Portanto, golfinhos sao seres aquaticos.

1.2 Légica como teoria da representacao

Tomando entao a légica como o estudo das inferéncias validas, ou seja, como uma
teoria da inferéncia, devemos agora nos perguntar como esse estudo se da. Considere os
seguintes argumentos:
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(6) Se Socrates ¢ homem, entao Socrates ¢ mortal.
Socrates ¢ homem.

Portanto, Sécrates é mortal.

(7) Se Joao possuli titulo de eleitor, entdo Joao é maior de 16 anos.
Joao possui titulo de eleitor.
Portanto, Jodao ¢ maior de 16 anos.

O que esses dois argumentos tém em comum? Primeiro de tudo, ha realmente algo
em comum entre estes argumentos? Enquanto um se refere a uma propriedade dos se-
res humanos instanciada por um ser humano particular, Sécrates, o outro fala de algo
completamente diferente, a saber, a consequéncia 6bvia de uma peculiaridade do siste-
ma eleitoral brasileiro quando aplicada a Joao. A despeito, porém, dessa diferenga de
conteudo, os argumentos (6) e (7) parecem compartilhar algo deveras importante, a sa-
ber, sua estrutura ou forma ligica. Se, por exemplo, realizassemos o exercicio de extrair de
(6) e (7) qualquer mengdo sobre os topicos especificos tratados nesses argumentos, te-
rfamos como resultado algo como o que segue:

(8) Se isto, entao aquilo.

Isto.
Portanto, aguilo.

Ou, chamando 7#s#o de A e aquilo de B,
(8) Se A, entao B.

A.

Portanto, B.

Aqui, obviamente, A e B (ou #sto e aguilo) nio desigham quaisquer sentengas em par-
ticular, mas apenas os /xgares dentro de um argumento especifico que as sentengas que o
compoem devem ocupar para que tal argumento tenha a forma acima ilustrada. Nao te-
mos aqui entao um argumento cOmo Os que temos visto até agora, mas sim um esqguerna
de argumento. Se substituimos, por exemplo, A por “Soécrates ¢ homem” e B por “Sécra-
tes ¢ mortal”, obtemos o argumento (6); se substituirmos A por “Jodo possui titulo de
eleitor” e B por “Joao é maior de 16 anos” obtemos (7). Dizemos entio que (8’) repre-
senta a forma légica dos argumentos (6) e (7), ou equivalentemente, que (6) e (7) sdo zs-
tancias do esquema de inferéncia representado por (8).

O importante para noés nisso tudo ¢ que é exatamente pelo fato de possuirem a for-
ma logica representada em (8°) que os argumentos (6) e (7) sao validos. Nao é, por
exemplo, por tratar das regras do sistema eleitoral brasileiro que (7) ¢ um argumento va-
lido, mas sim pela maneira como esta informacao aparece no argumento em relacao as

outras informagoes e a construgao “se ... entao”. Falando de outra maneira, o que ca-
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racteriza (7), e consequentemente (6), como sendo um argumento valido é exclusiva-
mente a sua forma ou, sendo mais especifico, o fato de ser ele uma instancia de (8’). O
contetdo de um argumento, ou o tépico do qual ele trata, é completamente irrelevante

para a sua validade.

A consequeéncia 6bvia disso é que se a logica tem a pretensdo de estudar os argu-
mentos validos, ela tem que se concentrar na forma, e nao no contetido, dos argumen-
tos. Em outras palavras, é estudando a forma dos argumentos que conseguiremos iden-
tificar sua validade’.

O leitor atento deve ter notado certa similaridade entre os argumentos (1) e (6) de

um lado, e (2) e (7) de outro. Considere (1) e (6) primeiramente:

(1) Todos os homens sao mortais.
Sécrates é homem.
Portanto, Sécrates é mortal.

(6) Se Socrates ¢ homem, entao Socrates ¢ mortal.
Socrates é homem.
Portanto, Socrates é mortal.

Aqui, com exce¢ao da primeira premissa, os enunciados dos dois argumentos sao
idénticos. Mas mesmo com respeito a primeira premissa, ha sem divida uma relagao mui-
to intima entre os dois enunciados: podemos facilmente concluir a primeira premissa de
(6) a partir da primeira premissa de (1). Em outras palavras, o argumento abaixo ¢é valido:

(9) Todos os homens sdo mortais.
Portanto, se Socrates é homem, entdo SHcrates é mortal.

Mas veja que as formas desses dois enunciados sdo bastante diferentes: enquanto que
um tem a forma “Todo A ¢ B”, o outro tem a forma “Se A entiao B”. Como entio poderia-
mos escrever esses enunciados de forma a deixar explicita a relacao inferencial que ha entre
eles? Bom, trivialmente enquanto um fala de algo referente a todos os homens, o outro pa-
rece falar a mesma coisa, mas sobre um homem especifico. Em outras palavras, ambos os
enunciados falam sobre o mesmo ponto, mas sob perspectivas diferentes: um de uma pers-
pectiva universal e outro de uma perspectiva particular. Assim, o que deve haver de diferen-
te na forma desses dois enunciados deve estar relacionado com essa diferenca de perspectiva.
Isso pode ser visto mais claramente se reescrevermos (9) como segue:

(9°) Para toda entidade, se esta entidade ¢ homem, entio ela é mortal.

Portanto, se Sdcrates ¢ homem, entdao Sdcrates é mortal.

7. E nesse sentido que muitas vezes se usa a expressao “logica formal"” para designar a disciplina objeto desse livro.
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Ou, de forma ainda mais explicita no que se refere a sua forma logica:

(10) Para todo x, se x ¢ Z, entdo x ¢ Y.

Portanto, se w é Z, entdo wé Y.
Podemos, portanto, reescrever (1) como segue:

(1’) Para toda entidade, se esta entidade ¢ homem, entdo ela ¢ mortal.
Soécrates ¢ homem.
Portanto, Socrates é mortal.

Sendo o esquema de argumento abaixo a representacao de sua forma logica:

(11) Para todo x, se x ¢ Z, entdo x ¢ Y;
wé;
Portanto, wé Y.

Utilizando raciocinio similar, podemos reescrever (2) como segue:

(2) Para toda entidade, se esta entidade ¢ tal que ela possui titulo de eleitor, entio

ela é maior de 16 anos®.
Joao ¢ tal que ele possui titulo de eleitor.
Portanto, Joao ¢ maior de 16 anos.

Sobre a forma logica de (2), trivialmente ela corresponde a (11): substitua Z por
“possuidora de titulo de eleitor”, Y por “maior de 16 anos” e wpor “Joao” e vocé obtera

(2)). Temos entao que (1) e (2) possuem a mesma forma logica.

E importante observar nesse ponto que a primeira premissa do argumento (1), por
exemplo, ¢ tal que sua forma légica, representada pela primeira premissa de (1°), difere
consideravelmente do que podemos chamar de sua forma gramatical enquanto em (1) tal
premissa ¢ da forma “Todo A é B”, em (1’) ela ja tem a forma “Para todo x, se x ¢ Z, en-
tdo x ¢ Y. E claramente, a forma como tal enunciado é representado em (1°) revela de
forma muito mais clara as relages inferenciais que ele tem com os outros enunciados
de (1), bem como as relagdes que porventura existam entre (1) e outros argumentos,
como € o caso de (1) e (6). Assim temos o fato extremamene importante para o estudo
dos argumentos validos de que a forma gramatical dos enunciados nem sempre equivale

a sua forma logica.

8. Para vermos que "Para toda entidade, se esta entidade € tal que ela possui titulo de eleitor, entdo ela € maior de
16 anos" significa 0 mesmo que “Para possuir titulo de eleitor € necessario ser maior de 16 anos”, basta vermos que
se uma pessoa qualquer possui titulo de eleitor, entdo com certeza ela sera maior de 16 anos, pois de outra forma
ela ndo teria conseguido obter seu titulo.

9.0 mesmo acontece em relagdo a primeira premissa de (2).
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Se quiséssemos definir de uma maneira mais precisa o conceito de forma logica, di-
rfamos que a forma lggica de um argumento ou enunciado ¢ a estrutura subjacente ao ar-
gumento ou enunciado em virtude da qual ele possui suas propriedades inferenciais.
Trivialmente, a forma légica de um argumento dedutivo se reduz as formas légicas dos
enunciados que o compoem (feita obviamente a devida demarcagao de o que é premis-

sa e o que ¢ conclusio).

Nao ¢ dificil entao, dado tudo isso, avaliar a importancia da nogao de forma légica
para o estudo das inferéncias validas. Mas se isso € o caso, temos entio que sera de igual
importancia para tal estudo o desenvolvimento de #zétodos de representacao que explicitem
o maximo possivel a forma l6gica dos enunciados. Na verdade isso ¢ mais ou menos tri-
vial. Se alogica se dedica a estudar as inferéncias validas, e isso € feito através da explici-
tacdo da forma ou estrutura das inferéncias, ¢ natural que parte fundamental deste pro-
jeto seja o de encontrar maneiras adequadas de representacao que tornem o mais expli-
cito possivel a estrutura logico-inferencial dos enunciados. Assim, a maneira através da
qual representamos os enunciados ou, em outras palavras, a Znguager que usamos na re-
presentacao dos nossos argumentos, deve obviamente desempenhar um papel funda-
mental no estudo dos argumentos validos.

Com isso chegamos ao outro aspecto fundamental da logica enquanto disciplina:
seu aspecto representacional. Podemos entdo dizer que a légica possui na verdade dois as-
pectos que, conjuntamente, definem o seu escopo: um aspecto inferencial e um aspecto
representacional. Em outras palavras, enquanto vista como uma #eoria da inferéncia, a 16-
gica se preocupa primordialmente com o estudo das inferéncias validas, enquanto zoria
da representacdo ela se dedica ao estudo de maneiras adequadas do ponto de vista 16gi-
co-formal de representar enunciados.

Veja, no entanto, que esses dois aspectos estao intimamente relacionados um com
o outro. Conforme ja mencionamos, se nosso objetivo ¢ estudar as inferéncias validas,
teremos que dispor de alguma maneira condizente com esse objetivo de representar os
componentes basicos dos argumentos que compoem os enunciados. Por outro lado, se
nossa preocupagao primordial é com a representagao dos enunciados, nos depararemos
inevitavelmente com construgdes linguisticas de carater eminentemente logico-inferen-
cial e consequentemente com a exigéncia de tornar explicitas as relagoes inferenciais

que existem entre enunciados.

Podemos ver com mais clareza a conveniéncia de uma teoria da inferéncia para o
projeto de elaborar uma teoria da representagao se entendemos por relacio inferencial
entre premissas e conclusao algo como esta ja estar de certa forma “contida” (ou “logi-
camente contida”, para ser mais preciso) nas premissas. Tome o argumento (1), por
exemplo:
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(1) (a) Todos os homens sao mortais;
(b) Socrates ¢ homem;

(c) Portanto, Socrates ¢ mortal.

Podemos dizer neste caso que “Socrates é mortal” esta logicamente contido nos
enunciados “Todos os homens sao mortais” e “Sécrates ¢ homem”, no sentido de que a
informagdo expressa em (c) ja esta de certa forma, a0 menos sob um ponto de vista l6gi-
co, presente em (a) e (b). Isso obviamente representa um principio de economia bastante
valioso: para armazenar ou representar a informagao (c), basta que eu represente (a) ¢ (b) e
disponha de um mecanismo inferencial capaz de “extrair” (c) de (a) e (b). De uma forma
geral, se dispomos de tal mecanismo inferencial, apenas com um nimero reduzido de
enunciados podemos representar uma quantidade muito grande (na verdade infinita) de
informagao. Assim, se nosso objetivo maior ¢ a representagdo de informagao ou conbecimento,
dispor de uma teoria da inferéncia capaz de dizer quando um enunciado pode ser deduzido
de um conjunto de enunciados é uma exigéncia quase que necessaria.

1.3 Inferéncia, representacdo e analise de argumentos

No proximo capitulo falaremos mais sobre esse duplo aspecto da légica e como ele
se manifesta dentro do que chamaremos de sistemas l6gicos. Indicaremos aqui, no en-
tanto, de forma muito breve (porém com certo nivel de detalhe), através da analise de

alguns argumentos, em que consistem essas duas tarefas da logica.
Considere a seguinte versao modificada do argumento (2):

(12) Para possuir titulo de eleitor é necessario ter nascido no Brasil ou ser naturali-
zado brasileiro, bem como ser maior de 16 anos.

Joao possui titulo de eleitor e nao nasceu no Brasil.
Portanto, Joao ¢ naturalizado brasileiro e maior de 16 anos.
A primeira premissa deste argumento pode ser reescrita como segue:

(12’) Para toda entidade, se esta entidade ¢ tal que ela possui titulo de eleitor, entao
ela é um nativo brasileiro ou naturalizado brasileiro, e maior de 16 anos.

Trivialmente, entdo, temos uma versiao mais simples de (12) onde (12°) é levada em

conta:

(13) Se Joao possui titulo de eleitor, entdao ele é um nativo brasileiro ou naturalizado
brasileiro, e maior de 16 anos.

Joao possui titulo de eleitor e nao nasceu no Brasil

Portanto, Joao ¢ naturalizado brasileiro e maior de 16 anos.
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Neste caso, a forma légica de (13) seria como segue:

(14) Se A, entao (B ou C) e D.
A e ndo B.
Portanto, C e D.

Diferentemente dos argumentos analisadas por nos até agora, nao nos parece nesse
caso tao trivial que (14) seja um argumento valido. Tentemos entdo explicitar os passos
que fariam com que, nesse argumento, partindo das premissas, n6s chegassemos a con-
clusdo. Primeiro de tudo, como ¢ dito na segunda premissa que A, podemos concluir,
usando a primeira premissa, que (B ou C) e que D. Mas veja que também na segunda
premissa ¢ dito que nao B. Assim, como temos que B ou C, obviamente teremos C. Jun-
tando essas duas conclusdes, temos C e D. Esses passos podem ser descritos de uma
forma mais detalhada como segue:

1.Se A, entaio BouC)e D 1* premissa
2.Aenio B 2% premissa
3.A Segue de 2
4. BouC)eD Seguedele3
5D Segue de 4
6. (B ou C) Segue de 4
7.nao B Segue de 2
8.C Seguede 6 e 7
9.CeD Seguede 5¢ 8

Aqui a primeira coluna contém os passos inferenciais intermediarios que precisa-
mos obter para chegarmos a conclusio do argumento, representada no passo 9, e a
segunda coluna contém a justificativa do passo em questao.

Esta seria uma das tarefas da l6gica enquanto teoria da inferéncia: tornar o mais expli-
cito possivel a estrutura inferencial de um argumento. Mas veja que nesta e nas outras ten-
tativas que fizemos de tornar explicita a forma logica dos enunciados, ha algumas cons-
trugdes linguisticas que, além de aparecerem com relativa frequéncia na estrutura dos ar-
gumentos validos, parecem desempenhar um papel fundamental na validade dos mes-
mos. No nosso caso acima, sé podemos, por exemplo, concluir 3 a partir de 2 por conta
do que entendemos como sendo um aspecto logico fundamental da expressao “e”; 4 s6
segue de 1 e 3 devido a existéncia da expressao “se... entdo...”” em 2; e s6 podemos concluir
8 a partir de 6 e 7 por conta do conectivo “ou” contido em 6 e da expressao “nao” presen-
te em 7. Isso mostra que sao exatamente construgoes linguisticas desse tipo que conferem

as propriedades logicas de um enunciado ou argumento; na verdade, sao tais construgdes
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linguisticas o que em grande parte determina o que estamos chamando aqui de a forma 16-
gica de um enunciado. Assim, nada mais natural do que a légica dar uma atengao especial
a tais construgoes. Primeiro de tudo, talvez seja mais conveniente, na representagao dos
enunciados e argumentos, usarmos simbolos especiais para designar tais construgdes: a
construgao “se... entdao...” poderia, por exemplo, ser representada pelo simbolo —, “e”
por A, “ou” por Vv, “nao” por —. A tais simbolos nés damos o nome de conectivos ligicos.
Procedendo assim, poderiamos reescrever os passos acima como segue:

1. A=>(BvCO)AD) 1* premissa
2. An—B 2" premissa
3.A Segue de 2
4. BvC)AD Seguedele3
5.D Segue de 4
6. BvC Segue de 4
7.—B Segue de 2
8.C Seguede 6 e 7
9.CAD Seguede5¢e 8

A essa tarefa de explicitar a forma l6gica de um argumento e os passos inferenciais
que vao das premissas a conclusao nés damos o nome de andlise lggica de argumentos.

Analisemos agora o argumento (12) considerando a forma logica de sua primeira
premissa conforme descrito em (12°). Segue abaixo a forma logica de (12):

(15) Para todo x;, se x€éZ,entdo (xé RouxéS)exéY;

aéZ eanio éR;
aéSeacy.

Veja que, diferentemente de (14), devido a existéncia de uma quantificacao universal
(para todo x), nés temos que fazer referéncia, na forma logica, a propriedades de obje-
tos (no caso a propriedade de possuir titulo de eleitor, de ser nativo brasileiro, etc.) e aos
objetos que possuem tais propriedades. Também devido a quantificacao universal, a
analise dos passos inferenciais de (15), que vao das premissas a conclusao, tera uma eta-
pa a malis, a saber, uma que nos permita ir do discurso universal contido na primeira
premissa ao discurso particular da conclusao. De uma forma mais especifica, os passos
inferenciais desse argumento podem ser descritos como segue.

Como para todo x, se x ¢ Z, entao (xé RouxéS)exé Y, entdo,seaé Z, (aéRoua
¢S) eaé Y. Mas como ¢ dito na segunda premissa que @ é Z, concluimos que (¢ é R ou a
¢S) e que ¢ Y. Mas veja que também na segunda premissa ¢ dito que 2 nao é R. Assim,
como z¢é Rouaé S, podemos concluir que 2 ¢ S. Juntando essas duas conclusoes pode-
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mos entao dizer que 2 é S e @ ¢ Y. Estes passos podem descritos de uma forma mais de-
talhada como segue:

1. Para todo x, se xé Z, entao (xé RouxéS)exéY 1* premissa
2.Seaé”Z,entio (@é RouaéS)eaéyY Segue de 1
3.aé”ZeanioéR 2% premissa
4.aé”Z Segue de 3
5.(@aéRouaélSeacyY Segue de 2 ¢ 4
6.aéyY Segue de 5
7.(aé Rouaés) Segue de 5
8. anio é R Segue de 3
9.a¢éS Seguede 7 ¢ 8
10.aéSeac¢yY Segue de 6e9

Fazendo o mesmo exercicio que fizemos com (14), vemos aqui que algumas cons-
trugoes linguisticas desempenham papel importante na justificativa dos passos acima.

(13 2> <«¢

Em adi¢ao ao que dissemos sobre “e”, “se ... entdao ...”, “ou” e “nao”, temos que 2 s6 se-
gue de 1 por conta da expressao “para todo x”” que aparece em 1. Assim, supondo que
representemos “para todo x”” por Vx, e expressoes como “a é Z” por Z(a), terfamos os

passos acima reescritos como segue:

1. Vx(ZE) > (RE)VSE))AY (X)) 1* premissa

2. Z(@)—>(R(a)vS(a))AY(a)) Segue de 1

3. Z(@)~A—R(a) 2% premissa

4. 7Z(a) Segue de 3

5. R(@)VvS(a))AY(a) Segue de 2 ¢ 4
6. Y(a) Segue de 5

7. R(a)vS(a) Segue de 5

8. =R(a) Segue de 3
9.S5(a) Seguede 7 ¢ 8
10. S()AY (a) Seguede 6¢9

Veja que, nesses exemplos, a forma légica dos enunciados, bem como o papel dessa
forma nos passos inferenciais que nos levam de um enunciado a outro, esta muito mais
claro. A linguagens desse tipo, capazes de representar adequadamente a forma logica
dos diversos tipos de enunciados, nés damos o nome de /Jingunagens lggico-formais, ou sim-
plesmente linguagens logicas, sendo sua elaboragao uma das principais tarefas da logica

enquanto teoria da representagao.
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1.4 Exercicios propostos

1

. Defina e dé exemplos dos seguintes conceitos:

a. Argumento valido;

b. Argumento dedutivo;
c. Argumento indutivo;
d. Argumento invalido;

. De acordo com a nossa definigdo de argumento dedutivo, é possivel haver um argumen-

to dedutivo invalido? Justifique sua resposta.

. Qual a relacao que ha entre deducao e certeza, de um lado, e indugao e probabilidade,

de outro?

. Explicamos o que é um argumento indutivo fazendo uso do termo “provavel”’. Diga em que

sentido o calculo matematico de probabilidades esta relacionado com a nogéo de indugéo.

. Em que sentido o conceito de racionalidade esta relacionado com a nog&o de argumento

valido?

. Diga quais séo as vantagens e desvantagens de um argumento:

a. Preservar a verdade, mas ser nao ampliativo;
b. Nao preservar a verdade, mas ser ampliativo.

. Qual a diferenga entre verdade e validade?
. Responda as seguintes perguntas:

a. O que é a forma légica de um argumento (e de um enunciado)?
b. Qual a importancia que tal conceito tem para a légica enquanto teoria da inferéncia?

c. De que maneira a nogao de forma légica faz com que uma teoria da inferéncia exija
uma teoria da representagao?

. Quais os dois escopos da logica, e qual a relagao entre eles?

1.5 Exercicios de analise logica

1.
2.

Qual o papel dos conectivos légicos na analise logica dos argumentos?

Identifique as premissas e a conclusdo de cada um dos argumentos abaixo:

a. Como a felicidade consiste na paz de espirito e como a duradoura paz de espirito depende
da confianga que temos no futuro, e como essa confianga € baseada no conhecimento que
devemos ter da natureza de Deus e da alma, segue-se que tal conhecimento é necessario
a verdadeira felicidade. [Este argumento € de Gottfried Leibniz.]

b. Nao podemos comparar um processo com “a passagem do tempo” — n&o existe tal coi-
sa —mas unicamente com outro processo (como o funcionamento de um cronémetro).
Logo, s6 podemos descrever o lapso de tempo confiando em algum outro processo.
[Este argumento foi dado por Ludwig Wittgenstein em seu Tractatus Logico-Phi-
losophicus.]

c. Se dermos a eternidade o significado ndo de duragao temporal infinita, mas de atem-
poralidade, entdo a vida eterna pertence aos que vivem no presente. [Este argumento
foi dado por Ludwig Wittgenstein em seu Tractatus Logico-Philosophicus.]
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. Quando o elevado prego do trigo é o efeito de uma procura crescente, ele é sempre

precedido de um aumento de salarios, pois a procura nao pode subir sem um aumen-
to dos meios, no povo, para pagar aquilo que deseja. [Este argumento é de David Ri-
cardo.]

. Ainda que exista um embusteiro, sumamente poderoso, sumamente ardiloso, que em-

pregue todos os seus esfor¢cos para manter-me perpetuamente ludibriado, ndo pode
subsistir divida alguma de que existo, uma vez que ele me ludibria. [Este argumento foi
dado por René Descartes em suas Meditagées Metafisicas.]

f. O Senhor disse (Gn 16,7): “Porque me arrependo de ter feito o Homem”. Mas quem se

arrepende do que fez tem uma vontade variavel. Portanto, Deus tem uma vontade va-
riavel. [Este argumento foi dado por Tomas de Aquino.]

. Em sua forma mais simples o problema ¢é este: Deus € onipotente; Deus € sumamente

bom; e ainda assim o mal existe. Aparentemente ha uma contradi¢cao entre estas trés
proposic¢oes, de forma que se quaisquer duas delas sao verdadeiras, a terceira deve
ser falsa. Mas ao mesmo tempo, todas as trés proposigdes sédo partes essenciais da
maioria das posic¢des teoldgicas: o tedlogo, ao mesmo tempo em que deve, aparente-
mente ndo pode aderir consistentemente as trés proposigdes. [Este argumento foi
dado por John Mackie.]

. Um horteldo que cultiva sua propria horta, com suas préprias maos, reune em sua pro-

pria pessoa trés diferentes caracteres: de proprietario rural, de agricultor e de traba-
Ihador rural. Seu produto, portanto, deveria pagar-lhe a renda do primeiro, o lucro do
segundo e o salario do terceiro. [Este argumento foi dado por Adam Smith em seu A
Riqueza das Nagbes.]

. Uma subsisténcia abundante incrementa o vigor fisico do trabalhador, e a consoladora

esperanga de melhorar sua condic¢ao, a fim de terminar seus dias, talvez, no conforto e
na prosperidade, anima-o a empregar ao maximo esse vigor. Assim, quando os salari-
0s séo altos, veremos sempre os trabalhadores mais ativos, diligentes e desembara-
cados do que quando os salarios sdo baixos. [Este argumento foi dado por Adam
Smith em seu A Riqueza das Nagées.]

. Podemos estabelecer quatro hipoteses sobre as primeiras causas do universo: que

elas possuem bondade perfeita; que elas possuem maldade perfeita; que elas sao
opostas e contém tanto bondade como maldade; ou que elas néo contém nem bonda-
de nem maldade. Fenbmenos heterogéneos ndo podem nunca provar os dois primei-
ros principios néo heterogéneos; e a uniformidade e a constancia das leis gerais pare-
cem se opor ao terceiro. O Ultimo, portanto, parece ser de longe o mais provavel. [Esse
argumento foi dado por David Hume em seu Dialogos sobre a Religido Natural.]

k. Como os testes demonstraram que s&o necessarios pelo menos 2.3 segundos para ma-

nobrar a culatra do rifle de Oswald, & 6bvio que Oswald nédo poderia ter disparado trés
vezes — atingindo Kennedy duas vezes e Connally uma vez — em 5.6 segundos ou me-
nos.

A agua tem um calor latente superior ao do ar: mais calorias sao necessarias para
aquecer uma determinada quantidade de agua do que para aquecer um igual montan-
te de ar. Assim, a temperatura do mar determina, de um modo geral, a temperatura do
ar acima dele.
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m. Durante a guerra, as redes de espionagem inimiga foram descobertas mediante a es-
cuta e gravagao dos telefonemas dos suspeitos. Portanto, as autoridades deveriam
adotar o procedimento de escuta dos telefonemas de todos os suspeitos.

n. Nenhum matematico foi capaz de demonstrar, até hoje, a verdade do famoso “Ultimo
teorema” de Fermat; portanto, esse teorema deve ser falso.

0. Aregra de ouro € basica para todo sistema ético até hoje criado, e todos a aceitam sob
uma forma ou outra. Portanto, a regra de ouro € um principio moral necessario.

p. Se a crenga na existéncia de Deus tem base cientifica, entdo ela é racional. Porém,
nenhum experimento cientifico concebivel pode decidir se Deus existe ou ndo. Mas
se a crenga na existéncia de Deus tem base cientifica, entdo ha algum experimento ci-
entifico concebivel capaz de decidir se Deus existe ou ndo. Logo, a crenca na existén-
cia de Deus nao é uma crenga racional.

g. Como o homem é essencialmente racional, o reaparecimento constante da metafisica na
historia do conhecimento humano deve ter explicagcdo na estrutura da prépria razao.
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2
Logica e sistemas logicos

2.1 O método da ldgica

Comumente consideram-se dois aspectos como sendo fundamentais para a caracteti-
zagao de uma disciplina: o escopo, objetivo ou objeto que essa disciplina pretende estu-
dar, e a maneira ou método através do qual ela visa atingir tal objetivo. Vimos que a logica
enquanto disciplina possui dois objetivos basicos: o de estudar as inferéncias validas e o
de prover maneiras adequadas de representar enunciados. Assim a légica pode ser vista
como uma teoria da inferéncia ou como uma teoria da representacao. Mas qual seria en-
tio o método, por assim dizer, através do qual a logica tenciona atingir tais objetivos?

Para respondermos essa pergunta, temos que falar sobre um aspecto bastante pecu-
liar da l6gica contemporanea: a sua relagao com a matematica. Essa relacio ¢, na verda-
de, estreita a tal ponto de a disciplina que hoje chamamos de légica ser, em um sentido
muito forte, equivalente ao que se convencionou chamar de /igica matematica. Primeiro
de tudo, deve-se mencionar que muito da motivagao para o surgimento do que chama-
mos de légica moderna foi o desejo, por parte de alguns filésofos e matematicos, de
melhor compreender o raciocinio por tras da argumentacio matematica. E neste senti-
do entao que a expressao “logica matematica” pode ser vista como significando a légica
da matematica. Tal visao, no entanto, reflete apenas um aspecto das coisas e, na verda-
de, pode ser enganadora, visto que, como verificamos, o objetivo da légica em geral e da
l6gica moderna em particular ¢ o estudo das inferéncias em um sentido /o, nao se res-
tringindo a nenhum tipo particular de argumento. Outra maneira de ler a expressao “lo-
gica matematica” (que neste caso sim, nao sé reflete com exatidao a disciplina a qual ela
tenta dar nome, mas também releva um aspecto essencial sobre ela) é entendendo-a
CoOmo o estudo matemdtico da lggica ou, em outras palavras, como a tentativa de desenvol-
ver uma teoria da inferéncia e da representacao utilizando metodologia semelhante
aquela usada pelos matematicos no desenvolvimento de suas teorias.

Essa tentativa de se estudar a 16gica sob uma perspectiva matematica se da, grosso

modo, através do desenvolvimento de sistemas matematico-formais nao por acaso cha-
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mados de sistemas ligicos. Se tomarmos a logica enquanto teoria da inferéncia, por exem-
plo, a analise ou tentativa de identificar a classe dos argumentos validos tomara, como
um todo, a forma de um sistema matematico, de modo que a resposta a pergunta
“quando um argumento ¢ valido?” sera algo como que um subproduto inevitavel do
sistema légico em questdo. Apesar de uma compreensao satisfatoria do que estamos
chamando de “o método da légica” somente poder ser obtida através de um estudo
pormenorizado dos sistemas l6gicos — o que daremos cabo neste livro —, tentaremos,
neste capitulo, dar uma ideia basica de o que sao tais sistemas e como eles tentam atingir

esse objetivo especifico de identificar a classe dos argumentos validos.

Comecemos lembrando que a validade em um argumento ¢é basicamente uma re/a-
¢do lggica entre um conjunto de enunciados (as premissas) e um enunciado (a conclusao).
Mas em matematica, relagoes sao entidades passiveis de serem construidas e analisadas
matematicamente. (Um exemplo disso ¢ a relagdo “maior que”, geralmente representa-
da pelo simbolo “>".) Isso nos leva a 6bvia cogitacao de que talvez a relacao de dedugao
ou consequéncia légica também possa ser analisada por esse viés matematico. Para ser-
mos capazes de bem avaliar tal proposta, ¢ util consideramos de inicio trés pontos a res-

peito das relagbes matematicas.

Primeiro, para realmente sabermos de que relagao matematica nés estamos falando,
temos que fixar os dois conjuntos cujos elementos vao ou nao se relacionar de acordo
com a relagao em questdo. Por exemplo, para falarmos de uma relagao “maior que”, te-
mos que dizer a que conjunto de entidades essa relagao vai ser “aplicada”( se ao conjun-
to de numeros naturais, inteiros, racionais, etc). De um ponto de vista rigoroso, a rela-
¢ao > que relaciona elementos do conjunto dos nimeros naturais é diferente da relagao
> que relaciona elementos do conjunto dos nimeros inteiros, apesar de o simbolo que
usamos para as duas relagdes ser o mesmo. No caso da primeira, dizemos que > é uma
relacio do tipo NxN (o que representamos também por >: NxN), ou seja, uma relagio
que associa dois elementos do conjunto dos niimeros naturais N e, no caso da segunda
relacdo, dizemos que > é do tipo ZxZ, ou seja, uma relacio que associa dois elementos

pertencentes ao conjunto dos numeros inteiros.

O segundo ponto, que apesar de ser por demais 6bvio vale a pena ser mencionado,
¢ que dada uma relagao matematica qualquer R: AxI" e dois elementos aeA e Bel’, R
nos dira se o se relaciona ou nao com B de acordo com R. Por exemplo, dada a relagao
“maior que” aplicada aos naturais, >: NxN e dois nimeros x,yeN, > nos diz se x é ou
nao maior que y. Em outras palavras, > ¢ capaz de nos dizer, para quaisquer dois nume-

ros X e y pertencentes ao conjunto dos naturais, se X ¢ ou nao maior que y.
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O terceiro ponto é que uma relagdo matematica geralmente possui propriedades
formais de fundamental importancia para a sua diferenciacio enquanto relagao. Por
exemplo, a relagdo >: NxN ¢ tal que, dados x,y,ze N, se x>y e y>z, entdo x>z. Se uma
relagao R € tal que se aRb e bRc entdo aRc, onde aRb é uma abreviagao para “o objeto
se relaciona com o objeto & de acordo com a relagao R”, nés dizemos que esta relagao é
transitiva. Assim, > ¢ transitiva. Outras propriedades interessantes sio a reflexividade € a
simetria: uma relagao R ¢é reflexiva se e somente se aRa para todo @ e simétrica se e
somente se se aRb entdo bRa. Enquanto, no entanto, > ¢ transitiva, ela ndo ¢ nem reflexi-
va nem simétrica: nao é o caso que para todo nimero X, X>X; nem que para todo nimero
X ey, se x>y entdo y>x. Jd a relacio de identidade definida para os naturais (= : NxN), por
exemplo, € reflexiva, simétrica e transitiva: a=a para todo a€N; para todo a,beN, se
a=b entdo b=a; e para todo a,b,ceN, se a=b e b=c entio a=c.

Mas o que ¢ que tudo isso, o leitor pode perguntar, tem a ver com logica? Talvez
muito, ja que, como dissemos, um argumento ¢ valido em virtude de uma relagao infe-
rencial, chamada por nés de relagao de dedugao, relagao de consequéncia légica ou sim-
plesmente relacio de inferéncia, que ha entre premissas e conclusiao. Suponha entio
que, a semelhanca do que ¢ feito em matematica, usemos um simbolo especial para re-
ferenciarmos tal relacao, digamos o simbolo “|F”. Invocando o primeiro ponto acima,
para caracterizarmos precisamente [ precisamos identificar os tipos de elementos que
se relacionarao através de |; ou, equivalentemente, os dois conjuntos aos quais tais ele-
mentos pertencem. Essa ndo parece ser uma tarefa das mais dificeis, visto que, como sa-
bemos, a relagdao de dedugio associa ou relaciona um conjunto de enunciados (que cha-
mamos de premissas) de um lado, com um enunciado (a conclusao) do outro. Mas enun-
ciados sao entidades linguisticas, que em certo sentido podem ser vistas como pertencen-
tes a linguas especificas. Assim, para falarmos sobre os dois conjuntos aos quais os ele-
mentos que |k relacionara pertencem, teremos que falar sobre a lingua ou, adotando a

nomenclatura padrao em logica, a Jnguagem a qual os enunciados em questao pertencem.

Se chamarmos essa linguagem de L, teremos que a nossa relacdo |F sera definida
como associando duas entidades, a saber, conjuntos de enunciados pertencentes a L e
enunciados também pertencentes a L. Para bem compreendermos esse tipo de defini-
¢do, no entanto, temos que ver a linguagem L. como sendo nada mais do que um con-
junto, na verdade um conjunto enorme, contendo todos os enunciados que podem ser
construidos naquela linguagem. Por exemplo, se quiséssemos caracterizar a lingua por-
tuguesa dessa maneira, dirfamos que a lingua (ou linguagem) portuguesa é o conjunto
de todas as sentengas, significavas neste caso, que podem ser escritas em portugues.
Como entio [ associa conjuntos de enunciados pertencentes a L e enunciados também per-

37



tencentes a L, temos entio que podemos escrever coisas como I'[Fa, em que I' é um
conjunto de enunciados pertencentes a L. ou, em outras palavras, um subconjunto de L.
(em simbolos: I'SL) e a. ¢ um enunciado pertencente a L. (em simbolos: ae ). Como I" é
um subconjunto de L, também podemos dizer que I pertence ao conjunto de todos os subcon-
Juntos de L, comumente chamado de conjunto das partes de L, que aqui representaremos
por R(L). Assim, dada uma linguagem L qualquer, podemos dizer que |F ¢ da forma:
R(L)xL, ou seja, uma relagdo que associa elementos de R(L) (ou seja, subconjuntos de L,

que sdo obviamente conjuntos de enunciados) e elementos de L (ou seja, enunciados).

Segundo, dadas uma linguagem L especifica e uma relacio de dedugao |- aplicada a
L, e dados um enunciado qualquer a.€ L e um conjunto de enunciados I' €L, através de
= saberemos se & é deduzido ou nao a partir de I'. Tomando os elementos de I" como
sendo as premissas e 0. como sendo a conclusdo, | nos dird se o argumento composto por
I' e o (em simbolos: <I',a>) ¢ ou nao um argumento valido. Em caso positivo, escreve-
mos ['|Fa; em caso negativo 'l a.. Em outras palavras, I'|Fo é nada mais do que uma
representa¢ao do fato de que o argumento composto pelas premissas I' e conclusio o é
valido. Esse ponto deve ser bem compreendido, pois ele contém na verdade o proposi-
to da légica enquanto teoria da inferéncia. Se dispomos de uma relagao | do tipo
R(L)xL, e se dizemos que ela caracteriza a relacio de validade dedutiva de forma que
I'lFa significa que o pode ser deduzido a partir de I', ou que o par <I',o.> é um argu-
mento valido, entao o nosso trabalho estara terminado. J4 teremos em maos uma carac-
terizagao da classe de argumentos validos, pelo menos, dos argumentos validos que po-
dem ser construidos usando uma linguagem especifica, a saber, |

Terceiro, enquanto relagio matematica, | deve possuir propriedades formais atra-
vés das quais podemos entender melhor as caracteristicas disso que estamos chamando
de consequéncia l6gica. Por exemplo, trivialmente temos que

(1) se ael’, entao I'lFa
ou seja, se a conclusao de um argumento aparece entre suas premissas, tal argumento

sera valido. A essa propriedade nés damos o nome de a reflexividade de =. E também
possui um tipo de #ransitividade:

2) se 'lEB e {B}IEQ, entao Tl

10. Esse ponto deve ser de certa forma qualificado, pois muito embora possamos dizer que o objetivo de se construir
um sistema l6gico é o de obter uma relacdo | tal que possamos dizer, para todo conjunto de enunciados I e todo
enunciado a, se I'-o ou se Tl o, do ponto de vista pratico, alguns sistemas l6gicos, como as légicas de predicados,
por exemplo, s6 conseguem realizar a primeira parte da tarefa. Em outras palavras, caso o seja uma conseqiiéncia
l6gica de I, entdo o aparato formal do sistema sera tal que I'|-o; no entanto, caso a ndo seja uma consequéncia 18-
gica de I, pode ser que tal aparato nunca consiga estabelecer o fato de que 'l cL.
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isto é, se 3 é concluido a partir de I' e ¢ é concluido a pattir de 3, entao @ deve poder ser
concluido a partir de I'. Também temos que

(3) se I'lFa, entdo para toda férmula Bel, TU{P}I=a.

Isso significa que se a ¢ uma conclusio do conjunto de premissas I, ela continuara
sendo mesmo se adicionarmos mais premissas a I" (que ¢ o que ¢ feito quando conside-
ramos o conjunto N'U{P}). A essa propriedade damos o nome de monotonicidade. Exis-
tem também propriedades que correlacionam | com conectivos logicos especificos.
Por exemplo, temos que

4) se TU{B} IFa entio I'ER—a

Tal propriedade ¢ associada ao que comumente é chamado de #eorema da dedugao. O
inverso de (4) também expressa uma propriedade valida:

(5) se T'lEB—a entio TU{P} IFa

Eis outro exemplo:

©) I'lFav—a
(6) afirma que dado um conjunto de enunciados I qualquer e um enunciado o qual-
quer, av—a pode ser deduzido a partir de 'SL; como I é um conjunto de enunciados
arbitrario, temos que olv—o é o que chamamos de um principio légico universal. Tal
principio, que chamamos de principio do terceiro excluido, significa basicamente que, para
todo enunciado a.eL,, a é verdade ou sua negagao é verdade. Como a relacio I'lFov—ou
vale para todo e qualquer subconjunto I" da linguagem L, ela também valerd para o con-
junto vazio, pois & S1.. Assim, temos também que @ [rov—a.. Comumente represen-
tamos isso omitindo a referéncia a0 conjunto vazio e escrevendo apenas

6) [Fov—o

Esta ¢ na verdade a maneira mais adequada de dizer que o principio em questao ¢é
vélido universalmente, pois, como ele é deduzido a partir de &, ele ser4, dada a mono-
tonicidade de |, deduzido também a partir de qualquer conjunto I' (J ST'). Um exem-
plo semelhante é o seguinte:

(7) [F=(@n—a)
que ¢ nada mais do que a validade do que chamamos de principio da nao contradicio (para
todo enunciado a, nao pode ser 0 caso que tanto 0L como sua nega¢ao sejam verdades)
sendo estabelecida em termos de relacio de dedu¢iao. Temos também que métodos
classicos de argumentacido podem ser representados através de propriedades de |5

como ¢ o caso da chamada prova por redugio ao absurdo:

8) se 'u{a}lEP e T'U{a}E—P, entio I'F—a
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Isso significa que, se em adi¢ao aos pressupostos contidos em I', que por questoes
metodologicas podemos aceitar como sendo verdadeiros, supormos a verdade de o e a
partir disso chegarmos a um absurdo do tipo B e —=f3, entdo podemos concluir que o é
falso. Intimamente associados a estes dois ultimos principios temos o chamado princi-
pio do principio da explosao (também conhecido como ex contradictione sequitur quodlibe):

©) TV{B, =B} IFa

para todo a€L; isto é, de uma contradicao do tipo {B,—=f} podemos concluir toda e
qualquer férmula.

Obviamente que essa relagao [ deve ser rigorosamente definida ou construida atra-
vés de estipulagdes conceituais. A descricao das propriedades que fizemos acima pres-
supoe tal defini¢ao e, na verdade, deve seguir como uma consequéncia dessa defini¢ao.
Por exemplo, apesar de sabermos intuitivamente onde aplicar a relacio > de forma a di-
zer se dois nimeros naturais quaisquer X € y sao tais que x>y, se quisermos adotar uma
postura mais rigorosa teremos que definir formalmente essa relagao. Isso pode ser feito
da seguinte forma:

1. Seja xeN um numero natural qualquer tal que x 0. x>0;
2. Nao existe xeN tal que 0>x;
3. Sejam x,y€© dois nimeros naturais quaisquer. x>y se e somente se (x-1)>(y-1).

Toda e qualquer propriedade de >, tal como sua transitividade, deve seguir e, con-
sequentemente poder ser demonstrada, a partir da defini¢do acima.

Assim, um sistema l6gico, se entendido como uma teoria da inferéncia, ¢ nada mais
do que uma série de defini¢des que, se tomadas em conjunto, podem ser vistas como
definindo ou construindo a relagdo de dedugio [ (de forma semelhante a como a rela-
cdo > ¢é construfda na definicdo acima)''. Em outras palavras, um sistema légico nada
mais ¢ do que uma defini¢ao rigorosa da relagao de consequéncia logica I-. E, conforme
ja falamos, todas as propriedades de |F devem seguir estritamente dessa defini¢ao, sen-
do um dos principais trabalhos do légico demonstrar que tais propriedades realmente
valem em seu sistema. Tradicionalmente, a parte da logica responsavel por estudar as

propriedades dos sistemas logicos é chamada de wetaldgica.

2.2 Logica e logicas

Até agora temos falado como se houvesse apenas uma relagiao de dedugao ou nogiao
de validade dedutiva. Falamos, por exemplo, que ¢ tarefa da 16gica distinguir argumentos

11. Vale a pena observar que toda definicdo faz uso de termos primitivos, ou seja, termos cujos significados ndo foram
previamente definidos. No caso da definicdo de > acima, temos €, N e “0", por exemplo, como termos primitivos.
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validos de argumentos invalidos, o que obviamente pressupée que haja uma maneira tni-
ca de fazer tal distingao e, portanto, uma unica relagao de consequéncia logica. Lembre-
mos, no entanto, que para realmente identificarmos univocamente [ temos que dizer
qual ¢ a linguagem a qual os enunciados que [ associara pertencem. Assim, da mesma
forma que a relagao “maior que” aplicada a conjuntos diferentes resulta em relagoes dife-
rentes, também [ usada em conjunto com linguagens diferentes resultara em relagoes de
inferéncia diferentes. Assim, para realmente dizermos que relacao de inferéncia | desig-
na, temos que mencionar também qual a linguagem sobre a qual | é definida™. Por conta
disso, tradicionalmente identifica-se um sistema l6gico como sendo caracterizado nao s6
por uma relagao de inferéncia, mas também por uma linguagem légica. Em outras pala-
vras, um szstema ligico S pode ser identificado como um par <L,|F>, em que L ¢ uma lin-
guagem e | é uma relacao entre subconjuntos de L e elementos de L chamada relagao de
inferéncia logica. Assim, o que chamamos de aspecto representacional e aspecto inferen-
cial da légica se encontram explicitos na propria caracterizagao de um sistema légico.

A implicagao 6bvia disso é que muito provavelmente havera uma multiplicidade de
sistemas légicos. A linguagem natural é extremamente variada no que se refere a estru-
tura de seus enunciados, de forma que se quisermos tratar tal variedade estrutural de
forma especializada, isto ¢, abordando cada aspecto separadamente, teremos inevitavel-
mente uma pluralidade de linguagens légicas e, consequentemente, uma pluralidade de
relagoes de inferéncias e sistemas 16gicos. Por exemplo, se decidirmos tratar enunciados
como entidades indivisiveis, nao analisando os seus componentes constituintes, mais
ou menos como fizemos na analise do argumento (13) do capitulol, teremos a chamada
lingnagem proposicional, que € alinguagem logica de um dos sistemas l6gicos mais conheci-
dos: a ligica cldssica proposicional, ou simplesmente légica proposicional. Se, por outro
lado, decidirmos detalhar os componentes de um enunciado, tais como seu sujeito e
predicado bem como seu aspecto universal (quando houver), mais ou menos como fi-
zemos com o argumento (12) do capitulo anterior, teremos uma /Znguagen: de predicados de
primeira ordenr, que € alinguagem usada pelo sistema logico conhecido como /igica clissica
de predicados de primeira ordem. As linguagens proposicional e de predicados de primeira
ordem serao estudadas com detalhes nos capitulos 3 e 9, respectivamente; e enquanto a
segunda e terceira unidades do livro sio dedicadas primordialmente a logica classica
proposicional, a quarta trata da logica classica de predicados de primeira ordem.

Algo digno de nota é que pode acontecer de dois sistemas logicos S1Z<L1’”:1> e
S =<L_,|F > serem tais que L., ¢ diferente de L. (e, consequentemente, sob um ponto de

12. £ claro que, como para definirmos uma relacio de deducdo especifica |- temos que definir previamente a lin-
guagem sobre a qual a relacdo operara, podemos dizer que a linguagem L associada a |- ja esta, pelo menos implici-
tamente, contida em |.
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vista tigoroso, |, ¢ diferente de =), mas, ainda assim, em um sentido muito importan-
te, Ihl ser igual a ||:2, pois ambos compartilham propriedades formais independentes
dos aspectos especificos que tornam L e L. diferentes uma da outra. Tome alogica pro-
posicional Sp e aldgica de predicados de primeira ordem S, como exemplo. Apesar de as
linguagens desses dois sistemas serem diferentes, suas relagoes de inferéncia satisfazem
todas aquelas propriedades consideradas importantes na caracteriza¢ao de uma relagao
de inferéncia, entre elas as mencionadas alguns paragrafos acima. Assim, podemos di-
zer que Sp ¢ S, possuem a mesma telagao de inferéncia, porém linguagens diferentes, o
que pode ser representado por SP:<LP,|I:C> ¢S =<L,lF >, em que Lp ¢ L, sdo as lingua-
gens de S eS, respectivamente ¢ [F_¢ o que chamamos de relagao de inferéncia cldssica, que
seria a relagao de inferéncia de ambos os sistemas S ¢ S,. O mesmo se aplica 2 muitos
outros sistemas l6gicos tais como a légica modal, a log1ca deontica e a logica temporal,
que possuem linguagens diferentes da linguagem proposicional e da linguagem de pri-
meira ordem, mas cujas relagdes de inferéncia possuem as mesmas caracteristicas de II:C
(no sentido acima descrito).

Mas obviamente nao é s6 em relagao a linguagem légica que dois sistemas logicos
podem diferir um do outro. Mais especificamente, se um sistema légico S é caracteriza-
do como um par <L,|> entdo dois sistemas l6gicos 81:<L1’H:1> e Sz:<Lz’”:z> podem
diferir um do outro em no minimo trés aspectos fundamentais:

(i) Pode ser que II:1 sejaigual a II:2 mas L1 seja diferente de L2 (que foi o caso visto até agora);
(i) Pode ser que L, sejaigual a I " mas |- scja diferente de |- ;
(iif) E pode ser que tanto L seja diferente de L) como [ seja diferente de ..

Podemos chamar a classe de sistemas que inclui a l6gica classica proposicional e to-
dos os sistemas logicos que diferem dela de acordo com (i) de /dgica clissica ou ligicas cles-
sicas. A classe dos sistemas que diferem da lgica proposicional de acordo com (i) ou
(iii) podemos dar o nome de /gicas nao clissicas. Equivalentemente, tomando a relacao de
inferéncia classica |=_como parametro, dizemos que a logica classica € a classe de todos
os sistemas logicos da forma S=<L,||:C>, e as logicas nao classicas sdo os sistemas 16gi-
cos da forma S=<L,||:nc>, em que II:HC ¢ diferente de II:CH

Exemplos de l6gicas nio classicas sdo os sistemas logicos em que o principio do ter-

ceiro excluido nao ¢ valido. Em tais logicas, entre as quais a /dgica intuicionista é o exem-

13. E digno de nota que algumas pessoas alternativamente usam o termo “logica classica” para designar apenas as
l6gicas proposicional e de predicados, e o termo “l6gicas ndo classicas” para referenciar todos os demais sistemas
l6gicos. Neste livro abordaremos prioritariamente o que estamos chamando de légica classica. Breve mencéo, no
entanto, sera feita no capitulo 7 sobre a l6gica intuicionista e paraconsistente: no decorrer de nosso caminho de
construcédo do calculo classico proposicional definiremos um calculo intuicionista e outro paraconsistente.
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plar mais conhecido, nao ¢é o caso que [Fov—o (em que | € a relagiao de inferéncia de
tais sistemas), ou seja, o principio do terceiro excluido nao é valido. Outro exemplo é a
logica paraconsistente, na qual o principio da explosao (9) nao é valido. Em outras palavras,
em tais sistemas 16gicos nio é o caso que 'U{P,—p} Fa, para todo a.eL; pode haver
enunciados da linguagem légica que nao sao deduzidos a partir de uma contradigao. Co-
mumente nessas logicas também nao valem o principio da redugao ao absurdo (8) e o
principio da nao contradi¢ao (7). Apesar de a énfase deste livro ser na exposi¢ao das 16-
gicas classicas proposicional e de primeira ordem, introduziremos no capitulo 7 alguns sis-

temas l6gicos ndo classicos, entre eles um sistema intuicionista e dois paraconsistentes.

Dois pontos devem ser mencionados antes de terminarmos este capitulo. Primeiro
um esclarecimento em relagao ao uso da palavra “légica”. Conforme o leitor deve ter
observado, temos usado, nesta se¢ao, esse termo para designar um sistema logico espe-
cifico ou uma classe de sistemas logicos. Assim falamos, por exemplo, na légica classica
proposicional e na légica de predicados de primeira ordem, designando dois sistemas
logicos especificos, e também na logica classica e na logica paraconsistente, designando
dessa forma classes de sistemas logicos. Assim, é pratica comum se usar o termo “logi-
ca” para se referir tanto a discip/ina incumbida de desenvolver e estudar sistemas logicos,
como aos proprios sistemas légicos.

Segundo, existem basicamente duas maneiras distintas de se definir a relagao de in-
feréncia de um sistema logico: sezanticamente e sintaticamente. Grosso modo, a distingao é
que, enquanto a defini¢ao semantica faz uso de conceitos semanticos como o conceito
de verdade e, em dltima instancia, atenta para o significado dos simbolos, em uma abor-
dagem sintatica nenhuma consideragio ¢ feita sobre o significado dos termos, enfocan-
do-se exclusivamente a forma l6gica dos enunciados. Por fazer referéncia ao significado
dos simbolos, uma definicao semantica ¢ mais intuitiva, no sentido de que o fato de tal
defini¢ao ser ou nao uma construgao do que entendemos como sendo a relagao de con-
sequéncia l6gica ser mais facilmente identificavel. Por outro lado, no uso efetivo da re-
lagdo de inferéncia na avaliagao de argumentos, uma definicao sintatica é mais eficiente.
Assim, tradicionalmente, a relagao de inferéncia de um sistema légico ¢ definida tanto
sintatica como semanticamente. E, para distinguir uma da outra, usa-se tanto uma no-
menclatura como uma simbologia especial. Para a relag¢ao de inferéncia definida sintati-
camente reservamos o termo “relacio de dedu¢ao”, sendo um simbolo especial, “F”,
usado para designar tal relagdo. Para a relagao de inferéncia definida semanticamente re-
servamos o termo “relagdo de consequéncia logica”, sendo o simbolo “F” usado para
designa-la. Quando quisermos falar de tal relacao independentemente de ela ser defini-
da sintatica ou semanticamente, procedemos como fizemos aqui € usamos a expressao

“relacdo de inferéncia” e o simbolo |E.
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Dado isso, uma maneira mais correta de caracterizar um sistema logico seria identi-
fica-lo como uma tripla

<L,;-E>,
em que L ¢é sua linguagem légica, - sua relagao de inferéncia definida sintaticamente e
F a mesma relacao definida semanticamente. A parte incumbida de definir E nés cha-
mamos de a sezzdntica dalégica em questdao. A parte do sistema incumbida em definir
n6s chamamos de o cilenlo do sistema. B assim que falamos, por exemplo, no calculo
proposicional e no célculo de predicados de primeira ordem, significando com isso a
definicao sintatica da relagiao de inferéncia da légica classica proposicional e da l6gica
classica de predicados de primeira ordem, respectivamente. Enquanto que as semanti-
cas das logicas classicas proposicional e de predicados de primeira ordem sao introduzi-
das nos capitulos 4 e 10, respectivamente, os calculos proposicional e de predicados de
primeira ordem sio introduzidos nos capitulos 5 e 11, respectivamente'”.

Mas dado que podemos definir a relagao de inferéncia = de uma légica sintatica e
semanticamente, sendo essas defini¢oes, do ponto de vista formal, naturalmente dife-
rentes, podemos perguntar: como saber se a defini¢ao sintatica b e a defini¢ao semanti-
ca E definem realmente a esma coisa, isto é E? Trivialmente, para que - e E realmente
correspondam a mesma relagdo de inferéncia, dado um conjunto de férmulas I'eLL e
uma férmula a.€l., devemos ter que

(10) se I'au entao I'=a,
e que
(11) seI'Ea entio I'a.

Em outras palavras, deve ser o caso que se <L,0t> é um argumento valido de acordo
com a relagao de inferéncia sintatica -, ele também deve ser de acordo com a relagao
semantica =, e se <L, o> é um argumento valido de acordo com -, ele também deve
ser de acordo com F. Chamamos a propriedade (10) de a corretude do sistema logico em
questao, e (11) de sua completude. A demonstragao de tais propriedades é um dos resulta-
dos mais importantes do que chamamos acima de metalogica. Reservamos o capitulo
12 para tratar da metalégica, sendo os teoremas da corretude e da completude tratados
na secao 12.4.

14. E digno de nota que ha maneiras diferentes de definir sintaticamente uma relacdo de inferéncia. Pode-se ter,
por exemplo, um calculo axiomatico, isto €, um calculo que € definido de acordo com o chamado método axiomati-
co, um calculo de deducédo natural ou um calculo de sequente. Neste livro utilizaremos exclusivamente o método
axiomatico para definirmos os nossos célculos. Informacées detalhadas sobre em que consiste tal método sao da-
das na secdo 5.2.
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2.3 Exercicios propostos

1. Como devemos entender a expresséao “logica matematica”?
2. Responda as perguntas abaixo:
a. Qual a forma geral da relagao de dedugao |F?
b. Na relagao a seguir, 0 que sdo premissas e o que é conclusao?
{AvB,-B,AvC—-D}|=-D.
c. Mencione e explique trés propriedades que a relagao de deducéo = pode ter.
3. Responda as perguntas abaixo:
a. O que é um sistema logico?
b. Em que aspectos dois sistemas légicos podem diferir um do outro?
4. Explique a diferenga, do ponto de vista da logica, entre sintaxe e seméantica.

5. Mencione dois sistemas logicos ndo classicos, e diga quais suas caracteristicas identifi-
cadoras.

6. Quais as duas principais maneiras de se definir uma relacdo de inferéncia?
7. De acordo com a nomenclatura que utilizamos, qual a diferenca entre |F, — e =?
8. O que é corretude e completude?
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LOGICA PROPOSICIONAL







3
Linguagem proposicional

3.1 Linguagens ldgico-formais e linguagem natural

Conforme dissemos no capitulo anterior, um sistema logico pode ser caracterizado
como um par <L,|F> em que L ¢ a sua linguagem légica e |F é a sua relagao de inferéncia
ou, alternativamente, como um triplo <, E> em que L ¢ a linguagem logica, - a rela-
cao de inferéncia () definida sintaticamente ¢ E a mesma relacdo definida semantica-
mente. Neste capitulo introduziremos uma linguagem logica especifica que faz parte de
diversos sistemas logicos: a Znguagen proposicional. Essa linguagem ja foi na verdade intro-
duzida informalmente e de forma muito breve no primeiro capitulo. Nele noés a utiliza-
mos para evidenciar a utilidade de um simbolismo especial na representacao da estrutura
légica de sentengas e argumentos. Continuaremos aqui essa empreitada elucidativa e, an-
tes de apresentarmos a linguagem proposicional propriamente dita, tentaremos elaborar
um pouco mais sobre a necessidade de dispormos de linguagens légico-formais na repre-

sentagio de enunciados e no estudo dos argumentos validos".

Para comecar, poderfamos perguntar por que, ao invés de simbolos especiais, que
sem sombra de duvida sao extremamente estranhos a0 nao iniciado, nao utilizamos
uma linguagem natural especifica, ja que as linguagens naturais sao indubitavelmente
capazes de representar a grande maioria dos argumentos?'’

Um primeiro ponto a ser evocado na resposta a essa pergunta ¢ o fato, ja discutido
no primeiro capitulo, de que a légica deve se preocupar com a forma, e nao com o con-
teudo dos enunciados. Assim, é importante dispor de simbolos que, nao tendo atrelado

15. Convém advertir que essa secao tem como objetivo esclarecer alguns pontos cruciais a respeito do uso de lin-
guagens formais em geral. Assim, de forma semelhante a como fizemos no capitulo 1, visando tornar mais enfaticos
alguns pontos cruciais da nossa exposi¢do, faremos uso aqui de notacdo ndo pertencente a linguagem proposicio-
nal (que é o foco principal do capitulo), mas a outra linguagem ldgica, a ser introduzida formalmente no capitulo 9,
chamada de linguagem de predicados de primeira ordem.

16. Uma excecdo disso sdo obviamente os argumentos matematicos que, por sua prépria natureza, exigem uma
simbologia especial.
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a eles nenhum significado especifico, deixem clara a forma légica dos enunciados. Na-
quele capitulo demos como exemplo que a forma do argumento

(1) Se Sécrates ¢ homem, entao Socrates ¢ mortal.
Soécrates é homem.
Portanto, Socrates é mortal.

apenas ficaria explicita quando substituissemos o conteudo especifico dos enunciados
que compdem o argumento pelo que podemos chamar de variaveis proposicionais, ou
seja, simbolos que ndo denotam nenhuma proposi¢ao em particular, mas apenas mar-
cam um lugar que pode ser ocupado por qualquer enunciado:
(1) Se A, entao B.
A.
Portanto, B.

Além disso, visto que a forma gramatical exibida por um enunciado escrito em lin-
guagem natural pode nao corresponder a sua forma légica, utilizar a linguagem natural
sem nenhum refinamento pode atrapalhar a tarefa do 16gico de identificar os argumen-
tos validos. Entre os exemplos que demos no capitulo 1, vimos que, a despeito de sua
forma gramatical, a forma 16gica da sentenca

(2) Todos os homens sao mortais
¢ mais adequadamente representada pelo esquema de sentenga abaixo:

(2’) Para todo individuo x, se x ¢ Z, entdo x €'Y,
ou, ja utilizando o simbolismo de uma linguagem loégico-formal:

2”) Vx(Z(x)>Y())

Diretamente relacionado com essa dificuldade da linguagem natural em exibir de
forma clara a estrutura légica dos enunciados esta o fato de que muitas vezes o significa-

do ou papel logico de certos termos da linguagem natural é ambigno. Considere os se-

guintes enunciados:
(3) Os rubis sao vermelhos.
(4) Os meses do ano sao doze.

Uma analise superficial desses enunciados poderia nos levar a concluir que, tendo a
mesma estrutura ou forma gramatical, eles devem obviamente possuir a mesma forma
logica, mesmo que essa forma logica seja diferente das suas formas gramaticais. Apos
uma breve reflexao, no entanto, concluiremos que o significado, digamos assim, do ver-
bo “ser” em (3) ¢ completamente diferente do seu significado em (4), o que certamente
implicara formas logicas diferentes. Ao dizer que os rubis sao vermelhos, estamos obvi-

amente querendo dizer que os rubis possuem a propriedade vermelha, ou que a classe
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de rubis esta contida na classe de objetos vermelhos. Utilizando o formalismo que in-
troduzimos informalmente no capitulo 1, representariamos isso da seguinte forma:

(3) VxRE)->V(X)
em que R significa a propriedade de ser rubi e V a propriedade de ser vermelho. Ja no
caso de (4), estamos simplesmente querendo dizer que o nimero de meses (em um ano)
¢ igual a doze, o que pode ser representado simplesmente por

(4’) Numero de meses = 12

Assim, claramente o significado ou papel l6gico do verbo “ser” é ambiguo: enquan-

to em (3) ele significa algo como continéncia entre conjuntos ou classes, em (4) ele ja
significa identidade. Consideremos outro exemplo:

(5) Os quadrados sao losangulos e retangulos.
(6) Os seres vivos sdo 0s animais ¢ os vegetais .

Aqui, (5) e (6) estao usando o conectivo “e” com significados completamente dife-
rentes. Isso pode ser visto se representamos (5) e (6) em termos de conjuntos:

(5’) Quadrado = Losangulo M Retangulo.

(6) Ser vivo = Animais U Vegetalis.
em que N significa intersecgao entre conjuntos, e U unido. Aqui temos que, enquanto
em (5) o conectivo “e” significa interse¢ao entre conjuntos, em (6) ele significa uniao,
ou seja, duas coisas completamente diferentes. Essa ambiguidade se tornara ainda mais
clara se decidirmos representar (5) e (6) formalmente:

(57) Vx(QE)—-LEARX)

(6”) Vx(SE)—=>AX)VV(X))
em que o QQ significa a propriedade de ser quadrado, L a de ser um losangulo, R a de ser
um retangulo, S a de ser um ser vivo, A a de ser um animal, e V a de ser um vegetal.
Aqui, além de termos que as formas de (5”) e (6”), que supostamente revelam as formas
logicas de (5) e (6), respectivamente, sao diferentes das formas gramaticais exibidas em
(5) e (6), temos curiosamente que o termo “e” presente em (0) corresponde na verdade
nao a uma conjun¢ao, mas a uma disjungao, ou seja, a0 termo “ou’’, que na Nossa sim-
bologia ¢é representado por V.

Alguém poderia, no entanto, perguntar se a ambiguidade ¢ realmente ruim. E real-
mente tao importante assim que os nossos enunciados sejam isentos de ambiguidade?
Para responder essa pergunta, suponha que estejamos analisando a validade do seguinte
argumento, ¢ o facamos sem tradu¢ao para uma linguagem formal:

(7)x éy.
Portanto, y é x
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em que x e y sao dois objetos quaisquer. Como aqui nao estamos interessados em um argu-
mento em particular, mas em toda uma classe de argumentos que possuem a forma de (7),
nao devemos especificar o que sio os objetos x e 5. Claramente entao a pergunta que nos
interesse é: o esquema de argumento (7) é valido ou nao? Ou, em outras palavras, € o caso

que todos os argumentos que possuem a mesma estrutura de (7) sao validos?

Infelizmente, neste caso, n6s nao seremos capazes de dar uma resposta, pois, como
vimos, o significado do termo “¢” é ambiguo. Se interpretarmos “¢” como em (4), em
termos de identidade, claramente o argumento acima sera valido. No entanto, se o in-
terpretarmos como em (3), ele serd invalido, pois o fato de a classe de rubis, por exem-
plo, estar contida na classe de coisas vermelhas nao implica que a classe de coisas ver-
melhas esteja também contida na classe de rubis. Assim, a menos que desambiguemos o
significado dos termos de nossa linguagem, a nossa tarefa de analise l6gica dos argu-
mentos estard seriamente comprometida.

Outra fonte de ambiguidade em linguagem natural ¢é o fato de ela permitir certos as-
sim chamados termos l6gicos, por exemplo, aparecerem em qualquer parte da sentenca.
Considere o termo “nao”, por exemplo. De uma forma geral, existem diversas maneiras
através das quais um enunciado pode ser negado, e o que acontece é que algumas dessas
construgoes sao de fato ambiguas. Considere o enunciado abaixo:

(8) Todos os homens nao sao bons.

Claramente este enunciado ¢ ambiguo. Nao esta claro se aqui queremos dizer que

(9) Nenhum homem ¢ bom,
que sera verdade somente se nenhum homem possuir a caracteristica de ser bom, ou se
queremos ao invés disso dizer que

(10) Nao ¢ o caso que todos os homens siao bons,
que, para ser verdade, ¢ necessario que apenas haja algum homem que nao seja bom.

Esse tipo de problema ¢ resolvido nas linguagens formais definindo regras rigidas
de formagao de enunciados, de forma que os termos que compoem um enunciado s6
possam aparecer em posi¢oes fixas e bem definidas dentro do enunciado. Por exemplo,
na maioria das linguagens légico-formais, o simbolo —, correspondente ao “nao”, apa-
rece sempre imediatamente antes da sentenca que ele nega, de forma a impedir constru-
¢Oes como (8), onde a negacao aparece antes do verbo. Assim, (9) e (10) seriam repre-
sentados, respectivamente, como segue:

©) Vx(Hx—>—Bx)
(10°) =Vx(Hx—>Bx),
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em que H significa a propriedade de ser homem e B a propriedade de ser bom. Aqui, ve-

mos ainda mais claramente em que sentido (9) e (10) diferem um do outro.

3.2 Simbolos proposicionais e conectivos logicos

Um dos objetivos entdo a serem perseguidos na constru¢ao de uma linguagem 16gi-
ca ¢ que seus termos sejam livres de ambiguidade, o que significa que cada termo da lin-
guagem deve ter apenas um significado ou interpretacio. Também queremos obvia-
mente que tais termos tenham no minimo uma interpretacdo, ou seja, NA0 queremos

termos que nao signifiquem nada.

Apesar de tais diretrizes, bastante razoaveis, devemos admitir, a questio do signifi-
cado dos termos de uma linguagem logica ¢ algo que, talvez surpreendentemente, nao
esta contemplado na definicao formal da linguagem: a atribuicao de algo digno de ser
chamado de o significado dos termos da linguagem logica aparecera apenas nas defini-
¢Oes sintatica e semantica da relagao de inferéncia. De um ponto de vista rigoroso, lin-
guagens logicas sao estruturas #do interpretadas, isto ¢, estruturas cujo significado de seus
termos esta completamente em aberto, por assim dizer. No entanto, por fins didaticos,
introduziremos nesta se¢ao a linguagem proposicional fazendo referéncia ao significa-
do ou interpretagao de seus componentes, estando claro, no entanto, que a defini¢ao
formal de tal significado sera feita apenas nos capitulos 4 e 5.

Uma das caracteristicas mais relevantes do que estamos chamando aqui de lingua-
gens logico-formais é a sua composicionalidade. Tal caracteristica pode se apresentar em di-
versos niveis da construc¢ao de um sistema légico; no que concerne a construgao de uma
linguagem, composicionalidade significa basicamente que os elementos desta lingua-
gem devem ser compostos por, ou serem construidos a partir de, elementos mais sim-

ples. Por exemplo, a sentencga

(11) No verao o sol nasce mais cedo e se poe mais tarde, e no inverno ele nasce mais
tarde e se poe mais cedo.

que obviamente pertence a uma linguagem especifica, ¢ composta por varios compo-

2 <<

nentes mais simples da mesma linguagem, a saber, os termos “No”, “verao, “0”, “sol”,

) <<
b

em certo sentido, (11) é composto por, ou é construido a partir de, outros enunciados

“nasce”, “mais”, etc. No que se refere a sentengas ou enunciados, podemos dizer que,

mais simples, a saber,
(12) No verao o sol nasce mais cedo e se pde mais tarde.

(13) No inverno o sol nasce mais tarde e se poe mais cedo.
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que sio “unidos” com o auxilio do termo “e” (antecedido pelo simbolo “”)". (12) e (13),
por sua vez, também podem ser tomados como compostos por outros enunciados mais
simples. No caso de (12), podemos dizer que ele é composto pelos dois enunciados abaixo:

(14) No verao o sol nasce mais cedo.

(15) No verao o sol se poe mais tarde.

Ja no caso de (13), dizemos que ele é composto pelos enunciados abaixo:
(16) No inverno o sol nasce mais tarde.

(17) No inverno o sol se pde mais cedo.

Veja que se assumimos que todo enunciado em uma linguagem ¢ composto por
enunciados mais simples, é necessario que haja certo conjunto de enunciados elementa-
res, ou seja, que, apesar de servirem de base para a construgao ou composicao de todos
os outros enunciados, eles mesmos nao sio compostos por enunciados mais simples. A
tais enunciados nés damos o nome de exunciados atimicos.

Na linguagem proposicional, os chamados szbolos proposicionais correspondem a tais
enunciados atomicos. Apesar de que aqui nao iremos impor nenhuma restri¢ao no que se
refere a forma grafica dos simbolos proposicionais, iremos comumente usar letras maids-
culas do alfabeto latino para representar tais simbolos. Assim, se quiséssemos, por exem-
plo, representar os enunciados acima na linguagem proposicional, poderfamos dizer que
os simbolos proposicionais A, B, C e D significam, respectivamente, (14), (15), (16) e (17):

A: No verao o sol nasce mais cedo.

B: No verao o sol se poe mais tarde.
C: No inverno o sol nasce mais tarde.
D: No inverno o sol se pée mais cedo.

Dois pontos devem ser bem compreendidos no momento de se realizar a empreita-
da de representar enunciados em lingua natural na linguagem proposicional. Primeiro,
que apenas enunciados completos, passiveis de serem verdadeiros ou falsos, podem ser
representados como simbolos proposicionais. Por exemplo, o fragmento “se poe mais
tarde” nao pode, a rigor, ser representado por um simbolo proposicional, pois ¢ um
enunciado incompleto, nao passivel de ser classificado como falso ou verdadeiro; “O

que se poe mais tarder”, poderiamos perguntar.

Segundo, apenas enunciados atémicos, que nao podem ser divididos em enuncia-
dos (completos) mais simples, podem ser representados como simbolos proposi-

17.Veja aqui que substituindo o pronome “ele” pelo termo “sol" em (13) tornamos explicito o que em (11) estava
obviamente claro, mas apenas de uma forma implicita: que o pronome “ele" se refere ao termo "sol".
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cionais. Assim, seria incorreto representar, por exemplo, (12), como um simbolo pro-
posicional, pois claramente (12) é composto por dois outros enunciados, a saber, (14) e
(15). Para representar (12) precisamos juntar, por assim dizer, os enunciados (14) e (15)
como auxilio da conjungio “e”. Como vimos rapidamente no capitulo 1, usa-se comu-
mente o simbolo “A® para representar o termo “e”, de forma que (12) seria representa-

do na linguagem proposicional como segue:

(12 AAB
(13) por sua vez seria representado por

(13) CAD

Chamamos A de o conectivo da conjuncgao, ou simplesmente conjunedo. Veja que po-
demos usar a conjun¢ao quantas vezes quisermos para formar enunciados nao atomi-
cos ou complexos. Podemos, por exemplo, juntar (12°) e (13°) e assim obter uma represen-
tacao ou traducio de (11) na linguagem proposicional:

(11) (AAB)A(CAD)

Os parénteses aqui servem para delimitar os componentes da conjuncio, ou seja,

que o enunciado ou firmula (11°) ¢ composta pela conjuncao das férmulas AAB e CAD.

Como vimos na se¢ao anterior, entretanto, o termo “e” da linguagem natural pode
ter mais de um significado. Uma maneira de nao deixar duvidas em relacao ao fato de
que 0 que queremos representar com A é precisamente o conceito de conjungao ¢ exa-

minar o que chamamos de Zabela de verdade do conectivo A:

B | anB

o |m | < | <R
< | <
o || |<

Aqui a e B sdo duas férmulas quaisquer, sejam atdmicas ou nao (a0 pode set, por
exemplo, o enunciado ou férmula atomica A, mas também a férmula AAB, a férmula
(AAB)ABAC), etc.); “V” e “F” significam, respectivamente, “verdadeiro” (ou “verda-
de”") e “falso”. Dizemos que “V” e “I"” sdo os dois possiveis valores de verdade de uma
férmula. Assim, o que temos acima é a representacdo do valor de verdade de oA (colu-

18. Estaremos aqui usando os termos “verdade” e “verdadeiro” de forma equivalente. Em particular, usaremos am-
bos os termos como qualificadores de enunciados e formulas (o conceito de formula sera explicado logo abaixo).
Por exemplo, podemos escrever tanto “o enunciado S ¢ verdade"” como o "o enunciado S ¢ verdadeiro”.
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na mais a direita) em cada uma das possiveis combina¢oes de valores de verdade de aL e
B (duas colunas mais 2 esquerda). Por exemplo, temos na primeira linha da tabela que se
o é verdade e B é verdade, entio oA é verdade. Se a é verdade, mas 3 é falso, teremos
que oA € falso. O mesmo acontece se o € falso e 3 é verdade, e se ambos sao falsos.

Enquanto que simbolos proposicionais fazem parte do que chamamos de sizbolos
ndo ldgicos da linguagem proposicional, o conectivo A faz parte dos sizbolos ligicos da lin-
guagem proposicional. Um segundo simbolo légico, que obviamente pode ser usado na
construcdo de férmulas complexas, é o simbolo de 7egacio —". Por exemplo, se quiser-
mos representar o enunciado

(18) No verao o sol nao nasce mais cedo.
que efetivamente ¢ verdadeiro em regides muito proximas ao equador, escreverfamos

(18) =A

Lemos —A como “nao ¢é o caso que A”, ou simplesmente “nao A”. Se quiséssemos
representar a negac¢ao de (11) escreveriamos

(19) =((AAB)A(CAD))

Veja que aqui o uso dos parénteses ¢ indispensavel para evitar ambiguidades: ao co-
locarmos toda a férmula (AAB)A(CAD) entre parénteses, com — antecedendo o primei-
ro paréntese, deixamos claro que o que se esta negando ¢ efetivamente (AAB)A(CAD).
Contraste isso com uma situa¢ao na qual tivéssemos dispensado estes parénteses mais

externos:
(19") =(AAB)A(CAD)
Aqui, estaria no minimo ambiguo se o que estamos negando ¢ a férmula AAB ou a

tormula (AAB)A(CAD). Assim, para evitar ambiguidade na escrita das nossas formulas,

em muitos casos ¢ imprescindivel que fagcamos uso dos parénteses.

Conforme mencionamos na se¢ao anterior, o fato de a linguagem natural permitir
que o termo “nao” apareca em varios lugares dentro do enunciado ¢ fonte de ambigui-
dades. Isso ¢ evitado na linguagem proposicional, e na verdade na maioria das lingua-
gens logico-formais, exigindo que o simbolo da negagao apare¢a necessariamente antes
do enunciado que esta sendo negado, sendo tal enunciado bem definido, possivelmente
com o auxilio de parénteses. A tabela de verdade de —, extremamente simples, diga-se

de passagem, é como segue:

19. E bastante comum encontrarmos também o simbolo ~ como significando o simbolo ldgico da negacéo.
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Temos aqui que —a é verdade se e somente se o for falso, e =0 ¢ falso se e somente

se o for verdade.

O terceiro simbolo l6gico tenciona representar a disjungdo, expressa em linguagem na-
tural através do termo “ou” e representada aqui pelo simbolo V. Assim, se o ¢ 3 sio duas
formulas, ooV também serda uma férmula, neste caso significando “a ou B”. Supondo,

por exemplo, que os simbolos proposicionais E e F tenham os significados abaixo:
E: O quarto esta arrumado.
F: O carro esta limpo.
o enunciado
(20) O quarto esta arrumado ou o carro esta limpo.
seria representado na linguagem proposicional por
(20" EvF

Segue abaixo a tabela de verdade do v:

Mo < <R
< || <
< | <<

Aqui temos que no minimo um dos membros da disjun¢ao deve ser verdade para
que toda a férmula seja verdade: nos casos em que o e 3 sao ambos verdade, o é verda-
de e B é falso, e a é falso e 3 é verdade, av é verdade. O tnico caso em que avf é falso
¢ quando tanto oL como 3 sio falsos.

Aqui se podetia objetar que a interpretacao contida na primeira linha da tabela, que diz
que se a e B sao ambos verdadeiros, ooV também o ¢, conflita com o uso corrente que fa-
zemos da palavra “ou”. De acordo com esta visdo, a expressao “ou” encerra em si um as-
pecto exclusivo, de forma que para que a expressio “o ou 8 seja verdade, nao pode ser o

caso de ambos o e 3 serem verdade. Isso seria exemplificado pelo enunciado abaixo:

(21) Ou eu vou a faculdade ou eu vou a festa.
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Aqui, claramente temos a ideia de que, para que (21) seja verdade, eu nao posso ir
para a faculdade ¢ também ir para a festa.

O que temos aqui, de fato, é mais um caso de ambiguidade da linguagem natural.
Existem, na verdade, dois usos para a palavra “ou” na linguagem natural: o uso exclusivo,
exemplificado por (21), e o uso nclusivo, exemplificado por (20). Enquanto que a disjun-
¢do exclusiva proibe que ambos os termos da disjuncao sejam verdadeiros, a digjuncdo inclu-
sivaja permite isso. Para ver que (20) efetivamente incorpora essa interpretagao inclusi-
va, basta ver que um pai que ordene a seu filho que arrume o quarto ou lave o carro difi-
cilmente podera reclamar se o rapaz fizer ambos.

Isso ¢ obviamente importante para nds, pois a nog¢ao capturada por Vv é o ou inclusi-
vo, ndo o ou exclusivo. No entanto, podemos facilmente, utilizando os conectivos vis-
tos até agora, representar a ideia por tras da nogao de disjunc¢ao exclusiva. Supondo que
os simbolos proposicionais G e H sejam interpretados como segue:

G: Euvou a faculdade.
H: Eu vou a festa.
(21) seria traduzido para a linguagem proposicional como segue:
21) (GVvH)A—(GAH)
em que claramente ha a proibi¢ao de que ambos G e H sejam verdadeiros.
O ultimo simbolo légico do qual falaremos aqui tenta capturar a nogao de condiciona-

lidade encontrada em expressoes da linguagem natural como “se ... entao”. Considere a
sentenca abaixo, por exemplo:

(22) Se ha fumacga, entdao ha fogo.

Aqui, os dois enunciados que compdem (22) estao estruturados de tal forma que a
veracidade do primeiro garante a veracidade do segundo, isto ¢, se o enunciado “ha fu-
maga” é verdade, entdo o enunciado “ha fogo” também o é. Representaremos essa no-
cdo através do simbolo —, de forma que se o e 3 sio féormulas, 0—f também ¢é uma
féormula. 0—f3 pode ser lido como “se a., entao B, “ol implica B ou “o somente se 3”.
O simbolo — é comumente chamado de condicional ou implicacio material™. Supondo que

os simbolos proposicionais I e | sejam interpretados como descrito abaixo:
I: H4 fumaca.
J: Ha fogo.

20. Também encontramos, principalmente nos manuais de l6gica mais antigos, o simbolo > como designando a im-
plicacdo material.
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(22) seria traduzido para a linguagem proposicional como segue:

(22) 1]

A enunciados deste tipo damos o nome de wplicagies ou condicionais, visto que a vera-
cidade do antecedente do condicional — no caso de (22°) a férmula I — é uma condicao sufi-
ciente para a veracidade do seu consequente — no caso de (22°) a férmula J. Isso pode ser
visto melhor se lemos I—=] como “I somente se J”: I é verdade somente se | for verdade,

ha fumaga somente se houver fogo. A tabela de verdade de — é como segue:

B |a—P

M| < (<R
o< o<
< < |T|<

Aqui temos, antes de tudo, na primeira linha da tabela, que se ambos antecedente e
consequente de um condicional sio verdadeiros, entdo o condicional como um todo
também o é. Por outro lado, caso o antecedente a seja verdade e o consequente 3 seja
falso, trivialmente o—>f} ¢é falso. Isso estd dito na linha seguinte. As linhas terceira e
quarta da tabela basicamente dizem que, independentemente do valor de verdade do
consequente, caso o antecedente de um condicional seja falso, o condicional como um
todo sera verdade. Veja que a primeira e terceira linhas da tabela estabelecem algo seme-
lhante relativo ao consequente: independentemente do valor de verdade do anteceden-
te, caso o consequente seja verdade, o condicional também o é.

O leitor atento deve ter notado algo de estranho na determinagao do valor de ver-
dade de o—> dado nas duas dltimas linhas da tabela. Enquanto patece extremamente
razoavel considerar o—3 como verdade quando o é verdade e B é verdade, e como fal-
so quando a ¢ verdade e B ¢ falso, a primeira vista parece um pouco bizarro dizer que
o—f é verdade em uma situacio onde a é falso e B é verdadeiro. Tal estranheza au-
menta quando juntamos isso com o afirmado na quarta linha da tabela — que diz que
o—f é verdade se a € falso e ¢ falso — e vemos que, caso a seja falso, independen-
temente do valor de verdade de B, a—f3 é verdade.

Uma maneira de justificar isso seria como segue. Quando dizemos “se o entdo 37,
ou “a somente se ”, estamos basicamente estabelecendo uma relacio entre os valores
de verdade dos enunciados o e B, a saber, a relacao que diz que se a for verdade, 3 tam-
bém o é. Ha, através desses enunciados, algo como que a garantia de que sempre que o
for verdade, B também o serd. Mas veja que essa relacio sé especifica algo a respeito da
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situacao na qual a é verdade: ela nao diz nada sobre uma circunstancia onde o seja falso.
E mais ou menos como se ao dizer a—>p eu esteja assumindo um compromisso de ga-
rantir que, caso o seja verdade, B também o serd. No entanto, ao fazer isso, eu nio estou
assumindo compromisso nenhum no caso de a ser falso. Caso o seja falso e P seja ver-
dadeiro, ou a falso e B falso, 0 meu compromisso expresso através de o—>f nio terd
sido em absoluto invalidado.

Outra maneira de justificar estas duas ultimas linhas ¢ fazer referéncias ao fato 6b-
vio que, seja qual for nossa analise da implicagao, o enunciado “se a e B, entao 3 deve
ser verdade em todas as circunstancias. Assim, em primeiro lugar, caso o seja falso e 3
verdade, “o e 37 serd falso e B verdade, o que justificaria a terceira linha da tabela. Mas
se ambos o ¢ 3 forem falsos, tanto “ol e 37’ como B serdo falsos, o que justifica por sua
vez a ultima linha da tabela.

No entanto, apesar de tal justificativa, pode-se replicar que ha efetivamente algo de
paradoxal na tabela de verdade acima, e a razdo disso é a importante constatagao de que
nao ha exigéncia alguma, na nossa analise dos condicionais, de que o antecedente seja 7e-
levante para o consequente. Por exemplo, de acordo com a nossa interpreta¢ao, os enun-
ciados abaixo sio verdadeiros:

(23) Se Napoleao Bonaparte niao esta morto, entdo a lua niao é o unico satélite da

terra.

(24) Se Napoleao Bonaparte esta morto, entdo a lua ¢ o tnico satélite da terra.

Isso obviamente ¢ o caso devido ao fato ja mencionado que qualquer condicional
com o consequente verdade ou antecedente falso ¢ verdade. Portanto, pode-se objetar
que nossa analise l6gica vai de encontro ao uso corrente de expressoes condicionais em
linguagem natural.

No entanto, nao ¢ dificil de ver que nds efetivamente usamos, em linguagem natu-
ral, condicionais sem pressupor nenhuma conexao entre antecedente e consequente,
como, por exemplo, ao dizermos

(25) Se Maomé for um cristao, entao eu sou um macaco.
ou

(26) Se 2+2 é igual a 4, entdo eu ganharei esta partida.

Enquanto em (25) estamos negando o antecedente, colocando-o em um condicional
com um consequente claramente falso, em (26) estamos afirmando o consequente, ape-
lando para o fato de que o antecedente ¢é claramente verdade. Poder-se-ia, no entanto, re-
plicar que tais construgoes sao indubitavelmente escassas no uso da linguagem natural.
Apesar de tal réplica obviamente nao ser valida, pois uma construgao linguistica nao deixa
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de ser auténtica apenas por ser pouco usada, ela nos leva a considerar uma questao deve-
ras interessante na discussao ora em tela: por que seriam tais usos escassos?

A resposta a esta pergunta ¢ que, na grande maioria das vezes, nos utilizamos de
construgoes do tipo “se ... entdo” apenas em circunstancias nas quais os valores de ver-
dade do antecedente e consequente nos sio desconhecidos. E em tais circunstancias, a
“estranheza” do que esta explicito nas linhas 3 e 4 da tabela de = nao pode se manifes-
tar. Mas uma das tarefas da analise logica é tornar explicito o que se encontra apenas de
forma implicita nos usos correntes da linguagem natural. E para replicar eventuais acu-
sagoes de incorretude na nossa analise 16gica, como a de que tal analise deixou de fora
algum aspecto importante na nog¢ao que ela tinha como objetivo analisar, exibem-se al-
gumas instancias, claramente legitimas do ponto de vista do uso corrente da linguagem
natural, em que tal aspecto esta presente. Assim, exibindo casos legitimos de uso de
condicionais em linguagem natural onde a referida relevancia entre antecedente e con-
sequente nao esta presente, no minimo abrandamos a acusagao de que, por conta de
nio levar tal aspecto em consideragio, nossa analise seria de certa forma defeituosa®.

Para finalizar esta se¢ao, devemos enfatizar o fato de que, na linguagem proposicio-
nal, proposi¢des simples ou atomicas, representadas como vimos pelos simbolos pro-
posicionais, sao tratadas como nao analisdvess. Isto significa que nao ¢ feita nenhuma
tentativa de identificar a estrutura l6gica de tais componentes. A tinica coisa que nos in-
teressa neste ponto sao as relagoes logicas entre proposices. Considere, por exemplo,
o enunciado abaixo:

(27) Ha uma causa que ¢ a causa de todas as coisas, sendo ela mesma nao causada.
Aqui, obviamente, este enunciado ¢ composto por enunciados mais simples, a saber,

(28) Ha uma causa que ¢ a causa de todas as coisas.

(29) A causa de todas as coisas ¢ nao causada.

que, por sua vez, sao passiveis de serem analisados e terem suas partes constituintes de-
terminadas. E, devido ao uso do termo “causa”, muito provavelmente tal analise revela-
ra algo de comum entre as formas logicas de (28) e (29). No entanto, no que se refere a
linguagem proposicional, o que estamos chamando aqui de analise 16gica para, por as-
sim dizer, na determinacdo de que (27) é uma conjuncao entre (28) e (29), nao havendo
nenhum esforco para analisar a forma logica de (28) e (29). Designando os simbolos

21.Convém notar que objecdes a interpretacdo classica da implicacdo material, que vao, na verdade, bem mais
além das objecdes que mostramos aqui, levaram ao surgimento de |6gicas que interpretam — de forma diferente,
sendo as ldgicas relevantes o melhor exemplo disso.
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proposicionais K para representar (28) e L. para representar (29), terfamos que (27) seria
representado por

(27) KAL

A analise de (28) e (29) s6 sera possivel a partir da quarta unidade deste livro, onde
introduziremos a linguagem de predicados de primeira ordem.

3.3 Definicdo da linguagem proposicional

Até agora apresentamos a linguagem proposicional de maneira informal. Nesta se-
¢ao apresentaremos tal linguagem de forma que possamos precisar com clareza que
enunciados realmente pertencem a essa linguagem. Vimos na se¢ao anterior que a lin-
guagem proposicional tem trés tipos de componentes: os simbolos logicos, a saber —,
A, V e —=; os simbolos nao logicos, compostos pelo conjunto de simbolos proposicio-
nais; e os parénteses, que chamamos simplesmente de sizbolos de pontnagao — sendo os
enunciados pertencentes a linguagem proposicional formados por esses simbolos. Mas
pode-se perguntar: formados de que maneira? Por que, por exemplo,

(30) (AAB)—C)
pertence a linguagem proposicional mas

(31) (vC—)v(—=>DAvV)
nao pertencer O nosso proposito nesta se¢ao sera definir de forma rigorosa a lingua-
gem proposicional de forma a podermos responder de forma inequivoca perguntas
como essa. Ademais, como veremos, para demonstrar certas propriedades dalégica em
questao, a linguagem e todos os outros componentes da légica tém de estar definidos de
forma precisa.

Abaixo temos a definiciao que realiza essa tarefa de caracterizar de forma precisa a
linguagem proposicional.

DEFINIGCAO 1.1 Seja P um conjunto contavel de simbolos chamados simbolos

proposicionais. A Znguagem proposicional 1., ¢ definida como segue:
(i) Se aeP, entio ael;
P
(i) Se oL, entio (mo) €L ;
(iii) Se o,,B€L, entio (aAP) €L ;
(iv) Se o,B€L , entio (avP)eL ;
(v) Se o,BeL, entio (a—>P)eL;

(vi) Nada mais pertence a L.
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Os itens (i)-(vi) sao conjuntamente chamados de regras gramaticais ou regras de formagao
. c o~ 22 .
de L . Chamaremos os membros de L, de enunciados, proposicoes™ ou formulas.

Como, de acordo com a defini¢ao 1.1 o conjunto de simbolos proposicionais P é
um parametro a ser fornecido na construcio de L e como obviamente podemos con-
ceber diferentes conjuntos de simbolos proposicionais, teremos que, para cada conjun-
to de simbolos proposicionais fornecido, havera uma linguagem proposicional diferen-
te. No entanto, qual conjunto de simbolos proposicionais ¢ usado na definicao de L, ¢
completamente irrelevante para o estudo que daremos cabo aqui. Assim, assumiremos
daqui em diante a existéncia de um conjunto arbitrario qualquer de simbolos proposicio-
nais a ser usado em conjunto com a defini¢io 1.1. Conforme dissemos na se¢ao anteri-
of, representaremos os elementos de P por letras maitsculas (pertencentes, geralmente,
ao inicio) do alfabeto latino. Abaixo segue a definicao que precisa os varios componen-

tes da linguagem proposicional:

DEFINICAO 1.2 Chamamos o conjunto A ={—,A,V,—>}U{(,) } UP de o affabeto de
LP, sendo os membros de {—,A,v,—>} chamados de sizbolos ligicos de LP, os de P de sim-
bolos néo ldgicos e os membros de {(,)} de simbolos de pontuacio™.

Vejamos agora como a definicao 1.1 pode responder a pergunta que fizemos no ini-
cio desta secao, isto ¢, por que (30) pertence a L, mas (31) ndo.

Em certo sentido, o que a defini¢ao 1.1 faz ¢ exatamente nos dizer o que (isto ¢,
quais sequéncias de simbolos) pertence ou nao a L . Vejamos como isso acontece no
caso de (30). Para facilitar nosso trabalho, considere o que chamamos de a drvore sintitica

da férmula (30):
N
/ N\
. C
/N
A B

22, Tradicionalmente, em filosofia da linguagem e filosofia da ldgica, os termos “proposi¢ao” e “enunciado” desig-
nam nocdes diferentes. Enquanto, por exemplo, “O céu € azul” e “The sky is blue” sdo enunciados de tipos diferentes,
escritos inclusive em linguas diferentes, esses dois enunciados expressam a mesma proposicao. Ha também autores
que estabelecem diferencas conceituais entre "enunciado” e "sentenca”. Ignoraremos aqui tais distincées e usare-

mos os termos "proposicdo”, “enunciado” e “senten¢a” como sindnimos.

23.Em um sentido muito importante, os parénteses também sdo simbolos ndo ldgicos. Entretanto, reservaremos
esse termo exclusivamente para aqueles simbolos nédo légicos passiveis de interpretagcdo semantica, como € o caso,
na linguagem proposicional, por exemplo, dos membros de P.
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O que temos aqui ¢ apenas uma forma alternativa, mais visual, dirfamos, de repre-
sentar (30). O conectivo superior da arvore, no caso acima —, diz que o enunciado em
questao ¢ uma implicacao. O que vem do lado esquerdo e direito de —, unidos a — por
uma linha, representam, respectivamente, o antecedente e consequente da implicagao.
Do lado direito, no final da linha, temos apenas o simbolo proposicional C, significando
que o consequente da implica¢ao ¢ tal simbolo proposicional. Do lado esquerdo temos
ao final da linha o conectivo A, significando que o antecedente da implicagdao é uma
conjuncao. Mas conjuncao de qué? Essa pergunta é respondida examinando o que vem

no final das linhas a esquerda e direita de A, a saber, os simbolos proposicionais A e B.

Voltando a defini¢ao 1.1 e a pergunta de como podemos usa-la para saber se (30)
pertence ou nao a L , o que os itens (i)-(v) nos dizem ¢, basicamente, que forma as se-
quéncias de simbolos que pertencem a L tém. De acordo com o item (v), sentencas da
forma (a—) pertencem a L se a€l, e Bel. . Claramente (30) tem a mesma forma
que (a—>P), sendo que no seu caso a setia (AAB) e B seria C. Assim, de acordo com o
item (v), se (AAB)€eL. e CeL, entio (AAB)—>C)€L.,. Vemos entio que, para respon-
der a nossa pergunta original, temos agora que responder duas perguntas intermedia-
rias, a saber, se (AAB) pertence a L , e se C pertence a L. Em relagio a segunda pergun-
ta, o item (i) nos garante que Ce L., pois C ¢ um simbolo proposicional, isto ¢, CEP. No
caso de (AAB), de acordo com (iii), se A€L, e BEL, entio (AAB)€L,. Mas como
A,BeP, isto ¢, como eles sao simbolos proposicionais, temos por (i) que A e B perten-
cem a linguagem proposicional. Assim concluimos que (AAB)—C) €L . Podemos re-

P

sumir esses passos como segue:

De acordo com Temos que

Item (v) 1. Se (AAB)eL._ e CeL , entio ((AAB)—>C)el. .
P P P

Item (iii) 1.1. Se AGLP e BGLP, entao (AAB) ELP.

Ttem (i) 1.1.1.AELP, pois AeP.

Item (1) 1.1.2. BeL, pois BeP.

Item (i) 1.2. CELP, pois CeP.

Aqui, os membros da primeira coluna justificam a afirmagao correspondente da se-
gunda coluna. Também a endentagao dos membros da segunda coluna determina o pa-
pel justificativo do item em questdao. Assim o item X.Y contribui para a justificagio do
item X: por exemplo, 1.1 e 1.2 justificam 1; e 1.1.1 e 1.1.2 justificam 1.1. E repare que a
endenta¢ao dos passos acima repete a mesma estrutura da arvore da férmula.

Vejamos como a defini¢dao funciona com outro exemplo:
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(32) (=((AAB)—=C))AD)
Abaixo temos a arvore da férmula, e logo em seguida os passos que devem ser efe-

tuados para justificar, através da definicao 1.1, que (32) pertencente a L ;

—|/ A\D

De acordo com Temos que

Ttem (i) L. Se (~((AAB)—>C))€L, e DeL,, entio

(=((AAB)=>O)AD) €L,
Item (ii) 1.1. Se (AAB)=>C) €L entio (~((AAB)—>C))el,
Item (v) 1.1.1. Se (AAB)eL. e CeL,, entio (AAB)—>C)eL
Ttem (iii) 1.1.1.1. Se A€l e BEL , entio (AAB)eL,
Item (i) 1L.1.1.1.1. AeL,, pois A€P
Item (i) 1.1.1.1.2. BEL , pois BEP
Ttem (i) 1.1.1.2. CeL,, pois CeP
Item (i) 1.2. DelL., pois DeP

Agora podemos perguntar: Como a defini¢ao 1.1 ird, de forma precisa, nos dizer
por que o enunciado

(31) (vC—=)v(—=>DAvV)
ndo pertence a L ? A resposta esta no item (vi), que nos diz que tudo o que pertence a
linguagem deve satisfazer a um dos itens (i)-(v), o que obviamente significa que se uma
dada sequéncia de simbolos nao satisfaz a nenhum desses itens, entao tal sequéncia de
formulas nao pertence a L . No caso de (31), temos que ela possui a forma exigida pelo
item (iv) — (@) — sendo a (VC—) e B (=>DAV). Mas para que (31) pertenga a L,
(VC=) e (DAV) devem, por sua vez, ambos pertencerem a L . O problema € que cla-

ramente n6s nao podemos usar nenhum dos itens da defini¢ao 1.1 para justificar que
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(v€C—)€eL, ou que (»DAV)eL, . Consequentemente, de acordo com o item (vi), (31)
ndo pertence a L .

Veja que nestas instancias de uso da defini¢ao 1.1, nés procedemos primeiro apli-
cando a férmula em questao, digamos (30), a um dos itens da defini¢do, e entdo suces-
sivamente efetuando o mesmo procedimento a todas as formulas que compdem (30),
obedecendo obviamente a hierarquia dessas formulas dentro de (30) (tal hierarquia
esta explicita na representagao da férmula em forma de arvore), até termos apenas
simbolos proposicionais que, dado o item (i) de 1.1, ndo mais produzem novas aplica-
coes de 1.1.

Além de vermos a defini¢ao 1.1 dessa forma, como um procedimento de verificagio
de se uma determinada concatenagao de simbolos pertence ou nao a linguagem légica,
também podemos ve-la como um procedimento de construgio de f6rmulas de L a partir
de elementos mais simples, no caso simbolos proposicionais, conectivos logicos e pa-
rénteses. Por exemplo, sabendo que A€P e que BEP, pelo item (i) temos que A€l ¢
BeL . Mas sc isso € o caso, pelo item (v) temos que (A—>B) €L, 0 que também nos au-
toriza a concluir, pelo item (ii), que (=(A—B)) €L . Usando este ultimo fato conjunta-
mente com o item (iii) temos que ((=(A—=B))AA) €L, Desta forma, podemos ad infini-
tum continuar neste processo de constru¢ao de férmulas complexas a partir de férmulas
mais simples. Assim, em ultima instancia, o que a definigao 1.1 faz é possibilitar que um
determinado conjunto, a saber, o conjunto LP de féormulas da linguagem proposicional,

seja construido.

Um ponto digno de nota é a maneira como a defini¢ao 1.1 constréi o conjunto
LP. Primeiramente, nos ¢ informado que os membros de outro conjunto, a saber, o
conjunto de simbolos proposicionais P, também sao membros de L .. Isso € feito no
item (i). Apos isso, isto €, apos termos a informacgao de que todos os membros de P
sao também membros de L, informa-se, nos itens (ii)-(v), como esses membros de
P, que agora sabemos sdo também membros de L , podem ser concatenados com os
simbolos —, A, V e = de forma a obtermos outros membros de L. Assim, dados
dois simbolos proposicionais A e B, que além de pertencerem a P também pertence
a L, —deacordo com (i)—, temos por (ii) que (—=A) e (=B) também pertencem a L ,
assim como por (iii), (iv) e (v), respectivamente, que (AAB), (AvB) e (A—B) tam-
bém pertencem a L.

A esse tipo de procedimento damos o nome de recursividade, sendo a defini¢ao
1.1 classificada como uma defini¢io recursiva. A ideia basica da recursividade é a defi-
ni¢ao de uma nogao especifica utilizando, em alguns de seus passos, a propria no-

¢do; em outras palavras, a nogao ¢ definida em fun¢ao dela mesma. Isso aparece na
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defini¢do 1.1 nos itens (ii)-(v), em que, na execucao da tarefa de definir o conjunto L, fa-
ZEMOs Men¢ao ao proprio conjunto L, Mas entao como podemos afirmar que estamos
definindo o conjunto LP, se para saber se um elemento pertence a LP eu ja devo ser capaz
de dizer se outro elemento pertence a Lyr Aparentemente a nossa defini¢ao seria circular
e no final ndo estarfamos definindo absolutamente nada. Felizmente esse problema nao
acontece em uma defini¢ao recursiva, pois ha o que chamamos de base da recursividade: uma
ou mais partes da defini¢dao que nao se utilizam do conceito a ser definido e para o qual to-
dos os outros passos da defini¢ao levam. No caso da defini¢ao 1.1, sua base é o item (i):
como (i) ndo faz referéncia a I para dizer se um clemento pertence a L , cle ¢ a ctapa fi-
nal, podemos assim dizer, de qualquer uso que se faga da definicao 1.1.

Uma das vantagens das defini¢oes recursivas é nos permitir definir, através de um
namero finito de passos, entidades infinitas. No caso da defini¢ao 1.1, a partir de uma
classe de entidades basicas, a saber, o conjunto P, os simbolos 16gicos e parénteses, e fa-
zendo uso de um nimero finito de passos ou regras de construgao, podemos definir de
forma rigorosa um conjunto que ¢ na verdade infinito. Como aqui estamos interessados
em caracterizar entidades infinitas como a classe de enunciados de uma linguagem, a
classe de argumentos validos e a classe de sentengas logicamente verdadeiras, sem o uso
de defini¢oes recursivas nosso trabalho estaria seriamente comprometido. Conforme o
leitor tera oportunidade de constatar, boa parte das definicdes a serem apresentadas
aqui serao defini¢Oes recursivas.

Alguns paragrafos acima nos referimos a nogao de uma férmula complexa ser com-
posta por outra férmula menos complexa; no caso de (32), por exemplo, ela é compos-

ta, entre outras, pelas formulas abaixo:
(33) (=((AAB)—C))
(34) D
(35) (AAB)—=C)

Dizemos, neste caso, que (33), (34) e (35) sao subfdrmulas de (32). Essa ideia, na ver-
dade, ¢ uma consequéncia natural da definigao 1.1, ja que, por exemplo, (32) é uma for-
mula da linguagem proposicional devido ao fato de ser uma conjungao — ou seja, ter a
forma (aAP) — entre duas concatenagdes de simbolos que por sua vez também sao for-
mulas de L , a saber, (33) e (34). Assim, naturalmente muitos dos componentes de (32)
serdo, eles mesmos, formulas. Pela mesma razao, podemos dizer que (35) ¢ uma subfor-
mula de (33). Mas como (33) ¢ uma subférmula de (32), ¢ natural que (35) seja também
considerada uma subférmula de (32), o mesmo valendo as subformulas de (35), e assim
por diante. Essa noc¢ao de subférmula pode ser definida de forma precisa como segue:
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DEFINICAO 1.3 Seja €L, uma férmula da linguagem proposicional. Definimos a
nogao de subfirmula como segue:

(i) @ é uma subférmula de @;

(ii) Se @ = (—)™, entdo o é uma subférmula de @;

(iii) Se @ = (aAP), entdo a e P sao subférmulas de @;

(iv) Se @ = (avp), entio o e B sio subférmulas de @;

(v) Se @ = (a—>P), entdo o e B sao subférmulas de @;

(vi) Se o é uma subformula de @ e B é uma subférmula de ., entiao B é uma subfor-

mula de @;

Veja que, semelhantemente a defini¢ao 1.1, essa nova defini¢do também ¢ uma defi-
nicéo recursiva, estando sua recursividade localizada no item (vi). E este item que, fa-
zendo uso da propria nogao de subférmula, faz com que possamos dizer que a subfor-
mula de uma subférmula de @ também ¢ uma subférmula de @, que a subférmula de
uma subférmula de uma subférmula de @ também ¢é uma subférmula de @, e assim por
diante. Repare que, de acordo com o item (i), toda férmula ¢ é uma subférmula dela
mesma. Usando a defini¢ao 1.3 podemos identificar todas as oito subférmulas de (32):

 (~((AAB)—>C)AD)
2. (—((AAB)—C)

3.D

4. (AAB)—C)
5. (AAB)
6
7
8

—_

.C
A
.B

Um ponto importante no qual ainda ndo tocamos ¢ que, de acordo com a defini¢ao
1.1, o uso dos parénteses para delimitar uma determinada cadeia de simbolos é necessa-

rio para que tal cadeia seja uma férmula bem formada. Assim, por exemplo,
(36) AvB
nao é uma férmula da linguagem proposicional; o correto seria escrever

(37) (AvB)

24. 0 simbolo = denota a relacdo de identidade sintdtica, de forma que dadas duas concatenagdes de simbolos o e
B. oo = [ se se somente se os simbolos que compde o e 3 sdo os mesmos, ordenados de forma idéntica. Assim,
(AvB)—C =(AvB)—C. Por sua vez, (AvB)—C = ((AvB)—C) é falso, visto que néo se trata de duas sequéncias de
simbolos idénticas.
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que, neste caso sim, pertence a L . O mesmo vale para (A—>C)—D, =B e DA(=E), por
exemplo, cuja escrita correta seria, respectivamente, (A—>C)—D), (—B) e (DA(=L)).

Como vimos, a principal razao do uso dos parénteses na delimita¢ao das subfor-
mulas dentro de uma férmula ¢ evitar ambiguidades. No entanto, nos casos acima, € em
muitos outros, do ponto de vista do que a férmula quer dizer, nao ha comprometimen-
to algum em nao escrevermos todos os parénteses exigidos pela definiciao 1.1: pode-
mos, por exemplo, escrever AVB ao invés de (AvB), ou (A—>C)—>D ao invés de
((A—>C)—>D). Isto é obviamente muito diferente de, digamos,

(38) CAAVB
em que temos que usar parénteses para tornar claro se estamos queremos dizer

(39) (CAA)VB
ou

(40) CA(AVB)

No entanto, o uso de parénteses, como exigido pela defini¢ao 1.1, pode muitas ve-
zes comprometer a legibilidade das férmulas. Considere, por exemplo, a férmula abai-

X0, que até o mais experiente dos logicos necessitara dar uma segunda olhada para se
certificar de sua estrutura logica:

(1) (CEAN A (A((HAVE)) > OYAA))

Assim, para fins de clareza abandonaremos o uso dos parénteses sempre que nao
houver perigo de ambiguidade. Relaxaremos um pouco as normas referentes ao uso
dos parénteses e nos permitiremos escrever formulas como, por exemplo, (A—>C)—D,
—B ou DA(—F). Para isso, adotaremos as seguintes regras de omissiao de parénteses.
Seja el uma férmula da linguagem proposicional:

REGRA 1 Os parénteses mais externos de ¢ podem ser omitidos.

REGRA 2 Os parénteses mais externos de uma subféormula de ¢ podem ser omiti-
dos caso o uso da seguinte ordem de precedéncia entre conectivos seja capaz de restau-
rar o sentido original da férmula:

1. — (menor precedéncia)
2. AV (precedéncia intermediaria)
3. — (maior precedéncia)

Isso significa que — tem maior precedéncia que A e V, que por sua vez tém maior
precedéncia que —. A e V nao tém precedéncia alguma um sobre o outro. Por prece-
déncia entre dois conectivos significamos que, caso aparecam em uma férmula na qual
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parénteses tenham sido omitidos, o conectivo de maior precedéncia sera “resolvido”
antes do de menor precedéncia. Por exemplo, se escrevemos

(42) =A—>BvC
estamos na verdade representando em forma abreviada a formula

43) (=A)—>BVO)

No processo de restaurar (42) para sua forma original, primeiro resolvemos o co-
nectivo de maior precedéncia, ou seja, a negacao. Assim sabemos que o simbolo — em
(42) esta negando o que vem imediatamente ap0s ele, ou seja, A. Consequentemente es-
crevemos (—A)—>BvC. Segundo, como Vv tem precedéncia sobre —, resolveremos v
antes de —, o que significa tornarmos explicito que v é uma conjungao entre o que vem
imediatamente a sua esquerda e o que vem imediatamente a sua direita, ou seja, entre B
e C. Portanto escrevemos (—A)—>(BvC). Finalmente, restauramos os parénteses mais
externos e obtemos (43). E digno de nota que, se fizermos a arvore dessa formula, en-
quanto que o conectivo com menor prioridade, —, ficara no topo da arvore, a negacao,
que tem maior prioridade, ficara no nivel imediatamente anterior ao ultimo nivel.

Veja que no caso da conjungao e disjungao, como nenhum dos dois tem precedén-
cia sobre o outro, o uso dos parénteses é necessario para evitar ambiguidades. Assim,
(38) ¢ uma concatenac¢ao de simbolos que, devido ao fato de nossas regras nao serem
capazes de desambiguiza-la, ndo abrevia férmula alguma da linguagem proposicional.

De posse dessas regras de omissao de parénteses, podemos omitir boa parte dos pa-
rénteses de (43) e, consequentemente, torna-la bem mais legivel:

(41) =—A>—=(—=—=(AVvB)=>CO)AA

Esse procedimento de abreviar parénteses adotando uma escala de precedéncia entre
conectivos ¢ semelhante ao que fazemos ao escrevermos expressoes aritméticas sem utili-
zamos os devidos parénteses. Por que, por exemplo, nao temos dificuldade em entender
o significado de 2*4+4? A rigor, esta expressao poderia significar tanto (2¥4)+4 como
2*(4+4), o que obviamente sao expressoes diferentes: enquanto a primeira ¢ igual a 12, a
segunda ¢ igual a 16. A resposta para isso ¢ que utilizamos uma regra de precedéncia simi-
lar 2 exposta acima: como * tem precedéncia sobre +, a0 nos depararmos com 2*¥4+4 nos
resolvemos, literalmente, 2*4 antes, para s entdo resolvermos a adi¢ao.

O leitor atento deve estar se perguntando se essa economia de parénteses nao vai de
encontro ao nosso proposito de rigor, visto que, de acordo com a defini¢ao 1.1, senten-
¢as como (41°) e (42) nao pertencem a linguagem proposicional. Neste ponto é impor-
tante frisarmos que, como ja mencionamos acima, tais concatenagoes de simbolos sao
na verdade abreviagies de certas sequéncias de simbolos que, estas sim, pertencem a L .
Assim, (41°) é na verdade uma abreviagao para (41), e (42) é uma abrevia¢ao para (43).
Essa situagao ¢ equivalente a uma em que, por exemplo, eu, ao invés de escrever meu
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nome completo, a saber, “Ricardo Sousa Silvestre”, escrevo simplesmente uma abrevia-
¢ao deste nome: “R. S. §”. Obviamente nao existe uma pessoa chamada R. S. S. (pelo
menos nao no sentido de haver, por exemplo, um CPF e RG associados a tal sequéncia
de simbolos). Essa sequéncia de simbolos na verdade é uma abreviagao para outra se-
quéncia de simbolos, a saber, a sequéncia “Ricardo Sousa Silvestre”, que, esta sim, é o
nome de uma pessoa. Similarmente, ao escrevermos (41°), por exemplo, o que estamos
fazendo é escrevendo uma abreviagao para uma férmula pertencente a LP, a saber, (41);
nao temos nenhuma pretensao com isso de dizer que, por exemplo, (41°) ela mesma ¢
uma férmula da linguagem proposicional.

A utilidade de usar abreviagOes nao se restringe a economia de parénteses. E muito
comum querermos manter o nimero de simbolos 16gicos usados na gramatica de nossa
linguagem relativamente reduzido, e introduzirmos outros simbolos loégicos de forma
derivada através de abreviagdes. Por exemplo, ao introduzirmos v, falamos de outro
tipo de disjung¢do, chamada por noés de disjuncdo exclusiva que, segundo dissemos,
pode ser representado através dos conectivos Vv, A e —. O exemplo dado foi que pode-
rfamos representar uma leitura exclusiva para o enunciado

(21) Ou eu vou a faculdade ou eu vou a festa.
como segue:
21) (GVvH)A—(GAH)
em que G significa “Eu vou a faculdade” e H “Eu vou a festa”.

No entanto, seria bastante conveniente se dispuséssemos de um simbolo, tal qual v,
para expressarmos este ou exclusivo. Isso pode ser feito escolhendo um simbolo qual-
quet, digamos V, e definindo otV 3 como uma abrevia¢io para ((vP)A(—=(aAR))):

@VB) & (avB)A(=(anB))

Aqui, o e B sao duas férmulas quaisquer e “#” significa “por definicio, é igual a”.
Ao fazermos isso, estipulamos que, sempre que encontrarmos (o V ), que obviamente
nao é uma férmula de L, isso na verdade estd abreviando uma cadeia de simbolos
maior, a saber, ((VB)A(—=(aAP))), esta sim pertencente a linguagem proposicional.
Chamamos Vv de sinbolo primitivo e v de simbolo derivado. Na verdade, todos os membros
do alfabeto, conforme conceitualizado na defini¢ao 1.2, sao simbolos primitivos, e
qualquer outro simbolo introduzido através de abreviagoes é um simbolo derivado. Se-
gue abaixo a defini¢ao formal de V.

DEFINICAO 1.4 Sejam o€l duas férmulas quaisquer. Definimos os simbolos
derivados <> e V, significando, respectivamente, a dupla implicagao ou bucondicional e a
disjungdo exclusiva, como segue:

@) @VB) & (avB)A(=(aAB))
(i) (@=>P) & (a=>PAB-w)

71



O outro simbolo introduzido na defini¢ao 1.4 é a chamada dupla implicacao ou bi-
condicional. Como pode ser facilmente visto no item (i), a ideia de a<>f} é simples-
mente capturar uma situacio na qual as proposicoes o e § implicam mutuamente uma a
outra. Diferentemente de Vv, usaremos com certa frequéncia o conectivo derivado <.
Assim, convém estabelecer uma regra de precedéncia para ele: ele tera a mesma ordem
de precedéncia que a implicagao. Desta forma, nossa Regra 2 de abreviacao de parénte-
ses seria modificada como segue:

REGRA 3 Os parénteses mais externos de uma subférmula de @ podem ser omiti-
dos caso o uso da seguinte ordem de precedéncia entre conectivos seja capaz de restau-
rar o sentido original da férmula:

1. =, <> (menor precedéncia)

2. AV  (precedéncia intermediaria)

3.4 (maior precedéncia)

Antes de finalizarmos este capitulo, convém mencionar um aspecto de fundamen-
tal importancia na construcao e analise de linguagens 16gico-formais. Trata-se do fato
6bvio de que para construirmos ou estudarmos as propriedades de uma linguagem, seja
ela formal ou nao, precisamos usar outra linguagem. No caso das defini¢des 1.1-1.4 da-
das acima e das varias observagdes que fizemos sobre elas, temos definido e discorrido
sobre uma linguagem especifica — a linguagem proposicional — nos utilizando de outra
linguagem — a lingua portuguesa. Tal situagao é semelhante a quando escrevemos um li-
vro em francés, por exemplo, sobre a gramatica e o vocabulario da lingua inglesa, diga-
mos. Neste caso estamos falando sobre uma linguagem especifica, a saber, o inglés, fa-
zendo uso de outra linguagem, no caso o francés. Chamamos entio a linguagem sobre a
qual estamos falando, nos casos acima a linguagem proposicional e o inglés, de Znguagen
objeto, e a linguagem na qual este discurso ¢ feito, nos casos mencionados o portugués e
o frances, de metalinguagen.

A primeira vista pode-se perguntar: o que ha de tio importante nisso? Usamos a lingua-
gem para falar de diversas coisas: sapatos, economia, o resultado das ultimas elei¢des, o fim
ultimo da vida, etc. Que particularidade entao haveria em usar uma linguagem para falar de
outra linguagem, e que necessidade ha em chamar uma de linguagem objeto e outra de me-
talinguagem? Para responder a essa pergunta, considere os seguintes argumentos:

(44) Romeu ama Julieta.
Julieta é uma palavra de sete letras.

Portanto, Romeu ama uma palavra de sete letras.

(45) 1+1 contém o sinal de mais.
1+1=2.

Portanto, 2 contém o sinal de mais.
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Claramente esses argumentos sao invalidos. Mas o que exatamente ha de errado
com eles? Usando a terminologia introduzida ha pouco, ambos os argumentos confun-
dem a linguagem objeto com a metalinguagem. No caso de (44), enquanto a primeira
premissa ¢ um enunciado que se refere a relagao entre duas pessoas, neste caso as pesso-
as denotadas pelas palavras “Romeu” e “Julieta”, a segunda premissa consiste em uma
afirmacao sobre a palavra “Julieta”, e nao sobre a pessoa referida por essa palavra, caso
no qual o portugués esta desempenhando tanto o papel de linguagem objeto como de
metalinguagem. Assim, a conclusiao simplesmente nao segue das duas premissas. De
forma semelhante, enquanto a primeira premissa de (45) é uma sentenga em portugués
sobre uma expressao da linguagem da aritmética, a saber, a expressao “1+1”, sendo esta
ultima a linguagem objeto e o portugués a metalinguagem, a segunda premissa é uma
expressao puramente aritmética afirmando a identidade entre as entidades denotadas
por “1+1” e “2”. Assim, claramente a conclusao ¢ invalida.

Para evitar esse tipo de confusao, é necessario deixar claro nas premissas menciona-
das o que pertence a linguagem objeto e o que pertence a metalinguagem. Seguindo pra-
tica comum®, usa-se aspas duplas quando se fala sobre termos da linguagem objeto.
Assim, 0s N0SsOs argumentos seriam reescritos como segue:

(44’) Romeu ama Julieta.
“Julieta” ¢ uma palavra de sete letras.
Portanto, Romeu ama uma palavra de sete letras.

(45’) “14+1” contém o sinal de mais.
1+1=2.
Portanto, 2 contém o sinal de mais.

Aqui, a invalidade dos argumentos fica patente, visto que, em (44’), por exemplo, o
que Romeu ama ¢é a pessoa a qual a palavra “Julieta” se refere, e ndo a palavra “Julieta”,
que ¢é o que a segunda premissa atribui a propriedade de ter sete letras.

Nos casos acima, o que as aspas fazem basicamente ¢ distinguir o #s0 de uma ex-
pressiao de sua mencao. Em (44°), por exemplo, a aspas na segunda premissa indicam que
estamos na verdade mencionando a expressao linguistica “Julieta”, e nao a usando,
como acontece na primeira premissa. Ao usarmos a expressao “Julieta” na primeira
premissa, podemos estabelecer uma relagao entre o objeto ao qual essa palavra se refere
e o objeto ao qual a palavra “Romeu” se refere. Ja na segunda premissa, a0 mencionar-
mos a expressao “Julieta”; estamos falando nao sobre o que essa expressao se refere,
mas sobre ela mesma, a saber, que ela tem sete letras. No nosso discurso sobre lingua-
gens logico-formais, no entanto, como em geral a maioria dos simbolos de tais lingua-
gens sao distintos dos simbolos da lingua portuguesa, a menos que haja possibilidade de
ambiguidade, abster-nos-emos, na maioria das vezes, do uso das aspas simples.

25. Que, diga-se de passagem, ja estamos adotando nesse livro.
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3.4 Exercicios propostos

1

. Por que a linguagem natural ndo se adéqua ao estudo légico de argumentos?

2. Por que a ambiguidade pode comprometer a analise I6gica de argumentos?
3. O que é composicionalidade?

4. Explique o paradoxo presente na tabela de verdade do conectivo —, e dé argumentos

contra e a favor de tal interpretacéo.

5. Diga se as seguintes formulas pertencem ou nao a linguagem proposicional. Em caso

6.

7.
8.

negativo, diga por qué. (Leve em conta as regras de omissao de parénteses.)

ABelL

(1=1)A(6>2)

(—(A—B))

A—(C—D)

(=(=(=(=A))))

—((A—>B)A(CvD)

Mostre, através da definicdo 1.1, que as seguintes formulas pertencem a linguagem pro-
posicional:

a. (Av(-A))

b. (A—>(Bv(=C)))

c. ((A—>B)—>(—((CAD)—A)))

Explique o que sao definigdes recursivas e por que elas sao tdo importantes.

Mostre quais formulas podem ser construidas colocando-se parénteses nas expressoes
abaixo:

a. A>—-B—-C

b. =AAB—C

c. A->BvB——-CAr—A

d. -BvCA—>—BeC

® a0 T oD

—h

9. Usando as regras de omissao de parénteses, elimine a maior quantidade possivel de pa-

rénteses das férmulas abaixo:
a. (~(AA(=A)))
b. (Av(-A))
c. ((AAB)—((CAD)—E))
d. (A—>(—B))
e. (-(A->((-=B)vC)))
f. (BvC)—A)
g. (A>(Bv(=C)))
h. ((-B)—>(-A))
i. (A—>B)—=>(—((CAD)—>A)))

10. Construa a arvore sintatica de cada uma das formulas das questdes 6 e 9.

11. Liste as subformulas de todas as férmulas da questao 9.
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12. Utilizando as regras de omissao de parénteses e a definicédo 1.4, restaure cada uma das
férmulas abaixo a sua forma original ndo abreviada:
a. ((-A)v(-B))
b. A—»—(BAC)
c. -Bv(CA—-D—B)
d. AAB—»>-C
e. (AvB—»Ca—-D)—»—A
f. AoBAC
g. CAB—>—(A—Bv—(B—D))
h. (A—»B)—>—(CAD)VA

13. Explique a distingao entre linguagem objeto e metalinguagem.

3.5 Exercicios de analise logica

1. Traduza para a linguagem proposicional os enunciados abaixo utilizando o seguinte

glossario:

Glossario

A: Eu vou a escola.

B: Vocé vai ao futebol.

C: Vocé vai a escola.

D: Eu vou ao futebol.
a. Eu ndo vou a escola.
b. Eu nao vou ao futebol e vocé vai a escola.
c. Vocé vai a escola e eu vou ao futebol.
d. Se vocé for a escola, entao eu vou ao futebol.
e. Se vocé néo for a escola, entdo eu vou ao futebol.
f. Vocé vai a escola ou eu vou ao futebol.
g. Eu vou a escola e eu néo vou a escola.
h. Nao é verdade que vocé vai ao futebol e vocé nao vai ao futebol.
I. Ou vocé vai a escola ou eu vou ao futebol.
j. Se eu for ao futebol, vocé nao vai a escola. Mas se eu néo for ao futebol, vocé vai a escola.
k. Se eu for a escola, entdo se vocé for ao futebol eu vou a escola.

2. Traduza para a linguagem proposicional os enunciados abaixo (usando um glossario
com os simbolos proposicionais usados).
a. Se o mal existe, entdo ou Deus ndo é onibenevolente ou Deus ndo é onipotente.
b. Se Deus ¢ infinitamente misericordioso, entdo néo € verdade que se fizermos o mal
nos seremos castigados durante toda a eternidade.

c. Se um problema é filosofico, entao ele ndo pode ser resolvido com o auxilio dos sentidos.

d. Se eu trouxer minha camera digital, entdo se as baterias nao acabarem logo eu tirarei
fotos do final da festa e as colocarei no meu web-site.

e. Se vocé praticar exercicio e nao comer muito entdo vocé conseguira emagrecer.
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f. Esse livro ndo € nem sobre Iégica nem sobre epistemologia, ele é sobre metafisica.
g. O carro s6 pegara se tiver gasolina.

h. A menos que vocé me ajude, eu vou desistir.

I. Vocé estudar bastante é suficiente para vocé passar.

j- Vocé estudar bastante € necessario para vocé passar.

k. Vocé estudar bastante é necessario e suficiente para vocé passar.

I. Vocé ter menos que 25% de faltas € uma condigdo necessaria, porém nao suficiente,
para vocé passar.

m. Vocé obter 10,0 nas duas provas € uma condigéo necessaria e suficiente para passar.
n. Vocé ser brasileiro e maior de dezoito anos s&o requisitos para vocé poder se candidatar.
0. Vocé € homem apenas se vocé for um animal racional.

p. Para gostar de l6gica vocé deve ser louco ou desocupado.

g. Se eu tiver uma boa biblioteca e tempo para estudar, entdo se houver selecao para
bolsa de pesquisa e for na area de logica, entdo eu me candidatarei a bolsa.

r. Eu s6 me matricularei em Ldgica |l se ndo houver nenhuma outra disciplina optativa
sendo ofertada.

s. Nao é verdade que vocé é bem-sucedido somente se vocé for desonesto ou se tiver
nascido em familia abastada.

t. A menos que vocé tenha fé, sua vida nunca sera bem-sucedida.

u. Eu irei a festa apenas se vocé néo beber.

v. Apesar de um pouco dificil, a disciplina de légica ndo é tdo ruim assim.
w. Vocé nao pode ser um bom filésofo se ndo sabe logica.
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4
Semantica da logica proposicional

4.1 Sintaxe, semantica e relacao de inferéncia

Comumente concebemos uma lingua ou linguagem como contendo tanto um as-
pecto sintatico como um aspecto semantico. Enquanto a sintaxe de uma linguagem es-
tipula como os simbolos e termos desta linguagem se juntarao uns com os outros para
formar sentencgas ou enunciados, sua semantica determina o significado destes termos.
Tome a lingua portuguesa, por exemplo. Enquanto de um lado existem regras gramati-
cais que estipulam como os diversos componentes de tal lingua poderao ser concatena-
dos de forma a formar enunciados significativos do portugués, de outro lado cada pala-
vra tem, em geral, associada a si um ou mais significados. Quando conhecemos tais sig-
nificados e sabemos se o que certo enunciado afirma sobre o mundo ¢ o caso ou nao,
podemos dizer se tal enunciado é verdadeiro. Mas mesmo se nao somos capazes de ava-
liar se o estado de coisas descrito por um enunciado é o caso ou nao, apenas de posse do
significado dos termos que o compdem ¢ possivel sabermos como o mundo deve ser para
que o enunciado seja verdade. Dessa forma, uma das tarefas centrais do que estamos
chamando de semantica ¢ exatamente precisar as condigoes de verdade dos enunciados.

No capitulo anterior, ao introduzirmos a linguagem légica proposicional, referi-
mo-nos ao significado tanto dos conectivos logicos, através da mengao de suas tabelas de
verdade, por exemplo, como dos simbolos proposicionais, especificando a que enuncia-
dos do portugués tais simbolos corresponderiam. No entanto, conforme falamos no ini-
cio da se¢dao 2 daquele capitulo, linguagens logicas sao estruturas puramente sintaticas,
isentas de qualquer estipulacao em termos de significado. Isso pode ser constatado pelo
fato de que, apesar de na nossa exposicao preliminar dos conceitos introduzidos nas defi-
ni¢des 1.1-1.4 termos feito referéncia a aspectos semanticos, tais defini¢oes nao fazem
mencao a nada digno de ser chamado de o significado dos termos da linguagem.

Vendo entao a logica como teoria da representagao ou linguagem, podemos dizer
que as defini¢des 1.1-1.4 estipulam a sintaxe de toda logica que use a linguagem proposi-
cional em geral, e em particular a sintaxe do sistema logico que ¢ o objeto principal desta
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unidade, a saber, a ldgica clissica proposicional. O que faremos neste capitulo sera apresen-
tar as defini¢cGes que irdo compor o que chamamos de a sexzdntica da 16gica proposicio-
nal que, como ¢ de se esperar, estipulara, em um sentido muito importante, o significa-
do dos componentes da linguagem proposicional.

Duas observagoes sao necessarias neste ponto. Primeiro, apesar de, conforme men-
cionado acima, toda linguagem ter um aspecto sintatico e outro semantico, e apesar de a
légica, se vista como linguagem ou teoria da representagao, também possuir tais com-
ponentes, o termo “linguagem” usado por nds nas expressoes “linguagem logica” e
“linguagem proposicional” tem um sentido diferente, contemplando apenas e unica-
mente o aspecto sintatico. (Daf dizermos que uma linguagem logica é uma linguagem
nao interpretada.) Apenas quando considerada em conjunto com um componente ex-
tra, a saber, a semantica de um sistema logico, é que os termos de uma linguagem logica
possuirio significado.

Segundo, conforme mencionamos no capitulo 2, existem basicamente duas maneiras
de se definir a relacao de inferéncia de um sistema logico: semanticamente e sintaticamente.
Enquanto uma defini¢ao semantica faz uso de conceitos semanticos como 0s conceitos
de verdade e satisfatibilidade e, em ultima instancia, atenta para o significado dos simbolos
tendo em vista a caracterizagao da classe de argumentos validos, em uma abordagem sin-
tatica nenhuma consideracao ¢ feita a respeito do significado dos termos, enfocando-se
exclusivamente a forma logica dos enunciados que compoem um argumento. Assim, ape-
sar de a semantica da logica proposicional efetivamente estipular o significado dos termos
da linguagem proposicional e, de uma forma mais especifica, dar as condigoes de verdade de
seus enunciados, apresentaremos tal semantica aqui como definindo primordialmente a
relagao de inferéncia da logica proposicional. Em outras palavras, definiremos de forma
semantica uma relagdo = que sera capaz de nos dizer se, dado um conjunto I' qualquer de
férmulas e uma férmula o, o é ou nao uma consequéncia logica (ou é deduzido a partir)
de I (caso no qual escrevemos I'E ). No entanto, no caminho a ser percorrido na defini-
¢do de F, teremos que definir algo semelhante ao significado dos termos da linguagem e,

consequentemente, as condi¢oes de verdade de seus enunciados.

Conforme dito no capitulo 2, referir-nos-emos a = como a relagao de consequéncia
logica, reservando o termo “relacao de dedugao” para a relagao de inferéncia definida
sintaticamente. No entanto, conforme também ja mencionado, um dos resultados mais
importantes da chamada metalégica, que sera visto com detalhes no capitulo 12, é mos-
trar que a relagao de consequéncia logica e a relagao de dedugio sao equivalentes (em
simbolos: se I'a entao I'=a, e se 'Fa entiao I'+a). Conjuntamente com a lingua-

gem proposicional introduzida no capitulo 3, a defini¢ao da relagao de consequéncia 16-
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gica a ser aqui introduzida constituira a primeira instanciagdo do que chamamos no ca-
pitulo 2 de sistema légico.

E digno de nota que, como veremos no préximo capitulo, mesmo quando escolhe-
mos uma abordagem sintatica para definirmos a relagao de inferéncia, nos depararemos
com algo digno de ser chamado de o significado dos simbolos da linguagem. Assim, te-
mos a importante licio de que apenas quando tomamos uma linguagem L. em conjunto
com uma relagao de inferéncia |, seja ela definida sintatica ou semanticamente, e obte-
mos um sistema logico <L, |>, é que os simbolos da linguagem passam a ter significado
e, consequentemente, a linguagem logica L pode ser considerada uma linguagem (parci-
almente, como veremos) interpretada.

Antes, porém, de darmos a defini¢ao da relagao de inferéncia semantica da légica
proposicional, o que sera feito na se¢ao 4.4, faremos duas coisas. Primeiro, falaremos,
na proxima se¢ao, um pouco mais sobre a nogao de tabela de verdade e outros concei-
tos semanticos chaves (na secao 4.4 mostraremos como tais conceitos se encaixam na
defini¢ao semantica da relagao de inferéncia da légica proposicional). Segundo, tentare-
mos, na se¢ao 4.3, definir de forma geral, isto é, sem fazer referéncia a nenhum sistema
légico especifico, a relagdo de inferéncia semantica. Tal conceitualizacao sera usada nas
defini¢oes das relagoes de consequéncia logica da légica proposicional que, como disse-
mos, sera apresentada na se¢ao 4.4, e da logica de predicados de primeira ordem, a ser
apresentada no capitulo 10.

4.2 Tabela de verdade

Como vimos no capitulo 3, a tabela de verdade de uma férmula ¢ é uma tabela mos-
trando todas as possibilidades de combinacdo de valores de verdade de suas subférmu-
las e o valor de verdade resultante de ¢p em cada uma dessas possibilidades. Naquele ca-
pitulo mostramos as tabelas de verdade dos conectivos l6gicos —, A, V e —>:

o | —o o B | anP o B | avp o B | a—p
\Y A% A% \Y A% A% Vv Y A% \Y
F |V V | F F \% F \% \4 F F
F |V F F \4 \% F \Y \Y%
F F F F F F F F A%
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Veja que, como observamos no capitulo 3, nas tabelas acima o e B representam
duas férmulas quaisquer da linguagem proposicional. Assim, oA, =, avP e a—p
nao sao formulas da linguagem proposicional, mas o que chamamos de esquernas de for-
mitla, isto ¢, generalizagdes feitas a partir dos conectivos logicos representando todas as
férmulas que possuem a forma logica nelas expressa. Por exemplo, dizemos que as for-

mulas abaixo satisfazem ou sio instancias do esquema de férmula o.—>f*:

(1) A—>B

(2) (A—>C)—>—B

(3) =((AAB)—=>C)—>(Av—B)

Apesar de diferente em varios aspectos, essas trés formulas tém a forma representa-
da por a—>p; isso pode ser visto melhor se atentamos pata o fato de que em (1) A ocupa
o lugar de o ¢ B o de B, em (2) a foi substituido por (A—B) e B por —B, e em (3)
—((AAB)—C) esta no lugar de o e (Av—B) no de . Assim, um esquema de férmula é
mais ou menos como um esqueleto logico, no qual as letras gregas marcam “lugares”
que podem ser ocupados por quaisquer formulas pertencentes a uma determinada lin-
guagem. Por exemplo, a férmula

4 (A=>BvO)—=(D—->BvCO)—>AvVvD—-BV(C))
¢ uma instancia do esquema de férmula
(5) (@B (9B~ (avo—p)
em que A ocupa o lugar de a, BvC o lugar de B e D o lugar de ¢°".

Assim, as tabelas acima, que chamamos de a tabela de verdade de —, a tabela de ver-
dade de A, a tabela de verdade de Vv e a tabela de verdade de —, respectivamente, sao na
verdade esquemas de tabela de verdade. Nesse caso, a tabela abaixo, por exemplo, seria uma
instancia da tabela de verdade de A:

A AAB

ool | <<
< T |< |
b || <

26. Aqui estamos obviamente adotando as regras de abreviacdo de parénteses introduzidas no capitulo anterior.

27.Veja que nds ja fizemos uso do recurso de esquema de féormulas nas definicées 1.1, 1.3 e 1.4.
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De uma forma geral, o que uma tabela de verdade nos da sdo as condigies de verdade de
uma férmula, isto ¢, as situagoes de valores de verdade de seus componentes mais basi-
cos, isto é, os simbolos proposicionais, nas quais a férmula em questao ¢ verdadeira ou
falsa. Na tabela acima, temos que AAB ¢ verdade apenas quando tanto A como B sao
verdade, sendo falsa nas outras trés possibilidades. Assim, o ponto central da tabela de
verdade de uma férmula qualquer é tornar explicito em que condigdes tal férmula é ver-

dade e em que condi¢oes ela é falsa. Por exemplo, as condi¢oes de verdade da férmula
(6) =AVB

podem ser determinadas através de sua tabela de verdade, que pode, por sua vez, ser
construida a partir das tabelas de verdade da conjungao e da negacao:

A B | -A |-AVB
\% \Y F \Y
\Y F F F
F \% % \%
F F % \Y

Aqui, a partir da tabela de verdade de — determinamos as condi¢oes de verdade de
—A (representada pela primeira e terceira colunas, da esquerda para a direita). De posse
entdo dessa informacao, podemos utilizar a tabela de verdade da disjunc¢do para determi-
nar as condi¢oes de verdade de (6). Feito isso, vemos que a unica situagao na qual (0) é fal-
sa ¢ quando A ¢ verdade e B ¢ falso, sendo verdade nas outras trés possibilidades, a saber,
quando A e B sao ambos verdade, quando A ¢ falso e B ¢ verdade, e quando ambos A ¢ B
sao falsos. Abaixo segue a tabela de verdade de uma férmula um pouco mais complexa:

A|B| -A|-B|—-Av-B |[-A—>—-Av-B
V|V F F F \Y
V | F F \Y \Y \Y
F |V \Y F \Y \Y
F | F \% \Y \Y \%

Fazendo uso da tabela da negacgao, colocamos na terceira e quarta colunas (da es-
querda para a direita) os valores de verdade de —=A e —B para cada uma das quatro pos-
sibilidades de combinagdo de valores de verdade de A e B. De posse dessa informacao,
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agora com o auxilio da tabela de verdade de v, determinamos os valores de verdade de
—Av—B. Com isso, usando a tabela de verdade da implicacao, podemos finalmente es-
crever, na ultima coluna, as condi¢des de verdade de (7). Seguem abaixo dois outros

exemplos.

(8) ~(AA—B—A)

A B —B AA—B AA—B—A | (AA—BA)
\Y \Y F F \Y

\Y F \Y \Y \ F

F \4 F F \ F

F F \Y F \Y F

A B —A —B | ~Av—B | ~(—Av—B)
\ \ F F F \
\ F F \Y \Y F
F \ \ F \ F
F F \ \ \ F

Vemos assim que, para construir a tabela de verdade de uma férmula mais complexa,
reservamos, além de uma coluna para cada um dos simbolos proposicionais que apare-
cem na férmula e uma para a férmula (no caso acima a primeira, segunda e ultima colu-
nas, respectivamente), também uma coluna para cada uma das subférmulas restantes.

No que se refere a quantidade de linhas da tabela, ela sera determinada pelo nimero
de simbolos proposicionais que a férmula contiver. Mais especificamente, como deve
haver uma linha para cada combinagao possivel de valor de verdade de tais simbolos, e
como existem apenas dois valores de verdade, temos que o nimero de linhas total da ta-
bela de uma férmula @ sera 2°; onde 7 é o numero de simbolos proposicionais (diferen-
tes) que aparecem em . Como temos examinado até agora apenas férmulas com dois
simbolos proposicionais, nossas tabelas tém tido exatamente 4 (2°) linhas. No entanto,
se o numero de simbolos proposicionais aumentar para trés, teremos uma tabela com 8
(2) linhas; se aumentar para quatro, 16 (2%) linhas; se aumentar para 5, 32 (2°) linhas, e
assim por diante. Segue abaixo a tabela de verdade de uma férmula contendo trés sim-

bolos proposicionais, caso no qual a tabela de verdade correspondente tera 8 linhas:
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(10) (A—>B)v—=C)—>A

A B C | A>B) | —C | (A>BVv=0) | (A>Bv—C)—A
\ \4 \4 \4 F \4 \4
\4 \4 F \Y \4 \ \Y
\Y% F \% F F F \%
\Y F F F \4 \ \4
F \4 \Y \Y F \Y F
F \% F \Y \Y% \Y F
F F \% \Y% F \Y% F
F F F \Y% \Y% \Y% F

Um ponto importante ¢ que podemos usar as tabelas dos conectivos l6gicos para cons-

truir ndo apenas tabelas de verdade de férmulas, mas também outros esquemas de tabelas

de verdade, a unica diferenca sendo que, ao invés de enumerarmos as possibilidades de

combina¢ao dos simbolos proposicionais da férmula, enumeramos as possibilidades de

combinacao dos esquemas de férmula representados pelas letras gregas. Podemos, por

exemplo, construir as tabelas de verdade dos conectivos derivados introduzidos na defini-
cao 1.4. A tabela do bicondicional <> ((a>f) £ (a—>B)A(B—>))) setia como segue:

a | B | @>f | By [(@=>PAB>0
v |V v v v
vV | F F v F
F | V v F F
F | F v v v

Se quiséssemos representar essa tabela usando a forma abreviada < terfamos o

quc scguc:

o>p

ool < <R
o< |m < =

<7<

83




Ja a tabela do ox exclusivo, que é construida com auxilio das tabelas da negaciao, con-
juncdo e disjunc¢ao, seria como segue:

a p (@vB) (@nB) —©@AB) | (@vB)A-(©@AB)
A% A% A% A% F F

A% F A% F A% A%

F A% A% F A% \%

F F F F A% F

o B avp
A% A% F
A% F Y

F \% \%

F F F

O leitor atento deve ter observado algo de peculiar nas tabelas das férmulas (7) e
(8). Enquanto o valor de verdade de (7) é sempre V em todas as linhas, na tabela de (8)
acontece exatamente o oposto: para toda e qualquer possibilidade de combinagao de
valor de verdade de seus simbolos proposicionais, seu valor é F. A férmulas como (7),
que sao verdade em toda e qualquer circunstancia, nés damos o nome de Zantologias, e
térmulas que, como (8), sio sempre falsas, n6s damos o nome de contradicoes. Férmulas

como (6) e (9) que sdo ora verdadeiras, ora falsas, nés chamamos de contingéncias.

Outro detalhe que o nosso leitor deve ter observado é a semelhanca entre a tabela
de verdade da implicagdo e da férmula (6), de um lado, e entre a tabela de verdade da
conjuncao e de (9), de outro. Isso pode ser visto mais claramente se removemos as colu-
nas intermediarias das tabelas de (6) e (9) e as colocamos lado a lado das tabelas de
A—B e AAB, respectivamente:

A B —AvB A B A—B
\Y \Y \Y \Y \Y \Y
\Y F F \Y F F
F \Y \Y F \Y \Y
F F \Y F F \Y
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A | B | —=(=Av=B) A B AAB
v |V \Y \Y \Y \Y
vV | F F \Y F F
F | V F F \Y F
F | F F F F F

Sendo mais especifico, as tabelas de verdade de —AvB e A—B, de um lado, ¢
—(=Av—B) e AAB, de outro, tém os mesmos valores para cada uma das quatro possibi-
lidades de combina¢io dos valores de verdade de A e B. Quando isso acontece, dize-
mos que as férmulas correspondentes sao sezanticamente equivalentes uma a outra. Nos
dois exemplos acima, dizemos que —AVB ¢é semanticamente equivalente a A—B, e que
—(=Av—B) é semanticamente equivalente a AAB. Nesses casos podemos afirmar que,
em termos de valores de verdade e de relacdo inferencial, tanto faz escrever —AvB
como A—B, por exemplo. Uma consequéncia disso é que todas as tautologias (bem

como todas as contradi¢bes) sao semanticamente equivalentes entre si.

Neste ponto ¢ util mencionar um detalhe relevante a respeito do conectivo derivado
<>. Repare que, de acordo com a sua tabela de verdade, o«>3 ¢é verdade quando tanto o
como 3 sdo verdade, ou quando ambos sio falsos. Mas nos casos de equivaléncia seman-
tica acima mencionados, como, por exemplo, na equivaléncia entre A—=>B e —AvB, como
as suas tabelas de verdade sao idénticas, A—B é verdade se e somente se =AVB é verda-
de, e A—B ¢ falso se e somente se =AvVB também o é. A conclusio entao é que a férmula

(11) (A>B)<>(=AVB)
¢ verdade em todas as combinagoes de valores de verdade de A e B. Em outras palavras
(11) é uma tautologia:

A | B | A5B| —A | SAVB |(A5B)<>(—AVB)
vV | v \ F \ \
vV | F F F F \
F | V \ \d \ \
F F \ \ \ \

O mesmo vale para AAB e —(—Av—B): (AAB)<>(—(—Av—B)) ¢ uma tautologia.
Assim, as equivaléncias semanticas entre férmulas podem também ser representadas na
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linguagem objeto com o auxilio do conectivo <; ndo por acaso esse conectivo tem o
nome “equivaléncia material”.

4.3 Definicdo semantica da relagcdo de inferéncia

Iremos agora introduzir as defini¢bes que nos levarao a nossa primeira formulagao
da relagao de inferéncia da logica proposicional, a saber, a sua relagao de consequéncia
logica. No entanto, conforme mencionado no inicio do capitulo, definiremos primeira-
mente varias nogoes, incluindo a nogao de consequéncia légica, de forma geral, sem fa-
zer referéncia a nenhum sistema logico especifico. Apds isso, na se¢ao seguinte, instan-

ciaremos tais defini¢oes a légica proposicional.

Conforme ja mencionamos, a defini¢do semantica da relagao de inferéncia de uma
logica faz uso de conceitos semanticos como o conceito de verdade e, em tltima instan-
cia, atenta para o significado dos simbolos, tendo em vista a caracterizacao da classe dos
argumentos validos. Assim, podemos considerar como um subproduto de tal defini¢ao
a estipulagao do significado de alguns termos-chave da linguagem proposicional e, de
uma forma mais especifica, das condi¢des de verdade de seus enunciados. Como ja sa-
bemos, usaremos o simbolo = para nos referirmos a relagao de inferéncia definida se-
manticamente, de forma que, dado um conjunto qualquer I' de férmulas da linguagem
logica e uma férmula o da mesma linguagem, escrevemos I'E o para dizer que o é uma
consequéncia ligica de I' (quando isso nao for o caso escrevemos I'# o).

A nogao mais importante na defini¢ao semantica da relagao de inferéncia é a nogao
de modelo. Intuitivamente, um modelo, interpretacao ou valoragao pode ser visto como
uma representa¢ao de uma situagao ou estado de coisas capaz de dar as informagoes ne-
cessarias para dizermos se as férmulas da linguagem em questao sao verdadeiras ou fal-
sas™. Sendo um pouco mais especifico, podemos ver um modelo M como responsével
pela “fixacao semantica” dos simbolos nao logicos de uma linguagem logica L. qualquer,
caso no qual dizemos que M ¢ um modelo para L. No caso da légica proposicional, por
exemplo, um modelo ¢ basicamente uma estrutura que diz, para cada um dos simbolos
proposicionais, se tal simbolo ¢ verdadeiro ou falso.

O conceito de modelo sera usado por aquilo que podemos chamar de a sewzantica da
logica em questao, isto é, pelo componente responsavel em dizer, para toda formula
oL, se a é verdadeira ou falsa em um dado modelo M, ou em outras palavras, se M sa-

28. Neste livro usaremos o termo "modelo” de maneira diferente de como ele € usado em livros-texto classicos de
l6gica. O nosso uso estara mais em consonancia com a maneira como tal termo € usado em livros-texto de l6gica
modal e l6gica filosofica.
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tisfaz . (em simbolos: MIFa) ou ndao (em simbolos: M+ o). Definindo a relagao de satis-
fatibilidade, uma semantica fornecera o que chamamos de as condigies de verdade das £61-
mulas da linguagem, isto ¢, em que condi¢des uma dada formula o é verdade, ou ainda,
quais caracteristicas um modelo M deve ter para satisfazer o.. Dizemos nesse caso que
I- ¢ uma relagao de satisfatibilidade em I.. Nao ¢ dificil ver que tanto a estrutura de mo-
delo de uma l6gica como sua relagao de satisfatibilidade dependerao de sua linguagem e

da maneira como os simbolos légicos sao “interpretados”.

Uma vez que tenhamos ao nosso dispor tais no¢oes (modelo e satisfatibilidade) po-
demos definir importantes nogdes semanticas como as nog¢oes de tautologia, contradi-
¢do, contingéncia e, obviamente, a no¢ao de consequéncia légica. Nosso proposito nesta
secao ¢ apresentar tais defini¢oes. Como queremos, no entanto, defini¢es gerais, apli-
caveis a qualquer sistema légico, deixaremos em aberto que linguagem logica e relagao
de satisfatibilidade especificas estao envolvidas, por exemplo, na definicao da nogao de
consequéncia logica, podendo tais nogdes serem tomadas como pardmetros da definigao.
Outro ponto importante é que, apesar de nao termos ainda definido formalmente ne-
nhum modelo ou relagao de satisfatibilidade, usaremos mesmo assim tais conceitos em
nossas defini¢oes. Para isso estamos nos apoiando obviamente na explicagao informal
de tais no¢oes dada acima, mas também no fato de que na proxima segao introduzire-
mos formalmente as no¢oes de modelo e satisfatibilidade na légica proposicional. Co-
mecemos pelas defini¢oes de tautologia, contradigdao e contingéncia:

DEFINIGCAO 1.5 Seja L uma linguagem l6gica, I uma relacao de satisfatibilidade
em L e aoe L uma férmula qualquer.

(i) Dizemos que o é uma fautologia se e somente se, para todo modelo M, MIFay;
(if) Dizemos que o é uma contradigio se e somente se, para todo modelo M, MI+a;
(i) Dizemos que o é uma contingéncia se e somente se existirem ao menos dois mo-

delos M” e M” tal que M’IFo e MCIFau.

Vendo um modelo simplesmente como a representagao de uma situagao na qual
enunciados podem ser verdadeiros ou falsos, uma tautologia entao ¢ simplesmente um
enunciado ou férmula que ¢ verdadeiro em todas as situagoes possiveis; uma contradi-
¢ao, um enunciado falso em todas as situages possiveis; e uma contingéncia um enun-

ciado que nao é nem tautologia nem contradicio.

Abaixo temos uma tentativa de estender a nogao de satisfatibilidade de forma que a
mesma possa ser aplicada a conjuntos de férmulas e ser usada como propriedade de

conjuntos:
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DEFINICAO 1.6 Seja L uma linguagem l6gica, M um modelo para L, |- uma relagio
de satisfatibilidade em L, o.e L. uma férmula qualquer e I' L. um conjunto de férmulas.

(i) Dizemos que M satisfaz I" (em simbolos: MIFT) se e somente se, para todo Bel’,
MI-f3;

(i) Dizemos que I' é satisfativel se e somente se, para a0 menos um modelo M’, M’
satisfaz I.

De posse dessa extensao da nogao de satisfatibilidade, podemos definir o conceito
chave deste capitulo: a nogao de consequéncia légica.

DEFINICAO 1.7 Seja L uma linguagem logica, I uma relacdo de satisfatibilidade
em L, 'SL um conjunto de férmulas e €L uma férmula. Dizemos que o é uma conse-
guéncia ldgica de T (em simbolos: I'Ea) se e somente se, para todo modelo M tal que
MIFI, MIFa. (Caso o. ndo seja uma consequéncia logica de I' escrevemos ' o)

Aideia intuitiva presente aqui ¢ que se & ¢ uma consequéncia logica de I' ou, em ou-
tras palavras, se o pode ser inferido a partir de I', entao para toda e qualquer circunstan-
cia ou situa¢ao na qual todos os membros de I sdo verdade, entao o também ¢é verdade
nessa situagao. Se trocarmos na frase acima “situagao” por “modelo” e “verdade” por
“satisfacao”, entdo teremos exatamente o que ¢ dito na defini¢ao acima. Outra maneira
de explicar a nogao de consequéncia légica ¢ dizer que se I'Fa., entdo nao existe ne-
nhum modelo M tal que M satisfaz todos os membros de I', mas nao satisfaz o, ou, fa-
lando de outra forma, nao existe nenhuma situagao em que todos os membros de I se-

jam verdade, mas a seja falso.

O leitor atento deve ter percebido que a definigao 1.7, bem como a explicacdo dela
dada acima, correspondem de forma bastante significativa a definicio que demos no ca-
pitulo 1 de argumento dedutivo. Na ocasido, dissemos que uma inferéncia dedutiva é
aquela em que é impossivel que as premissas sejam verdadeiras e a conclusio falsa. Em
outras palavras, em toda e qualquer situagao s, se todas as premissas de um argumento
dedutivo siao verdadeiras em s, entdao a conclusao também deve ser verdadeira em s. Ou,
equivalentemente, nao existe nenhuma situagao em que todas as premissas de um argu-
mento dedutivo sejam verdade, mas a sua conclusao seja falsa. Considerando I' como
sendo o conjunto de premissas e o como sendo a conclusio, temos entdo a defini¢ao
1.7 nos dando o que podemos chamar de uma explicacio precisa para o conceito de argu-
mento dedutivo ou, colocando em outros termos, para a nog¢ao de relagao de dedugao
ou consequéncia logica conforme definido por nés no capitulo 1. Ficam faltando, obvia-
mente, as defini¢oes de modelo e satisfatibilidade que, como falamos, dependem do sis-

tema logico em questao.
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Uma consequéncia interessante da defini¢ao 1.7 é que o que chamamos na defini-

¢ao 1.5 de tautologia ¢ nada mais do que uma consequéncia légica do conjunto vazio.

COROLARIO 1.1 Seja L. uma linguagem 16gica, - uma relacio de satisfatibilidade
em L, e c.el. uma férmula. o é uma tautologia se e somente se = (caso no qual es-
crevemos simplesmente F ).

Para finalizar esta se¢do, segue abaixo a defini¢ao formal da nogao de equivaléncia
semantica, ja utilizada por nés na se¢do anterior.

DEFINICAO 1.8 Seja L uma linguagem logica, I uma relacio de satisfatibilidade
em L e o,B el duas férmulas. Dizemos que o eguivale semanticamente a 3 (em simbolos:
o= ) se e somente se {a}EP e {PIEa.

Exemplificaremos essas defini¢oes na proxima se¢ao, na qual as aplicaremos a defi-
ni¢ao semantica da relagao de inferéncia da logica proposicional.

4.4 Modelo, satisfatibilidade e consequéncia Idgica

Iremos agora introduzir as defini¢Ges especificas a 16gica proposicional que nos pet-
mitirdo usar as defini¢oes 1.5-1.8. Comegamos obviamente pela no¢ao de modelo, que é,

como falamos, a estrutura basica responsavel pela avaliagao semantica das férmulas.

DEFINICAO 1.9 Em légica classica proposicional, um zodelo (também chamado de
interpretagio ou valoracao) M é uma funcao: P—{V,F} que atribui, para cada simbolo pro-
posicional de P, o valor V (verdadeiro) ou F (falso).

Em légica proposicional, um modelo M é simplesmente uma fungao que literal-
mente “fixa semanticamente” os simbolos proposicionais de L, atribuindo, para cada
um deles, o valor V ou F. Supondo, por exemplo, que o nosso conjunto P de simbolos
proposicionais seja igual a {A,B,C,D,E}, terfamos as fun¢des abaixo como exemplos
de modelos:

M @A)=V; M B)=F, M (O)=V; M D)=V, M E)=V;

M@A)=V; M B)=V; M (O=F M D)=V; M (E)=V;

MA)=F, M B)=F, M (O=F M, (D)=F; M, (E)=F;

Isso também pode ser representado como segue:
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Modelo A B C D E
M A% F A% \% A%
M \Y A\ F A% \Y
M F F F F F

Nesse ponto é valido mencionar a relagiao que ha entre o conceito de modelo e a no-
¢do de tabela de verdade. Como ¢ facil de ver na tabela acima, um modelo corresponde
exatamente a uma determinada combinagao de valores de verdade dos simbolos propo-
sicionais. Mas tal combina¢ao ¢ exatamente o que determina uma /nha especifica de
uma tabela de verdade. A unica diferenca é que enquanto uma linha de uma tabela de
verdade estabelece uma possivel combinacgao dos valores de verdade de um conjunto
bastante reduzido de simbolos proposicionais, a saber, apenas aqueles simbolos propo-
sicionais que aparecem na férmula em questao, um modelo deve dizer, para fodos os ele-
mentos do conjunto de simbolos proposicionais, se cada um deles ¢ falso ou verdadei-
ro. Por exemplo, na tabela de (6) abaixo

(6) =AVB
A B —-A | —=AVB
A% A% F A%
\% F F F
I \% \% %
F F A% A%

enquanto a primeira linha corresponde a interpretacao M, a segunda e a quarta corres-
pondema M e M, respectivamente. Mas veja que se considerarmos o modelo M, con-
forme mostrado abaixo,

M, (A)=V; M®B)=F M @O=V; MD)=V; M, (E)=F;
que ¢ claramente diferente de M, (enquanto em M, o valor de verdade de E ¢ V,em M,
o mesmo simbolo proposicional tem o valor F), veremos que associado a cada linha da
tabela de verdade existe nao apenas um modelo, mas um conjunto de modelos. No nos-

so exemplo, temos que associado a segunda linha da tabela de (6) estao todas as inter-
pretacdes que atribuam V para A e IF para B.

E importante salientar que um modelo atribui valor de verdade apenas aos simbo-
los proposicionais, nao dizendo absolutamente nada a respeito do valor de verdade de
férmulas complexas como (6). Conforme foi dito na se¢ao anterior, ¢ incumbéncia da
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nogao de satisfatibilidade fazer uso de um modelo para avaliar semanticamente todo e
qualquer tipo de férmula ou, em outras palavras, dizer, para toda e qualquer férmula
OLELP, se um dado modelo M satisfaz ou nao o.

DEFINIGCAO 1.10 Seja M um modelo, peP é um simbolo proposicional qualquer e
a,BeL duas formulas. Na logica classica proposicional, a relagio de satisfatibilidade I
¢ definida como segue:

i) Mlp SN M(p)=V;

(i) MIF—a $sS Mo

(iii) MIFaAB sss MiFa e MIFf;
(iv) MiFavp sss MiFa ou MI-3;

(v) MiFa—p $88 Mito ou M.

Mo significa “o é satisfeita pelo (ou no) modelo M”, ou ainda “a é verdade em
M”; M-, por sua vez, quer dizer que o nao ¢ satisfeita por M.

A primeira coisa que deve ser bem compreendida a respeito da defini¢ao 1.10 é o sig-
nificado da expressao “sss” (se e somente se). Ao dizermos, por exemplo, que MI-—a. sss
MI+a., estamos afirmando duas coisas: primeiro que se MIF—a entio M+, e segundo
que se Ml+a, entdao MI-—o. Em outras palavras, estamos dizendo em que circunstancias
ou modelos uma férmula da forma —au € satisfeita, a saber, nos modelos nos quais o € sa-
tisfeito, e em nenhum outro mais. Fazendo isso para todos os tipos de férmulas, a defini-

¢do 1.10 na verdade estabelece as condi¢oes nas quais toda e qualquer férmula é verdade.

Segundo, conforme ja dissemos, apesar de a ideia basica de um modelo M ser tal
que toda e qualquer férmula a é verdade ou falsa em M, o modelo em si, conforme defi-
nido na defini¢ao 1.9, atribui valor de verdade apenas para certo tipo de férmula, a sa-
ber, as formulas atbémicas (simbolos proposicionais). E propésito entdo, pode-se dizer,
da relagao I- estender M de forma a fazer com que sejamos capazes de dizer, para toda e
qualquer férmula de L., independentemente de ela ser atdbmica ou complexa, se ela é
verdadeira ou nao em M.

Terceiro, ao dizermos quando uma férmula qualquer é satisfeita ou verdadeira em
um modelo M, estamos automaticamente dizendo quando ela nao é satisfeita. A razao
disso ¢ que, a0 usarmos a expressao “sss” no item (ii), por exemplo, estamos dizendo
que MIF—a s6 é o caso em uma circunstancia na qual M- o, e em nenhuma outra mais.
Mas como pata qualquer férmula 3, ou MI-f ou M3, isso significa que na outra cit-
cunstancia possivel, a saber, MI-a, teremos MIF —a e que se M+ —a., entao MI-o.. Em
outras palavras, uma consequéncia trivial do item (ii) da definicao acima ¢ que MItF —a
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sss MIFa. Fazendo o mesmo exercicio para os outros itens nos temos a seguinte conse-
quéncia ou coroldrio da defini¢ao 1.10.

COROLARIO 1.2 Seja M um modelo, peP um simbolo proposicional qualquer e
a,BeL, duas formulas quaisquer.

i) MiFp $SS M(p)=F;

(i) MIF-—a sss MIFao

(i) M- anB SEE Miit-o ou MIK3;
(iv) MIFov B SN Mt o e MI-;

(v) Mita—p $SS Mo e MIF.

Para ver como a defini¢ao 1.10 pode ser usada na determinac¢ao das condi¢ées de
verdade de uma férmula, suponha novamente que o nosso conjunto de simbolos pro-
posicionais P seja igual a {A,B,C,D,E} e que, em adic¢do a isso, desejemos saber se

(12) =(A—B)
¢ ou ndo satisfeita no modelo M. De acordo com o item (ii) da defini¢do 1.10, dado um
modelo M qualquer,

MIF—=(A—B) sss MIit A—B.

Mas pelo corolario 1.1, item (v), temos que

Mt A—B sss MIFA e MIB.

Finalmente, o item (i) da defini¢ao 1.10 nos diz que MIFA sss M(A)=V e o item (i) do
corolario 1.1 que MI¥B sss M(B)=F. Assim, temos que (12) ¢ satisfeito em um modelo es-
pecifico se e somente se esse modelo atribui, para A e B, os valores V e F, respectivamen-
te. Como M (A)=V e M, (B)=F, temos que M I-—=(A—B), isto ¢, M, satisfaz ~(A—B).

Esse procedimento pode ser resumido como segue:

Mi-—(A—>B)

MirA—B

/e N

MIFA MIi+B

M@A)=V  M®B)=F
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em que cada mudanca de um nivel superior para um inferior deve ser lida como ““se e somente
se””. Temos abaixo outro exemplo no qual é feito o mesmo tipo de analise para a formula

M-—(=AA—B)

MIH——||A/\—|B
25N

MiF—=A MI+—B

MIFA MI-B

M(A)=V M@B)=V

Assim, temos que para um modelo M satisfazer (13) ele tem que ser tal que
M(A)=V ou M(B)=V. Falando de outra forma, apenas as valora¢oes que atribuem V a
A ouV aB satisfarao —(—AA—B). Isso obviamente significa que todas as outras valora-
¢Oes que nao atribuirem nem V a A nem V a B tornario (13) falsa. Considerando apenas

os valores de A e B, temos que os seguintes modelos satisfazem (13)*:

Modelo | A B
M \Y% \Y
M, \Y F
M, F \Y%

e que apenas o modelo abaixo nao satisfaz (13):

Modelo A B
M F F

4

Obviamente que M -M, acima somente serdo valoragoes caso consideremos o nos-

so conjunto de simbolos proposicionais como contendo apenas A e B. Caso contrario o

29. Aqui estamos iniciando uma nova numeracédo de modelos (o modelo M1 abaixo ndo € o mesmo modelo M1 da
pagina 90).
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que M1_M4 representam sao classes de valoragdes, onde Ml, por exemplo, representa
todas as valoragdes que atribuem V tanto para A como para B (mas que obviamente po-
dem atribuir qualquer outro valor para os demais simbolos proposicionais). Isso é rele-
vante, pois nas duas tabelas acima temos todas as informagoes necessarias para constru-
it a tabela de verdade de (13), a saber, as condi¢bes nas quais (13) é verdadeira, e as condi-
¢Oes nas quais (13) ¢ falsa. Juntando isso, nés obtemos a tabela de verdade de (13) con-

forme exibido abaixo:

A B | ~(—=AA—B)
\ \ \
\ F \Y
F \ \4
F F F

Isso trivialmente serve para ilustrar o fato de que o procedimento de construgao de
tabela de verdade ¢, na verdade, uma consequéncia das defini¢es 1.9 e 1.10; em outras
palavras, tais defini¢des precisam de forma rigorosa o que temos chamado até agora de
tabela de verdade.

De posse das nogdes de modelo e satisfatibilidade na légica proposicional, podemos
facilmente usar as defini¢des 1.5-1.8 para obter as no¢oes de tautologia, contradi¢ao, con-
tingéncia, consequéncia logica e equivaléncia semantica da légica proposicional. Tudo
que temos a fazer é considerar, nessas defini¢oes, a linguagem proposicional LP e as no-
¢oes de modelo e satisfatibilidade conforme definidos nas defini¢oes 1.9 e 1.10.

A respeito das nog¢oes de tautologia, contradicao e contingéncia, claramente a de-
terminacao de se uma dada férmula é uma tautologia, contradicao ou contingéncia
pode ser feita através da defini¢ao 1.10 conforme exemplificado acima. Por exemplo,
como apenas modelos M tais que M(A)=V ou M(B)=V satisfazem (13), claramente ha-
vera modelos que nao satisfazem (13). Assim, de acordo com a definicao 1.5 aplicada as
defini¢oes 1.9 e 1.10, (13) ¢ uma contingéncia. Na verdade, como o proprio procedi-
mento de tabela de verdade ¢ uma aplicagao, por assim dizer, das defini¢cdes 1.9 ¢ 1.10, 0
seu uso na determinacdo do status logico de uma proposi¢io pode naturalmente ser
considerado também como uma aplica¢ao de tais definigdes.

Segue abaixo uma tabela com algumas tautologias da l6gica proposicional que, em
virtude de seu uso e importancia histérica, sio muitas vezes nomeadas com o auxilio da

palavra “Lei” (aqui preferiremos, na maioria das vezes, o termo “principio”). Nova-
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mente, 0, € ¢ abaixo representam férmulas arbitririas de L . Assim, os principios lis-

tados abaixo sdao na verdade esquemas de férmulas.

Principio da nao contradicao —(an—o)

Principio do terceiro excluido ov—ol

Lei da dupla negacio O>——0

Lei da contrapositiva (0—>B)>(—p—>—a)

Lei de Peirce (a—=>pB)—a)—a

Lei da exportacio (aAB—=0) > (a—>(B—0))

Lei da permutacio (0—=>(B—=9)=>(P—>(0—0)

Lei da identidade a<>a

Leis de De Morgan —(ovPB) <> (—an—P)
(@B (—ov—p)

Leis de tautologia a<>(ova)
o> (oA

Leis de associatividade (av(Bve)<>((avB)ve)
(@ABAD) S (@ABAD)
(06 B09) (@B 0)

Leis de distributividade (aABve)=((anB)v(ong))
(@ BA) S (@VBIAOV))

Leis de comutatividade (avB)>(Bva)
(AR (BA)
(@oBOBow)

No que se refere a relagao de consequéncia logica, vejamos um exemplo de como a
defini¢ao 1.7 aplicada a 16gica proposicional pode ser usada na avaliacio de argumen-
tos. Considere o seguinte argumento:

(14) Se Sécrates ¢ homem, entdo Socrates ¢ mortal;

Sécrates é homem;

Portanto, Sécrates é mortal.

que seria traduzido para a linguagem proposicional como segue:
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(14) A—>B
A
~ B
em que A significa “Socrates ¢ homem.”; B “Socrates é mortal” e o simbolo .. significa
“Portanto”. Usando a terminologia da defini¢ao 1.7, o conjunto de premissas I seria aqui
igual a {A—>B,A} e a conclusio a seria B, sendo a nossa tarefa usar a definicao 1.7 para
saber se B é ou niao uma consequéncia logica de {A—B,A} ou, em simbolos, se
{A—B,A}EB. De acordo com a defini¢ao 1.7, para que {A—B,A} =B todos os modelos
que satisfazem {A—B,A} devem também satisfazer B. Assim, o que devemos fazer é
avaliar todos os modelos possiveis e, para cada um deles, checar se o dito acima € o caso.
Como temos aqui apenas os simbolos A e B, devemos considerar apenas quatro modelos,
ou sendo mais preciso, as quatro classes de modelos caracterizados na tabela abaixo:

Modelo A B
M \Y \Y%
M, \Y F
M, F \Y
M, F F

Consideremos primeiro se M, satisfaz {A—B,A}. Uma breve consulta as defini-
¢oes 1.6 e 1.10 € suficiente para nos convencer que sim, M. satisfaz {A—>B,A}. E tam-
bém trivial que M, satisfaz B. Assim, a nossa verificacao foi bem-sucedida para M . Fal-
ta agora fazermos o mesmo para Mz’ M3 e M4‘ Em relacio Mz’ temos que esse modelo
ndo satisfaz {A—>B,A}, pois ele nio satisfaz A—B. Nao precisamos entdo considerar
M, pois tudo o que a definigdo exige é que nos modelos em que #odos os membros de I'
sejam satisfeitos, o também o seja. Assim, apenas os modelos que satisfazem I" é que
podem invalidar a relacao de consequéncia légica entre I' e o.. Como a situagdo com M,
e M, € semelhante (tanto M, como M, nio satisfazem {A—B,A}, pois nio satisfazem
A), temos entdo que {A—>B,A}EB.

Esse fato de que apenas as valoragoes que satisfazem I podem mostrar que ['#a
pode ser melhor visto quando usamos a defini¢ao 1.7 para mostrar que uma determina-
da férmula nao ¢é consequéncia logica de um conjunto de férmulas, ou, usando outra
terminologia, que um determinado argumento nao ¢ (dedutivamente) valido. Considere
o argumento abaixo:
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(15) Se chover entao a rua estara molhada;
A rua esta molhada;
Portanto choveu.
cuja tradugdo para a linguagem proposicional poderia ser como segue:
(15) A—>B
B
SA
em que A agora significa “Choveu” (ou “Chove”), e B “A rua esta molhada”. Nao ¢é difi-
cil de concluir que esse argumento nao é valido. Se quisermos, no entanto, usar a defini-
cao 1.7 para mostrar que {A—>BB}F#A, basta encontrarmos um modelo M tal que M
satisfaz {A—B,B}, mas nio satisfaz A. Uma breve consulta a tabela de modelos acima é
suficiente para sabermos que tal modelo ¢ M.: claramente temos que M, satisfaz
{A—B,B}, mas nao satisfaz A. Assim, como nio é verdade que para todo modelo M tal
que M satisfaz {A—>B,B}, M também satisfaz A, temos que niao é o caso que
{A>B,B}EA, isto é, nao ¢é o caso que A é uma consequéncia l6gica de {A—>B,B}.
Segue abaixo tabela com alguns (esquemas de) argumentos (juntamente com suas

denominagbes mais conhecidas) cujas validades podem ser facilmente demonstradas
através da definicao 1.7.

Modus ponens {a—B,a} =B

Modus tolens {a—>B,—B}E—-a
Silogismo hipotético {a—>B,p—0} Fa—0
Silogismo disjuntivo {avp,—a} =P
Conjunc¢ao {o,B}EanP

Adic¢io {a}Eavp

Reducio ao absurdo {a—B,o0—>—B}E—a
Principio da explosio {a,—a} =P

Um detalhe importante a respeito dessa maneira de mostrar que um determinado
argumento ¢ valido, que se aplica igualmente ao método de tabela de verdade na deter-
minag¢ao do status légico de uma proposigao, é que ela envolve necessariamente a con-
sideracao de todos os modelos (ou classes de modelos, se quisermos ser mais precisos)
relevantes para o argumento em questdo. Se estamos, por exemplo, trabalhando com
um argumento ou férmula que contém apenas 2 simbolos proposicionais, teremos que
examinar 4 modelos. Mas se nosso problema envolve 3 simbolos proposicionais, ja te-
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remos que considerar 8§ modelos; 4 simbolos, 16 modelos; 5 simbolos, 32 modelos, e as-
sim por diante. Nao ¢ dificil ver que esse carater exponencial de complexidade do nosso
método que, como ja mencionamos, também atinge o método de tabela de verdade,
pode tornar nosso trabalho de verificagao do status de formulas e de validade de argu-
mentos praticamente inexequivel.

Outra maneira de realizar a mesma tarefa que, em muitos casos, pode ser extrema-
mente mais eficiente do que a maneira tradicional, ¢ utilizando o chamado método de
prova por absurdo ou pot redugao ao absurdo, ja mencionado por nés no capitulo 2. A ideia
da prova por absurdo ¢ na verdade bastante simples. Imagine que desejemos provar
certa tese T, ou seja, desejamos mostrar que T ¢ verdade. Uma maneira de fazer isso é
de forma direta, ou seja, partir de premissas conhecidamente verdadeiras e tentar che-
gar a T. No entanto, podemos também fazer a prova de maneira indireta, supondo
que a negacao de T é verdadeira e chegando a partir daf em um absurdo ou contradi-
¢a0. Se conseguirmos fazer isso, teremos entao provado que —T ¢é falso, e consequen-

temente que T ¢ verdadeiro. Para ilustrar isso, considere a prova abaixo da irracionali-

dade de V2.

1. Suponha que \2¢ racional, isto ¢, que existem dois numeros inteiros mutuamen-
te primos 7 ¢ 7 tal que n/m="2

2. Consequentemente, m’=2n°
3. Disso segue que m” é pat.

4. Consequentemente, 7 também ¢ par, pois um nimero quadrado nao pode ter ne-
nhum fator primo que também nao seja um fator do numero do qual ele é quadrado.

5. Como 7 e 7 sio mutuamente primos, # tem de ser impar.

6. Assumindo que m=2k, temos que (2k)*=2n".

7. O que equivale a dizer que 4k’=2n’, ou n’=2k".

8. Repetindo o argumento de (3) e (4), concluimos que 7 ¢ par.

9. Isso, no entanto, ¢ uma contradi¢ao, pois vimos que 7 ¢ impar.
10. Consequentemente, V2 nio é racional.

Aqui, a tese que desejavamos provar era a de que V2 nio é racional. No entanto, a
prova fol iniciada supondo-se que \2 ¢ racional, ou seja, supondo que a negacao da pro-
pria tese ¢ verdadeira. A partir dai, efetuando algumas inferéncias basicas e utilizando
certas assungdes matematicas estabelecidas, chegou-se a um resultado contraditorio:

que 7 é par e impar. Daf concluirmos que a nossa suposicao inicial ¢ falsa, ou seja, que a
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tese que V2 é racional ¢ falsa, o que acarreta obviamente que a tese que V2 nio é ra-

. , 3
cional é verdade™.

Aplicando entdo o método da redugao ao absurdo a determinacao do status lgico
de uma fémula, suponha que desejemos provar que

(16) (A>B—=>0)=>(A—>B)—>(A—C)
¢ uma tautologia. Como (16) tem 3 simbolos proposicionais, para fazer isso usando o
método de tabela de verdade, por exemplo, terfamos que construir uma tabela com 8 li-
nhas, o que pode ser bastante trabalhoso. Vejamos como funcionaria, nesse caso, o mé-
todo de prova por absurdo.

Como desejamos provar que (16) é uma tautologia, partimos da suposi¢ao de que a
sua negacao, ou seja, a tese de que (16) nao é uma tautologia, ¢ verdade. De acordo com
a defini¢ao 1.5, se (16) niao ¢ uma tautologia, entdo ha um modelo M que nio satisfaz
(16). Se isso ¢ o caso, entdo, pela defini¢ao 1.10, item (v), M é tal que MIFA—B—C) e
M (A—=B)—>(A—>C). Mas se M- (A—>B)—>(A—C), pela mesma defini¢ao temos que
MIFA—B e Ml A—C. Finalmente, como MIt A—C, temos que MI-A e MIi+C. Mas se
MIFA—B e MIFA, temos que MI-B. Mas se MIFA—(B—C) e MIFA, entao MIFB—C.
Finalmente, como MIFB—C e MItC, temos, necessariamente, que MItB. Mas nos
concluimos logo acima que MI-B. Logo, temos uma contradigao e, consequentemente,
que (16) é uma tautologia. Esse raciocino pode ser detalhado como segue (com excegao
de (2), todos os passos inferenciais se utilizam do item (v) da defini¢ao 1.10).

1. (16) nao ¢ uma tautologia;

2. Ha um modelo M que nio satisfaz (16) (defini¢ao 1.5);

3. M ¢ tal que MIFA—>(B—C) e MIF(A—>B)—>(A—C);

4. Como MI+(A—B)—>(A—C), entaio MIFA—B e MIF A—>C;

5. Como MI+FA—C, entao MIFA e MIFC;

6. Como MIFA—B e MIFA, entao MI-B;

7. Como MIFA—(B—C) e MIFA, entio MIFB—C;

8. Como MIFB—C e MIC, entao M- B;

9

. (6) contradiz (8);

30. Alguns autores fazem a justa distin¢do entre reducdo ao absurdo, ou reduction ad absurdum, que é o método no
qual o resultado paradoxal obtido € um absurdo no sentido de ir de encontro a algumas suposicdes consensuais ou
6bvias demais para serem negadas, e reducdo ao impossivel, ou reduction ad impossible, cujo resultado paradoxal,
além de ser também um absurdo, € logicamente impossivel, como no exemplo acima no qual inferimos da suposi¢ao
de que V2 é racional a proposicio contraditoria que n é par e impar.
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10. Logo, (1) nao ¢ verdade;
11. Logo, (16) é uma tautologia.

Esses passos podetriam ser abreviados consideravelmente se simplesmente preenchésse-
mos os valores de uma unica linha da tabela de verdade de (16) conforme especificado abaixo:

A B C A->B->0)>((A>B >A—>0)
V. A F V. FV F VVFEF VFF
5 6 5 3 8 7 2 4 6 3 5 4 5
F
8

Aqui, cada valor de verdade representa o valor da férmula associada ao simbolo logo
acima. Por exemplo, como abaixo do primeiro — ha um V, isso significa que a subférmu-
la que tem tal conectivo como conectivo principal, a saber, A—=>(B—C) ¢ verdade. Ja o
simbolo F abaixo do terceiro — indica que a subférmula que tem tal conectivo como co-
nectivo principal, a saber, a prépria férmula (16), € falsa. O simbolo V abaixo da terceira
instancia do simbolo proposicional A, indica que tal simbolo ¢ verdade. O subscrito em
cada um dos valores de verdade indica o passo inferencial associado ao ato de escrever tal
simbolo na tabela. De acordo com o nosso raciocinio, come¢amos com a suposi¢ao de
que (16) nao é uma tautologia (passo 1), e concluimos, no passo 2, que ha um modelo M
que nio satisfaz (16). Assim escrevemos F, abaixo do conectivo principal de (16). Ja no
passo 3 concluimos que M ¢ tal que MIFA— (B—C) e MIt (A—>B)—>(A—C). Assim es-
crevemos V., e F_ abaixo dos conectivos principais de A—>(B—>C) ¢ (A>B)—>(A—>C),
respectivamente. Dessa forma, procedemos ao preenchimento dos valores de verdade
das varias subférmulas de (16) até que encontramos, nos passos 6 e 8, uma contradi¢ao, o
que ¢ explicitado escrevendo V, eE, abaixo do simbolo B.

O mesmo procedimento pode ser feito para provarmos que um determinado argu-
mento ¢ valido. Suponha que desejemos provar que a relagdo abaixo é correta:

(17) {(Av—B),B,~C—>—A}=C

Como queremos provar (17), supomos que sua negacio ¢ verdade, ou seja, {(Av—B),
B,~C—>—=D}#C. De acordo com a defini¢io 1.7, temos que existe um modelo M tal que
Mi-{(Av—B),B,~C——D} e MI*C. Se M satisfaz {(Av—B),B,~C—>—A}, entio de acordo
com a defini¢ao 1.6 temos que MI-FAv—B, MI-FB e MI-—C——A. Mas como MIt-C, entao
pela definigao 1.10, item (ii), MIF—C. Mas se MIF—C e MIF—C——A, entao MIF—A. No-
vamente, pela definicao 1.10, item (i), se MIF—A, entio MIF A. Mas se MIF A e MIFAv—B,
entao MIF—B, o que implica que MI¥B. Assim temos que MI¥B e MI-B, o que é uma con-
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tradi¢ao. Logo, (17) esta correto. De maneira semelhante a como fizemos com (16), po-
demos resumir esse procedimento como segue:

1. {(Av—=B),B,~C—>—-D} ¥C;

2. Existe um modelo M tal que M- {(Av—B),B,~C—>—-D} ¢ MI+C;
3. Como MI-{(Av—B),B,—~C—>—=A}, entio MIFAv—B, MIFB e MIF—=C——A;
4. Como MI+C, entao MIF—=C;

5. Como MIF=C e MIF-C——A, entao MIF—A;

6. Como MIF—A, entao MIFA;

7. Como MI+A e MI-FAv—B, entio MIF—B;

8. Como MIF—B, entio M+ B;

9. (3) contradiz (8);

10. Logo, (1) nao ¢ correto;

11. Logo, (17) é uma relacdo valida.

Ou, de forma diagramatica:

F V.V | V| V.V V| F
6 '3 7 4 '3 s

Um procedimento semelhante pode ser usado para mostrar que um dado conjunto
de formulas ¢ satisfativel.

Veja que esse método de raciocinio metaldgico (no sentido de ser usado para provar
algo relacionado com as férmulas da nossa linguagem logica) é representado logica-
mente (ou, se preferir, intralogicamente) pelo principio da redugdo ao absurdo
{o—B,0—>—=B} E—a, conforme descrito acima. Também podemos, como fizemos
no capitulo 2, representar a prova ao absurdo em termos da relagao de consequéncia
légica: se N'U{a}EP e M'U{a}E-P, entio I'E—a.

Finalmente, podemos usar a defini¢ao 1.8 para obter a no¢ao de equivaléncia se-
mantica na légica proposicional. Fazendo isso, um aspecto interessante relacionado
com a distin¢do entre linguagem e metalinguagem surge. Primeiro de tudo, dada a rela-
¢do existente entre a no¢ao de equivaléncia semantica e o conectivo <> mencionada na
secdo anterior, é de se esperar que as leis expressas na forma de bicondicional mencio-
nadas na primeira tabela acima possam ser expressas com o auxilio da noc¢ao de equiva-

léncia semantica:
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Lei da dupla negacio o=—0
Lei da contrapositiva (0—B) = (=p—>—)
Lei da exportacio (OAB—=0)= (00— (B—0))
Lei da permutacio (0—=>(B—9)=B—>(0—>))
Lei da identidade =0
Leis de De Morgan —(ovB) = (—aA—Pp)
—(@AB)2 (cav—p)
Leis de tautologia a=(ovo)
o= (oA
Leis de associatividade (av(Bve)=((avB)ve)
(@ABAD)Z((@AB)AG)
(@6 Bo9)2(@OB)O)
Leis de distributividade (OABV) = ((aAB)V (o))
(v (BA®) = (@vVB)A@VE))
Leis de comutatividade (avB)=(Bva)
(@AB)2 Brc)
(OB = o)

as se todas essas leis podem ser expressas tanto com <> como com =, pode-se
M tod lei d tant > > pod
perguntar qual a diferenca que ha, se é que ha diferenca, entre a equivaléncia semantica e
o bicondicional.

Conforme definido na definicao 1.4, uma férmula do tipo o<>f é nada mais do que
uma abreviacao para a férmula do tipo (A—=>B)A(B—>a). A férmula a seguit, por exem-
plo, é uma instancia da lei da contrapositiva:

(18) (A>B)¢>(—=B—>—A)
(18), no entanto, é uma abreviagao para a férmula

(18”) (A—>B)=>(—=B—->—A)A(—B—>—A)—>(A—>B))

que € pot sua vez, de acordo com as regras de abreviacao de parénteses, uma abreviagao
para a férmula

(187) (A=B)=>((=B)=>ANA((B) > (=A) = (A—>B))).
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Mas (18’), trivialmente, ¢, de acordo com a defini¢ao 1.1, uma férmula da nossa lin-
guagem objeto, ou seja, de L, Ja a versio da mesma instancia da lei da contrapositiva
expressa com =,

(19) (A—>B)=(—=B—>—A)
nao ¢ um elemento da linguagem objeto, mas pertence sim a nossa metalinguagem. A
mesma coisa se aplica a boa parte dos termos usados nas defini¢cdes dadas neste capitulo.
Por exemplo, as expressoes a seguir, apesar de serem compostas também por elementos
da linguagem objeto, pertencem todas a metalinguagem: “M(P)=V”, “MIF—(A—B)” e
“{(A—>B),A} EB”. Resumindo entio, enquanto A<>B, ou, mais especificamente, a fo1-
mula que tal concatenagao de simbolos abrevia, pertence a linguagem objeto, AFEB per-

tence a metalinguagem.

Veja, no entanto, que afirmamos haver certa equivaléncia entre <> e =. Mais preci-
samente, dissemos que, para duas férmulas quaisquer o,B€L , se 04>P entdo a=f, e
se 23 entdo a<>P. Tal resultado pertence ao que chamamos no capitulo 2 de metal6-
gica, pois estabelece uma importante relagao entre férmulas da linguagem logica e o
conceito metalogico (isto ¢é, pertencente a metalinguagem) de equivaléncia semantica.
Obviamente que nao basta afirmarmos tal relagao; é necessario que demonstremos que

efetivamente o<>f3 sss . =[3.

Conforme adiantado no inicio desta se¢ao, juntamente com as defini¢cGes apresen-
tadas no capitulo anterior, as defini¢des apresentadas aqui sdo a primeira instancia do
que chamamos no capitulo 2 de um séstezza lggico: enquanto a definicao 1.1 introduz a lin-
guagem proposicional L. , as defini¢des 1.5-1.7 usadas em conjunto com 1.9 € 1.10 defi-
nem a relagdo de inferéncia = que dira, para todo conjunto de férmulas 'S e toda
formula a€l., se o ¢ ounio uma consequeéncia logica de I', isto ¢, se 0 argumento ten-
do como conjunto de premissas I e como conclusao o é ou nao um argumento valido.
Assim temos uma primeira caracterizacao completa do sistema légico semantico pro-
posicional, ou em simbolos, o sistema <LP,I=>.
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4.5 Exercicios propostos

1. Explique o que é e qual o propdsito da sintaxe e da semantica de uma linguagem.
2. Construa trés instancias de cada um dos esquemas de férmula abaixo:
a. a—>PA—a
b. =(av—(p—a))
C. av(—a—a)
d. (a—=>(B—>oera))>—avp
e. (((—oa—B)v(Bp—a))—>—pAra
3. Faga a tabela de verdade de cada uma das férmulas abaixo e diga se se trata de contin-

géncia, tautologia ou contradigdo. Se for conveniente, utilize também o método da redu-
¢ao ao absurdo.

a. B—>(C—B)

b. A«(BvC)

c. A>—-A

d. -(BAC—B)

e.B—»BVvC

f. B>(C—»>——BAC)

g-A

h. (A—>B)v—(A—B)

i. AvB——(A<~>—B)

j- AAB—>-C

k. A>—B

I. =(A—>A)

m. —(Bv—B)

n. -B—(B—C)

0. (A—>B)—>—=(AAB)

p. =(BvC)AC——(BvC)

g. AA(BvC——-A)

r. (B—>D)—((C—»D)—(BvC—D))

s. (B—>(C—D))—((B—~C)—(B—D))
4. Faga a tabela de verdade das formulas abaixo e diga quais férmulas sdo semanticamen-

te equivalentes entre si:

a. A—>B

b. —(AvB)

c. -B—>—-A

d A

e. A>(B—C)

f. -AvB

g. B>(A—C)

h. ——A

i. ~Ar—B
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5. Seja M um modelo em que M(A)=V e M(B)=F. O que podemos concluir a respeito da sa-
tisfatibilidade de cada uma das férmulas da questao anterior em M?
6. Seja a=(Av—B)—»>——C e M um modelo qualquer.

a. Supondo que M(A)=V e M(C)=F, o que se pode concluir a respeito da satisfatibilidade
de a em M?

b. Supondo que M(C)=V, o que se pode concluir a respeito da satisfatibilidade de o.em M?
c. Supondo que M(B)=V, o que se pode concluir a respeito da satisfatibilidade de o em M?
d. Supondo que Mi-a e M(A)=F, o que se pode concluir a respeito de M(C)?
e. Supondo que Mita, o que se pode concluir a respeito de M(A), M(B) e M(C)?
7. Utilizando a definicdo 1.10, mostre as condigbes de verdade das férmulas abaixo:
a. B»>BvC
b. B—>(C—BAC)
c. A>—B
d. (AAB——C)—>—=(AvB)
e. ———(A—A)
f. ((A>—=B)A(Cv—=D))—»>—--C
g. (B—(C—B))v—-D
8. Seja M um modelo e as afirmagdes abaixo. O que se pode concluir a respeito delas su-
pondo que MiFA—B? E se supormos que Mi+A—B?
a. MiFAVC—BVC
b. MIFAAC—BAC
c. Mi-—-AvB—AvB
9. Seja M um modelo tal que MiFA«<B. O que podemos concluir a respeito das afirmagdes
abaixo?
a. Mi-—AAB
b. MIrAv—B
c. MirA—B
d. MIFAACBAC
e. MiFAVvC+BVvC
10.Sejam as férmulas abaixo. Identifique, justificando sua resposta, os casos em que {o}=f3
e 0s casos em que a.=f.
a. a=A, B=A
.a=A, p=AvB
. 0=(A-B), p=-AvB
.a=A—->-B, p=-B
. a=B—BvC, B=(B—»BvC)v(Cv-C)
f. a=Ar—-A, B=ArB—>-C
g. a=BAC—-B, p=(B—»D)—((C—»D)—(BvC—D))
h. a==(B—A), B=AA(BvC——A)
11.Usando agora o método da redugdo ao absurdo, diga quais casos da questao 10 sao tais
que {a}=p.
12.Diga, usando o método da tabela de verdade ou método da redug¢do ao absurdo, quais
dos conjuntos de formulas abaixo sdo satisfativeis.

® O O T
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a. {P,—P}
b. {P-»Q,Q—>R,P,—R}
c. {P>Q,—(Qr—=R),R—S,—(SAP)}
d. {=(BvC)AC——(BvC),-Q,R—(SVR), S}
e. {P, Qr—R,—QVR}
f. {P»Q,Q—>R,P,R}
g. {P—>Q,—~(QAr—R),R—>S}
13.Seja L uma linguagem légica e a.cL uma formula dessa linguagem. Mostre que
a. o é uma tautologia sss —a € uma contradigéao;
b. o € uma contradigdo sss —a € uma tautologia;
C. o € uma contingéncia sss o ndo é nem tautologia nem contradigéo;
14.Prove o corolério 1.1.
15.Seja L uma linguagem logica e a,Bel formulas dessa linguagem. Mostre que a.2f3 sss
a<>p € uma tautologia.
16.Prove o corolario 1.2.

4.6 Exercicios de analise logica

1. Traduza para a linguagem proposicional os argumentos abaixo (usando um glossario
com os simbolos proposicionais usados) e avalie intuitivamente sua validade. Apds
isso, demonstre, utilizando as definigbes 1.9 e 1.10, em conjunto com a definigéo 1.7, se
tais argumentos sao efetivamente validos ou ndo. Utilize, se achar conveniente, o méto-
do da prova por absurdo.

a. Se fosse possivel ter uma prova absoluta da existéncia de Deus, entéo seria possivel
sermos irresistivelmente atraidos a fazer o bem.
Se fosse possivel para nés sermos irresistivelmente atraidos a fazer o bem, entdo nés

nao teriamos livre-arbitrio.

Noés temos livre-arbitrio.

.. N&o é possivel ter uma prova absoluta da existéncia de Deus.

b. Se o racismo é realmente incorreto, entdo é factualmente evidente que todas as racgas
tém habilidades iguais ou € moralmente claro que os interesses similares de todos os
seres vivos devem ser levados igualmente em consideragao.

Nao é factualmente evidente que todas as ragas tém habilidades iguais.

Se é moralmente claro que os interesses similares de todos os seres vivos devem ser
levados igualmente em consideracgéo, entdo é claro que interesses similares de
animais e seres humanos devem ser igualmente levados em consideracéo.

.. Se o racismo é realmente incorreto, entdo é claro que interesses similares de animais
e seres humanos devem ser igualmente levados em consideracéo. [Esse argumento
foi dado por Peter Singer, um dos lideres do Movimento de Libertagdo dos Animais.]

c. Se nao ha conversa na sala de aula e todos os alunos adquiriram o livro, entao & possi-
vel ter uma boa aula de légica.

Ha conversa na sala de aula.
Todos os alunos adquiriram o livro.
. Nao é possivel ter uma boa aula de légica.
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d. O universo é ordenado [tal qual um relégio que obedece a leis complexas].

A maioria das coisas ordenadas que nos temos examinado tem por tras de sua cria-
Gao seres inteligentes.

Noés examinamos uma quantidade grande e variada de coisas ordenadas.

Se a maioria das coisas ordenadas que nés temos examinado tem por tras de sua
criagao seres inteligentes e nds examinamos uma quantidade grande e variada de
coisas ordenadas, entao provavelmente a maioria das coisas ordenadas tem por
tras de sua criacdo seres inteligentes.

Se o universo é ordenado e provavelmente a maioria das coisas ordenadas tem por
tras de sua criagédo seres inteligentes, entdo o universo provavelmente tem por
tras de sua criagao um ser inteligente.

.. O universo provavelmente tem por tras de sua criagdo um ser inteligente.
e. O mal existe.

Se o mal existe, entdo Deus nédo deseja impedir o mal ou Ele ndo pode impedir o mal.

Se Deus nao deseja impedir o mal, entao Ele ndo é onibenevolente.

Se Deus nao pode impedir o mal, entdo Ele nao é onipotente.

Se Deus existe, entédo Ele é onipotente e onibenevolente.

.. Deus néo existe.
f. Sistemas fechados tendem em diregéo a maiores entropias [uma distribuicdo mais uni-
forme de energia; essa é a segunda lei da termodinamical.

Se sistemas fechados tendem em direcao a maiores entropias e o universo nao teve
um inicio no tempo, entdo o universo teria atingido um estado de quase completa
entropia (por exemplo, tudo teria a mesma temperatura).

O universo nao atingiu um estado de quase completa entropia.

*. O universo teve um inicio no tempo. [Esse argumento & de William Craig e James Mo-
reland.]
g. O universo teve um inicio no tempo.
Se o universo teve um inicio no tempo, entdo houve uma causa para o inicio do universo.
Se houve uma causa para o inicio do universo, entdo um ser pessoal € a causa do universo.

. Um ser pessoal € a causa do universo. [Esse argumento € de William Craig e James
Moreland.]
h. Se a crenga na existéncia de Deus tem base cientifica, entédo ela é racional.
Nenhum experimento cientifico concebivel pode decidir se Deus existe ou néo.
Se a crenga na existéncia de Deus tem base cientifica, entdo ha algum experimento
cientifico concebivel capaz de decidir se Deus existe ou ndo.
.. A crenga na existéncia de Deus nao é uma crenca racional.
i. Se a virtude pode ser ensinada, entéo existem professores profissionais de virtude ou
existem professores amadores de virtude.
Se existem professores profissionais de virtude, entdo os sofistas podem ensinar
seus estudantes a serem virtuosos.

Se existem professores amadores de virtude, entao os mais nobres dos atenienses
podem ensinar os seus filhos a serem virtuosos.

Os sofistas nao podem ensinar seus estudantes a serem virtuosos e os mais nobres
dos atenienses (tal qual o grande lider Péricles) ndo podem ensinar os seus filhos
a serem virtuosos.
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.. A virtude nao pode ser ensinada. [Esse argumento aparece no Ménon de Platéo.]

j- Se nés temos um conceito simples para Deus, entdo é porque nés temos experiéncia di-
reta de Deus e nao podemos racionalmente duvidar de sua existéncia.

N&s nao temos experiéncia direta da existéncia de Deus.

.. N6s nao temos um conceito simples para Deus.

k. E igualmente errado para um sadico cegar permanentemente uma pessoa seja depois
ou antes do seu nascimento [através, por exemplo, de uma injegao que o cegaria mas
nao machucaria sua mae].

Se é igualmente errado para um sadico cegar permanentemente uma pessoa seja de-
pois ou antes do seu nascimento, entao é falso que os direitos morais das pessoas
comegam apenas apos o nascimento.

Se infanticidio é errado e aborto néo é errado, entdo os direitos morais de uma pessoa
comegam apenas apos 0 nascimento.

Infanticidio é errado.

.. Aborto é errado.

|. Se a predestinacao é verdade, entdo Deus € a causa de sermos pecadores.

Se Deus é a causa de sermos pecadores, mas ainda assim condena os pecadores ao casti-
go eterno, entdo Deus n&o € bom.

.. Se Deus é bom, entdo ou a predestinagdo nao é verdade ou Deus ndo condena os peca-
dores ao castigo eterno.

m. Se uma determinada entidade é empiricamente percebida por todos, ou quase todos os
membros de uma comunidade, entdo essa entidade existe.

Na histéria da humanidade, apenas um numero extremamente reduzido de pessoas pro-
clamou ter percebido empiricamente a entidade a qual chamamos de Deus.

Nao é verdade entédo que Deus tenha sido empiricamente percebido por todos, ou quase to-
dos os membros das mais diversas comunidades existentes na histéria da humanidade.

-. Deus néo existe.

n. Deus é todo-poderoso.

Se Deus é todo-poderoso, entdo Ele poderia ter criado o mundo de qualquer maneira, 6-
gica ou nao, e o mundo tal qual ele é n&o teria nenhum tipo de necessidade.

Se o mundo tal qual ele &€ ndo tem nenhum tipo de necessidade, entdo nés nao podemos
conhecé-lo por mera especulagéao filosofica sem a ajuda da experiéncia.
. N6s nao podemos conhecer o mundo tal qual ele é por mera especulagéo filosofica sem
a ajuda da experiéncia. [Esse argumento é do fildsofo medieval William de Ockham.]
0. Se a voz do povo é a voz de Deus, entdao Lampido € um heroi.
Se a voz do povo é a voz de Deus, entdo Lampido € um assassino sanguinario.
Se Lampido é um assassino sanguinario, entao ele ndo € um heroi.
N&o é verdade que a voz do povo é a voz de Deus.
p. Se vocé tem uma crenga moral e ndo age de acordo com ela, entdo vocé esta sendo in-
consistente.
Se vocé esta sendo inconsistente, entdo vocé esta agindo errado.
*. Se vocé tem uma crenga moral e age de acordo com ela, entdo vocé ndo esta agindo er-
rado.
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3)
Método axiomatico e o calculo proposicional

5.1 Derivacdo, axiomas e inferéncias

Neste capitulo abordaremos a relacdo de inferéncia logica [ de uma maneira estri-
tamente sintatica. Conforme falamos no capitulo 2, tal maneira de se definir a relagao
de inferéncia l6gica, que sera representada aqui pelo simbolo -, faz referéncia exclu-
sivamente a forma sintatica dos enunciados, sem atentar para o significado dos seus
simbolos. Assim, para saber se um argumento qualquer <I',o.> ¢ valido, examina-se
apenas a forma sintatica das férmulas que o compodem, isto ¢, a maneira como os di-
versos simbolos estdo concatenados uns com os outros dentro dos enunciados. No
caso de <I',a> ser valido, escrevemos I'a; caso contrario, escrevemos I'Ho. Co-
mumente chamamos o sistema logico <IL,=>, em que L. é¢ uma linguagem logica e - ¢é
uma relagdo de inferéncia definida sintaticamente, de um cdlenlo lggico. Como seria de
se esperar, centraremos nossos esfor¢os em apresentar tal definigao para alégica clas-
sica proposicional. Juntamente com a linguagem proposicional introduzida no capitu-
lo 3, essa definicao compora o que chamamos de calculo classico proposicional, ou
simplesmente cdlenlo proposicional. Antes, porém, de introduzirmos o calculo proposici-
onal, iremos, nesta secao e na proxima, tentar dar uma caracterizagao geral, indepen-
dente de qualquer logica especifica, de o que ¢ um calculo logico. De posse de tal ca-
racterizagao, introduziremos entdo, na se¢ao 5.3, a relagao de inferéncia sintatica para
a logica proposicional.

Para comegar, tentemos descobrir como uma apresentagao puramente sintatica da

relacdao de inferéncia poderia ser feita. Para isso, considere o seguinte argumento:

(1) Se o universo teve um inicio, entdo ele teve uma causa.
Se o universo teve uma causa, entao Deus é a causa do universo.
Nio ¢ verdade que o universo nao teve um inicio.

Portanto, Deus ¢é a causa do universo.

cuja tradugdo para a linguagem proposicional seria como segue:
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(1Y A—>B
B—-C
——A
C

em que o significado de A, B e C ¢é conforme descrito abaixo:
A: O universo teve um inicio.
B: O universo teve uma causa.
C: Deus é a causa do universo.

Assim, terfamos o conjunto {A—B,B—>C,——A} como sendo as premissas, ¢ C
como sendo a conclusio de (1’).

Podemos ver, sem muita dificuldade, que esse argumento ¢ valido. Agora, a despei-
to dessa avaliagao intuitiva, como podemos justificar a validade de (1°)? Sabemos como
fazer isso semanticamente, utilizando a relagao de consequéncia logica = descrita na
defini¢ao 1.7. Nosso problema aqui é, no entanto, dar tal justificativa de uma forma pu-
ramente sintatica, olhando exclusivamente para a forma dos enunciados, sem se referir
a possiveis interpretagdes semanticas dos simbolos da linguagem. Isso poderia ser feito
como segue. Primeiramente nés dirfamos que é autoevidente que se nds temos ——A,
entio nés temos também A ou, em outras palavras, que =—A—>A ¢é algo como uma /:
lggica, um principio valido universalmente. Mas se isso € 0 caso, como a nossa terceira
premissa é exatamente ——A, entdo aplicando esse principio nés temos também A.
Agora, dado que temos A e que a primeira premissa de (17) é A—B, entdo obviamente
no6s teremos também B. No entanto, como temos B e B—>C (segunda premissa), entio
temos também C, que é exatamente a conclusio do nosso argumento.

Refletindo um pouco sobre essa justificativa informal da validade de (1°), trivial-
mente o que fizemos foi simplesmente fornecer uma sequéncia de férmulas cujo ultimo
membro ¢ exatamente a conclusao do argumento que estamos tentando justificar. Isso
pode ser visto se reescrevermos todas as férmulas que mencionamos na nossa justifica-
tiva na ordem em que elas apareceram:

2 1.——A

3.A
4. A—>B
5.B
6. B>C
7.C

Colocado dessa forma, o que temos agora como justificativa de que (1°) é valido, ou
como justificativa que C é realmente uma consequéncia de {A—>B,B—>C,——A}, ¢ uma
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sequéncia de férmulas tendo C como dltimo membro. Chamemos, de agora em diante,
uma sequéncia de férmulas do tipo acima, que tem como objetivo justificar a validade
de um argumento, de uma derivagio, no caso de (1°) uma derivacao de C a partir de
{A—>B, B—>C, =—A}. Assim temos que um argumento ¢ valido se formos capazes de
exibir uma derivacao que, como no exemplo acima, consiga “chegar’” a conclusao a par-
tir das premissas.

Indo um pouco mais além nessa reflexdo e tentando melhor compreender essa re-
cém introduzida nog¢ao de derivagao, tentemos elaborar um pouco sobre que caracteris-
ticas uma sequéncia de férmulas deve ter para poder ser chamada de uma derivagao de
o a partir de I', em que o ¢ uma férmula e I' ¢ um conjunto de férmulas. Em primeiro
lugar, vimos que uma primeira condi¢ao para que uma tal sequéncia seja uma derivagao
¢ que seu ultimo membro seja igual a a.. Apesar de necessaria, tal condigao claramente
nao ¢ suficiente. A razao disso ¢ que na justificativa informal de (1°) que demos acima, a
presenca de cada um dos membros na sequéncia parece de alguma forma estar justifica-
da. Isso na verdade ¢ 6bvio, pois se iremos usar uma sequéncia de férmulas para justifi-
car que o pode ser deduzido a partir de I', entdo cada uma das férmulas pertencentes a
sequéncia deve ela propria estar de alguma forma justificada. A nossa tarefa agora entao
¢ descobrir o que seria suficiente para justificar a presenca de uma determinada férmula
em uma derivagao de o a partir de I'.

A fim de tornarmos nossa exposicao mais concisa, referir-nos-emos, a partir de
agora, a primeira férmula da sequéncia (2) como a férmula (2.1), a segunda como (2.2),
a terceira como (2.3), e assim por diante. Dito isso, claramente as formulas (2.1), (2.4) e
(2.6) podem fazer parte da derivacdo, pois elas mesmas sao partes do conjunto de pre-
missas, sendo essa a justificativa de estarem tais férmulas presentes na sequéncia. Se es-
tamos tentando mostrar que a segue de I', nada mais natural do que podermos utilizar
os membros de I para isso. Assim, temos uma primeira justificativa possivel para a pre-
senca de uma férmula B em uma derivacao de a a partir de I': que B pertenca a I'.

Ja com (2.2), a situagao ¢ diferente: =—A—>A nao é uma das premissas. Note, no
entanto, que na exposi¢ao informal que demos acima, além de fazermos uso da expres-
sao “como ¢ obvio que”, dissemos que tal formula seria algo como um principio ou /:
logica, sugerindo que sua veracidade seria algo além de qualquer duvida. Se isso é o caso,
e parece bastante razoavel que seja, tal férmula entdo poderia aparecer na justificativa
de qualquer argumento. Diremos entdo que outra possivel justificativa para a presenca
de uma férmula B em uma derivacio de o a partir de I' é que [3 seja uma dessas leis 16gi-
cas, s quais daremos o nome de axiomas lggicos’.

31. Mais na frente veremos que o que chamaremos efetivamente de axiomas l6gicos corresponde apenas a uma pe-
quena parte do conjunto de todas as leis logicas.
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Esses dois tipos de justificativas que encontramos até agora claramente nao sao su-
ficientes para efetivamente chegarmos a a a partir de I'. Isso porque, a menos que o
fosse um dos membros de I' ou um axioma l6gico, a mera inclusao de membros de I" ou
axiomas légicos nunca poderia nos levar a a. Para isso é necessario que possamos incluir
novas térmulas a partir de outros membros da sequéncia. Isso é feito através do uso do
que chamamos de regras de inferéncias, que é o que justifica a presenca de (2.3), (2.5) e (2.7)

na nossa derivagao.

Tome (2.3) como exemplo. Na nossa explanagao informal, a presenca de A ¢ justifi-
cada através da mencao de duas férmulas anteriormente introduzidas: =——A e =—A—A.
Apesar de nao ter sido mencionado, claramente essa justificativa apela para a existéncia de
um principio légico que diz que, para quaisquer férmulas o e 3, pode-se inferir 3 a pat-
tir de o e a—>P. Essa é a famosa regra modus ponens (ou simplesmente MP), que obvia-
mente ¢ um exemplo do que estamos chamando aqui de regra de inferéncia. Tradicio-
nalmente representamos MP através do esquema abaixo:

)

oo —> B
p
em que o ¢ 3 sao duas férmulas quaisquer. A linha acima de 3 indica que podemos infe-
tir B a partir de o e 00— 3. Se substituirmos o por =—A e § por A, obtemos a regra espe-
cifica utilizada na inferéncia de (2.3):
—|—|A,—|—|A —> A
@

Sendo (4) uma snstincia de MP, dizemos que (4) é uma inferéncia admissivel, o que sig-

nifica que podemos efetivamente inferir A a partir de =—A e =——A—>A. Mas como es-
sas duas ultimas férmulas, ou seja, os antecedentes da inferéncia admissivel, sio exata-
mente (2.1) e (2.2), podemos entao acrescentar seu consequente, isto ¢, A (2.3), na deri-
vagao (2). Assim, dizemos que (2.3) € o resultado do uso da inferéncia admissivel (4) em
conexao com (2.1) e (2.2), o que justifica entdo sua presenca em (2). Como (4) é uma
instancia de MP, dizemos que (2.3) ¢ o resultado da aplicagio de MP a (2.1) e (2.2).

Algo similar acontece com (2.5) e (2.7). As inferéncias abaixo, ambas instancias de
MP e portanto inferéncias admissiveis, justificam, respectivamente, a presenga das for-
mulas (2.5) e (2.7) na derivagao (2):

AA—>B

6=

B,B—>C

© =
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Enquanto (5) torna explicito o fato de (2.5) ser o resultado da aplicagao de MP a
(2.3) e (2.4), (6) deixa claro que (2.7) é o resultado da aplicacdo de MP a (2.5) e (2.6).

Assim diremos que a terceira maneira através da qual podemos justificar a presenca
de uma férmula em uma derivagao é que ela tenha sido obtida através de uma regra de
inferéncia aplicada a um ou mais membros anteriores da derivagao; ou equivalentemen-
te, que tal formula seja o consequente de uma inferéncia admissivel cujos antecedentes
sejam membros anteriores na derivagao. Podemos entdo reescrever a derivagao (2) ex-
plicitando a justificativa de cada um dos seus membros como segue:

2)1.——A Premissa
2. == A—>A Axioma
3. A MP 1,2
4. A—>B Premissa
5B MP 3,4
6. B—>C Premissa
7.C MP 5,6

Aqui a expressao “MP 1,27 ao lado da terceira férmula da sequéncia, por exemplo,
indica que tal férmula foi obtida através da aplicacao de MP a primeira e segunda for-
mulas da deriva¢io; ou, em outras palavras, que existe uma inferéncia admissivel instan-
cia de MP cujos antecedentes sao as primeira e segunda férmulas, e cujo consequente é
exatamente essa terceira férmula da sequéncia.

Resumindo entido, o nosso objetivo, vale a pena lembrar, é construir - de tal for-
ma que, para um conjunto qualquer de férmulas I' e uma férmula qualquer o, possa-
mos responder a pergunta: o é ou nao deduzida a partir de I'? (Em caso positivo nds
escrevemos I'a, em caso negativo I'H+a.) A resposta que encontramos foi que para
que a seja deduzido a partir de I', é necessario que haja uma sequéncia de férmulas, a
qual demos o nome de derivagio, cujo Gltimo membro seja A, e tal que cada um de seus
membros, incluindo esse ultimo membro, seja justificado em uma das trés maneiras
seguintes: ou ele ¢ um membro do conjunto de premissas ', ou é membro de um conjunto
de férmulas chamadas de axiomas ldgicos, ou possa ser obtido a partir de outros mem-
bros da sequéncia anteriores a ele através do uso de uma znferéncia admissivel, que por
sua vez deve ser uma instancia do que estamos chamando de regra de inferéncia. Ve-
mos entao que, para construirmos um calculo légico nos moldes aqui delineados, te-
mos que considerar, além de uma linguagem 16gica, também um conjunto de axiomas
e um conjunto de inferéncias admissiveis. A uma estrutura deste tipo n6s damos o

nome de cileulo axiomdtico.
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5.2 Calculo axiomatico

Vejamos agora, nesta se¢ao, como os conceitos introduzidos na se¢ao anterior po-
dem ser definidos de forma precisa. Conforme ja mencionamos, faremos isso de forma
geral, sem instanciarmos tais conceitos a nenhum sistema logico especifico. Em outras
palavras, definiremos os conceitos de inferéncia, derivacao e relacio de dedugao, por
exemplo, de tal forma que eles possam ser aplicados a qualquer sistema 16gico; na se¢ao
5.3, quando definirmos o calculo proposicional, veremos em detalhes como se da tal
aplicacao. Nesta ocasido teremos oportunidade de ilustrar e melhor clarificar varias das
defini¢oes apresentadas nesta segao.

O método de apresentar um calculo légico enfatizando o uso de axiomas ¢ conhecido
como método axiomatics”. Como vimos, no entanto, além dos axiomas é imprescindivel a
existéncia de uma maneira de inferir novas férmulas a partir de férmulas ja conhecidas.
De uma forma geral, chamaremos tal procedimento simplesmente de uma znferéncia:

DEFINICAO 1.11 Seja L uma linguagem légica. Uma inferéncia em L é um par

<A,B> em que ASL ¢é um conjunto de férmulas e B€L é uma férmula. Representare-

. . A . 1
mos alternativamente a inferéncia <{a. ,....a },> como o ,....a. / B ou ———=.
1 n 1 n

B

Trivialmente, o que a defini¢ao 1.11 faz ¢ simplesmente apresentar de uma forma
mais precisa a no¢ao de inferéncia introduzida na se¢ao anterior. De posse dessa nogao,
e chamando um determinado conjunto de inferéncias de zuferéncias admissiveis e um con-
junto especifico de férmulas de axiomas, podemos definir formalmente a nogao de cdlenlo

axiomdtico Como segue:

DEFINICAO 1.12 Um cdlento axiomitico C é uma tripla <L, X, A> em que L é uma lin-
guagem logica, 2 é um conjunto de inferéncias em L. chamadas de znferéncias admissiveis
de C e ASL ¢ um conjunto de férmulas chamadas de axiomas de C.

De posse desse conceito, podemos definir formalmente o que chamamos na se¢ao

passada de derivagio, com o diferencial de que aqui falaremos sempre de uma derivagao de
uma férmula a partir de um conjunto de férmulas ez um calculo axiomatico especifico.

32. Essa expressao, que tem sua origem na maneira como Euclides sintetizou o conhecimento geométrico de sua
época em seu livro Elementos, geralmente se refere também a uma maneira especifica de organizar o conhecimento
que, em um sentido muito forte, encontra sua forma mais bem acabada nas apresentacdes axiomaticas da l6gica.

114



DEFINICAO 1.13 Seja C=<L,2,A> um calculo axiomatico, 'SL um conjunto de
férmulas, o€l uma férmula e Q=<f ..., >, B €L (=1,...,n), uma sequéncia de for-
mulas. Dizemos que Q ¢é uma derivagao de o a partir de I" no calculo C se e somente se as

duas condicSes abaixo sdo satisfeitas

O B =
(ii) Parai=1,...,n, uma das condi¢des abaixo ¢ satisfeita:
a) el
b) B.eA;
c) Existe uma inferéncia admissivel Bj ,...,pj / B. €X tal quej, ..., j <i.

Primeiro de tudo, temos aqui explicitamente todos os elementos necessatios para di-
zet se {2 ¢ uma derivacio de o a partir de I', a saber, um cileulo axionritico C composto por
uma Znguagem 1., um conjunto de znferéncias admissiveis 2 e um conjunto de axiomas . Se-
gundo, para a sequéncia de férmulas Q ser efetivamente uma derivagio de o a partir de I”
no calculo C, duas condic¢oes tém de ser satisfeitas. Primeiro, (i) o dltimo membro de €,
que na defini¢ao acima chamamos de  , tem de ser sintaticamente igual 2 o (em simbo-
los: B =av). Isso significa que B_tem de ser exatamente a mesma concatenagao de sim-
bolos que a.. Segundo, (ii) para cada um dos membros [31, Bz’ . Bn de Q, ou, usando a tet-
minologia da prépria defini¢ao, para zvariando de 1 até 7, no minino uma das trés condigbes
seguintes tem de ser satisfeita: ou (a) o membro de 2 em questao ¢ uma das premissas
(em simbolos: B.€I), ou (b) ele € um axioma (em simbolos: B €A); ou (c) ele € obtido a
partir de um ou mais membros anteriores de £ através de uma inferéncia admissivel (em
outras palavras, existe uma inferéncia admissivel Bj ,...,3j / p.€X tal quej, ..., <D).

Vale a pena lembrar que, de acordo com o que concluimos na se¢iao passada, uma
derivagdo é exatamente o que justifica a validade de um argumento. Em outras palavras,
um argumento <I",a.>, em que I" ¢ o conjunto de premissas e o ¢ a conclusao, ¢ um ar-
gumento valido se e somente se existir a0 menos uma deriva¢ao de o a partir de I'. Isso
¢ formalizado na definicao abaixo:

DEFINIGCAO 1.14 Seja C=<L,X,A> um calculo axiomatico, 'SL um conjunto de
térmulas e ae L. uma férmula. Dizemos que & ¢ deduzida a partir de I' no calculo C (em
simbolos: ') se e somente se existir uma derivagao de o a partir de I no calculo C.

Veja que, em consonancia com toda a exposigao feita até aqui, e também com a de-
finicdo semantica da relacio de inferéncia dada no capitulo anterior, a definigao 1.14
acima estabelece uma rela¢do entre um conjunto de férmulas I" e uma férmula o especi-

fica: se ['ka, entao podemos dizer que, de acordo com o calculo axiomatico em ques-
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tdo, o argumento <I',o.> é um argumento valido. No entanto, pode ser que queiramos
dizer ndo que uma unica férmula é deduzida a partir de I', mas sim que um conjunto de
formulas A ¢ deduzido a partir de I', no sentido de todos os membros de A serem dedu-

zidos a partir de I'. Tal extensao da nog¢ao de deducio ¢ feita logo a seguir:

DEFINIGCAO 1.15 Seja C=<L,X,A> um calculo axiomatico e A,I'SL dois conjun-
tos de férmulas. Dizemos que A ¢ deduzido a partir de I no calculo C (em simbolos: I'=A)
se e somente se, para todo aeA, T'—a”.

Um ponto digno de nota é que, de acordo com a defini¢ao 1.15, para todo I' SL, te-
mos que 'O, Isso pode ser visto mais claramente quando reescrevemos 1.15 como
segue: Dizemos que A é deduzido a partir de I no calculo C (em simbolos: I'=A) se e
somente se nao houver nenhum ae€A tal que I'tFa.. Como efetivamente nao ha ne-
nhum a.€ & tal que I't+ 0., devido ao fato ébvio de que o conjunto vazio nio possui ele-
mento algum, temos entdo que ['~. Para finalizar esta secio, segue abaixo a defini¢io

da nocao de #eorema ligico:

DEFINIGCAO 1.16 Seja C=<L,X,A> um calculo axiomatico ¢ a.€ L. uma férmula.
Dizemos que o é um #eorema ligico de C se e somente se Do (no calculo C). Comu-
mente representaremos & o como o™,

Como pode ser facilmente constatado, um teorema légico é apenas um caso particular
da situagao geral descrita na defini¢ao 1.14, em que uma férmula é deduzida a partir de um
conjunto de premissas, sendo a particularidade em questao que tal conjunto é o conjunto
vazio. Nesse caso, trivialmente a derivagao que justifica tal dedu¢ao nao se utiliza de ne-
nhuma premissa, mas apenas dos axiomas e inferéncias admissiveis do calculo em ques-
tao. Veja que, de acordo com essa defini¢ao, todos os axiomas de C sao automaticamente
também teoremas légicos de C, pois eles claramente sio deduzidos a partir do conjunto
vazio: para qualquer a.€ A, existe uma detivacdo de o a partir de &, a saber, uma sequén-
cia unitaria de formulas composta pelo proprio o; assim temos que o

33. Apesar de estarmos usando o termo "deducdo” e o simbolo I~ nas duas definicées 1.14 e 1.15, tais definicoes
tratam, na verdade, de dois conceitos diferentes (porém, é claro, intimamente relacionados entre si). Isso fica pa-
tente quando observamos o fato 6bvio de que, enquanto o conceito de deducdo da defini¢do 1.14 é uma relacdo en-
tre conjuntos de formulas e formulas, o da definicdo 1.15 € uma relacdo entre conjuntos de formulas. De aqui em
diante, salvo dito o contrdrio, quando usarmos o termo “deducdo”, estaremos nos referindo a nogéo apresentada na
definicdo 1.14.

34. Apesar de existir um segundo uso para a palavra “teorema” (que ja foi antecipado em capitulos anteriores e sera
explicado em detalhes no préximo capitulo), quando o contexto ndo der margem para ambiguidades poderemos nos
referir a um teorema logico simplesmente através da palavra "teorema”.
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5.3 Calculo proposicional

Nesta secdo instanciaremos a noc¢ao de calculo axiomatico introduzida na se¢ao an-
terior definindo o que temos chamado até agora de calculo proposicional, isto ¢, a rela-
¢ao de inferéncia da logica proposicional vista de uma perspectiva estritamente sintati-
ca. Paralelamente a isso, elucidaremos alguns aspectos importantes do que estamos
chamando aqui de método axiomatico.

Comecemos com a defini¢ao dos axiomas do calculo proposicional. Considere pri-
meiramente a relacio

(7) {AAB—C,—(AAB)—>C}+—C

e uma das possiveis derivaces capazes de justifica-la:

(8) 1. AAB—C Premissa
2. (AAB=C)=>((—(AAB)=>C)—=>((AAB)V—(AAB)—>C))  Axioma
3. ((AAB)=>C)—=>((AAB) v—(AAB)—C) MP 1,2
4. —=(AnB)—>C Premissa
5. (AAB)v—(AAB)—C MP 4,3
6. (AAB)v—(AAB) Axioma
7.C MP 6,5

Aqui, os axiomas que aparecem em (8) sao instanciacoes de dois principios logicos
fundamentais. Enquanto (8.2) é a instanciacdo de um axioma que diz que se 0—>@ ¢
B—, entio avB—q, isto &,

) @=>)=>(B—>0)=>(@vp—9)

(8.6) instancia o que chamamos no capitulo 1 de principio do terceiro exccluido:

(10) av—o.

Mas veja que

(8.6) (AAB)v—(AAB)
¢ bastante diferente de

(10°) Av—A,
que seria a formula que mais imediatamente pensariamos como representando o princi-
pio do terceiro excluido. No entanto, e apesar disso, (8.6) e (10°) possuem algo em co-
mum: sua forma logica, que ¢ exatamente o que ¢ representado em (10). O mesmo vale,
podemos seguramente afirmar, para as férmulas (AvB)v—(AvB), B—=>A)v—(B—>A) e
(——B—=B)v—(—=—B—B). A mesma coisa pode ser dita sobre (8.2) e (9). (9) e (10) sao o

que chamamos no capitulo 4 de esquemas de formulas, sendo (8.2) e (8.6) instancias de (9) e
(10), respectivamente.
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Esse ponto é importante, pois queremos incluir no nosso conjunto de axiomas nao
apenas uma ou duas instancias de (9) e (10), mas todas as instancias de tais principios 16-
gicos. Mas claramente ha um numero /nfinito de férmulas que compartilham, por exem-
plo, a forma légica exibida em (10). Assim, definiremos o componente A do céalculo
proposicional, isto é, o conjunto de axiomas a ser usado nas nossas derivagoes, apelan-
do para a semelhan¢a em termos de forma légica que certos axiomas tém. Em outras
palavras, ao invés de listarmos todos os axiomas de um calculo, listaremos o que chama-

o35
mos de esquemas de axiomas™.

DEFINICAO 1.17 Seja L uma linguagem l6gica cujo alfabeto A seja tal que
{=AV, >} EA P e aBpel formulas quaisquer dessa linguagem. Nomeamos as for-

mulas abaixo como segue:
Pl. a—>(B—)
P2. (a->(B-9) > (a—>P) (@)
P3. anf—a
P4. anpf—P
P5. a—>(B—anp)
P6. a—avf
P7. B—avp
P8. (a—>@)>((B>¢)>(@vp—0))
PI. (a—=B)—=>((a—>—B)—>—)
P10. —mo—>(a—p)
P11. av—a
Chamamos a forma esquematica de cada uma dessas formulas pelo mesmo nome.

Nosso objetivo em definir tal lista de esquemas de férmulas e estipular a cada um

deles uma denominagao especial é obviamente usar as suas instancias como axiomas na

35. Qutro detalhe importante é que, conforme veremos abaixo, além de tornar possivel a referéncia a um nimero
infinito de axiomas, o uso de esquemas de axiomas também permite que definamos os axiomas para uma lingua-
gem arbitraria qualquer. Isso permitira que usemos, no capitulo 11, as mesmas definicdes apresentadas aqui na
construcéo do célculo de predicados, calculo este definido a partir de outra linguagem: a linguagem de predicados
de primeira ordem.

36. Aqui estamos supondo que os conectivos ldgicos —, A, v € — sdo usados na definicdo de L em consonancia com
a maneira como os mesmos sao usados na definicdo 1.1. Tal pressuposicdo se aplica igualmente a definicdo 1.19 em
relacdo ao conectivo — e a definicdo 2.12 no capitulo 7.
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construcio de nossos calculos axiomaticos. Tendo em vista tal uso, definimos abaixo a

noc¢ao de conjunto de axiomas:

DEFINIGCAO 1.18 Seja L uma linguagem logica e PI,..,PI esquemas de férmulas.

Dizemos que A ¢ o conjunto de axiomas formado por todas, e apenas todas as for-
n

PI1,..., PI
mulas de L satisfazendo os esquemas de férmulas PI,..,PI;ou equivalentemente, que
n
o1 pp, € © conjunto de axiomas composto por todas, € apenas todas as formulas P1 ,...,
4oy PIn
PI L. Chamamos nesse caso os esquemas de formulas PI, .., PI de esquemas de axio-
n n

, . 37
mas e as férmulas PI, .., PI de axciomas em L',
n

Fixando L, como a linguagem de referéncia, AP ¢ o conjunto de axiomas com-

1-P11
posto por todas, e apenas todas as formulas P1-P11 pertencentes a L . Em outras pala-

vras, A ¢ o conjunto formado por todas as férmulas de I, satisfazendo um dos es-

P1-P11
quemas de férmula P1, P2, ... ou P11. Similarmente, Am_P5 ¢ o conjunto formado por to-
das, e apenas todas as férmulas de LP satisfazendo um dos esquemas P3, P4 ou P5,

o1 papeps © © conjunto formado por todas, e apenas todas as férmulas de L satisfazen-
do um dos esquemas P1, P2, P6, P7 ou P8, e assim por diante.

Como o uso que faremos das férmulas e esquemas de férmulas da defini¢ao 1.17
se dard sempre no contexto de um conjunto de axiomas A especifico, refe-
rir-nos-emos a tais formulas e esquemas de formulas daqui em diante simplesmente
COMO axiomas e esquemas de axiomas, respectivamente. Também abusaremos, com certa
frequéncia, desses conceitos e usaremos de forma indiscriminada o termo “axioma”
tanto para designar axiomas como para designar esquemas de axiomas. Nos capitulos
seguintes teremos oportunidade de comentar a respeito de cada um dos axiomas da
definicao 1.17, enfatizando a fung¢ao que cada um deles pode desempenhar dentro de
uma derivacao. Por enquanto, neste capitulo, nos limitaremos a explicar a estrutura
das defini¢des, bem como ilustrar, de uma forma geral, o uso que se faz dos axiomas e

regras de inferéncia na prova de dedugoes.

Conforme adiantado, algo de essencial na defini¢ao 1.17 é o fato de ela definir, na
verdade, um nimero infinito de axiomas. Para ver isso mais claramente, considere no-
vamente I. como sendo a linguagem proposicional L. De acordo com a defini¢ao 1.7,
dadas trés formulas quaisquer de LP, como, por exemplo, B, C e A, temos que a férmula

abaixo é um axioma P8 em LP:

37.De um ponto de vista rigoroso, na definicdo de um conjunto de axiomas A especifico mencéo deve ser feita a
linguagem L, pois dependendo de que linguagem estamos falando nds teremos instancias diferentes de Pl , ..., PI .
No entanto, como o uso que faremos de um conjunto A se dara sempre dentro do contexto de um calculo axiomati-
co C=<L,X,A> especifico, a linguagem L usada na definicdo de A estara sempre inequivocamente subentendida.
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(11) B>A)=>((C>A)—>BVC>A))
Similarmente, se tomarmos duas outras triplas de férmulas, como, por exemplo, A,
A e —A, ou AVvB, =(AVB) e C, teremos dois outros axiomas P8 em LP:

(12) (A—=>—=A)=>(A>—-A)=>(AVA—>—A))

(13) (AAB=C)—=((—-(AAB)=>C)=>((AAB)v—(AAB)—C))

Esse processo obviamente pode ser continuado ad infinitum, o que indica a existén-
cia, de na verdade, um numero infinito de axiomas P8 em LP.

Neste ponto nao é em absoluto dificil de ver que (11), (12) e (13) possuem a
mesma forma ldgica, forma esta representada pelo esquema de axiomas P8, sendo ob-
viamente isso 0 que nos permite dizer que tais formulas sao axiomas P8 em L . As-
sim também dizemos que (11), (12) e (13) satisfazen ou sdo instincias do esquema de
axiomas P8. Para ver isso, basta considerar que (11) pode ser obtido a partir de P8 se
substituirmos o por B,  por C e @ por A, (12) se substituirmos o por A, B por Ae @
por —A, e (13), que é exatamente a férmula (8.2), se substituirmos o por AAB, B por
—(AAB) e @ por C. Uma licao que podemos tirar disso ¢ que, dado o esquema de axi-
oma P8, por exemplo, se substituirmos a, B e ¢ por quaisquer férmulas de Lp, nao
importa quao complexas elas sejam, obteremos como férmula resultante um axio-
ma P8 em LP38.

Seguindo a mesma ideia, definimos abaixo o esquema de inferéncia a ser usado na
composicao do calculo proposicional, seguido da defini¢ao da nogao de esquema de infe-

réncia admissivel:

DEFINICAO 1.19 Seja L uma linguagem l6gica cujo alfabeto A seja tal que
{—=} A, ea,Bel formulas quaisquer dessa linguagem. Nomeamos a inferéncia em L
abaixo como segue:

o,a—> B
MP:T

Chamamos a forma esquematica dessa inferéncia pelo mesmo nome.

38. A Unica restricao que deve ser obedecida nessa substituicdo € que ela seja uma substituicdo consistente, isto €,
que, por exemplo, ao substituirmos o por (AAB), devemos fazer tal substituicdo em todas as ocorréncias de o que
aparecem em P8.

120



DEFINICAO 1.20 Seja L uma linguagem légicae I, ..., I esquemas de inferéncia.
Dizemos que X | € 0 conjunto de inferéncias admissiveis formado por todas, e apenas to-
das, as inferéncias em L satisfazendo os esquemas de inferéncia 11""’ Iﬂ. Chamamos
nesse caso os esquemas de inferéncia Il, vy Iﬂ de esquemas de inferéncia admissiveis e as infe-

réncias 11’ wy 1 de znferéncias admissiveis em L.
n

Um esquema de inferéncia admissivel como o descrito na defini¢ao 1.19 é o que te-
mos chamado até agora de regra de inferéncia, pois ele estipula de uma forma universal,
isto ¢, para toda e qualquer formula, em que condi¢cdes podemos inferir uma formula a
partir de outras. Como nao poderia deixar de ser, o esquema MP acima representa a re-
gra modus ponens introduzida na se¢do 5.1. Assim, 2 ¢ o conjunto de todas as inferénci-
as modus ponens que podem ser representadas em L, ou, usando a terminologia da defini-
¢ao 1.12, o conjunto de inferéncias admissiveis composto por todas, e apenas todas, as
inferéncias em L satisfazendo o esquema de inferéncia MP.

Fixando L, como a linguagem l6gica de referéncia, e de posse do conjunto de axio-
mas Apl oy € do conjunto de inferéncias admissiveis ZMP, definimos abaixo o calculo
classico proposicional C :

P

DEFINIGCAO 1.21 O calculo classico proposicional (ou simplesmente caleulo proposi-
cional ) CP ¢ a tripla <LP,ZMP,AP17P“

Uma vez feito isso, podemos usar as defini¢cdes 1.13 e 1.14 para obtermos a nogao
de deducio do calculo proposicional e, consequentemente, sermos capazes de avaliar
sintaticamente a validade de argumentos escritos na linguagem proposicional. Repre-
sentando a relagao de inferéncia do calculo proposicional assim obtida por +, além de
termos com <L ,i=> mais uma instancia do que chamamos no capitulo 2 de sistema l6-
gico, teremos também a primeira instancia de uma caracterizagao completa do sistema
logico ao qual demos o nome de légica classica proposicional: a tripla <L,-,F>, na
qual E é arelagao de consequéncia légica dalégica proposicional conforme definido no
capitulo anterior.

Vale a pena recordar que, de acordo com a defini¢ao 1.13, dado um calculo axioma-
tico qualquer C=<L,X,A>, um conjunto de férmulas I', uma férmula o e uma sequén-
cia de formulas Q=<f ... >, Q) é uma derivacdo de a a partir de I no clculo C sss (i)
BHE o, ou seja, o ultimo membro de €2 é exatamente a conclusio do argumento, e (ii)
cada um dos membros 3 de €2 € ou (a) uma das premissas (B.€I), ou (b) um dos axio-
mas (B.€A) ou (c) tal que existe uma inferéncia admissivel em C capaz de “produzit” 3,
a partir de membros anteriores de Q (isto ¢, existe uma inferéncia admissivel f ,...f3j /
B X talquej, ..., <i). Caso €2 seja efetivamente uma derivacdo de oL a partir de I, de
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acordo com a defini¢ao 1.14 entdao, podemos dizer que o é deduzido a partir de I' no
calculo C, ou simplesmente ['Fa..

Vejamos como isso funciona com o calculo proposicional ou, em outras palavras,
como as defini¢oes 1.13 e 1.14 podem ser usadas em conjunto com a defini¢ao de 1.21

na avaliacio de argumentos. Considere a relacio e derivacio abaixo™:
(14) {A—>C,A—>—C}——A"Y

1. A—>C Premissa
2. (A=CO)—>(A>—=C)—>—A) P9

3. (A>—=0C)>—=A MP 1,2
4. A>—-C Premissa
5.-A MP 4,3

(14) nos diz que {A—>C,A—>—C}—=A ¢ o caso e que a sequéncia de férmulas
(15) Q={A—>C,(A>C)—=>((A>—=C)>—=A),(A>—C)>—AA>—-C,—A}

¢ uma detiva¢ao de —A a partir de {A—>C,A—>—C}. Para ver se isso realmente é o caso,

temos que checar se £ satisfaz as condi¢Ges exigidas pela defini¢ao 1.13 conforme ex-
plicadas acima. Primeiro, como o ultimo membro de Q ¢ justamente —A, temos que a
condigdo (i) é satisfeita. Para mostrar que a segunda condigao ¢ satisfeita, temos que jus-
tificar a presenga de cada um dos membros de (15). Isso é feito mostrando que, para
cada um deles, uma das subcondi¢oes (a), (b) ou (c) ¢ satisfeita. A presenca dos itens
(14.1) e (14.4) de Q ¢ justificada por eles satisfazerem a subcondicio (a): eles pertence-
rem ao conjunto de premissas. Isso é explicitado na nossa lista acima escrevendo-se
“premissa” a direita de cada uma dessas férmulas. Ja o item (14.2) tem sua presenga jus-
tificada pelo fato de ele satisfazer a subcondi¢ao (b); ou seja, pertencer ao conjunto de
axiomas logicos A . Isso € explicitado em (14) escrevendo-se ao lado da férmula em
questao o esquema de axioma do qual ela ¢ uma instancia, no caso ora em tela, o esque-
ma de axioma P9.

No caso de (14.3) e (14.5), suas presencas sao justificadas pela subcondi¢ao (c): am-

bas sdo aplicagdes da regra modus ponens; no caso de (14.3) MP é aplicada a (14.1) e (14.2)
e no caso de (14.5) MP ¢ aplicada a (14.3) e (14.4). Isto ¢ explicitado na justificativa que

39. Daqui em diante, neste capitulo, usaremos o simbolo I exclusivamente para representar a relacéo de dedugdo
do calculo proposicional (conforme definido pelas definicées 1.13 e 1.14 em conjunto com a defini¢cdo 1.21).

40. E interessante observar que temos aqui o uso de uma representacao intraldgica do principio da reducdo ao ab-
surdo, mencionado tanto no capitulo 1 como no capitulo 4: se uma dada férmula o implica tanto 3 como sua nega-
cdo —f3, entdo —a deve ser o caso. Tal principio é obviamente materializado no axioma P9.
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aparece a direita das respectivas formulas. Utilizando a terminologia da defini¢ao 1.13,
n6s temos como segue. Primeiro, as duas inferéncias abaixo sio inferéncias admissiveis
de C (isto ¢, inferencias pertencentes a0 conjunto X ):

(16) A>C,(A>C)—=>(A>—=C)>—=A) / (A>=0)—>—-A

pois ambas sdo instancias de MP: (16) é obtido substituindo o por A—=>C e B por
(A—>—=C)—>—=A, e (17) é obtido substituindo-se a por A——C e B por =A. Segundo, o
fato de (14.3) satisfazer a subcondic¢ao (c) significa que ha uma inferéncia admissivel
Bi B,/ B.€X , tal quej, .., j <i, que, como o leitor ja deve ter intuido, € a inferéncia
(16). Nesse caso, temos j =1, j =2 e i=3, sendo Bj obviamente (14.1), Bj, (14.2) e . o
proprio (14.3). No caso de (14.5), temos também que ha uma inferéncia admissivel
Bj1,Bj2/ BieZMP tal quej , ..., j <i:ainferéncia (17). Aqui temos j =4, =3 e i=5, sendo
Bj, obviamente (14.4), Bj, (14.3) e B, o proprio (14.5)".

Um ultimo detalhe que devemos mencionar ¢ que a defini¢ao 1.14 dizque ['+a se e
somente se existir ao zenos uma derivagio de o a partir de I'. Isso deixa aberta a possibili-
dade de haver mais de uma derivagao de o a partir de I'. De fato, em boa parte dos ca-
sos, ha efetivamente mais de uma maneira, ou seja, mais de uma derivagao através da
qual podemos provar que o ¢ deduzido a partir de I'. Considere, por exemplo, a seguinte
relacio:

(18) {A,—A}-—B

Podemos provar (18) exibindo qualquer uma das duas derivagdes abaixo:

19 1. A Premissa
2. A>B—A) P1
3.B—>A MP 1,2
4. —A Premissa
5. =A—=>B—>—-A) P1
6. B>—A MP 4,5
7. B=>A)—=>(B—>—A)—>—B) P9
8. B—>—A)—>—B MP 3,7
9. —B MP 6,8

41.Vale a pena frisar que, apesar da elaboracao explicativa da qual fizemos uso nessa aclaracio de que (15) é real-
mente uma derivacdo de -A a partir de {A—>C,A—>—C}, todas as justificativas por nds mencionadas ja se encon-
tram em (14), no texto a direita de cada membro da derivagdo.
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(20) 1. =A Premissa

2. 2A—>(A—>—-B) P10

3. A>—B MP 1,2
4. A Premissa
5. —-B MP 4,3

Aqui, enquanto o axioma chave de (19) ¢ P9, em (20), o principal axioma que permi-
te efetivamente que chequemos de {A,—A} a—B ¢é P10. Com exce¢ao de (19.5), no qual
o € substituido por —A e B por B em P1, e de (20.2), no qual o é substituido por A e 3
por —B em P10, a substituicao em todos os demais axiomas ¢ trivial. Claramente (20) é
uma derivacao bem mais simples que (19), enquanto para chegar a —B (19) faz uso de
trés axiomas: duas instancias de P1 e uma instancia de P9; (20) utiliza apenas um axio-
ma: P10. No entanto, no que se refere a definicdo 1.14 (que exige a existéncia de uma
derivacio para que possamos concluir que {A,—A}F—=B) nio importa se a sequéncia
de férmulas em questao ¢ simples ou nao: a tinica coisa que importa ¢ que tal sequéncia
satisfaca as condi¢des da defini¢ao 1.13, ou seja, que seja efetivamente uma derivagao
da conclusao a partir das premissas. Assim, ¢ igualmente valida a menc¢ao de (19) ou (20)
na prova de (18).

5.4 Teoremas ldgicos e regras derivadas

O Ieitor atento deve ter notado que o exemplar do que chamamos de axioma ou lei
logica dada na segao 5.1, a saber,

nao se encontra na lista de axiomas apresentados na defini¢ao 1.17. Nao s6 ela, mas
também muitas outras férmulas que, intuitivamente, estarfamos fortemente inclinados

a classificar como leis logicas, tais como
(22) A—>A
ou
(23) =(An—=A)
nio se encontram contempladas na lista de axiomas da definigio 1.17*. Isso obviamen-
te pode ser um problema, pois, na explicagao informal que demos na se¢ao 5.1 de como

devemos avaliar sintaticamente um argumento, dissemos que poderfamos mencionar

nas nossas derivagoes toda e qualquer instancia do que estamos chamando aqui de lei

42.(22) é a chamada lei da identidade; (23) é a lei da ndo contradigdo, ja mencionada no capitulo 1.

124



logica; e as formulas listadas acima indubitavelmente fazem parte do que, de um ponto
de vista intuitivo, poderfamos chamar de leis 16gicas.

Apesar de esses e outros principios légicos nao estarem explicitamente contidos em
A, > de uma forma indireta eles estio contemplados sim na nossa defini¢ao do cdlcu-
lo proposicional. Ao introduzirmos a no¢ao de regra de inferéncia em nossa explicacao
informal da nog¢ao de derivagao, dissemos que um de seus propositos € o de obter ou in-
ferir novas férmulas a partir de outras. Claramente MP faz isso ao inferir  a partir de ot e
a—p. O ponto € que, muito embora o conjunto A nio contenha obviamente todas
as leis logicas, é possivel a partir dele, juntamente com MP, obter o que poderfamos cha-
mar de o conjunto total das leis 16gicas®. Basta para isso que o nosso conjunto de axiomas

nos permita inferir, com o auxilio das regras de inferéncias, as demais leis l6gicas.

Considere (22), por exemplo. Se conseguirmos, utilizando as defini¢des 1.21 e 1.13,
obter uma derivagao de (22) a partir de um conjunto vazio de premissas, ou seja, uma
derivagao que utilize apenas os axiomas e MP, entdo terfamos provado que (22) ¢ um teo-
rema logico de C, (definicao 1.16) e, consequentemente, que ja esta, em certo sentido,
presente em CP. A bem da verdade, tal derivagao existe, e é exibida logo abaixo:

24) 1. (A=>(B—=>A)>A)—>(A>B->A)—>(A—>A)) P2
2. A= (B—>A)—>A) P1
3. (A>B—>A)—>A>A) MP 2,1
4. A—>B—>A) P1
5. A—>A MP 4.3

Aqui (24.1) é uma instancia de P2, obtida através da substituicio de o por A, B por
B—>A e ¢ por A; (24.2) uma instancia de P1, obtida através da substituicao de oL por A e
B por B—A; e (24.4) uma instancia de P1, obtida substituindo-se a por A e 3 por B.
(24.3) e (24.5) sdo obtidos através da aplicagao de MP. Como em (24) ndo ¢ utilizada ne-
nhuma premissa, mas apenas axiomas logicos e MP, pela defini¢ao 1.13 temos que (24) é
uma derivacao de A—A a partir do conjunto vazio @. Isso ¢é representado como segue:

(25) D-A—A
ou, de forma abreviada,

(26) FA—A

Consequentemente, de acordo com a defini¢io 1.16, (22) ¢ um teorema logico de C .

43. Obviamente que estamos nos referindo exclusivamente as leis l6gicas que podem ser formuladas na linguagem LP.
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O mesmo se aplica a (21) e (23). Segue abaixo a derivagao que prova que (23) é um
teorema logico, ou seja, que F—(AA—A).

27) 1. AAmA—A P3
2. (AA=A—A)—>(AA—A——A) > (AA—A)) P9
3. (AA=A——A) > (AA—A) MP 1,2
4. AAmA——A P4
5. ~(AA—A) MP 4,3

Aqui o ponto crucial é o uso do axioma P9: ao substituirmos em P9 o por AA—A e
B por A e obtermos (27.2), podemos usar MP duas vezes em conjunto com os axiomas
P3 e P4 (substituindo a por A e B por —A). Ja a derivagao que prova que (21) é um teo-
rema légico, ou seja, que =——A—A, ¢ um pouco mais complexa:

(28) 1. =—=A—>(=A>A) P10
2. (= A>(EAA) (= A>—A) D> (——AA)) P2
3. (—mA>—=A) > (—=—=ADA) MP 1,2
4. (—=A>=A) > (—AA) > (A (A=A >
(——A—A))) P1
5. 2 A= ((—A>—=A) > (——=A>A)) MP 3,4
6. A (A=A > (ADA)) (A (——A>—A) >
(A (=AA))) P2
7. (A= (= A>—=A) D> (A (——ADA)) MP 5,6
8. " A—>(——A—>—=A) P1
9. = A—>(——A>A) MP 8,7
10. A=>(=—=A—>A) P1
11. (A=>(—-A>A) > (A (—AA) > (AV—-A—>
(—A—A))) P8
12. (A (—=A>A) > (AV-A>(——AA)) MP 10,11
13. Av=A—>(——A—>A) MP 9,12
14. Av—=A P11
15. ——A—>A MP 14,13

Na explicagao desta derivacao, nos limitaremos a listar abaixo as substitui¢coes que
sao feitas em cada um dos axiomas mencionados em (28):
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Linha |Axioma | é substituido por B é substituido | ¢é substituido
por por

1. |P10 —A A -

2 P2 —A —A A

4. |P1 (——A>—A) > (——A>A) | =A -

6 P2 —A ——A—>—=A ——A—>A

8 P1 —A ——A -

10. |P1 A ——A -

11. |P8 A —A ——A—>A

14. |P11 A - -

Note que da mesma forma que provamos que (23), por exemplo, é um teorema 16-

gico, podemos fazer o mesmo com as férmulas abaixo,
29) =((A—>B)A—=(A—>B))
(30) =((=AVB—-C)A—=(=AVvB—C))

que claramente possuem a mesma forma logica que (23). Para isso, basta substituirmos
na derivacao (27) o simbolo A pela férmula correspondente: substituindo A por A—B
obtemos uma prova que (29) ¢ um teorema, e substituindo A por =AvB—C obtemos
uma derivagao que prova que (30) é um teorema légico. Generalizando esse raciocinio,
podemos representar (27) nio como uma detivagio de (23) a pattir de &, mas como

um esquema de derivagao do esquema de férmula
(31) =(arn—a)
a partir de @:

(32) 1. arn—o—a P3
2. (AA—=0—>0) = ((AA—=0—>—0) —=>—(0A—)) P9
3. (AA—=0—>—0) —>—(0A—0L) MP 1,2
4. OA—=0—>—0 P4
5. =(ar—) MP 4,3

Dessa forma, provamos que, para toda formula o€l ,
I)
(33) F—=(aA—).
Em outras palavras, provamos que (31) é um esquema de teorema logico, sendo todas

as formulas que satisfacam (31) também teoremas légicos. Trivialmente, é bem mais

vantajoso representarmos teoremas logicos dessa forma, através de esquemas de for-
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mulas, pois assim trabalhamos nao com teoremas légicos, mas com conjuntos de teore-
mas l6gicos. Dessa forma, daqui em diante, nosso trabalho de apresentagio e elabora-

¢ao de derivagdes sera baseado nao mais em formulas, mas em esquemas de férmulas.

Segue abaixo tabela com alguns dos (esquemas de) teoremas légicos mais conhecidos:

Principio da nao contradicao —(0A—Q)
Lei da dupla negacio 0> ——0L
Lei da contrapositiva (0—=>B)=>(=p—>—w)
Lei de Peirce (a—>pB)—a)—a
Lei da exportacido (aAB—0)>(a—>(B—0)
Lei da permutacio (0—=>B—9)=>B—>(0—0)
Lei da identidade o>
Leis de De Morgan —(avB)>(—an—P)
(AR} (av—p)
Leis de tautologia o> (Vo)
o> (0L
Leis de associatividade (av(Bve)<>((avB)ve)
(@ABAQ) (@A)
(0 (B9) (OB )
Leis de distributividade (aABve) <> ((anP)v(ang))
(v (BAQ)((@VB)AQVE))
Leis de comutatividade (avpB)<>(PBva)
(AR (BA)
(oo Boa)

No proéximo capitulo exibiremos uma lista, bem mais completa do que essa, com os
mais importantes teoremas logicos do calculo proposicional.

Uma consequéncia de trabalharmos com esquemas de férmulas ao invés de com
térmulas é que podemos ver relagdes como (14) nao mais apenas como estabelecendo
uma relagao entre um conjunto de férmulas e uma férmula especifica, mas sim como
uma regra de inferéncia semelhante a modus ponens. Considere a versao de (14) expressa em
termos de esquemas de formulas:
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(34) {o—=>B,0—>=B}F—a

cuja derivagao seria como segue:

(35) 1. a—P Premissa
2. (a—=>B)—=>((a—>—=p)—>—w) P9
3. (a—>—p)—>—a MP 1,2
4. a——P Premissa
5. —a MP 4,3

Aqui, como (34) vale para quaisquer a,B€L , temos que ela representa na verdade
um esquema de argumento valido ou, equivalentemente, um esquema de inferéncia, ou
ainda, uma regra de inferéncia. O fato de estarmos chamando (34) de inferéncia é claro
quando vemos que, através de (34), podemos obter formulas novas a partir de outras
térmulas ja conhecidas. Ja o fato de (34) ser uma regra de inferéncia fica claro quando ve-
mos que, substituindo consistentemente, em (34), o e  por duas férmulas quaisquer da
linguagem proposicional, obtemos novos argumentos ou inferéncias validas no calculo
proposicional. Para distinguirmos (34), por exemplo, de MP, que é uma regra de infe-
réncia primitiva do calculo proposicional (incorporada na propria definicao de C ), usa-
remos a expressao regra de inferéncia derivada. Segue abaixo tabela com algumas regras de
inferéncia (derivadas ou nao) do calculo proposicional:

Modus ponens {o—>B,o} B

Modus tolens {a—>B,—p}-—a
Silogismo hipotético {o—B,po}-a—e
Silogismo disjuntivo {avB,—a}-B
Conjungao {o,B}FanB

Adicio {o}Favp

Reducio a0 absurdo {a—>B,0>=B}-—a
Principio da explosio {o,—a B

O leitor atento deve ter notado a semelhanca entre estas duas tabelas — a tabela de
teoremas logicos e a tabela de regras derivadas — e as tabelas descritas na se¢ao 4.4 com
as tautologias e argumentos validos mais conhecidos. Tal semelhanca nao ¢ de forma al-
guma coincidéncia: conforme veremos no capitulo 12, ¢ desejavel em toda logica (e isso
obviamente acontece com a logica proposicional) que toda tautologia seja um teorema
légico, e que todo teorema l6gico seja uma tautologia; e que todo argumento valido sin-
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taticamente seja também valido semanticamente, e vice-versa. Isso na verdade é nada
mais do que o resultado metal6gico que temos chamado até agora de corretude e com-

pletude.

Para finalizar este capitulo, vale a pena mencionar que algumas derivagoes, como
(28), por exemplo, possuem uma complexidade inquestionavel, complexidade esta que
se revela, o leitor deve ter observado, tanto no momento de compreender a derivagao
como no momento de construi-la. No proximo capitulo, no qual efetivamente daremos
cabo do estudo das derivacoes, introduziremos alguns recursos que diminuirao consi-
deravelmente o grau de complexidade de nossas derivagoes, fazendo-as mais faceis tanto
de serem compreendidas como de serem construidas. Entre tais recursos, esta o uso,
nas derivagoes, de teoremas logicos e regras derivadas previamente provados.
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5.5 Exercicios propostos

1

. Explique com suas palavras os seguintes conceitos:

a. Derivagao;
b. Lei logica;
c. Regra de inferéncia admissivel.

. Enumere trés instancias de modus ponens.
. Enumere cada uma das trés condigdes que podem justificar um enunciado fazer parte de

uma derivagao, e explique a razao por tras de tais condigdes.

. Tente explicar o significado de cada um dos axiomas P1-P11 da definigéo 1.17.
. Responda as perguntas abaixo:

a. Qual a diferenga entre uma férmula e um esquema de férmula?

b. Por que os axiomas da definicdo 1.17 devem ser representados como esquemas de
férmulas e ndo como férmulas?

c. De acordo com a terminologia por nés usada, qual a diferenca entre regra, regra ad-
missivel e regra de inferéncia?

. Exiba trés instancias de cada um dos axiomas P1-P11 da definicdo 1.17.
. Dé exemplos de formulas que representem substituicdes ndo consistentes para os axio-

mas P2 e P8.

. Explique a relevancia filoséfica de podermos inferir todas as leis I6gicas a partir de um

numero consideravelmente reduzido de axiomas légicos juntamente com uma Unica re-
gra de inferéncia.

. Usando a definicdo 1.13 aplicada a definicdo 1.21, explique detalhadamente por que a

sequéncia de formulas abaixo é uma derivacdo de A—»C a partir de {A—B,B—C}.
1. A>B

2.B»C

3. (A—>(B—>C))—>((A—>B)—>(A—>C))

4. (B—>C)—>(A—~(B—C))

5. A—>(B—C)

6. (A—>B)—>(A—C)

7. A—C

10. Utilizando a definigdo 1.14 aplicada a definicdo 1.21, prove as relagdes abaixo.

a. {A—B, A}-B

b. {A—>B,B—>C,A}-C

c. {-A}—A

d. {-A,B—>——-C,—DVvA}-B—»>——C

e. {Ar—B,AA—B—>—(D—E)}—(D—E)

f. {-A—>——-C,——C—Bv(AAC),-A}-Bv(AAC)
g. 9+—=(A—>——C)v(A—>——C)

h. {~B—C,C——(AvB),—B,—~(AvB)—D}-D

i. {A,AvB,—~(C—F)}-B—>(A—>B)

j- {A—>(B—(C—D)),—A—B,D}+-A—B
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11. Utilizando a definigdo 1.14 aplicada a definicdo 1.21 e seguindo a dica ao lado (que diz
que axioma usar na derivagao), prove as relagdes abaixo.

a. {A}-B—>A (Dica: axioma P1)
b. {A, AvB—>C}-C (Dica: axioma P6)
c. {AAB,B—C}-C (Dica: axioma P4)
d. {A,B,AAB—>C}-C (Dica: axioma P5)
e. {A-A}-——C (Dica: axioma P10)
f. {A—>(B—C),A—>B}-A—-C (Dica: axioma P2)
g. {A—>B,C—B}~(AvC)—>B (Dica: axioma P8)
h. {AAC—B,AAC——-B}—(AAC) (Dica: axioma P9)
i. {A>C)v—=(A—>C)>-D}-D (Dica: axioma P11)

12. Utilizando a definicéo 1.14 aplicada a definigdo 1.21 e seguindo a dica ao lado (que diz
que axioma(s) usar na derivagao), prove as relagdes abaixo.

a. {A,B}-ArB (Dica: axioma P5)

b. {A, A->B, BvC>F}-F (Dica: axioma P6)

c. {AAB,Bv—D—C}-C (Dica: axiomas P4 e P6)

d. {AAB}-BAA (Dica: axiomas P3, P4 e P5)
e. {D,(C—»D)—»(A—~-B),C—»-B}~(AvC)>—-B (Dica: axiomas P1 e P8)

f. {{(A—>B)—>C,-C}-—(A—B) (Dica: axiomas P1 e P9)

g. {D—A,D,A—>B,A—>—B}——(D—>A) (Dica: axioma P10)

h. {A—>B,-A—B}-B

i. {A>B,—B}-A

j- {A->B,B—>C}-A—>C

k. {A—>B,A>C}-A—>BAC
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DERIVACAO E ANALISE LOGICA NO CALCULO
PROPOSICIONAL







6
Implicacao, conjuncao e disjuncao

6.1 Derivacdo e outros calculos proposicionais

Nosso proposito neste capitulo e no proximo ¢ ilustrar alguns aspectos fundamen-
tais da construcao de derivacdes no método axiomatico. Entre outras coisas, falaremos
com detalhes sobre os axiomas da definicao 1.17, mostrando a funcao de cada um deles
dentro das derivagOes, e os principais teoremas logicos e regras derivadas que podem
ser provados com o auxilio deles. Também mostraremos alguns resultados do calculo
axiomatico que nos ajudario significantemente no processo de avaliagao e construcao
de derivagoes. Conforme temos feito até agora, usaremos o calculo classico proposicio-
nal como sistema paradigmatico da nossa exposi¢ao. No entanto, na prossecu¢ao do
objetivo acima delineado, introduziremos outros calculos axiomaticos, entre eles o cal-
culo intuicionista e um calculo paraconsistente, o que pode ser tomado como um se-
gundo objetivo destes capitulos 6 e 7.

Comecemos atentando para a modularidade, digamos assim, presente na lista de
axiomas da definicao 1.17. Enquanto os axiomas P1 e P2 lidam apenas com a implica-
¢ao, P3-P5 contém, além da implicacao, apenas a conjuncao; P6-P8 lidam de forma
principal com a disjunc¢ao; e P9-P11 tratam primordialmente do simbolo da negacao.
Considerando o fato de que sao tais axiomas que efetivamente nos dao informacao a
respeito dos conectivos em questao, podemos seguramente dizer que os axiomas P1 e
P2 definem as propriedades légico-inferencias da wmplicacao; P3-P5, as propriedades da
conjungao, P6-P8, as propriedades da disjuncao; e P9-P11 as propriedades de negagao.

Em relagdo a negagao, podemos ver uma modularidade mesmo quando considera-
mos P9, P10 e P11 separadamente. O leitor deve lembrar-se quando falamos, no capitu-
lo 2, dalégica intuicionista e da l6gica paraconsistente; enquanto na primeira o principio
do terceiro excluido

(1) Fav—-a

nao ¢ aceito, na segunda o principio da explosao
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2 {o,—aj=P
e, em geral, o principio da redugao ao absurdo

(3) se TU{a} B e N'U{a} ==, entio I'-—a
nao sao validos.

No entanto, como veremos mais adiante, tais propriedades dependem, respectiva-
mente, dos axiomas P11, P10 e P9. Em outras palavras, enquanto rejeitando P11 nos
obtemos a negacdo intuicionista, rejeitando P9 e P10 nés obtemos uma negagio paraconsisten-
te; ja rejeitando P10 e P11 nés obtemos uma negagio minimal que pode ser classificada
como semiparaconsistente'’. Desta forma, o mais correto seria ver P9-P11 como definindo

um tipo especifico de nega¢ao: o que chamamos de negagao clissica.

A significancia disso ¢ dupla. Primeiro, considerando que P1 e P2, por exemplo,
“contém” todas as propriedades da implicacdo, na prova dos teoremas 16gicos e regras
derivadas relacionados exclusivamente com a implicagao, ou seja, que representem ex-
plicitamente propriedades exclusivas da implicacdo, serao usados obviamente apenas
os axiomas P1 e P2. Similarmente, todos os teoremas légicos e regras da negacao classi-
ca que envolvam apenas os conectivos — e — podem ser derivados apenas com o auxi-
lio dos axiomas P1, P2, P9-P11. Dessa forma, a modularidade a qual nos referimos se
estende também a construcao de derivagoes.

Segundo, podemos definir novos calculos que incorporem exclusivamente a carac-
terfstica de um ou mais conectivos légicos especificos. Por exemplo, podemos definir
um calculo axiomatico da implicacao, que contenha, além de #zodus ponens, apenas os axio-
mas P1 e P2. Desta forma, todos, e apenas todos os teoremas logicos da implicagao sao
provaveis em tal calculo, a consequéncia 6bvia disso sendo que tais teoremas usam em
sua derivacdo apenas os axiomas P1 e/ou P2 e MP. No caso da negac¢ao, por exemplo,
usando os axiomas P9-P11 em conjun¢io com os demais axiomas e MP obtemos,
como vimos, o calculo classico proposicional. No entanto, caso adicionemos a P1-P8 e
MP apenas os axiomas P9 e P10, por exemplo, obtemos o cilulo intuicionista. Caso adicio-

nemos apenas P11 obtemos um caleulo paraconsistente®.

Desta forma, na apresentacao dos varios teoremas logicos e regras derivadas, nos
utilizaremos de diversos calculos de forma a tornar explicito de quais axiomas tais teo-

44, Apesar de podermos, juntamente com P1, obter a partir de P9 uma versdo fraca do principio da exploséo, a sa-
ber, {o,—a}——P, ndo conseguimos, somente com P9, derivar sua versdo completa.

45. Como veremos mais na frente, entretanto, tal calculo € por demais fraco, ndo sendo capaz de provar uma série
de propriedades da negacdo que ndo conflitam com o principio da explosdo. Assim, mostraremos também como,
através da adicao de outros axiomas, podemos obter um calculo paraconsistente forte o suficiente para provar boa
parte das leis tradicionalmente associadas a negagao.
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remas e regras dependem. Por exemplo, faremos a exposi¢ao dos teoremas logicos da
implicagao através de um calculo definido a partir de P1, P2 e MP; ja os teoremas e re-
gras que dependem essencialmente de P9, por exemplo, serdo apresentados através de
dois calculos: um definido a partir de P1, P2, P9 e MP, e outro definido a partir de
P1-P9 e MP.

Neste capitulo abordaremos os teoremas e regras da implicacdo, conjuncio e dis-
juncdo, juntamente com seus respectivos calculos. A negacio e os varios calculos a ela
relacionados serdo abordados no capitulo seguinte. Com exce¢ao dos calculos intuicio-
nista e paraconsistente, todos os calculos a serem aqui introduzidos tém um fim mera-
mente didatico, possuindo, em principio, pouca relevancia tedrica.

Um ponto importante do qual nao devemos nos esquecer, no entanto, ¢ que o foco
principal deste capitulo e do préximo ¢é efetivamente os teoremas légicos e regras deri-
vadas do calculo clissico proposicional C . Dessa forma, ¢ de se esperar que todos os
teoremas e regras derivadas a serem aqui apresentados como validos em um calculo outro
que nao o cleulo classico proposicional sejam também validos em C . Para garantir

isso, precisamos da nocao de extensao conservativa, que é definida logo abaixo:

DEFINIGAO 2.1 Sejam C=<L, X A’> ¢ C’= <L, X,A”> dois calculos axiomaticos.
C” ¢ uma extensao conservativa de C se e somente se, para todo 'SL e todo el se '
em C’ entao ['o em C”.

Assim, o calculo C” é uma extensao conservativa de C’ se e somente todo argumen-
to valido em C’ é também um argumento valido em C”; como consequéncia disso, todo
teorema logico ou regra derivada de C’ sera também teorema ou regra derivada de C”.
Trivialmente, C é uma extensio conservativa dele mesmo. Como o leitor ja deve ter
descontfiado, o calculo classico proposicional C ¢ uma extensio conservativa de todos
os calculos a serem introduzidos aqui, de forma que os teoremas logicos e regras deriva-
das desses calculos também sao teoremas e regras derivadas de CP. Note, no entanto,
que o inverso nao vale: existem teoremas ¢ regras derivadas validas em C, que nio sao
validas, por exemplo, no calculo intuicionista.

6.2 Implicagdo e o calculo C_

De forma a melhor esclarecermos o método acima exposto, e também, é claro, co-
megarmos nossa exposicao, definimos abaixo o nosso primeiro calculo: o calculo da

implicacao material.
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DEFINICAO 2.2 O cilenlo da implicacio material C_é a tripla <L X A >.
> P~ Mp> 1P

Diferentemente de CP, o conjunto de axiomas de Cﬁ ¢ composto apenas por Pl e
P2. Conforme fizemos com o calculo proposicional na se¢ao 5.3, podemos usar as defi-
ni¢oes 1.13 e 1.14 para, juntamente com a defini¢ao 2.2, obtermos a nog¢ao de dedugao
do calculo da implicagdo material. Uma vez feito isso, e considerando que o conjunto de
axiomas de C_ ¢ um subconjunto do conjunto de axiomas de C,, temos que C ¢ uma
extensdo conservativa de C

COROLARIO 2.1 Cp ¢ uma extensao conservativa de C_).

Esse corolario segue automaticamente das defini¢oes 1.21, 2.1 e 2.2. Uma conse-
quéncia trivial disso é que todos os teoremas e regras derivadas de Cﬁ, entre outros re-
sultados, sao também teoremas e regras derivadas de CP. Segue abaixo alguns dos mais
importantes teoremas ¢ regras de C_, alguns seguidos de sua denominagao mais co-

mum, e o corolario que explicita o dito acima:

TEOREMA 2.1 Sejam o,B,¢ €L formulas quaisquer. As relagdes abaixo sdo validas

em C_.
1. aFp—-a
12. a—=>P—->0)(a—>P)—>(a—>e)
13, Fa—a lei da identidade
4. a—B,p—>oFa— transitividade da implicacao
15. F(a—=>B)—=>((B—>9)—>(0—0) transitividade da implicagio
6. a—=>P—->0)+B—>(0—>0) lei da permutagao
7. +(—=>B—>0)—>P—0—0) lei da permutacao

18.  a—B,a—=>P—-0)-oa—0

19. a—>(a—>B)Fo—Pp

110. F(o—(0—p))—(0—p)

I11. = ((a—=p)—(0—)—>(a—>(B—>0))

COROLARIO 2.2 As relagdes mencionadas no teorema 2.1 sdo também vélidasem C..

Duas observacoes devem ser feitas antes de comecarmos a falar sobre as relacées do
teorema 2.1 e o uso que elas fazem de P1 e P2. Primeiro, semelhantemente ao que

fizemos em relagdo aos parénteses das formulas, a partir de agora omitiremos o uso das
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chaves ao escrevermos regras derivadas. Assim, 14 é na verdade uma abreviagdo para
{a—B,—>¢} —o—¢ (que, por sua vez, é uma abtreviagio para {(a—>p),([B=>) } - (0—>)).

Segundo, toda a nossa exposi¢ao neste capitulo sera feita mediante o uso de zeorezmas
como o teorema 2.1 acima. De um modo geral, um teorema ¢é qualquer proposi¢ao que
possamos provar a partir das defini¢des e proposi¢coes primitivas de um sistema ou teo-
ria. Considere C , por exemplo. Aqui temos vatias proposi¢des ou enunciados primiti-
vos — os axiomas P1-P11 — escritos em uma linguagem especifica — I, — ¢ uma mancira
precisa, bem definida, de obter novos enunciados a partir deles. Conforme definido no
capitulo anterior, a tais enunciados nés damos o nome de Zeorerzas ligicos. Veja, no entan-
to, que tais teoremas se pronunciam, por assim dizet, de dentro do calculo proposicional.
Tome uma instancia especifica do teorema 13, por exemplo:

@ (Av—B)—>(Av—B)

Utilizando a linguagem proposicional, (4) claramente expressa algo relevante, a
saber, que (Av—B) implica a si mesmo, sendo isso uma consequéncia, ou um teore-
ma, do que P1-P11 (ou, para ser mais especifico, do que certas instancias de P1-P11)
afirmam. Porém, trivialmente o que os teoremas légicos podem dizer ¢ limitado ao
poder expressivo de L. Eles nao podem, por exemplo, dizer que eles mesmos sdo teo-
remas légicos. Em outras palavras, eles nio podem falar sobre, como que olhando de
fora para, o calculo proposicional, que é exatamente o que o teorema 2.1 faz. De acor-
do com um segundo sentido do termo entao, teoremas, assim como o que temos cha-
mado até aqui de corolario, sio proposi¢des que podemos provar sobre os varios sis-
temas 16gicos aqui introduzidos*. Em consequéncia disso, diferentemente dos teore-
mas 16gicos, tais teoremas sdao escritos nao na linguagem logica, mas na metalingua-
gem. F por essa razio que muitas vezes nos referimos a tais teoremas como metateore-
mas, enfatizando tanto o fato de eles serem escritos na metalinguagem, como o fato de
eles falarem algo sobre os sistemas l6gicos mesmos. No entanto, uma vez que ja dis-
pomos do termo “teorema logico”, referenciaremos os metateoremas aqui simples-
mente como teoremas.

Vamos entdo ao papel que os axiomas P1 e P2 desempenham na prova dos teore-
mas logicos e regras derivadas do (meta) teorema 2.1. Comecemos por 14, cuja deriva-

¢do é mostrada logo abaixo:

46. Tradicionalmente, a diferenca entre um teorema e um corolario € simplesmente que este ultimo, diferentemen-
te do primeiro, é um resultado quase que imediato, e consequentemente relativamente simples, das definicdes e
proposicdes primitivas ou de outros teoremas.
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(14) o—B,p—oF-o—¢

1.a—B Premissa
2. B—>o Premissa
3. (@ (B—0) > (a—P)—>[@—0)) P2

4. B-9) >0 (B—>9) Pl
5.0=>B—>0) MP 2,4
6. (@—B)—>(0—) MP 5,3
7. 0—=>Q MP 1,6

14, vale lembrar, ¢ uma regra de inferéncia que diz que podemos inferir 0—>@ a par-
tit de =P e B—@; é a chamada /7 do silogismo hipotético ou transitividade da implicacao. De
um ponto de vista inferencial, ja considerando o uso da implicagdo em conjunto com
MP, é como se nés nio precisassemos passar por 3 para chegar de o a ¢: como pode-
mos chegar de ot a B e de B a @, entdo podemos “pular” B e chegar diretamente a @ a
partir de oL.

Na derivagao de 14, o primeiro axioma que aparece é P2, logo na terceira linha
(14.3)". Considerando a aplicacio de MP — e a esta altura o leitor ja deve ter notado que,
com excecao de P11, a forma condicional de todos os axiomas visa a sua utilizacao em
conjunto com MP — o que P2 nos diz basicamente é que se temos a—>(B—>), entao te-
remos também (at—>f)—>(a—>@). Falando de outra forma, de posse de a—>(PB—>), é
possivel distribuir ou internalizar a implicacio de o em relacio a B—@ e concluir
(B> (a—0).

Mas como iremos obter 0—>(B—>@)? Repare que B—¢ é (14.2). Assim, se substituit-
mos em P1 a por B— e B por a, obteremos (B—>¢)—>(0—>(B—¢)) (14.4), a partir do
qual, juntamente com MP e (I4.2), podemos concluir aa—>(B—>@) (I4.5). Feito isso, usa-
mos (I4.5) juntamente com (I4.3) para concluir (0—B)—(a—>@) (14.6), apds o que, final-
mente, concluimos o.—>@ (I4.7) a partir de MP e (I4.1). O ponto que nos interessa aqui é
que podemos ver claramente P1 permitindo que, a partir da premissa B—@, concluamos
o—>(B—¢). De uma forma geral esse é 0 uso mais comum de P1: fazer com que possa-
mos, a partir de uma premissa o, concluir B—al, em que 3 é uma férmula qualquer.

Essas fungoes inferenciais de P1 e P2 sdo explicitadas em I1 e 12, enquanto 11 nos
diz que a partir de ol podemos concluir B—a., para qualquer 3, 12 nos diz que a partir de
o—>(B—¢) podemos distribuir condicionalmente o em relacio a B—¢ e concluir

47. Aqui vamos adotar uma notagdo semelhante a adotada na secdo 5.1 e referir o primeiro membro da derivagado
de 14 como (14.1), o sequndo como (14.2), e assim por diante.
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(a—>PB)—>(a—>@). Segue abaixo I1 e I2 com suas respectivas derivacoes, em que pode-
mos ver o mencionado uso inferencial que se faz de P1 e P2:

I11) a-B—a
1. Premissa
2. a—>(B—-o) P1
3. B—a MP 1.2
(12) a=>B—->¢)-(a—>B)—>(a—9)
1. a—=>(B—09) Premissa
2. (0=>B—=@)>(a>B)—>(0—9) P2
3. (a—=>P)—=>(a—) MP 1,2

O leitor atento deve ter notado certa semelhanca entre as relacoes 14 e 15,16 ¢ 17, ¢ 19
e I110. Da mesma forma que I1 e 12 podem ser vistas como versoes inferenciais (isto é, em
termos da relacdo de inferéncia ) de P1 e P2, respectivamente, 14 pode ser vista como a
versao inferencial de 15; 16 como a versio inferencial de 17; e 19 como a versio inferencial
de I10. Tome 16, por exemplo: coloque o—>(B—@) para o lado esquerdo de - e o una
através da implicacao com B—>(0—>@) que vocé obtera 17. Falando de outra forma, é
como se em 15,17 e 110 a implicagdo estivesse desempenhando o mesmo papel inferencial
que F desempenha em 14, 16 e 19. Desse modo entdo surge a pergunta: sao tais pares de
relagGes equivalentes entre si? Ou, sendo mais geral, podemos tomar o simbolo légico —
¢ a relagao de dedugao = como sendo, de alguma forma, equivalentes entre si?

Essa pergunta pode ser colocada de forma mais precisa da seguinte maneira. Dado
um conjunto de férmulas I' e duas férmulas o e 3, podemos dizer que I'U{ou} - sss
I'a—B? No caso limite de =, essa pergunta questiona a veracidade ou nio de B
setr deduzido a pattir de o ({o} ) se e somente se a—>f for um teorema légico
(Fo—). Devido ao uso da expressio “sss”, o que temos aqui sao na verdade duas pet-
guntas: se é verdade que (1) se I'Fo—f entio T'U{a} P e se é verdade que (2) se
I'u{a}p entao I'o—P. Claramente (1) é o caso: se ha uma derivagio de a—f a
partir de I, entdao se temos, em adi¢ao a isso, 0. como premissa, podemos aplicar 7zodus
ponens a oL e 0—>f e concluir B, produzindo assim uma derivagao de P a partir de
I'u{a}.Ja (2), cuja demonstracio nao € tao trivial como a de (1) e cuja descricao formal
¢ dada logo abaixo, ¢ na verdade um dos resultados mais importantes da l6gica. Trata-se
do assim chamado #eorema da dedugao:

TEOREMA 2.2 Seja C=<L, 2, A> uma extensao conservativa de C_), I'SL um con-
junto de férmulas e a,B €Ll duas férmulas. Se 'U{a} =B em C, entio 'a—p em C.
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Além do papel desempenhado no estabelecimento de certo tipo de equivaléncia en-
tre o simbolo l6gico — e o simbolo metalégico -, o teorema da dedugdo tem uma rele-
vancia extrema na diminui¢ao do grau de complexidade das derivag¢oes. Considere, por

exemplo, a derivagao de I5 abaixo (cuja leitura minuciosa pode ser omitida):

15) =(@=>B)=>(B=>0)—>(0—>¢)

L (@=>B=9)—=>(@=>P)—>(0—>¢) P2
2. (a=>B=0)=>(@>P)=>@>9)—>
(B=0)=> (0> B=>0)=>(@=>P)—=>(@—>9)) Pl
3. =9 =>(a=>B=>0)=>(@=>P)—=>(—>9) MP 1,2

4 (B=>0)=>(@=>P—=>0) > (@=>p)—=>@—>0))—
(B=9)=>@=>B=>0)=>(B=>0) > (> (—>¢) P2
5 (B=>9)=>(0=>B=9)>(B=>0)=>(0=>P)—>@—0¢)) MP34

6. B> (a—>B—9) P1

7. (B—>0)=>((0—B)—>(@—>)) MP 6,5

8. (B>¢)>(a—B)—> (@) > (B9)—>(@—>p)—>
(B>9)—>(@—9) p2

9. (B=9)—>(—>P)=> (B9 (0—0) MP 7,8

10. (B=>0) > (@—=>B) > (B—0) > (a—>¢)—>
(@=>B)=>(B=>9)—>(@—>B) > (B—>9)—>(0—>0)) P1

11. (a=>B)=>(B=>9)—>@—=P) > (B—>0)—>(a—>¢))) MP 9,10

12. (0=>B)=>(B=9) > (a=B) = (B=0) = (@) -
(@=>B)=>(B=>0)=>@=>B)=>(@=>p)=>(B-0)—

(0—>9)))) P2
13. (0=>B) > (B—>9)—> (=)= (a—=>P)=>(B—-9)—>

(0—>¢))) MP 11,12
14. (a—=>B)—=>((B—9)—>(0—P)) P1
15. (a—=>PB)—=>((B—>0)—>(a—>0)) MP 14,13

E pouco provavel que alguém conteste a complexidade da derivag¢ao acima, com-
plexidade essa que atinge tanto sua legibilidade como a sua génese. O leitor, no entanto,
nao precisa comecgar a se desesperar por causa disso. Dificilmente teremos oportunida-
de de trabalhar com derivagdes tdo complexas como essa, nao porque nos absteremos
de provar relagdes como 15, mas porque podemos, na construcao de sua derivagao, fa-

zer uso de certos artificios capazes de simplificar consideravelmente nossas derivagoes.
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E o primeiro de tais artificios ¢ a utiliza¢ao, na construcao das derivagoes, do teorema
da deducio.

Repare que o teorema 2.2 diz que se 'U{a} - entio I'-0—f3 ou, em outras pala-
vras, que se temos uma detiva¢ao de P a partir de ['U{at}, entdo temos a garantia de ha-
ver também uma derivacio de a—> a partir de I'*. Mas veja que nés ja temos uma deri-
vagao para a versao inferencial de 15, a saber, I4. Ou seja, nés ja provamos que
{o—B,—>0} —o—¢ ou, equivalentemente, que {o—=>B}U{B>0} Ho—¢. De acor-
do entdo com o teorema da deducio (tomando I como sendo {a—B}, ot como sendo
B—© e B sendo como 0—), temos entdo que {0—>P} = (B—>9)—>(0—>@). Mas como te-
mos {a—>p}(B—>@)—(a—0) ou, equivalentemente, D U{o—>p} - (B—>0)—>(0—>@), de
acordo com o teorema 2.2 novamente temos que &+ (a—B)—>((B—>@)—>(0—)), que é
nada mais do que I5. Assim, para provarmos I5, podemos, ao invés de exibir uma deriva-
cio de (a—=>PB)—=>((B—>0)—>(00—@)) a partir de & como fizemos acima, simplesmente
exibir uma detivacao de a—>@ a partir de {a—>B,B—¢} (isto é, provar 14) e, usando o
teorema da deducao duas vezes, provar = (a—>B)—=>((B—>¢)—>(0—0)). E veja que uma
vez que tenhamos provado o teorema 2.2 e tenhamos construido uma derivagao de
o—>@ a partir de {0—>P,—>¢}, 0 uso do teorema da deducio para provar I5 é tao legi-
timo quanto a exibicio de uma derivacio de (a—B)—((B—¢@)—>(a—@)) a partir de .

Vejamos como podemos provar 110 a partir de 19 e do teorema da deducgao. (I10 e
19 fazem exatamente o inverso de duas versdes especificas de P1 e I1:
F(0—p)—(a—(0—P)) e a—=>PHa—(0—P).) Segue abaixo 19 seguido de sua derivacio:
19. a—>(a—p)o—Pp

1. (a—=>((B—>o)—a)—((o—>(P—a)—(o—>ar)) P2

2. a—>((B—o)—>a) P1

3. (a—=>(P—-a)—>(a—a) MP 2,1
4. a—>(B—-o) P1

5. a—a MP 4,3
6. oa—>(0—P) Premissa
7. (a—>(0—P))—=>((a—>0)—>(a—p)) P2

8. (a—>a)—>(0—P) MP 6,7
9. a—P MP 5,8

48. Essa garantia é dada pela prova que daremos para o teorema 2.2 no capitulo 12. (Esse capitulo, o leitor deve se
lembrar, trata da metaldgica e contera, entre outras coisas, a prova de todos os resultados que mencionarmos no
decorrer de nossa exposicdo.) Grosso modo, essa prova nos diz como, a partir de uma derivacdo de B a partir de
r'u{a}, podemos construir uma derivacdo de o—f a partir de T', para qualquer T<L e quaisquer o, BEL.
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Como provamos acima que o.—>(a—>f)-a—>f3, de acordo com o teorema da dedu-
cio temos entdo 110, ou seja, (00— (a—>P))—>(a—>P). Veja que nessa prova de 110 é
imprescindivel, além da exibi¢do da prova de 19, ou seja, de uma detivacio de a—f a
partir de o—>(at—>f3), também a mengao, como estamos fazendo aqui, do uso do teore-
ma 2.2, pois ¢ ele que efetivamente faz a ligacdo entre a prova de 19 e a de I10. Trivial-
mente, de acordo com o proprio teorema 2.2, tal procedimento de prova de teoremas

logicos (e regras derivadas) pode ser feito em qualquer extensao conservativa de C .
-

Utilizando o teorema da dedugao, algumas de nossas deriva¢oes podem ficar na ver-
dade ridiculamente simples. No processo de provar 110 através de 19, podemos mesmo
provar 19 usando o teorema da dedugao, bastando para isso provar a—>(0—>f),0,
cuja derivacio, conforme exibido abaixo, é das mais simples possiveis:

(5) a—(a—p),a-p

1. a—=>(0—p) Premissa
2.a Premissa
3. 0P MP 2,1
4.8 MP 2,3

De posse disso, usamos o teorema da dedugao uma vez para provarmos 19 e, usan-
do-o outra vez, provamos 110.

O mesmo fenémeno pode ser constatado se provarmos 14 (e I5) e I11 usando o teo-
rema da dedugdo. Provemos primeiro 14, para o qual precisamos provar o resultado in-

termediario abaixo:

6) o—B,p—>e,a¢

1. o0—P Premissa
2.a Premissa
3B MP 2,1
4. B—>o¢ Premissa
5.¢ MP 3,4

Como entao temos (6), de acordo com o teorema da deducao temos também 14.
Feito isso, repetimos o mesmo procedimento e provamos I5.

No que se refere a I11, o que a primeira vista poderia parecer um resultado de relati-
va complexidade se mostra, com o uso do teorema da deducao, em uma derivagao ex-

tremamente simples:
() (@=>B)—>(@—>),0.p0¢
1. (a—>P)—(0—0) Premissa
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2.8 Premissa
3. B—=>(a—p) P1

4. a—>p MP 23
5. 0—>¢ MP 4,1
6. o Premissa
7. MP 6,5

Como temos (7), de acordo com o teorema da dedugao podemos concluir

©8) (@=>P)=>(@—>9),0-B—0¢

Mas, novamente de acordo com o teorema da deduc¢ao, como temos (8) teremos
também

O) (@=>P)=>(@=>9)Fa—>B—0)

E, finalmente, como temos (9), de acordo como mesmo teorema 2.2, temos tam-
bém 1117,

Para finalizar essa se¢do, provemos 16 e I7. Para isso, teremos que provar primeiro
o resultado intermediario abaixo:

(10) o—=>(P—0),pra—

1. a—=>(B—0) Premissa
2. (0> (B—0) = (0—P)—> (@) P2

3. (a—>p)—=>(a—) MP 1,2
4. B—>(a—P) P1

58 Premissa
6. 0—P MP 5.4
7. 0—=>0 MP 6,3

Como temos (10), pelo teorema da dedugao temos entao 16 e, consequentemente,
pelo mesmo teorema, temos também 17.

6.3 Conjuncao e o calculo Ca

Procedamos agora a conjuncgao. Tendo em vista uma maior modularidade na expo-
sicao dos teoremas logicos e regras derivadas, introduziremos aqui dois calculos: um

49. Sem sombra de duvida, o exemplo mais bobo dessa maneira de provar teoremas ldgicos € o uso do teorema da
deducdo para provar I3. O leitor é convidado a fazer esse exercicio e compara-lo com a derivagdo que exibimos para
prova-lo no capitulo 5.
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definido apenas em fung¢ao de P3-P5 e MP, e outro ja contendo, em seu conjunto de
axiomas, os axiomas da implica¢ao P1 e P2. Segue abaixo o primeiro, que chamamos de

calculo fraco da conjungio:

DEFINIGAO 2.3 O cileulo fraco da conjuncao C,_ é a tripla <L,,Z\ 0, Ap; ps™>

P>=MP>* *P3-P57 *
A partir dessa defini¢ao, juntamente com as defini¢ées 1.13 e 1.14, podemos obter a
relacio de deducio do cilculo fraco da conjungio™. Seguem abaixo os teoremas logicos
e regras derivadas de C:

TEOREMA 2.3 Sejam a,B,p€L, férmulas quaisquer. As relagdes abaixo sao vali-

dasem C .
Cl. anBta simplificacao
C2. anBHp simplificacio
C3. a,pranp lei da conjuncio
C4. anBrHpra comutatividade da conjuncao

Aqui os teoremas logicos C1, C2 e C3 representam inferencialmente os axiomas P3,
P4 e P5, respectivamente. C1 nos permite simplificar oA e, a pattir dele, inferir a; ja C2
faz a mesma coisa, mas agora com respeito a 3. Seguem abaixo as derivacoes de C1 e C2:

(C1) anpra

1. anP Premissa

2. anp—-a P3

3. MP 1,2
(C2) anBrP

1. oanP Premissa

2. anB—Pp P4

3. B MP 1,2

Ja C3, que ¢ conhecida como de lei da conjuncio, permite que efetivamente conclu-
amos oA a partir de o e 3. Segue abaixo a sua detiva¢io:

50. A partir de agora, ao introduzirmos um novo calculo, nos absteremos de mencionar que sua relacdo de deducéo
€ construida com o auxilio das definicdes 1.13 e 1.14, e procederemos direto a mencdo e prova de seus teoremas |6-
gicos e regras derivadas, ficando, no entanto, claro que tais teoremas e regras dependem conceitualmente de tais
definicdes.
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(C3) oo

1. a Premissa
2. a—=>(B—onP) P5

3. B—>(anP) MP 1,2
4.B Premissa
5. anfB MP 4,3

Veja que o calculo C,_, como seu préprio nome indica, ¢ bastante fraco, nao sendo
capaz de provar propriedades da conjungao cuja representacao depende da implicagao
material, como, por exemplo, que se o implica a conjuncao de f e @, entdo oL implica B e
o implica @:

(11) o= (Bre)-o—p

(12) o= (BAr@)-o—>@

Dessa forma, definiremos um calculo mais forte, ja utilizando os axiomas da impli-
cagao P1 e P2, chamado simplesmente de calculo da conjungao. Feito dessa forma, e
sendo o calculo da conjung¢io uma extensio conservativa tanto de C_ comode C , to-

das as relacbes mencionadas nos teoremas 2.1 e 2.3 sao também validas em tal calculo.

DEFINICAO 2.4 O cilculo da conjuncio C, é a tripla <L, 2\ 0, Ap, ps>.

Segue abaixo alguns dos principais teoremas logicos e regras derivadas de C :

TEOREMA 2.4 Sejam o,p,p€L., férmulas quaisquer. As relagdes abaixo sao vali-
dasem C:

IC1. a—>(B—>)FarB—¢

1C2. a—B,a—>p-a—>PAe

IC3. - (a—=B)—= (=) > (0—>PA))

IC4. (o= PB)A(0—>0)—> (0—>BAG)

IC5. F(a—=>PB)AB—9)—>(0—>) transitividade da implicacao
1C6. a—>(PAr)-a—P

IC7. o> (BAQ) Fo—@

IC8. = (0—>BAQ)—> (0—>P)A(0—>0)

1C9. +(o—B)—=>(are—>PAY)

1C10. a—@,p—>y—aAB—>eAy
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Comecemos provando IC1. Para isso, provaremos o resultado intermediario abaixo:

(13) a—=>(B—9),aAB-©
1. anp
2. anf—oa
3.a
4. anp—Pp
5.B
6. a—>(PB—0)
7. >0
8. ¢

Premissa
P3

MP 1,2
P4

MP 1,4
Premissa
MP 3,6
MP 5,7

Como entio temos a—>(B—¢),aABH@, pelo teorema da dedugio temos também

o—>(B—=>@)FaAB—@, ou seja, IC1.

Basicamente o que IC1 diz é que se de o podemos concluir que de B concluimos @,

entao de AP podemos concluir . Considerando o uso de MP, esse na verdade é um re-

sultado mais ou menos imediato: se temos a—>(B—), entdo de posse de a e B, utilizan-

do MP duas vezes obtemos ; mas se temos (AAR)—, entdo de posse de a e B, pode-

mos usar P5 para concluir oA e, finalmente, usar MP para concluit @. Assim, como sera
explicitado no teorema 2.6 abaixo, ha uma equivaléncia entre 0—>(B—¢) ¢ (AAR)—>@.

Em funcio dessa equivaléncia podemos, por exemplo, expressar a transitividade da

implicagao de uma forma alternativa, usando a conjungao juntamente com a implica¢ao

(a0 invés de somente a implicagao como em 15). Isso é feito em IC5, cuja derivagao se-

gue abaixo:
(14) (@=>P)AB—>9)Fa—>¢

L (a=>B)AB—9)
2. (a=>B)AB—>0)—>(a—>P)
3. a—P
4. (a=>PAB>0)>B—0)
5. B—0
6. (0> (B—>0)—>((0—>P)—>(a—>¢)
7. (B—>0) > (a—>B—¢)
8. a—=>(PB—0)
9. (a—P)—=>(a—>)
10. a—>0
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MP 1,2
P4

MP 1,4
P2

P1

MP 5,7
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Como entio temos (14), pelo teorema da deducdo temos também H(o—>f3)
AB—0)—>(a—>), isto &, IC5.

Outra relagao interessante, e na verdade bastante trivial, entre a conjungao e a implica-
cao ¢ expressa em IC2: se uma mesma formula o implica, separadamente, as féormulas f3 e

@, entio podemos concluir que o implica a conjunc¢ao de B e @. Segue abaixo a sua prova:

(15) a—B,0—>0,0-PA@

1.a Premissa
2. a—P Premissa
3.B MP 1,2
4. a—>0 Premissa
5¢ MP 1,4
6. B=>(@—>PArY) P5

7. 0—>BAQ MP 3,6
8. BAg MP 5,7

Como entdo provamos (15), de acordo com o teorema da deduciao temos que existe
uma derivagao para IC2.

Algo interessante que o leitor pode facilmente constatar é que, na derivacao de (14),
os passos (14.1)-(14.3) e os passos (14.1), (14.4) e (14.5) sao idénticos, se substituirmos
o por o= e f por B—, as derivacdes que demos para C1 e C2, respectivamente. Isso
significa que, uma vez que estejamos de posse das derivagoes de C1 e C2, podemos
construir a derivagao de (14) simplesmente copiando tais derivagdes e atualizando as for-
mulas e os indices correspondentes. Isso é relevante, pois essa possibilidade nos leva a in-
dagacio de se, como ja provamos C1 e C2, ndo poderiamos nos abster de repetir as suas
respectivas derivagoes, encurtando assim a prova de (14) e consequentemente a de IC5.

A resposta a essa pergunta € sim; e o resultado que efetivamente nos permitira reali-
zar tal manobra dara, podemos assim dizer, pleno significado ao termo “regra de infe-
réncia derivada”, que é como estamos chamando C1 e C2. Segue abaixo tal resultado,
que chamaremos de feorema da regra derivada:

TEOREMA 2.5 Seja C=<L,2,A> um calculo axiomatico, F’A1’ ...,AHEL n+1 con-
juntos de férmulas e OL,Bl,...,BneL n+1 férmulas. Se, no calculo C, A1|_B1""’ AnI—Bn e
FI—Al,..., FI—An e FU{Bl,...,Bn} Fa, entao I'o em C.

Primeiro de tudo, relembremos o que nos diz a defini¢ao 1.15: um conjunto de for-
mulas A ¢ deduzido a partir de outro conjunto de férmulas I' I'HA) sss I'-a para todo
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aeA. Assim, o que o teorema 2.5 diz é que, dado um conjunto de férmulas I' e uma £6r-
mula o, e dado # pares <Ai,[3i> (i=1,..,n), onde Ai ¢ um conjunto de férmulas e Bi é uma for-
mula, se cada um deles € tal que A= e ['=A (ou seja, cada membro de A € deduzido a pat-
tirdeI') e se o € deduzido a partir de I" em conjunto com { ,...p } TU{P,....p }Ha), en-
tao a é deduzido a partir de I'. Um detalhe importante é que tal teorema vale para
todo e qualquer calculo axiomatico, tal qual definido na secao 5.2, independentemen-
te de quais axiomas e regras de inferéncia o compoem.

Aqui, <A > nada mais é do que uma instancia de uma regra de inferéncia deriva-
da, isto ¢, um par conjunto de férmulas-férmula tal que A =f. Segundo, I" e a s3o os
membros de um argumento cuja validade (I'-a) deseja-se provar utilizando as regras
de inferéncia derivadas <Ai,[3i>, i=1,...,n. Para que isso possa ser feito, duas condi¢oes
tem de ser satisfeitas: primeiro, as premissas de cada uma das inferéncias de <Ai,[3i>
tem de ser deduzidas a partir de I' (I'=A); e segundo, o tem de ser deduzido a partir de
I" em conjunto com todas as conclusdes de tais regras ("U{P ..., } a). No caso des-
sas duas condicbes serem satisfeitas, e de <Ai,Bi> serem efetivamente inferéncias, ou
seja, A =P, temos entdo a garantia de haver uma derivagdo de oa partirde I' (I't- o).

Vejamos como isso funciona no caso acima aludido de IC5 e (14) e C1 e C2. Para
isso, no entanto, consideremos, ao invés de esquemas de relagao, instancias de tais rela-
¢oes ja com formulas de L na sua formulagdo. Assim, queremos provar

IC5) H(A>BAB—->C)—>(A—>C)
aplicando o teorema da dedugao a

(14) (A>B)AB—->CO)FA-SC

Este, por sua vez, nés queremos provar utilizando as regras derivadas C1 e C2, ou,
mais especificamente, as instancias de C1 e C2 abaixo:

(16) A>B)AB—>C)FA—B

(17) A>B)AB—=>C)FB—C

No que se refere a nomenclatura do teorema 2.5, nés temos aqui dois pares
<A,B>e<A B>, sendo A=A ={(A>B)AB—>C)}, B =A—>B e =B>C. T seria
{(A>B)AB—C)} e o A—>C. Como temos provado os esquemas de relacao Cl e C2,

temos entao provadas as suas instancias (16) e (17). Assim, temos que A = e A -f3..
1 1 2 2
Mas nés também temos, trivialmente, I' I—A1 el’ I—AZ:

(18) (A=>B)AB—=>C)H(A->B)AB—-C)
(19) (A>B)AB—->C)(A—>B)AB—C)

51. Conforme ja tivemos oportunidade de dizer, a prova desse e de todos os outros (meta) teoremas a serem mencio-
nados neste e nos capitulos posteriores sera dada no capitulo 12.
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Finalmente, nds temos que F'U{B B }a:
20) {(A>BAA—->C)}U{A—>B,B>C}-A—>C

1. A—>B Premissa
2. B—>C Premissa
3. A>B—->0C)—=>(A—=>B)—>(A—0)) P2

4. B>C)—=>(A—>B—-0)) P1

5. A—>B—-C) MP 2,4
6. (A>B)—>(A—>C) MP 5,3
7. A—>C MP 1,6

Assim, de acordo com o teorema 2.5, n6s também temos (A—>B)A(B—>C)-A—C.

Esses passos que realizamos na utilizagao do teorema 2.5 podem ser resumidos

como segue:

(14) (A—>B)AB—C)A—C

1. (A—=>B)AB—C) Premissa
2. A—>B C11
3.B—>C c21

4. (A>B—=>0)=>(A—=>B)=>(A—>0)) P2

5. B>0C)—>A—>B—>0) P1

6. A>(B—>C) MP 3,5
7. (A—>B)—>(A—C) MP 6,4
8. (A—>C) MP 2,7

Aqui, a justificativa em (14°.2) indica que estamos a usar a regra C1 aplicada a (14°.1),
isto ¢, a instancia de C1 tendo (14°.1) como antecedente e (14’.2) como consequente. O
mesmo acontece com (14°.3): (14°.3) é o consequente e (14’.1) o antecedente de uma
instincia especifica de C2. Como ja provamos C1 e C2, temos que A =3 e A =f .
(14.1) € uma detivagio que prova tanto (18) como (19). Assim temos '=A e I'=A U Fi-
nalmente, os passos (14°.2)-(14°.8) provam (20), de forma que podemos afirmar que
FU{Bl,BZ} Fa. Assim, de acordo com o teorema 2.5, temos I'a,, ou seja, (14).

De agora em diante, nos usos posteriores do teorema 2.5, abster-nos-emos de dar
uma explica¢ao detalhada a respeito das condi¢des que nos permitem, de acordo com o
teorema 2.5, chegar a I'Fa, limitando-nos a exibi¢ao resumida de tais condi¢oes, seme-
lhantemente a como fizemos com (14°) acima. Veja que, nessa maneira de apresentagao,
mencionamos, nas justificativas de (14’.2) e (14°.3), as regras C1 e C2 da mesma forma
como mencionamos MP na justificativa de muitos membros de nossas derivagoes; “C2
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17, por exemplo, pode ser lido como “(14°.3) ¢ justificado pelo uso da regra C2 aplicada
a (14°.1)”. Assim, vemos claramente que o teorema 2.5 nos permite usar as relagoes de-
rivadas de forma semelhante a como usamos MP, ou seja, como regras de inferéncia.

O leitor atento deve ter notado nas derivacdes de (14) e (14°) uma semelhanca nao
s6 em relacido as derivacdes de C1 e C2, mas também em relacio a derivacio de 14, exi-
bida na se¢ao anterior. Mais especificamente, os itens (14’.2)-(14’.8) acima, isto é, toda a
derivagao de (20), é nada mais do que uma instancia trivial (substituindo o, B e @ por A,
B e C, respectivamente) da derivagao que demos para provar 14. Assim, utilizando o te-
orema 2.5, podemos simplificar ainda mais a derivagao de (14°) utilizando também 14
como regra derivada. Assim temos o que segue:

(14”) (A>B)AB—C)-A—C

1. (A=>B)AB—C) Premissa
2. A—>B Cl1
3.B—>C C21

4. A>C 1423

Aqui, a justificativa em (14”.4) quer dizer que A—C ¢é obtido através de 14 aplicada
a (147.2) e (14”.3). Fazendo entao o caminho inverso que fizemos no inicio dessa expli-
cacdo e transformando a derivacio de (14”) acima em um esquema de derivagio™, te-
mos que IC5 pode ser provado como segue:

21 @=>PAB—>9)-a—0

1. (a=>B)AB—¢) Premissa
2. 0—P Cl1

3. B—o¢ Cc21

4. 00 1423

Como entio temos (21), pelo teorema da dedugao temos também IC5.

Niao ¢ em absoluto dificil de ver, comparando a prova acima com a primeira prova
que demos para IC5, o quao esse procedimento pode simplificar o processo de constru-
¢do de provas. Resumindo entdo, de uma forma geral, o teorema 2.5 nos garante a pos-
sibilidade de utilizarmos quaisquer regras previamente provadas na construc¢ao de no-
vas derivacoes’.

52. Para o qual podemos dar uma justificativa semelhante a que demos no final da secdo 5.4, quando introduzimos
a ideia de provar ndo relagdes dedutivas mas esquemas de relagdo.

53. Devemos apenas atentar para a ndo ocorréncia de circularidade, isto &, de que, na prova da relagdo X, usemos a
relacdo Y, em que na propria na prova da relagdo Y usamos a relagao X.

152



Dois bons exemplos de uso das regras derivadas previamente provadas na constru-
¢ao de novas derivagoes sio IC9 e IC10: ambos podem ser facilmente provados usando
as regras 11, 16, IC1 e IC2. Comecemos por ICO:

(22) o—=>BFoA—>BAP

1. a—>B Premissa
2. p—>(a—P) 111

3. a—=>(@—P) 162

4. ane—p IC13

5. 0A0—0 P4

6. AAQ—PAQ 1C245

Como temos (22), pelo teorema da dedugao temos também IC9. Ja IC10 pode ser

provado sem muita complica¢ao sem o auxilio do teorema da dedugao:

(IC10) o=@,y aAB—eAy

1. a—o@ Premissa
2. B—=>(a—>) 111

3. a—=>(B—>0) 16 2

4. anB—o IC13

5. B>y Premissa
6. a—>(PB-y) 115

7. anB—o>y IC16

8. AAB—>OAY 1C2 4,7

Em relagiao aos dois calculos introduzidos nesta se¢do, algo digno de nota é que,
quando passamos de C,_ para C , através da introducdo dos axiomas da implicagao,
abrimos a possibilidade de expressar varias leis usando o conectivo derivado <>,
visto que o mesmo ¢ definido em fungdo de A e de — (definicdo 1.4). Assim podemos
nao sé representar na linguagem légica a equivaléncia que mencionamos acima entre
o—>(B—0) e (aAB)—@, por exemplo, mas também provar tal relaciao. Segue abaixo
alguns dos varios teoremas logicos expressos em termos do bicondicional que pode-
mos provar em C, e que representam propriedades logicas importantes:

TEOREMA 2.6 Sejam o,B,¢ €L, formulas quaisquer. As relagdes abaixo sio vali-
dasem C .

BCI. Foa<>a reflexividade da equivaléncia
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BC2. - (a>B)—>(Bew) simetria da equivaléncia

BC3. = (a>B)AB9)—>(0>0) transitividade da equivaléncia
BC4. FaABeBAa comutatividade da conjungao
BC5. = (aAPBAQ)<>((AB)AQ) associatividade da conjuncao
BC6. Faroac>a idempoténcia da conjungao

BC7. F(a—=>(B—¢))<>((0—>p)—>(0—>¢))

BC8. (0= (B—)<>(B—>(a—0))

BCI. = (a—>(B—=>¢))<>(anB—>0)

BC10. = (a—>BA@)<>(a—>P)A(—>)

Comecemos por BC1. Trivialmente, esse principio da reflexifidade da equivaléncia
¢ nada mais do que a conjungao de duas ocorréncias de 13: (0—=>0)A(0L—>). Assim,
para provar BC1, basta provar o—o e usa-lo juntamente com C3. Aqui entdo surge
uma pergunta similar a que respondemos en rela¢ao a IC5: como ja provamos 13, sera
que, na prova de BC1, é necessario reescrever toda a derivagao de 132 Claramente nao.
Um teorema logico, lembremos, nada mais é do que uma férmula deduzida a partir do
conjunto vazio, 0 que nos permite ver um esquema de teorema logico como uma regra
de inferéncia a partir do conjunto vazio. Assim, semelhantemente ao que temos feito
até agora com as regras derivadas, podemos usar o teorema 2.5 e tomar vantagem do
fato de que ja temos uma derivagdo para 13. Segue abaixo entdo a prova abreviada de
BC1, ja fazendo uso, obviamente, do teorema 2.5:

(BC1) Fa>a
1. a—>a 13
2. 0—o 13
3. (a—=>a)A(0—>a) C31,2

Aqui temos, em (BC1.3), o uso de uma regra de inferéncia derivada com a qual ja esta-
mos familiarizados: C3 aplicada a (BC1.1) e (BC1.2). J4 as duas primeiras linhas fazem refe-
réncia nao a uma regra derivada, mas a um teorema logico previamente provado. Para ver
que aqui também temos uma aplicagio do teorema 2.5, tome '=0, a=(a—>a)A(0—a),
A=A =D,A ={o—o0—a}, B =B =a—ae B =(0—>0)A0—>a). Assim, como temos
AR, AFB, e AP, (I3 e C3, ja previamente provados por nés), '=A , I'=A (lem-
bre-se que, conforme mencionado na se¢io 5.2, de acordo com a defini¢io 1.15, ') e
I'=A,| (aqui, novamente, a prova prévia de 13 justifica esse passo) e TU{B B B }Fa
(trivial), entdo temos também que I'-a.
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Assim vemos que o uso de teoremas logicos na abreviagao de derivagdes nada mais
¢ do que um subcaso especifico do teorema 2.5, subcaso este que ¢ explicitado no coro-

lario abaixo:

COROLARIO 2.3 Seja C=<L,Z,A> um cilculo axiomatico, 'SL. um conjunto de
formulas e OL,Bl,...,BneL n+1 férmulas. Se, no calculo C, I—B1,..., I—Bn e FU{Bl,...,
B_}Ha,entio I'=orem C.

No uso de teoremas légicos em conjunto com o teorema 2.5, mencionaremos, na exi-
bi¢ao de nossas derivagoes abreviadas, simplesmente o nome do teorema légico usado.
Elaborando mais um pouco essa ideia, vejamos como seriam as derivagoes de BC7 e BC8:

BCT) F(a=>B—e) (@) (@)

L (a=>(B—-9)—>(@—>p)—>(@—>¢) P2

2. ((a—=>B)—=(0—)—>(0—>(P—0)) 111

3. (a—=>(P—0) <> ((0—>p)—>(a—)) C31.2
(BC8) F(a—>(P—9) <> (B> (0—))

L (a=>B—9)>P—>(0—>¢) 17

2. (p=>(@—>9)—~>(@—>(P—9) 17

3. (a—=>(P—0)<>B—>(a—0)) C31,.2

Aqui, enquanto na derivagao de BC7 utilizamos I11 em conjunto com C3, em BC8
usamos 17 duas vezes em conjunto com C3.

O leitor pode notar que nessas duas derivagdes o uso de C3 foi fundamental. Tal re-
gra, podemos dizer, tem como proposito “unir” duas premissas com o auxilio do co-
nectivo A. Como a dupla implica¢iao é nada mais do que de uma conjuncao de duas im-
plicagoes, C3 claramente é de grande valia na construgao de derivagdes de teoremas 16-
gicos bicondicionais, como é o caso dos teoremas logicos do teorema 2.6. Ja vimos
como BC1 pode ser provado usando 13 em conjunto com C3, BC7 usando P2 e I11, e
BC8 usando 17. Vejamos como provariamos BC6:

(BCO) Faro<>o

155

1. arna—a P3

2. o= (0—>(0A)) P5

3. (=) —=>(0—=>0A) 122

4. a—>a 13

5. a—>aAQ MP 4.3
6. AAOEO C31,5



Veja que aqui os passos (BC6.2)-(BC6.5) consistem em uma derivagao de

(23) Fa—(anA)

Assim, poderfamos tornar a deriva¢ao de BC6 mais modular e simples se tivésse-
mos provado (23) separadamente e depois usado-o juntamente com P3 e C3 para pro-
var BC6.

Para finalizar esta se¢ao, seguem abaixo os corolarios que estabelecem que todos os

teoremas logicos e regras derivadas vistos até aqui sao validos também no calculo classi-
co proposicional.

COROLARIO 2.4 C, ¢ uma extensao conservativade C e de C, .

COROLARIO 2.5 As relagdes mencionadas nos teoremas 2.3, 2.4 ¢ 2.6 sio validas
em C..

6.4 Disjuncdo e o calculo C,

Nesta tltima se¢ao do capitulo 6 apresentaremos os teoremas logicos e regras deri-
vadas da disjunc¢ao. Para tal, definiremos trés calculos: um contendo apenas os axiomas
da disjuncao, outro contendo, em adi¢ao a P6-P8, os axiomas da implica¢ao e, final-
mente, outro calculo contendo os axiomas P1-P8. Segue abaixo a defini¢ao do primeiro
calculo da disjungao, que chamamos simplesmente de calculo fraco da disjuncao.

AL >

DEFINIGCAO 2.5 O cilculo fraco da disjungao C,_¢é a tripla <L, X, 0, Aps pg>-

Da mesma forma que fizemos com os calculos anteriores, podemos, a partir dessa
defini¢do e em conjunto com as defini¢oes 1.13 e 1.14, obter a relacao de deducgio de
C,_. Uma vez feito isso, podemos provar o teorema abaixo, que contém alguns teore-
mas légicos e regras derivadas de C

TEOREMA 2.7 Sejam a,B,@€L, férmulas quaisquer. As relagdes abaixo sao vali-
dasem C,, .

D1. atavp

D2. Bavp

D3. a—¢, B>oFavp—o

D4. avBFBva Commutatividade da Disjuncao
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Os teoremas D1, D2 e D3 representam, sob a forma inferencial, os axiomas P6, P7

e P8, respectivamente. D4 por sua vez representa o fato mais ou menos trivial de que de

avf podemos inferir Bva. Seguem abaixo as provas de D1, D2 e D3:

D1) atavp
1.a
2. a—>oavp
3. avp
(D2) Broavp
1.B
2. B—>avp
3. avp
(D3) a—0, f>oFavB—e
1. =0
2. B—o
3. (@—>0)>((B—9)>(avp—9)
4. B-9)—>(avp—e)
5. avB—

Premissa
Po6
MP 1,2

Premissa
P7
MP 2,1

Premissa
Premissa
P8

MP 1,3
MP 24

Algo que podemos mencionar aqui ¢ que talvez alguém argumente que D4, por exem-

plo, sendo por demais 6bvio, nao necessitatia do que temos chamado até agora de prova.

Sendo “A ou B” e “B ou A” trivialmente equivalentes entre si, ¢ 6bvio que podemos con-

cluir um a partir do outro. Lembremos, no entanto, que uma linguagem légica opera no ni-

vel puramente sintatico, nao estabelecendo nada digno de ser chamado o significado dos

simbolos. Dessa forma, AVB e BVA sio exatamente o que uma analise puramente sintatica

nos permite concluir: concatenagoes de simbolos e, consequentemente, elementos da lin-

guagem proposicional diferentes um do outro. Assim, do ponto de vista da linguagem l6gi-

ca nao ha nenhuma informacao capaz de justificar a suposta obviedade de D4. Semelhante-

mente entdo a qualquer outra relagao dedutiva, para provarmos que D4 é valida, temos que

exibir uma derivagio de Bval a partir de avf. Segue abaixo tal detivacao:

(D4) avBHPva
1. a—>pBva
2. B—Bva
3. avp—>Bva
4. avp
5. Bva

157

P7

P6

D3 1,2
Premissa
MP 4,3



O leitor talvez ja tenha notado que, da mesma forma como acontece comC, ,C__¢
um sistema fraco, nao sendo capaz de provar muitas das propriedades mais elementares
da disjungao. Por exemplo, a prova de

(24) awvat-o
nao pode ser feita sem o auxilio de 13 (que por sua vez depende de P1 e P2):
(25) 1. a—a 13
2. a—a 13
3. avo—a D31,2
4. ava Premissa
5.a MP 4,3

Assim, para sermos capazes de derivar algumas das propriedades mais interessantes
da disjuncao, precisamos adicionar a C,_ os axiomas da implicagao P1 e P2; ap6s o que
obtemos o que chamamos de calculo forte da disjungao.

DEFINIGAO 2.6 O cilculo forte da disjuncao C,, é a tripla <L,,Z,,,A >

MP>£ 21 p2,P6-P8” *
Seguem abaixo alguns dos teoremas logicos e regras derivadas mais importantes de
C,. "

v+

TEOREMA 2.8 Sejam OL,B,(peLP férmulas quaisquer. As relagoes abaixo sao vali-
dasem C__.

ID1. avota

ID2. av(Bve)(avB)ve
ID3. (avB)voroav(PBve)
ID4. F(a—=>B)—=(aveo—>Bve)
ID5. a—¢,f—>yHavp—oevy
1D6. avotr(o—p)—ov
ID7. FavB—((a—>P)—P)

Juntamente com I1D3, ID2 determina aquilo que chamamos de associatividade da dis-
Jungdo. A despeito da aparente trivialidade de ID3, por exemplo, sua prova contém certo
grau de sofisticagao:

54.1D1 é (24), que provamos acima.
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(ID3) (avB)vorav(Bvo)
1. B—>Bvo
2. Bvo—av(Bvo)
3. B>av(Pve)
4. 9—>Pve
5. Bvo—av(Bve)
6. p—>av(Bve)
7. a—av(Bve)
8. avp—av(Pve)
9. (avPB)vo—av(PBve)
10. (avB)ve
11. av(Bve)

Po6

P7

14 1,2
P7

P7
1445
Po6
D373
D3 8,6
Premissa

MP 10,9

Um tipo diferente de sofisticacao é encontrado na prova de ID0, na qual temos que

provar primeiro, com o auxilio do teorema da dedugao, os dois resultados intermedia-

rios abaixo:
(26) Fa—>((a—>B)—>@vh)
27) Fo-> (@B —>evP)
(28) a,o0—>P+ovp
1.a
2. a—P
3.8
4. oV
29) ¢,0—>P+Pvoe
1.o
2. pvp

Premissa
Premissa
MP 1,2
D23

Premissa
D11

Como temos (28) e (29), usando o teorema da deducido duas vezes (em cada rela-

¢20), temos também (206) e (27). De posse desses resultados, construimos de forma tri-

vial a derivacao de IDG:
(ID6) aver(a—>pP)—evp
1. o= ((a—>pB)—oVvp)
2. o> ((a—=>p)—oevp)
3. (ave)=>(@—>P)—>ovp)
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4. avo Premissa
5. (a—=>B)—>ovp MP 4,3
Vejamos como seria a prova de 1D4:

(30) (a—>P).avo—>Pve

1.o0—P Premissa
2. 0—>PBve P7

3. B>Bvo P6

4. a—Bve 41,3

5. ave—>Bve D342

De posse de (30), pelo teorema da dedugao concluimos ID4.

O leitor deve ter notado que ID2 e ID3 sdo o converso um do outro, o que seria

muito mais naturalmente expresso usando-se a dupla implicacao:
B avPve)e(avBve
Obviamente que para sermos capazes de provar (31) temos que ter em nosso conjun-

to de axiomas os axiomas da conjuncao P3-P5. Faremos isso adicionando tais axiomas a
C,., apo6s o que obtemos o que chamamos simplesmente de calculo da disjungao:

DEFINICAO 2.7 O cdilenlo da disjuncio C, é a tripla <L, 2\ 5, Ap ps™

MP>* *P1-P8” *

Segue abaixo alguns teoremas logicos interessantes que podemos provar em C,:

TEOREMA 2.9 Sejam OL,B,(peLP férmulas quaisquer. As relagoes abaixo sao vali-

dasem C .
ICD1. FavpBepva Commutatividade da Disjuncao
ICD2. Favo<>a Idempoténcia da Disjuncao
ICD3. Fav(Bve)«>(avp)ve Associatividade da Disjuncao

ICDA4. = (oAB)Ve<>(avOIAPBVQ)  Distributividade de ' com N
ICD5. = (avPBIA@> (AN (BAQ)  Distributividade de N com v/

Além possibilitar a prova de férmulas como (30), que no teorema 2.9 recebe a de-
nominagao de ICD3, C também torna possivel a prova de principios que relacionam a
disjunc¢ao com a conjuncao, como ¢ o caso de ICD4 e ICD5. Enquanto ICD4 distribui
a disjun¢ao em relagao a conjuncao, ICD5 permite a distribuicao da conjungao em rela-
¢ao a disjuncao. Provemos ICD4. Para isso, precisamos provar os dois resultados inter-
mediarios abaixo:
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(32) E(@AB)vo—>(@ve)ABve)
(33) FavorBve)—>(@nB)ve
Comecemos pela prova de (32):

(32) = (@AB)vo—=>(ave)rBve)

1. a—=>ave P6

2. B—>Bve P6

3. anB—=(ave)APBve) 1C101,2
4. p—>ove P7

5. p—>Bvo P7

6. Q=>(aVO)APVO) IC2 45
7. (aAB)VO—=>(aveIA(BVE) D336

Para provarmos (33), temos de provar primeiro, usando o teorema da dedugio, o

resultado intermediario abaixo:
(34 Fe>(PBvo—>(anB)ve)
(35) o=Bvo—>(anB)ve

1.o Premissa
2. B¢ 111

3. o> (@AB)Ve P7

4. B—>(aAB)ve 1423

5. Bvo—>(aAB)ve D343

Como temos (35), pelo teorema da dedugao temos também (34). De posse entao de
(34), podemos construir a derivacao de (33):

(33) = (av)ABve)>(aAB)ve

L o—>(Bvo—>(@anrf)ve) (34)

2. BanB)—=>PBve—>(aAP)ve) 1D4
3. a—=>(B—anp) P5

4. a—>(Bvo—>(aAB)ve) 1432
5. ave—=>(Bvo—>(aAp)ve) D3 4,1
6. (VO)APBVE)—=>(aAB)ve IC15

Uma vez provados (32) e (33), provamos facilmente ICD4:
(ICD4) F(@AB)voe>(avo)A(Bve)
L @AB)ve—>(@ve)rBve) (32)
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2. (vQ)APBvE) > (@AB)ve (33)
3. (aAB) Vo> (ave)ABve) C31,2
Para finalizar, seguem abaixo os corolarios que estabelecem que todos os teoremas
logicos e regras derivadas vistos nesta se¢ao sao validos também no calculo classico

proposicional:
COROLARIO 2.6 C, ¢ uma extensio conservativade C, C , e C

v—*

COROLARIO 2.7 As relacbes mencionadas nos teoremas 2.7, 2.8 e 2.9 sio vilidas

em C .
P
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6.5 Exercicios Propostos

1. Prove os corolarios 2.1 e 2.2.
2. Responda as questdes abaixo referentes ao teorema 2.1:
a. Qual o significado das relagdes I3, 16, 18, 19 e 111?
b. Por que 16 é chamado de lei da permutagéao?
c. Qual a relagéo que ha entre 111 e o axioma P2?
d. Que relagao existe entre 13, 18 e 197
3. Prove que os esquemas de relagio abaixo s&o validos em C _,:
a. F(a—=p)=>((a—>(B—9))—>(0—e))
b. (a—=B)—>(a—0)—a—>(B—0)
c. Fa—(a—a)
4. Em relagdo ao teorema 2.1, prove I3 e 18.
5. Faga o que é pedido a seguir:
a. Prove que C, &€ uma extensé&o conservativa de C_;
b. Prove que C, & uma extensé&o conservativa de C_,.
6. Diga o que significa e prove a relagao C4 do teorema 2.3.
7. Responda as questdes abaixo referentes ao teorema 2.4:
a. O que significa IC2, e qual a relagdo que ha entre ele e IC3 e IC47?
b. Qual o significado de IC6, IC7 e IC8, e que relacdo ha entre eles?
c. Que relagdo que ha entre IC2 e IC8? E entre IC2 e IC10?
d. O que significa IC9?
8. Responda as questdes abaixo referentes ao teorema 2.6:
a. Qual o significado de BC2 e BC4 e que relagéo ha entre eles e C47?
b. Qual o significado de BC3 e que relacédo ha entre ele e IC5?
c. Qual o significado de BC5, BC6, BC7 e BC8?
d. Que relagao ha entre BC9 e IC1?
e. Que relagéo ha entre BC10 e IC8?
9. Prove que os esquemas de relagdes abaixo sao validos em CA, utilizando-se possivel-
mente dos teoremas 2.2 e 2.5:
a. H(anB)—>(Bra)
b. H(a—>(B—9))>(aAB—0)
C. (a—=>B)A(o—@)-a—PAp
d. H(a—>(Brg))—>(a—p)
€. a—=>BFaAne—=>BAQ
f. aop-pora
g. aoAa
h. arB—>oFa—>(B—0)
i. a—=>BAH(a—>B)A(a—>¢)
10. Faga o que ¢é pedido a seguir em relagao ao teorema 2.4, utilizando-se possivelmente
dos teoremas 2.2 e 2.5:
a. Prove IC3;
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b. Prove IC4 usando IC2;
c. Prove IC6 e IC7;
d. Prove IC8 usando as formas implicativas de IC6 e IC7, e IC2 como regra derivada;
e. Prove IC2 utilizando-se de IC10.
11. Prove o corolario 2.3 a partir do teorema 2.5.
12. Prove 19 utilizando 13 juntamente com o teorema 2.5.

13. Faga o que ¢é pedido a seguir em relagao ao teorema 2.6, utilizando-se possivelmente
dos teoremas 2.2 e 2.5:

a. Prove BC2 e BC4;
b. Prove BC3 e BC5;
c. Prove BC9 e BC10.
14. Prove os corolarios 2.4 e 2.5.
15. Em relagao ao teorema 2.8, qual o significado de I1D4, ID5, ID6 e ID7, e que relagéo ha
entre eles?

16. Em relagdo ao teorema 2.8, prove ID1, ID5 e ID7, utilizando-se possivelmente dos teo-
remas 2.2 e 2.5.

17. Em relagéo ao teorema 2.9, o que significam ICD4 e ICD5?

18. Faga o que ¢é pedido a seguir em relagao ao teorema 2.9, utilizando-se possivelmente
dos teoremas 2.2 e 2.5:

a. Prove ICD1 usando D4;
b. Prove ICD2 usando ID1 e P5;
c. Prove ICD3 usando ID2 e ID3;
d. Prove ICD5.
19. Prove os corolarios 2.6 e 2.7.
20. Prove que C,, € uma extensé&o conservativade C_, ede C,__.
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7
Negacao e os calculos classico, intuicionista
e paraconsistente

7.1 P9 e a negagdo minimal

Dedicar-nos-emos, neste capitulo, a apresentar os teoremas logicos e regras de infe-
réncia derivadas relacionados com a negacdo. Diferentemente, no entanto, do que
aconteceu com nossa exposicio dos outros conectivos, deparar-nos-emos aqui com
um fenémeno inteiramente novo. Conforme adiantado no inicio do capitulo anterior,
os axiomas da negacao P9, P10 e P11 podem ser vistos como caracterizando nao apenas
uma, mas varias negacoes. A razao disso ¢ que certas propriedades oriundas desses axio-
mas tém sido vistas com certa desconfianca por diversos tedricos. Os exemplos que de-
mos no capitulo 6 foram o principio do terceiro excluido

1) Fav-a

e o principio da explosao

2) a,—~a-p

De acordo com certa concepeao filoséfica, o significado dos conectivos légicos e a
prova das férmulas por eles compostas devem ser explicados em termos da no¢ao ma-
tematica de construgao. Mais especificamente, a menos que tenhamos uma construc¢ao
que prove uma determinada sentenga o, nio podemos aceitar o0 como verdade. Por
exemplo, se desejamos provar AAB, temos que construir uma prova para A e uma pro-
va para B; similarmente, se desejamos provar AvB temos que construir uma prova para
A ouuma prova para B. Mas, se aceitamos (1), entao estamos assumindo que, para qual-
quer férmula @, existe uma prova para 0vV—0, mesmo que nao tenhamos a menor ideia
de como construir uma prova para & ou para —0. Isso fica mais dramatico se considera-
mos certos resultados como a generalizagao do 1° teorema da incompletude de Godel,
por exemplo, que diz que para todo sistema S rico o suficiente para expressar a aritméti-
ca, existe um enunciado @ tal que nem ¢ nem —@ podem ser provados em S. Conforme
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vimos no capitulo 2, chamamos o sistema logico que rejeita (1) de /dgica intuicionista, sen-

do a negacao a ele associada chamada de negagio intuicionista.

Ja com (2) o problema ¢ que, sob diversos pontos de vista, parece absurdo supor
que a partir de uma contradi¢ao podemos inferir todo e qualquer enunciado. De acordo
com (2), por exemplo, a partir de (3) e (4) abaixo

(3) Fara sol amanha.

(4) Nao fara sol amanha.
podemos concluir disparates como

(5) A lua ¢é feita de queijo.
ou

(6) 2+2=5.

Isso motivou a criagao de sistemas l6gicos nos quais (2) nao é valido, isto é, sistemas
logicos capazes de tolerar contradi¢oes sem acarretar o que chamamos de #ivializacao da
teoria, ou seja, sem que possamos inferir todo e qualquer enunciado a partir dai. A tal

classe de logicas damos o nome de /igicas paraconsistentes, sendo a negacao a elas associa-

das chamada de negagao paraconsistente.

Nosso objetivo aqui nao ¢ fornecer uma introdugao as légicas nao classicas; confor-
me mencionado no capitulo anterior, o objetivo principal deste capitulo é a exposi¢ao e
prova dos varios teoremas logicos e regras derivadas do calculo classico proposicional.
No entanto, em fun¢ao do método que estamos adotando, nos depararemos, na apre-
senta¢ao dos varios teoremas e regras derivadas da negacao, com o calculo nio classico
intuicionista e com um calculo paraconsistente. Assim, tomando vantagem da situagao,
aproveitaremos a presenca de tais calculos para discorrer brevemente sobre algumas
propriedades interessantes de tais calculos nao classicos.

Comecemos com o que chamamos de céalculo fraco da nega¢ao minimal; como ve-
remos mais adiante, em funcao de possuirem P9 como tnico axioma da nega¢ao, tanto
esse calculo fraco da negagao minimal como sua versao completa, a ser introduzida a se-
guir, podem ser vistos como calculos semziparaconsistentes:

DEFINIGAO 2.8 O cdleulo fraco da negacio minimal C___é a tripla <L, 2, ,,A >

MP>4 3p1p2, P9 ¢

Seguem abaixo alguns teoremas légicos e regras derivadas de C__ :

TEOREMA 2.10 Sejam o,B,p €L, férmulas quaisquer. As relacoes abaixo sao vali-
dasem C__ .
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INm1.
INm?2.
INm3.
INm4.
INm5.
INmO.
INm?7.

INm8
INm9

o—>p,o—>—pBF-o
—o,o-—P
F—o—(a—>—P)
o—>B,—~pBF—-a
oa—>BF—p—o—a

- (@ B)—>(—B—>—01)
o—>—pHpP—->—-a

. F(o—=>—0)—>—o

. F(=0—=0)—>——a

INm1

INm1

INm14.

INm1
INm1

6. Fo—=>(—=B—>=(a—P))

modus tolens

5. —— (OL—)B) ,T (B—)([)) == (OL—)(P)

contrapositiva (metade)

P9, conforme ja falamos, é a representacao axiomatica do principio da redugao ao ab-

surdo: se o implica 3, entdo se o implica —f3 temos que —o.. Como € facil de ver, INm1 é

a representacao inferencial de tal principio, sendo sua prova um uso trivial de P9:

(INm1) a—p,0—>—p+—-a

1. a—P

2. (a—=>B)—=>(a—>—p)—>—aw)
3. (a—>—p)—>—a

4. a—>—f

5. =

Premissa
P9

MP 1,2
Premissa

MP 4,3

A partir de INm1, em conjunto com a regra I1 (derivada do axioma P1), podemos
derivar INm2:

1.a

2. B—>a
3. =

4. B>—-a
5. -
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E facil de ver que INm2 nos permite, a partir de uma contradi¢ao, concluir qualquer
férmula negativa; trata-se, portanto, de uma forma fraca do principio da explosao. Isso
¢ o maximo que conseguimos obter em C___;a forma plena de tal principio, representa-
da por (2), somente pode ser provada com o auxilio do axioma P10. (Note que INm3,
que nada mais é do que a versao condicional de INm2, é uma versao fraca de P10.) Em
outras palavras, apesar de podermos, a partir de uma contradicio, provar —f3, para qual-
quer férmula B, ndo podemos provar B. Por conta disso dizemos que C__ é um célculo

semiparaconsistente.

Podet-se-ia pensar que poderfamos usar INm2 para concluir ——f, ¢ entao a partir
de == inferir B, derivando assim a versao completa do principio da explosio. No en-
tanto, o principio do qual tal inferéncia depende,

(7) —— 00—
nao pode ser provado em C__; apenas o seu converso, INm10 pode.

INm4 ¢é a famosa regra modus tolens. Semelhantemente a mwodus ponens, modus tolens
parte de um condicional; diferentemente no entanto daquela, tanto sua conclusao como

uma de suas premissas sao férmulas negativas. Segue abaixo a prova de INm4:

1. o> Premissa
2.4 Premissa
3. 0—>—P 112

4. —o INm1 1,3

E facil de ver que INm5 e INmG sio nada mais do que formulacées condicionais de
INm4. Como seria de se esperar, a prova de ambos INm5 e INm6 ¢ bastante trivial:
como temos INm4, entdo de acordo com o teorema da deducio temos INm5. Mas

como temos INm5, pelo mesmo teorema da dedugao concluimos INmo.

Virias propriedades importantes da nega¢ao podem ser provadas com o auxilio de
modus tolens e suas variantes condicionais INm5 e INm6. INm12, por exemplo, pode ser
provado simplesmente usando-se INm6 duas vezes:

1. (0—=>B)—>(—p—>—w) INm6

Note que INm6 é metade da famosa /ez da contrapositiva:

) (@=>B)>(=p—>—0)
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O converso de INmO6, no entanto, do qual (8) obviamente depende, nao pode ser
provado em C__ . Na verdade os conversos de boa parte dos teoremas 16gicos mencio-
nados no teorema 2.10 sdo tais que eles ndo podem ser provados em C___. Apenas
quando estivermos trabalhando com o calculo classico proposicional e usando os onze
axiomas da defini¢ao 1.17, em especial o axioma P11, é que seremos capazes de pro-
va-los. Por exemplo, apenas quando pudermos provar (7) é que poderemos derivar
aquilo que, juntamente com INm10, comp&em o que chamamos de /7 da dupla negagao:

Para provarmos INm10, ¢ util provarmos primeiro INm7:

(INm7) CX—)—|B = B—)—u

1. oa—>—f Premissa
2. (a—=>B)—=>(a—>—p)—>—a) P9

3. B—(a—P) P1

4. B—=>((a—>—p)—>—a) 14 3,2

5. (t—=>—P)—=>(P—->—a) 16 4

6. B>—a MP 1,5

Segue entao abaixo a prova de INm10 (a instancia de INm7 usada aqui é obtida
substituindo o por —a e B por a):

(INm10) Fo——a
1. mo—>—a 13
2. o—>——0 INm71
Veja que, apesar de niao podermos provar a lei da dupla negacio em C__, temos
uma versao mais fraca, podemos assim dizer, de (7) que ¢ INm11. Segue abaixo a sua
derivacgio:
(INm11) F—=——o—>—o
1. oa—>——a INm10
2. 700 INm5 1

Um teorema cuja derivagao depende de INm11 (bem como de INm12 e INmb5) ¢
INm13. Segue abaixo a prova do resultado intermediario a partir do qual, usando o teo-

rema da deducao, somos capazes de provar INm13:
1. == (a—P) Premissa

2. ——0 Premissa
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5. (—P)—>——P MP 2,4
8. MP 1,7
10. =B MP 8,9

Como temos (10), de acordo com o teorema da deduc¢io temos
E, consequentemente, pelo mesmo teorema da deducao, temos INm13.

Veja que o converso de INm11 é nada mais do que a instancia de INm10 obtida
através da substituicao de o por —ou:

Juntando INm11 com (12) obtemos a seguinte versao fraca da lei da dupla negacao:

Mas veja que para provarmos (13) nés temos que usar os axiomas da conjungao, em
especial P5. Assim, precisamos de um novo calculo que contenha outros axiomas além
de P1, P2 e P9. Segue entao tal calculo, que chamamos simplesmente cilulo da negacio

miinimal:

A, o>

DEFINICAO 2.9 O cdilenlo da negacio minimal C__ é a tripla <L, 2\ 5,Ap, 5>

Abaixo temos alguns dos teoremas l6gicos mais importantes de C_ :

TEOREMA 2.11 Sejam a,B,@ €L, férmulas quaisquer. As relacdes abaixo sao vali-

dasem C__ .
Nml. F—=(aA—a) lez da nao contradigao
Nm2. - (a—=>—p)<>B—>—a)
Nm3. F———0<>—0
Nm4. == (ov—Q)
Nm5. F——(aAB)>——or——f
Nmo6. ——av——=B—=>——(ovp)
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Nm7. ==ov—B—=>=(0Ap) 1 Lei de De Morgan (metade)
Nm8. F—(ovp)>—or—f 2% 1 ei de De Morgan

Nm9. = (o—>B)—>—=(ar=p)

Nm10. F=—=(—ov—p)—>——(aAp)

Nm1l. E=(=av-p)—anf

Segue abaixo a prova de (13), que no teorema 2.11 aparece como Nm3:

3. 40— C31,2

Nm1 é a famosa /i da nao contradigio, que diz que oL e =0l ndo é o caso. Ao contrario

do que pode aparentar, a sua prova ¢ bastante simples:

1. ar—0—o P3
2. LA—0L—>—0L P4
3. = (A=) INm1 1,2

Além de Nm3, temos ainda, no teorema 2.11, versoes fracas de dois outros princi-
pios cujas versoes completas ndo podem ser provadas em C : a ki da contrapositiva
—m
(Nm2) e o principio do terceiro excluido (Nm4). Provemos Nm4:

1. a—av—a P6

2. = (ov—0)—>—o INm5 1
3. ma—>ov—o P7

4. = (ovV—=0)—>——0 INm5 3
5. =(0V—0) —>—=0A——0 1C2 24
6. —(=O0A——=0)—>——(0LV—0L) INm5 5
7. = (—oA——0) Nm1

8. == (av—) MP 7,6

Um fendomeno interessante que acontece quando colocamos juntos os axiomas da
conjuncao, disjun¢ao e negacao é que podemos provar algumas relagGes importantes que
existem entre esses trés conectivos. Por exemplo, podemos mostrar que a nega¢ao pode
ser internalizada em uma disjungao, transformando esta tltima em uma conjungao:
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(14) F==(avB)—>—oA—p

1. a—>avp P6
2. =(avP)—>—a INm5 1
3. B—avp P7
4. = (ovB)—>—=p INm5 3
5. a(avp)—>—on—p IC224

Também podemos provar que a negagiao pode ser externalizada em uma conjun-
¢ao, transformando esta ultima em uma disjun¢ao:

1. maA—P Premissa
2. = Cl1

3. B 21

4. 70—>(0—>—0) INm3

5. 0—=>—=0 MP 24

7. B>—p MP 3,6

8. avp—o—0 D357

12. B—>—rmtp MP 3,11
14. —(avp) INm1 8,13

Como temos (15), pelo teorema da dedugao temos que

(16) F—=oA—=B—>—(avp)

De posse entao de (14) e (16), podemos provar a 2* Lei de De Morgan, ou seja, Nm8:
(Nm8) —(avf)<>—an—p

2. moA=B—>—(ovp) (106)
3. _l(aVB)H_la/\_!B C3 1,2

Outra relacao importante é mais ou menos o dual de (16), ou seja, que a negacao pode
ser externalizada em uma disjuncao, transformando esta dltima em uma conjungao:
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(Nm7) F==ov—pB—>—(0Ap)

1.

2.
3.
4.
5.

anP—a
—o—>—(aAP)
anP—Pp
—B—>—(@np)
—ov—=B—>—(0AR)

P3
INm5 1
P4
INm5 3
D324

O converso de Nm7,

(17) = (aAB)—=>—=ov—PB
que juntamente com ele forma a 1* Lei de De Morgan, nao pode ser provada em C__ .
Semelhantemente, os conversos de Nmo6 e Nm9 sé podem ser provados em C,.

Para finalizar nossa exemplificagao de derivagdes em Cﬁm’provernos Nmb5 e Nm10:

1. anP—a P3

2. mo—>—(aAP) INm5 1
3. = (OAB)—>——a INm5 2
4. anp—p P4

5. —B—>—(@Ap) INm5 4
6. m=(aAB)—>——=p INm5 5
7. == (o) >——oA—=—P IC2 3,6
8. a—=>(B—anp) P5

9. ~(B—anB)—>—a INm5 8
10. ==o—>—=(B—anp) INm59
11. == (B—=arP)—(=—P—=>——(aAp)) INm13
12. ——0—> (== f—>——(0AP)) 14 10,11
13. = —=0A——P—>——(0AB) IC1 12

14. == (aAB)¢>——or——f C37,13

Para provar Nm10, precisamos primeiro provar o resultado intermediario abaixo:

1. —l(ﬁ(XVﬁB) Premissa
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4, =—oA—P MP 1,3
5. == (aAB) > (——=oA—P) Nmb5
6. 7 —0A——B>——(aAP) C25
7. == (0AP) MP 4,6

Como temos (18), de acordo com o teorema da deduc¢ao temos também Nm10.

Seguem abaixo os corolarios que estabelecem que todas as relagoes mencionadas

nos teoremas 2.10 e 2.11 sdo validas também no calculo classico proposicional:

COROLARIO 2.8 C, é uma extensao conservativade C___ede C__.

COROLARIO 2.9 As relagdes mencionadas nos teoremas 2.10 e 2.11 sdo validas em C .

Finalizaremos esta se¢ao mostrando um importante teorema que pode ser provado

em qualquer extensao conservativa de C__ :

TEOREMA 2.12 Seja C=<L,2,A> uma extensio conservativade C___, 'SL um
conjunto de férmulas e a,BeL duas formulas. Se I'U{a} B e TU{a}-—P, entio
I'-—a em C.

Esse teorema é basicamente uma extensao de INm1 e, consequentemente, uma re-
presentacao metaldgica, nés podemos dizer, do principio da reducdo ao absurdo: se a
partir de um conjunto de férmulas I juntamente com uma férmula o nés derivamos
tanto 3 com —f3, entdo nés podemos detivar —o a partir de I'. Adiaremos para a proxi-
ma se¢ao a exemplificagdo do uso de tal teorema na construgao de derivagoes. No capi-
tulo seguinte, isto é, no capitulo 8, nds estenderemos o teorema 2.12 de forma a obter-
mos uma versio mais completa do principio da redugdo ao absurdo, e mostraremos
como tal principio pode ser util na prova da validade de argumentos no calculo classico
proposicional.

7.2 P10 e a negacdo intuicionista

Se adicionarmos a C_, o axioma P10 nés passamos de uma nega¢ao minimal para o
que se convencionou chamar de negagdo intuicionista. Como seria de se esperar, o calculo
resultante de tal adi¢ao ¢ chamado de calculo intuicionista, que aqui referenciaremos
pot C_. De um ponto de vista axiomatico, a Gnica diferenca entre o calculo intuicionis-
ta ¢ o calculo classico proposicional é a auséncia, no caso de C_;, do axioma P11, ou seja,
da representacao axiomatica do principio do terceiro excluido. No entanto, como vere-
mos adiante, essa pequena diferenca faz com que a negacao definida em C_; pelos axio-
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mas P9 e P10 seja consideravelmente diferente da negagao definida em C, pelos axio-

mas P9-P11, de tal forma que uma gama consideravel de propriedades da negagao clas-

sica nao pode ser provada em C_,. Segue abaixo a defini¢ao do célculo intuicionista:

DEFINICAO 2.10 O cdilenlo intuicionista C_ é a tripla <L,,Z

A >

P1-P10” *

Abaixo temos alguns teoremas logicos e regras derivadas de C_;;:

TEOREMA 2.13 Sejam OL,B,(peLP formulas quaisquer. As relagdes abaixo sao vali-

dasem C -

Nil

Ni2.
Ni3.
Ni4.
Ni5.
Ni6.
Ni7.
Ni8.
Ni9.

. oL,—o—f

FovB—(—oa—Pp)
FovB—>(—=B—o)
F—avB—>(o—p)

= (0> B)>—(0—P)
(0B (—mo—=>—-P)
F——o—>(—o—o)
F——0<>(—o—>a)

Fov—o—>(——oa—>a)

Nil0. F—— (—|—|OL—)(X)

Nil

1. FBv(ar—a)<>p

Nil2. = ((aA=o)AB) V<@
Nil3. a-B<>pv—a

Nil, que obviamente ¢ a forma completa do principio da explosao, pode ser visto

~ . . 55 .
como a representacao inferencial do axioma P10™. Segue abaixo a sua prova:

(Ni1) o,—o—f

1. =
2. mo—>(0—p)
3. a—f

4. o

5.8

Premissa
P10

MP 1,2
Premissa

MP 4,3

55. Com o diferencial, irrelevante de um ponto de vista pratico, que a primeira premissa € o, € ndo —o.
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Ni2 e Ni3 representam uma propriedade importante da disjun¢ao, podemos assim
dizer, que vém a tona somente quando dispomos dos axiomas da nega¢ao. De um pon-
to de vista semantico, se oV é verdade, entao obviamente se a é falso 3 tem de ser ver-
dade (Ni2); e se B € falso a tem de se verdade (Ni3). Segue abaixo a prova de (Ni2):

(19) avp,—opB

1. —a Premissa
2. mo—>(0—p) P10

3. 0P MP 1,2
4. (a—B)—>(B—>B)—>(avB—B) P8

5. (B—=B)—>(avp—pP) MP 34
6. B—PB 13

7. ovB—P MP 6,5
8. avf3 Premissa
9.8 MP 8,7

Como temos (19), pelo teorema da dedugdo temos também
(20) avBF—o—p
0 que, usando mais uma vez o teorema da dedugdo, nos permite concluir Ni2.
De posse de (19), podemos facilmente provar Ni3:
21) avp,—Pra

1. avp Premissa
2. Bva D41
3. Premissa
4.0 (19) 2,3

Semelhantemente a como fizemos com Ni2, uma vez que temos (21), podemos
aplicar o teorema da dedugao duas vezes e concluir Ni3. Note que os conversos de Ni2
e Ni3 niao podem ser provados em C_|.

Além de estabelecerem, conforme mencionamos, um aspecto inferencial importan-
te da disjuncao, Ni2 e Ni3 também estabelecem uma importante relagao logica que ha
entre a disjungao e a implicagao, relacao esta que é plenamente representada, podemos

dizer, pela equivaléncia abaixo:

(22) (a=>P)>(—avP)

Basicamente o que (22) diz é que 0—>f é equivalente a —av. (22), no entanto, s6 podera
ser provada em C,. A metade de (22), a saber, Ni4, porém, ¢ facilmente provada em C
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(Ni4) ==ovp—(a—p)

1. ma—>(a—p) P10
2. B—(a—pB) P1
3. mavB—(a—p) D31,2

Conforme prometemos no final da se¢do anterior, ilustraremos aqui o uso do teore-
ma 2.12 na constru¢ao de derivagdes. Para isso provaremos Ni5. Basicamente o que fa-
remos serd derivar uma contradi¢ao a partir de {—=—a—>—=B}U{=(a—>P)}, a pattir do
qual, usando o teorema 2.12, concluitemos que ——(a—>fP) é deduzido a partir de
{—=—0—>——P}. Feito isso, usatemos o teorema da dedugio para obter Ni5. Segue abai-

x0 a execucao detalhada de tal plano:

1. =~ (a—P) Premissa

2. mo—>(0—p) P10

3. =(a—>P)—>—a INm5 2

4 ——o. MP 1,3

5. m—o—>— Premissa

6. = MP 4,5
(24) ~0—>——B (@B —p

1. =(a—P) Premissa

2. B—(a—P) P1

3. =(a—>B)—>—Pp INm5 2

4. =B MP 1,3

Como temos entao (23) e (24), pelo teorema 2.12 temos também

Mas, de acordo com o teorema da dedugao, dado que temos (25), temos também
Ni5. No capitulo seguinte teremos oportunidade de, utilizando uma versao mais com-
pleta do principio da redu¢io ao absurdo, falarmos mais sobre o método de prova ilus-
trado na prova de (25).

Para finalizar esta se¢ao, provemos Ni9 e Nil0:

(N19) Fov—o—(——o—>a)
1. o> (——oa—) P1
2. =0 —>(—o—) P10
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3. =0 —>(——o—>a) 162
4. v—=0—>(——o—>) D3 1,3
Algo extremamente interessante em Ni9 ¢ que nele se encontra explicita a depen-
déncia de (7) em relacdo a P11: caso estejamos em um calculo que tenha P11 como um
de seus axiomas ou teoremas logicos, podemos usa-lo em conjunto com Ni9 e MP e
concluir (7). Claramente isso nao ¢é possivel em C_;. No entanto, podemos provar, em
C_,, outra versao fraca de (7), a saber, Nil0:

2. V=0 (——0—>0L) Ni9

3. == (0V—=0) > (——0—>a) MP 2,1
4. ——(ov—a) Nm4
5. == (—=—0—>) MP 4,3

Por fim, temos abaixo os corolarios que estabelecem que todas as relagdes do teore-

ma 2.13 sdo também validas no calculo classico proposicional.
COROLARIO 2.10 C, é uma extensio conservativa de C_,.

COROLARIO 2.11 As relacoes mencionadas no teorema 2.13 sao validas em C,.

7.3 P11 e uma negacgao paraconsistente

Como o leitor ja deve ter facilmente concluido, se adicionarmos P11 ao calculo in-
tuicionista nés obtemos o calculo classico proposicional. Antes, porém, de apresentar-
mos os teoremas l6gicos e regras detivadas de C, que dependem de P11, vejamos o que

acontece quando temos um calculo no qual P11 ¢ o dnico axioma da negagao:

A >

DEFINICAO 2.11 O cilenlo paraconsistente fraco C_,_ € a tripla <Lp, 20, Ap ppyi>.

Em func¢io de nao possuir nem P9 nem P10, nio é possivel derivar em Cﬁp_ nem
INm2 nem Nil. Logo, como o préprio nome indica, Cﬁp_ ¢ um calculo paraconsistente,
sendo a negac¢ao a ele associada naturalmente uma regagio paraconsistente. Segue abaixo al-

guns teoremas e regras derivadas de Cﬁpg
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TEOREMA 2.14 Sejam o,B,p €L, férmulas quaisquer. As relacoes abaixo sao vali-
das em Cﬁp_.

Npl. a—=B,—a—>B+p

Np2. =BA(av—=0)<>p

Np3. =(((ov—0)VB)AP)<>¢

Np1 expressa a propriedade, bastante intuitiva, diga-se de passagem, de que se uma

férmula 3 é implicada tanto por oL como por =@, entdo podemos concluir que tal £ér-
mula é o caso. Segue abaixo a prova de Np1:

(Np1) o—p,—~a—>BHp

1. a—P Premissa
2. =0—P Premissa
3. av—o—p D312
4. av—o P11

5.B MP 4.3

Provemos agora Np2, para o qual teremos que provar os dois resultados interme-
diarios abaixo:

(26) FBA(av—o)—B

1. BA(av—=0)—PB P3
27) FBoPA(ov—0)
1. B—B 13
2. av—a—>(B—>ov—o) P1
3. ov—o P11
4. B—>ov—a MP 3,2
5. B—=>BA(av—a) 1C21,4

De posse entao de (20) e (27), a prova de Np2 consiste basicamente no uso de C3:
(Np2) FBA(cv—0)<>P

1. BA(ov—o)—f (20)
2. B>PA(av—o) 27)
3. BA(av—o)<>b C31,2

Trivialmente, todas as relacoes do teorema 2.14 sdo também validas no calculo clas-
sico proposicional:
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COROLARIO 2.12  C, é uma extensdo conservativade C__.

COROLARIO 2.13 As relacoes mencionadas no teorema 2.14 sio vilidas em Cp.

Algo digno de nota ¢ que, apesar de em virtude de ser uma extensao conservativa de
C,, C_,_herdar todos os teoremas 16gicos e regras derivadas da implicagdo, conjuncio e
disjungdo, no que se refere a negacao tal calculo é extremamente fraco; boa parte das
propriedades tradicionalmente associadas a negagdo nio podem ser provadasem C_ .
E convém notar que, no que se refere a sua paraconsisténcia, diversas propriedades da
negac¢ao que nao acarretam o principio da explosio, como as leis de De Morgan e a lei
da dupla negagio, por exemplo, nao podem ser provadas em C_ . Na segio 7.5 vere-
mos como podemos estender Cﬁp_ de forma a obter um calculo paraconsistente bem

mais forte ¢ interessante do que C_ .

7.4 P11 e a negacdo classica

Até agora mostramos, neste capitulo e no anterior, através da construcao de varios
calculos axiomaticos, os mais importantes teoremas logicos e regras derivadas da impli-
cagao, conjungao e disjuncgao e, através do mesmo método, os teoremas e regras do que
chamamos de nega¢ao minimal, negag¢do intuicionista e nega¢ao paraconsistente, asso-
ciados, respectivamente, aos axiomas P9, P9 e P10, e P11. Nesta se¢do iremos concluir
esse processo gradual de construgao de novos calculos que, conforme temos enfatiza-
do, tem sido feito através da adicao sucessiva de novos axiomas, considerando todos os
axiomas da defini¢ao 1.17 em um tunico calculo. Tal calculo, o leitor ja sabe, ¢ o calculo
classico proposicional C ji definido por nds no capitulo 5.

Vejamos entao alguns dos mais importantes teoremas logicos e regras derivadas re-
lacionadas com a negagao que podem ser provados em C e que dependem de P11. Vale
a pena lembrar que, conforme explicitado nos corolarios 2.1-2.13, todos os teoremas
l6gicos ¢ regras derivadas vistos até agora sao também validos em C .

TEOREMA 2.15 Sejam OL,B,(peLP féormulas quaisquer. As relagées abaixo sao vali-

dasem C .
Ncl. F——o<>a Lei da dupla negaco
Nc2. = (a—>B)<>(—p—>—a) contrapositiva
Nc3. F=(aAp)>—oav—p 1°1.ei de De Morgan

Nc4. F(a—=>B)<>—ovp
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Nc5. - (a—B)>—(aA—p)
Nc6. F=(a—p)«>an—Pp
Nc7. =((a—>B)—pB)—avp
Nc8. Favp«>(—oa—Pp)
Nc9. FanBe>—(o——P)
Nc10. Fav(o—p)

Ncll. -(a—B)v(B—w)
Ncl12. = ((a—p)—o)—a

1 ei de Peirce

Ncl ¢ a forma completa da lei da dupla negagao. Metade dela ja foi provada na se-

¢ao 7.1 INm10); e ja fizemos alusio de como sua outra metade pode ser provada em

C,. Vejamos entio a versio completa de sua prova:
(28) F——o—a
1. av—=0—>(——o—>o)
2. ov—oL
3. 00—
De posse de (28) e INm10, podemos facilmente provar Ncl:
(Ncl) F——o<>a
1. m—oa—a
2. 0—>——0,

3. 90>

Ni9
P11
MP 2,1

(28)
INm10
C31.2

Além de Ncl, temos no teorema 2.15 as versoes completas de trés outros principios

cujas metades ja foram provadas por nés: a lei da contrapositiva (Nc2),a 1*lei de De Mor-

gan (Nc3) e a equivaléncia entre a conjunc¢ao e a implicagao a qual fizemos referéncia na

se¢do 7.2 (Nc4). Provemos primeiro Nc2, para o qual precisamos obviamente provar o

converso de INm6. Para isso provaremos o resultado intermediario abaixo:

(29) =B—>—o,af
1. =f——-a
2. (=B—>—0)—>(——a—>——P)
3. m—oa—>—f
4. o
5. 0—=>——a

6. =0
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7. == MP 6,3
8. ——pB—P (28)
9.8 MP 7,8
Como entio temos (29), pelo teorema da dedugao temos
(30) =——aro—p
e, de acordo como mesmo teorema da deducao, temos
(31) F(p>—a)—>(aP)
Uma vez que temos (31) e INm6, a prova de Nc2 nao passa de mais um uso trivial
de C3:
(Ne2) (0> (<)

1. (0—=>B)—=>(—p—>—w) INm6
2. (=B—>—o)—>(0—p) (31)
3. (a—=>P)>(—p—>—) C31,.2

Vejamos agora como seria a prova de Nc3. Semelhantemente a Nc2, para provar-
mos Nc3, precisamos primeiro provar o converso de Nm7:

(32) F=(anB)—>—ov—P

1. = (=ov—P)—=>——=(anAp) Nm10
2. 7= (0AB) > (—ov—P) INm5 1
3. a(aAB)—>———(aAP) INm10
4. =(aAB)—=>——=(=ov—P) 14 3,2
5. = (=0 —f)—>—ov— (28)
6. ~(avB)—>—ov—P 14 4,5
(Nc3) ==(anf)>—ov—Pp

1. =(anB)—=>—ov—P (32

2. mov—PB—o>=(0AP) Nm?7

3. ~(aAB) >0V C31,2

Da mesma forma, Nc4 requer, para sua prova, a demonstracao do converso de Ni4,
o que ¢ facilmente feito aplicando a regra ID6 a P11:

(33) = (o—p)—>—avp
1. av—a P11
2. (a—=>B)—=>(—avp) 1ID6 1
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(Nc4) = (a—B)>—avp

1. (a—p)—>—avp (33)
2. mavB—>(a—p) Ni4
3. (a—=>P)>—avp C31,2

Para finalizar esta segdao, provemos Nc6. Para tanto, provaremos cada um de seus
componentes separadamente:

(34) F=(a—>B)—>an—p

1. ~avB—(a—P) Ni4

2. =(a—=>PB)—>—(—avp) INm5 1

3. a(=avP)e>——on—p Nm$§

4. =~ (=avP)—=>——an—p C13

5. —(0—>PB)—>——0A—p 14 2,4

6. /—o—a (28)

7. (—=o—>0) > (——aA=B—>aA—p) IC9

8. m—oA—B—oA—f MP 6,7

9. =(a—>P)—>or—p 14 5,8
(35) FoA=B—o—(0—>P)

1. (a—=>B)—>—-avp (33)

2. a(=avP)—=—=(o—p) INm5 1

3. =~ (=avP)e>——oA—p Nm8

4. =—=aA—=B>=(—avp) C23

5. 7=0A—=B—>—(0—>P) 1442

6. 0—>——0 INm10

7. (0—=>——0) > (AA=B—=>—=—0A—P) 1C9

8. aAn—f—o>——oA—p MP 6,7

9. an=P—>—(0—P) 14 8,5

Feito isso, a prova de Nc6 consiste em uma simples aplica¢ao de C3 a (34) e (35):

(Nc6) ==(a—>B)<>an—Pp

1. =(a—=p)—>an—Pp (34)
3. —|(0L—>B)<—>0L/\—|B C31,2
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7.5 Um calculo paraconsistente

Conforme mencionamos na se¢ao 7.3, em virtude de possuir um unico axioma para a
negagao, a saber, P11, no que se refere a negacao C_ ¢ um calculo extremamente fraco:
boa parte das propriedades tradicionalmente associadas a nega¢ao nao podem set prova-
dasem Cﬁpﬁ. E ¢ relevante notar que diversas propriedades da negagao que nao acarretam
o principio da explosao e, consequentemente, nao interferem no aspecto paraconsistente
de C__, como as leis de De Morgan ¢ a lei da dupla negacio, por exemplo, ndo podem ser
provadas em C_ . Isso sugere que talvez possamos fortalecer C__adicionando tais prin-
cipios como axiomas e obter assim um calculo paraconsistente bem mais interessante. A
titulo de ilustracdo, segue abaixo exemplo de como poderia ser tal calculo:

DEFINICAO 2.12 Seja L uma linguagem logica cujo alfabeto A seja tal que
{=AV, > EA e a,fel formulas quaisquer dessa linguagem. Nomeamos as formu-
las abaixo como segue:

P12. ((a—=>p)—a)—a

P13. —m(a—B)>oar—p

P14. =(anB)>—oav—Pp

P15. = (avB)>—an—p

P16. m—o<>a

Chamamos a forma esquematica de cada uma dessas formulas pelo mesmo nome.

DEFINICAO 2.13 O cdlenlo paraconsistente C_ € a tripla <Ly, X, 0,Ap) pgpiypie™-

Trivialmente, C_ ¢ um calculo paraconsistente, pois temos que o principio da ex-
plosao

2) a,—~a-p
ndo € vilido em C_ . No entanto, diferentemente de C__, podemos provar em C_ muitas
das propriedades tradicionalmente associadas 2 negacao. Um exame mais detalhado de C_
se distanciaria por demais do escopo deste capitulo. Por conta disso, limitar-nos-emos aqui
simplesmente a comentar rapidamente cada um dos axiomas que compoem C_ .

Além dos axiomas P1-P8 e P11, introduzidos na definigao 1.17, a axiomaticade C_
¢ formada por cinco axiomas adicionais, todos relacionados com a nega¢ao. P12 ¢é a lei
de Peirce, que aparece no teorema 2.15 como Nc12. P13 é o teorema l6gico Nc6 do te-
orema 2.15. Ja P14 e P15 sao as 1* e 2* leis de De Morgan, respectivamente, que apare-
cem como Nc3 no teorema 2.15, e como Nm8 no teorema 2.11, respectivamente. Fi-
nalmente, P16 ¢ a lei da dupla negacao (Nc1 do teorema 2.15).
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7.6 Exercicios propostos

1. Responda as questdes abaixo referentes ao teorema 2.10:
a. Que relagdo ha entre INm7 e INm5?
b. Qual o significado de INm8 e INm9?
c. Qual o significado de INm12, INm13 e INm14?
d. Qual o significado de INm15, e qual a sua relagédo com 14?
e. Qual o significado de INm167?
2. Faga o que é pedido a seguir em relagéo ao teorema 2.10:
a. Prove INm3;
b. Prove INm8 e INm9;
c. Prove INm14, INm15 e INm16.
3. Responda as questdes abaixo referentes ao teorema 2.11:
a. Qual o significado de Nm5 e Nm6?
b. Qual o significado de Nm9, Nm10 e Nm11?
. Em relagao ao teorema 2.11, prove Nm2, Nm6, Nm9 e Nm1.
. Prove que P9 é um teorema logico do calculo <LP’2MP’AP1-P8,INm6,Nm1>'
. Prove os corolarios 2.8 € 2.9.
. Prove que C__, € uma extensé&o conservativade C_ .
. Responda as questbes abaixo referentes ao teorema 2.13:
a. O que significa Ni5 e Ni6, e que relagao ha entre eles?
b. Qual o significado de Ni8?
c. Qual o significado de Ni11, Ni12 e Ni137?
9. Faga o que é pedido a seguir em relagdo ao teorema 2.13:
a. Prove F—avp—>(—p——a) a partir de Ni4 e INm6;
b. Prove Ni6 (use Ni5 e INm13);
c. Prove Ni8;
d. Prove Ni11, Ni12 e Ni13.

10. Prove que P10 é um teorema logico do calculo <LP,ZMP,AP1’P2’P6,M2>.

0 N O oM

11. Prove os corolarios 2.10 e 2.11.
12. Em relagéo ao teorema 2.14, diga o que significa Np2 e Np3.
13. Em relagéo ao teorema 2.14, prove Np3.
14. Responda as questdes abaixo referentes ao teorema 2.15:
a. O que significa Nc5, e que relagdo ha entre ele e Nc6?
b. O que significa Nc7?
c. O que significam Nc8 e Nc9, e que relagéo ha entre eles e Nc4?
d. O que significam Nc10, Nc11 e Nc12?
15. Faga o que é pedido a seguir em relagao ao teorema 2.15:
a. Prove Nc5;
b. Prove Nc7 (use De Morgan e P11);
c. Prove Nc8 e Nc9;
d. Prove Nc10, Nc11 e Nc12.
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8
Analise logica de argumentos no calculo
proposicional

8.1 Novas regras de inferéncia

Nosso objetivo neste capitulo ¢ usar os teoremas logicos e regras derivadas prova-
dos nos dois ultimos capitulos na analise l6gica de argumentos. Para tanto, usaremos
além, obviamente, dos teoremas logicos e regras derivadas mostrados nos (meta) teore-
mas 2.1,2.3,2.4,2.6,2.7-2.11 e 2.13-2.15, algumas novas regras de inferéncia derivadas
particularmente uteis na analise 16gica de argumentos. Apos isso, ja na se¢ao 8.3, apre-
sentaremos um resultado do calculo classico proposicional analogo ao método seman-
tico de prova por absurdo introduzido no capitulo 4 que sera extremamente util na tare-
fa de analisar logicamente a validade de argumentos. Paralelamente a isso, ilustraremos
com exemplos o uso de tais regras e axiomas na efetiva analise de argumentos.

Comecemos entao com as ditas novas regras de inferéncia. Na sua maioria, tais re-
gras ja foram vistas e, de uma forma ou de outra, mesmo que em versoes condicionais,
provadas por nés nos capitulos 6 e 7. O que faremos aqui sera basicamente agrupar tais
regras de uma forma um pouco diferente (o que acarretara uma nomenclatura também
diferente), bem como exibir, quando necessario, suas respectivas derivagoes.

TEOREMA 2.16 Sejam o,B,@ €L férmulas quaisquer. As relagdes abaixo sdo vali-
das em C..

Regras da Implicacao

RI1. a—B, Poo-a—@
RI2. o—p,—pF—-a
RI3. ~(a—P)-a

RI4. —(oa—P)——p
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Regras da Conjuncao

RC1. anBra

RC2. anBHp

RC3. a,panf

RC4. —(anp),o ==
RC5. =(anp),p F—a
Regras da Disjuncao

RD1. =(avfB)-—a
RD2. =(avpB)-—f
RD3. avf,—of

RDA4. avp,—pFa
Regras da Negagao

RNT. ot-——a

RN2. =—oa

Regras de De Morgan
RM1. —(avp)F-—oA—p
RM2. maA—=BF—=(avp)
RM3. =(aAB)-—ov—P
RM4. —av—BF—=(aAf)

RI1 ¢é a regra 14 (transitividade da implicagdo) do teorema 2.1, e RI2 é a regra INm4
(modus tolens) do teorema 2.10. Ja RI3 e RI4 sdo consequéncias triviais de Nc6, do teore-
ma 2.15, podendo ser vistas como versoes inferenciais de tal teorema logico. Segue abai-
XO suas respectivas provas:

(RI3) ~(0—>P)Fo
1. =~(oa—p)>an—p Nc6
2. ~(o—=B)—>or—p Cl1
3. =(a—>P) Premissa
4. on—P MP 3,2
5.0 Cl4
(RI4) ~(0—>B)-—p
1. =(a—=p)>arn—P Nc6
2. =(a—>PB)—>on—=p Cl1
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3. —(0—P)

4.

an—P

5. _|B

No que se refere as regras da conjun¢ao, RC1, RC2 e RC3 sao, respectivamente, as

Premissa
MP 3,2
C24

regras C1, C2 e C3 do teorema 2.3. RC4 pode ser derivada com o auxilio de alguns pou-

cos principios ja provados por nés nos capitulos 6 e 7:

(RC4) =(anP),a ==

1.

. —|((X./\B)(—)—|(XV—|B

NoR < T BN NS B SR

—(anP)

. —(AB)—>—ov—p
.oV

. V=B (o)
. 0 ——p
. 0—>——a

o

10. B

A prova de RC5 ¢é quase que idéntica a de RC4, sendo a tnica diferenca significativa

que usamos Ni3 ao invés de Ni2:

(RC5) =(aAf),p F—a

1

.= (aAB)
2. = (anB)>—av—P
3. =(aAB)—>—av—-P
4.

5. movV—B—> (o)
6.
7.
8.
9.

—|G,V—|B

—|—|B—>—|a
B>——p
B—)—|(X

B

10. =

Premissa
Nc3
Cl12
MP 1,3
Ni2

MP 4,5
INm10
14 7,6
Premissa

MP 9.8

Premissa
Nc3
C12
MP 1,3
Ni3

MP 4,5
INm10
14 7,6
Premissa

MP 9,8

Passando para as regras da disjuncdo, RD1 e RD2 sdo consequéncias triviais da 2*

lei de De Morgan (Nm8), podendo ser vistas como formulagbes inferenciais da mesma:



[RD1) =(avp)-—o

1.

2.
3.
4.
5.

—(avp)
—(avB)e>—on—p
—(avB)—>—aA—p
—oA—f

(04

1.

2.
3.
4.
5.

—|((X\/B)
—(avp)e>—on—p
— ((XVB) —)—|OL/\—|B

—|(X,/\—|B

—B

Premissa
NmS8
C12
MP 1,3
Cl14

Premissa
Nm8
Cl2
MP 1,3
C24

JaRD3 e RD4 sao consequéncias, também triviais, de Ni2 e Ni3, respectivamente,

podendo ser vistas como versoes inferenciais de tais teoremas logicos:

(RD3) avp,—ot3

1.
2.
3.

4.
5.

avp
ovp—(—a—>P)
—|0c—>B

—0l

B

(RD4) avp,—pHa

1.
2.
3.
4.
5.

avp
oavp—>(=p—-a)
—B—a

—f

o

Premissa
Ni2

MP 1,2
Premissa

MP 4,3

Premissa
Ni3

MP 1,2
Premissa

MP 4,3

As regras da negagao sao aplicagoes, também triviais, da lei da dupla negagao Ncl:

1.
2.
3.
4.

——0<>0L
oL—>——A
(04

——Q
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1. m—oaea
2. 7—0o—a
3. =

4. a

Ncl
Cl1

Premissa
MP 32

Por fim, as regras de Morgan sao reformulagoes das 1* e 2% leis de De Morgan. RM1

e RM2, por exemplo, sdao versoes inferenciais da 2* lei de De Morgan (NmS8):

(RM1) —(avB)F-—on—p
1. —(avP)
2. =(ovB)e>—=on—p
3. =(avPB)—>—an—p
4. —ar—p

(RM2) —aA—B=—=(avp)
1. —mon—f
2. =(avP)>—an—Pp
3. moA—B—>—(avp)
4. —(avp)

Premissa
Nm§
Cl2

MP 1,3

Premissa
Nm8
C22
MP 1,3

JaNM3 e NM4 podem ser vistas como formulagdes inferenciais da 1* Lei de Mor-

gan (Nc3):

(RM3) ~(0AB)-—av—p
1. —(anB)
2. =(oAB)>—ov—P
3. =(aAB)—>—av—Pp
4. —av—p

(RM4) —av—B=—=(aAf)
1. —ov—P
2. =(anP)>—ov—Pp
3. mav—PB—>—(0AB)
4. —(anP)

8.2 Analise ldgica de argumentos

Premissa
Nc3
Cl2

MP 1,3

Premissa
Nc3
C22
MP 1,3

Na tentativa de exemplificar o uso do calculo classico proposicional na analise 16gi-

ca de argumentos, daremos a seguir alguns exemplos de argumentos seguidos de suas



respectivas analises. Comecemos com um argumento dado por Peter Singer, um dos li-
deres do Movimento de Libertacio dos Animais, em defesa dos direitos dos animais™*:
(1) Se o racismo ¢ incorreto, entdo ¢ factualmente evidente que todas as ragas tém
habilidades iguais ou é moralmente claro que interesses similares de todos os seres
vivos devem ser levados igualmente em consideragao.
Nio ¢ factualmente evidente que todas as racas tém habilidades iguais.
Se ¢ moralmente claro que interesses similares de todos os seres vivos devem ser le-
vados igualmente em consideragdo, entao ¢ claro que interesses similares de animais
e seres humanos devem ser igualmente levados em consideragao.
O racismo ¢ incorreto
E claro que interesses similares de animais e seres humanos devem ser igual-
mente levados em consideracio.
A tradugao desse argumento para a linguagem proposicional, juntamente com o
glossario usado, seria como segue:

Glossdrio Traducao
A: O racismo é correto. —-A—BvC
B: E factualmente evidente que todas as racas tém habilidades iguais. —B
C: E moralmente claro que interesses similares de todos os seres C->D
vivos devem ser levados igualmente em consideragao. —A
D: E claro que interesses similares de animais e seres humanos devem .. D

ser igualmente levados em consideracao.

Para provar que (1) ¢ um argumento valido, temos que provar a seguinte relacao:
(2) —|A—)BVC,—|B,C—)D,—|A|_D

o que ¢ feito logo abaixo:

1. mA—>BvC Premissa
2. —A Premissa
3. BvC MP 2,1

4. —-B Premissa
5.C RD3 3,4
6. C—>D Premissa
7.D MP 5,6

56. A maioria dos argumentos que usaremos como exemplos neste capitulo ja apareceram como exercicios de ana-
lise l6gica no Capitulo 4.
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Segue abaixo um segundo exemplo:

(3) Seria igualmente errado para um sadico cegar uma pessoa permanentemente
depois ou antes do seu nascimento [através, por exemplo, de uma inje¢ao que lhe

cegaria mas nao machucaria sua mae|.

Se seria igualmente errado para um sadico cegar permanentemente uma pessoa de-
pois ou antes do seu nascimento, entao ¢ falso que os direitos morais das pessoas
comegam apenas apos 0 nascimento.

Se infanticidio ¢ errado e aborto nao ¢ errado, entdo os direitos morais de uma pes-
soa comegam apenas apos 0 nascimento.

Infanticidio é errado.
Aborto é errado.

Abaixo temos o glossario e a tradugao de (3) para a linguagem proposicional:

Glossdrio Tradugao
A: E igualmente errado para um sadico cegar uma pessoa A
permanentemente depois ou antes do seu nascimento. A>—B
. . . -
B: Os direitos morais das pessoas comecam apenas apos o
. P cam apenas ap CA-D—B
nascimento. C
C: Infanticidio é errado. D

D: Aborto é errado.

Provar entio que (3) é um argumento valido ¢ provar que a relagao abaixo ¢ valida
em C;:

@ A,A—>—-B,CA—D—-B,CD
o que ¢ feito logo a seguir:

4 A,A—>—B,CA=D—B,CF-D

1. A Premissa
2. A—>—B Premissa
3.—B MP 1,2
4. CA—D—B Premissa
5. =(CA=D) RI2 4,3
6.C Premissa
7. =D RC4 5,6
8.D RN2 7
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Como terceiro exemplo, considere o argumento abaixo, dado por William Craig e
James Moreland, que tenta mostrar que o universo teve um inicio no tempo:

(5) Sistemas fechados tendem em direcao a maiores entropias [uma distribuicao

mais uniforme de energia; essa é a segunda lei da termodinamical.

Se sistemas fechados tendem em dire¢ao a maiores entropias € 0 universo nao teve
um inicio no tempo, entao o universo teria atingido um estado de quase completa
entropia [por exemplo, tudo teria a mesma temperatural.

O universo nao atingiu um estado de quase completa entropia.
O universo teve um inicio no tempo.

A tradugdo desse argumento seria como segue:

Glossario Traducao

A: Sistemas fechados tendem em dire¢ao a maiores entropias.

. ., . AA—B—>C
B: O universo teve um inicio no tempo. C

. . . . -
C: O universo atingiu um estado de quase completa entropia. B

Para provar a validade de (5), temos que provar que {A,AA=B—C,—C}FB ¢é o

caso, o que ¢ feito logo a seguir:

(6) A,A/\—|B—>C,—|C =B

1. AA—=B—C Premissa
2.-C Premissa
3. =(An—B) RI21,2
4. A Premissa
5.—B RC4 34
6.B RN2 5

E importante lembrar que o nosso objetivo neste capitulo ¢é ilustrar o uso de toda e
qualquer regra ou teorema logico do calculo classico proposicional na analise 16gica de
argumentos. Introduzimos novas regras através do teorema 2.16 apenas porque tais re-
gras sao, em geral, mais convenientes na tarefa de analisar a validade l6gica de alguns ar-
gumentos. Isso obviamente nao significa que a validade de todo e qualquer argumento
possa ser demonstrada apenas com o auxilio de tais regras, como aconteceu com 0s
exemplos dados até agora. Segue abaixo argumento dado por Platao no Meno, cuja pro-
va é mais convenientemente feita se fizermos uso de algumas regras mostradas nos ca-

pitulos anteriores:
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(7) Seavirtude pode ser ensinada, entao existem professores profissionais de virtu-

de ou existem professores amadores de virtude.

Se existem professores profissionais de virtude, entdao os sofistas podem ensinar

seus estudantes a serem virtuosos.

Se existem professores amadores de virtude, entdo os mais nobres dos atenienses

podem ensinar os seus filhos a serem virtuosos.

Os sofistas nao podem ensinar seus estudantes a serem virtuosos, e os mais nobres

dos atenienses [tal qual o grande lider Péricles] nao podem ensinar os seus fi-

lhos a serem virtuosos.

A virtude nao pode ser ensinada.

Segue abaixo glossario e tradugido de (7):

Glossario

A: A virtude pode ser ensinada.

B: Existem professores profissionais de virtude.

C: Existem professores amadores de virtude.

D: Os sofistas podem ensinar seus estudantes a serem virtuosos.
E: Os mais nobres dos atenienses podem ensinar os seus filhos a

serem virtuosos.

Traducao

A—BvC
B—>D
C—E
—DA—E

Segue abaixo a prova de que (7), ja representado na forma de relagao entre férmu-

las, ¢ um argumento valido:

8) A—>BvC,B—>D,C>E,-DA—EF=A
. A—>BvC

. —(BvO)—>—A

.B—>D

.—D—>—B

1

® N AW

C—>E

.—E—>—=C
. DA=E—>—-BA-C
.—DA—=E
9.

—BA—C

10. =(BvC)
11. —A
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Para finalizar esta se¢ao, considere uma versao do famoso argumento do mal contra

a existéncia de Deus:
(9) O mal existe.
Se o mal existe, entao Deus nao deseja impedir o mal ou Ele nao pode impedir o mal.
Se Deus nao deseja impedir o mal, entio Ele nao é onibenevolente.
Se Deus nao pode impedir o mal, entao Ele nao é onipotente.
Se Deus existe, entdao Ele ¢ onibenevolente e onipotente.
Deus nao existe.

Segue abaixo tradugao de (9) para a linguagem proposicional seguida de sua prova:

Glossdrio Tradugao
A: O mal existe. A
B: Deus deseja impedir o mal. A—>—Bv—-C
C: Deus pode impedir o mal. —B—>—-D
D: Deus ¢ onibenevolente. —-C—>—E
E: Deus ¢ onipotente. F—>DAE
I: Deus existe. co—=F

1. A Premissa
2. A>—=Bv-C Premissa
3. =Bv—=C MP 1,2
4. =B—>—-D Premissa
5. =C—>—=E Premissa
6. -Bv—C—>—-Dv—-E 1D5 4,5
7. =Dv—E MP 3,6
8. =(DAE) RM4 7
9. F5>DAE Premissa
10. =F RI29,8

Um detalhe importante sobre a derivacao acima é que nela nés usamos uma regra —
ID5 — (passo 6) cuja prova nao foi exibida no capitulo 6. Assim, da maneira como estd, a
prova nao ¢ legitima. Para que ela possa ser tomada como tal, nés temos necessariamente
que fornecer uma prova para ID5. Isso ¢ feito logo a seguir:
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(ID5) a—,—>y+avB—>evy

1. oa—0 Premissa
2. B>y Premissa
3. 0—>0Vvy P6

4. a—>Qvy 14 1,3

5. y—>0vy P7

6. B—>ovy 14 2,5

7. avB—>evy D3 4,6

A moral disso ¢ que podemos usar nas nossas derivagoes a regra ou teorema logico
que quisermos, conquanto que tal regra ou teorema tenha sido previamente provado.

8.3 Reducdo ao absurdo, invalidade e mais analise ldgica

No capitulo 4 falamos sobre o método de prova por redugio ao absurdo e mostramos
como seu uso pode ser, em alguns casos, mais eficiente do que o método de prova direta.
Apenas relembrando, a ideia basica da prova por absurdo é provar uma tese qualquer T
supondo que a sua negacao — T é verdade; a partir daf chega-se a um absurdo ou contra-
digdo e conclui-se que —T ¢ falso, o que tem como consequéncia 6bvia que T é verdade.
Nosso proposito nesta se¢ao é mostrar como tal método pode também ser usado em
conjunto com um calculo axiomatico, e exemplificar o seu uso na analise 16gica de argu-

mentos.

Ja tivemos oportunidade de mencionar a prova por redu¢ao ao absurdo em conexao
com o método axiomatico varias vezes. No capitulo 5, por exemplo, provamos o que
chamamos de uma representacao intralégica do principio da reducdo ao absurdo:

Mais na frente, ainda no capitulo 5, (11) aparece na forma de esquema de relagao
sob o nome de redugao ao absurdo, bem como no capitulo 7, ja com um nome bem menos
sugestivo:

(INm1) a—f,a—>—BF—0o.

Finalmente, mencionamos nos capitulos 2, 6 ¢ 7 (sendo neste ultimo na forma de
um metateorema — o teorema 2.12) o que pode ser chamado de a representacao metalo-

gica do principio ou método da prova por redugao ao absurdo:

(12) SeT'u{a} P e M'u{a} =P, entio '=—a

196



em que I' é um conjunto de férmulas. Também enfatizamos nessas varias ocasioes que
tais principios dependem do axioma P9 que, conforme mencionamos, também pode

ser visto como uma representacao (axiomatica) do principio da redugao ao absurdo.

Apesar de tais principios poderem ser, como realmente o foram, considerados
como versoes do método de prova por reducao ao absurdo, ha um fator fundamental
desse método que nio é capturado nem por (11) nem por INm1 nem por (12). Tome
(12), por exemplo. O que (12) nos garante ¢ que, se derivarmos uma contradi¢ao a partir
deI e a, entao podemos derivar — a partir de I'. No entanto, a ideia completa presen-
te no método de prova por absurdo ¢ provar uma dada tese o derivando uma contradi-
¢ao a partir de —al, chegando, ao final, a conclusao de que a ¢ o caso. Apesar de (12) fa-
zer uso da ideia de chegar a uma contradi¢do a partir de uma dada férmula, e tal formula
poder ser a nega¢ao da tese o que queremos provar, do fato de que —a e I' geram uma
contradi¢ao s6 nos permite concluir que ——a é deduzido a partir de I'; e o que nés que-
remos realmente concluir ¢ que o é deduzido a partir de I'”". Assim, uma representagio
mais completa do método da redugao ao absurdo seria como segue:

TEOREMA 2.17 Seja C=<L,X,A> uma extensio conservativa de CP, I'SL um con-
junto de férmulas e a,B €L duas férmulas. Se M'U{—a} =P e 'U{—-a}-—Pem C , en-
tao '~oL em o

Apesar da semelhanga com (12), esse teorema nos diz algo bem diferente: que se a
partir de I' e =a nés deduzimos tanto 3 como —f3, entao podemos deduzir o a partir de
I', o que, podemos dizer, ¢ a representacao plena do método da redugao ao absurdo.
Chamaremos a partir de agora o teorema 2.17 de zeorema da redugiao ao absurdo.

E facil ver como esse teorema pode nos auxiliar na andlise 16gica de argumentos.
Suponha que queiramos provar que o é deduzido a partir de I'; o que o teorema 2.17
nos diz é que, ao invés de exibirmos uma derivacdo de o a partir de I', podemos sim-
plesmente mostrar que ¢ possivel derivar uma contradigao a partir de I' e =0, 0 que, em
alguns casos, ¢ mais simples do que a prova direta. Para ilustrar isso, considere o argu-
mento abaixo, dado pelo filésofo medieval William de Ockham:

(13) Deus ¢ todo-poderoso.

Se Deus ¢ todo-poderoso, entao Ele poderia ter criado o mundo de qualquer
maneira [seja légica ou nao|.

57.0 que, é facil concluir, requer, além de P9, também Nc1, que por sua vez depende de P11.
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Se Deus poderia ter criado o mundo de qualquer maneira, entio o mundo tal
qual ele é ndo tem nenhum tipo de necessidade.

Se o mundo tal qual ele é nao tem nenhum tipo de necessidade, entao nés nao
podemos conhecé-lo por mera especulagao filoséfica sem a ajuda da expe-
riéncia.

. Nés nao podemos conhecer o mundo tal qual ele ¢ por mera especulagao filo-

sofica sem a ajuda da experiéncia.

cuja tradugdo e glossario sao mostrados abaixo:

Glossdrio Traducao
A: Deus ¢ todo-poderoso. A
B: Deus poderia ter criado o mundo de qualquer maneira. A—B
C: Ha um necessidade no mundo tal qual ele é. B—>—-C
D: Nés podemos conhecer o mundo por mera especulagao —C—>—-D
filosofica sem a ajuda da experiéncia. =D

Trivialmente, provar que (13) é um argumento valido é provar que a relagdo abaixo

¢ o caso. O que o método da redugao ao absurdo, representado pelo teorema 2.17, nos
diz é que podemos provar (14) se mostrarmos que a partir do conjunto formado pelas
suas premissas juntamente com a negac¢ao de sua conclusio podemos derivar uma con-
tradicdo, ou seja, se provarmos, para uma formula qualquer f, que {A,A—B,
B—>—-C,~CH>—-D}uU{——D}FB ¢ {A,A>BB—>—-C—-CH>-D}U{——D}+——. Se-
gue abaixo tal prova para B=A:

1. A Premissa
(16) A,A=>B,B—>—C,~C—>—=D,——DF—=A
1. =——D Premissa
2. -C—>-=D Premissa
3. —=C RI2 2,1
4. B>-C Premissa
5.—B RI2 4,3
6. A—>B Premissa
7. =A RI2 6,5
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Como temos {A,A—>BB—>—-C—-C>-D}Uu{——D}+A (15) ¢ {A,A—>B,B—>-C,
— C>=D}u{——D}+—=A (16), pelo teorema 2.17, temos entio {A,A—>BB—>-C,
—C—>—D}F=D, ou seja, (14).

Vejamos um segundo exemplo:
(17) Se a predestinacao ¢ verdade, entao Deus ¢ a causa de sermos pecadores.

Se Deus é a causa de sermos pecadores, mas ainda assim condena os pecadores
a0 castigo eterno, entao Deus nao é bom.

Se Deus é bom, entdo a predestina¢ao nao é verdade ou Deus nio condena os

pCCﬁdOI‘CS a0 castigo eterno.

Aqui (17) seria traduzido para a linguagem proposicional como segue:

Glossdrio Tradugao
Ar A prec’lestlnagao ¢ verdade. AR
B: Deus ¢ a causa de sermos pecadores.
C: Deus condena os pecadores ao castigo eterno BACH=D

D: Deus é bom.

sendo nossa tarefa provar
(18) A=>B,BAC>—-DFD—->—-Av—-C
Usando o método da reducio ao absurdo, tal tarefa se reduz a derivar uma contradi-

cdo a partir de {A—>B,BAC—>—D} juntamente com a negacao na nossa conclusao, ou
seja, =(D—>—Av—C), o que ¢ feito logo abaixo:

1. =(D—>—-Av—C() Premissa
2. =(=Av—=C) RI4 1

3. =—AA—=—C RM1 2
4. ——A RC13

5. —C RC23

6. A RN2 4
7.C RN2 5
8. A—>B Premissa
9.B MP 6,8
10. BAC RC3 9,7
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(20) A—>B,BAC—>—D,~([D—>—Av—C)-—(BAC)

1. =(D—>—-Av—=C) Premissa
2.D RI3 1

3. —D RNT1 2
4. BAC>-D Premissa
5. =(BAC) RI2 4,3

Como entao temos (19) e (20), pelo teorema da redugao ao absurdo temos também (18).

Veja que nos exemplos dados até agora usamos apenas as regras do teorema 2.16.
Isto n2o é coincidéncia: na maioria dos casos, o uso do teorema 2.17 facilita o uso das
regras derivadas do teorema 2.16, o que, temos que admitir, torna a construcao de deri-
vagdes consideravelmente mais simples. Um exemplo disso € a relacao

(1 O) A,A—)ﬁBVﬁC,ﬁB—)ﬁD,ﬁc—)—lE,F—)E/\D ——F

Que, na se¢do passada provamos através do método direto, o que acarretou o uso
de um numero consideravel de principios, inclusive de uma regra (ID5) cuja derivacao
nao tinhamos exibido ainda e que, por conta disso, tivemos que provar. Como veremos
logo a seguir, utilizando o método da redug¢ao ao absurdo podemos provar (10) utilizan-
do apenas as regras do teorema 2.16.

Para usar o método da reducao ao absurdo na prova de (10), devemos supor que
sua conclusao ¢ falsa, isto é, que ——F ¢ o caso e, juntamente com seu conjunto de pre-
missas, provar que podemos chegar a B e =3, para algum . Segue abaixo tal prova para
B=A:

21) A, A>—Bv—C,—B—->—-D,~C—>—E,F>EAD,——F+A

1. A Premissa

(22) A,A>—Bv—C,—B—>—-D,-C>—-E,F>EAD,——F+—-A

1. =—=F Premissa
2.F RN2 1

3. F>EAD Premissa
4. EAD MP 2,3
5 E RC1 4
6.D RC2 4

7. =C—>—=E Premissa
8. ——E RN1 5
9. ——=C RI2 7,8
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10. =B—>—=-D Premissa

11. ==D RN16
12. ——B RI2 10,11
13, =—BA——C RC3 12,9
14. =(=Bv—=C) RM2 13
15. A>—=Bv—-C Premissa
16. =A RI2 15,14

Como entao temos (21) e (22), pelo teorema da redugao ao absurdo podemos con-
cluir (10). Conforme prometemos, apesar de ser mais longa que a derivacao exibida na
secao 8.2, essa prova de (10) usa apenas regras listadas no teorema 2.16.

Até agora s6 temos nos debrucado sobre provas de validade de argumentos. Mas o
que dizer sobre a invalidade de argumentos? Vimos no capitulo 4 que a defini¢ao se-
mantica de consequéncia légica pode ser usada tanto para determinar a validade como a
invalidade de argumentos. No que se refere ao calculo axiomatico, ndo encontramos
mais essa simetria entre validade e invalidade: enquanto o método axiomatico é muito
bom na determina¢ao da validade de um argumento, caso o argumento seja invalido,
nbs nao conseguiremos provar isso. E nao é muito dificil de ver por qué. De acordo
com a defini¢do 1.14, I'at sss existe uma derivagao de o a partir de I'. Isso significa que
para mostrarmos que I't-o nds temos que provar que #do ha nenbuma derivagao de o a
partir de I', ou seja, nds terfamos que examinar todas as derivagdes existentes e mostrar,
para cada uma delas, que nao se trata de uma deriva¢ao de a a partir de I'. Isso obvia-
mente é impossivel, pois 0 nimero de derivacdes ¢é infinito. F por conta disso que, na
prova da invalidade de argumentos, nao temos escolha sendo confiarmos exclusiva-
mente na definicio semantica da relaciao de inferéncia.

No entanto e apesar disso, de um ponto de vista pratico, podemos sim usar o méto-
do axiomatico, em especial o principio da reducdo ao absurdo, conforme especificado
no teorema 2.17, para mostrar que um determinado argumento ¢ invalido. Tome o ar-

gumento abaixo como exemplo:
(23) Se a crenca na existéncia de Deus tem base cientifica, entdo ela ¢ racional.
N3o ha experimento cientifico concebivel capaz de decidir se Deus existe ou ndo.

Se a crenga na existéncia de Deus tem base cientifica, entao ha algum experi-
mento cientifico concebivel capaz de decidir se Deus existe ou nao.

.. A crenca na existéncia de Deus nao ¢ uma crenca racional.

Tal argumento seria traduzido para a linguagem proposicional como segue:
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Glossdrio Tradugao

A: A crenca na existéncia de Deus tem base cientifica. A—B
B: A crenca na existéncia de Deus é racional. —C

C: Ha algum experiemento cientifico concebivel capaz de decidir se A—C
Deus existe ou nao. =B

sendo a nossa tarefa mostrar se ¢ 0 caso ou nao que
(24) A>B,—C,A—>CH-B
Usando o método da redugao ao absurdo, nés terfamos que mostrar que ¢ possivel

chegar a uma contradicdo a pattir de {A—B,—-C,A—>C}U{—==B}. Vejamos como seria
uma tentativa de realizar tal empreitada:

1. A—>B Premissa
2. —B Premissa
3.B RN2 2
4. A—>C Premissa
5.=C Premissa
6. =A RI2 4,5

Poderfamos continuar a aplicar regras e usar os teoremas l6gicos conhecidos indefi-
nidamente, mas de um ponto de vista pratico o exercicio acima ¢ suficiente para nos
convencermos de que nao ¢é possivel derivar uma contradicio a partir de
{A—>B,-C,A—>C}U{—=—B}. Assim podemos concluir que (24) é um argumento inva-
lido, ou seja, que a proposicao (26) abaixo ¢ verdadeira:

(26) A>B,-C,A—>CH-—B

Veja, no entanto, que esse n0sso raciocinio, apesar de razoavel, nao estabelece ou
prova (26). Na verdade, conforme mencionamos, de um ponto de vista formal, apenas
usando o calculo classico proposicional é impossivel provar (26). Para provar (20) terfa-
mos primeiro que provar

27) A=>B,—C,A—>CH—-B

0 que, como vimos no capitulo 4, ¢ completamente exequivel e, entio, utilizando-se de
um corolério da corretude da légica classica proposicional™:

(28) SejaI'SL e ae L. Se I'#Fa entio I'tFa

58. Que, como ja falamos, sera visto no capitulo 12.
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provariamos (26).

Para finalizarmos este capitulo, lembremos que o que estamos chamando aqui de
analise l6gica de argumentos consiste apenas na verificagao de se um dado argumento,
conforme traduzido para a linguagem proposicional, ¢ vilido ou nio (no calculo C).
Uma consequéncia disso ¢ que nossa analise nao diz nada a respeito de se as premissas
do argumento em questdo sao verdadeiras ou ndo, o que obviamente é necessario para
nos pronunciarmos sobre a veracidade de sua conclusao (supondo que o argumento em
questao seja efetivamente um argumento valido).

Um ponto importante, no entanto, ¢ que a determinacao de se as premissas de um
dado argumento sao verdadeiras ou nao envolve sutilezas cuja ciéncia requer certo grau
de reflexdao. Tome como exemplo o argumento (9), cuja conclusao ¢ exibida logo abaixo:

(29) Deus nao existe.

Dado que exibimos uma prova de validade para a representagao de (9) na linguagem
proposicional, e como as premissas de (9) sdo aparentemente verdadeiras, podemos
concluir entdo que (29) também ¢é verdade, resolvendo assim um dos problemas mais
antigos da filosofia. Como seria de se esperar, entretanto, as coisas nao sao tao simples
assim. i possivel concluirmos, ap6s uma breve reflexio, que uma das premissas de (9)
afirma algo por demais forte, nao possuindo assim o mesmo grau de razoabilidade das
demais premissas. Estamos obviamente falando da segunda premissa de (9):

(30) Se 0 mal existe, entao Deus nao deseja impedir o mal ou Ele nio pode impedir o mal.
Basicamente o que (30) afirma é que as proposi¢oes

(31) Deus nao deseja impedir o mal.

(32) Deus nao pode impedir o mal.

SA0 as znicas explicagoes para a existéncia do mal; supondo que Deus existe, entdao se hd o
mal, é porque ou Deus nao deseja impedir o mal ou porque ele nio pode impedir o mal.
Juntando isso com o fato de que Deus, se existe, é tanto onipotente como onipresente
(quinta premissa), concluimos entao (29).

Mas veja que nao é de forma alguma trivial que (31) e (32) sejam as unicas explica-
cOes possiveis para a existéncia do mal dada a existéncia de Deus, como (30) proclama.
Podemos, por exemplo, invocar a teoria do &arma (que inclui uma teoria da transmigra-
¢ao da alma) para defender a ideia de que tudo o que acontece aos seres vivos, seja bom
ou mal, ¢ o resultado de suas agoes passadas (que podem ter ocorrido tanto nessa como
nas vidas passadas). Assim, todo o mal que acontece as pessoas seria nada mais do que o
exercicio da justi¢a divina de Deus. Também podemos, invocando um dos preceitos
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mais tradicionais das praticas ydguicas devocionais e de muitas teologias cristas, supor
que a existéncia do mal no mundo é algo necessario para o aprimoramento da alma, isto
é, a0 desenvolvimento de qualidades como compaixdo, paciéncia e tolerancia, que, em
ultima instancia, nos levam a comunhao ou yogz com o Ser Supremo; a menos, por
exemplo, que realizemos que a tao buscada felicidade ndo pode ser encontrada neste
mundo material (coisa que a existéncia do mal sugere), nunca voltaremos a nossa face
para Deus com a intensidade necessaria. Assim temos, no minimo, que (30) nao é algo

autoevidente ou livre de controvérsias.

Essa nossa breve andlise pode ser usada no refinamento, por assim dizer, do argu-
mento (9), de forma a vermos exatamente onde reside o problema com a premissa (30).
Mais especificamente, iremos supor que as duas hipéteses acima mencionadas (que po-
demos chamar, respectivamente, a hipétese ou teoria do £arma e a hipotese de aprimo-
ramento da alma) constituem, juntamente com (31) e (32), as unicas explicagdes dispo-
niveis para a existéncia do mal dada a existéncia de Deus. Pelas mesmas razoes dadas
contra a veracidade de (30), tal suposicao ¢ questionavel, sendo extremamente plausivel
que existam outras explica¢oes para a existéncia do mal dada a existéncia de Deus. No
entanto, como falamos, tal exercicio pode nos ajudar a ver exatamente onde reside o
problema com (30). Incorporando ao argumento (9) o que foi dito no paragrafo anterior
temos o que segue:

(33) O mal existe.

Se o mal existe, entao Deus nao deseja impedir o mal ou Ele nao pode impedir
o mal ou o mal é necessariamente merecido a quem ele atinge ou o mal é ne-
cessario ao aprimoramento da alma.

Se Deus niao deseja impedir o mal, entido Ele nio ¢ onibenevolente.
Se Deus nao pode impedir o mal, entao Ele nao é onipotente.
Se Deus existe, entao Ele é onipotente e onibenevolente.

Se o mal é necessariamente merecido a quem ele atinge, entdo a teoria do karma
¢ verdade.

Se a teoria do karma é falsa, e ¢ falso que o mal ¢ necessario ao aprimoramento
da alma, entio Deus nio existe.

Conforme pode ser constatado abaixo (usando o teorema da redugdo ao absurdo),

o argumento (33) ¢ valido:
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Glossdrio Tradugao

A: O mal existe. A

B: Deus deseja impedir o mal. A—=>(=Bv-C)v(GVH)
C: Deus pode impedir o mal. —B—-=D

D: Deus é onibenevolente. —C—>—E

E: Deus ¢ onipotente. F—>EAD

F: Deus existe. G—lI

G: O mal ¢é necessariamente merecido a quem ele atinge. c.—=IA=H—>—F

H: O mal ¢ necessario ao aprimoramento da alma.
I: A teoria do karma é verdade

(34) A, A—> (—|BV—|C) V(GVH) ,—|B—)—|D — C—)—|E,F—)E/\D ,G—)I,—| <—|I/\—|H—)—|F) I

1. =(=In—=H—-=F) Premissa
2. —In—H RI3 1

3. ——F RI4 1

4. F RN2 3

5. F>EAD Premissa
6. EAD MP 4,5

7. E RC16
8.D RC2 6

9. ——E RN1 7

10. ——D RNT1 8

11. =C—>—E Premissa
12. =—C RI2 11,9
13. =B—>—-D Premissa
14. ——B RI2 13,10
15. =—BA——C RC3 14,12
16. =(=Bv—=C) RM2 15
17. A Premissa
18. A= (=Bv—-C)v(GVvH) Premissa
19. (=Bv—-C)v(GVvH) MP 17,18
20. GVH RD3 19,16
21. —H RC22

22. G RD4 20,21
23. G-I Premissa

(N
&

MP 22,23



(35) A, A—>(Bv—OV(GVH)~B—>—D,~C—>—EF->FAD,GL~(—Ir—H—>—F)—I

1. —|(ﬁI/\—|H—)—|F) Premissa
3. =1 RC12

Como entao temos (34) e (35), temos pelo teorema da redugao ao absurdo o que segue:
(36) A, A-)(ﬁBVﬁC)V(G\/H),ﬁB—)—|D,—|C—)—|E,F—)E/\D,G—)I F—=IA—H—>—F

Assim, supondo a veracidade das premissas de (33), temos que se a teoria do karma
¢ falsa e ¢ falso que o mal € necessario ao aprimoramento da alma, entdo Deus nao exis-
te. Em outras palavras, para provar (29) o ateista tem de provar que a teoria do karza e a
teoria do mal enquanto elemento necessario ao aperfeicoamento da alma sao falsas, o
que definitivamente nao é uma tarefa trivial.

206



8.4 Exercicios de analise ldgica

1. Traduza para a linguagem proposicional os argumentos abaixo (usando um glossario
com os simbolos proposicionais usados) e apds isso demonstre, utilizando o calculo
classico proposicional, se tal argumento é valido ou ndo. Utilize, se achar conveniente,
os teoremas da redugéo ao absurdo e da dedugao.

a. Se conhecimento é sensagao, entdo porcos tém conhecimento.
Porcos ndo tém conhecimento.

*. Conhecimento nao € sensagéo. [Este argumento foi dado por Platdo.]

b. Se “bom” significa “socialmente aprovado”, entdo o que é socialmente aprovado é ne-
cessariamente bom.

Nao é verdade que o que é socialmente aprovado é necessariamente bom.

. “Bom” néo significa “socialmente aprovado”.
c. Se fosse possivel ter uma prova absoluta da existéncia de Deus, entao seria possivel
sermos irresistivelmente atraidos a fazer o bem.

Se fosse possivel para nos sermos irresistivelmente atraidos a fazer o bem, entdo nés
nao teriamos livre-arbitrio.

Noés temos livre-arbitrio.

". Nao é possivel ter uma prova absoluta da existéncia de Deus.
d. O universo é ordenado [tal qual um relégio que obedece a leis complexas].

A maioria das coisas ordenadas que nos temos examinado tem por tras de sua cria-
Gao seres inteligentes.

Noés examinamos uma quantidade grande e variada de coisas ordenadas.

Se a maioria das coisas ordenadas que nds temos examinado tem por tras de sua
criagdo seres inteligentes e nds examinamos uma quantidade grande e variada de
coisas ordenadas, entdo provavelmente a maioria das coisas ordenadas tem por
tras de sua criacdo seres inteligentes.

Se o universo é ordenado e provavelmente a maioria das coisas ordenadas tem por
tras de sua criagao seres inteligentes, entdo o universo provavelmente tem por
tras de sua criagcao um ser inteligente.

*. O universo provavelmente tem por tras de sua criagdo um ser inteligente.
e. Se a pena capital é correta, entdo ela reforma o individuo punido ou diminui efetiva-
mente a criminalidade.

A pena capital ndo reforma o individuo punido.

A pena capital ndo diminui efetivamente o crime.

.. A pena capital nao é correta.
f. Se maximizar o prazer humano é sempre bom e o sadista torturador de cachorro maxi-
miza o prazer humano, entdo a acéo do sadista é correta.

O sadista torturador de cachorro maximiza o prazer humano.

A acéo do sadista ndo é correta.

.. Nao é verdade que maximizar o prazer humano é sempre bom.
g. Se existe conhecimento, entdo algumas coisas sdo conhecidas sem prova ou nés po-
demos provar toda premissa via argumentacgao indefinidamente.

Noés ndo podemos provar toda premissa via argumentagao indefinidamente.
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Existe conhecimento.

.. Algumas coisas sao conhecidas sem prova. [Este argumento é de Aristoteles.]

h. Se Deus muda, entdo ele muda para melhor ou para pior.
Se Deus muda para melhor, entao ele ndo é perfeito.
Se Deus é perfeito, entao ele ndo muda para pior.

.. Se Deus ¢ perfeito, entao ele ndo muda.

i. O universo teve um inicio no tempo.
Se o universo teve um inicio no tempo, entdo houve uma causa para o inicio do uni-

Verso.
Se houve uma causa para o inicio do universo, entdo um ser pessoal € a causa do uni-
verso.

. Um ser pessoal é a causa do universo. [Esse argumento é de William Craig e James
Moreland.]

j. Se a palavra “bom” é definida em termos experimentais, entdo se julgamentos éticos
sdo provaveis cientificamente a ética tem um fundamento racional.
Julgamentos éticos ndo sao provaveis cientificamente.

.. Se a palavra “bom” é definida em termos experimentais, entéo a ética ndo tem um fun-
damento racional.

k. Se o mundo contém bem moral, entdo o mundo contém criaturas livres e essas criatu-
ras livres algumas vezes agem errado.
Se as criaturas livres algumas vezes agem errado, entdo o mundo é imperfeito.
Se o mundo ¢é imperfeito, entdo o criador € imperfeito.

.. Se o mundo contém bem moral, entdo o criador é imperfeito.

|. Se Sdocrates tenta escapar da prisao, entao ele deseja obedecer ao estado apenas
quando lhe for conveniente.

Se Socrates deseja obedecer ao estado apenas quando lhe for conveniente, entéo
ele realmente nao acredita nos seus proprios ensinamentos.

.. Se Sdcrates realmente acredita nos seus proprios ensinamentos, entao ele ndo tenta-
ra escapar da prisdo. [Esse argumento se encontra no Cratilo de Platdo.]

m. A morte de Sdcrates sera um sono perpétuo ou sera a entrada para uma vida melhor.
Se a morte de Sdcrates sera um sono perpétuo, entéo ele ndo tem porque temer a morte.
Se a morte de Socrates sera a entrada para uma vida melhor, entdo ele nao tem por-

que temer a morte.

.. Socrates ndo tem porque temer a morte.

n. Se o monismo materialista [a visdo de que apenas a matéria existe] &€ verdade, entdo o
dualismo [visdo segundo a qual, além da matéria, também existem mentes] néo é
verdade.

Se eventos mentais existem, entdo o dualismo é verdade.
Se o monista materialista pensa que sua teoria é verdade, entdo eventos mentais
existem.

.. Se o0 monista materialista pensa que sua teoria € verdade, entdo o monismo materia-
lista ndo é verdade.
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0. Se tentativas de provar que Deus existe falham da mesma forma que os melhores ar-
gumentos a favor de que existem outros seres conscientes além de mim, entéo a
crenca de que existem outros seres conscientes além de mim é plausivel se e so-
mente se a crenga em Deus é plausivel.

Tentativas de provar que Deus existe falham da mesma forma que os melhores argu-
mentos a favor de que existem outros seres conscientes além de mim.
A crenga de que existem outros seres conscientes além de mim é plausivel.
". A crenga em Deus é plausivel. [Argumento dado por Alvin Plantinga.]
p. A verdadeira felicidade consiste na paz de espirito.
A confianga que temos no futuro é necessaria a paz de espirito.

O conhecimento que devemos ter da natureza de Deus e da alma é necessario a con-
fianca que temos no futuro.
*. O conhecimento que devemos ter da natureza de Deus e da alma é necessario a ver-
dadeira felicidade. [Este argumento é de Gottfried Leibniz.]

g. Se nos temos sensagdes de objetos materiais e mesmo assim os objetos materiais
nao existem, entdo Deus nos engana.

Noés temos sensagdes de objetos materiais.
Se Deus nos engana, entao ele ndo é sumamente bom.
Deus é sumamente bom.

". Os objetos materiais existem. [Este argumento foi dado por René Descartes para pro-
var a existéncia de um mundo exterior as nossas mentes.]

r. Se vocé é inteligente ao arrumar sua bolsa, entdo ou esse ursinho tera alguma utilida-
de na viagem, ou ele ndo sera colocado na bolsa.

Esse ursinho nao tera utilidade na viajem.
Esse ursinho ndo sera colocado na bolsa.
.. Vocé é inteligente ao arrumar sua bolsa.
s. Se a voz do povo € a voz de Deus, entdo Lampido € um heréi.
Se a voz do povo é a voz de Deus, entdo Lampido € um assassino sanguinario.
Se Lampido é um assassino sanguinario, entdo ele ndo € um heroi.
.. Nao é verdade que a voz do povo € a voz de Deus.
t. Se a ética depende do desejo de Deus, entéo algo € bom porque Deus assim deseja.
N&ao é verdade que algo é bom porque Deus assim deseja.
.. A ética ndo depende do desejo de Deus. [Esse argumento aparece no Eutifron de Platdo.]

u. A mutilagdo sexual de criangas [como ocorre, por exemplo, em algumas comunidades
islamicas do norte da Africa] é algo necessariamente imoral.

Se nao existem leis morais objetivas, entdo a mutilagéo sexual de criangas nao é algo
necessariamente imoral.

Se existem leis morais objetivas, entdo existe uma origem dessas leis.

Se existe uma origem das leis morais, entao tal origem é Deus ou a sociedade.

Se a origem das leis morais é a sociedade, entdo ndo existem leis morais objetivas.
". Deus € a origem das leis morais.
v. Se Deus existe, entdo Deus criou o universo.

Se Deus criou o universo, entdo houve um momento no qual ndo havia matéria.
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A matéria sempre existiu.
Se a matéria sempre existiu, entdo ndo houve um momento no qual néo havia matéria.

.. Deus néo existe.

w. Se o critério légico-positivista de significacdo [que diz que um enunciado é significati-
Vo se e somente se ele é testavel experimentalmente ou € verdadeiro por definigao] &
correto, entdo ou ele é testavel experimentalmente ou € uma verdade analitica [ver-
dade por definigao].

O critério l6gico-positivista de significagdo ndo é testavel experimentalmente.
O critério l6gico-positivista de significagdo ndo é uma verdade analitica.
.. O critério logico-positivista de significagao nao € correto.
x. Se Deus existe no nosso entendimento, mas ndo em realidade, entdo um ser superior

a Deus pode ser concebido [a saber, um ser similar a Deus, mas que exista em reali-
dade].

Deus é [por definigdo] o ser o qual nenhum ser superior a ele pode ser concebido.

Se Deus € o ser o qual nenhum ser superior a ele pode ser concebido, entao é falso
que um ser superior a Deus pode ser concebido.

Deus existe no nosso entendimento.
.. Deus existe em realidade. [Esse é o famoso argumento ontolégico de Santo Anselmo.]

y. Se existéncia € uma perfeigdo e Deus [por definigdo] tem todas as perfeigdes, entdo
Deus deve existir.

A existéncia é uma perfeigéo.
Deus [por definigao] tem todas as perfeigdes.
.. Deus deve existir. [Essa € a versdo do argumento ontolégico dada por René Descartes.]
z. Se eu estou gripado e pratico exercicio, entdo eu pioro e me sinto fraco.
Se eu nédo pratico exercicio, entdo eu me torno sedentario e me sinto fraco
.. Se eu estou gripado, entdo eu me sinto fraco.
aa. Se vocé sabe que vocé nao existe, entdo vocé nao existe.
Se vocé sabe que vocé nao existe, entdo vocé sabe de alguma coisa.
Se vocé sabe de alguma coisa, entdo vocé existe.
.. Se vocé sabe que vocé néo existe, entao vocé existe.
bb. Se Deus é perfeito, entdo ele ndo pode estar errado.
Se Deus é onisciente, entdo ele sabe que eu vou tomar a deciséo X.

Se Deus nao pode estar errado e ele sabe que eu vou tomar a deciséo X, entao € ne-
cessario que eu tome a decisao X.
Se é necessario que eu tome a decisao X, entdo nao € possivel que eu ndo tome a de-
ciséo X.
Se eu tenho livre-arbitrio, entao é possivel que eu ndo tome a decisdo X.
.. Ou Deus nao € onisciente ou nao € perfeito ou eu nao tenho livre-arbitrio.
cc. O senso comum assume que nos temos conhecimento moral.
Nao existe uma refutagédo para o conhecimento moral.

Se 0 senso comum assume que nés temos conhecimento moral, entdo se nao existe
uma refutagédo para o conhecimento moral nés devemos acreditar que nés temos
conhecimento moral.
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Qualquer prova para um principio moral requer um principio moral mais basico.

Noés nao podemos provar principios morais através de principios mais basicos indefi-
nidamente.

Se qualquer prova para um principio moral requer um principio moral mais basico e
nés nao podemos provar principios morais através de principios mais basicos in-
definidamente, entdo se nés devemos acreditar que nés temos conhecimento mo-
ral, nés devemos aceitar principios morais autoevidentes.

.. Nés devemos aceitar principios morais autoevidentes.

dd. Existem obriga¢cdes morais.

Se existem obrigagdes morais e obrigagdes morais sdo explicaveis, entao existe uma
explicagéo néo teista [que n&o pressupde a existéncia de Deus] para as obriga-
¢des morais, ou a existéncia de Deus explica as obrigagdes morais.

A existéncia de Deus nao explica as obrigagdes morais.

.. As obrigagbes morais ndo sao explicaveis, ou existe uma explicacao nao teista para
as obrigagdes morais.

ee. Se o determinismo é verdade e Madame A.D. Vinha prediz corretamente o que eu irei
fazer, entdo se ela me diz sua predicao eu irei fazer algo diferente.

Se Madame A.D. Vinha me diz sua predigéo e eu fago algo diferente, entdo Madame
A.D. Vinha né&o prediz corretamente o que eu irei fazer.

". Se o determinismo & verdade, entao Madame A.D. Vinha nao prediz corretamente o
que eu irei fazer ou ela ndo me diz sua predigao.

ff. Se eu percebo algo, entdo minha percep¢éo é enganadora ou veridica.

Se minha percepgéo é enganadora, entdo eu ndo percebo diretamente um objeto ma-
terial.

Se minha percepgéo é veridica, entdo eu percebo diretamente um objeto material.

Se minha percepgao é veridica e eu percebo diretamente um objeto material, entao
minha experiéncia em percepgéao veridica sempre difere qualitativamente da mi-
nha experiéncia em percepgao enganadora.

Nao é verdade que minha experiéncia em percepgao veridica sempre difere qualitati-
vamente da minha experiéncia em percepc¢ao enganadora.

Se eu percebo algo e eu nao percebo diretamente um objeto material, entdo eu perce-
bo diretamente apenas uma sensagéao.

". Se eu percebo algo, entédo eu percebo diretamente apenas uma sensagéo e nio per-
cebo diretamente um objeto material. [Esse € um argumento classico contra a con-
cepgéao segundo a qual nés percebemos diretamente os objetos materiais e ndo ape-
nas sensacgoes ou dados dos sentidos.]

gg. Se vocé segue o caminho religioso e Deus existe, entdo vocé ganha tudo [o reino de

Deus, a vida eterna, etc.].

Se vocé segue o caminho religioso e Deus nao existe, entdo vocé nao perde nada [no
minimo vocé viveu uma vida virtuosa e livre de excessos].

Se vocé nao segue o caminho religioso e Deus ndo existe, entdo vocé vive uma vida
coerente, mas nao ganha nada [apds a morte].

Se vocé ndo segue o caminho religioso e Deus existe, entdo vocé perde tudo.
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Se caso vocé siga o caminho religioso vocé ganha tudo ou ndo perde nada, e caso
VOCé nao siga o caminho religioso vocé ndo ganha nada ou perde tudo, entao se-
guir o caminho religioso € a atitude mais racional a se tomar.

*. Seguir o caminho religioso é a atitude mais racional a se tomar. [Esta € uma versao do

famoso argumento de Blaise Pascal conhecido como a aposta de Pascal.]
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LOGICA DE PREDICADOS







9
Linguagem de predicados

9.1 Predicacao e quantificacdo

Nos capitulos anteriores priorizamos a defini¢ao e o estudo de um sistema logico
especifico: a légica classica proposicional. Como nao poderia deixar de ser, uma das ca-
racteristicas fundamentais desse sistema ¢ a sua linguagem, que temos até agora chama-
do simplesmente de linguagem proposicional. Essa linguagem ¢, na verdade, o repre-
sentante mais famoso de toda uma classe de linguagens légicas chamadas de Znguagens
proposicionais”. Como o préprio nome indica, a marca registrada desse tipo de linguagem
¢ que as proposigoes ou enunciados elementares (que correspondem aos simbolos propo-
sicionais) sao tratadas como entidades primitivas, nao passiveis de nenhum tipo de analise.
Para ver isso mais claramente, considere o enunciado abaixo:

(1) Se a cadeira esta ao lado da mesa e ao lado do armario, entao ela esta entre a

mesa e 0 armario.

Traduzindo (1) para alinguagem proposicional nés terfamos algo como o que segue:

A: A cadeira esta ao lado da mesa.

B: A cadeira esta ao lado do armario.

C: A cadeira esta entre a mesa e 0 armario.

(1) (AAB)—=C

Essa traducio de (1) para a linguagem proposicional envolve, obviamente, um pro-
cesso de analise. Vemos, por exemplo, que (1) contém certa estrutura logica: ele é um
condicional, em que a conjungao de duas proposi¢oes basicas implica outra proposi¢ao.
Assim, ap0s representarmos cada uma dessas proposi¢coes com o auxilio dos simbolos

proposicionais, devemos usar os simbolos légicos e parénteses para deixar explicita a

estrutura légica subjacente a (1). No entanto, se formos um pouco mais além nessa tare-

59. Tal nomenclatura obviamente nos forcaria a qualificar de alguma forma a linguagem introduzida no capitulo 3 -
chamando-a, por exemplo, de linguagem proposicional classica.

215



fa de analise, veremos que as proposi¢oes representadas por A, B e C fazem, todas elas,
referéncia a relagoes espaciais de um determinado objeto, a saber, a cadeira. Isso, no en-
tanto, a linguagem proposicional nao é capaz de representar. Conforme mencionado
antes, as proposi¢oes sao tratadas na linguagem proposicional como entidades primiti-
vas, o que implica que o que esta além da proposi¢ao em termos de analise esta também

além do poder representacional da linguagem.

Essa limitacao tem consequéncias drasticas tanto do ponto de vista representacio-
nal, conforme ilustrado no exemplo acima, como do ponto de vista inferencial. Consi-
dere, por exemplo, o argumento abaixo:
(2) Se um objeto esta entre um segundo e um terceiro objeto, mas nao esta ao lado do
segundo, entao hd um quarto objeto que estd entre o primeiro e o segundo objeto.
A cadeira esta entre a mesa e o armario.
A cadeira nio esta ao lado da mesa.
Existe um quarto objeto que esta entre a cadeira e a mesa.
Aqui, a razdo pela qual podemos inferir a conclusio a partir das premissas ¢, além da
relagao logica existente entre as proposi¢oes basicas, também a relagao que ha entre as
estruturas de cada uma dessas proposicoes. Isso fica claro quando percebemos que a pri-
meira premissa ¢ uma proposicao que guantifica tanto universalmente quanto existencialmente
sobre objetos, afirmando que, para #odos e quaisquer objetos x, y € g, se x estd entre y € 3,
e xnao esta ao lado de y, entao exisze um objeto w que esta entre x e y. E é apenas em fun-
¢ao de tal quantificacao, e do fato de a segunda e terceira premissas serem, por assim di-
zer, instancias de “x esta entre y e ¥ e “x nao esta ao lado de y”, respectivamente, que
podemos inferir a conclusio. Dessa forma, como a linguagem proposicional é incapaz
de representar a estrutura interna de uma proposi¢ao basica, e consequentemente inca-
paz de efetuar tal movimento quantificacional, ela ndo pode servir de base para uma teo-
ria da inferéncia que contemple (2).
Como terceiro exemplo, compare os dois argumentos abaixo:
(3) Se Ricardo ¢ alto, entao Ricardo nio ¢ baixo.
Ricardo ¢ alto.
Nao ¢é o caso que Ricardo é baixo.

(4) Se alguém ¢ alto, entao alguém nao ¢é baixo.
Alguém ¢ alto.

Nao ¢é o caso que alguém ¢ baixo.
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Primeiro de tudo, (3) e (4) tém aparentemente a mesma estrutura légica. Isso impli-
ca que, como (3) é claramente um argumento valido, (4) também deve ser um argumento
valido. Mas diferentemente de (3), (4) parece encerrar algo extremamente desconcer-
tante: a partir de premissas verdadeiras, chega-se a conclusiao absurda, devemos admitir,
de que ndo existem pessoas baixas. Mas se nds aceitamos suas premissas e admitimos
que se trata de um argumento valido, entdo devemos também aceitar sua conclusao. Parece

entdo estarmos diante de algo como um paradoxo.

Felizmente uma inspe¢ao um pouco mais cuidadosa ¢ suficiente para nos mostrar
que tal paradoxo reside, na verdade, em uma ambiguidade em relacao ao uso que se faz,
no argumento (4), do termo “alguém”. Grosso modo, o “alguém” que aparece nos
enunciados que compoem (4) pode ser visto de duas maneiras diferentes. Primeiro, o
“alguém” do antecedente da primeira premissa pode ser visto semanticamente como
igual ao “alguém” da segunda premissa (como se referindo a mesma pessoa, digamos),
mas diferente do “alguém” do seu consequente. Este, por sua vez, seria interpretado se-
manticamente de forma idéntica ao “alguém” da conclusao. Isso pode ser representado

como segue:
(5) Se certo alguém ¢ alto, entao nao ¢ o caso que alguém é baixo.
Certo alguém ¢ alto.
Nao € o caso que alguém ¢ baixo.

Aqui, a primeira premissa afirma que o fato de haver um alguém especifico que seja
alto implica que ¢ falso que alguém (agora entendido de uma maneira irrestrita, se apli-
cando a todas as pessoas) é baixo. Obviamente essa proposi¢ao é falsa; consequente-
mente, N30 temos mais a obrigacdo de aceitar a conclusao de que nao é o caso que al-
guém ¢ baixo.

A outra interpretagao surge quando analisamos todas as ocorréncias de “alguém”
da mesma maneira, isto é, como se referindo a mesma pessoa:

(6) Se alguém ¢ alto, entdo nao ¢ o caso que este alguém ¢ baixo.
Alguém ¢ alto.
.. Naio € o caso que este alguém ¢ baixo.

Claramente aqui a primeira premissa ¢ totalmente aceitavel; mas agora sua conclu-
sa0 ja nao possui o carater paradoxal de (4).

O ponto que nos interessa aqui ¢ que a representacao de tais tipos de argumentos
em geral, e a resolucdo das ambiguidades deles resultantes em particular, depende, além
da capacidade de fazermos algum tipo de quantificagdao (como as que sao feitas com ex-

2 ¢

pressGes como “todos”, “alguns” e “nenhum”), também da possibilidade de represen-
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tarmos referéncias cruzadas, ou seja, de deixar explicito dentro do enunciado o escgpo,
por assim dizer, da quantifica¢ao (que as duas instancias de “alguém”, por exemplo, de-
sempenham ou nao o mesmo papel dentro do enunciado). Como ja deve estar ébvio

neste ponto, a lincuagem proposicional nao nos fornece tais recursos.
5 guag

Grosso modo, uma feoria da quantificagio é uma tentativa de incorporar em uma lin-
guagem logica tais recursos. Antes de qualquer coisa é necessario haver uma maneira de
representar objetos e as propriedades ou predicados que eles possuem. Por exemplo, se
quiséssemos representar o enunciado

(7) Ricardo ¢ alto.

terfamos de ter um simbolo para representar Ricardo e outro para representar a proprie-
dade de ser alto. Suponha que escolhéssemos o simbolo @ para realizar a primeira tarefa
e o simbolo P para realizar a segunda:

a: Ricardo;
P: ser alto.

Assim, (7) poderia ser representado como segue:

(7) P@@)
Aqui P(a) significa simplesmente que o objeto  possui a propriedade P. Represen-

tando a propriedade de ser baixo através do simbolo {0, o argumento (3) seria formaliza-

do como segue:

(3) P@)—>—=Q()
Pa)
—Q(1)

Essa nomenclatura, apesar de simples, permite-nos representar enunciados de for-
ma que sua estrutura interna seja explicitada; no caso da primeira premissa de (3), por
exemplo, isso significa deixar explicita certa relacdo légica entre as predicacdes de duas
propriedades especificas a um mesmo objeto. Assim, uma teoria da quantificagao pres-
supoe uma feoria da predicagao (no sentido légico do termo). Chamamos os simbolos P e
0, cuja fungio ¢ representar propriedades de objetos, de siwbolos predicativos.

Mas veja que até agora tudo o que temos sao simbolos para representar entidades
particulares, a saber, propriedades e objetos. Mas a primeira premissa de (4) (e de suas
variantes), por exemplo, ¢ um enunciado universal, referindo-se nao a um objeto espe-
cifico, mas a #odos os objetos; utilizando a interpretacao contida em (6), por exemplo, tal
premissa pode ser lida como significando que, para #oda e qualquer pessoa, se essa pes-
soa ¢ alta, entdo ela nao ¢ baixa. Para dar conta desse tipo de enunciado, o que ¢ basica-
mente o objetivo de uma teoria da quantificacdo, precisamos de simbolos cuja referén-
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cia ou valor semantico seja um objeto, mas tal que nao esteja definido que objeto é esse.
Em outras palavras, em oposi¢ao a 2 que tem tal valor semantico constante e por isso
mesmo é chamado de um siwbolo constante (ou simplesmente constante), nos precisamos
de simbolos cuja referéncia nao seja fixa, mas varidvel, ou seja, precisamos de o que cha-
mamos de sizbolos varidveis (ou simplesmente variaveis). Por exemplo, supondo x ser

um tal simbolo,

®) PE)—>—-QX)
poderia ser usado para representar a primeira premissa de (4), estabelecendo assim uma
relagao logica entre os predicados P e 0, sem no entanto se referir a nenhum objeto es-

pecifico.

Veja, no entanto, que representando a primeira premissa de (4) simplesmente desta
forma, corremos o risco de novamente incorrer em ambiguidade. Primeiro, ha ambigui-
dade no que se refere a que tipo de quantificagao (8) deseja estabelecer. Por exemplo,
enquanto a primeira premissa de (5) significa algo como

(9) Se existe alguém alto, entdo nio é o caso que existe alguém baixo.

estabelecendo, portanto, o que podemos chamar de guantificacao existencial, a primeira
premissa de (6), conforme ja mencionamos, significa mais ou menos que

(10) Para todo alguém, se este alguém ¢ alto, entdo nao é o caso que ele ¢ baixo.

estabelecendo uma guantificagio universal. Segundo, ha ambiguidade no que se refere ao
escopo ou alcance, dentro da sentenca, destes quantificadores existenciais e universais.
Por exemplo, apesar de em (9) encontrarmos apenas a quantificagao existencial, ela apa-
rece em dois lugares distintos — no seu antecedente e no seu consequente — sendo nesse
caso duas quantificagoes existenciais diferentes, o que nos leva a inquirir se o alguém do

antecedente de (9) é o mesmo ou ¢ diferente do alguém de seu consequente.

Dessa forma, para representarmos adequadamente o aspecto de quantidade pre-
sente em certas proposicoes, temos que dispor, além dos simbolos variaveis, de simbo-
los que, primeiro, diferenciem entre a quantificacao universal e a existencial, e segundo,
estabelecam o alcance ou escopo da quantificagao. Isso ¢ feito com o auxilio de dois
simbolos: V e 3, chamados, respectivamente, de guantificador universal e quantificador exis-
tencial. Se oL ¢ uma sentenga qualquer e x é um simbolo variavel, Vxo e Ixa significam,
respectivamente, “para todo x o’ e “existe um x tal que a””. Por exemplo, com o auxilio

de tais simbolos, (9) e (10) seriam representados como segue:
) FIx(P()>—Ix(QX)
(10) Vx(P()—>=-Q(x))
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Enquanto que (9°) significa “se existe um x tal que P(x), entao nao é o caso que exis-
te um x tal que Q(x)”, (10°) significa “para todo x; se P(x) entdo nao é o caso que Q(x)”.
Assim temos bem clara a distingao de que, enquanto na primeira proposi¢ao temos uma

quantificagdo existencial, na segunda temos uma quantificagao universal.

Em segundo lugar, através do uso dos parénteses podemos delimitar o escgpo dos
quantificadores V e 3. Por exemplo, enquanto em (9°) o escopo do primeiro quantifica-
dor existencial ¢ P(x) e o do segundo ¢ Q(x), em (10°) o escopo do quantificador univer-
sal ¢ toda a proposicao P(x)>—Q(x). Isso deixa explicita a diferenca existente entre (9)
e (10), a saber, que enquanto (9) estabelece a falsa ideia que a existéncia de alguém alto
implica que nao existe ninguém baixo, (10) diz simplesmente que, para toda e qualquer
pessoa, se essa pessoa ¢ alta, entao ela nao ¢ baixa. Com isso podemos entender bem a
diferenca entre os argumentos (5) e (6):

(5) Ix(P)—>—Ix(QX)
Fx(P())
—3x(QX)

(6) Vx(PE—>—Q)
Ix(P)
Ix(-QE)

Aqui, além da diferenca formal entre (9°) e (10’), temos uma diferenga crucial entre
as conclusoes dos dois argumentos: enquanto a conclusao de (6°) diz simplesmente que
existe um alguém que nao ¢ baixo, a de (5°) afirma que ninguém ¢ baixo.

Em terceiro lugar, V e 3 sio sempre usados seguidos de uma variavel. Para ver a ne-
cessidade disso, considere como formalizarfamos o argumento (2):

(2) Se um objeto esta entre um segundo e um terceiro objeto, mas nao esta ao lado do
segundo, entao ha um quarto objeto que esta entre o primeiro e o segundo obje-

to.
A cadeira esta entre a mesa e o armatio.
A cadeira nao esta ao lado da mesa.
.. Existe um quarto objeto que esta entre a cadeira e a mesa.

Diferentemente dos exemplos formalizados até agora, (2) contém termos como
“ao lado de” e “entre” que, apesar de se referirem sem sombra de ddavidas a proprieda-
des de objetos, seriam mais precisamente descritos como designando relagies entre obje-
tos. Assim, por exemplo, o termo “ao lado de” em “A cadeira ndo esta ao lado da

mesa”, designa o fato de a cadeira nao possuir uma determinada relagdo com a mesa.
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Dessa forma, para representarmos (2) precisarfamos, além de simbolos constantes que

representem a cadeira, a mesa e o armario:
b: cadeira;
C: mesa;
d: armario;
também de o que podemos chamar de siwbolos relacionais:
R: estar ao lado de;
S: estar entre.

Aqui, o simbolo relacional R aplicado aos simbolos constantes 4 e ¢ —R(b,c) — signi-
ficaria algo como “b esta ao lado de ¢”; ja S(b,c,d) significaria “b esta entre c e d”. E digno
de nota que, de acordo com esse formalismo, simbolos predicativos sao nada mais do
que tipos especiais de simbolos relacionais: se chamamos de aridade o nimero de cons-
tantes ou variaveis que aparecem entre os parénteses em um simbolo relacional ou pre-
dicativo, um simbolo predicativo ¢ simplesmente um simbolo relacional de aridade 1.
Dessa forma, dizemos que o simbolo predicativo P, por exemplo, é um simbolo relacio-
nal unario (de aridade 1);ja Re S, tendo aridade 2 e 3, respectivamente, sao simbolos re-
lacionais binario e ternario. Continuando esse raciocinio, nao ¢é dificil de visualizar uma
situagdo na qual temos simbolos relacionais n-arios, onde 7 ¢ um numero qualquer
maior que 0.

Procedendo desta forma, (2) seria representado como segue:

(2)) VxVyVz(S(x,y,2)A—R(x,y)=>Iw(S(w,x,y)))

S(b,c,d)
—|R(b,C)
FwS(w,b,c)

Voltando entdo a necessidade de V e 3 terem sempre atrelados a si uma variavel, te-
mos na primeira premissa de (2°) quatro quantificadores, sendo que a variavel associada a
cada um deles refere-se 2 mesma variavel que aparece dentro do escopo do quantificador
em questao. Isso nos permite representar de forma explicita a leitura que demos para essa
premissa no inicio do capitulo: para todos e quaisquer objetos x; y € g, se xesta entre ye g e
x'nao esta ao lado de y, entdo existe um objeto » que esta entre x e y. O fato, por exemplo,
de que waparece ao lado de 3 nos permite concluir que a mesma variavel que aparece em
S(w,x,y) deve ser dada uma interpretagao existencial, e ndo universal, como ocorre com as
demais. E note que a posi¢ao das variaveis nos simbolos predicativos desempenha um pa-
pel fundamental: o fato de x aparecer primeiro em S(x,y,z) indica, por exemplo, que é o
elemento que esta entre y e g que nao esta ao lado de y (=R(x,y)).
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Essa linguagem que estamos informalmente apresentando aqui, que na verdade ja
foi usada por nés nos capitulos 1 e 3, é chamada de /Znguagen: de predicados de primeira or-
dem. A razao da qualificagao feita com a expressao “de primeira ordem” vem do fato de
que tanto a predica¢ao como a quantificagdo sao feitos exclusivamente sobre objetos.
Nao ha, por exemplo, a predicagdo ou quantificacio sobre propriedades, que seria ne-

cessaria, por exemplo, na representacao de
(11) Alexandre tinha todas as qualidades de um grande lider.

Ou ainda, nao ha predicacao ou quantifica¢io sobre propriedades de propriedades
que, por exemplo, a sentencga abaixo exigiria na sua formalizagao:

(12) De todas as virtudes cristas, a compaixao ¢ a mais bela.

Tais linguagens, que possuem predicacio e quantificagdo sobre propriedades, e pre-
dicagdo e quantificagao sobre propriedades de propriedades sio chamadas, respectiva-
mente, de linguagens de segunda e terceira ordem. Neste livro nos ateremos exclusiva-
mente a linguagem de predicados de primeira ordem.

Para finalizarmos essa introdug¢ao informal da linguagem de predicados de primeira
ordem, ¢ mister falarmos sobre uma quarta classe de simbolos nao légicos (em adic¢ao
aos simbolos constantes, variaveis e relacionais): os sizbolos funcionazs. Considere o
enunciado abaixo:

(13) O irmao do pai de Jodo ¢ seu tio.

Usando o glossario abaixo,

a: Joao;

P: ser pai de;

Q: ser irmao de;

R: ser tio de;
representarfamos (13) como segue:

(13) VxVy(Px)AQ(%y)>R(y,2))

No entanto, ¢ fato que existe apenas um objeto x tal que P(x,a), ou seja, existe ape-
nas uma pessoa que possui a propriedade de ser pai de Jodao. Assim, se dispuséssemos
de um simbolo que se comportasse como uma funcio, ou seja, que recebesse um ou
mais objetos como parametros e “retornasse” outro objeto, poderfamos representar
(13) de uma maneira ligeiramente diferente de (13’). Suponha que fseja um simbolo tal
que f(k) representa (ou “retorna”) o pai de #, onde £ ¢ um simbolo constante ou variavel.

Assim, poderfamos representar (13) como segue:

(137) VxVy(I(f@),)AQ(xy) =R (y,2))
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em que I significa “é idéntico a”, ou seja, I representa a relagao de identidade. Aqui, o que
(137) diz basicamente é que, para quaisquer x € , se x ¢ idéntico ao pai de 2 e x é irmao
de y, entdo y ¢ tio de a. Semelhantemente a simbolos relacionais, simbolos funcionais
também possuem aridade, correspondendo obviamente ao numero de parametros que
aparecem entre seus parénteses. No entanto, enquanto o valor semantico de P(x,y), por
exemplo, é verdadeiro ou falso, o valor semantico de f(a) é um objeto. Em outras pala-
vras, enquanto um simbolo relacional é, de um ponto de vista semantico, uma fungio que

retorna um valor de verdade, um simbolo funcional é uma fungio que retorna um objeto.

Considere outro exemplo:

(14) O pai da esposa de Joao é o seu melhor amigo.

Usando o glossario abaixo,

a: Joao;

f: pai de;

g: esposa de;

h: o melhor amigo de;

I: é idéntico a;
podemos representar (14) como segue:

(149) T(E(g(@)h(a)

Vejamos o (14°) diz. Primeiro temos a relacdo de identidade aplicada a dois termos
especificos: f(g(a)) e h(a). Assim o que (14°) diz ¢ que os objetos aos quais tais termos se
referem sao idénticos. E quem sao esses objetos? h(a) significa o melhor amigo de Joao;
ja f(g(a)) significa o pai de g(a); mas como g(a) significa a esposa de Joao, f(g(a)) referen-
cia o pai da esposa de Jodo. Assim, (14°) diz simplesmente que o pai da esposa de Joao é

idéntico a0 melhor amigo de Joao.

9.2 Definicdo da linguagem de predicados de primeira ordem

Apresentaremos nesta se¢ao a defini¢ao formal da linguagem de predicados de pri-
meira ordem. Come¢amos definindo a estrutura que contém os simbolos nao logicos

da linguagem, chamada nesse caso de o vocabulirio da linguagem:
DEFINIGCAO 3.1 Um vocabuldrio é uma quadrupla <I<C’I<V’I<F’I<R> em que:

(ii) K. ¢ um conjunto contavel de sinbolos constantes,

(iif) K, ¢ um conjunto contavel de simbolos varidveis,
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(iv) K, € um conjunto contavel de siwbolos funcionais
(v) K, ¢ um conjunto contavel de simbolos relacionars.

Associado a cada uekK UK h4 um nimero neN, n>0, chamado de aridade de x.
Chamamos os simbolos relacionais de aridade 1 de sibolos predicativos.

Dado um vocabulario qualquer, definimos o que chamamos de #er0, isto ¢é, aquelas
estruturas sintaticas que podem desempenhar a fun¢ao de parametros em simbolos re-
lacionais ou funcionais. De um ponto de vista semantico, um termo ¢é basicamente uma
estrutura sintatica cuja interpretacao é um objeto. De acordo com a explicagao informal
que demos na se¢ao anterior, apenas trés tipos de simbolos podem ser assim interpreta-
dos: um simbolo constante, um simbolo variavel ou um simbolo funcional seguido de
uma sequéncia de termos, que obviamente nesse caso desempenhariam o papel de para-
metros do simbolo funcional. Assim temos como segue:

DEFINIGCAO 3.2 Scja K:<K(‘,KV,KF,KR> um vocabulario. Um zermo de K é defini-
do como segue:

() SeceK, entio ¢ ¢ um termo de K;
(i) SexeK, entio x ¢ um termo de K;

(iii) Se £t sao termos de K e fe KF ¢ um simbolo funcional de aridade 7, entio
R ‘
f(tl,...,t ) ¢ um termo de K.
oy

De posse dessas duas nog¢oes, podemos definir formalmente a linguagem de predi-
cados de primeira ordem.

DEFINICAO 3.3 Seja K=<K K ,K_ K >um vocabulario. A /ingnagem de predicados
de primeira ordem (ou simplesmente linguagem de predicados ou linguagem de primeira
ordem) I sobre K ¢ definida como segue:

i) Se £t sao termos de K e REKR ¢ um simbolo relacional de aridade 7, entao
R(t],...,tn) eL];
(ii) Se ael , entio (mo) €L ;
(iii) Se o,BeL, entdo (anB)eL;
(iv) Se o,B€L , entdo (avB)eL ;
(v) Se o,BEL , entdo (a—>P)eL;
(vi) Se ael. e xeK | entio (Vxa)eL ;
1 A% 1

(vii) Nada mais pertence a L. .
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Apesar de aqui os itens (ii)-(v) serem praticamente idénticos aos da definigao 1.1,
em que ¢ definida a linguagem proposicional L, ha diferengas bastante significativas
entre as duas defini¢oes. Primeiro, o item (i), que é onde definimos as férmulas atomi-
cas de L1, permite que efetivamente facamos uso do vocabulario K. Assim, diferente-
mente do que acontece com LP, podemos representar a estrutura interna das proposi-
¢Oes elementares. Segundo, fazendo uso do quantificador universal e dos simbolos va-
ridveis, podemos, através de (vi), representar enunciados universais. E digno de nota
que, de acordo com a defini¢ao 3.3, o quantificador universal deve necessariamente
aparecer seguido de uma variavel. Conforme ja mencionamos, isso é necessario para
que seja precisado a que simbolos relacionais a quantificacao estda sendo aplicada.
Assim, a quantificacido propriamente dita ¢ feita nao por V apenas, mas por Vx. Por
conta disso, muitas vezes nos referiremos a Vx (onde x é uma variavel qualquer) como
um quantificador.

Semelhantemente ao que ocorre com a linguagem proposicional, a defini¢ao 3.3 re-
cebe como parametro uma estrutura com os simbolos nao légicos da linguagem, a sa-
ber, um vocabulario K. Assim, como podemos usar diferentes vocabularios em conjun-
¢ao com a defini¢ao 3.3, teremos, para cada um desses vocabularios, uma linguagem de
predicados diferente. No entanto, a semelhanca do que acontece com a linguagem pro-
posicional, qual desses vocabularios ¢ usado na definicao de L, ¢ irrelevante para o estu-
do que estamos realizando aqui. Assim, suporemos um vocabulario arbitrario K sendo
usado em conjunto com a defini¢dao 3.3, e nos referiremos a linguagem obtida a partir
daif simplesmente como linguagem de predicados de primeira ordem ou L,

Também de forma semelhante ao que fizemos na nossa exposi¢ao da linguagem
proposicional, podemos usar a defini¢io 3.3 para construir a arvore sintatica de uma
férmula da linguagem de primeira ordem. Por exemplo, a arvore da férmula

() Ix(P())>=Ix(QX)

sefia cCOmMo segue:
.
dx -

P(x) Ix
Q)
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Jaaarvore de

(13) VxVy(PE)AQy)—>R(y,2))

sefia cOmo segue:

Vy
|
: R(53)
/ N\
P(xa) Qxy)
Como ¢ de se esperar, as defini¢des das nog¢oes de alfabeto, simbolo l6gico, etc. e de

subférmula na linguagem de predicados sao bastante similares as que demos no capitu-

lo 3 para as nogdes correspondentes da linguagem proposicional:

DEFINIGCAO 3.4 Chamamos o conjunto Alz{—|,/\,v,—>,‘v’}u{(,)}UKCUKVUKFUKR
de o alfabeto de L, sendo os membros de {—=,A,Vv,—,V'} chamados de simbolos ligicos de
L,osde K UK UK UK, chamados de simbolos nio ligicos de L. , e os membros de {O)}

de simbolos de pontuacao.

DEFINICAO 3.5 Seja ¢ €L, uma férmula da linguagem de primeira ordem.
(i) ¢ é uma subférmula de @;

(i) Se @ = (=), entdo o é uma subférmula de @;

(iii) Se @ = (Vx), entdo o ¢ uma subférmula de @;

(iv) Se @ = (anP), entio a e B sao subférmulas de @;

(v) Se @ = (avp), entio a e B sao subférmulas de @;

(vi) Se @ = (a—>P), entdo o e B sao subférmulas de @;

(vii) Se o é uma subférmula de @ e B é uma subférmula de o, entdo B é uma subfor-

mula de o.

E digno de nota que definicées como a definicio 3.5 acima tém basicamente o pro-
posito de, dado um tipo especifico de entidade sintatica, precisar quais desses tipos
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compdem uma dada férmula. Por exemplo, uma caracteristica essencial da defini¢ao
3.3 é que, entre outras coisas, podemos, através dela, construir férmulas da linguagem
de predicados a partir de outras férmulas da linguagem de predicados. Assim, por
exemplo, o item (v) nos diz que se (P(x,)AQ(x,y)) e R(y,a) sdo formulas de L , entdo
(PE)AQ(x,y))>R(y,2)) também ¢ uma formula de L. Assim, como (P(x,2)AQ(xy)) e
R(y,a) sdo, além de componentes de (13), também eles mesmos férmulas de I, nada
mais justo do que classifica-las como subférmulas de (13”).

Mas veja que, diferentemente da linguagem proposicional, existe outro tipo nao 16-
gico de entidade sintatica que participa na composicio de uma férmula: os termos. E,
por exemplo, a partir de termos que construimos as férmulas atdmicas da linguagem
proposicional (item (i) da defini¢ao 3.3). Mas semelhantemente a férmulas, termos tam-
bém podem ser formados a partir de outros termos. Assim, teremos uma nogao corres-

pondente a de subférmula para termos: a nogao de subterno.

DEFINICAO 3.6 Seja #um termo qualquer de K.

(i) #¢é subtermo de #

(i) Set = f(tl,...,tn), €ntao t,...,t sao subtermos de t.

(iii) Se t’ é subtermo de t” e t” ¢ subtermo de t, entdo t’ subtermo de t.

A partir das defini¢des 3.5 e 3.6 podemos entio definir a noc¢ao de subexpressio de

uma formula:

DEFINICAO 3.7 Seja o€l uma foérmula da linguagem de primeira ordem. Defini-

mos a no¢ao de subexpressao de como segue:
(i) o ¢ subexpressao de o
(i) Se a = R(t

$40 termos, entao t ...t sao subexpressoes de o;
n

t ), em que REKR é um simbolo relacional de aridade 7 e € peenst
1 n

eI

(iii) Se @ ¢ um subtermo de o, entao ¢ ¢ uma subexpressao de ;
(iv) Se @ ¢ subférmula de a, entdo @ ¢ subexpressao de o;
(v) Se p é subexpressao de G e G é subexpressio de a, entdo p é subexpressao de a.

A titulo de exemplo, segue abaixo a lista de subexpressdes (com a qualificagao de
serem subférmulas ou subtermos) das férmulas (137) e (14):

(137) VxVy(I(f@).n)AQ(x.y) =R (y:2)
1. VxVy(I(t(a),) ANQxy) =R (y,2)) subférmula
2. Vy(A(f(2),y) AQx,y)—>R(y,2)) subférmula
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3. 1(f(2),y) AQ(x,y) >R (y,a) subférmula (também de 2)

4. 1(f(2),y) AQ(x,y) subférmula (também de 3 e 2)
5.R(y,a) subférmula (também de 3 e 2)
0. 1(f(a),y) subférmula (também de 4, 3 ¢ 2)
7. Q(x,y) subférmula (também de 4, 3 ¢ 2)
8. f(a) termo
9.2 termo (também subtermo de 8)
(149) T((g(@)h(a)

1. I(f(g()),h(a)) subférmula

2. h(a) termo

3. f(g(a)) termo

4. o(a) termo (também subtermo de 3)

5a termo (também subtermo de 4 ¢ 3 (e 2))

Como o leitor ja deve ter notado, estamos desde o inicio deste capitulo utilizando o
mesmo procedimento de abreviagio de parénteses que introduzimos no capitulo 3 com
relagao a linguagem proposicional. Para tornar tal procedimento explicito, seguem abai-
x0 as regras de abreviagao de parénteses que usaremos na linguagem de predicados. Seja

@€l uma formula da linguagem de predicados:
REGRA 1 Os parénteses mais externos de ¢ podem ser omitidos;

REGRA 2 Os parénteses mais externos de uma subférmula de @ podem ser omiti-
dos caso o uso da seguinte ordem de precedéncia entre conectivos seja capaz de restau-
rar o sentido original da férmula:

1. > (menor precedéncia)
2. N,V (precedéncia intermediaria)
3.4,V (maior precedéncia)

O leitor também deve ter notado que nao ha na definicao 3.3 nenhuma referéncia
ao quantificador existencial que mencionamos na se¢ao passada. Isso pode parecer pa-
radoxal, pois naquela se¢ao falamos de tal quantificador como tendo igual importancia
representacional a do quantificador universal V. A razao de tal omissao é que o quantifi-
cador existencial pode ser facilmente introduzido de forma derivada a partir do quanti-
ficador universal e da negagao. Por exemplo, dizer que

(15) Duendes existem.

¢ trivialmente o mesmo que dizer que
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(16) Nao é o caso que toda entidade existente nao possui a propriedade de ser um
duende.

Em outras palavras, (15), que claramente contém uma quantifica¢do existencial e

pode ser representado como

(15) Ix(P())
em que P significa “ser duende”, pode ser representado de forma equivalente como

(16)) =Vx(—P(x)).

Assim, podemos dizer que —Vx(—P(x)) diz exatamente a mesma coisa que
Ix(P(x)). Generalizando entao, podemos, utilizando o recurso de abrevia¢Ses introdu-
zido no capitulo 3, definir Ixa simplesmente como uma abrevia¢ao para —Vx—ao. Se-
gue abaixo tal defini¢ao, a qual ¢ antecedida pela defini¢ao do bicondicional, que tam-
bém usaremos na apresentagao de férmulas da linguagem de primeira ordem:

DEFINICAO 3.8 Sejam a,B€Ll duas formulas quaisquer e xeK uma varidvel
qualquer. Definimos os simbolos derivados <> e 3, significando, respectivamente, a du-

pla implicacao ou bicondicional e o guantificador existencial, como segue:
() (@OB) £ (@>PAB-w);
(i) @xo) € (=(Vx(—a))).
Mas agora que dispomos de dois simbolos derivados, 3 e <>, os quais serao extensi-

vamente usados por nds, teremos, a semelhanc¢a do que fizemos no capitulo 3, que re-
formular a nossa segunda regra de abreviagao de forma a contemplar tais simbolos:

REGRA 3 Os parénteses mais externos de uma subférmula de ¢ podem ser omiti-
dos caso o uso da seguinte ordem de precedéncia entre conectivos seja capaz de restau-
rar o sentido original da férmula:

1. =,<> (menor precedéncia)

2.A,V (precedéncia intermediaria)

3.—,V,3 (maior precedéncia)

Para finalizar esta se¢do, vejamos como seria utilizada formalmente a nogao de es-
copo, mencionada por nés na se¢ao anterior, para falar sobre o alcance, por assim dizer,
da quantifica¢ao em um enunciado. Como € facil de ver, de um ponto de vista formal, o
escopo de um quantificador Vx ou Ix é nada mais do que a férmula que esta sendo por

ele quantificada:
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DEFINICAO 3.9 Seja o€, uma formula da linguagem de predicados. Se (Vx@) é

uma subférmula de a, dizemos entao que @ é o escopo de Vx em o

Por exemplo, em (9°) abaixo, enquanto o escopo do primeiro Ix é P(x), o escopo do

segundo Jx ¢ Q(x):

(9) Ix(P)—>=IQX)
Jaem (10°), o escopo de Vx ¢ toda a férmula P(x)—=>Q(x):

(10) Vx(Px)—>Q()
Veja que como 3 ¢ obtido derivadamente a partir de V (defini¢do 3.8), nao precisamos,
na definicao 3.9, de uma definigao separada do escopo de quantificadores existenciais.

De posse do conceito de escopo de um quantificador, podemos definir a ideia de

uma variavel ser /vre ou /igada em uma dada térmula:

DEFINICAO 3.10 Seja o€l uma férmula da linguagem de predicados e xeK uma
variavel qualquer. Se toda ocorréncia de x aparece dentro do escopo de um quantificador
Vx em @, dizemos que x ¢ /igada em o. Caso contrario, dizemos que x é /Zvre em QL.

Tome (8), por exemplo:

®) Px)—>—-Qx)

Aqui, como x nao aparece dentro do escopo de nenhum quantificador (simples-
mente porque nao ha quantificadores em (8)), dizemos que x ¢ livre em (8). No entanto,
se colocarmos um quantificador no inicio de (8) e obtivermos (10°),

(10) Vx(P(x)—>—-Q(x)
teremos agora que x ¢ ligada em (10"), pois duas ocorréncias suas aparecem dentro do
escopo de Vx em (10%). Como (10°) ndo possui nenhuma variavel livre, dizemos que ela

é uma férmula fechada.

DEFINICAO 3.11 Seja a.€L. uma férmula da linguagem de predicados. Dizemos
que o ¢ uma férmula fechada sss nao existe nenhum XEKV tal que x ¢ livre em a. Caso

contrario, dizemos que o ¢ uma férmula aberta.

A possibilidade de construirmos, na linguagem de predicados, férmulas abertas
como (8) —na verdade precisamos das férmulas abertas para chegar as férmulas fecha-
das (item (vi) da defini¢ao 3.3) — é algo que nao encontra uma contrapartida em lingua-
gem natural. Na verdade, em um sentido muito importante, formulas abertas carecem
de inteligibilidade. No entanto, vemos que férmulas abertas, como as duas expressoes

abaixo, sdo encontradas com bastante frequéncia em matematica:
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(17) x+y=y+x

(18) x+y=10

Entretanto, apesar de (17) e (18) serem efetivamente abertas no sentido que esta-
mos aqui usando o termo, ha o que podemos chamar de uma interpretagao padrao im-
plicita na pratica matematica que as torna fechadas e, portanto, inteligiveis. Por exem-
plo, quando escrevemos algo como (17) estamos claramente afirmando que, para quais-
quer dois numeros, a soma do primeiro com o segundo ¢ igual a soma do segundo com
o primeiro. Em outras palavras, implicitamente interpretamos (17) universalmente. Ja
em (18) o que estamos afirmando é que existem dois nimeros tal que a soma deles é
igual a 10. Assim, (18) ¢ implicitamente interpretado de um ponto de vista existencial.

No sistema légico que é o foco do nosso estudo nesta unidade —a /dgica clissica de pre-
dicados de primeira ordem, ou simplesmente /dgica de predicados — também se adota um proce-
dimento semelhante. Primeiro, no calculo classico de predicados de primeira ordem
(que veremos no capitulo 11) pode-se optar, utilizando os recursos inferenciais do cal-
culo, por uma das duas “interpretacées”. A diferenca em relagdo a pratica utilizada, por
exemplo, em aritmética, é que tal interpretacdo é explicita. Por exemplo, uma das regras

de inferéncia que usaremos no capitulo 10 é
(18) o / Vxa

que diz basicamente que a partir de uma férmula como (8), por exemplo, podemos infe-
rir Vx(P(x)—=>—Q(x)). Assim, férmulas abertas sdo interpretadas universalmente no cal-
culo de predicados. Como veremos no préximo capitulo, o mesmo acontece na defini-
¢ao semantica de satisfatibilidade em um modelo. No entanto, para chegarmos a tal no-
¢do, passaremos por uma concepeao de satisfatibilidade que utiliza explicitamente uma
atribui¢ao de valores para as variaveis, aproximando-se, portanto, de uma interpretacao
existencial.
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9.3 Exercicios propostos

1. Enumere as limitagdes da linguagem proposicional que a impedem de funcionar como
uma teoria da quantificagao e da predicagao.

2. Supondo o mesmo vocabulario arbitrario K utilizado por nds neste capitulo (suposicéo
esta que vale também para as demais questdes abaixo), use a definigdo 3.2 para mos-
trar que cada uma das expressoes abaixo € um termo de K, explicitando a aridade de
cada um dos simbolos funcionais usados.

a. x

b. f(x)

c.a

d. g(a,f(a))

e. f(g(f(x).g(a.f(x))))

3. Diga, utilizando a definigéo 3.3, se as seguintes expressdes pertencem ou ndo a lingua-
gem de predicados de primeira ordem. Nao leve em conta nem a convengéao de abrevia-
¢éo de parénteses nem as abrevia¢des da definigéo 3.8.

a. vx,y tal que x,yeN, x+y=y+x

b. (P(x)—>(vy(P(y)—>Q(a.y))))

¢. (=P(Xx)-R(x,f(g(x,y))))

d. (=(=(P(f(x))—>Q(f(f(a))))

e. (Vx(Vy(3zP(a))))

f. Aw(P(X)—>(vx,yQ(y))))

g. P(@a)=(vx—P(y))

h. (~(vx(vy(P(y.a)vR(y,y.y)))—(3z(P(z,a)>R(z.z,a))))

4. O que ha de errado com as expressoes abaixo? (Considere as regras de omissao de pa-
rénteses.)

a. f(a,g(f(x)))
b. IX(P(X)>Vy(=P(y)vQ(X,y)—>VzV¥xQ(z,x)))
c. Vxvy(Q(x,a)—>P(x)vQ(a))
5. Mostre quais formulas podem ser construidas colocando-se parénteses nas expressoes
abaixo:
a. VxP(x)—»>—Q(x)
b. IxP(x,y)v—Q(x)AP(a,b)
¢. =—P(X)—>VxP(x)
d. Vx—=3y—P(x,y)—>P(y,x)
6. Usando as regras de omissao de parénteses, elimine a maior quantidade possivel de pa-
rénteses das formulas abaixo:
a. (Vx(P(x)vQ(a,x)))—>(3y(VxP(x))))
b. (BxP(x.y)V((-Q(x))AP(a,b)))
C. (=(Vx(=Ey(=P(x.y)))))
d. P(f(g(a,h(f(h(a))))).z.9(a.f(x)))
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7. Utilizando as regras de omissao de parénteses e a definigao 3.8, restaure cada uma das
férmulas abaixo a sua forma original ndo abreviada:
a. Ix=3AyP(x,y)
b. VxP(x)—3y(P(y)vR(y,h(a)))
c. VXP(xX)eVy(Q(y,x)v=P(f(x)))
d. FyIx—(Q(x,y)v—Q(Y,X))

8. Construa a arvore sintatica de cada uma das férmulas da questédo 3 que pertencem a lin-
guagem de predicados, bem como das férmulas das questdes 5,6 e 7.

9. Liste todas as subexpressodes das formulas das questdes 5, 6 e 7, dizendo, para cada
uma das subexpressoes, se se trata de uma subférmula ou de um subtermo.

10. Utilizando as defini¢des 3.9-3.11, identifique, para cada uma das férmulas abaixo, o es-
copo de cada um de seus quantificadores, quais variaveis sao livres e quais sao ligadas,
e se se trata de uma férmula aberta ou fechada (considere as regras de omissao de pa-
rénteses).
a. VxP(x)—>—Q(x)
b. Ix(VyP(x,y)v—Q(x))AP(a,b)
c. VxP(x)—>3y(P(y)vR(y,h(a)))
d. =——P(x)—>VxP(x)
e. Vx—3y—3z(P(x,y,z)—>—P(z,y,x))
f. IX(P(X)>Vy(=P(y)vQ(X,y)—>VzVwQ(z,w)))

9.4 Exercicios de analise logica

1. Traduza para a linguagem de predicados de primeira ordem os enunciados abaixo usan-
do o seguinte glossario:
Glossario
P: ser louco;
Q: ser légico;
R: ser feliz;
S: gostar de logica;
T: praticar yoga;
a. Alguém é louco.
b. Ninguém é louco.
c. Todos sao loucos.
d. Todo légico é louco.
e. Nenhum légico é louco.
f. Alguns logicos sao loucos mas felizes.
g. Todos os légicos sao loucos ou felizes.
h. Existem pessoas que nao gostam de ldgica e sao felizes.
i. Os logicos que praticam yoga nao sao loucos.
j- Quem pratica yoga ou é louco ou é légico.
k. Nem todo louco é ldgico.
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I. Nem todas as pessoas gostam de ldgica.
m. Quem nao gosta de ldgica € louco.
n. Um légico que nao gosta de logica é louco.
0. Os loucos séo felizes.
p. Apenas os loucos sao felizes.
g. Quem néo gosta de légica ou é louco ou ¢ infeliz.
r. Todos os logicos loucos séao felizes.
. Traduza para a linguagem de predicados de primeira ordem 0s enunciados abaixo
(usando um glossario com os simbolos usados).
a. O pai de minha esposa é meu sogro.
b. Todo homem é mortal.
c. Nem todo passaro voa.
d. Homens sdo mamiferos e tomates sédo vegetais.
e. O irmao da esposa de Jodo é seu cunhado.
f. Todo politico é desonesto.
g. Ainda existem politicos honestos.
h. Quem vota em politico desonesto engana a si mesmo.
i. Toda pessoa ama alguém
j. Toda pessoa é amada.
k. Nao ha quem seja amado por todas as pessoas.
|. Jodo ama Maria, que ama Antbénio, que ama Ana, que ndo ama ninguém.
m. Quem ama a quem néo lhe ama ¢ infeliz.
n. Quem ndo se ama ndo ama ninguém.
0. Quem ama a quem lhe ama, ama a si mesmo.
p. Nenhum barbeiro barbeia a si mesmo.
g. Todo barbeiro s6 barbeia a quem nao se barbeia.
r. Um barbeiro que so6 barbeia a quem n&o barbeia ninguém n&o barbeia a si proprio.
s. Nao existe um conjunto que contenha a si préprio.
t. Quem com ferro fere com ferro sera ferido.
u. O pai de Pedro é mais novo que o seu tio que mora em Joao Pessoa.
v. Jamil admira a cunhada de seu sogro que mora em Fortaleza.
w. Todo pai ama os seus filhos.
x. Alguns filhos ndo amam os seus pais.
y. De nada vale a vida de um homem que vive a vida envolvida na vida de uma mulher da
vida.
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10
Semantica da logica de predicados

10.1 Modelo e denotacao

Na sec¢ao 4.4 do capitulo 4, mostramos como interpretar semanticamente as férmu-
las da linguagem proposicional. Mais especificamente, definimos as nogoes de #odelo e
satisfatibilidade para a l6gica classica proposicional. De posse dessas nogoes, pudemos
usar a defini¢do 1.7 para conceitualizar a no¢ao de consequéncia logica de tal 16gica.
Nosso proposito neste capitulo ¢ fazer algo semelhante para a légica classica de predi-
cados de primeira ordem. Em outras palavras, queremos definir as no¢des de modelo e
satisfatibilidade da légica de predicados e assim poder usar as definicGes dadas na se¢ao
4.3 para obter as nog¢oes de tautologia, contradi¢ao, contingéncia, equivaléncia semanti-
ca e, obviamente, a nogao de consequéncia ligica da 16gica classica de predicados.

No entanto, nossa tarefa aqui sera um pouco mais complexa do que a que demos
cabo no capitulo 4. Primeiro, a estrutura das formulas atomicas da linguagem de predi-
cados é bem mais complexa do que a da linguagem proposicional. Como sabemos, a
ideia basica de um modelo ¢ fixar semanticamente os simbolos nao légicos da lingua-
gem de forma que suas férmulas atomicas tenham um valor de verdade. Assim, a estru-
tura de modelos tera que levar em conta qualquer complexidade que eventualmente as
térmulas elementares de uma dada linguagem tenham. Segundo, a linguagem de predi-
cados possui um novo tipo de férmulas: as férmulas universais que se utilizam de quan-
tificadores. Naturalmente, a defini¢io da nogao de satisfatibilidade para a l6gica de pre-
dicados tera que considerar também esse novo tipo de férmula.

Seguindo o modelo de apresentagao usado até agora, tentaremos dar, nesta segao,
uma ideia intuitiva do aparato conceitual necessario a avaliagao semantica das férmulas
dalinguagem de predicados de primeira ordem. Apods isso, na proxima se¢ao, introduzi-
remos formalmente as no¢oes de modelo e satisfatibilidade na l6gica de predicados. Na
verdade, alguns dos elementos-chave desse aparato conceitual ja foram introduzidos na
se¢ao 9.1, quando, na tentativa de explicar informalmente os principios basicos da lin-
guagem de predicados de primeira ordem, fizemos uso de alguns conceitos semanticos
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importantes. Dissemos, por exemplo, na segao 9.1, que um simbolo constante referencia
ou denota um objeto. Por exemplo, na tentativa de representar formalmente o enunciado

(1) Ricardo ¢ alto.

utilizamos os simbolos e P de acordo com o seguinte glossario:
a: Ricardo;
P: ser alto;

de tal forma que (2) abaixo foi apresentado como a representac¢ao de (1) na linguagem

de predicados:
(2) P(a)

Apesar de o que chamamos acima de glossario ser nada mais do que a por¢ao de um
texto escrito em portugués, claramente ele tem como objetivo estabelecer de alguma
forma uma relagao entre uma entidade linguistica especifica pertencente a uma lingua-
gem particular, a saber, o simbolo constante # da linguagem de predicados de primeira
ordem, e uma entidade concreta, pertencente ao mundo real, no caso o ser humano au-
tor deste livro que ¢ referenciado em um contexto particular pela expressao “Ricardo”.
Assim temos um movimento tipicamente sezzintico, isto é, um movimento visando rela-
cionar a linguagem com o mundo, no caso especifico de (2), dizer para um dado ele-
mento da linguagem L que cle significa ou derofa um objeto fisico especifico.

Dessa forma concluimos que a primeira coisa da qual precisamos para avaliar se-
manticamente as férmulas da linguagem de predicados é uma maneira de estabelecer,
para todo simbolo constante de L , uma rela¢o de denotagio entre tais simbolos e certos
objetos. Mas veja que antes de fazermos isso é necessario que saibamos de que classe ou
conjunto de entidades tais objetos serdao selecionados. Em outras palavras, é necessario
que tenhamos a0 nosso dispor um conjunto ou dominio de objetos a partir do qual as de-
notacOes das nossas constantes serao selecionadas. Dessa forma, o que temos até agora
chamado de objetos serdo necessariamente elementos pertencentes a um conjunto do-
minio D.

E o que dizer dos simbolos relacionais? Que um simbolo constante® deve denotar
um objeto ¢ algo mais ou menos 6bvio. Mas como analisar de um ponto de vista seman-
tico um simbolo que tem, de um ponto de visto pré-tedrico, a intengao de representar
propriedades e relagdes? Considerando que ja temos ao nosso dispor um conjunto de
objetos D, a maneira mais facil de responder essa pergunta ¢é dizer que um simbolo pre-

60. Que, como a nossa exposicao informal do capitulo anterior ja deixou transparecer, funciona mais ou menos
como um nome préprio da linguagem natural.
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dicativo, por exemplo, significa simplesmente um subconjunto especifico de D. Em
outras palavras, a denotagao do simbolo predicativo P acima, por exemplo, seria, de
acordo com essa ideia, um subconjunto especifico de D, a saber, o conjunto dos ele-

mentos de D que satisfazem a propriedade de ser alto.

Isso ¢ o que podemos chamar de uma analise exzensional de um predicado: ao invés
de responder a pergunta “O que significa ser alto?” dando, por exemplo, os critérios
que uma pessoa deve satisfazer para possuir tal propriedade, simplesmente fornece-se a
extensao de tal predicado, ou seja, o conjunto de todas as pessoas altas. O mesmo se
aplica a propriedades como “ser amarelo”, “ser brasileiro” e “ser mamifero”; de um
ponto de vista extensional, o significado de tais expressoes ¢, respectivamente, 0 con-
junto de todas as coisas amarelas, o conjunto de todos os homens que possuem a cida-
dania brasileira, e o conjunto de todos os mamiferos. A peculiaridade da analise extensio-
nal que adotaremos aqui ¢ que o significado de um simbolo predicativo tem de ser ne-
cessariamente um subconjunto de D.

Juntando isso com o que dissemos sobre o significado de constantes, é facil imaginar
entao como iremos avaliar semanticamente enunciados como (2), ou, em outras palavras,
como iremos dar cabo a tarefa de dizer se (2) ¢ verdadeiro ou falso. Trivialmente, se  deno-
ta um objeto pertencente a D, e P referencia um subconjunto de D significando exatamente
aqueles objetos que possuem a propriedade expressa por P, entido P(a) é verdade se e so-
mente se a denotagdo de « pertence a tal subconjunto. Apesar de tal ideia fazer referéncia
apenas a simbolos relacionais de aridade 1 (ou seja, simbolos predicativos) e férmulas ato-
micas compostas por tais simbolos, ¢ facil de ver como ela pode ser estendida a simbolos re-
lacionais de aridade maior de 1. Considere, por exemplo, os enunciados abaixo:

(3) A cadeira esta ao lado da mesa.
(4) A cadeira esta entre a mesa e 0 armario.
que foram traduzidos para a linguagem de predicados no capitulo anterior como
(5) R(byo)
(6) S(b,c,d)
de acordo com o seguinte glossario:
b: cadeira;
C: mesa;
d: armario;
R: estar ao lado de;

S: estar entre.
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Sendo um simbolo relacional de aridade 1, de acordo com essa visao, nada mais que
um conjunto de individuos, uma defini¢ao extensional de um simbolo relacional de ari-
dade 2, por exemplo, seria simplesmente um conjunto de pares de individuos <p,c>,
onde p e ¢ sdo elementos de D. Assim, R, por exemplo, teria como seu significado um
conjunto composto por todos e apenas todos os pares de objetos <p,6> tal que p esta
ao lado de o, de forma que (5) € verdade se ¢ somente se <p,,G > pertence a tal conjun-
to, onde p, ¢ o objeto denotado por b e G_¢ o objeto denotado por . Similarmente, o
significado de um simbolo relacional de aridade 3, como S, por exemplo, seria o conjun-
to de todas e apenas todas as triplas <p,5,0>, sendo p,6,0€D tais que o objeto p esta
entre os objetos 6 e L. Dessa forma, (0) é verdade se e somente se <p,,0,L > pertence a
tal conjunto, onde p, ¢ o objeto denotado por b, G_¢ o objeto denotado por ce v € 0
objeto denotado por d.

Generalizando entao essa ideia, temos que o significado de um simbolo relacional R
qualquer é um subconjunto de D”, em que # é a aridade de K, e D" é o n-produto cartesia-
no de D, ou, equivalentemente, o conjunto de todas as n-tuplas formadas a partir dos
elementos de D; e R(tl, st )€ verdade, onde t, ..., t_s40 72 termos, s e somente se
an-tupla <G, ..,0 >, onde G ¢a denotacio de t,0,¢a denotacio de t,. €O éade-
notagio de t , pertence a tal subconjunto de D",

Veja que até agora s6 falamos sobre a denotacao de um tipo especifico de termo, a
saber, simbolos constantes. No entanto, como a definicao acima do valor semantico de
R(t,

dos outros elementos sintaticos usados na formacao de termos, a saber, simbolos funcio-

..., t ) bem deixa transparecer, precisamos também falar a respeito da denotagao
1’

nais e simbolos variaveis. Considere a expressao abaixo:
(7) O pai da esposa de Joao.
Conforme vimos no altimo capitulo, (7) seria traduzido para a linguagem de predi-

cados como segue:

8) f(g@)
em que fe g sido simbolos funcionais significando, respectivamente, “o pai de” e “a es-
posa de”, e 2 ¢ um simbolo constante significando Jodo. Ja sabemos que, de um ponto
de vista formal, « denota um elemento de D; mas como g(a) significa intuitivamente a
esposa de Jodo, que é um objeto da mesma forma que Jodo é um objeto, entdo g(a) deve
também denotar um elemento de D, o mesmo valendo para f(g(a)). Mas entdo qual se-
ria, de um ponto de vista formal, o significado de fe g

De acordo com a exposi¢ao intuitiva que temos feito até agora, podemos segura-
mente dizer que o significado de fe gdeve ser algo que “recebe” um objeto como para-
metro e “retorna’” outro objeto. No caso de gem (8) acima, o objeto parametro setia a
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denotagao de 4, ou seja, Jodo, e o objeto retornado, que seria a denotacdo mesma de
g(a), seria a esposa de Jodo; ja no caso de fo objeto parametro seria a denotagao de g(a),
ou seja, a esposa de Joao, e o objeto retornado o pai da esposa de Jodo que, no caso, po-
derfamos tomar como sendo a denotacio de f(g(a)). Isso obviamente nos leva a concluir
algo que ja mencionamos no capitulo anterior: que fe g significam ou sdao, de um ponto
de vista semantico, fungdes que associam elementos de D a elementos de D.

Isso reflete perfeitamente, devemos admitir, a compreensao intuitiva que temos de
expressoes insaturadas como “o pai de ...”, em que, a0 substituirmos as reticéncias pela
designacao de um objeto qualquer, como “Joao”, por exemplo, obtemos uma
representacao para um outro objeto, no caso a expressao “o pai de Joao”, que designa
um objeto especifico, a saber o pai de Jodo. Assim, a expressao “o paide ...”, ou seu cor-
relato formal f; significa uma associa¢ao especifica que se pode fazer entre elementos de
D, ou seja, uma funcao da forma: D—D. Generalizando isso para simbolos funcionais
de qualquer aridade, o significado de um simbolo funcional de aridade 7 é uma funcao
que associa n-tuplas de elementos pertencentes a D a elementos de D ou, de uma ma-
neira mais formal, uma funcdo da forma: D"—D.

Resumindo entdo o que concluimos até agora, temos que, para avaliarmos semanti-
camente férmulas da linguagem de predicados de primeira ordem, precisamos de qua-
tro itens: (1) um conjunto nao vazio de objetos D chamado de dominio; (2) uma maneira
de associar a cada simbolo constante ¢ um objeto de D chamado de denotagao de ¢ (3)
uma maneira de atribuir, para cada sizbolo relacional R de aridade 7, um conjunto de
n-tuplas de elementos de Dj; e (4) uma maneira de atribuir, para cada sizbolo funcional fde
aridade # uma func¢ao da forma: D"—=D que associa cada n-tupla de objetos de D a um
objeto de D. Esses quatro itens acima compdem o que chamamos de um zodelo na 16gi-
ca de predicados de primeira ordem, ou seja, o tipo de estrutura capaz de fixar semanti-
camente os simbolos nao logicos da linguagem de predicados de primeira ordem I, de
forma a podermos dizer se uma dada férmula de L ¢ verdadeira ou falsa.

Mas veja que ha algo sobre o qual nao falamos ainda que pode comprometer seria-
mente nossas pretensoes de, para foda formula o de L , dizermos se, dado um modelo
M qualquer, a é verdade ou nao em M (ou usando uma terminologia mais técnica, se M
satisfaz ou nao o). Estamos falando do unico tipo de simbolo l6gico que nossa exposi-
cao deixou de fora: os sambolos variaveis. Naturalmente, um modelo nao deve fixar o valor
semantico dos simbolos variaveis; por razdes 6bvias, o proposito dos simbolos variaveis
s6 pode ser satisfeito se a eles nao tiver associado nenhum elemento semantico; de ou-
tra forma nao se trataria de uma variavel, mas de uma constante. No entanto, privar os
simbolos variaveis de valor semantico limitaria por demais nosso poder de avaliagao se-
mantica, restringindo-a apenas a férmulas fechadas. Somente se dispusermos daquilo
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que falta a um modelo — algum tipo de associagdo entre simbolos variaveis e objetos — é
que seremos capazes de avaliar semanticamente tanto férmulas fechadas como féormu-
las abertas.

Assim, para que satisfagamos nossas justas pretensoes de universalidade em relagao
a avaliagao semantica de férmulas, precisaremos, além da no¢ao de modelo, de um se-
gundo componente capaz de estipular um valor semantico para cada um dos simbolos
variaveis. Em outras palavras, precisaremos de uma maneira de, a semelhanga do que fi-
zemos com os simbolos constantes, associar a cada simbolo variavel x um objeto de D.
Chamaremos tal componente de uma atribuigao de varidveis.

Além de ser necessario como segundo componente na avaliagdo semantica de for-
mulas, a no¢ao de atribuicao de variaveis também ¢ indispensavel na avaliagao das for-
mulas universais. Para dizermos que um dado predicado, por exemplo, ¢é satisfeito por
todos os objetos do dominio D, precisamos na avaliacao das férmulas universais de al-
guma maneira fazer referencia a possiveis valores semanticos dos simbolos variaveis.
Para ver isso, considere a seguinte férmula:

(9) VxP(x)

Intuitivamente, (9) é verdade se e somente se, para todo elemento do dominio
ceD, P(x) é verdade, em que G ¢ exatamente a denotagao de x. De um ponto de vista
formal, podemos expressar essa ideia dizendo que VxP(x) é verdade (ou satisfeito) em
um modelo M e uma atribui¢do de variaveis s se e somente se P(x) ¢ verdade em M e
s[x| o], para todo ceD. Aqui, s[x|c] é uma atribui¢ao idéntica a 5, com a exceg¢ao de
que, em s[x | o], a denotagao de x é 6. Assim, se consideramos todas as atribui¢oes de
variaveis s[x | G| possiveis, fazendo ¢ assumir o valor de todos os elementos de D e exi-
gindo que P(x) seja verdade em M e em todas essas atribui¢des, entido temos a garantia
de que VxP(x) ¢ verdade em M e s.

10.2 Modelo, satisfatibilidade e consequéncia Idgica

Nesta secdo apresentaremos de forma rigorosa as ideias introduzidas acima sobre
avaliacao semantica de férmulas da logica de predicados de primeira ordem. Comece-
mos definindo a estrutura basica na qual tais férmulas serao avaliadas, isto ¢, a nogao de
modelo:

DEFINICAO 3.12 Em légica de predicados de primeira ordem, um zzodelo M é uma
quadrupla <D,V ,V .,V >em que

(i) D é um conjunto nao vazio de objetos chamado dominio,
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(ii) V¢ uma funcao que atribui, para cada simbolo constante c€ K . um objeto
V. (©eD;

(iif) V, ¢ uma fungao que atribui para cada simbolo relacional REK de aridade #
um conjunto V, (R)SD%

(iv) V,, € uma funcdo que atribui para cada simbolo funcional feK  de aridade »
uma funcio V (f): D"—D que atribui para cada n-tupla de objetos um objeto.

Conforme adiantamos na se¢ao passada, um modelo M ¢ uma estrutura quadrupla
contendo, antes de mais nada, um conjunto nao vazio de objetos chamado de dominio.
A partir desse conjunto, podemos definir os demais componentes de M. VC é uma fun-
¢do da forma: K_— D que associa a cada simbolo constante cum objeto de D; tal obje-
to, que em simbolos ¢ representado por V (c), ¢ 0 que chamamos na secao passada de a
denotagio de . V, € uma funcio que atribui, para cada simbolo relacional R de aridade
7, um conjunto de n-tuplas de elementos de D, isto é, um subconjunto de D". Assim,
dado um simbolo relacional ReK ~qualquer de aridade 7, V (R) contém todas as
n-tuplas de elementos de D que se relacionam conforme a relagao R. Finalmente, V.
atribui, para cada simbolo funcional fde aridade 7, uma funcao da forma: D"—D que
associa, para cada n-tupla de objetos de D, um objeto de D.

Para melhor compreendermos cada um desses componentes, considere os enuncia-
dos abaixo:

(10) Joao, seu pai e seu tnico filho, Gustavo, estio em casa.

(11) Joao esta sentado ao lado de sua esposa, Maria.

(12) Gustavo esta sentado entre Maria e Jodo.

(13) Todos estao em casa.

Se fossemos traduzir esses enunciados para a linguagem de predicados, a primeira
coisa que farfamos seria estipular, na composi¢ao do que temos chamado até agora de
glossario, que constantes serao utilizadas e qual o significado de cada uma delas:

a: Joao;

b: Maria;

c: Gustavo.

Conforme alertamos na secao passada, essa estipulagio é um movimento tipicamente seman-
tico, estabelecendo uma relagio entre componentes da linguagem de predicados de primeira ot-
dem e objetos pertencentes a0 mundo. Mas como vimos, estipular tal relacio é exatamente a fun-
¢ao do que estamos chamando aqui de modelo. Assim, podemos dizer que um glossario é nada
mais do que uma apresenta¢ao informal e incompleta de um modelo; ou equivalentemente, que
um modelo é uma apresentacao formal e rigorosa da informacao contida em um glossatrio.
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Na porgao de glossario acima, temos basicamente dois aspectos de um modelo es-
pecifico — que referenciaremos daqui em diante simplesmente por M* — sendo introdu-
zidos. Primeiro, temos a mengao de trés objetos especificos, a saber, Jodo, Maria e Gus-
tavo, o que pode ser tomado facilmente como uma especificagao parcial do dominio D
de M*. Assim temos que {Jodo,Maria,Gustavo} ED. Mas veja que os enunciados
(10)-(13) falam de outro objeto, a saber, o pai de Jodo, cujo nome nao nos é informado.
Se decidirmos referenciar tal objeto pela expressao “pai_de_Jodo”, podemos conside-
rar o dominio de M* como sendo o conjunto D={Joao,Matia,Gustavo,pai_de_Joao}.

O segundo aspecto mencionado no glossario ¢ o significado ou denota¢ao dos sim-
bolos constantes M*. Sendo a por¢ao de glossario acima basicamente uma associagao
entre constantes de K _ e clementos de D, 0 que temos efetivamente aqui ¢ a definicao
(parcial) da funcao V. de M*, o que pode ser representado formalmente como segue:

V_.(@=Joao

V (b)=Maria

V.(©= Gustavo

Continuando nossa tarefa de precisar um glossario para (10)-(13), o préximo passo
seria a estipulacao dos simbolos relacionais juntamente com seus significados (a neces-
sidade da relacao de identidade I ficara clara mais adiante):

P: estar em casa;

R: estar ao lado de;

S: estar sentado entre;

I: ser idéntico a.

No entanto, conforme dito na se¢ao passada, o que podemos chamar de o significa-
do dos simbolos relacionais é dado, em um modelo, de forma extensional. De acordo
com essa visao entdo, o significado de P é simplesmente o conjunto dos objetos que es-
tdo em casa; o significado de R é o conjunto de todos os pares <p,c> tal que p esta sen-
tado ao lado de G; o significado de § é o conjunto de todas as triplas <p,o,0> tal que p
esta sentado entre G e v; e o significado de I ¢ o conjunto de todos os pares de objetos
<p,o> tal que p é idéntico a G.

Ao examinarmos a defini¢ao 3.12 vemos que ¢ exatamente incumbéncia da fungao
V, precisar tais significados para cada um dos simbolos relacionais. Assim, V. (P) seria o
conjunto dos objetos que estio em casa, V. (R), o conjunto de todos os pates de objetos
<p,o> tal que p esta sentado ao lado de &, VR(S), o conjunto de todas as triplas <p,o,0>

tal que p esta sentado entre G e v, ¢ V (I), 0 conjunto de todos os pares de objetos
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<p,o> tal que p éidéntico a 6. Uma (possivel) especificagao completa desses conjuntos

(embora parcial da funcio V) € dada abaixo:
V. .(P) = {Joao,Maria,Gustavo,pai_de_Jodo}
VR(R) ={<Gustavo, Joao><Joao, Gustavo>,<Gustavo, Maria>,<Matia, Gustavo>}
V.©) = {<Gustavo, Maria, Joao>,<Gustavo, Joio, Maria>}
V.= {<Joao,Joao><Matia,Maria><pai_de_Joao,pai_de_Joao><Gustavo,Gustavo>}
Finalizando o nosso glossario, segue abaixo a estipula¢ao do significado dos simbo-
los funcionais:
f: pai de;
g: esposa de;
h: filho unico de.

Novamente, o significado dos simbolos funcionais em M também sera dado de for-
ma extensional, sendo incumbéncia de V. fazer isso. E como isso é feito? Conforme
dissemos, Vatribui para cada simbolo funcional f de aridade 7 uma funcio da forma:
D"—D; isso significa que a entidade retornada pela funcao V aplicada a um simbolo
funcional especifico, como VF(f), por exemplo, é ela mesma uma fun¢ao. Abaixo nés
temos uma possivel caractetizagdo parcial das fungoes V (f) e V (g):

V() (Jodo)=pai_de_]Joio;
V.(H(Gustavo)=Jodo;
V_(g)Joio)=Matia;
V_(h)(Jodo)=Gustavo.

Resumindo entdo, dado D, VC, VR e VF conforme descritos acima, nds temos
M*:<D,VC,VR,VF> como um exemplar da nogao de modelo introduzida na defini¢ao 3.12.

Para finalizarmos nossa andlise, segue abaixo a traducao de (10)-(13) para a lingua-
gem de predicados de primeira ordem de acordo com o glossario dado:

(14) P@AP(£(@))AP(h(2)) Al(h(2),c)

(15) R(a,g@)AI(b,g(@)

(16) S(c,b,a)

(17) VxP(x)

Veja que (14) pode equivalentemente ser representado sem usarmos o simbolo fun-
cional /:

(18) P@AP(f@)AP(AVY(I(E),a)—>1(y,0))
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Nesse ponto é natural indagarmos como M* sera usado na avaliagao semantica das
férmulas; em outras palavras, como seremos capazes de dizer que uma dada férmula o
¢ verdade em M*, ou equivalentemente, que M* satisfaz o.? Conforme adiantamos na
secao passada, em funcao da existéncia, na linguagem de predicados, de férmulas aber-
tas e formulas com quantificadores como (17) e (18), precisamos, na avaliagao das for-
mulas, nao apenas de um modelo M, mas também da nocao de atribuzgio de varidveis, no-

¢do esta que ¢ definida logo abaixo:

DEFINIGCAO 3.13 Scja M=<D,V_V_,V >um modelo. Uma atribuicao de varidveis
(ou simplesmente aribuigao) em M € uma funcao s: K —D que atribui para cada simbo-

lo vatidvel €K um objeto s(x)eD.

Como ¢ facil de ver, uma atribui¢ao s faz em relacao as variaveis exatamente o que V.
faz em relagao as constantes: para cada simbolo variavel xekK ¢ associado um objeto do
dominio D, formalmente representado por s(x). Juntando essas duas coisas, temos entao
uma maneira de associarmos para cada simbolo constante ou variavel a sua denotagio, ou
seja, um elemento de D: enquanto V_ nos dd a denotagio de cada um dos simbolos cons-

tantes, uma atribuicao s nos da a denotacio de cada um dos simbolos variaveis.

Veja, no entanto, que, para sermos capazes de fornecer uma denotagao para todos
os tipos de termos, n6s temos ainda que contemplar termos compostos pot sizbolos fun-
cionazs. Como vimos acima, um dos componentes de M* é exatamente uma funcao
VF que atribui, para cada simbolo funcional fde aridade #, uma fungao da forma:
D"—D,isto é, uma funcao capaz de retornar, para cada n-tupla de objetos, um obje-
to do dominio D. Assim, a denotagido de f(a), por exemplo, seria obtida da seguinte
maneira: uma vez que sabemos que a denotagdo de 4, dada pela fungao V , ¢ Jodo
(V (2)=]0do), aplicamos tal denotacio a funcio V (f) e obtemos o objeto pai_de_Jodo

(V. (H(Jodo)=pai_de_Jodo). Ja a denotagao de
(19) £(f(h(@))),

que sabemos ser o pai do pai do filho de Jodo, ou seja, o pai de Jodo, envolve uma quan-
tidade maior de refinamentos. Como (19) é um termo construido a partir do simbolo
funcional /; entdo sua denotagio ¢ V (f)(5), em que G ¢ a denotagio do parametro de /
em (19), ou seja, f(h(a)). Utilizando o mesmo raciocinio, temos que G, ou seja, a denota-
cao de f(h(a)) ¢ V_(f)(p), em que p ¢ a denotagio de h(a), que por sua vez ¢ V, (h)(0), em
que L ¢ a denotagao de # que ¢ V (a)=Jodo. Representado a denotagio de um termo 7
por D[t], esses passos podem ser resumidos como segue:
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DJa] = V. (@ = Joao

®lh(a)] = V.B)(@[a]) = V.(h)(Joao) = Gustavo
Plf(h@)] = V.O@h@]) = V.(H(Gustavo) = Joao
P[f(f(h(@)] = V.O@[fh@)) = Vi(H(odo) = pai_de_Jodo

Assim temos que para obtermos a denotacao de f(f(h(a)) temos que usar a denota-
¢ao de outro termo, a saber, f(h(a)), que por sua vez exige a obtenc¢ao da denotagao de
outro termo, a saber h(a), e assim por diante. Isso significa que, para definirmos formal-
mente a no¢ao de denotagao @, temos que mencionar, dentro da propria defini¢ao, a
nog¢ao @ que ¢é o objeto de nossa defini¢ao. Em outras palavras, temos que usar uma de-
finicdo recursiva. A diferenga em relagdo a explicacdo informal que demos acima é que
essa fungdo denotagio, que é como chamaremos @, tem, em adi¢do a um termo, também

um modelo e uma atribuicio como parametros.

DEFINICAO 3.14 Scja M:<D,VC,VR,VF> um modelo e s uma atribuicao em M. A
fungao denotacao q)M)S ¢ definida como segue:

() SeceK_entio CDM’S(QZVC(C);

(i) Se xeK entio (I)M’S(X):s(x);

(iii) Se fe KF ¢ uma funcao de aridade 7 e €5t SA0 termos de K, entio

CDM,S(f(tP...,tn)) =V.(® (CDM,S(t]), vy (DM’S(tn)).

Conforme mencionamos na se¢ao anterior, um dos principais usos da nogao de
atribui¢do de variaveis serd na avaliacao de férmulas universais. Diremos que VxP(x),
por exemplo, ¢ verdade (ou satisfeito) em um modelo M e uma atribui¢ao de variaveis s
se e somente se, para todo €D, P(x) é verdade em M e s[x | 6]. Aqui, s[x | 6] é uma atri-
buicio idéntica a 5, com a exce¢ao de que, em s[x | 6], a denotagao de x é . Assim, se
P(x) for verdade em toda atribuicio s[x| G|, em que G assume o valor de cada um dos
membros de D, entdo a propriedade expressa por P vale para todos os objetos de D, o
que é o mesmo que dizer que VxP(x) é verdade (em M). Segue abaixo a defini¢ao formal

de s[x|o]:

DEFINICAO 3.15 Scja M:<D,VC,VR,VF> um modelo, s uma atribuicio em
M, xeK, uma varidvel e €D um elemento do dominio. s[x|G] € a atribuicao em M

que satisfaz as seguintes condic¢oes:
() ParatodoyeK talquey x,s[x|o](y)=s(y);

(i) slx|ol(x)=c.
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De posse das nogoes introduzidas nas defini¢oes 3.12-3.15, podemos finalmente
introduzir a no¢ao de satisfatibilidade da 16gica de predicados de primeira ordem:

DEFINICAO 3.16 Sejam M=<D,VC,VR,VF> um modelo, s uma atribuicao em
M, <t,..,t > uma n-tupla de termos, ReK, um simbolo relacional de aridade # e
a,BeL duas férmulas. A relagio de satisfatibilidade I € definida como segue:

@ MsR(t, ... t) SN <(I)M’S(t1),...,(I)M’S(tn)> eV (R);
(i) M,slF—a $8S M,sli- o

(iil) M,slFoAP SSS M,sl-a e M,sI-[3;

(iv) M slFavf SSS M,sl-a ou M,sl-f3;

(v) M,sl-Fo—p sss M,slito ou M,si-3;

(vi) M,slFVxou $SS M,s[x | o]l-a., para todo ceD.

Conforme ja dito, em légica de primeira ordem usa-se na avaliagio das férmulas,
além de um modelo M, também uma atribui¢ao s em M. Assim dizemos que uma dada
formula olell ¢ satisfeita em M e s, 0 que representamos por M,sl-a (caso oL ndo scja
satisfeita em M e s, nds escrevemos M,sli+ o). Como seria de se esperar, a grande dife-
renga entre a no¢ao definida acima e o conceito de satisfatibilidade da logica proposici-
onal (defini¢ao 1.10) sao as defini¢cdes das condi¢des de verdade das férmulas atomicas
e universais, respectivamente os itens (i) e (vi) da defini¢ao 3.16; grosso modo, os dema-
is itens simplesmente reproduzem os seus pares da defini¢ao 1.10. (i) diz que uma f61-
mula atomica R(t, ..., t ) € satisfeita em M e s se e somente se a n-tupla composta pelas
denotagbes de t, ... et (<®M,S(t1),...,q)M’S(tn)>) pertence a extensao de R (V_ (R)). Ja (vi)
formaliza a interpretacao de férmulas universais explicada acima: Vxa ¢ satisfeitaem M e s

se e somente se, para todo objeto G pertencente ao dominio, o ¢ satisfeita em M e s[x| o].

Vejamos como essa defini¢ao seria usada na avaliagdo semantica dos enunciados
(14)-(17). Para isso, usaremos o modelo M* definido acima e uma atribui¢ao de variaveis
s qualquer. Supondo que o nosso vocabulario K contenha apenas as variaveis x; y, g€ w
(K, ={x,y,2,w}), tal atribuicdo s poderia ser como segue:

s(x) = Joao;
s(y) = Joao;
s(z) = Maria;

s(w) = pai_de_Joao.
Comecemos por (16). Nesse caso a nossa tarefa sera dizer se

(20) M*,sI-S(c,b,a)
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¢ o caso ou nao. De acordo com a defini¢ao 3.16, item (i),

(21) M*sl-S(c,b,a) sss <®M*,S(C>’q)w,s<b)’CDM*,s<a)>EVR(S>‘

Ja sabemos que V| (§)={<Gustavo,Maria,Jodo>,<Gustavo,Jodo,Maria>}. Assim,
para avaliarmos a veracidade de (20), resta-nos saber o que exatamente ¢ a tripla
<q)M*,s(C)’q)M*,

® . (©9=V (0)=Gustavo;

M,
CDM*,S (b) :VC (b)=Maria;
® . @)=V (a)=]odo.

M*,

S(b),q)w’s(a)>. Utilizando a defini¢ao 3.14, nds temos como segue:

Assim temos que (21) pode ser reescrito como segue:
(22) M*sl-S(c,b,a) sss <Gustavo,Maria,Jodo>e€ {<Gustavo,Maria,]oa0>,<Gus-
tavo,Jodo,Maria>}.
Como <Gustavo, Maria, Joao> efetivamente pertence ao conjunto {<Gustavo,Ma-
tia,Joao>,<Gustavo,Jodo, Matia>}, temos entao que (20) é o caso, ou seja, que (16) é sa-
tisfeito em M* e .

Consideremos agora (15), caso no qual nossa tarefa sera dizer se

(23) M*;sIFR(a,g(a))AL(b,g(a))
¢ o caso ou nao. De acordo com a defini¢ao 3.10, item (iii) temos que

(24) M*sIFR(a,g(a))AL(b,g(a)) sss M*,sl-R(a,g(a)) e M*,sl-1(b,g(a))

Aplicando raciocinio semelhante ao que usamos em (20), podemos concluir que
M*sl-1(b,g(a)) ¢ efetivamente o caso. O mesmo, no entanto, nao acontece com

(25) M*,sIFR(a,g(a))

Senao vejamos. De acordo com a defini¢ao 3.16, item (i),

(26) M*,sl-R(a,g(a)) sss <CDM*’S(a),CDM*,S(g(a))> eV.R).

VR(R), nds sabemos, é o conjunto {<Gustavo,]oao>,<Joao,Gustavo>,<Gusta-

vo,Maria>,<Maria, Gustavo>}. Vejamos o que ¢ a dupla <@ _ (2),®  (g(2))>. Utili-

M, M,

zando a defini¢do 3.14 nés temos que

® . @)=V (a)=]odo;

M¥,s

@ . @)=V (@)@, @)=V (g)(Joao)=Maria.

Assim (26) pode ser reescrito como segue:

(27) M*sl-R(a,g(a)) sss <Joao,Maria>e€ {<Gustavo, Joao>, <Joao,Gustavo>,
<Gustavo,Maria>, <Matia,Gustavo>}
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Como <Joao,Maria> nio pertence a {<Gustavo,Joio>,<Joio,Gustavo><Gusta-
vo,Maria>,<Matia, Gustavo>}, temos que (25) nio ¢é o caso, o que faz com que (23)

também nao seja o caso; em outras palavras nés temos o que segue:

(28) M* 1R (a,g(@) AL (b,g(@)

(29) M* sl R(a,g(a))

Vejamos agora como (17) seria analisada. Nesse caso queremos saber se

(30) M* sl VxP(x)

¢ o caso ou nao. De acordo com a defini¢ao 3.16, item (vi),

(31) M*sl-VxP(x) sss M*s[x| O]IFP(x), para todo ceD

Como D={Joao,Maria,Gustavo,pai_de_Joao}, temos que (31) pode ser reescrito
como segue:

(32) M* sl VxP(x) sss M*s[x | Jodo]IFP(x) e M*s[x | Maria] I-P(x) e M*;s[x | Gustavo]I-P(x)

e M*s[x | pai_de_Joao]IFPx)

De acordo com a defini¢ao 3.15, temos que a atribuicdo s[x | Maria], por exemplo, é
como segue:

s|x | Maria](x)=Maria;

s|x | Maria](y)=]Joao;

s[x | Maria](z)=Maria;

s[x | Maria](w)=pai_de_Jodo.
ou seja, s[x | Maria| ¢ tal qual s com a excecao de que, em s[x | Maria], a denotagao de x ¢
Maria. De posse disso, podemos avaliar o componente correspondente de (32), isto é,

(33) M*,s|x | Maria]I-P(x)

De acordo com o item (i) da defini¢ao 3.16, nés temos que

(34) M*,s[x | Maria]I-P(x) sss CI)M*,S[X‘MMM(X) eV.(P)

De acordo com a definicao 3.14, ® . (x)=s[x | Maria](x) que, conforme vimos
| Maria]

acima, é Maria. Assim, como Maria efe'g\;jmente pertence a VR(P)I {Jodo,Matria,Gusta-
vo,pai_de_Joao}, temos que (33) é o caso. Fazendo exercicio similar concluimos que os
outros membros de (32), isto é, M¥*;s[x|Joao]lFP(x), M*s[x|Gustavo|lFP(x) e
M#*,s[x | pai_de_Jodo]IFP(x) também sio o caso. Assim concluimos que (30) é o caso®’.

Obviamente que a raison d'étre dessas defini¢Ges é serem utilizadas juntamente com
as defini¢oes 1.5-1.8 para obtermos as nogoes de tautologia, contradi¢ao, contingéncia,

61. Fica como exercicio o leitor verificar se (14) e (18) sdo ou nio satisfeitas em M* e s.
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equivaléncia semantica e consequéncia logica para a logica de predicados. De um ponto
de vista geral, tal uso é idéntico ao que fizemos no capitulo 4 para ilustrarmos tais no-
¢Oes aplicadas aldgica classica proposicional. Dessa forma, com exce¢ao de um comen-
tario crucial que faremos logo abaixo, abster-nos-emos aqui de dar quaisquer explica-

¢Oes ou exemplos a respeito de tais nogoes na logica de predicados.

E importante notar que as definicdes 1.5-1.8 assumem que a nocio de satisfatibilida-
de ¢ definida apenas em relacao a um modelo e uma férmula; nao se contempla, nessas
defini¢bes, uma relagao de satisfatibilidade que use um terceiro componente, como ¢ o
caso de I- naldgica de predicados, que relaciona um modelo e uma atribui¢ao de variaveis
de um lado, e uma férmula de outro. Assim, para aplicarmos tais defini¢oes a logica de
predicados precisamos reformular a defini¢ao de satisfatibilidade de forma a avaliarmos
as férmulas exclusivamente em fun¢ao de um modelo semantico. Isso pode ser feito in-
terpretando todas as férmulas universalmente em relagao as atribui¢oes de variaveis:

DEFINICAO 3.17 Seja M um modelo e o.€L., uma férmula. Dizemos que M satis-
faz o (em simbolos: MIF) sss M,sl-a. para toda atribui¢ao (em M) s.

Para finalizar este capitulo é imprescindivel esclarecermos um aspecto extremamente
importante da semantica da logica de predicados. Conforme falamos no inicio do capitulo
anterior, uma das diferengas mais fundamentais entre a linguagem proposicional e a lin-
guagem de predicados de primeira ordem ¢ a presenca, nesta tltima, de férmulas univer-
sais. Apesar de imprescindiveis na formaliza¢ao de um numero consideravel de senten-
cas, esse tipo de formula encerra uma dificuldade de ordem pratica. Conforme descrito na
defini¢ao 3.16, para avaliarmos semanticamente férmulas do tipo Vxo temos que consi-
derar todos os elementos do dominio. No caso de modelos como o que usamos aqui em
que o dominio ¢ finito, nao ha problema algum. No entanto, a maneira como definimos a
nogao de modelo aqui, que ¢ necessaria em muitas das aplicagdes classicas da logica de
primeira ordem, contempla a possibilidade de dominios zfinitos. Nesses casos, obviamen-
te, a verificagao de se Vxal ¢ satisfeita ou nao em M se torna uma tarefa inexequivel. Em
fungao disso, nos absteremos de ilustrar o uso da semantica da logica de predicados na
analise l6gica de argumentos, deixando tal tarefa a cargo exclusivo do calculo de predica-
dos de primeira ordem, a ser introduzido no préximo capitulo.
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10.3 Exercicios propostos

1. Dada a lista de simbolos predicativos abaixo, traduza para linguagem de primeira ordem
0s enunciados abaixo e em seguida construa um modelo M e diga, para cada uma das
férmulas traduzidas, se ela é satisfeita ou ndo em M.

Glossario

P: ser louco;

Q: ser logico;

R: ser feliz;

S: gostar de logica;

T: praticar yoga.

a. Alguém é louco.

b. Ninguém é louco.

c. Todos séo loucos.

d. Todo légico é louco.

e. Nenhum Idgico é louco.

f. Alguns logicos sao loucos mas felizes.

g. Todos os légicos sao loucos ou felizes.

h. Existem pessoas que nao gostam de Idgica e sao felizes.
i. Os logicos que praticam yoga nao sao loucos.

j- Quem pratica yoga ou é louco ou é légico.

k. Nem todo louco é ldgico.

I. Nem todas as pessoas gostam de ldgica.

m. Quem nao gosta de ldgica é louco.

n. Um légico que nao gosta de légica é louco.

0. Os loucos séo felizes.

p. Apenas os loucos sao felizes.

s. Quem nao gosta de logica ou é louco ou é infeliz.
t. Todos os logicos loucos sao felizes.

2. Elabore dois modelos M’ e M” para cada uma das sentencgas abaixo de forma que M’ sa-
tisfaca a sentenga e M” ndo a satisfaga. Detalhe todos os componentes dos modelos.
a. O pai de minha esposa € meu sogro.

b. Todo homem é mortal.

c. Nem todo passaro voa.

d. Homens sdo mamiferos e tomates séo vegetais.

e. O irmao da esposa de Joao é seu cunhado.

f. Todo politico € desonesto.

g. Ainda existem politicos honestos.

h. Quem vota em politico desonesto engana a si mesmo.
i. Toda pessoa ama alguém.

j. Toda pessoa é amada.

k. Nao ha quem seja amado por todas as pessoas.
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|. Jodo ama Maria, que ama Antbénio, que ama Ana, que ndo ama ninguém.
m. Quem ama a quem n&o o ama ¢ infeliz.

n. Quem ndo se ama ndao ama ninguém.

0. Quem ama a quem o ama, ama a si mesmo.

p. Nenhum barbeiro barbeia a si mesmo.

g. Todo barbeiro s6 barbeia a quem nao se barbeia.

r. Um barbeiro que so6 barbeia a quem n&o barbeia ninguém né&o barbeia a si proprio.
s. Nao existe um conjunto que contenha a si préprio.

t. Quem com ferro fere com ferro sera ferido.

u. O pai de Pedro é mais novo que o seu tio que mora em Jodo Pessoa.

v. Jamil admira a cunhada de seu sogro que mora em Fortaleza.

w. Todo pai ama os seus filhos.

x. Alguns filhos ndo amam os seus pais.
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11
Calculo de predicados

11.1 Calculo de predicados de primeira ordem

Neste capitulo introduziremos a defini¢ao sintatica da relagao de inferéncia da 16gi-
ca de predicados de primeira ordem. Seguindo o padrao ja estabelecido, chamaremos
tal sistema de cdlenlo de predicados de primeira ordem (ou simplesmente calculo de predica-
dos). Semelhantemente a semantica da légica de predicados vista no capitulo anterior, a
defini¢ao do calculo de predicados envolve um grau de sofisticagao bem maior do que o
encontrado na defini¢do do calculo proposicional, vista no capitulo 5. No entanto, e
apesar disso, tal calculo de predicados é também uma instancia do que chamamos na-
quele capitulo de calculo axiomatico. Em funcao disso, a semelhanca do que fizemos na
defini¢ao do calculo proposicional, utilizar-nos-emos, na defini¢ao do calculo de predi-
cados, das defini¢oes 1.11-1.16. Antes, porém, de fazermos isso, devemos introduzir al-

guns conceitos preliminares.

DEFINICAO 3.18 Seja o€l uma férmula, x€K  um simbolo varidvel e #um ter-
mo de K. Tomando a(x) como significando que a férmula o contém (possivelmente
zero) ocorréncias livres de x; ou(t) denota a férmula que € exatamente como O, com a ex-
cegao de que todas as ocorréncias livres de x sdo substituidas por £ Dizemos nesse caso
que ou(t) é uma substituigio em O(X).

Primeiro de tudo, dada uma férmula o qualquer, escrevemos ou(x) para significar
que o pode ter zero ou mais ocorréncias livres da variavel x. Veja que com isso nao esta-
mos querendo dizer que o contém ocorréncias livres de x, nem que o contém ocorrén-
cias livres de outras variaveis. Mas se isso € o caso, ou seja, se 0.(x) ndo nos da nenhuma
informacao a respeito das ocorréncias livres de x em o, por que entdao escrever O.(x)?
Porque apds a(x), e esse é o proposito de estarmos usando tal notagdao, devemos en-
contrar 0.(t), em que #¢é um termo qualquer. Fazendo isso, ou seja, marcando uma varia-

vel especifica x (que, novamente, pode niao correr livre em o) sabemos que a férmula
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o(t) é exatamente igual a 0(x), com a exceg¢ao de que todas as ocorréncias livres de x; se
houver, sao substituidas por # Caso nao haja tais ocorréncias, entdo trivialmente o.(t)

sera idéntica a o (x). Considere a férmula abaixo.

(1) —Qx,y)VP(x)—=>Vx(—Rx)—=>—P(y))

Se tomarmos (1) como sendo a(x) e # como sendo @, a(t), ou equivalentemente
o(a), sera a féormula

(2) =Q@y)VP@)— Vx(=Rx)—>=P(y))
ou seja, o resultado da substitui¢ao de todas as ocorréncias livres de x em (1) pelo termo
a. (Repare que as ocorréncias ligadas de x em (1) nao foram substituidas.) Dessa forma,
a mengao da variavel x em 0(x) tem como proposito apenas deixar claro que, quando

escrevermos 0i(t), sao as ocorréncias livres de x que devem ser substituidas por zem a.

Nem toda substitui¢ao a(t) em o(x), no entanto, é admissivel. Por exemplo, suponha

que o(x) seja a formula

3) IQky)

Aqui, a quantificacao de (3) se aplica apenas ao segundo parametro do simbolo rela-
cional Q, fato esse que é obviamente indicado pela variavel da quantificagao y estar ocu-
pando a segunda posi¢ao na ordem dos parametros. Assim, qualquer substitui¢ao que
fizermos em ou(x) nao deve mudar isso, a saber, que a quantificagao se aplica apenas ao
segundo parametro. Mas considere qual seria a férmula resultante da substitui¢ao de to-
das as ocorréncias livres de x em a por f(y), em que fé um simbolo funcional qualquer:

@) IyQU).)

Mas aqui, (4) muda o sentido original de (3): a quantificagao nessa nova férmula ¢
aplicada aos dois parametros do simbolo relacional Q, o que, conforme frizamos acima,
nao acontece em (3). A razao disso, obviamente, é que o termo f(y) contém uma variavel
que ¢ ligada em (3) (ou seja, em @), a saber, y. Com o intuito de proibir tais substitui¢oes,

definimos abaixo a nocao de substituicao admissivel em oL(x):

DEFINICAO 3.19 Seja xeK, um simbolo variavel, a(x) €L, uma férmula e #um
termo de K. ou(t) é uma substituicao admissivel em o(x) se e somente se nenhuma ocorrén-
cia livre de x em o se encontra dentro do escopo de Vz, em que z€K | ¢ uma variavel

ocorrendo em £

Como ha uma ocorréncia livre de x em (3) que se encontra dentro do escopo Vy, e
essa variavel y ocorre em f(y), temos que a(f(y)) nao ¢ uma substitui¢ao admissivel em
o(x), em que o ¢ a férmula (3).

253



Na defini¢ao do conjunto de axiomas do calculo de predicados, utilizar-nos-emos
dos mesmos axiomas usados na defini¢ao do calculo classico proposicional, ou seja, os
axiomas P1-P11 da defini¢ao 1.17. Como o leitor deve lembrar, em tal defini¢ao sao in-
troduzidos tais axiomas para uma linguagem arbitraria qualquer; em outras palavras,
podemos ver a defini¢dao 1.17 como definindo esquemas de axiomas passiveis de serem
usados em qualquer linguagem contendo os simbolos légicos —, —, A e V. Assim, se
usarmos, na definicao 1.17, L1 como a linguagem de referéncia, obteremos os (conjun-
tos de) axiomas P1-P11 na linguagem de predicados de primeira ordem. As férmulas
abaixo, por exemplo, sdo instancias de alguns de tais (esquemas de) axiomas:

(5) VxPx)—=>(—EFyQ(a,y)AP(a)) = VxP(x)) P1

(6) P(@)A—(FyQ(a,y)AP(a))—>P(a) P3

(7) =EyQ@NAP(@) > EFyQ@y)AP@) > Vx(Px)—>—-Q(xx))) P10

Além dos axiomas P1-P11, o calculo de predicados tera dois novos axiomas, que
definimos logo abaixo:

DEFINICAO 3.20 SejaxeK um simbolo varidvel e o, €L duas férmulas. Nomea-
mos as féormulas abaixo como segue:

P12. Vxo(x)—a(t), em que o(t) em que ou(t) ¢ uma substituicao admissivel
em oU(X).
P13. Vx(a—B(x))—(0—>VxB(x)), em que x nio ¢é livre em Q.

Chamamos a forma esquematica de cada uma dessas formulas pelo mesmo nome.

P12 ¢ o axioma que nos permite inferir enunciados particulares de enunciados uni-
versais. Considere a férmula abaixo:

(8) Vx(P)—>—Q)
que diz que para todo e qualquer objeto x, se x possui a propriedade P, entdo x nao pos-
sui a propriedade Q. Agora suponha que um dado objeto @ possua a propriedade P. De
acordo com (8), ¢ natural entdo que 2 nao possua a propriedade Q. Tal raciocinio ¢ for-
malmente possivel por conta do axioma P12:

) Vx(P()—>—Qx)),P(@)-—Q()

1. Vx(Px)—>—Qx)) Premissa
2. Vx(Px)>—QKx)—=>P(@)—>—Q() P12

3. P(a)=>—Q(a) MP 1,2
4. P(a) Premissa
5. =Q(a) MP 4,3
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Ja P13 nos permite concluir o—VxP(x) a pattir de Vx(a—>P(x)). Considere a se-
guinte versao modificada de (8):

(10) Vx(P(@)>—Q(x))

Aqui, (10) diz que para todo objeto x, se 0 objeto a possui a propriedade P, entao x
nao possui a propriedade O. Mas como o fato de  possuir a propriedade P independe
de quem € x, entdo caso « possua de fato a propriedade P, podemos dizer que para todo
objeto x, x nao possui a propriedade Q. Esse raciocinio, que depende diretamente do
axioma P13, é formalizado logo abaixo:

(11) Vx(P(a)>—Qx)),P(a)- Vx—Q(a)

1. Vx(P(a)—>—Q(x)) Premissa
2. Vx(P(a)>—Qx))—=>P(a)—> Vx—Q(x)) P13

3. P(2)>Vx—Q(x) MP 1,2
4. P(a) Premissa
5. Vx—=Q(x) MP 4,3

Mas note que, diferentemente de P1-P11, os axiomas P12 e P13 tém restri¢oes em
relagdo a que férmulas podem ocupar o lugar de a. Enquanto que em P12 ou(t) tem de
ser uma substituicao admissivel em o(x), em P13 x ndo pode ser livre em o. Natural-
mente, o uso que fizemos de P12 de P13 em (9) e (11) satisfaz tais restricdes. Explicare-
mos a razao por tras dessas restricdes um pouco mais na frente.

No que se refere as regras de inferéncia do calculo de predicados, além da regra »zo-
dus ponens introduzida na defini¢ao 1.19, também usaremos uma nova regra de inferén-

cia: a chamada regra de generalizacao.

DEFINICAO 3.21 Seja xeK um simbolo variavel e a€l. uma férmula. Nomea-

mos a inferéncia em L1 abaixo como segue:

(0

: Vxo

Como o préprio nome indica, o que a regra G faz é permitir com que, a partir de
uma férmula qualquer o, concluamos a sua generalizagio Vxa, isso nos permite tratar
2 2 : : .02
as féormulas abertas como férmulas universais™. Por exemplo, caso tenhamos

(12) P(x)—>=Q(x)

62. J4 tivemos oportunidade de mencionar isso no final do capitulo 9.
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G permite que, a partir de (12), infiramos (8), interpretando assim tal férmula aberta
universalmente. Segue abaixo a defini¢ao formal do calculo classico de predicados de
primeira ordem:

DEFINIGCAO 3.22 O calculo classico de predicados de primeira ordem (ou simples-

mente calenlo de predicados) C_ € a tripla <L 2 A >,
1 1 MP,G P1-P13

Temos entdo que o cilculo de predicados C, ¢ a tripla composta pela linguagem de
predicados L, as inferéncias admissiveis em L, instancias das regras MP e G, e os axiomas
(em L, obviamente) P1-P13. Veja que aqui estamos usando, além das defini¢oes 1.17 ¢
1.19 do capitulo 5, que definem os axiomas P1-P11 e a regra de inferéncia modus ponens,
respectivamente, também as defini¢oes 1.18 e 1.20, que permitem a construgao do con-

junto de inferéncias admissiveis 2 e do conjunto de axiomas A

MP,G P1-P13
mas de inferéncias MP e G e dos esquemas de axiomas P1-P13, respectivamente.

a partir dos esque-

Voltemos agora para os axiomas P12 e P13 e expliquemos as restri¢oes contidas na
defini¢dao 3.20. Em P12 ha a restricao de que o.(t) seja uma substituicao admissivel em
o (x). Assim, s6 sao instancias de P12 férmulas da forma

(13) Vxo(x)—o(t)
tais que ou(t) ¢ uma substitui¢ao admissivel em ou(x). Ja vimos que substitui¢des nao ad-
missiveis podem mudar o sentido original de uma férmula. Naturalmente, entao, o uso
de tais substitui¢oes em (13) pode ser fonte de problemas. Para instanciar isso, vejamos
o que pode acontecer caso relaxemos essa restricao e aceitemos como instancias de P12
quaisquer férmulas que satisfagam (13), independentemente de o(t) ser ou ndo uma
substitui¢ao admissivel em ou(x). Considere a seguinte férmula:

(14) Fy=I(xy)

Tomando (14) como sendo @, a férmula o.(y) abaixo ndo é uma substitui¢ao admis-
sivel em au(x):

(15) Jy-1(y)

Agora considere a seguinte derivacio, feita usando a substitui¢ao o(y) em P12:

(16) Vxdy—lI(x,y)FIy—=l(y,y)

1. Vx3y—l(x,y) Premissa
2. Vx3d=I(x,y)—=>Jy—1(y,y) P12
3. dy=l(y,y) MP 1,2

Se, por exemplo, I significa a relacio de identidade, (16) nos permite, a partir de

Vxdy—I(x,y), que é a assunc¢ao extremamente razoavel de que para todo e qualquer ob-
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jeto x existe um objeto y diferente de x;, concluir a asser¢ao absurda de que existe um
objeto y que ndo ¢ idéntico a ele mesmo (Ay—I(y,y)).

Jaem relagao a P13, a restricao é que x nao deve ser livre em o.. Em outras palavras,

apenas as instancias de
(17) Vx(a—=>Bx)—=>(a—>VxBKX))
tais que x nao ¢ livre em o ¢ que sao instancias de P13. A razao de tal restri¢ao ¢, na ver-
dade, bastante 6bvia. De um ponto de vista inferencial, (17) permite que, a partir de
(18) Vx(o—B(x))
concluamos
(19) a—>VxB(x),
eliminando, por assim dizer, a quantificacao de a.. Mas caso x seja livre em @, entdo te-
remos feito algo ilegitimo, pois tal eliminac¢ao sé pode ser feita caso a quantificagao pre-
sente em (18) se aplique exclusivamente a 3, e ndo a a; e isso obviamente requer que to-
das as ocorréncias de x em o aparegam dentro do escopo de um quantificador Vx em @,
o que é o mesmo que dizer que x nao deve ser livre em o.. Reproduzindo o exercicio que

fizemos com P12, relaxar essa restrigao significa permitir absurdos como, por exemplo,
o de deduzir VxP(x) a partir de IxP(x):

(20) IxP(x)FVxP(x)

1. =P(x)—>—P(x) 13

2. Vx(=Px)—>—Px)) G1

3. Vx(=Px)—>—=P(x)—=>(—=Px)—>Vx—=P(x)) P13

4. =P(x)—>Vx—=P(x) MP 23
5. =2Vx—Px)—>—P(x) INm5 4
6. 2Vx—P(x) Premissa
7. =—=P(x) MP 6,5
8. P(x) RN2 7
9. VxP(x) G8

Aqui o movimento decisivo esta no item 3, em que P13 ¢ usado, mas a restri¢ao de
que x nao seja livre em o nao ¢ satisfeita: x ¢ livre em —P(x).

11.2 Teorema da deducdo e outros metateoremas

Muito da pratica e resultados utilizados por nés na prova de teoremas légicos e re-
gras derivadas no calculo proposicional serao mantidos neste capitulo. Primeiro, fazen-
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do referéncia ao teorema 2.5, também usaremos resultados provados previamente na
constru¢ao de nossas derivagoes. Isso obviamente é possivel porque tal teorema, e isso
o leitor pode facilmente constatar, se aplica a todo e qualquer calculo axiomatico, inde-
pendentemente da linguagem, axiomas e regras derivadas que compdem esse calculo.

Segundo, em consonancia com tal método de construcao de derivagoes, estaremos
livres para usar qualquer um dos teoremas logicos e regras derivadas provados por nos
nos capitulos 6, 7 e 8. Isso na verdade ja foi feito na prova de (20) acima, na qual usamos
o teorema logico 13 e as regras derivadas INm5 e RN2. Segue abaixo mais um exemplo
de uma detivagio em C, que se utiliza de regras provadas por n6s na unidade antetior.

21 Fa()—>Ixa(x)

1. Vx—ox)—=>—o(t) P12

2. =0 () > Vx—0o(x) INm5 1
3. =—a(t)<>o(t) Ncl

4. a(t)—>——o(t) C23

5. a(t) > Vx—o(x) 14 42

Veja, no entanto, que todas essas relacées da unidade anterior foram provadas
como valendo exclusivamente para o calculo classico proposicional e calculos mais fra-
cos que o calculo proposicional. Como entdo, o leitor pode perguntar, podemos dizer

que todas essas relacoes sio validas também no calculo de predicados?

O leitor com certeza deve se lembrar que as muitas paginas que dedicamos nos ca-
pitulos 5, 6, 7 e 8 a construcao de derivacoes se centraram na prova de esquenas de deriva-

¢oes. Assim, a demonstracao de 14, por exemplo,

14) a—B,f—>e+a—e

1. a—>B Premissa
2.B—0 Premissa
3. (@ (B—0) > (a—P)—> @) P2

4 B> (0—>B-9) P1

5. (0—=>(B—0)) MP 2,4
6. (a—>P)—(0—>@) MP 5,3
7. (=) MP 1,6

no contexto do capitulo 6, prova, na verdade, toda uma classe de relagdes do calculo
proposicional, a saber, a classe de todas as relagbes instancias de I4. Por exemplo, de
posse da derivagao acima nds temos automaticamente provada a validade das rela¢oes

abaixo:
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A—>BvC,BvC—»>—DFA——-D
—BvC—>A,A—>B—->—-C)F—-BvC—B—->-C)
(=A—=>—B)—>AVC,AVC—-CH(—A—>—-B)—>C

E exatamente esse raciocinio que, conforme formalizado no teorema 2.5, permi-
te-nos usar relagoes como 14 como regras de inferéncia.

Mas veja que, enquanto esquemas de axiomas e esquemas de inferéncias admissiveis,
respectivamente, todos os axiomas e regras de inferéncia usadas na prova de 14 sao tam-
bém axiomas e regras de inferéncia do calculo de predicados de primeira ordem. Assim,
usando entao o mesmo raciocinio que usamos acima, podemos dizer que a derivagao
exibida para I4 acima também prova automaticamente a validade das relagoes do calulo
de predicados abaixo:

VxP(x)—=>Q(a),Q(a) >Ix—R(x)F VxP(x) >Ix—R(x)

—Vx(Px)—=>Qx)—R(a),R(a)>—P(a) = Vx(Px)—>Qx))—>—P(a)

VxVy(Sx,y)—=S(y,x) = VxS(x,x), VxS (x,x) > Ix Vy—=S(x,y)

F VxVy(SE,y)—=S(y,x)— IxVy—=S(x,y)

Generalizando, a derivagdao de 14 prova a validade de todas as relagoes de C, que
possuam a mesma forza do esquema de relagao 14, o que nos permite entao usa-la como
regra de inferéncia nas derivacoes futuras em C,. Mas lembre-se, e isso obviamente é
algo pressuposto no nosso raciocinio acima, que o calculo de predicados C, contém to-
dos os esquemas de axiomas (P1-P11) e esquema de inferéncias (MP) de C . Assim, ge-
neralizando ainda mais esse resultado, temos que toda e qualquer prova de um esquema
de relagao feita em C ¢ automaticamente uma prova para o mesmo esquema de relagao
em C. Dessa forma, podemos usar todos os esquemas de relagao mencionados (e pro-
vados) nos capitulos 5, 6, 7 e 8 como teoremas logicos ou regras de inferéncias na cons-
trucao de nossas derivagdes no calculo de predicados de primeira ordem.

Terceiro, além do teorema 2.5, também usaremos os outros metateoremas introduzi-
dos nos capitulos 6, 7 e 8. Conforme mencionamos, o uso do teorema 2.5, e consequente-
mente do corolario 2.3, no calculo de predicados ¢ automatico, pois esse teorema estabe-
lece um resultado especifico para todo e qualquer calculo axiomatico, independentemente
das peculiaridades de seus componentes. No entanto, o mesmo nao pode ser dito a res-
peito do teorema 2.12, por exemplo. Esse teorema afirma algo extremamente relevante, a
saber, que se ['U{a} = e T'U{o} =P, entdo I'—0; mas ele o faz para uma classe es-
pecifica de calculos, a saber, os calculos que sao exzensies conservativas de C__. De acordo
com a defini¢ao 2.1, C” ¢ uma extensao conservativa de C’ quando I'at em C” sempre
que I'Fot em C’; em que C e C” tém necessariamente a mesma linguagem e 0 mesmo
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conjunto de inferéncias admissiveis. Mas como a linguagem e o conjunto de inferéncias
admissiveis de C, sao diferentes da linguagem e inferéncias admissiveis de C____, respecti-
vamente, trivialmente entio C, ndo ¢ uma extensao conservativa de C___, o que faz com
que o resultado descrito no teorema 2.12 nao seja aplicavel a C,. Na verdade, de acordo
com nossa defini¢ao, C, nao ¢ uma extensao de nenhum dos calculos proposicionais in-
troduzidos na unidade anterior, o que implica que nao apenas o teorema 2.12, mas tam-
bém os teoremas 2.2 e 2.17 ndo se aplicam ao calculo de predicados C,.

No entanto, e apesar disso, em um sentido muito importante, C pode ser visto
como uma extensao conservativa de todos os calculos proposicionais introduzidos na
unidade anterior: para um calculo proposicional qualquer C introduzido nos capitulos
5,6 ou 7, todos os esquenas de axiomas de C sdo também esquemas de axiomas de C ;
todos os esquemas de inferéncia de C sao também esquemas de inferéncia de C; e,
como uma consequéncia desses dois pontos, todos os esquemas de relagao validos em
C (teoremas logicos e regras derivadas), conforme mostrado acima, sao também esque-
mas de relacdo validos em C163' Assim, ¢ natural esperarmos que, em algum sentido, os
teoremas 2.2, 2.12 ¢ 2.17 sejam também validos em C . Por exemplo, os teoremas 2.12 ¢
2.17 podem ser reformulados em termos do calculo de predicados praticamente sem al-

teragdo alguma em relagio as suas formulagdes originais:

TEOREMA 3.1 Seja 'SL, um conjunto de férmulas e a,B€L. duas férmulas. Se
F'ufo}=pelv{oa}t=—p, entio 'F—aem C.

TEOREMA 3.2 Seja 'SL um conjunto de férmulas e a,B €L, duas férmulas. Se
Tu {—|(X,} I—B (¢ FU{—@L} |——|B entao I'—oaL.
A mesma coisa, no entanto, ja nao pode ser dita com respeito ao teorema da dedugio

(teorema 2.2). No calculo de predicados, o uso irrestrito do teorema da dedugdo confor-
me descrito no capitulo 6 pode ser fonte de problemas. Considere a relacao abaixo

(22) P(x)VxP(x)
1. P(x) Premissa
2. VxP(x) G1

63. Na verdade, poderiamos ter formulado nossa definicdo de extensdo conservativa de forma a contemplar essa
cumulatividade que indubitavelmente ha entre C_ e os calculos proposicionais vistos nos capitulos anteriores. No
entanto, em funcéo da peculiaridade que ha em relacdo ao teorema da deducgdo no calculo de predicados, decidi-
mos restringir a nogao de extensédo conservativa e, consequentemente a aplicacdo dos metateoremas acima menci-
onados, apenas para calculos com a mesma linguagem e o mesmo conjunto de inferéncias admissiveis, e fornecer
uma nova formulagao para tais metateoremas no calculo de predicados.
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Trivialmente, (22) ¢ fruto de uma simples aplicacao da regra G a inica premissa do
argumento. Conforme ja mencionamos, no calculo de predicados, as férmulas abertas
sao interpretadas universalmente. Assim, de P(x) podemos inferir que P(x) vale para
todo x, ou seja, VxP(x). Agora considere o que aconteceria se usassemos o teorema da
dedugao conforme descrito no teorema 2.2. Apenas lembrando, esse teorema foi apre-

sentado como segue:

(23) Se 'u{a} P entio I'=a—p.

Como temos (22), ou seja, P(x) VxP(x), de acordo com esse teorema nés temos
também

(24) FP(x)—>VxP(x)
ou seja, que é um teorema logico que, para todo x, se P(x) é o caso entio VxP(x) tam-
bém o é*. Supondo que P ¢ a propriedade de ser um nimero primo, por exemplo,
como (24) vale para todo x, ela também vale para o nimero 2, o que nos leva a conclu-
sao absurda de que se 2 é numero primo entdo todo e qualquer nimero também é um
numero primo:

(25) FP(2) > VxP(x)

O problema com essa aplica¢ao do teorema da dedugao esta obviamente relaciona-
do com a regra de generalizagao. Conforme ja mencionado, o proposito da regra G ¢é
explicitar a interpretagao universal que estamos dando a férmulas abertas. Assim, quan-
do escrevemos P(x), sem nenhuma qualificagao, estamos na verdade dizendo que a pro-
priedade P vale para todos os objetos, o que é explicitado em (22), em que usamos G
para inferir VxP(x) a partir de P(x). O ponto crucial, no entanto, é que tal relagao infe-
rencial nao pode ser expressa através da implicacao material, conforme especificado em
(24), pois ao escrevermos P(x)— VxP(x) estamos, devido a presenca de variaveis livres,
também assumindo essa mesma interpretagao universal e, consequentemente, dizendo
algo nao contido, em absoluto, em (22), a saber, que se algum x tem a propriedade P,
entdo todo x tem essa propriedade.

Assim, o teorema da dedugao no calculo de predicados deve ser restringido de forma
a ndo poder ser usado em casos como esse. Mas para fazermos isso precisamos identifi-
car a caracteristica geral que faz com que o uso do teorema da dedugao em (22) seja pro-
blematico. Uma breve inspecao ¢ suficiente para nos convencermos de que a razio de
tal uso ser problematico ¢ que P(x) possui como variavel livre a mesma variavel que é o
objeto da aplicagao de G a partir da qual VxP(x) ¢ obtida. Fazendo referéncia a descri-

64. Essa leitura universal pode ser explicitada usando-se mais uma vez a regra da generalizacao e concluindo-se
FVx(P(x)—>VxP(x)).
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¢ao do teorema da dedugao dada em (23), isso pode ser generalizado dizendo que, em
usos problematicos do teorema da dedugio, a férmula o possui como variavel livre a
mesma variavel objeto da aplicacao de G da qual a obtencido de B depende.

Portanto, se quisermos evitar anomalias como (24) no uso do teorema da dedugio no
calculo de predicados, devemos, na sua formulacao, impedir que ele seja aplicado em situa-
¢Oes como as descritas acima, ou seja, situacdes nas quais a conclusao f3 seja obtida, direta
ou indiretamente, através da aplicacao da regra de generalizacao, e o tenha como variavel
livre a mesma variavel objeto dessa aplicacio. Veja que, para fazermos isso, teremos que
mencionar detivacao de B a pattir de 'U{al} que justifica 'U{a} . Para isso, introdu-
ziremos a no¢ao de uma derivacao ser G-/vre com respeito a uma dada férmula.

DEFINICAO 3.23 Seja FEL1 um conjunto de férmulas, OL,BEL1 duas férmulas e
<0.,...,0. > uma derivacdo de o a partir de I'. <0 ,...,0 > ¢ G-livre com respeito a 3 sss
nao existir OciE‘v’x(xk e 0. =P tal que k<j, i<k e x ¢ uma variavel livre em f.

Se uma derivacao <Oy, O > de o a partir de I' é G-livre com respeito a 3, isso sig-
nifica que ndo hd um 0. que aparega ap6s P na derivacio (o= tal que i<j), que seja ob-
tido através do uso da regra G (OLjE‘v’XOLk tal que k<j) de tal forma que a variavel objeto

dessa aplicacao de G seja uma variavel livre em f3.

De posse dessa nogao, podemos definir entao nossa versao do teorema da dedugao
para o calculo de predicados de primeira ordem:

TEOREMA 3.3 Seja 'SL, um conjunto de férmulas e a,B €L, duas férmulas. Se
I'u{o} P, em que existe uma detivagao de 3 a partir de 'U{a} que seja G-livre com
respeito a a, entao ['=a—p.

Para melhor entender esse teorema, em especial a no¢ao de uma derivagao ser

G-livre com respeito 2 uma dada férmula, considere a derivacio abaixo®:

(26) VxP(x)F3xP(x)

1. VxP(x) Premissa
2. VxP(x)—>P(x) P12

3. P(x) MP 1,2
4. P(x)—>3xP(x) 21)

5. IxP(x) MP 3,4

65. Aqui estamos fazendo uso do teorema ldgico (21) provado no inicio desta sego.
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Essa derivacao ¢ G-livte com respeito a VxP(x), pois nao existe nenhuma férmula
o. membro da derivagao aparecendo apds VxP(x), que ocupa o primeiro lugar na deri-
Véll(;ﬁo, que seja obtido através do uso da regra G de tal forma que a variavel objeto dessa
aplicagao de G seja uma variavel livre em VxP(x). Obviamente que isso é caso apenas
em virtude de ndo haver em (26) nenhuma aplicacao de G. De qualquer forma, como
temos (26) e como ha uma derivacao de IxP(x) a partir de VxP(x) G-livte com respeito
a 3xP(x), podemos entdo usar o teorema 3.3 e concluir

(27) FVxP(x)—>3IxP(x)
Considere outro exemplo:

(28) Vx(P(x)—=Q(x)), VxPx)FVxQ(x)

1. Vx(P(x)—>Q(x)) Premissa
2. VxP(x) Premissa
3. Vx(PR—QE) > PH-Q() P12

4. Px)—>Q(x) MP 1,3
5. VxP(x)—>P(x) P12

0. P(x) MP 2,5
7. Q(x) MP 6,4
8. VxQ(x) G7

Novamente, tal derivagao é G-livre com respeito a VxP(x), pois nao existe nenhu-
ma férmula o membro dessa derivacdo aparecendo ap6s VxP(x), que aqui ja ocupa o
segundo lugar]na derivagao, que seja obtido através do uso da regra G de tal forma que a
variavel objeto dessa aplicacao de G seja uma variavel livre em VxP(x). Diferentemente,
no entanto, de (26), isso nao se da devido a auséncia de aplica¢oes de G, que acontece
no ultimo passo da derivagao, mas sim devido ao fato de nao existirem variaveis livres
em VxP(x). Dessa forma, podemos usar o teorema 3.3 e concluir

(29) Vx(Px)—> QX)) VxP(x)—>VxQ(x)
Se quisermos utilizar (28) para concluir
(30) FVx(Px)—=>QX)—=>(VxPx)—VxQ(x))

teremos que usar a versao generalizada do teorema da dedugao que segue abaixo:

TEOREMA 3.4 Seja 'SL um conjunto de férmulas e a,B €L, duas férmulas. Se
'u{a, ..., o } =P, em que existe uma derivagdo de B a partirde 'U{a , ..., a_} que seja
G-livre com respeitoa @, ... € O , entdo FI—((11—)(0(2—>(...—>(0Ln—>[3)...)))(’6.

66. Vale a pena ressaltar que poderiamos facilmente ter formulado uma verséo semelhante do teorema da deducéo
para o calculo classico proposicional.
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Assim, como temos (28), como a derivagao de (28) é G-livre com respeito a VxP(x)
e a Vx(P(x)—>Q(x)) temos que, de acordo com o teorema 3.4, (30) também ¢é o caso.

11.3 Teoremas logicos

Nesta se¢ao exibiremos alguns dos teoremas légicos mais importantes do calculo
de predicados. Como seria de se esperar, utilizaremos aqui os teoremas da dedugéo aci-
ma descritos bem como os esquemas de relagdes provados na unidade anterior. Come-

cemos pelos teoremas logicos contendo apenas quantificadores e implicagao:

TEOREMA 3.5 Sejam o,B,p €L, férmulas quaisquer. As relagdes abaixo sio vilidas
em C..

QI1. Fo)—>3Ixo(x) em que o(t) é uma substitui¢ao

admissivel em ou(x)

QI2. FVxo—dxa

QI3. FVx(0—p)—(Vxa—>Vxp)

QI4. FVx(o(x)—>B)—>Fxo(x)—>P) em que x nao é livre em B

QI5. FVx(o—p)—@xo—3IxP)

QI6. FVxVya>VyVxa

QI7. =3xdyo>dydxa

QI8. H3xVya—Vydxa

QI9. F3x(a—>P)—>(Vxo—3IxP)

QI1, que ja foi provado na se¢ao anterior como a regra (21), afirma basicamente que
se uma formula o, com suas possiveis instancias livres de x sendo substituidas pelo ter-
mo 7 ¢ o caso, entao também ¢ o caso que existe a0 menos um x tal que o(x). Veja que,
como na derivagao de QI1 nés usamos o axioma P12, que, como sabemos, tem a restri-
¢ao de que 0.(t) seja uma substituicao admissivel em o(x), temos que QI1 deve também

ser usado de acordo com tal restrico.

Enquanto QI2 é o equivalente sintatico a proibi¢do semantica de dominios vazios,
QI3 explicita a distribui¢dao de Vx em relagao a —>. As provas de QI2 e QI3 ja foram, em
um sentido muito importante, exibidas na segao anterior. Enquanto QI2 é nada mais do
que a versao em termos de esquema de relacao de (27), QI3 ¢ tal versao de (30). A tnica
coisa que devemos fazer para transformar as provas de (27) e (30) em provas de QI1 e
QI2, respectivamente, ¢ substituir P(x) por a, na prova de (27), e substituir P(x) por a e
Q(x) por B, respectivamente, na prova dada para (30), bem como realizar os devidos
ajustes na justificativa do uso do teorema da dedugao.
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Ja QI4 é mais ou menos a versao de P13 em termos do quantificador existencial. Se-
gue abaixo sua prova:

(31) Vx(o(x)—B),Ixax) P

1. Vx(a(x)—P) Premissa

2. (0(x)>P)—> (—p—>—o(x)) INmG6

3. Vx((a(x)—=B) = (—=p—>—a(x))) G2

4. Vx(a(x)—=B) = (=p—>—oX) > (Vx(ax)—p)—
Vx(=B——a() QI3

5. Vx(o(x)=>B)—=> Vx(—p——0(x)) MP 34

0. VxX(—fB——a(x)) MP 1,5

7. Vx(=f—=>—=0(x) > (= Vx—a(x)) P13

8. =B Vx—0o(x) MP 6,7

9. =Vx—a(x)—>——f INmb5 8

10. =Vx—o(x) Premissa

11. = MP 10,9

12. B RN2 11

67
’' de acot-

Como a derivacdo acima é G-livre com respeito a Vx(ou(x)—>f) e Ixa(x)
do com o teorema 3.4 entdo temos QI4. Veja que como usamos no passo 7 da deriva-
¢ao de (31) o axioma P13 que, como sabemos, s6 pode ser usado se a restri¢ao de que x
ndo seja livre em P for satisfeita, tal restricao também se aplica a (31) e, consequente-

mente, a QI4.

QI5 faz algo bastante semelhante a QI3, mas com Vx se transformando, por assim
dizer, em Jx. Segue abaixo sua prova:

(32) Vx(a—p)-Ixo—>3IxP

1. Vx(o—P) Premissa
2. Vx(o—=>B)—>(0—P) P12

3. a—>p MP 1.2
4. B—3xP Qn

5. a—>3xB 14 3,4

6. Vx(o—>3xP) G5

7. Vx(o—>3xP)—>Fxo—3IxP) QI4

8. Ixa—>3IxP MP 6,7

67.Daqui em diante deixaremos a cargo do leitor checar que essa e as demais derivacées a serem exibidas no res-

tante deste capitulo sdo realmente G-livres com respeito a uma dada férmula.



Como a derivag¢do acima é G-livre com respeito a Vx(a—>f), de acordo com o teo-

rema 3.3 temos QI5.

Segue abaixo a prova de QI7:

(33) F3xdya—>Idydxa

1. a—>dxa

. dxa—dydxa
. o—>Jdydxa
. Vy(o—3Jy3Ixa)
. Vy(o—3Jy3dxa)— (Fyo—>JdyIxa)
. dyo—dy3dxa
. Vx(@dyo—dydxa)

o N N Ul B~ WL

. Vx(@yo—Jdydxo)—>FxIdya—>IyIxar)
9. Ixdya—>Iydxa

A prova de

(35) F3yIxa—>IxIya

QIl
QI1
1412
G3
QI4%
MP 4,5
G6
QI 4%
MP 7,8

pode ser construida simplesmente substituindo-se x por y e y por x na prova de (33) aci-

ma. Feito isso, s6 nos resta entdo, através de um uso trivial de C3, provar QI7:

(QI7) H3xdya—>JyIxa
1. IxIyo—>dydxa
2. dydxo—3Ixdya
3. dxdyoa>dydxa

(33)
(34)
C312

O teorema abaixo lista alguns teoremas logicos do calculo de predicados contendo

o simbolo da negac¢ao e apenas um quantificador:

TEOREMA 3.6 Sejam o,3,¢ €L, férmulas quaisquer. As relagdes abaixo sao validas

em C..
QNI1. F3xa>—Vx—a
QN2. =Vxa>—Ix—a
QN3. F=Vxo>Ix—o

68. Podemos aqui usar Ql4, pois y ndo € livre em Jy3xo.

69. Novamente, podemos usar Ql4 porque aqui x ndo ¢ livre em Jy3Ixa.
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QN4. F—=3xo¢> Vx—o

QN1 apenas especifica na forma de teorema 16gico a defini¢io de 3x dada por nds
no capitulo 9 (definicio 3.8); como Ixo ¢ nada mais do que uma abreviagdo para
—Vx—0, sua prova ¢ uma instancia trivial da lei da reflexividade da equivaléncia (BC1:
o<>a). Ja QN2, apesar de envolver um raciocinio relativamente simples na sua prova,
tem uma derivacio mais sofisticada’:

1. o—>——0o INm10
2. Vx(a—>——0) G1

3. Vx(0—=>——0)—=>(Vxo—> Vx——) QI3

4, Vx0—Vx——0 MP 2,3
5. Vx——0—>——Vx——a INm10
6. Vxo—>——Vx——a 1445

(37) F—3dx—a— Vxa

1. m—oae>a Ncl
2. 70— Cl1
3. Vx(—=—o—) G2
4. Vx(—=—0—>0)—>(Vx——0—> V) QI3
5. Vx——o—>Vxo MP 3.4
0. = Vx——04>Vx——0 Ncl
7. 2= Vx—=—0—> Vx—— Clo
8. = Vx——o—Vxa 1475
Tendo provado entdo (36) e (37), a prova de QN2 ¢ trivial:
(QN2) - Vxo>—Ix—0
1. Vxo—>—Ix—a (30)
2. —dx—o—>Vxa (37)
3. Vxo>—dx—a C31.2

Segue abaixo alguns dos mais importantes teoremas légicos do calculo de predica-
dos relacionados com a conjungao e disjuncao:

70. Lembre-se que —3Ix—a € uma abreviacdo para ——Vx——a.
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TEOREMA 3.7 Sejam o,3,¢ €L, férmulas quaisquer. As relagdes abaixo sao validas
em C..

QCD1. FVx(aAB)«>VxaaVxf

QCD2. FVxavVxB—Vx(avf)

QCD3. +3x(avP)>IxavIxP

QCD4. —3x(aaB)—>IxanIxP

Basicamente QCD1 explicita a possibilidade de internalizacao (Vx(0AfB)—>VxoAVx[)
e externalizacao (VxaAVxB—Vx(aAf)) de Vx em relagdo a conjuncao. Ja em relacao a
disjuncao, apenas a externalizaciao de Vx ¢ possivel, o que ¢ explicitado em QCD2. Se-
gue abaixo a prova de QCD2:

(QCD2) FVxavVxB—Vx(avp)

1. a—>avp P6

2. Vx(o—avp) G1

3. Vx(a—avP)—(Vxo—>Vx(av)) QI3

4. Vxo—Vx(ovp) MP 2,3
5. B—>avp P7

6. Vx(B—avp) G5

7. Vx(B—oavp) = (Vx> Vx(avp)) QI3

8. VxB—>Vx(avp) MP 6,7
9. VxavVxpB—>Vx(avp) D348

Algo semelhante acontece em relacao a QCD3 e QCD4, mas agora com respeito a quan-
tificacdo existencial. Enquanto QCD3 representa a internalizacio (Ix(ov3)—>IxovIxf)
e externalizacao (VxaAVxB—>Vx(aAf)) de Ix em relagao a disjunciao, QCD4 repre-
senta apenas a internalizagao de 3x em relagao a conjun¢ao. Como ¢ de se esperar, o
converso de QCDA4, isto é, a externaliza¢ao de Jx em relagdo a conjungao nao é possi-
vel. Segue abaixo a prova de QCD3:

(38) F3x(avP)—>IxavIxP

1. a—>3xa QI1
2. Ixa—>IxavIxP Po

3. a—>3IxavIxP 1412
4. B—>3xP QI1
5. IxP—->IxavIxP P7

6. B—>3IxavIxP 14 4,5
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7.
8.
9.

ovp—IxavIxP
Vx(ovB—>IxavIxP)
Vx(ovB—>IxavIxP)—Fx(avP)—>IxavIxP)

10. Ix(avP)—>IxavIxP
(39) F3IxavIxP—->Ix(avpP)

1

.o—avf
2. Vx(a—oavp)

3. Vx(a—avp)—Fxa—>Ix(avp))
4. Ixo—>Ix(avp)

5.
6
7
8

B—avp

. Vx(B—avp)

. Vx(B—avB)—>E3xB>Ix(@vp))
. IxB—->Ix(avp)

9.

IxovIxP—>Ix(avP)

D3 3,6
G7

Ql4
MP 8,9

P6
G1
QI5
MP 2,3
P7
G5
QI5
MP 6,7
D3 4,8

Tendo provado (38) e (39), basta usarmos C3 para provarmos QCD3:
(QCD3) FIx(avP)«>IxavIxP

1.
2.
3.

Ix(avP)—>IxavIxP
IxavIxP—>Ix(avP)
Ix(ovB)<>IxavIxP
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11.4

11.5

Exercicios propostos

. Faca o que € pedido a seguir referente ao teorema 3.5:

a. Diga o que significa os teoremas légicos QI6, QI7, QI8 e QI9;
b. Diga por que o inverso de QI8 n&o é valido;
c. Prove QI6, QI7 e QI8.

. Prove QN3 e QN4 (teorema 3.6).
. Faga o que é pedido a seguir referente ao teorema 3.7:

a. Explique por que o converso de QCD2, Vx(avp)—VxavVxp, ndo é valido;
b. Explique por que o converso de QCD4, Ixar3xp—3Ix(anP), ndo é valido;

. Prove QCD1 e QCD4 (teorema 3.7).

Exercicios de analise Idgica

. Traduza para a linguagem de predicados de primeira ordem os argumentos abaixo

(usando um glossario com os simbolos usados) e, apos isso, demonstre, utilizando o
calculo classico de predicados de primeira ordem, se tal argumento é valido ou néo.
a. Todos as pessoas que deliberam sobre alternativas acreditam [ao menos implicita-
mente] no livre-arbitrio.
Todas as pessoas deliberam sobre alternativas.

.. Todas as pessoas acreditam no livre-arbitrio. [Este argumento foi dado por William Ja-
mes.]

b. Nenhum sentimento de felicidade é publicamente observavel.
Todo processo quimico é publicamente observavel.

. Nenhum sentimento de felicidade € um processo quimico.

c. Todas as leis do universo se baseiam na vontade de Deus.
Os principios morais s&o leis do universo.

.. Os principios morais se baseiam na vontade de Deus.

d. Se alguém é onisciente, entdo esse alguém é Deus.

Para alguém provar que Deus nao existe, esse alguem tem que ser capaz de conhe-
cer cada “canto” do universo.

Se alguém é capaz de conhecer cada “canto” do universo, entéo esse algiem é onis-
ciente.

*. Para alguém provar que Deus ndo existe, esse alguém tem de ser Deus. [Esse argu-
mento foi dado por Howard J. Resnick.]

e. Todo enunciado significativo € ou experimentalmente testavel ou analitico.
Nenhum enunciado religioso é experimentalmente testavel.
Nenhum enunciado religioso é analitico.

.. Nenhum enunciado religioso é significativo.

f. Todo aquele que pensa claramente é potencialmente um bom Idgico.
Toda pessoa que é potencialmente um bom légico deve estudar logica.
Todo aquele que n&o pensa claramente deve estudar logica.

". Todos devem estudar logica.
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g. Tudo tem uma causa.
Se Deus existe, entdo ha algo que ndo tem uma causa [a saber, Deus].

". Deus nao existe.

h. Tudo que teve um inicio tem uma causa.
O mundo teve um inicio.
Se o mundo teve um inicio, entdo Deus [que n&o teve um inicio] € a causa do mundo.
Se Deus é a causa do mundo, entédo Deus existe.

". Deus existe.

i. Tudo que pode ser explicado pode ser explicado ou como causado por leis cientificas,
ou como o resultado de uma escolha livre de um ser racional.
A totalidade das leis cientificas ndo pode ser explicada como causada por leis cientifi-

cas [pois isso seria circular].

.. Ou a totalidade das leis cientificas ndo pode ser explicada, ou ela pode ser explicada
como o resultado de uma escolha livre de um ser racional [Deus].

j- Se todas as pessoas forem professores de filosofia, entdo todos morrerao de fome.

.. Toda pessoa que for professor de filosofia morrera de fome.

k. Toda crenga nao refutada e de pratico valor para a vida das pessoas deve ser tomada
como verdade.
A crenca na existéncia de Deus néo foi refutada.

.. Se a crenga na existéncia de Deus é de pratico valor para a vida das pessoas entao
ela deve ser tomada como verdade.

|. Se tudo é material, entdo tudo € composto de particulas fisicas.
Nao é verdade que o nimero © € composto de particulas fisicas.

.. Nao é verdade que tudo é material.

m. Toda pessoa consistente que pensa que o aborto € normalmente permitido consenti-
ré com a ideia de ter sido abortado em circunstancias normais.
Ninguém consentiria com a ideia de ter sido abortado em circunstancias normais.

.. Nenhuma pessoa consistente pensa que o aborto € normalmente permitido. [Este ar-
gumento foi dado por Harry Gensler.]

n. Nao devemos fazer a nenhum ser vivo o que ndo queremos que seja feito a n6s mesmos.

.. Se nao desejamos ser enganados, entdo nao devemos enganar os outros.
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12
Metalogica

12.1 Ldgica e metaldgica

Neste capitulo nos dedicaremos a subarea da légica conhecida como metaldgica ou
metateoria. Conforme ja mencionamos, os diversos teoremas, ou metateoremas para
ser mais preciso, e corolarios que introduzimos do decorrer dos varios capitulos anterio-
res pertencem a metaldgica. Também podemos falar em metaldgica ou metateoria de
um sistema légico especifico. Por exemplo, a descri¢do e ao estudo (o que inclui a de-
monstra¢ao) dos mais importantes metateoremas do calculo proposicional nés damos
o nome de metateoria do calculo classico proposicional. De forma semelhante temos a
metateoria da semantica da légica proposicional, a metateoria da légica proposicional
(que obviamente inclui a metateoria de tal calculo e semantica), a metateoria da logica
de primeira ordem, a metateoria dos calculos axiomaticos, e assim por diante. Assim, a
metaldgica seria a area que se dedica ao estudo e demonstragao das diversas proprieda-

des-chave de sistemas logicos ou de classes de sistemas légicos.

A fim de ilustrarmos em que consiste a pratica da metalégica, considere a defini¢ao
das nog¢oes de calculo axiomatico e derivacao e deducao dadas por nés na se¢ao 5.2.
Independentemente de que linguagem, regras admissiveis e axiomas um dado célculo
possa ter, dado o quadro conceitual construido através de nossas defini¢des, sua relagao
de deducao sempre satisfara no minimo trés propriedades. Primeiro de tudo, em qual-
quer calculo, se uma dada férmula o pertence a um conjunto I', entdo a ¢ deduzido a
partir de I nesse calculo. Trata-se do que chamamos no capitulo 2 de a reflexividade da re-
lacao de dedncao.

A despeito da possivel trivialidade que tal afirmag¢ao possa ter para alguns de nos, a
menos que provemos para além de qualquer duvida que efetivamente o que estabelece-
mos nas nossas definicdes implica tal resultado, ndo poderemos aceitar essa proposi¢ao
como verdadeira. Em outras palavras, precisamos provar ou demonstar a veracidade do
teorema da reflexividade. De fato, a prova das diversas propriedades dos sistemas légicos
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enunciadas na forma de metateoremas é uma das tarefas mais importantes da metalégica.
Vejamos entdo como seria a prova desse teorema da reflexidade da relagao de dedugio:

TEOREMA 4.1 Seja C=<L,2,A> um calculo axiomatico, 'SL. um conjunto de

formulas e o€ uma formula. Se ael’, entao I'ow em C.

Prova Conforme enunciado acima, o teorema da reflexidade nada mais é do que
um condicional afirmando que se certas condi¢es antecedentes sao satisfeitas, isto é, se
o pertence a I, entdo o consequente do condicional, isto ¢, que o é deduzido a partir de
I', é o caso. Assim, para provarmos a veracidade desse teorema, devemos, supondo
nada mais além do que ¢ dito no antecedente (ael’), mostrar que o consequente (I'For)
¢ o caso. Supondo entdao que o pertence a I', temos que trivialmente ', pois pode-
mos facilmente construir uma derivagao de o a partir de I', a saber, a sequéncia unitaria
de formulas <o>. E facil ver aqui que <o> ¢, de acordo com a defini¢ao 1.13, efetiva-
mente uma derivacao de o a partir de I': primeiro, o seu ultimo membro ¢é igual a con-
clusio do argumento; segundo, todos os seus membros, que na verdade sao apenas um,
satisfazem no minimo uma das condi¢oes exigidas na mencionada defini¢ao, a saber, a
condicio (a) de que o elemento pertenca ao conjunto de premissas (ael’). CQD”'

Vale a pena observar que, na prova acima, nés nao supomos nada além do que foi
estabelecido nas defini¢Ges; agir de outra forma poderia ter comprometido a validade

de nossa demonstracao.

Uma consequéncia do teorema 4.1 ¢ que, se dois conjuntos de féormulas I' e A sao
tais que ASI', entao I'FA. Temos entiao o seguinte corolario do teorema 4.1:

COROLARIO 4.1 Seja C=<L,Z,A> um calculo axiomatico e [, ASL dois conjun-
tos de férmulas. Se AST entao I'=A em C.

Prova A prova desse corolario ¢ uma aplicagao trivial do teorema 4.1. Supondo
que AST', como todo a€A ¢ tal que o€l (defini¢ao 1.15), pelo teorema 4.1 temos que
I'=o. Mas como isso vale para todo a€A, de acordo com a defini¢ao 1.15, temos
que 'HA. CQD

A segunda propriedade geral de calculos axiomaticos que iremos mencionar aqui é
o que chamamos no capitulo 2 de #ransitividade da relagao de dedugao: se trés conjuntos
de férmulas I', A e @ sdo tais que A é deduzido a partir de I' e @ ¢é deduzido a partir de A,

71.Seguindo pratica comum, marcaremos o fim de nossas demonstracées de metateoremas ou coroldrios utilizan-
do a sigla CQD, que significa Conforme Queriamos Demonstrar.
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entdo @ ¢é deduzido a partir de I'. Segue abaixo a descrigao formal dessa propriedade se-

guido de sua prova:

TEOREMA 4.2 Seja C=<L,2,A> um calculo axiomatico e I',A,{®EL trés conjun-
tos de férmulas. Se 'A e AR® em C, entdo I'=® em C.

Prova Novamente temos aqui um condicional. Devemos entao, para provarmos
esse teorema, supor a veracidade do antecedente e, em seguida, amparados nessa supo-
si¢ao, mostrar que o consequente ¢ o caso. Executando a parte primeira dessa tarefa, su-
ponhamos que A ¢ deduzido a partir de I' e que @ ¢é deduzido a partir de A. Seja
A={y,Y,, Y, }- Se ['=A, de acordo com a definigao 1.15 todo v, €A € tal que I't=y.. Isso
por sua vez nos permite concluir, de acordo com a definicao 1.14, que para todo y €A
existe uma derivagio de y a partirde I'. Seja <y, .y, ,...,y,> tal derivacdo de y, a partir de
I, <y .Y, talderivagao de y apartirde I, ..,e <y .y, , ...,y > tal derivacio de y_
a partir de I'. Como AF-®, seguindo o mesmo raciocinio, temos que para todo pe®

217 y22’ '

existe uma detivacao de ¢ a partir de A. Seja ¢ @ um membro arbitritio de @ e
<¢,9,,...0> uma tal derivacio de ¢ a partir de A. A sequéncia de férmulas
8=<y11,y12,...,y1,y21,yzz,...,yz,...,ykl,ykZ,...,yk,d)l,(I)z,...,d)> entdo ¢ uma derivacdo de ¢ a partir
de I', pois, em primeiro lugar, como as sequéncias de férmulas <Y oYY, s
<Y,,5Y pypeesY, > CEC. $30 derivacoes a partir de I', temos a garantia de que cada uma das
formulas Vip Yoo Y Vopp Vg oo Vs oo Vi Vg o0 ¥, satisfazem no minimo um dos reque-
rimentos da definigio 1.13. Segundo, cada uma das formulas ¢ , ¢, ..., ¢ satisfaz no mini-
mo um dos requerimentos da definicao 1.13, pois como <¢ ,¢ ,...,0> € uma derivacio de
¢ a partir de A e como todos os membros de A ={y ,y ...}, } estdo presentes em J, 0 ele-
mento ¢, que tiver sua presenca na derivagao otiginal de ¢ a partir de A justificada de acor-
do com o item (a) da definicdo 1.13 (¢ €A) terd sua presenca justificada em 3 da mesma
forma que o seu elemento de A correspondente (yE€A tal que y=¢,). Finalmente, o tltimo
membro de 9, a saber ¢, é idéntico a conclusio do argumento. Logo, existe uma detiva-
cao de ¢ a partirde I', o que, de acordo com a definicio 1.14, implica que I'=¢. Como su-
pomos inicialmente um membro arbitrario de @, temos que isso vale para todo e qual-
quer pe®D. Assim, de acordo com a definicio 1.15 temos que '=® em C. CQD

O leitor deve ter notado que o teorema acima difere consideravelmente da versio
que demos no capitulo 2 para a transitividade da relacao de dedugao. Sendo construida
em termos de relagao de dedugao entre conjuntos de formulas, a formulagao acima é, na
verdade, mais geral que a originalmente dada naquele capitulo, sendo esta tltima nada
mais do que uma consequéncia ou corolario desse teorema 4.2. Segue abaixo a descri-

¢ao formal seguida da prova desta versao original do teorema da transivitidade, antece-
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dida por uma terceira versao que representa um meio termo em termos de generalidade
entre o teorema 4.2 e essa versao inicial.

COROLARIO 4.2 Seja C=<I,X,A> um cilculo axiomitico, I, ASL dois conjuntos
de férmulas e o€l uma férmula. Se I'=A e Ao em C, entio I'a em C.

Prova Como a maioria dos corolarios, esse corolario ¢ uma consequéncia trivial do
seu teorema correspondente, isto é, o teorema 4.2. Suponha que I'HA e AFa.. Como
Ata, de acordo com a definicio 1.15 temos que A {at}. Logo, de acordo com o teore-
ma 4.2, temos que I'{at}. Mas novamente, de acordo com a defini¢ao 1.15, isso impli-
ca que ['a. CQD

COROLARIO 4.3 Seja C=<I,X,A> um calculo axiomatico, 'S um conjunto de
férmulas e a,B €L duas formulas. Se '=B e {B} o em C, entio '=a em C.

Prova Como {B} é obviamente um conjunto, esse corolitio é simplesmente uma
instancia particular do corolirio 4.2: supondo que '3 ¢ {B}+a, de acordo com o co-
rolario 4.2 temos que I'=a.. CQD

Um terceiro corolario que podemos obter a partir do teorema 4.2 é uma versao preli-
minar do teorema da regra derivada que mostramos no capitulo 6™ se dois conjuntos de
féormulas I' e A e uma férmula o sdo tais que A ¢é deduzido a pattir de I' e o ¢ deduzido a
partirde I' e A, entao o é deduzido a partir de I'. Além do teorema 4.2 (na forma do coro-

lario 4.2), também utilizamos na prova desse novo corolario o corolario 4.1 do teorema 4.1:

COROLARIO 4.4 Seja C=<L,%,A> um cilculo axiomitico, I, ASL dois conjuntos
de formulas e o€l uma férmula. Se I'=A e 'UARo em C, entao I'ow em C.

Prova Supondo a veracidade do antecedente desse corolario, isto é, que I'A e
['UAFa, nés temos o que segue. Primeiro, de acordo com o corolario 4.1, temos que
I'=T". Mas se 'A e I'T', entdo de acordo com a definigao 1.15, I'FI"UA, pois se todo
o€l e todo BeA sao tais que ['~a e '3, entdo todo pel'UA ¢ tal que I'¢. Mas se
I'=T"UA e 'UAFRq, entdo de acordo com o corolario 4.2, temos que I'=a.. CQD

A terceira e ultima propriedade dos sistemas logicos que vamos mostrar aqui é o

que chamamos no capitulo 2 de monotonicidade da relagao de dedugao ou, em outras pala-

vras, a conservacao da relagao de inferéncia entre uma férmula o e um conjunto de for-

72.Que o corolario 4.4 ¢ efetivamente uma versao preliminar do teorema da regra derivada ficara claro quando, na
secdo 12.3, usarmos tal corolario para provarmos o mencionado teorema.
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mulas I' quando adicionamos novas férmulas a I'. Se a é deduzido a partir de I', entio o
¢ deduzido também a partir de qualquer conjunto que contenha I'. Formalmente nos

temos como seguc:

TEOREMA 4.3 Scja C=<L,X,A> um calculo axiomatico, I, ASL dois conjuntos
de féormulas e a€l. uma formula. Se 'SA e '~a em C entdo Ao em C.

Prova Seguindo a mesma pratica das provas anteriores, para provarmos esse teore-
ma suporemos que I €A e I'Fa e entdo mostraremos que disso segue que Ao Fa-
zendo entdao as mencionadas suposi¢oes, temos, de acordo com a defini¢ao 1.14, que
existe uma derivagdao 2 de a a partir de I'. Trivialmente entdo, tal derivagido também
sera uma derivagao de o a partir de A, pois como todos os elementos de I' sdo também
elementos de A, para todo elemento @ de € cuja presenca ¢ justificada através do item
(a) da definicao 1.13 (pel), temos que o mesmo item é satisfeito em relagdo a A (QeA).
Logo, de acordo com a definicao 1.14, A-a.. CQD

12.2 Corolarios semanticos e sintaticos

Dando continuidade a nossa introdugdo a metalogica e a prova de metateoremas,
daremos inicio a prova dos teoremas e corolarios que introduzimos e utilizamos nos ca-
pitulos 4, 6,7, 8 e 11. Comegaremos, nesta se¢ao, pelos corolarios dos capitulos 4,6 ¢ 7,
visto que as provas de tais resultados envolvem um grau menor de dificuldade que as
provas dos demais resultados.

No capitulo 4, na defini¢ao 1.5, n6s definimos uma tautologia como sendo uma fo61-
mula o tal que, para todo modelo M, MI-a; e na definicao 1.7 nés definimos o como
sendo uma consequéncia logica de I' se e somente se, para todo modelo M tal que
MIFT", Mi-a. Entao no corolario 1.1, nés estabelecemos uma relagao importante entre
essas duas no¢oes de um sistema semantico: toda tautologia a. é tal que o é uma conse-
quéncia logica do conjunto vazio, e vice-versa. Obviamente que apenas enunciar tal re-
sultado nao ¢ suficiente: nds temos que demonstrar ou provar que o que ¢ dito no coro-
lario 1.1 é realmente o caso; isso que ¢ feito logo a seguir:

COROLARIO 1.1 Seja L uma linguagem 16gica, I uma relacao de satisfatibilidade
em L, e a.€ . uma férmula. o é uma tautologia se e somente se JF=a. (caso no qual es-
crevemos simplesmente E ).

Prova O que o corolario 1.1 afirma na verdade sdo duas proposi¢oes condicionais:
que, dada uma linguagem L, uma relacdo de satisfatibilidade em L I+ ¢ uma férmula
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a€l, (1) se o é uma tautologia, entio JEa, e (2) se DEa, entio o ¢ uma tautologia.
Assim, para provarmos tal corolario, temos que provar cada uma dessas duas proposi-
¢oes. Comecemos por (1). Novamente, o que temos de fazer é supor que o é uma tau-
tologia e, a partir dai, concluirmos que @ Fa. Fazendo tal suposicio, de acordo com a
definicao 1.5, temos que para todo modelo M, MIFa. Mas de acordo com a defini¢ao
1.7, D Ea se e somente se, para todo modelo M tal que MI-&J, MI-a.. Mas quais sao es-
ses modelos que satisfazem @ (MI-Q)? De acordo com a definigio 1.6, item (i), um
modelo M satisfaz um conjunto de férmulas I', em simbolos MIFI, se e somente se,
para todo Bel’, MI-B. Mas veja que & nio contém membro algum. Qual seriam entio
os modelos que satisfariam &? Isso pode ser respondido quando lemos tal item da defi-
ni¢ao 1.6 de uma maneira equivalente, mas um pouco diferente: MI# I, se e somente se,
para algum Bel’, MIB. Vendo dessa forma, um modelo M nio satisfaz & (Ml Q)
quando ha um elemento Be @ tal que M B. Mas trivialmente & nio contém elemen-
to algum; consequentemente nao ha modelo que nao o satisfaga, o que ¢ o mesmo que
dizer que todos os modelos satisfazem o conjunto vazio. Assim temos que o conjunto
vazio € tal que, para todo e qualquer modelo M, MI-Q. Assim, reescrevendo a defini-
¢ao 1.7 aplicada ao conjunto vazio e ja incorporando essa nossa conclusio, temos que
D Ea se e somente se, para todo modelo M, MI-o.. Mas de acordo com a nossa suposi-
¢do, sendo oL uma tautologia, o ¢ tal que para todo modelo M, MIFa. Logo o também é
tal que DEa, ou seja, o é uma consequéncia logica de . Assim provamos (1). Dado
isso, a prova de (2) é trivial. Supondo que @0, de acordo com o exposto acima temos
que para todo modelo M, MIFa. Disso segue, de acordo com a defini¢ao 1.5, que o é
uma tautologia. CQD

A prova do corolario 1.2 segue a mesma légica usada na prova acima para reescre-
ver o item (i) da defini¢ao 1.6: na defini¢ao 1.6 temos explicitado um caso positivo, a sa-
ber, as condi¢des nas quais M satisfaz I'; mas como, por conta do uso da expressao “se e
somente se”, tal definicdo exaure todas as possibilidades nas quais M satisfaz I, esta au-
tomaticamente presente na definicdo também a especifica¢do do caso negativo, a saber,
as condig¢Oes nas quais M nao satisfaz I', que obviamente consistem na nao satisfacao
das condicGes para o caso positivo (se ndo ¢ verdade que para todo Bel’, MI-3, entao é
por que ha no minimo um Bl tal que MIB, e vice-versa). A maneira como tal racioci-
nio ¢ aplicado ao corolario 1.2, que ¢ bastante simples, ¢ exibida logo abaixo.

COROLARIO 1.2 Seja M um modelo, peP um simbolo proposicional qualquer e
a,Bel, duas férmulas quaisquer.

i) MItp sss M(p)=F;
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(i) MIF-—a sss Mk

(ifi) M aAp sss MIFo ou MIB;
(iv) MiFovB SN Mt o e MI-;
(v) Mito—p sss Mi-a e MIB.

Prova A defini¢ao 1.10, da qual o resultado acima é um corolario, contém cinco
itens estabelecendo defini¢oes positivas semelhantes aos da defini¢ao 1.6. Assim, para
coNstruirmos Os seus respectivos casos negativos, que é o conteudo do corolario 1.2,
basta considerarmos a nao satisfagao de suas respectivas condi¢ées. Por exemplo, o
item (v) da defini¢ao 1.10 diz que MI-a—f3 se e somente se MIi+o. ou MI-. De posse
dessa informagio, sabemos de forma trivial em que condi¢oes Mt o—>f: quando nao é
o caso que MItta ou MI-3, ou seja, quando Mo e MiB. Assim MIFo—>f sss MI-3 e
M. Procedendo dessa forma provamos facilmente os demais itens do corolatio, coi-
sa que, dada sua trivialidade, podemos nos abster de detalhar. CQD

O leitor talvez tenha estranhado a nossa omissao, na demonstracao acima, em relacao
aositens (i)-(iv) do corolario 1.2. Tal fato, no entanto, é plenamente justificavel, conforme
mencionamos no préprio texto, pela demonstragao que fornecemos do item (v) do coro-
lario e consequente trivialidade em relagdo a prova dos demais itens. Adotaremos proce-
dimento semelhante sempre que a demonstracao do resultado em questio nao envolver
maiores dificuldades em relagao a sua compreensao, seja porque o raciocinio a ser usado
na sua prova ja foi usado em outra demonstracao ou em virtude da trivialidade mesma in-
trinseca a sua demonstragio””. Consideremos agora os corolarios 2.1 e 2.2:

COROLARIO 2.1 CP ¢ uma extensao conservativa de C»‘

Prova De acordo com a definicio 2.1, o calculo C” é uma extensao conservativa de
outro calculo C’ se eles compartilham a mesma linguagem L. e 0 mesmo conjunto de in-
feréncias admissiveis X e para todo 'EL e todo el se ' em C entao 't em C”.
Assim, dado que dois calculos C’ e C” satisfazem esse primeiro requisito, tudo o que te-
mos que fazer para provar que C” ¢ uma extensao conservativa de C’ ¢, supondo que
I'oem C, paraum I e o quaisquer, provar que ' em C”. Veja que enquanto o cal-
culo proposicional C ¢ definido como sendo <L X A > (defini¢io 1.21), o calculo

P MP”" PI1-P11

da implica¢do material C ¢ definido como sendo a tripla <LP,Z >, Assim, eles

A
MP P1-P2
efetivamente compartilham a mesma linguagem légica e o mesmo conjunto de inferén-

cias admissiveis. Agora suponha que, para um dado conjunto de férmulas I e uma dada

73. Poderiamos, por exemplo, sem prejuizo nenhum para a clareza e rigor de nossa exposicdo, ter omitido as provas
dos corolarios da secdo passada.
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féormula a arbitrarios, I'=a em C_.De acordo com a definicio 1.14, se ['=a em C
entdo existe uma derivacao de ova partir de I em C_. Por sua vez, a defini¢ao 1.13 nos
diz que se hd uma detivagao < ,...,8 >de aapartirdeI'em C_, entdo cada B, € tal que
(@) B.eT’, (b) B.€ A ou (c) existe uma inferéncia admissivel Bj ,...,pj /B, €X tal quej, ...,
jn<i. Veja, no entanto, que como todos os axiomas e inferéncias admissiveis de C% tam-
bém sio axiomas e inferéncias admissiveis de Cp <B1,...,Bn> também é, de acordo com
a defini¢ao 1.13, uma derivacao de o a partir de I' em C,. Assim, de acordo com a defi-
nicao 1.14, temos que I'aLem C ; 0 que implica que C_ € uma extensdo conservativa de
C..CQD

Apesar da elaboragao textual da demonstragao acima, uma breve inspec¢ao nas defi-
ni¢oes envolvidas e no fato de o conjunto de axiomas de C | estar contido no conjunto
de axiomas de C, € suficiente para nos convencermos da veracidade do corolario 2.1.

Mais trivial ainda ¢ a prova do corolario 2.2.

COROLARIO 2.2 As relagdes mencionadas no teorema 2.1 também sio validas em
C.

P
Prova Como CP é uma extensao conservativa de C_), paratodoI' e o, se 'o em

C_) entio ['~a em C.. Dessa forma, trivialmente todas as relacOes exibidas no teorema
2.1, que dizem respeito a C_}, também sao validas em CP. CQDb

Com excegao do corolario 2.3, as provas dos demais corolarios dos capitulos 6 ¢ 7
utilizam o mesmo raciocinio e apresentam o mesmo grau de trivialidade das demonstra-
¢oes dos corolarios 2.1 e 2.2 acima. Assim nao nos daremos ao trabalho de exibir suas

provas. A prova do corolario 2.3 ¢ dada na segdo que segue.

12.3 Teoremas da deducao, da regra derivada e da reducao ao absurdo

Nesta se¢ao provaremos os trés meta-resultados fundamentais exibidos nos capitu-
los 6,7,8 e 11: o teorema da dedugio, o teorema da regra derivada e os teoremas da re-

dugao ao absurdo. Comecemos pelo teorema da dedugao:

TEOREMA 2.2 Seja C=<L,2,A> uma extensao conservativa de C_), I'SL um con-
junto de férmulas e o, €L duas férmulas. Se ['U{a} P em C, entao 'Fo—P em C.

Prova Seguindo nossa pratica padrao, para provarmos esse teorema nos temos que,
supondo que 'U{o} =P em C, provar que ['=0—f3 em C. Fazendo entio tal suposicio,
temos que, pela definicio 1.14, ha uma detivagio Q de o a partir de 'U{oat} em C. Assim,
para provarmos a partir disso que I'-a—f3, basta que, de acordo com a mesma definigio,
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consigamos de alguma forma transformar €2 em uma derivagao de o—>p a partir de I'. Nos
faremos isso usando uma das mais tradicionais técnicas de prova matematica: a chamada
prova por inducdo’*. Mais especificamente, faremos uma prova por indugio pelo tamanho
da derivagao. Provaremos primeiro que o resultado vale para o caso mais simples, isto é,
para casos com derivagao de tamanho 1. Ap0s isso, provaremos que se o resultado vale para
derivagGes de tamanho menor que 7, sendo 7 um nimero natural arbitrario maior que zero,
entdo ele vale para deriva¢oes de tamanho 7. Juntando essas duas coisas, temos entao que,
como o resultado vale para derivagdes de tamanho 1, ele vale também para derivagoes de
tamanho 2 e, como vale para derivagoes de tamanho 2, vale também para derivagdes de
tamanho 3 e, como vale para derivagdes de tamanho 3, vale também para derivagoes de
tamanho 4, e assim por diante, o que significa obviamente que o resultado vale para deriva-
¢oes de qualquer tamanho. Comecemos entido pelo caso mais simples, supondo que
I'U{o} B e que ha uma detivacio Q de B a partir de 'U{al} de tamanho 1. Nesse caso,
pela definicao 1.13, a derivacao Q={P} ¢é tal que ou (1.a) B é um axioma ou 3 é uma das pre-
missas, caso no qual ou (1.b) Bl ou (1.c) B=a.. Em cada um desses trés casos, podemos

construir uma detivagao de o—>f3 a partir de I' como segue:

(1.a) TFo—p

1.B axioma

2. B—=>(a—p) P1

3. a—P MP 1,2
(1.b) 'o—P

1.B premissa

2. B—=>(0—P) P1

3. a—P MP 1,2
(1.c) TFa—P

1. B—B 13

Dessa forma, provamos que, para o caso mais simples de derivagoes de tamanho 1,
se 'U{a} P entao 'a—P. Agora nés iremos supor que se 'U{o} - e ha uma de-
tivacao de tamanho menor que # de B a partir de 'U{a}, entdo I'-a—P, suposicio
esta que damos o nome de hipdtese de inducao. Suponhamos agora que 'U{a} P e que
hd uma detivagio Q={B ,B ,...8 B} de tamanho » de B a partir de 'U{a}. Conside-

74.Veja que apesar do uso da palavra "inducédo”, tal método ndo tem nada a ver com a nocéo de inferéncia indutiva
introduzida no capitulo 1; 0 que temos aqui é nada mais do que a mesma palavra - inducéo - sendo usada com dois
sentidos diferentes.
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rando isso, entdo pela definicao 1.13, 3 ¢é tal que ou (2.2) B ¢ um axioma, ou 3 é uma das
premissas, caso no qual ou (2.b) Bel” ou (2.c) B=a, ou B é obtida via MP a partir de
dois membros anteriores da derivagao, o que significa que (2.d) existem Bk e Bi (k,j<n)
tal que BjEBk—>B. Nossa tarefa agora ¢ mostrar que, para cada uma dessas possibilida-
des, podemos construir uma derivagiao de a—>f3 a partir de I'. Para os casos (2.a), (2.b) e
(2.c), o procedimento ¢ idéntico, respectivamente, a0 que fizemos acima para 0s casos
(1.a), (1.b) e (1.c). Resta-nos entdo considerar o caso (2.d). Como Bi e B, sao membros
de €, que ¢ uma derivacdo de tamanho 7 de B a partir de 'U{a}, entdo B, e [3j sao tais
que M'U{a} =P e M'uia} I—Bj. Mas como £ ¢/ sao menotes que 7, temos que a detiva-
¢do de B, a partir de [U{a} e a derivagio de B; a partir de 'U{a} sao de tamanho me-
nor que 7. De acordo entio com a hipétese de indugio, temos que I'=a—f e
' a_)Bi’ que por sua vez ¢ o mesmo que I'=o—(, —f). Assim temos que hd uma
derivagio () de a—f apartir deI', e uma derivacio Qi de a—>(B,—p) apartirde I'. A par-
tir dessas duas derivagdes, podemos entao construir uma detiva¢io de o—> a partirde I':
2.d) I'-o—P

<copia dos membros de €2 >

k. a—f, <justificativa de a—>p,_em €2 >
<cépia dos membros de Qi>

k+j. a—>(B,—P) <justificativa de OL—)B) em Qj>

ktj+1. (@—>B )~ (a—>p)—>@—>p) P2

k+j+2. (a—>p)—>(a—P) MP k+j,k+j+1

k+j+3. a—f MP kk+j+2

Assim provamos que se ['U{o} - em C, entio I'-a—f em C. CQD

E interessante observar que ha uma versao semantica para o teorema da dedugao, a
meng¢ao do qual nés aproveitaremos para ilustrar como o método de prova por redugao
ao absurdo pode ser usado na prova de metateoremas:

TEOREMA 4.4 Seja I'SL, um conjunto de férmulas, a,p€L., duas formulas e = o

relagao de consequéncia logica da 1ogica classica proposicional. e 'U{a} Ef} entao
'=a—p.

Prova Queremos aqui provar que se § é uma consequéncia légica de 'U{a} entio
o—>f é uma consequéncia logica de I'. Conforme adiantamos, faremos isso utilizando a
ideia ja mencionada por nés diversas vezes da prova por redugao ao absurdo. A ideia
aqui é supormos que 'U{a} £} mas que I'iFa—> e dai chegarmos a alguma contradi-
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¢d0, 0 que nos permitira concluir que o—>f € efetivamente uma consequéncia légica de
I'. Fazendo entdo nossa primeira suposi¢ao, temos que, de acordo com a definigao 1.7,
para todo e qualquer modelo M tal que MIFI'U{a}, MIFf. De acordo com a mesma
defini¢do, temos para a segunda suposi¢ao que existe um modelo M tal que MIFI" e
Mt o—f. De acordo com a defini¢io 1.10, como MIFo.—p, entio temos que Mi-a e
M. Mas se M satisfaz I" e oo (MIFT" e MIF o) entio M trivialmente satisfaz o conjunto
I'v{o} MiFI'u{a}). Assim temos que existe um modelo M tal que MIF['U{a} e
M. Mas isso contradiz a nossa suposi¢ao inicial de acordo com a qual para todo e
qualquer modelo M tal que MIFI"U{a}, MI-B. Assim temos que nao hd um modelo M
tal que MIFI" e MIFa—P. Logo, para todo e qualquer modelo M tal que MI-T,
MIFa—B. Portanto, de acordo com a definicao 1.7, 'Ea—. CQD

Agora podemos ir para a prova do teorema da regra derivada, a qual é seguida da
prova do corolario 2.3:

TEOREMA 2.5 Seja C=<L,2,A> um calculo axiomatico, F,A1, ...,AHEL n+1 con-
juntos de férmulas e a,Bl,...,BneL n+1 férmulas. Se, no calculo C, A1|_B1"“’ Anl—Bn e
FI—Al,..., FI—AH e FU{Bl,...,Bn}I—a, entao ['o em C.

Prova Diferentemente do teorema da deducao, que se aplica apenas a extensdes con-
servativas do calculo da implicagao material, o teorema da regra derivada é um resultado
que se aplica a todo e qualquer calculo axiomatico. Basicamente ele diz que, dado um cal-
culo axiomatico C=<L,2,A>, n+1 conjuntos de férmulas F,Al, ...,AnEL e nt+1 férmulas
a’B1""’BnEL’ se A1'_B1""’ Anl— Bn e FI—Al,..., l—‘I—An e Fu{Bl,...,Bn} Fao, entio I'a.
Assim, para provarmos tal teorema, tudo o que devemos fazer ¢é, supondo que A1 I—Bl,...,
Anl—Bn, FI—Al,..., l—‘I—An elU {Bl,...,[_’)n} Fo, mostrar que I'Fo.. Fazendo ento tal suposi-
¢do, temos primeiramente que, COMo FI—Al,..., FI—AH, FI—AlU...UAn (definicao 1.15). Se-
gundo, como A1|_Bl""> AnI—Bn, temos que A U..UA = {B
coisas, ou seja, que '=A U..UA e que A U..UA = {Bl,...,Bn}, de acordo com o teorema
4.2, nés temos que I'—{p,..p}. Finalmente, como I'H{f,.p} e como
FO{B,,...B_} 0, de acordo com o corolrio 4.4 nés temos que I'=a em C. CQD

B }. Juntando essas duas

)

COROLARIO 2.3 Seja C=<I,X,A> um calculo axiomatico, 'S um conjunto de
formulas e OL,B],...,BHEL n+1 férmulas. Se, no calculo C, I—Bl,..., I—Bn e TU{P
B }a, entio I'=orem C.

FESKER)

Prova O colorolario 2.3, conforme observamos no capitulo 6, é¢ nada mais do que
um caso particular do teorema 2.5. De acordo com o seu antecendente, D3

RIS
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% =B _eTU{P,,..., B} a. No entanto, conforme observado no capitulo 5, de acordo
com a defini¢io 1.15, A-Q para todo e qualquer conjunto A; em particular temos que
'+, Assim temos que & I—Bl,..., %) I—Bn elFJe FU{B1,...,BH} Fo. Logo, de acordo
com o teorema 2.5, temos que I'=a em C. CQD

Para finalizar os teoremas da logica proposicional, temos abaixo a prova dos dois

teoremas de reducio ao absurdo:

TEOREMA 2.12 Seja C=<L,2,A> uma extensio conservativa de c_, I'El. um
conjunto de férmulas e a,BeL duas férmulas. Se I'U{a} =B e TU{a} =P, entio
I'—oa em C.

Prova Nesse teorema, que vale apenas para extensoes conservativas do calculo fra-
co da nega¢dao minimal, é afirmado que se F'U{o} B e ['U{o} =P, entio I'-—aL.
Assim, o que temos que fazer para prova-lo ¢, supondo que N'U{a} B e 'U{a} =,
mostrar que ['=—a. Fazendo entdo tal suposicao, temos que hd uma detiagao €2 de P a
partir de 'U{ot} e uma detivagdo Q0 de =3 a partir de 'U{aL}. Seja 7 seja o nimero de
elementos da detivagao €2 e 7 o nimero de elementos de {2 . Dessa forma, podemos a
partir de € e € construir uma detivagdo de —at a partir de 'U{o} como segue:

<c6pia dos membros de € >

n. B <justificativa de 3 em € >
<copia dos membros de 2 >

ntm. —f <justificativa de =3 em € >

n+m+1. f—(a—>P) P1

n+m+2. a—f MP n,n+m+1

nt+m+3. =f—(a—>—p) P1

n+m+4. o——f MP n+mn+m+3

n+m+5. (a—>p)—>((a—>—p)—>—a) P9
n+m+6. (a—>—f)—>—a MP n+m+2,n+m+5
n+tm+7. - MP n+m+4 n+m+6

Assim temos que ['U{ot} =—0.. Mas de acordo com o teorema da dedugio, nés te-
mos que I'-o——a. Dessa forma temos que existe uma derivagao Q3 de o—>—0L a par-
tir de I'. Semelhantemente a como fizemos acima, e chamando de & o namero de ele-
mentos de €, ¢ possivel construir a partir de (2, uma derivagio de —o a partir de I':

<copia dos membros de €2 >

k. oa—=>—a <justificativa de 0-—>—0L em Q >
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k+1. a—a 13

k+2. (a—=>0)—=>((0—=>—0)—>—) P9

k+3. (0—=>—0)—>—o MP k+1,k+2

k+4. —a MP k,k+3
Assim temos que I'—o em C. CQD

TEOREMA 2.17 Seja 'S, um conjunto de férmulas e a,p€L, duas férmulas. Se
[U{=a}t-B el'U{—a}-—p em C entio '~ em C .

Prova Como seria de se esperar, a prova do teorema 2.17 ¢é bastante semelhante a
prova do teorema 2.12. Na verdade, nés podemos fazer uso de tal teorema para pro-
var o teorema 2.17, visto que o teorema 2.17 se aplica ao calculo classico proposicio-
nal, que é uma extensao conservativa do calculo fraco da negagao minimal. Supondo
que M'U{=0} B e M'U{—=a} =P, temos entdo, de acordo com o teorema 2.12, que
['=——0., o que significa que ha uma deriva¢io €2 de ——a. a partir de I'. Seja # o tama-
nho dessa derivagao. Podemos entio facilmente, a partir dessa derivagdo, construir uma
derivagao de o a partir de I':

<copia dos membros de £2>

n.  —o <justificativa de ——0 em >
n+l. ——oa>a Ncl

nt+2. ——o—a Cln+1

nt3. o MP n,n+3

Portanto, temos que I'a.. CQD

No que se refere aos teoremas do calculo de primeira ordem, temos primeiramente
que as provas dos teoremas da redu¢ao ao absurdo (teoremas 3.1 e 3.2) sao idénticas,
respectivamente, as provas dos teoremas 2.12 ¢ 2.17 que demos na se¢ao anterior. Ape-
nas chamamos atenc¢ao para o uso do teorema da dedug¢ao na prova do teorema 2.12.
Como sabemos, no calculo de primeira ordem, o teorema da dedugao tem uma restri-
¢do: para que possamos concluir I'=a—f a partir de 'U{o} -3, deve existir uma deri-
vacao de B a partir de 'U{al} que seja G-livre com respeito a a.. No entanto, como ve-
remos na prova desse teorema, a ser exibida logo abaixo, tal restricio sé se aplica nos
casos em que 3 é da forma Vx@, o que ndo pode ser o caso no uso que faremos de tal te-
orema na prova do teorema 3.1, visto que se trata na verdade de uma férmula do tipo
—@. Assim, nos absteremos de exibir as provas dos teoremas 3.1 e 3.2. Segue abaixo as
provas dos teoremas 3.3 e 3.4
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TEOREMA 3.3 Seja 'SL um conjunto de férmulas e a,B €L, duas férmulas. Se
['U{o} P, em que existe uma detivagao de 3 a partir de 'U{a} que seja G-livre com
respeito a o, entao ['=—P.

Prova A prova desse teorema segue o mesmo raciocinio usado na prova do teore-
ma 2.2. A partir da suposicao de que 'U{o} f3 e que existe uma derivacao de P a partir
de'U{a} que seja G-livre com respeito a ., temos que provar que I'=o—>. Fazendo
tal suposicao, temos, de acordo com a defini¢ao 1.14, que ha uma derivagao 2 de o a
partir de 'U{a} em C. Assim, para provarmos o teorema 3.3, basta que transforme-
mos ) em uma detivacio de a—>f a partir de I'. Novamente aqui nés teremos que fazer
uma prova por indug¢ao pelo tamanho da derivagao. No que se refere ao caso mais sim-
ples, ou seja, ao caso em que 'U{a} P e que existe uma derivagao de 3 a partir de
I'U{a} de tamanho 1 que seja G-livre com respeito a o, a prova de que existe uma deti-
vacao de detivacio de o—>f a partir de I" é idéntica ao respectivo caso da prova do teo-
rema 2.2; assim nos absteremos de exibi-la. Dessa forma entao, temos provado que,
pata o caso mais simples de detivacdes de tamanho 1, se F'U{a} [ e existe uma deti-
vacao de B a partir de ['U{al} que seja G-livre com respeito a o, entio ['=a—>f. Faca-
mos agora a nossa hipétese de inducido: suponhamos que se 'U{a} 3 e hia uma deri-
vacao de B a partir de 'U{al} de tamanho menor que 7 que seja G-livre com respeito a
a, entio ['=o—P. Suponhamos em adicio a isso que 'U{o} 3 e que hd uma deriva-
cdo Q:<B1,B2’...,Bn>l,[3> de tamanho 7 de B a pattir de 'U{a} que seja G-livre com res-
peito a a. Considerando isso, pela definicio 1.13, § é tal que ou (a) 3 é um axioma, ou B
¢ uma das premissas, caso no qual ou (b) Bl ou (c) B=a., ou 3 é obtida via MP a partir
de dois membros antetiores da derivacio, o que significa que (d) existem 3 e Bj (k,j<n)
tal que BjEBk—>B, ou [} é obtida via G a partir de um membro anterior da detivacio, o
que significa que (e) existe Bj (j<n) tal que BEVXBj. Nossa tarefa entdo ¢ mostrar que,
para cada uma dessas possibilidades, podemos construir uma derivacio de a—>f3 a par-
tir de I'. Para os casos (a), (b) ¢ (c), o procedimento de prova ¢ idéntico a prova do caso
mais simples de derivagdao de tamanho 1. Para o caso (d), a prova de que podemos cons-
truir uma derivacao de oo—f a partir de I" é idéntica a prova do caso (2.d) do teorema
2.2. Resta-nos entio considerar o caso (¢). Repetindo, em tal caso [3 ¢ obtida via G a par-
tir de um membro anterior da derivagao €, significando entao que existe Bi €Q (j<n) tal
que BEVXBj. Aqui consideraremos as duas possibilidades da posi¢ao de Bi em relacio a
o em Q2. A primeira é que o nao aparece na derivacio antes que Bi' Isso significa que se
existir] n tal que a=f, entdo j<I. Outra consequéncia disso ¢ que 't Bj, pois a sequén-
cia de formulas sz<B1’sz”>Bi>’ que nao contém o, ¢ uma derivagao de Bi apartirdeI'.
Temos entao que FI—OL—)VXBi, ou equivalentemente, que I'-a—f, pois Qi pode set
estendida de forma a obtermos a seguinte derivagao de OL—)VXBi a partir de I™:
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<co6pia dos membros de Q0>
)

] Bi <justificativa de [3j em Qi>
j+1. VXBi Gj

jt2. Vxﬁi—)((x—)VXB)) P1

j+3. oc—>va, MP j+1,j+2

A segunda possibilidade é que o apareca antes de B em €, ou seja, que
Q= <Bl,B B B, B, B>, em que B =0 ei<j. Mas como B= ‘V’XB e i<j, entdo x nao
¢ livre em a, pois QG- livre com respeito a o.. Mas como Q= <B1 Bz, Bj> ¢ obvia-
mente uma derivacio de Bi a partir de 'U{a}, entao temos que 'U{at} I—Bi. Como Q¢
G-livre com respeito a 0., temos entao que Q] também é G-livre com respeito a o.. Assim,
como Q ¢ uma derivagao de tamanho menor que 7, de acordo com a nossa hipotese de
1ndugao temos que ['a—f. Chamando essa derivagao de Q ,onde £ ¢ o tamanho de
2, podemos estender €2 de forma a obtermos uma deﬂvagao de oo—f a partir de I':

<copia dos membros de €2 >

k. 0C—>Bi <justificativa de OL—)Bj em Q >
k1. Vx(op) Gk

k2. Vx(aB)> @ Vxp) P13

k43, a—>vsp MP k+1 k+2

Repare que pudemos usar o axioma P13 em k+2 pois, como concluimos acima, x
ndo ¢ livre em o Assim temos que ['-oa—f. CQD

TEOREMA 3.4 Secja 'SL um conjunto de férmulas e o,p€l. duas férmulas. Se
I'ufa ..o }=p, em que existe uma derivagio de B a partir de 'U{aL ,...,00 } que seja
G-livre com respeito a ., ... € @, entdo I'=(a, = (o, > (..>(a >P)...))).

Prova A prova desse teorema segue do fato 6bvio de, no caso de 'U{a ,...,o } =3
e existir uma derivagio de f a partir de 'U{aL ,...,0 } que seja G-livre com respeitoa .,

¢ o, podermos wusar o teorema 3.3 7 vezes para concluirmos

I'=(o, = (0, (. >(a —P)..))). CQD

12.4 Teoremas da corretude e completude

Conforme dito no capitulo 2 e ilustrado no decorrer dos demais capitulos, a relacao
de inferéncia de um sistema légico pode ser definida de duas maneiras distintas: sintati-
camente e semanticamente. Decidimos representar o primeiro tipo de formulagao da
relagao de inferéncia através do simbolo -, e o segundo através do simbolo . Um sis-
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tema logico entdo seria definido como uma tripla <L,- F> onde L ¢ sua linguagem 16-
gica, = sua relagao de inferéncia definida sintaticamente e = sua relacdo de inferéncia
definida semanticamente. Essa formulagao obviamente levanta a seguinte questao:
como saber se a definicdo sintatica - e a definicao semantica = definem realmente a
mesma coisa? Em outras palavras, como saber se é o caso que, para um conjunto de for-
mulas 'EL. e uma férmula e L quaisquer, se (1) I'-a entio 'Ea e (2) se 'Ea entao
I'=a. Conforme ja mencionamos, chamamos (1) corretude e (2) a completude do siste-
ma l6gico em questao. Uma consequéncia 6bvia de um sistema légico ser correto e
completo é que havera uma equivaléncia entre suas tautologias e seus teoremas logicos;
em outras palavras, se o€l ¢ um teorema légico (), entdo o também é uma tautolo-
gia (Fa), e se o ¢ uma tautologia, entao o também ¢ um teorema légico. Também cha-
mamos esses dois resultados, respectivamente, de corretude e completude restritas.
Conforme ja falamos, a prova da corretude e completude de sistemas légicos é um dos
resultados mais importantes da metaldgica.

Considere por exemplo a logica classica proposicional. Definimos nos capitulos 4 e
5, respectivamente, a relagao de consequéncia légica da logica proposicional e a relagao
de dedugio do calculo classico proposicional. Assim, o sistema l6gico que estamos cha-
mando de légica classica proposicional sera correto e completo se e somente se os dois

metateoremas abaixo forem verdadeiros:

TEOREMA 4.5 Scja I'SL. um conjunto de formulas e o€, uma férmula. Se I'-a
entio ['Fa.

TEOREMA 4.6 Seja FELP um conjunto de férmulas e ELP uma férmula. Se'Ea
entao I'HaL.

Esses por sua vez terdo como casos especiais os dois teoremas abaixo:
TEOREMA 4.7 Seja OLELP uma formula. Se o entao Ea.

TEOREMA 4.8 Scja OLELP uma férmula. Se Ea entao Ha.

Conforme ja deve estar claro neste ponto, os teoremas 4.5, 4.6, 4.7 ¢ 4.8 sdo, respec-
tivamente, o teorema da corretude, o teorema da completude, o teorema da corretude
restrita e o teorema da completude restrita da 16gica classica proposicional. Na tentativa
de ilustrar a prova dessa importante classe de metateoremas, exibiremos a seguir as pro-
vas desses teoremas. Comegaremos pelos teoremas da corretude. Antes, porém, de exi-
birmos as provas dos teoremas 4.5 e 4.7, provaremos dois metarresultados que ajudario

290



a encurtar as mencionadas provas, sendo o primeiro o metateorema que diz que todo
axioma do calculo proposicional é uma tautologia, e o segundo o que estabelece que a

regra de modus ponens preserva a relagdo de consequéncia légica.

TEOREMA 4.9 Seja o€, uma férmula. Se o ¢ um axioma do célculo clissico pro-

posicional (em simbolos: €A ) entio FEa.
P1-P11

Prova Sabemos pelo corolario 1.1 que se Fa entao o é uma tautologia. Assim o
que o teorema 4.9 nos diz é que todo axioma do calculo proposicional é uma tautologia.
Para provarmos esse teorema, devemos examinar cada um dos 11 axiomas do calculo
proposicional e mostrar que cada um deles é uma tautologia. Em todos esses casos utili-
zaremos o método de prova por absurdo: suporemos que o axioma o ¢é tal que Fa. e dai
tentaremos chegar a uma contradi¢ao. Um resultado que sera usado em todos os casos é
o seguinte: se ., entdo, de acordo com o corolario 1.1, o ndo é uma tautologia, o que
de acordo com a defini¢ao 1.5, permite-nos afirmar que ha um modelo M tal que M+ a..
Em relagdo as inferéncias que faremos sobre a satisfatibilidade (MIF) e a insatisfatibili-
dade (MIFa) de uma férmula o em um modelo M, estaremos nos apoiando na defini-
¢do 1.10 e no coroldrio 1.2, respectivamente. Sejam a,B,Q€L trés férmulas quaisquer
da linguagem proposicional:

P1. a—=>(B—a). Suponha que FFo—(B—a). Dessa forma, hd um modelo M tal que
Mito—(B—a). Como entao MIFoa—(B—a), temos que MI-o e MIFB—>al, o que por
sua vez implica que MIF e MIto. Mas entdo temos aqui uma contradicio: Ml-a e
Mito. Logo, Ea—(—).

P2. (0—=>(B—¢)—>(0—B)—>(@—>@)). Suponha que W (a—>P—>¢)—>((0—>P)—
(a—>@). Assim temos que hi um modelo M tal que Mt (a—=>B—>¢)—>
((a—=>B)—=>(0—>)), o que implica que (1) MIFoa—>(B—¢) e (2) M (o—>B)—(e—>@). Por
sua vez, se (2) MIt(a—>p)—>(0—>¢) nés temos entao que (2.1) MIFa—p e (2.2)
MIFo—>@. Mas se (2.2) MIFa—>@, entio temos que MIF-a e MI#@. Resolvendo entao os
demais passos, n6s temos que se (1) Mi-a—(B—), entio MlFo ou MIFB—¢. Como
n6s ja sabemos que MI-a., nao pode set o caso que MIt-a. Logo, MIFB—@ deve ser o
caso. Assim temos que MI+3 ou MIF¢. Como nés ja sabemos que MI @, entio deve ser
o caso que MIff. Como (2.1) MIFo—f, entio temos que Mo ou MIFf. Mas como ja
sabemos que MIFa., entio deve ser o caso que MIF[. Mas isso é uma contradicio, visto
que ja tinhamos concluido que MI+B. Logo E(a—=>(B—=@))—=>((0—=>p)—>(0—)).

P3. anB—a. Supondo que FoAP—a, temos que ha um modelo M tal que
MiFaAB e MIFa. Se, no entanto, temos que MIFaAP, temos também que Mi-a e
M-, o que contradiz MIt¥o.. Logo, EaAB—a.
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P4. oanB—P. Supondo que FaAB—B, temos que hi um modelo M tal que
MiFaafB e MIFB. Se, no entanto, temos que MIFaA, temos também que MIFa e
M-, o que contradiz MIt#3. Logo, EaAB—f.

P5. a—=>(B—aAP). Suponha que #o—>(B—>aAf). Assim temos que ha um modelo
M tal que MIFo—(B—>aAP), o que equivale dizer que M ¢é tal que MIF-o e MIFB—anP.
Como MIFB—anf, temos que MI-f3 e MIF aA. Finalmente, como MIFaAf, Mo ou
MIt-B. Se MIF o entao temos uma contradi¢ao com a proposi¢ao de que MI-aL; se por ou-
tro lado MI3, entramos em contradi¢ao com a conclusao anterior de que MIFf. Logo,
Ea—>(B—anp).

P6. a—av. Supondo que Fo—avp, temos que existe um modelo M tal que
Mt o—>ovp. Isso significa que M ¢é tal que MIFa e MiFowvfB. Mas se MIitavf3, entdo
Mt o e M3, o que contradiz a conclusio de que MlI-a. Logo, Ea—>avf.

P7. B—avp. Supondo que KP—>avp, temos que existe um modelo M tal que
MIt-B—avp. Isso significa que M ¢ tal que MIFB e MIFovpB. Mas se MIFowv, entdo
Mt o e M3, o que contradiz a conclusao anterior de que MI-3. Logo, Ea—avp.

P8. (a—=9)—=>((B—>¢)—=>(avB—)). Suponha que # (0.—>¢Q)—=>((B—>¢)—>(avp—0)).
Se isso € o caso, entdo existe um modelo M tal que Mt (0—>@)—=>((B—¢)—>(avp—9)),
o que implica que M ¢é tal que (1) MIFa—¢ ¢ (2) MIF (B—@)—>(avB—¢). Mas se (2)
M (B—@)—>(avB—¢) entdo temos que (2.1) MIFB—¢ e (2.2) MItovB—¢. Por sua
vez, se (2.2) MIitavpB—@ entio MiFavf e Mt @. Finalmente, como MIFowvf, entao
(2.2.1) MIFa ou (2.2.2) MIFP. Resolvamos agora os passos pendentes de acordo com
essas duas possibilidades. Primeiramente, como (2.1) MI-B—@, temos que MI#3 ou
Mi-@. Como ja sabemos que MIF@, entdo temos que MIFB. Segundo, como (1)
MIFa—>@, temos que M+ o ou MIF@. Supondo que (2.2.1) MIFa, temos que M+ o nao
pode ser o caso; logo temos que MIF@. Mas isso contradiz a nossa conclusao anterior
que MI+@. Supondo que (2.2.2) MIFf, temos outra contradi¢io, visto que concluimos
anteriormente que M. Logo E(a—@)—=>((B—¢)—(avp—0)).

P9. (a—=P)—=((a—=>—p)—>—a). Supondo que ¥ (o.—>P)—((a—>—f)—>—a), nos te-
mos que hd um modelo M tal que M- (0—>3) = ((a—>—=B)—>—a), o que significa que (1)
MiFo—f e (2) Mt (o—>—p)—>—a. Como (2) Mt (o—=>—f)—>—0., temos que (2.1)
MiFo——P e (2.2) Mt —a, o que implica que MIFa. Como (2.1) MIFa——f, entao
Mot ou MI-—, o que equivale a MIt# 3. Como ja sabemos que MIF-a, entao Mt oL nao
pode ser o caso; logo, MIt#3. Finalmente, devido a (1) MIFa— temos que MIFo ou
M. Supondo que Mt oL n6s chegamos a uma contradigao, pois ja tinhamos conclui-
do que MIFa. Por outro lado, MI-3 contradiz MIK- 3, ou seja, algo que ja tinhamos con-
cluido previamente. Logo, E (00— p)—((0—>—f)—>—).
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P10. =0—(a—>P). Suponha que #—=o—>(a—>P). Nesse caso temos que hd um mo-
delo M tal que MIF —o—>(a—>P). Isso implica que MI-—a, ou equivalentemente MI# i,
e MIto—f. Por sua vez, como Mt a—f, temos que MI-o e M. Mas isso ¢ uma
contradic¢do, visto que ja concluimos que Ml a. Portanto, E—o—>(a—>P).

P11. av—a. Supondo que HFoav—o, temos que ha um modelo M tal que
MIFav—a. Isso significa que MIFow e MIF—a., o que por sua vez implica que Mi-a.
Logo temos uma contradi¢ao. Portanto, Eav—a. CQD

TEOREMA 4.10 Seja o€l duas férmulas e 'SL um conjunto de férmulas. Se
I'=a e '=a—p, entio ['EP.

Prova Supondo que I'Ea e 'Ea—, pela defini¢ao 1.7 temos que para todo M tal
que MIFI', MIFa e MIFo—> . Neste dltimo caso, como MIFo—>f3, temos pela defini¢ao
1.10 que Mt o ou MI-B. Como nio pode ser o caso que MIFa, visto que MIFo, temos

que MI-B. Mas como isso vale para todo e qualquer M, temos que, para todo modelo
M, se MI-I" entao MI-3. Logo, pela definicao 1.7, '=B. CQD

Podemos agora entdo exibir a prova do teorema da corretude da logica classica pro-
posicional, apds o que provamos o teorema restrito da corretude.

TEOREMA 4.5 Seja I'SL. um conjunto de férmulas e aoel. uma férmula. Se I'a
entao ['E=a.

Prova Temos que provar que se & ¢ deduzido a partir de I' ('), entdo o é uma
consequeéncia logica de I' (I'=at). Semelhantemente a como fizemos nas provas dos teo-
remas da dedugao exibidas na se¢ao anterior, para provar esse teorema devemos reali-
zar uma prova por indugao no tamanho da derivacao. Supondo entio que I'a, nos te-
mos que existe uma deriva¢ao €2 de o a partir de I'. Vamos agora provar o teorema 4.5
para o caso mais simples em que {2 tem tamanho 1. Supondo entiao que Q=<o>, te-
mos, de acordo com a defini¢ao 1.13, que ou acel” ou @ é um axioma. Se a.el’, entdo
trivialmente I'Ea, pois como MET se e somente se, para todo Bel’, MIF3 (definigao
1.6), entao para todo modelo M tal que MIFI', MI-a. Se, por sua vez, o é um dos axio-
mas P1-P11, entio de acordo com o teorema 4.9, temos que D Ea, o que trivialmente,
de acordo com a defini¢ao 1.7, implica I'Ea, pois o conjunto vazio ¢ tal que, para todo
modelo M, MI-. Suponha agora que o teorema 4.5 vale para casos nos quais o tama-
nho da derivacao ¢ menor do que 7, ou seja, que se ' e existe uma derivacao de ta-
manho menor que 7 de o a partir de I', entdo I = ai; essa ¢ a nossa hipotese de indugao.
Supondo agora que I'-a ¢ que ha uma derivacio Q=<a.,...,a. ,0> de ova partir de I
de tamanho 7, n6s temos o que segue. De acordo com a defini¢ao 1.13, a ¢ tal que (a)
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ael’, (b) o é um axioma ou (c) Existe uma inferéncia admissivel 0,0 /o€X  tal que
Lji<ne o=0—a. Ja vimos que nos dois primeiros casos temos que ['Fa; basta entao
examinarmos o caso (c). Como oL e o.—>0 pertencem a €, entdo trivialmente hd uma
derivagio Q2 de o a partir de I' e uma detivagao Qi de a=0—>aa pattir de I', de forma
que, pela definicao 1.14, temos que I'a. e I'=0.—a.. Mas como os tamanhos tanto de
2 como de Q sao menores que 7, de acordo com a nossa hipétese de indugao, temos que
FIZOL e FlZOL—)OL Mas entao, de acordo com o teorema 4.10, temos que I'Fa. CQD

TEOREMA 4.7 Seja OLELP uma férmula. Se —al entao Ea..

Prova Supondo que 0., que sabemos é uma abreviagio para &0, temos pelo
teorema 4.5 que Y0, o que ¢ o mesmo que Fo.. CQD

Passemos agora para os teoremas da completude. Aqui sera util provarmos primei-
ro o teorema restrito da completude, para entao provarmos o teorema 4.6. Para isso, no
entanto, teremos que provar os trés teoremas auxiliares abaixo, os quais sio precedidos
pela defini¢ao 4.1:

DEFINICAO 4.1 Seja M um modelo e a.€ L., uma formula. A fungio F: MxI, —>1. ,
em que M é o conjunto de todos os modelos da l6gica classica proposicional, é definida
como segue:

i FM,o)=a $88 Mk
(i) FM,—o)=—0 sss Mil-aL.

Representamos F(M,a) por o™,

TEOREMA 4.11 Sejam o,p€L, duas férmulas e ILASL dois conjuntos de f6rmu-
las. As proposi¢des abaixo sio verdadeiras:

(i) Se I'a—f entao 'U{o}f;

(i) Se I'a e AP, entao TUAFOAP;

(iii) Se I'==a ou A=, entio NUAF—=(aAB);
(iv) Se '=—=aL e A7, entio TUAR—(avp);
(v) Se ' ou AR, entao N'UAFav;

(vi) Se I'==a ou AR, entio TUAFa—f;
(viD)Se I'=a e A=, entio NUAF—(a—p);

Prova A prova do item (i) consiste basicamente no uso de modus ponens: Se
I'=a—p, entio hd uma derivagio <@ ,....,¢ ,0—>P> de a—f a partir de I'; assim, te-
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mos que ['U{a} =P, pois <@, ,....¢ ,0—>P,0,p> € uma derivagio de B a partir 'U{a},
a justificativa para o sendo o pertencer ao conjunto de premissas e para 3 a regra MP
aplicada a o e 0—f. Ja em relacio ao item (i), se ['+a e A, entao ha uma derivagao
<@ P 0> de o a partir de I' e uma derivacio <y1,....,ym,[3> de B a partir de A. Dessa
forma, TUARaAP, pois <(p1,....,(pn,oc,yl,....,ym,B,OL/\B> ¢ a forma abreviada, baseada no
teorema 2.5, de uma derivacio de AP a partir de 'UA, a justificativa para a presenca de
oA sendo a regra C3 aplicada a o e 3. As provas dos demais items seguem a mesma li-
nha de raciocinio da prova do item (ii), em que através do uso de uma ou mais regras de-
rivadas e/ou teoremas 16gicos a partir de derivacoes existentes obtém-se a derivagao
que prova o resultado desejado. Deixamos a cargo do leitor fazer a prova dos demais
itens. CQD

TEOREMA 4.12 Seja OLELP uma férmula e pi,...,pneP os simbolos proposicionais
que ocorrem em o. Para todo modelo M, {p “,...p M} —a™.
1 n

Prova Faremos a prova desse teorema por indug¢ao sobre o numero # de ocorréncias
de conectivos logicos em a. Se a ¢, por exemplo, (A—>B)v—=B)AC, entio n=4, pois o
tem exatamente 4 ocorréncias de simbolos l6gicos. Considerando o caso mais simples,
se n=0, isto é, se o ndo contém nenhum simbolo l6gico, entio o é um simbolo proposi-
cional, isto é, aoeP. Nesse caso, o teorema 4.12 se reduz ao resultado trivial de que
oMo, que no caso de MI-a, a defini¢ao 4.1 nos diz, ¢ o mesmo que oo e, no caso
de MI+a, é o mesmo que —0—0.. Suponhamos agora que o teorema 4.12 vale para
férmulas cujo numero de ocorréncias de conectivos 1égicos seja menor que 7, em adi-
¢a0 a que supomos que a férmula o tem exatamente 7 de ocorréncias de conectivos 16-

gicos. Nesse caso, oL pode ter uma das quatro formas abaixo:

Caso 1: o =—f. Seja M um modelo qualquer. Como o nimeto de ocortréncias de co-
nectivos l6gicos em 3 é menor que 7, pela hipétese da inducio temos que {pll\'[,...,pkM} —BY,
em que p,,....p, €P sdo os simbolos propositionais que ocorrem em P, que trivialmente
sao idénticos aos simbolos proposicionais que ocorrem em o.. No que se refere ao
valor semantico de o em M, temos duas possibilidades. Primeiro, pode ser que
MI-B, o que implica, de acordo com a definicio 1.10, que MIFo.. Assim, de acordo
L\'IEﬁa e BIVIE

como temos FPB—>——f (INm10 do teorema 2.10), pelo teorema 4.3, temos que

com a definicio 4.1, a B. Dessa forma, temos que {le,...,pkM}l—B. Mas

{le,...,pkM} B———P, o que por sua vez, implica, de acordo com o teorema 4.11, item

(i), que {le,...,pkM,B} F——p. Mas se {le,...,pkM,B} F—Be {p1M,...,pkM} B, pelo teo-
rema 2.5 temos que {le,...,pkM} ==, o que é 0 mesmo que {le,...,pkM} Fa™, pois
——B=—a=a". A segunda possibilidade ¢ que MI*, o que implica que MI-c.. Assim,
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de acordo com a definicio 4.1, o=

¢ao{p ,..p '}, temos automaticamente que {p *,....p, "} -, pois =B=a=a.

a e BY==P. Mas como, pela hipétese de indu-

Caso 2: a=PA@. Seja M um modelo qualquer. Como o nimero de ocorréncias de
conectivos légicos em B e @ é menor que 7, pela hipétese da indugdao temos que
{pl‘\{,...,pkM} B, em que p,»-P, €P sdo os simbolos propositionais que ocorrem em f,
e {qlM,...,qu} ", em que q,»--9, €P sdo os simbolos propositionais que ocorrem em
@. Trivialmente, p ,...,p ,q,--q_ 20 todos os simbolos propositionais que ocorrem em
a. No que se refere ao valor semantico de o em M, temos duas possibilidades relevan-
tes. Primeiro, pode ser que MI-a.. Nesse caso, temos, de acordo com a defini¢ao 1.10,
que MI-B e MiI-@. Assim, de acordo com a definicao 4.1, a=a, B"=p ¢ ¢"'=0. Pela
hipétese de inducio temos que {p1 - ,pk“} FBe {q1 . ,qu} . Mas se isso € o caso,
pelo teorema 4.11, item (11) temos que {p1 - ,pk ,q[1 - ,qu} FBA@, o que obviamente
¢ 0 mesmo que {p1 ,...,pk ,ql ,...,qu} o™, pois BAp=a=a". Segundo, pode ser que
M- ou M+ @, o que implica, de acordo com a deﬁnigﬁo 1.10, que M+ aAP. Portanto,
de acordo com a definicio 4.1, M =—a, e BY'=—P ou ¢"'=—¢. De acordo entio com a
hipétese de indugdo, temos que {le, ,pkM} =B ou {ql1 , ,q }I——|(p. Mas se isso é o
caso, entdo, pelo teorema 4.11, item (iif), temos que {p *,....p,"q,">q_ " Y E=(BAG), 0
que é 0 mesmo que {p *,...p g, gAY, pois —(BAg)=—a=at.

Caso 3: 0 =Bv@. Seja M um modelo qualquer. Como o niimero de ocorréncias de co-
nectivos 16gicos em 3 e ¢ é menor que 7 pela hipotese da indugiao temos que
{le,...,pkl\'I} B, em que p,»-p, EP sd0 0s simbolos propositionais que ocorrem em f3, e
{qlM,...,q oY, em que q,»-q_ EP sdo os simbolos propositionais que ocorrem em @.

m m
Trivialmente, p ,....p ,q,,-q_ s30 todos os simbolos propositionais que ocorrem em O..
m
No que se refere ao valor semantico de oo em M, temos duas possibilidades relevantes.
Primeiro, pode ser que Mlito.. Nesse caso, temos, de acordo com a defini¢io 1.10, que
MIB e M- @. Assim, de acordo com a definicio 4.1, a'=—a, BY=—p e "' =—@. Pela
hipétese de indugdo temos que {p1 > ,PkL[}i——'B {q] e M}I——|(|). Mas se isso é o
caso, pelo teorema 4.11, item (iv), temos que {p1 - ,pk ,q1 s, " =—Bve), o que ob-

viamente é 0 mesmo que {p1 . ,]pk ,q] sl M} o, pois —|(BV(|))E—|OLEOLM

. Segundo,
pode ser que MIFf3 ou MIF@, o que 1rnp]ica de acordo com a definicao 1.10, que
M=aq, e B =B ou (pM_(p. De acordo

entdao com a hipétese de inducio, temos que {p sreesD, "M-B ou {q M} . Mas se

Mi-ouwv . Portanto, de acordo com a definicao 4.1, o

isso € o caso, entdo, pelo teorema 4.11, item (v), temos que {pl - ,pk ,q1 , ,qu} ~Bve,
0 que ¢ 0 mesmo que {p1 ,...,pk ,q1 ,...,qm“} o, pois Bvo=a=a".

Caso 4: a=B—¢. Seja M um modelo qualquer. Como o nimero de ocorréncias de

conectivos légicos em B e @ é menor que 7, pela hipétese da indugio temos que
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M M M ~ s cl :
{p, Ii"pk }nl[_B , ﬁm que p,,...,p, €P sdo os simbolos propositionais que ocorrem em f3,
e{q, »q 0", emqueq,,...q_€P sio os simbolos propositionais que ocorrem em
¢. Trivialmente, PP peeend, $20 todos os simbolos propositionais que ocorrem em Q.
o que se refere ao valor semantico de oL em emos duas possibilidades relevantes.
N f 1 tico de o M, t d ibilidad 1 t
rimeiro, pode ser que ou . Nesse caso, temos, de acordo com a definicao
Primeiro, pod M MiF@. N ,t ,d d definic

M—_

1.10, que MI-a.. Assim, de acordo com a definicio 4.1, a™'=a, B¥'=—P e ¢"'=0@. Pela hi-

. : ~ M M M M : z
pétese de indugdo temos que {p ",...p, " }=—P ou {q ",....q "} . Mas seisso € o caso,

pelo teorema 4.11, item (vi), temos que {le,...,pkM,q1M,...,qu} FB—@, 0 que obviamente
¢ 0 mesmo que {p]M,...,pkM,qll\I,...,qu} FaY, pois Bo>o=a=a". Segundo, pode ser que
MI-3 e Mt @, o que implica, de acordo com a defini¢ao 1.10, que Mt —¢. Portanto, de
M_— M_—

se de inducio, temos que {p1M,...,pkM} B ou {qlM,...,qu} F—(. Mas se isso € o caso, en-

acordo com a deinicio 4.1, aM=—a., e B —. De acordo entdo com a hipote-
tao, pelo teorema 4.11, item (vii), temos que {le,...,pkM,q;\ I,...,qu} F—=(B—¢), 0 que é

0 mesmo que {le,...,pkM,q M,...,qu} o, pois =(B—>0)=—a=a". CQD

1

TEOREMA 4.13 Sejam o, €L duas férmulas e 'SL, um conjunto de férmulas. Se
I'o—p e '=—a—P entio ['+p.

Prova Suponha que I'-a—f3 e ''=—0—f. Assim, hd uma derivacio Q0 de a—>f
apartir de I e uma derivagio €2 de —0—p a pattir de I'. Chamando # o nimero de ele-
mentos da detivagio {2 e 7 o nimero de elementos de {2 , podemos construir uma de-

rivacao de f3 a partir de I' como segue:

<copia dos membros de € >

n. o—p <justificativa de 0—>f em € >
<copia dos membros de €3 >

ntm. —o—p <justificativa de =0 em €2 >

ntm+1. (0—>B)—>(—o—>P)—(av—o—p) P8

n+m+2. (—o—>P)—>(av—o—>p) MP n,n+m+1

n+m+3. av—o—f MP n+m,n+m-+2

n+m+4. av—-o P11

n+m+5. MP n+m+4,n+m+3

Assim, temos que I'=. CQD

TEOREMA 4.8 Seja o€l uma férmula. Se I-a entio o
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Prova Suponha que Fo. Isso significa que para todo modelo M, MI-o. Sejam Py oo
anP os simbolos proposicionais que ocorrem em . De acordo com o teorema 4.12,
para um modelo arbitrario qualquer M, {pll\'I,...,pnM} o, Considere agora dois modelos
M’ e M” que sejam idénticos a M com relagdo a avaliagao dos simbolos proposicionais
P> - P, COM exce¢ao do dltimo simbolo proposicional: enquanto M’Il—pn, M”Ib‘pn. Em
outras palavras, M’ e M” sio tais que Ml-p, sss Ml-p, sss M”I-p ; Mi-p, sss MTl-p,_ sss
M”Il—p2 Mll—p $SS M’Il—p sss M7Ikp 5 ¢ MlEp e M”Il%p Pelo teorema 4.12,

i p, p M}I—OLM " ,pnl ,p M}I—ocM e {p M ,p ,pnM ‘oM. Mas como

M_ M_ M_ M_

p, =P, p sesP [ =P, =Pp , ccomoa =M (pois MIFa para todo mo-
deloM) ep_ w =p.ep, e ==p_ (pois M’Il—p e M”liFp_ ) nos temos o que segue:

@ {p,"p, 0,

2 {p,"p, b o

Aplicando o teorema da deducio a (1) e (2) temos que

™) {p,"p, "} p,oa

(2) {p1M,...,pnilM} =—p —a

~ M M M M

De acordo entio com o teorema 4.13, temos que {p1 SN TR et o I = .
Como o modelo M usado acima foi um modelo arbitrario qualquer, podemos repetir
esse procedimento para provar {Per“aPnA3M>PnA2M} F o repeti-lo mais uma vez para

provar {p “,...p M} a,eassim por diante até que provamos {p “'} - ., e finalmente
Fa. CQD

Agora podemos provar facilmente o teorema 4.6:

TEOREMA 4.6 Scja FELP um conjunto de férmulas e OLELp uma férmula. Se 'Ea
entao I'aL.

Prova Supondo que I'=a e considerando I'={B , , ..., }, n6s temos que {B,B,,
B OB }Fa. Mas como {B B, ... }{B }Fa, de acordo com o teorema se-
mantico da dedugio (teorema 4.4) entdo nés temos que {B B, ...p_ } P —a. Reali-
zando esse procedimento mais uma vez, nés obtemos {B,f, .. }EB —>(PB —a),e
assim por diante até que tenhamos = —>(B,—>(..—>(B —0)...). De acordo com o teo-
rema testrito da completude entio temos que = —>(B,—>(..=>(B —a)...). Pelo teore-
ma 4.11, item (i), entdo temos que {B } =B —>(.—>(B —a)...). Aplicando-o mais uma
vez temos {B,B,} B, —(..—>(B —a)..) e assim por diante, até que finalmente obte-

mos {B1,B2,...,Bn} ~o. CQD
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13
Leitura adicional e bibliografia

13.1 Livros

Existem bons livros de légica em portugués. O classico livro de Irving Copi (1974) ¢
uma boa introducao a logica e a filosofia da l6gica; apesar de conter um minimo de forma-
lizagao, ele ¢ bastante abrangente, contendo topicos de filosofia da linguagem, histéria da
légica e analise de argumentos. Também podemos mencionar os excelentes livros de
Banson Mates (1967) e Newton-Smith (1988), os quais priorizam o método de dedugao
natural e contém uma boa dose de metateoria, valendo a pena mencionar que, enquanto o
primeiro faz uma breve incursao na histoéria da logica, o segundo elabora de forma bastan-
te competente topicos-chave em filosofia da logica e filosofia da linguagem. Entre os li-
vros de autores brasileiros podemos citar os livros de Cézar Mortari (2001), Guido Ima-
guire (2000), Joao Nunes de Souza (2002) e Marcelo Finger (20006), os quais introduzem a
légica matematica de maneira bastante competente e com o rigor formal necessario, muito
embora tenham direcionamentos diferentes em termos de contetido; enquanto que Ima-
guire, por exemplo, faz sua apresentacao com a filosofia como pano de fundo, os dois ul-

timos direcionam o contetido para o contexto da légica na computagio.

Entre os grandes classicos de logica (em inglés) temos os livros de Stephen Kleene
(1952), Herbert Enderton (1972) e Elliott Mendelson (1979). Também nao podemos
deixar de mencionar os livros de Joseph Shoenfield (1967) e Rayond Smullyan (1968).
Dado o grau de rigor formal e énfase na metaldgica e aplicagdes matematicas, tais livros
sao certamente mais indicados para estudantes de matematica e computacao. Outro
classico, este ja extremamente util para o académico de filosofia e que contempla de for-
ma bastante satisfatoria o aspecto formal, ¢ o livro de Howard DeLong (1970); além de
apresentar os sistemas proposicional e de ordem superior, ele contém uma introducao
extremamente rica e esclarecedora a historia da logica.

Para livros com menos carga de rigor formal, mas que introduzem de forma com-
petente o leigo a 16gica, podemos mencionar os livros de Graham Priest (2002) e Desi-
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dério Murcho (2003). Outro livro, este ja em inglés, com carga reduzida de rigor formal
e muito acessivel e interessante para o estudante de filosofia ¢é o livro de Harry Gensler
(2010); a énfase que ele da a analise de argumentos, fornecendo extensas listas de exerci-
cios para os varios sistemas logicos abordados, é um estimulo valioso para o estudante
em relagao a aplicacdo da légica na filosofia. Ha obviamente livros dedicados exclusiva-
mente a analise e avaliagao de argumentos, muitos dos quais dao valiosas informagoes
acerca de muitos conceitos-chave da logica; entre estes podemos mencionar os livros de

Anthony Weston (1996) e Alec Fisher (2008).

Ha atualmente bastante material didatico sobre légicas nao classicas. Alguns dos li-
vros mencionados acima (como, por exemplo, os livros de Imaguire e Mortari) contém
capitulos sobre logicas nao classicas. Para livros mais especializados, podemos mencio-
nar as coletaneas editadas por Grahan Priest, Routley e Norman (1989) e por Jean-Yves
Beziau, Carnielli e Gabbay (2007), que se centram em tépicos diversos acerca das 16gi-
cas paraconsistentes. Sobre légica intuicionista, ha o livro do Gregori Mints (2000). O
livro do Graham Priest (2008) é uma excelente introdu¢ao a grande diversidade de 16gi-
cas ndo classicas existentes hoje, abordando l6gica modal, l6gica paraconsistente, 16gica
relevante e l6gica intuicionista, por exemplo.

Sobre histéria da logica, em portugues, ha o livro classico de William e Marta Knea-
le (1968) e o livro de Robert Blanche e Jacques-Paul Dubuc (2001). Para um estudo
mais aprofundado, recomendamos os oito volumes do handbook de historia da 16gica
editados por Dov Gabbay e John Woods (2004-2008).

Finalmente, uma ferramenta extremamente valiosa para o estudante de l6gica, que vit-
tualmente engloba todos os topicos acima mencionados, sao os diversos comzpanions, giides e
handbooks de 16gica disponiveis no mercado. Trata-se de livros com capitulos independentes
escritos por especialistas sobre os mais importantes topicos da logica. Entre tal literatura, os
dois handbooks editados por Dov Gabbay: Gabbay, Hogger e Robinson (1993-1998) e Gab-
bay e Guenthner (2001-2005) ocupam lugar de destaque; enquanto o primero (em cinco
volumes) se centra na logica aplicada a inteligéncia artificial e programacao légica, o segun-
do (em treze volumes) enfatiza o que ¢ conhecido hoje como logica filoséfica. Também po-
demos mencionar os excelentes compéndio e guia de 16gica filosofica da Blackwell, edita-
dos respectivamente por Dale Jacquette (2006) e Lou Goble (2001).

13.2 Recursos na internet

Ha atualmente material de l6gica de excelente qualidade disponivel gratuitamente
na internet. Ha, por exemplo, o excelente livro on-/ine de Vilnis Detlovs e Karlis Podnieks
(http:/ /www.ltn.lv/~podnieks/mlog/mlhtm).
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Também podemos citar o livto de George Willian Stock (http://www.guten-
berg.org/etext/6560), o site mantido pela PUC de Sao Paulo (http://www.pucsp.br/
~logica/) e a revista on-line de ensino de filosofia critica na rede, que contém bons arti-
gos sobre logica (http://criticanarede.com/logica.html).

Finalmente, ha diversos verbetes na Enciclopédia de Filosofia da Universidade de
Stanford escritos por alguns dos melhores logicos do mundo, entre os quais podemos
mencionar os verbetes sobte sistemas semanticos (ou teotia dos modelos) (http://stanford.
library.usyd.edu.au/entries/model-theory/ e http://stanford.library.usyd.edu.au/en-
tries/modeltheory-fo/), l6gica paraconsistente (http://stanford.library.usyd.edu.au/
entries/logic-paraconsistent/), 16gica intuicionista (http://stanford library.usyd.edu.au/
entries/logic-intuitionistic/), 16gica modal (http://stanford.library.usyd.edu.au/entri-
es/logic-modal/), 16gica relevante (http://stanford.library.usyd.edu.au/entries/logic-
relevance/), légicas de ordem superior (http://stanford.library.usyd.edu.au/entries/lo-
gic-higher-order/) e 16gica nao monotonica (http:/ /stanford library.usyd.edu.au/entri-
es/reasoning-defeasible/).
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