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CONICAS Y SUPERFICIES CUADRICAS

JAIME CHICA
JONATHAN TABORDA

ABSTRACT. There are two problems Analytical Geometry with facing anyone who studies this dis-
cipline: define the nature of the locus represented by the general equation 2% degree in two or three
variables:

That curve represents the plane?

What surface is in space?

These two problems are posed and solved by applying the study of matrices and spectral theory.
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1. INTRODUCCION

Hay en la Geometria Analitica dos problemas con los que se enfrenta todo el que estudie ésta

disciplina:
definir la naturaleza del Lugar Geométrico representado por la ecuacién general de 2% grado en
dos o tres variables. Por ejemplo,

i) donde la ecuacién 3x? — 2xy + y*> — x + y +5 = 0, ;Que curva representa en el plano? y

ii) donde la ecuacién x? + 2y% — 5z2 + 2xy + 3xz — 4yz + 2x + 3y — 5z + 8 = 0, ;Qué superficie
representa en el espacio?

La respuesta en el primer caso es que la curva es una cénica (elipse, pardbola, hipérbola) 6 una
conica degenerada y en el segundo caso es una superficie cuddrica (cono, cilindro, elipsoide, pa-
raboloide,...) 6 un caso degenerado de ellas.
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En el 1 caso es posible estudiar el problema con elementos que proporciona la Trigonometria
empleando funciones del angulo doble para definir el £ que deben girarse los ejes para conseguir
anular el término mixto.

Pero para estudiar el segundo problema es imprescindible el empleo de las matrices y los valores
propios junto con el Teorema Espectral para matrices simétricas.

Estos dos problemas serdn planteados y resueltos aplicando, como ya se dijo, las matrices y la
teoria espectral que acaba de estudiarse en los dos capitulos anteriores.

2. LUGARES GEOMETRICOS REPRESENTADOS POR LA ECUACION GENERAL DE SEGUNDO
GRADO EN DOS VARIABLES: Ax? + 2Bxy + Cy?> + 2Dx +2Ey+ F =0

L problema que vamos a abordar es el siguiente: dada la ecuacién
;E; Ax* +2Bxy + Cy* +2Dx +2Ey + F = 0

donde A, B, C, D, E, F son constantes reales dadas, ;Qué conjunto de puntos del plano xy la satis-
facen?
La ecuacion [1]:

» Una componente cuadratica:

A B X
Ax? +2Bxy +Cy* = ( x y)(B c)(y)

» Una componente lineal:
2Dx +2Ey = (2D 2E) ( ; )

» Un término independiente:
F

Asumiremos que No todos los coeficientes A, B, C de la componente cuadratica se anulan, ya
que si asi fuese, [1] representaria la recta del plano

2Dx +2Ey +F =0

y no hay nada que analizar.
Como se desprendera del estudio que vamos a hacer, la ecuacion [1] puede representar:

Circunferencia

Eli

Una coénica ‘1p?e
Hipérbola
Parébola

Ouna
(dos rectas paralelas

dos rectas concurrentes
conica degenerada { una recta

un punto

(@. Oseaque H(x,y) € R?> que satisfagan [1]
todo dependerd, en el fondo, de los invariantes de [1] y de los valores propios de la matriz

w-(22)
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Llamaremos en adelante conica al lugar geométrico representado por [1], o sea, el conjunto de

puntos del plano que satisfacen [1].
Consideremos, pues, la cénica [1]. Reducirla es definir el lugar geométrico representado por la

ecuacion.
Asosiado a [1] hay dos funciones:
i) g:R* —R
(x,y) — q(x,y) = Ax* +2Bxy + Cy*

-G e )l3)

g es la f.c (forma cuadratica) asociada a [1]
ii)
f:R*— R
X
(9) = fl) = qxy) + 20 26) (1) +F
El Kernel de f (o el nticleo de f) es el conjunto

ker f = f71(0) = {(x,y)/f(x,y) = 0}.
La cénica [1] no es mds que el ker f. Ademads es claro que un punto P(x,y) estd en la cénica
< f(x,y) =0<= g(x,y) + (2D 2E) (;) +F=0.
Notese ademas que
of
P 2Ax +2By +2D
of
P 2Bx +2Cy +2E

La naturaleza del lugar representado por [1] estd intimamente ligada a ciertos escalares que se
construyen con los coeficientes de la matriz simétrica

A B D
B C E
D E F

C E | = ACF — AE? — B?F + 2BDE — CD?.

Ello son:

A es llamado el invariante ctbico de [1] 6 el discriminante de la conica.

A B

‘5:’3(:

‘:AC—B2=M33



M33 : menor principal 3 — 3 de la matriz

A
(2) B
D
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6 es llamado el invariante cuadratico lineal de [1].

w = A+ C; w es llamado el invariante linaeal de [1].

Estos escalares se llaman los invariantes de la cénica porque son cantidades que como se verd no
cambian de valor cuando sometemos [1] bien sea a una trasposicién 6 una rotacién de ejes. Los
menores principales de orden dos de [2] son:

C E
E F

MO W
MmO

A B
B C

De los tres, solo M33 es invariante. Estos tres menores, sobre todo § = Ms33, van a ser importantes
en el problema de la reduccién de la cénica.

My =

; M22=‘

; M33=5='

D F

Ejemplo 2.1. 1) Un caso en que el lugar es @.

flo,y) =x*+1y*> —dx—6y+24=0
Para identificar el lugar tratemos de completar trinomios cuadrados perfectos.

flry) = (P —dx+4) + (P —6y+9) +24—13
= (x—2%+(y—3)7>+11=0

Bx,y) eR* tg f(x,y) =0
El lugar es .

2) Sea f(x,y) = x* +y*> — 4x — 6y + 13 = 0. Entonces
flry) = (2 —dx+4) + (P -6y +9) +15- 13

= (x=2)°+(y-3)"=0.

El iinico punto que satisface f(x,y) = 0es (2,3).
Ast que el lugar es un punto.

3) Dos rectas paralelas.

Sean

3) I(x,y) =3x—-2y+2=0
4) m(x,y) =3x—-2y+1=0
Definamos

flx,y) =Uxy) -m(x,y)
=Bx—2y+2)Bx—2y+1)
(5) = 9x% — 12xy +4y* + 9x — 6y +2 =0
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Es claro que

Flx,y) = 0= I(x,y) - m(x,y) = 0
—I(x,y)=0 ¢ m(xy)=0
<= (x,y) estdenlarecta[3]6en larecta[4]

Luego el lugar representado por [5] consta de dos rectas paralelas.

4) Dos rectas que se cortan.

Sean
(6) I(x,y) =3x—-2y+1=0
(7) m(x,y) =x+y—2=0
[6]y [7] representan dos rectas que se cortan.
Definamos
floy) =1xy)-m(x,y)
=0Bx—-2y+1)(x+y—2)
(8) —3x% +xy —2y* —5x +5y —2 =0

Es claro que
flx,y) =0<=I(x,y) -m(x,y) =0
—I(x,y)=0 ¢ m(xy)=0
<= (x,y) estdenlarecta[6]Genlarectal7]

El lugar répresentado por [8] consta de dos rectas que se cortan.

5) Una recta.

Sea
l(x,y) =x+y—2=0
Definamos
floy) =1xy) - lxy) = (x+y—2) (x+y—2)
9) = x>+ 2xy+y* —4x —4y+4=0

Es claro que
flx,y) =0<=I(x,y) =x+y—2=0
El lugar representado por [9] es una recta.
3. INVARIANTES DE UNA CONICA

Proposicion 3.1. Consideremos la conica de la ecuacién [1]. Los niimeros reales

A B A B C
w=A+C, 5:)3 C‘:AC—Bz y A=|B C E
D EF

no cambian al realizar una traslacién, una rotacién de los ejes xy, o una combinacién de ambas transforma-
ciones.
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Demostracion. (1) Supongamos que realizamos una traslacién de los ejes xy al punto O'(h, k).
(Fig.1.1). Entonces se definen ejes X-Y con origen en O’y paralelos a x-y teniendose que

x=X+h
y=Y+k
que llevamos a [1] obteniendose
y
Y
o P(x,y)
XY)
1} 0’ X
Ik
|
|
! x
0 h
FIGURA 1.

AX+h)?+2B(X+h) (Y+k) +C(Y+k)*+2D (X +h) +2E(Y +k) +F=0
O sea que

AX?+2BXY +CY?+2(Ah+ Bk + D) X +2 (Bh + Ck+ E) Y + (Ah® + 2Bhk + Ck* + 2Dh + 2Ek + F)
0
ecuacion que podemos escribir en la forma

A'X? +2B'XY + C'Y2+2D'X +2E'Y + F' =0 siendo

A=A

B =B

c'=cC

D’:Ah—f—Bk—f—D:l%
20x )

E’:Bh+Ck+E:1%)
20y )k

F' = Ah? + 2Bhk + Ck* + 2Dh + 2Ek + F = f(h,k)

Notese que cuando se hace una traslacion de ejes al punto (h, k) los coeficientes de la parte
cuadratica de la ecuacién no se tranasforman.

Si lo hacen los coeficientes de la parte lineal y el término independiente que ahora es f(, k).
En imagenes.
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A B\(X
(X Y)(B C)(Y)+(2(Ah+Ak+D) 2(Bh+Ck+E))(

+<Z)(g g)(é)ﬂ‘w 2E)(Z)+F:o

|
fln k)

nueva componente lineal:( 2 (Ah + Bk+ D) 2(Bh+Ck+E) ) ( )5
+(

)
nuevo término independiente: f(i,k) = ( h k) ( g g ) < Z ) 2D 2E) ( Z ) +

F Calculemos los nuevos valores de w, §, y A.

Ww=A+C=A+C=w
A B A B
B" (' B C
Esto demuestra que w y J son invariantes por traslacién.
Veamos ahora que A también se conserva.

5 = — AC— B?>=3.

A/ B/ D/
AN=|B C F
D' E F
A B Ah+ Bk+D
— B C Bh+ Ck+E
Ah+Bk+D Bh+Ck+E Ah?+2Bhk + Ck® +2Dh+2Dh +2Ek+ F
A B Ah+Bk+D A B C
= B C Bh+Ck+E = B C E|=A
fsfohfikpy | DB DRt ER+E | | DOEE

lo que nos demuestra que A también es invariante por traslacion.

(2) Supongamos ahora que rotamos los ejes xy un dngulo 0 (0 < 6 < ¢/2) respecto a O.
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y
Y cosf )
Y P (X,Y) x
ANY
% ylx Y sin®@
€2 |
P2 |
D1
|
0 |
o 6 h .
o) x
€1
FIGURA 2.

Se obtiene asi un nuevo sistema XY con origen en O.

Llamemos P; y P, a los vectores unitarios que sefialan las dimensiones de los nuevos ejes.
Sea Q un punto cualquiera del plano de vector de posicién 7 respecto a O.

(e, = ¢, [y,

()= (8 amo) (%) =r(¥)

_ ( cosf —sinf

O sea

con

sind  cosd ) : ortogonal

La cénica referida a los ejes xy tiene por ecuacion:

(x y)<‘§ g)(;)ﬂzp 215)(;)“::0
(v)=r(¥)
(x y)=(x Y)P"

(X Y)(P'f(‘];1 2>P)<§)+(2D 2E)P(§)+F=0

es la ecuacion de conica /XY
p! <

Pero

y al transponer,

Luego

Notese que

SSjie S

B
C)P



CONICAS Y SUPERFICIES CUADRICAS 9
. A B " (A B
(P(B c)P)=Plpc)P
A B (A B
(5 e)=7(52)rl |
y (2D’ 2E’):(2D ZE)P

A B
(% &)

es simétrica y la ecuacion de la cénica /XY es:
A B X X
(x y)(B, C,)<Y)+(2D 2E)<Y)+F:O,

A'X? +2B'XY + C'Y*+2D'X +2E'Y + F =0
donde A’, B, C’, D', E’ se calculan utilizando *.
Observese que cuando realizamos una rotacién de ejes, tanto la parte cuadratica como la

parte lineal se transforman. El tétmino independiente no se afecta.
En imagenes:

ool el

es simétrica ya que

Si llamamos

se tiene que

o también,

X

+(2D 2E )( v +F=0

Ry = g
—p- cosf —sinf
7 7| sin@ cosO

(X Y)(pf(;1 g)P)();)+(( 2D 2E)P)(); +F=0
o también
(x Y)(Rgt(g lé)R8)(§§)+(( 2D 2E)Rg)(§ +F=0

/\J\/\/—\/\/—\

nueva componente cuadrdtica nueva componente
lineal

Los nuevos valores de w, § y A son ahora:

w' =A"+C
/ /
5/ — IB4/ g/ — A/c/ - B/2
A/ B/ C/

A/: B/ C/ E/
D' E F
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Como P es ortogonal,
A B\ _ (A B A B
(b e )=r(5e)r~(5 c)
Luego el polinomio caracteristico de
A B
(% ¢)

es el mismo polinomio caracteristico de

A B

B C )’
O sea que

A= (A'+C) A+ (A'C = B?) =A% = (A+C) + (AC— B?)

Ww=A4+C=A+C=w
S =AC—-B?*?=AC—-B%*=9

Esto demuestra que w y J son invariantes por una rotacion de ejes.
Finalmente veremos que A también lo es.
Bastard con demostrar que

A" B D A B D
B C E |~| B CE
D' E' F D E F
Una vez establecido esto se tendrd que
A" B D A B D
N=|B C E|=|B C E|=A
D' E F D E F

ya que si dos matrices son semejantes tienen el mismo determinante.

Definamos
N P 0
P = 0 ].
0 0|1

Como P es ortogonal, P también lo es y

Ya tenfamos que

Yy que
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Asi que podemos escribir:

A B[ D (A B (D
B C E’): P(B c)pp(g))

D" E'|F (D E)P | F
Pt|o A B|D PO
= 0 B C|E 0
0]0 1 D E|F 00 1
(A B DY\ _
=P | B C E |P,
D E F
lo que nos demuestra que
A" B D A B D
B C E |~ B CE
D' E' F D E F

Existen otros dos invariantes:
D? + E2 YMll + My + M3z

son invariantes por una rotacion.

Como
(D' E)=(D E)P, (g)zpf@)

Luego

D*+E?= (D E’)(g):(D E)(P Pt)(g):D2+E2

lo que nos demuestra que D? + E? es invariante por rotacion.

AD|, |AB
DF'+'B c'

s las!

E
M11+M22+M33=‘E ‘-F‘

A=

(wllecIN
MO W

D
E

F
=CF—E*+ AF - D>+
=F(A+C)— (D*+E?) +5

= FW — (D + E?) +4
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Ahora,
c'" F A" D A" B
31+M£2+M§3:‘E/ I +‘D/ I +‘ B
— C/F/ _E/2+A/F/ o D/2+§/
— F/ (A/+ C/) o (D/Z +E2) +5/
_ . 2 2\
(11) = FW (D +E ) 5

(

F'=F
D/2+E/2:D2+E2
W=A+C=A+C=w
o' =0

En virtud de [10] y [11], M}, + M), + Mj5 = M1 + Mp + Ms3. Lo que nos demuestra que
Mi1 + My + M3z es un invariante por una rotacion.

0J
4. ECUACION DE INCREMENTOS

Sea (X,Y) un punto cualquiera del plano x, y. Fig.1.3, (X, Y) no necesariamente un punto de la
conica. Entonces

E(X,Y) = 4(X,Y) + (2D 2E ) (if) +F.

Y

(H+h, Y+k)
J k
xY)
h
Y
X
X
FIGURA 3.

Se trata de demostrar que

V(hk) €R*: f(X+hY+k)=q(X,Y)+ (%)hk %)h) 6) + f(h, k)
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En efecto,
F(X4hY+k)=AX+h)?>4+2B(X+h) (Y +k)+C(Y +k)*+
+2D (X+h)+2E(Y+k)+F

= AX? + CY? + 2AhX + 2CkY + AKW?* + CK*+
1+ 2BXY + 2BXk 4 2BYk + 2Bhk + 2D X+
+2Dh +2EY +2Ek+F

= (AX?+2BXY + CY?) + (24h + 2Bk + 2D) X+
+ (2B +2Ck + 2E) Y + (AW? + 2Blik + CK* + 2Dh + 2Ek + F)
Como

of
Y = Ax+ 2By + 2D

a—f_ZBx—f—ZCy-l—ZE

—f) = 2Ah + 2Bk + 2D
ox
a—f) = 2Bh +2Ck + 2E
y regresando a la ecuacién anterior,
of of X
(12) f(X+hY+k) =q(X, Y)—i—(ax) » <@>hk (Y) + f(h, k)

Hemos demostrado asi que V(X,Y) y V(h,k) € R? se cumple [12]. La ecuacién [12] se llama
la ecuacion de incrementos de la cénica y serd utilizada en la secciéon 1.3 que sigue y més adelante
(seccién 1.8) para hallar la ecuacién de rectas tangentes y normales a la cénica en uno de sus
puntos.

5. REDUCCION DE UNA CONICA

Reducir la cénica [1] es definir que lugar geométrico representa.
Nuestro primer problema en la reduccion de [1] es definir, (si se puede) una transformacién que
elimine los términos lineales en la ecuacién. Es obvio que debemos entonces considerar una cénica
[1] en la que no todos los coefientes A, B, C de la forma cuadrética se anulan a la vez, ya que si eso
sucede, [1] tiene la forma

2Dx+2Ey+F =0

que representa una recta y no nada mas que decir.

Supongamos que bajo esas hipoétesis realizamos una traslacion de ejes al punto O’ de coordenadas
(h, k), xy, Fig. 1.4.

El punto (4, k) no tiene que estar en la conica. Quedan definidos dos ejes XY con origen en O, X—-
Y || x —ySea P(x,y), P(X,Y) un punto de la cénica.

Como P(x,vy) estd en la curva, Ax? + 2Bxy + Cy? + 2Dx + 2Ey + F = 0.
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Y

P(x,y)
( XY

(hk) O

FIGURA 4.

El mismo punto P toma coordenadas (X, Y) “sistemaX — Y.
Las ecuaciones de transformacién son:

x=X+h
y=Y+k

y la ecuacién de la conica /XY es
AX+h)?+2B(X+h) (Y+k) +C(Y +k)*+2D (X +h) +2E(Y +k) +F=0

que segun se acaba de demostrar en la ecuacién de incrementos puede escribirse asi:

o0+ (), 5),,) () w0

Esta seria la ecuacién de la conica XY, o también

o o (E (5,6 e

Notese que
f(h,k) = Ah® + 2Bhk + Ck* + 2Dh + 2Ek + F
= (A + Bitk) +2Dh + (Bhk + CK) +2Ek + F
(14) = (Ah+ Bk) h+ (Ck + Bh) 4+ 2Dh + 2Ek + F

Si queremos que se anulen los términos lineales en [13] debemos escoger (I, k) de modo que

aIf\ af\
a3) a)h,k‘o y @)h,k‘o
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O sea debemos resolver para (I, k) el sistema

Ah+Bk+D =0
Bh+Ck+E=0

(16)

Ah+ Bk =—-D
Bh+ Ck = —E

h
lo que equivale a decir que debemos hallar los ( k) tal que

o(5) (&) - (F)

Es claro que V(Z, E) que sea solucion a [16], la ecuacion del lugar [13] tiene la forma

o (3) () r63)-

y se ha conseguido eliminar los términos lineales en [1].

6. CENTRO DE UNA CONICA. PROPIEDADES

Definicién 6.1. Se llama centro de la conica [1] a todo (h, k) € I1 que sean solucion de [16].

Ejercicio 6.1. Vamos a estudiar los centros de las conicas en las que algunos de los coeficientes A, B, C son
ceros.
Hecho esto, estudiaremos el caso de los centros de las conicas en que ninguno de A, B, C es cero.

(1) 0B To La conica es 2Bxy +2Dx +2Ey +F =0




16 JAIME CHICA JONATHAN TABORDA

(@) 0)) s

Ah+ Bk = —D
Bh+Ck = —E esahora :
(0h + Bk = —D
~ E
h=-3
Bh+ 0k = —E
~ D
k=——
X B

o . E D
la cénica tiene centro tinico: | — E, - E

E D
Al trasladar los ejes al centro 0/ 373 |- la ecuacion de la cénica /XY con origen en 0’ es:

B
T
ho ok
0 B 0 o o A
A=[B O 0 Bk fh k)=
0 0 f(hk)
y la ecuacion de la cénica /XY es:
A
2BXY — B 0
O sea A
XY =—
2B3
» Si A # 0, el lugar es una hipérbola de centro 0’ y que se abre asi:
' Y ! Y
(_%’_%) 0 5 0
ﬁ X o f X
X X
0 0

» SiA =0, XY = 0. La cénica consta de dos rectas Ls y concurrentes en 0': el eje Y de ecuacion

E D
x = —3 y el eje X de ecuacion y = B

Las dos rectas son: A 1y + 3 =0y L :x+ £ =0
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y
%

4

|
)

NP

oty

Vamos a demostrar que en este caso f(x,y) factoriza como «el producto» de las de ambas rectas.

O sea, veamos que

f(x,y) =2B (y—i—%) (x—f—g)

_|_B x+§ =X _|_E +Bx+% *
T8 B) " YTB B TR
E D
Pero A =0.L ——,—= ] =0.
ero uegof( B B)
O sea que
E D E
2B —= )| —= 2D —= 2E( —= F=
(5) (75) 2 (o5) w2 (-5) v =0
ie.,
“DE DE_ F
B B2 2B

que llevamos a x

D E D E F 1
(y+§> <x+§) _xy+§x+§y+ﬁ_E(ZBxy—FZDerZEy—FF)

O sea que
D E
7B <y+§) (x-q-g) =2Bxy+2Dx+2Ey+F = f(x,y)
La conica es

Ax* +2Dx +2Ey+F =0

Para hallar el centro debemos resolver el sistema:
Ax+0y = —-D
0x + 0y = —E } *

Se presentan dos casos.

17
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i) E = 0. La cénica es

(18) {(x,y)/Ax2 +2Dx+F=0,y¢€ ]R}
A0 A 0 D
5:'0 0‘:0; A=|0 0 0 |=0 My=AF-D?
D O0F
El sistema x es
Ax+0Qy=—-D
0x+0y =0

teniendose que

D
Vy € R, (—Z,y)
es solucion.

Asft que hay infinitas soluciones y la conica tiene infinitos centros.

> D
Como la sequnda ecuacion es redundante, los centros se encuentrasn sobre la x = —— que llamare-
mos el eje de centros.

y
|
Y
— eje de centros
(-L.k) 0 X
k
0 0
x
(-%0)

, D . :
Al trasladar los ejes a un punto 0' de coordenadas <_Z’ k) del eje de centros, las ecuaciones de la
transformacion son:

D
_x_=
x A
y=Y+k

se eliminan los términos lineales y la ecuacion de la conica /XY es:

AXMf(—%,k) =0
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Pero

F(2) = a(-2) w2 (-20)

D> 2D? D?
=_——+F=F—7:constante

independientemente del punto 0' tomado en el eje de centros.

D
Luego la ecuacion de la cénica /XY con origen en el punto 0’ de coordenadas <_Z' O) /' xy es

ie.,

X2 = M _ _Mn
A? A2
Si My < 0, el lugar son dos rectas || al eje Y. El eje de centros es la paralela media de las dos rectas.
Si My =0, el lugar es el eje Y.
Si Mpy > 0, el lugar es .

Si My < 0, el lugar son dos rectas ||s al eje Y:

) [ Mo v My
$1X:—|— —F, gZ.X—— —?

Vamos a dm. que la cénica «factoriza» como el producto de las dos rectas.
D D
Como { * :X_Z’ X:”Z
y =Y
La ecuacion de £ es

D M22
ATV Tar

ylade &
. D_ [ Mn
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Definamos:
D M>,
ATIEL N Y
_ D My
L =X+ g
B D My, D Mp
.;Sfifz—<x+A A2><x+A+\/ yE
D 2 MZZ 2 2D D2 M22
- (”z) _<_F) B R R
—xz-i—gx—f—D —7AF_D2—x2+§x+£
_ A A2 Az A A
My, = AF — D?
1 By 1
O sea que

flxy)=A- A -5

A este resultado podriamos haber llegado directamente factorizando el trinomio Ax> +2Dx + F

2D F
Ax2+2Dx+F:A<x2+7x+Z) *
Si hacemos
2D 4D? 4F
2D F A A2 T a
2 <Y £ _ __A A A
x+Ax+A 0, «x 5
2D —Mzz
- +2
Y= A A2
2
Luego
2D F D M D M
2, == o zo 22 ndl _ 22
x+Ax+A <x+A A2><x+A+ A2>
O sea que

2D F
flx,y) = Ax* +2Dx+F=A <x2+ 7x—|— Z)

- D M22 D MZZ
—A<"+z+\/ ?) (”z F)

—A- 4D
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e Si My =0, el lugar es el eje Y 6 eje de centros de ecuacion,/xy : x = ——-.

A
D
Definimos £ = x + T Vamos a dm. que la conica puede escribirse en la forma
D 2
flx,y) = A<x+ Z) = AL
f(x,y) = Ax*> +2Dx +F
2D F
— 2, == -
=A (x + 1 X+ A)
=A x2+§x+D_2 =A x+B Z—Aiﬂz
% A Az2) A)
Como My =0
AF — D? =0
DZ
F=—
A

® Si My > 0, el lugar es @. Un argumento adicional para probarlo podria se éste.

f(x,y) = Ax* +2Dx +F

2D D? D?
_ 2 _
_A<x+Ax+A2)+F A
D\? D2
<x+A) + )
D\? AF — D? D\?> AF — D?
<x+A)+ A 1 <<x+A)+ A? >7é0

S

%
Ocualg. sea (x,y) € R?
Como My = AF—D*>0

AF — D?
—azr Y
lo que dm. que el lugar es @.
ii) E # 0. La cénica es
(19) Ax* +2Dx +2Ey+F =0
A 0 D
5:“3 8 ; A=|0 0 E|=—-AE>#0.
D E F
El sistema * es:
Ax+0y = —-D
Ox+0y = —E

Como la segunda ecuacion no tiene solucion, el sistema no tiene solucion y en consecuencia la conica
no tiene centro. O sea que no es posible definir una traslacion que elimine los términos lineales en
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[19].
Puede ocurrir

ii-1) que D # 0.
Vamos a ver que es posible definir una traslacién de los ejes xy a un punto 0’ de coordenadas
(a,b)/xy, ay badeterminar, de modo que se eliminen en [19] el término lineal en x y el término
independiente.
Lo que no es posible, se acaba de demostrar, es definir una traslacion a un punto que elimine los dos
términos lineales a la vez.
Supongamos, pues, que trasladamos los ejes x — y a un punto de coordenadas (a,b) /xy :

y Y

(a,b) 0’ a

Ecuaciones de la trasformacion:
x=X+a
y=Y+b quellevamosa[19]

A(X4a)* 42D (X +a) +2E(Y +b)+F=0
Ax* +2AaX + Aa* 4+ 2DX +2Da +2EY +2Eb+F =0
AX?+2(Aa+ D)X +2EY + Aa* +2Da+2Eb+F =0

Para lo que se busca,
Aa+D =0
Aa*+2Da+2Eb+F =0

De la 1% ecuacion, a = —— que llevamos a la 2°

2Eb = —Aa® —2Da—F

D? D AF + D?
D AF+D?
Asi que si trasladamos los ejes xy al punto 0' de coordenadas (_Z' —#) / xy se definen
otros ejes X — Y ||s a x — y y la ecuacioén de la cénica,” XY es:
A
AXP4+2EY =0 .. Y=-2X

2E
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y

El lugar es una pardbola que se abre en el sentido del eje Y (0 — Y') de acuerdo al signo de —%.
D AF+D?
A" 2AE ) 4

El vértice de la pardbola es el punto O’ de coord. (

ii-2) D = 0.
La ecuacion de la cénica es:
(20) Ax®> 4+ 2Ey+F =0
A, F

Y=72" Top

F
La cénica es una pardbola. El vértice de la pardbola es el punto O’ de coord. (O, —E> /Xy

3) 010 e La cénica es

1) {(xy)/Cy*+2Dx+ 2By + F =0}

e (@) =106) ()}
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Los centros son las soluciones al sistema
Ox+0y=-D

Ox+ Cy = —E } * % La situacion es andloga al caso (2).

Se presentan dos casos.

(1) D = 0. La ecuacion de la conica es

(22) Cy> +3Ey+F =0
00
6=|g c|=0
00 0
A=|0 C E|=0; M; =CF—E?
0 E F

El sistema %x es:

Ox+0y=0
Ox+Cy =—E

E
Luego Vx € R, | x, —6) es solucion.

Asft que hay infinitas soluciones y la conica tiene oos centros.

. . E
Como la primera ecuacion es redundante, los centros se encuentran sobre la recta y = — C uees el

eje de centros:

|
Ol

Al trasladar los ejes xy a un punto 0 del eje de centros y de coordenadas (h, g) /' xy, se eliminan

los términos lineales en [21] y la ecuacion de la conica,/ XY es:

CY2+f<h,—§) -0
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Ahora,
f h—E =C —E 2+2E E + F
Cc) C C

2

=F— < cte. independiente del punto 0’ tomado sobre el eje de centros.

E
Luego la ecuacién de la cénica,” XY con origen en el punto 0 de coordenadas (0, — 6) /xy es

(NQZEz—CF ) Y2:E2—CF__AH

C cz 2

Si My1 < 0, el lugar son dos rectas ||s al eje X. El eje de centros es la paralela media der ambas rec-
tas.

Si My1 = 0, el lugar es el eje X, ¢ eje de centros.

Si My1 > 0, el lugar es .

En el primer caso, o sea, cuando My < 0, dm. que la cénica factoriza como el producto de ambas
rectas.

Si M1 < 0, el lugar consta de dos rectas ||s al eje X y de ecuacién

M
Yy
M
gz . Yz = — _C—él
Vamos a dm. que la conica factoriza como el producto de dos rectas.
Como
x=2X
Y
E E
y=Y-7 Y=Ytz
. E | M
L _—_ —_——
a ecuacion de 1 es y + c + 2
Definimos
E My
A = = =\ ——
1VTe &
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Yy
_ E My
L=yt s+ o2
E M E Mn
s (o E- ) (o o )
E\? My
() - (&)
C C2 (2 ML CE_E? C C? C?
2E F 1 1
S —_— — = — 2 = —
O sea que
flx,y)=C-A-%, ie,
E M E /| M
2 — S i) = _
Cy +2Ey+F_C<y+C C2><y+c+ C2>
, o . E
e Si Myy =0, el lugar es el eje X 6 eje de centros de ecuacion,/xy : y = -
Definamos £ =y + E Vamos a dm. que la cénica puede escribirse en la forma

C

flxy) = C<y+§>2 =Cz?

f(x,y) =Cy*+2Ey+F
(2 2 F
—C<y+cy+c

2F  E? E\?
Como Mq1 =0
CF—E2=0

EZ

F:E
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o Si Myy > 0, el lugar es . Veamos porque.
flx,y) = Cy2 +2Ey+F

2E E? E?
:C<y2+?y+@)+F—E

EN? CF-E2
=Cly+=) +

C C

E\* CF—E?
$((y+6) +T>#°
Como Mp;; =CF—E%2>0,
CF— E?
ez 70
Lo que dm. que el lugar es ©.

(2) D #0.
La conica es
(23) Cy* +2Dx +2Ey+F =0
0 0 0 0 D
5:’0 cli A=]0 CE =CD?* #0
D E F
El sistema x* es:
Ox+0y=—-D
Ox+Cy = —E

Como la primera ecuacion no tiene solucion, el sistema no tiene solucion y en consecuencia, la
conica no tiene centro. O sea que no es posible definir una traslacion que elimine en [23] los tér-
minos lineales.

2-i) que en [23], E # 0.
Vamos a ver que en este caso es posible definir una traslacion de ejes xy a un punto 0’ de coordenadas
(a,b)/xy, ayba determinar, de modo que en [23] se elimine el término lineal en y y el término
independiente.
Supongamos entonces que trasladamos los ejes xy a un punto 0' de coordenadas (a, b) / xy.
Ecuaciones de la transformacion:

x=X+a
y=Y+b

que llevamos a [23]
C(Y+b)?+2D (X +a)+2E(Y+b)+F =0
CY? +2CbY + Cbh* +2DX +2Da +2Da +2EY +2Eb+F =0
CY?+2DX +2(Cb+E) Y + (Cb+ 2Da +2Eb+ F) =0
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y Y
0’ (a,b)
X
|
|
| b
|
0
I X
a
Para lo que se busca, debemos tener que
Cb+E=0
Cb* +2Da +2Eb+F =0
E
De la primera ecuacion, b = — C que llevamos a la sequnda
2Da = —Cb* —2Eb—F
E\? E
=—-C(—=) —2E(—=)—F
(-¢) ()
_ By cErE o CEEE
e B C 720D
CF + E?
Asi que si trasladamos los ejes xy al punto 0 de coordenadas (— %,
de la conica /XY es:
CY’+2DX =0 .. X=-—Y2

2D

E

C

) /xy, la ecuacion
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y Y

CF + E? E)
2CD ' C)0

El lugar es una pardbola que se abre en el sentido del X (0 — X) dependiendo del signo de —£.

2D
CF+E* E
z ] z ! - - =

El vértice de la pardbola es el punto O de coord. ( D C) /xy.

2-ii) que en [23], E = 0. La ecuacion de la cénica es
Cy*+2Dx+F =0
_ L B
2DY T 2D
La conica es una pardbola que se abre segiin el eje x. El vértice de la pardbola es el punto O’ de

X =

y

F
coord. (— 5D’ 0) /xy.
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(4) Hay un solo coeficiente A, B, C que se anula. Se presentan varios casos.

i) }i'i'% La cénica es 2Bxy?* + Cy? + 2Dx + 2Ey + F = 0.

(0O}~ () () e

-D
-E
Al (o
B| |\B B
d
El sistema
Ah+ Bk = —D
Bh +Ck = —E
es ahora
Bk =-D
Bh+Ck = —E
Hay centro iinico que se determina ast:
~ D
de la primera ecuacion, k = —g Tue llevamos a la segunda
Bk = —E—Ck = —E—C(—%)
_CD E_ CD — BE
B B B
Ast que el centro es el punto
,(CD—-BE D
o (==—°= _~
BZ ' B

Al trasladar los ejes al punto 0/ (Z, Z) , la ecuacion de la conica,/ XY es

2BXY + CY? + f (Z, E) —0

Ahora,
0
0

f(Z?é) :-B%(Z,Z) y cono B # 0,

o Wo
© Ow
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f(%i) — —%.

La ecuacién de la conica,” XY es entonces

A A
2——:——
2BXY +CY =B T3
§=AC—B*=—-B*>#0
y Y

(CD—BE D)
0

B> ' B
X
0
X
i) SiA =0,2BXY +CY? =0.
2B
Y(2BX+CY)=0 .. Y=0 6 Y= —?X
/ . 2B
El lugar consta de dos rectas concurrentes en 0. y de ecuacion /XY : Y =0 y Y = —fX

2) Si A # 0, la ecuacion del lugar /XY es 2BXY + CY? = —%.

El paso que sigue en la reduccion es eliminar el término mixto. Pero eso se hard en la seccién 1.5.
Regresamos al caso ).

2B
El lugar consta de las rectas de ecuacion Y =0y Y = —ﬁX concurrentes en 0'. Como
CD — BE
X = X + T
D CD — BE D
=Y—-——=, X=x——5-— Y= —
v B’ TR A

y las ecuaciones de las rectas /' xy son:

C D 2B< CD—BE)
y+—=0 y y+—=-"(x- "

B B C B2
que luego de simplificar podemos escribir como

B
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Definimos
D
A = —
1=Y+3

Y
2BE —-CD

.;%:ZBx—i—Cy-i— B

Vamos a demostrar que la ecuacion de la conica
f(x,y) = 2Bxy + Cy* +2Dx +2Ey + F

«factoriza» como el producto de dos rectas, i.e., que

f(x,y) = 2Bxy + Cy* +2Dx + 2Ey + F = <y+%> (2Bx+Cy+w)
Como
0 B D
A=|B C E|=0, —B(BF-DE)+D(BE—-CD)=0
D E F
. 2BDE-CD?
..F—T
Yy

2BDE — CD?
f(x,y) = 2Bxy + Cy* +2Dx + 2Ey + F = 2Bxy + Cy* + 2Dx + 2Ey + —

Ast que para tener [24], bastard con demostrar que

2BE—-CD 2BDE - CD

D
<y+§) (23x+cy+T) = 2Bxy + Cy? +2Dx + 2By +

D 2BE—-CD 2BE — C 2BDE — CD?
(y-i—E) <2Bx+Cy+T):2Bxy+Cy2+7Bﬂy+2Dx+ ézy—i- 5

2BDE — CD?

= Bxy + Cy* +2Dx + 2Ey + 52

A

ii) 01€ 1 14 conica es Ax? + Cy? +2Dx +2Ey + F = 0.

(0O} {(2) () csr
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El sistema
Ah+ Bk = —-D
Bh+ Ck = —E
es en este caso
Ah = —-D
Ck = —-LE

Hay centro 1inico.

La ausencia del término mixto (Bxy) permite que podamos realizar la reduccion y no aplazarla para
la seccion 1.5.

Al realizar la traslacién de ejes al punto 0/ —%, —% , se eliminan los términos lineales y la
I [l
ook s
ecuacion de la conica,/ XY con origen en 0" es AX? + CY? + f(h, k) = 0.
Ahora,
A0
0= ‘ 0 C ' = AC # 0.yaque Ay Cson # 0
A0 0 o
A=|0 C 0 | =ACf(hk)of(h k) ycomod#0,
0 0

~ ~ A
f(h k)= 5 Ast que la ecuacion de la conica,/ XY es:
AX?+CY? = —%.
Se tiene varios casos.

A
1) SiA>0yé=AC <O, —5>0.
Como AC < 0, Ay C tienen signos diferentes el lugar es una hipérbola.

A
SiA>0ys=AC>0, —% <0.

Como AC > 0, Ay C tienen el mismo signo.
SiA>0YC >0, w=A+C>0.Ellugares@.
SiA<0yC<0 w=A+C<O0. Ellugar es una elipse o una circunferencia.

A
2) SiA=0ydé=AC >0, —320.
Pero si AC > 0,y Ay C tienen el mismo signo.

El lugar es el punto 0' (el centro).

SiA=0yds=AC <0, —%:o.

Perosi AC < 0, Ay C tienen signos contrarios.
El lugar son dos rectas concurrentes en 0.




34 JAIME CHICA JONATHAN TABORDA

A
3) SiA<0ys=AC<0, —5 <0,

Perosi AC < 0, Ay C tienen signos contrarios.
El lugar es una hipérbola.

SiA<0yds=AC>0, —§>o.

Perosi AC > 0,y A y C tienen el mismo signo.

e SiIA>0yC>0,w=A+C>0.
El lugar es una elipse o una circunferencia.

e SiA<O0yC<0,w=A+C<O.
El lugar es @. En resumen, la naturaleza del lugar se determina a través de la siguiente tabla

0 < 0 : hipérbola
A>0 :
> 550d¢ >0 ®. ' |
w < 0 : elipse o circunferencia

A—0 8 > 0 : el punto 0 (el centro)
N & < 0 : dos rectas concurrentes en 0’
0 < 0 : hipérbola

A<O 5>04¢ > 0 : elipse 6 circunferencia
w<0:0

iii) A1B 10 1, conicaes Ax® + 2Bxy +2Dx +2Ey + F =.

(M) (O} e

El sistema

Ah+ Bk = —-D
Bh+ Ck = —E
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es ahora

Ah+ Bk =—-D
Bh = —E

Hay centro uinico.
Las coordenadas del centro se obtiene asi:

De la 2* ecuacién, h = — que llevamos a la 1°:
Bk = —D — Ah
E AE
=—D—A<——) ==
B B
~ AE—BD
k — T

_ AE—BD

B

35

Al trasladar los ejes al punto 0'(h, k), la ecuacion de la cénica/ XY es: AX? 4+ 2BXY + f(h, k) = 0

La ecuacion de la conica,/” XY es:

= —B2f(h,k) ycomoB #0,

A A
AX?4+2BXY = — = ——
+ B2 ¢+ §
§=AC—B*=—-B2+#0
y Y
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1) SiA=0,

AX%2 +2BXY =0

A
x(AX+2BY)=0 .. X=0 6 Y= —@X
A
El lugar consta de dos rectas concurrenter en 0"y de ecuacién /XY; X =0y Y = —@X.

Demuestre como se hizo en el caso ’T'?H que la conica «factoriza» como el producto de dos rectas
definidas al sistema x — y.

A
2) Si A # 0 la ecuacion del lugar /XY es AX? +2BXY = ——.
Lo que sigue en la reduccion es eliminar el término mixto y esto se hace en la seccion 1.5.

Ejercicio 6.2. Vamos a estudiar el problema de los centros en dos casos en que ninguno de A, B, C es cero.
Puede ocurrir:

I) que 8 \c

A B ’ A B . A
Entonces { (B)' (C) } es base de IR7, ( B C ) es No singular y como los vectores (B) y

C definen un paralelogramo, el area de este es
qiie

} C R2sea L.l

& S| = ac— B2 £ 0. Ademds, 31(3, %) tal

Al + Bk = —D
B+ Ck = —E
h y k se calculan ast:

ONE %)(i?)@(-CB #) ()

La conica tiene centro tinico; (h, k).
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e {(3) ()}

En este caso ambos vectores estdn aplicados sobre una misma linea que no puede ser ni el eje x ni el
eje .

Asft que lo que se tiene es que <§> =u <g) Como <1§) Y (g) son ||s, el area del paralelogramo

y
A
B
B
g
X
de (g) y (g) es cero y esto quiero decir de § = ‘ 1]3 g ‘ =0.
Ahora, puede tenerse
i) que
-D A\ B\ (-D A A -D |
(Ce) ess{ (o)) =ssl(e)) (Ce) <) = 5 2=
-D
-E
A
B
B
/(C)
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A B A B —-D
B C ‘ = 0 pero B(h, k) talqueh(B) —|—k(c) = (—E)'

O se aque el sistema

A B
Asi que B C
i) que ( ) €S
Entonce
(25)
Ahora, como
(26)
O sea que

Ax+ By = —
Bx +Cy = —E  No tiene solucion.

' = 0y la conica No tiene centro.

sAa)) ==1(e))

B =aA
C B
-D
-E

O\

B
”1% ”% mer
:‘81(

1
)+’Ylﬂ< g) T g)
(2)

= (B1 +714) (g) -7 (i) , lo que nos demuestra que

o::h>ouh>
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e Ah+ Bk =—-D
Bh + Ck = —E  tiene oos soluciones y la cnica tiene cos centros

a) Vamos a demostrar que en este caso la 2 ecuacion del sistema
Ah+ Bk = —-D
Bh+ Ck = —E  es muiltiplo de la 1°.
Si multilplicamos la 1* por «, « Ah + Bk = —aD.

Veamos que la esta ecuacion es Bh 4+ Ck = —E.
Como a A = By aB = C, la ecuacion anterior se convierte en

E
Bh+Ck:—aD:aﬁ1A:a(——)A:—E

T aA
De (1): o
De—pA {De(l) :—E=p1B

. a _ E__E
b= -g=-35

b) La segunda ecuacion del sistema % x x es redundante y el conjunto de soluciones de x x x se obtiene
al resolver la
1% : Ah + Bk = —D. Entonces todos los centros de la cnica estdn sobre la recta Ax + By = —D
que se llama «el eje de centros de la conica».

A D
De est ion, k = ——h — —.
e esta ecuacion B B ., .
Vamos a demostrar que Vh € RR, <h, — Eh — E) es solucion al sistema.

A D
Es claro que <h, _Eh — E) es solucion a la 1* ecuacion.

Solo resta demostrar que es solucién a la 2%, o sea que

Bh—i—C(—%h—B) =L

B
A D B? A D
Bh+C<—§h—§)?Bh+Z<—§h—§)
Como AC—B2=0,
BZ
C=Z

De (1):Bf; = —E

th_Bh_@z_@zwszE

AT A A
{Pe :-D=p14

Toda la discusion nos ha demostrado que en el supuesto de que A,B,C sean cero,

Si § = AC — B?> # 0, la cénica tiene centro tinico.
Si 6 = AC — B2 =0, la cénica no tiene centro, o tiene cos centros.
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Ejemplo 6.1. Consideremos la conica 3x> + 4x +2y +1 = 0.

A=3 2D =4, D=2
2B=0; B=0
C=0 2E=2;, E=1
El sistema
Ah+ Bk = —D
Bh+ Ck = —E
es ahora
3h+ 0k = -2
0h 4+ ok = —1

La cénica No tiene centro.

Ejemplo 6.2. 9x% — 12xy + 4y*> + 9x — 6y +2 = 0.
A=9

wmne (§)-(2)-()

o=y (2)=(3)-2(%)
2FE = —6E =3 (i’,?) = (_93/2) =% 2(—32)

N\O

-D Al (B
( E) se puede escribir como CL de (B) y (C) de cos maneras.

Hay oos centros.
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Ejemplo 6.3. 12x% — 12xy + 3y*> + 2x + 4x + 1 = 0.
A=12

2B = —12;B = —6 (g) - <126) N _6<_12>

o201 ()-(3)2(3(

2ZE=4,E=2

Il
T
N =
N———

La conica No tiene centro

Ejemplo 6.4. 12x2 — 12xy + 3y> +2x —y — % = 0. (Véase la diferencia con el ejemplo anterior.)

A=12
-D -1\ /-2
aCaee (9= (2)-1(7)
2D =2;D =1

2E=-1,E=-1/2
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-D A B
( E) es CLde (B) y (C) de ocos. maneras. Hay ocos centros.

Proposicién 6.1. Todo centro de una conica es centro de simetria de la curva.

Demostracién. Sea O un punto de coordenadas (I, k) /xy, O : centro de simetria de la ecuaciéon. O
sea que

af\  9f\
@) a)h,k - @)h,k =0

Sea P(X,Y) un punto de la cénica (Fig.) y llamamos Q(X’,Y’) a su eje simétrico,/O. Se debe
demostrar que Q(X’,Y’) estd en la cénica, o 1o que es lo mismo, que

9(X",Y") + f(h k) =0

P(X,Y)

QX%Y)

FIGURA 5.

Como Q(X’,Y’) es simétricode P(X,Y), /0, X' =XyY' =Y.
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Luego

Proposicion 6.2. Si (h, k) es un centro de simetria de la cénica, (h, k) es un centro de ella.

Demostracién. Supongamos que (1, k) es centro de simetria de la curva.
La ecuacion de la conica referida a los eje XY ||s a xy y con origen en O'(h, k) es:

(5 2) (5, w), ) (1) om0

P(X,Y)
[ (h,k),

X

43

Sea P(X,Y) un punto de la conica y Q(X’,Y’) el simétrico de P,/O’, 0seaque X' = —X, Y/ =Y.

Como P(X,Y) estéd en la curva,

e () (), ), ) () e o

Como Q(—X, —Y) también estd en la curva,

(3 2) () D) () rme-s

ie.,

o xn(3 ) (B D)) e
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De [28] y [29]:
of

e ) ()
2 =| , =0,
(ax nk 9y h,k) Y

cualquiera sea el punto (X, Y) en la cénica.
Luego el vector

o o

X |11 Y 1

es 1 a O'P cualquiera sea P en la cénica y esto es posible si

of | 9of] ) _
<$ h,k> - (01 0)1

hk " dy

Ul _y
ie axh'k
L., ﬂ .,

ayh,k

lo que significa que (1, k) es un centro de la conica.

Ejemplos.

1. Sila conica consta de dos rectas ||s, todo punto de la || media m de ellas es centro de simetria

de la cénica.
Luego la conica tiene cos centros:

y
A

7

24

4%

|
=

2. Si la cénica es una recta (una recta doble se dice a veces), la conica tiene oos centros ya que

todo punto de la recta es centro de simetria de ella.

3. Si la conica no tiene centro de simetria, no tiene centro.

Por ejemplo, la pardbola no tiene centro de simetria y por lo tanto, la parabola no tiene

centro, pero si tiene vértice.
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Como se comprende, la nocién de centro permite clasificar las conicas en tres categorias
Conicas con centro tinico.
Conicas sin centro.
Coénicas con dos centros.

7. CONICAS CON CENTRO UNICO

En este caso

_|A Bl_ 2
5—‘ B C ’—AC—B #0,

A B ) A B 2 .

) \c)(es Base de y forma un paralelogramo de 4rea B Cl|~= AC — B~. El sistema
Ah+ Bk = —
Bh + Ck = —E

y h
tiene solucién tinica (E) dada por

O sea que
. —CD + BE
 AC-— B2
(30) ~ BD - AE
k="c m

La conica tiene centro tnico (71, k) y éste punto es el centro de simetria de la curva. No estamos
afirmando que el centro (4, k) sea un punto de la cénica.

Como ya hemos dicho, si trasladamos los ejes xy al punto O’ de coordenadas (11, k) dadas por [30],
obtenemos otro sistema ortogonal de coordenadas XY, Fig.1.6, con X || x, Y || y y respecto al cual
la ecuacion de la conica es

(31) (X Y)(‘é [B))@)Jrf('ﬁ,?é):o

La ecuacién [31] no tiene términos en X ni en Y. O sea, hemos conseguido eliminar la parte lineal
de la ecuacion [1].
Hallados (4, k), para tener definida [31] debemos calcular

(32) f(h,k) = AR? + 2Bk + Ck? + 2Dh + 2Ek + F

Sin embargo podemos obtener f (1, k) es una manera mas simple. Si tenemos en cuenta las ecua-
ciones [14],

(33) £, k) = (Aii + Bié) it (cié+ BE) k+2Dh+2Ek+F
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O'(h, k)

Pero N
A B\ (h\ _(-D
B C)\k) \-E
Luego
Ah+BK = -D
(34) - - que llevamos a [33] obteniendo
Bh+ Ck = —E
f(h,k) = —Dh — Ek 4+ 2Dh + 2Ek + F
(35) = Dh+Ek+F

Asi que una vez hallados h y k obtenemos f (E, E) a través de [35] y no a través de [33] que resulta
mas tedioso. .

Existe otra forma de obtener f(h, k) mds conveniente para nuestros propésitos y sin pasar por la
obtenciéon de (E,E) a través de [32] 6 de [35]. No olvidemos que estamos analizando el caso de
una cénica con centro tnico (8 # 0).

Segun [34]:
Ah+Bk+D =0
Bh+Ck+E=0
Segun [35]:
Dh+Ek+F — f(h,k) =0
O sea que

E@)g(g)“(ngm):(g)

Lo que nos demuestra que el conjunto de vectores de R :

) );
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es L.D. y por lo tanto,

A B D A B
|B C E|+| B C =0
D E F D E -f(hk
T o -
~fEB| 5 o |=-ro
Como hemos llamado
A B D
A=| B C E
D E F
se tendra que
A—f(k)-6=0
~ A
h k) = —
(6 #0)
De la ecuacién [31] de la conica se escribe ahora asi:
A B X A .
(X Y)<C D)(Y)+5_o 6
A
(36) AX2+2BXY+CY2+g:O

La ecuacién [36] es la ecuacion de la conica con centro tinico referida a los ejes XY con origen en
el centro una vez realizada la traslacion que permite eliminar los términos lineales.
Los escalares A y é son invariantes

‘g ':AC—BZ;&O y A=

(@Wes]
O >
MO W
MmO

s=|
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Notes que
o=o|5 €|-e|3 213 &
= D(BE — CD) — E(AE — BD) + F§
= Doh + Edk + F6
1)
— §(Dh + Ek + F)
A

5= Dh+Ek +F
Notese a demds que los coeficientes de la parte cuadratica de [1] no se afectaron.
Ejemplo 7.1. Consideremos la cénica 2Bxy +2Dx +2Ey+F =0con B #0,A =C = 0.

— 0 B — 2
5_‘3 0'_—3 #0

A
B

o

La cénica tiene centro inico O’ ( h
W\ _1(-CD+BE\ _ 1 (BE\_ 1(E
k s\ BD-AE ) B2\ BD )  B\D

A= —B(BF — DE) + DBE

O W o

m QO™

mm g
|

— 2BDE — B%F

Luego
A  2BDE — B°F p_ 2DE

5 —B B

oI ™

. . , . D
La ecuacién de la conica respecto a los ejes XY ||s a x — y y con origen en (——, g )een este caso:

ZBXY—I—F—%
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Ahora se consideraran dos casos en la ecuacion [36].

Caso 7.1.
5§ =AC—B>#0
B =0
A B A 0
pnimes 8= ac,a #0wc 20 {(2), ()} = {(2). (%)}
y Y
A
B 0) A X
cl \c oGP
-D
-E
0]
> > X
A (A
B] (o
2 2 A ] ) y .
(37) AX 4+ CY* = —5 Notese que estd ausente el término mixto.

0=AC#0, Ay C#0.
Vamos a utilizar los invariantes para definir la naturaleza del lugar representdo por [37].
(I) Supongamos A > 0.

a) Sid = AC <0,y Ay C son de signo contrario y (—%) > 0.
El lugar es una hipérbola de centro O' y de ejes sobre X y Y. Como en [37] los coeficientes de X? y
Y? son de signo contrario, la hipérbola puede aparecer asi:

i) AX? —CY? = % y con Ay C positivos.
La hipérbola tiene ramas que se abren segiin en eje X:
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=l —F"
J=FEN

=
gl

A
ii) CY? — AX? = — con Ay C positivos. La hipérbola tiene ramas que se abren segiin el eje’Y

\i/

kol

Vd
\
>

o'(h,

b) Sid = AC > 0, Ay C tienen el mismo signo y (—%) <Ow=A+C#0.
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i) Si w > 0, Ay C son ambos positivas. Asi que AX> + CY? = —% conA>0,C>0 —% < 0.El
lugar es co.

ii) Si w < 0, Ay C son ambos negativos. Luego AX?> + CY? = —% conA<0,C<0y —% < 0.

ii-1) Si A # C, el lugar es una elipse de centro O’ y ejes sobre X y Y.

y Y
A Y A
0 - 31 y
IC| A
> X — > X
o'(h, k) 0'(h, k)
A
= 5! -5
|A A
> X
> X

ii-2) Si A = C, el lugar es una circunferencia de centro en O’ y radio

|>

|- 5l

A

En sintesis:

5=AC-B? ¢0{5<0:hipérbola

- w>0:
B=0 0> 0{ Q. . L *
A>0 w < 0 :Elipse o circunferencia

Ejemplo 7.2. Considere la conica
(38) 2%+ 2 +4x+2y+10=0
A=2B=0,C=1;6=AC—-B?>=2,w=3.

2
1

o @-00-0

A=

NODN
N )
—_
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Astqued #0,B=0,A>0,0 >0y w > 0.

En virtud de %, el lugar es ©@. O sea que no existe un punto del plano xy que satisfaga [38].
Vamos a comprobarlo.

Completando trinomios cuadrados perfectos en [38],

(2 +4x+2) + (P+2y+1) +10-2-1=0.

O sea que la ecuacion de la conica puede escribirse asi:

(\/§x+%>2+(y+1)2 =7

lo que nos prueba que efectivamente el lugar es @.

1) Si A = 0, [37] se escbribe asi: AX? 4+ CY? = 0.
Como § = AC # 0, puede ocurrir:

a) 6 > 0. En este caso A y C tienen el mismo signo. El lugar es el punto O'.

b) 6 < 0. Entonces A y C tienen signos contrarios. El lugar consta de dos rectas concurrentes
en O’
Resumiendo

5=AC—B2#£0)0>0: el punto O’ (el centro)
B=0 8 < 0: dos rectas concurrentes en O’ *k

A=0

Ejemplo 7.3. Consideremos la conica x> + y*> — 4x + 2y + 5 = 0 que podemos escribir (x — 2)2 +
(y+1)=0.

El lugar es el punto (2, —1).

B=0,6=AC—-B>=AC=1#0.

1 0 -2
-2 1 5

Como 6 #0,B=0,A=0yd >0, laconica, en virtud de xx es un punto como ya sabiamos.
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Ejemplo 7.4. Sea f(x,y) = Bx —y+2)3x+y —5) = p(x,y) - q(x,y) = 0.

foy) =04 p(x,y) =004q(x,y) =0.

Las rectas p(x,y) =3x —y+2=0yq(x,y) = 3x +y — 5 = 0 se cortan en el punto (h, k) que
es la solucion del sistema

3x—y+2=0
3x+y—5=0
Las dos rectas se cortenen (1/2,7/2) .
El lugar, 0 sea {(x,y)/ f(x,y) = 0} consta de dos rectas concurrentes en (1/2,7/2).
Vamos a verificarlo.
La cénica es
Bx—y+2)Bx+y—5)=0.
O sea
9x* —y* —9x + 7y — 10 =0
Hallemos su centro. El sistema

Ax+ By = —-D
Bx+Cy = —E
es
9x =§
y =2 . x=1/2y=7/2
ComoB=0,0=AC—B?>=-9<0y
9 0 -9/2

-9/2 7/2 -10

se tiene, en virtud de x* que el lugar son dos rectas concurrentes en (1/2,7/2).

III) Supongamos A < 0.
Como § = AC # 0, puede ocurrir:

A
a) 0 < 0. Entonces A y C tienen signos contrarios y (_3 <0.

El lugar es una hipérbola. La ecuacién [37] puede parecerce a

A A
i) AXZ—CYzz—gconA>O,C>O,—g<0.

A A
O sea que CY? — AX? = 5 con— > 0 y la cénica es una hipérbola con centro en O’ cuyas

ramas se abren segun el eje Y:
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N

y

BA

/N

ii) CY? — AX? = —%conA>O,C>O,—% < 0.

A
Luego AX? — CY? = 5 on -~ > 0y la cénica es una hipérbola con centro en O’ y cuyas

ramas se abren segtin el eje X :

y
A

\ N
oC

/\

N

A
b) 6 > 0. En este caso A y C tienen el mismo signo y 5> 0, w=A+C#0.

i) Siw = A+ C > 0, Ay Csonambos positivos y la ecuacién [37]
represeta una elipse 6 una circunferencia.
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ii) Siw = A+ C < 0, Ay Cson ambos negativos. El lugar es @.
En resumen

&= AC—B% #0 [ 6 <0:hipérbola
- w >0 :Eli 5 ci f; i
B=0 { ipse 6 circunferencia

A<0O w<0:¢

El Caso 1. puede presentarse en la siguiente tabla:

§=AC-B*#0
B=0 Cénica: Ax*+ Cy*+2Dx+Ey+F=0
6 < 0: hipérbola
w>0:
A>046>0 ? . . .
w < 0: Elipse o Circunferencia

A0 6 > 0:el punto O’ (el centro)
~ |8 <0:Dos rectas concurrentes en O’
8 < 0: hipérbola
A<0 w > 0: Elipse o Circunferencia
6>0
w<0:9

§=AC—B>#0

B#0

Una vez hecha la traslacion que elimine los términos lineales en [1], la ecuacion de la cénica,” XY
con origen en O’ (I, k) es

Caso 7.2.

A
(39) AX% 4+ BXY +CY? + 5= 0 Notese que estd presente el término mixto.

(Recuerdese que cuando se hace una traslacion de ejes los coeficientes de la componente cuadratica de
[1] no se transforman).

Procedemos ahora a eliminar el término mixto en [39].

Sea Q(X,Y) un punto de la conica y O'(h, k) su centro:
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QX,Y)

d

=)

(h,k)O'

bl

L.
> >
1

Vale la pena sefialar los casos posibles que pueden presentarse con los coeficientes A, B, C.

A|BO| 0 |B|C

(40)

Entonces
O'Q=7=Xi+Y]j
~ X g y
O sea que [r];; = (Y) y la ecuacion [39] puede escribirse:
- . A A B
[r]f-].M[r]lj-i—g =0 con M= ( B C )

{ (g)' <§) } Base de R? con B # 0.

Como M es simétrica, sabemos, por el Teorema Espectral (6 teorema de los Ejes Principales) que

T
dP = ( P1 P2 )61 )? ) donde A1, Ay
Lo 2

son los valores propios de M. A demds, A1, Ay € R.

Siendo P ortogonal, las columnas p1, py de P definen una base ortonormal de R? / {
interno usual en R?, base formada por vectores propios de M.

O sea que

) matriz ortogonal, 0 sea P~! = P!, tal que P'MP = (

): producto
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pi € EPAf, de, My =Ap;
<pi/ P]> = 5{/ Z/] - 1/2

Los vectores p1, pa definen un nuevo sistema de coordenadas ortogonal x'y' con origen en O' y rotado
respecto a XY :

(E, 76) Ol IV
111

L
> >
1

Los vectores py y po estin en el semiplano (1) — (II) que determina el eje X. El eje x" estd en el
cuadrante [ y lo define aquel valor propio para el cual el vector propio se coloca en el cuadrante 1. El
otro vector propio estd 90° .~ y en el cuadrante 11.

Los ejes x'y’ se llaman los ejes principales de la conica.

Llamemos .
P = Py P3 ) .
(P% P
Entonces
pi 7] 2
il = (13). Ty = (%)
7\ p? T\p
O sea que

y por lo tanto se tiene que

3)-r()

donde
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(42)

(43)

(44)

(45)
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siendo (x',y") las coordenadas de Q respecto a los ejes x'y'. O también,

0= ) G)
Y piop)\y
X = pix' + pyy’
Y = pix' + p3y’
x! X
Siendo P ortogonal, P~! = Py de [41], <y,) = pt (Y) i
O sea que
@)= () G) e
Y Propa ) \Y
x' = p1X + piY
Y =pX+p3Y
Las ecuaciones [43] y [44] son las ecuaciones de la transformacion ortogonal de coordenadas definida
por la matriz P que diagonaliza a M.
g . =\ ! - A
Al regresar a la ecuacion [40] se tiene que <P 7] m) MP [7] e T 5= 0.
O sea que
_at -
7, (P'MP) [7], + 5 =0
Pero
x/
e = ()
Pa y/
Yy
tvyp— (M0
P'MP = ( 0 A
Luego
/ / /\]_ 0 x/ A -
() ()5
Lo que nos demuestra que las ecuaciones de la cénica referida a sus ejes principales x'y' con origen
en el centro O’ de la curva es
A
Mx' 4 Ay + = =0
Antes de pasar a estudiar los lugares geométricos representados por [45] conviene recordar que siendo
M una matriz simétrica, sus valores propios A1 y Ay son niimeros reales y son raices del
PCM(A) = A2 — (trM) A + det M
=AM —(A+CO)A+0=A>—wA+5=0
Asi que

M+A=w
AMA; =6 #0
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lo que nos demuestra que A1 y Ay son diferentes de cero. Ademds, A1 # Aj.
En efecto,

A= (A+C)A+ (AC—B?) =0

(A+C)+/(A+C)? —4(AC - B?)
2

La cantidad subradical (el discriminante) es
W? — 46 = (A+C)2—4<AC—B2>
= A*+2AC + C* — 4AC +4B?
= (A—C)*+2B? >0
B#0
Esto demuestra que el discriminante es mayor que cero y por lo tanto Ay # Aj.

Al_wi\/wz—élé
=
2

Ademds, recuérdese que

EPM sy B N (ML — M) : espacio nulo de la matriz A I, — M
w —

M 5
y que
EPM w+ T = N (A — M) : espacio nulo de la matriz Ayl — M
w J—

Ay >
Regresando a la ecuacién [45] podemos considerar:
I) A > 0. La ecuacion [45] puede escribir asi:

A
)\1X/2+)\2]/2 — _3

a) Si 8 = AC — B? = M Ay > 0, Ay y Ay son del mismo signo,
A A
w=A+C=M+A#0 y _§<0 §>0
i) Si w < 0, A1 y Ay son ambos negativos y el lugar es una elipse de ejes paralelos a p1 y p2 y de

5 |3
semiejes || —2—, 1| 2. Pero
J A"V A2

Luego los semiejes valen

w+ Vw? —45
A1,2 = 5 .

2A
a,b=+
J(Sw:t\/wz—élé
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— ‘r

Recuérdese que
ep €p

= b ==
Tioe V1—¢?
donde € es la excentricidad y P = d(F; 2 2) es la distancia foco-directriz.
Halle €, p en términos de los invariantes A, 6 y w.

ii) Si w >, Ay y Ay son ambos positivos y como —% < 0, el lugar es @.

b) Sié = AC—B? = MAy < 0,y A y Ay tienen signos contrarios y como —% > 0, el

_4 _4
lugar es una hipérbola de ejes paralelos a p| y p3. Los semiejes valen —*- T | | )\5| donde
1l A2
w =+ Vw? —46
/\1,2 = ) .

Las ramas de la hipérbola se abren segiin el eje x" 0 y' de acuerdo a los signos de Ay y As.
IT) A = 0. La ecuacién [45] se escribe A1x"? + Ayy'? =

a) Si & = AC — B? = M Ay <0, Ay y Ay tienen signos contrarios.
El lugar consta de dos rectas concurrentes en O'.

b) Sid=AC —B% = AAy >0, M y Ay tienen el mismo signo.
El lugar es el punto O'.
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A
M) A < 0. La ecuacién [45] es: M x'? + Apy'? = -5

A
a) Sid = AC — B% = M Ay > 0, Ay y Ay tienen el mismo signo, w = Ay + Ay # 0y 5 > 0.
i) Si w < 0, Ay y Ay son ambos negativos el lugar es @.
ii) Si w > 0, Ay y Ay son ambos positivos. El lugar es una elipse de ejes ||s a p1, p2 y de semiejes

A A
-= |== +Vw? -4
— 9 /=2 donde Ay, = d o 5.
AM Ay ! 2

A
b) Sié = AC—B? = A\A; <0, Al y Ay tienen signos contrarios y siendo —— < Oel lugar es una hipérbola

w £V wz
de ejes ||s a p1 y pa y semiejes |)‘ |)‘ donde A =
1 2

El Caso 1.6.2 se resume en la tabla siguiente:

§=AC-B%#0
B#0 Cénica: Ax?+Cy?>+2Dx+Ey+F=0

o < 0:Elipse
>0
A>0 w>0:9
0 < 0:hipérbola
_ ] 6 <0:dos rectas concurrentes en O': el centro de la cénica
~ |6 <0:El punto O’

<0
6>0 @ Q).
A<0 o > 0:Elipse
6 < 0: hipérbola

Las dos tablas anteriores se juntan en la tabla de pagina siguiente.

Observacioén 7.1. Nétese que la pardbola no tiene centro.
Los casos en que la conica representa dos rectas ||s o una recta son casos en que hay oos centros. Por
esa razon los casos degenerados que se obtienen en la tabla siguiente son dos rectas o un punto.
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0 < 0:hipérbola
A>0 w>0:
6>0{ °

§=AC-B*#0 [r_

B=0
0 < 0:hipérbola

> 0: Elipse o Circunferencia
6>0
w<0:9

w>0:9
0 < 0:hipérbola
6 < 0:dos rectas concurrentes en O’
6 <0:El punto O’
0 { w<0:9
w > 0:Elipse
6 <0 :hipérbola

§=AC-B?>#0 {A=0
B#0

{
|
{6>0{w<mEMBe
{

CONICAS CON CENTRO UNICO

Esta tabla para determinar la naturaleza del lugar representado por las cénicas de centro tinico
se puede reemplazar por la siguiente:

(A <0: hipérbola
0 < 0¢ A =0:dos rectas concurrentes en O’
(A > 0: hepérbola
(
A<0l¥ <0: ®' . .
w > 0 : Elipse o circunferencia
0>04A=0:elpunto O’

A>0 w<0:®.
w > 0 : Elipse

\
Ejemplos

1. Consideremos la cénicaxy =k, k> 0,6

(46) xy—k=20
B (A B\ [0 1)2
A=0 M= ( B C )‘_ < 1/2 0 )'
C=0
2B=1, B=1/2
D=E=0 tr(M) = 0; 5:_i
F— K

Para hallar los centros debemos resolver el sistema
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1
1

Hay solucién tnica: (0,0).
Se trata de una cénica con centro tnico en (0,0).
La cénica [46] se puede escribir asi:

0 1/2 \«x
(xy)(l/z O)Q—k:()

PCM(A) = A —tr(M)A +6=A*>—-1/4=0
(A+1/2)(A—1/2) =0. Los valores propios de M son1/2,—1/2
EPlA;I2 = 4 (1/2I; — M) : espacio nulo de la matriz 1/2I, — M

%<_11 _11) |
()= (5 7)) =16 S

1
X 1 NG
V() xmvf=se{ (1) p=sed 2 —eml
V2
AM) ={1/2,-1/2}
T 1 1
P = ( P1 P2 ) ( \? 1\5 )
L4 2 2
Iy
Y X
— M
EpM~/ j Ehire
p2
pP1
45
) _
0 > X
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Una vez aplicado el Tma. Espectral, se tiene que la ecuacién de la cénica, /XY es

x(1 D2) (7)) k=0

1o, 1o, . X2 Y
20 T TE kT
Se trata entonces de la hipérbola equilatera de la figura siguiente:

2 =2 b =2% a=+V2k b=V2k

O sea,

1, k>0.

<

—xy=k k>0

45 a

Su excentricidad es

¢ Va?+b> ik 2 &:\/5

€E = — = = = —— =
a a V2k 2 Z

Los ejes x, y son las asintotas de la hipérbola.

El vértice V de la curva tiene coordenadas (a =0V =72, 0) /XY y se comprende que
mientras mayor sea k, més alejado esté el vértice V de 0.
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2. Identificar el lugar geométrico representado por la ecuacién
2% 4 2xy — P +2y—3=0

-2 1 0
1 -1 1 |=-1<0
0 1 -3

0=1%# 0w = —-3.Comod # 0,B#0,A<0,6>0yw <0,el lugar es @. Vamos a
verificarlo.
De la ecuacioén de la cénica,

- 2+2x)y+ (3+2%) =0

(2+2x) £ /(2 +2x)2 — 4 (34 222)
y= 2

La cantidad sub-radical es
44+4x* +8x—12—8x* = —4x* + 8x — 8
= —4 <x2—2x+2>
— 4 <(x2—2x+1)+2— 1)
=4 [(x —1)*+ 1] <0 cualquieraseax € R,

lo que demuestra que los valores de y son imaginarios y por lo tanto el lugar es @.

3. Identificar el luagar representado por la ecuacién

2x% 4+ 2xy +3y> + 6x + 8y +7 =0
21 3
A=|1 3 4|=0
3 47
0=5#0;,B#0.Comod#0,B#0,A=0yds=0,
el lugar es el punto O’: el centro de la curva.
Hallemos las coordenadas del centro.

2x+y = -3
x+3y=-4 . y=-1,x=1. LuegoO'(-1,-1).

f(=1,-1) =2+2+4+3—-6—8+7 = 0lo que demuestra que O’ estd en la cénica. Verifique-
mos que efectivamente el lugar es el punto (—1, —1).
De la ecuacion de la conica,

B2+ (2x +8) y + (262 + 63 +7) =0

—(2x+8) £ \/(2x+8)2 —12(2x2 + 6x+7)
y:
6




66

JAIME CHICA JONATHAN TABORDA

La cantidad sub-radical es

4x2 4 32x + 64 — 24x> — 72x — 84 = —20(x + 1)*.

Luego
—(2x +8) + 1/ —20(x +1)?
La cantidad sub-radical se anula en x = —1 y en otro caso es negativa. Ademads, si x =
—(2(—1
Cy= RS

El lugar es entonces el centro O'(—1, —1) de la cénica.

. Consideremos la cénica

3% —dxy +y* +10x —2y —8 =0

3 -2 5
A=]-2 1 1 |=0
5 -1 -8

0 = —3 # 0. La conica tiene centro tinico. Como B # 0,A =0y J <0,
el lugar son dos rectas concurrentes en O’. Las coordenadas del centro se obtienen resol-

viendo el sistema

3h—2k+5=0
2h+k-1=0 .. (hk =(37)
De la ecuacién de la cénica,

y? — (4x +2)y + (3x* +10x — 8) =0

(4x+2) £/ (4x +2)% — 4(3x2 + 10x — 8)
y:
2

La cantidad sub-radical es

(4x —2)* — 4(3x% 4+ 10x — 8) = 4(x — 3)?

2
(4x+2)i\/m:(2x+1)i(x—3)

y= 5

Luego

Entonce el lugar consiste de dos rectas: y = 3x — 2y y = x + 4 que como puede probarse se
cortan en (3,7).
Finalmente nétese que

Bx—y—2)(x —y+4) =3x% —dxy + 1> +10x — 2y — 8
y y y+y Y

5. Identificar y dibujar el lugar representado por la ecuacién

5x% + 6xy 4 5y> — 4x + 4y — 4 = 0.
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s (0w (D))

2B=6,B=3#0 2E =4 E=2

=00

La coénica tiene centro tnico.
5 3 -2

A=| 3 5 2 =—128;5='§ g
-2 2 —4

Asiqued #0,B#0,A < 0,6 >0y w > 0.

Se trata de una elipse. El centro es el punto O’ (h, k) donde

B -5 3) (%) (4)

‘:16;w:A+C=10.

0'(1,-1)

> X
La ecuacién de la elipse referida a los ejes XY con origen en O’ es:

A 128
2 2—_ = — _— =
5X“ 4+ 6XY +5Y° = 5 < 16) 8
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M:(? g) PCM(A)(n) = A> —10A +16 = 0.

Los valores propios de M son 8 y 2.

EPQAA:JV(zlz—M):JV< :g :g); —3x—3y=0 .. y=—x

x .
O sea que todo vector de la forma < x) con x € R estd en el EPM. Luego, si x =

-1
-1, ( , ) € EPM.
1

1 —_—

(_F) es Base del EPM y por lo tanto, (\{E) es Base del EPM.

V2 V2

Como éste vector estd en el centro I, el espectro de M lo ordenamos asi: A = 8, 2.
O sea que definimos Ay =8, A, = 2.

- (h 4)- (4 48

)
Los ejes x'y’ se obtienen rotando 45° los ejes XY respecto a O’ :

y
A

EPM
EPM

45°
p2 p1

45°

Ecuacién de la conica respecto a x'y/’ :
Ma? 4 Ay = 8.

O sea 8x'? + 2y"2 = 8 y finalmente,

2 2
x__|_y_ =1.
1 22

Esto nos dice que los semiejes valen 1y 2 y los focos estdn en el eje ' :
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H|><
W%
ﬂ‘

Localicemos por ejemplo el foco respecto al eje x'y/'.
Enel A, O'F =+/4—1= /3. Luego las coordenadas de F/xy’ son (0, v/3).
O'AF
Ahora,
x=X+h

y:Y+%

() =()+ )

X\ (X X x' W\ [ 1/sqrt2 —1/sqri2 \ (X'
vero (Y> N P(y’) bucge (1) (y’) ! <75> N < V/sqri2 1/sqrt2 ) <y’> !
1
()

O sea

Entonces
1 !/ /
X=—7x ——y +1
NG \/Ey
1
y=—=x' +—y -1

V2§ V2

Localizados los focos de la elipse respecto a x'y/, las ecuaciones anteriores nos permiten
localizarlos/ xy.
Encuentre la excentricidad y localice el otro foco y las directrices.
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6. Estudiemos el lugar geométrico representado por la ecuacién

2 —10xy+ 2 +x+y+1=0

(5)= () (o) = (7)) (Z6) = (502)

Se trata de una cénica con centro Ginico.

|

|
O U
—_
1l
[
— =
e— e
NN
—_——

A (1
B| |-5
1 -5 1/2 1 _5
A=| -5 1 1/2 =—27<O;(5:'_5 1 ':—24<O;B:—5#0.
1/2 1/2 1

Como B # 0,A < 0y é <0, la cénica es una hipérbola.
Hallemos su centro O’ (11, k).

() == (53) () - (8):

La ecuacién de la hipérbola/ XY es:

y

1/8

1/8
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A 27 9
X2 -10XY +Y?=_—=_2ZL__Z
0XY + 5 24 8

M = ( _15 _15 ); PCM(A) = A% — (M)A + |M| = A*> =20 —24 =10

Los valores propios de M son —4 y 6.

EPﬂ:JV<_55 _55):5g{<1;£)}

Como < 1/v2 ) estd en el cuadrante I, tenemos Ay = —4y Ay = 6.

1/V2
EPM = Sg { (‘;(}f) } :

= (1% 8

¥
lo que nos indica que los ejes x'y’ se obtienen rotando los XY un édngulo de 45° al rededor
de O’ : La ecuacion de la hipérbola/x'y’ es:

Luego

Entonces

y
A
y 11 K I X'
p2
p1
45 = 45 > X
1/8
O -
1/8 >
9
Mx?+ Ay = —— = -2,
1 Ay 58
O sea
_4x/2 + 6y/2 — _2
8
y finalmente
” 7]
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Las ramas de la hipérbola se abren segtin el eje x’ y los focos estan sobre el mismo eje.

Ahora
x\ (X 1/8\ [« 1/8
()= () () =2 C) + (s)
_(1/\5 —1/v2\ (¥, (1/8
C\1/V2 12 )\ 1/8
(Uﬁx’ — 1/ﬁy’+1/8)
1/V2x + 1/V2y +1/8
EPM
A Q
A : Y
y 3\1/2
A " (E)
EPY
L5 / )
© K_{ 9 1/2
%)
/
[
1/8
1/8 T
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Podemos utilizar las ecuaciones de transformacién anteriores para hallar algunos ele-
mentos geométricos de la hipérbola.

<~
Por ejemplo, hallemos la ecuacién de la asintota OR/ xy.
3\1/2 1/2
(E) ¥ = (§ ) X
()"

Esta recta tiene por ecuaciéon/x'y' : y' = 5
32

Asi que su ecuacion/xy es

L,
r_ 8 _ 8
T OT T T

2 V3 V2 V3

<~
ecuaciéon de OQ/xy

Existe otra manera de encontrar la ecuacién de las asintotas de una hipérbola a partir de su
ecuacion/xy.
Esto se analiza en un problema que sigue mas adelante.

Ejercicio 7.1. Vamos a estudiar la cénica de ecuacion

f(x,y) = Ax* +2Bxy +Cy>* =0 con A,B,C#0

5= AC—B? #£0.
Hay centro iinico: el origen O del sistema de coordenadas x — y.
A B O

B C 0 |.Vamosala tabla.
0 00O

A=
1) Sid < 0, el lugar son dos rectas concurrentes en O.
2)Sié < 0,el lugar es el punto O.

1) Supongamos que 6 < 0.
M = ( g g ) ;PCM(A) = A% — wA + 6. Los valores propios de M son reales y #s. Como
AMAy =06 <0, Ay y Ay tienen signos contrarios.
Supongamos Ay > 0y Ay < 0. Al aplicar el T. Espectral, la ecuacion de la cénica/xy es: A1x'> +

A2y'? = 0. que podemos escribir ast:

Mx? — A2 =0
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(Ve = il ) (VA + il

y
A
7 4
y' "
> X
o
Las dos rectas son
VAX +4/|Aly =0
y
VX —/|Aaly’ =0 (que como se ve no son Ls)

0 que podemos escribir

(Vi VT () =

(VA —vimal) () =0

L) =) o G)=rC)

Pero
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Luego

(VA Vi) P (T) <o

(Vi ViRl P () =0

son las ecuaciones de las dos rectas/ xy.
Vamos a demostrar que f(x,y) = Ax? + 2Bxy + Cy? factoriza asi:

@ f) =ad eyl = (Vi VD P (D) (va vl e ()

ey 5 )r ()
Por T. Espectral, P! (12 c P= (%1 /32
(5e)=r(ba)r
e ()7 0)

Pero Ay < 0
Luego A, = —|A;|

2 2 A B X
Ax*+2Bxy+Cy”~ = ( x y)(B C)(y)

—

(48)

Nl

—

(Vi VD P(E) - (vi -y P (])

S

|
= (x e k) (v v (%)

=Coor( i - V)P 0)

_ )\1 0 b X
(49) T(xy)P<o - |Az|)P<y)

(xy><‘33aCB>(;):<xy> (Xf’BB 2CB <;>

2

De [48] y [49] se concluye [47]
Problema 7.1. Considremos la cénica
2Bxy + Cy* +2Dx +2Ey+F =0, B#0, C # 0.
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(Compdrelo con la del problema anterior.)

m-(42)-(32)

§=AC—B>=-B?

w=A+C=C
A 0 B L. L.
Como { (B) = (B) , (C) } es L.I., la conica tiene centro 1inico.
Bk =-D
Bh+Ck = —E
De la 1% ecuacién, k— = 3 que llevamos a la 2°.
Bh = —-Ck—E

h:_ﬁ

El centro O’ es el punto de coordenadas

(i5) = (5" -5)

Una vez trasladado los ejes al punto O, la ecuacién de la cénica/ XY es

B B2 B B2

B

2BXY +CY? + f (1K) =0.

(X Y)(% g)(f)Jrf(iZ,E):o

); PCM(A) = A*> —wA +6

(=N

<

I
RS
oo len)

B
C
— A2 _CA-B2=0

C+ V4B2+C2

C( D) E CD E CD-BE

A

 C+VCZ4B? M=
B 2
Ay

2
_ C—V4B2+ (2
- 2

A # Az
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AM+A=C
AMAy = —B2 75 0 A1, A 75 0.

77

Supongamos que
EPY! = & (M, — M) = Sgpy
y que
EPY! = & (Al — M) = Sgp,
donde p1, pa : Base ortonormal. Una vez aplicado el T. Espectral, la ecuacién de la cénica/x'y’ es:

y
A

Yok Ceplt
1
EP)! P2 p1

O,(CD—BE D)

) (50 ) () + s -

MX? 4+ Ay + f @,72) =0 K=
Calculemos ahora el invariante A.

O sea

A0 0
A= 8 Aoz . (7275) = MAof (E,E) = _B2f ('Iﬁé) .

Se presentan dos casos:
a) SiA=0, f <E, E) = 0y al regresar a xx, la ecuacion de la conica es:

2BXY + CY? = 0.
O sea
Y (2BX + CY) = 0.
2B

Y0 6 Y=_"x
0 C
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La cénica se compone de dos rectas:

Y = 0: el eje X y la recta de la ecuacion Y = —%X.

1.b)SiA#0, f (E,E) # 0y la ecuacion x* puede ponerse ast

x/2 ylz B
606
N A

y el lugar, dependiendo de los signos de f (E, %) , A, Ay puede representar:

una elipse
6 una hipérbola
centradas en O’ y de ejes los ejes x' y y/'.

Problema 7.2. El caso en que la ecuacién es Ax?> + 2Bxy +2Dx +2Ey+F =0, A # 0, B # 0. se
analiza de manera andloga.

Problema 7.3. Consideremos la cénica 12xy — 5y> + 48y — 36 = 0.

A=0

_ 19/ B _ _(0 6 .5
2B=12"B =6 M—<6 5 | 0= —36

C=-5 w = —5 La conica tiene centro tinico.
2D=0D =0
2E =48 E =24

F=-36
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Bk = —-D
Bh+ Ck = —E
Bk=0 .. k=0
E 24
h__E_____4

6
El punto O'(—4,0) es el centro de la conica.

Al trasladar los ejes xy el punto O', la ecuacion de la cénica/ XY es 12XY — 5Y? + f(—4,0) =0

Y
y

' X'
y /
L, EPM
/ p2 n
EPM

0'(-4,0)

ol
x

f(—4,0) =12(—4)-0—5-0>+48-—36
= —36

Asf que la ecuacion de la conica/ XY es 12XY —5Y? — 36 = 0.
0 6 2 2
M={ . 5 ), PCM(A) =A%~ wA +5=A>+51 ~36 =0

—5++25+144 —5++169 —5+13
2 o 2 o 2

A=

Los valores propios de M son 4, —9.

M _ [ u 4du — 6v=0
oot — -~ { () % @0

o = (0 0)-(0 %)
B 4 -6
S \l6— 9
u 2u  — 3v=0 u
() % 5 %0 {() o]

v = %u. Todo vector de la forma (u, %u) =u <1, %) = a(3,2).

con a € R estd en el EPM. Luego

79
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( r1 ) 4 3\

I
3

EPM = Sg \/21_3 ;

V13
\ J \ J

p1, p2 : Base ortonormal que sefiala las direcciones de x' y y/'.
Al aplicar el T. Espectral, la ecuacién de la cénica/x'y’ es:

EPY, = Sg

W | —3
— — N
N

/
(8 ) () -sm0
2 2
432 — 9% = 36; ’;—2 - y2_2 — 1. Hipérbola

~<

M
EP)
Y '
X
\

M
EPZ

p2 L

2
a = arctan —
3
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Problema 7.4. Como encontrar las asintotas de una hipérbola a partir de su ecuacion.
Consideremos la hipérbola de ecuacion:

(50) h:Ax*+2Bxy + Cy* +2Dx +2Ey + F =0

Sear : y = mx + b una asintota de la curva. Vamos a determinar m y b a partirde A,B, - -- , F.
Six >0, y, = yr = mx +b.

y=mx+b

81

A
|
C
Yr
H Y Y -
0 % -

Como (x,¥yp,) = (X, mX + b) estd en la curva, sus coordenadas satisfacen [50].
O sea que

AX? 4 2BX (mX + b) + C(m¥ + b)> +2DX 4 2E (mX +b) + F = 0
AX* + 2Bm** + 2BbX + Cm*X* + Cb* + 2CmbX + 2DX + 2EmX + 2Eb + F = 0
(51) (A +2Bm + Cm2> X? + (2Bb+2Cmb 4 2D + 2Em) X + Cb* 4 2Eb+ F = 0
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Dividiendo por X2,

2Bb+2Cmb+2D+2Em+Cb2+2Eb+F _

2
(A+2Bm+Cm?) + = = 0
Tomando lim,
X—00
2Bb +2Cm + 2D + 2E Cb*> +2Eb+F

lim <A+2Bm+Cm2)+lim retm LUt ™ 4 lim +~2 R

X—00 X—00 X X—00 X
O sea que

A+2Bm+Cm* =0 *

y al regresar a [50]:

(2Bb +2Cmb + 2D +2Em) ¥ 4+ Cb? + 2Eb + F = 0.
Dividiendo por X,

Ch%? +2Eb+F
n +~ +F

(2Bb +2Cmb 4 2D + 2Em) -

0.

Tomando nuevamente lim .
X—00

lim (2Bb + 2Cmb + 2D + 2Em) + lim = 0.

X—00 X—00
Luego
Bb+ Cmb+ D+ Em =0
(B+Cm)b+D+Em =0
D+ Em

b:_B+Cm

* Y x* resuelven el problema.

Al resolver x para m, hallamos las pendientes mq y my de las asintotas que al reemplazar en *x permiten
obterner los interseptos b de cada una de ellas.

Tenidas las ecuaciones de las dos asintotas, al interseptarlas es posible hallar las coordenadas del centro de
la curva.

Regresemos a *.

—2B+ v4B2—-4AC —-B++VB?-AC —-B£+v—9

8#0 2C C 1 C
Recuérdese que las
hipérbolas 5 < 0
—B++v—46 D+ E
B Com “BAVTS D' B

Ejemplo 7.5. Consideremos la hipérbola

x? —3xy +2y* — 4x = 0.



A= F=0
2B = -3 B——§

- 2
C =

2D=-4 D=-2

Pero

Pero

Las asintotas son:

y =x+4
1
y zix—él
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La ecuacion x es

1—3m+2m>=0

3+/9-8 3+1|m 211
B 4 T4 -
mo 5
-2 2
—Z492.1 =
2" 2
1 -2 2
My = 50 b2 = _§+21:_1:_4
272

Al hacerlas simultaneas obtenemos las coordenadas / xy del centro C de la curva:

Las dos ecuaciones anteriores conducen al sistema {

x—y+4 =0
x—2y—8 =0

Cuya solucién es (—16, —12).
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Ax+By =-D

Otra forma de conseguir el centro es resolviendo el sistema
Bx+Cy =-E

que en este caso es

) 2x =3y =4
' —3x+4y =0 cuya solucién es (—16,—12).

8. CONICAS SIN CENTRO
Consideremos la cénica
(52) Ax* +2Bxy + Cy* +2Dx +2Ey + F = 0

Supongamos que los coeficientes A, B, C # 0. Los casos en que uno de ellos (o dos) es cero ya

fueron discutidos.
Recuérdese que en esos casos se tenfa: Esperamos de antemano que los lugares que se obtengan

0 B 0: Centro tinico

A 0 0 E =0:o00s centros ya fueron estudiados
E # 0:No tiene centros en la pag. 16 y siguientes.

0 o0 c D =0:ocos centros Se obtienen parabolas.
D #0:No tiene centros

0 B C

A 0 C Centro unico

A B O

sean pardbolas. No pueden ser ni elipses ni hipérbolas ya que éstas son cénicas con centro. No
pueden ser rectas paralelas ¢ una recta ya que en estos casos hay cos centros.
Tampoco la cénica puede reducirse a dos rectas que se cortan 6 a un punto ya que en otros casos

hay centro tnico.
La situacion es ésta:

W) e)) =rov (Zo) i (a)}=s1(c))
() (20)) =

y por lo tanto drea del paralelogramo de (A> y (:11:5))

Ademas,

B

(@)} =u

B
:’A :g’zBD—AE#&

Analogamente,
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y drea del paralelogramo de (g) y (:[E))

|B -D

_‘ c _F ‘:CD—BE;&O.

A B
M:<1§ g);éz'g g‘:AC—B2:éreadelparalelogramode( )y( ):0.

El sistema

Ax+By=—-D
Bx +Cy = —E

No tiene solucién y por lo tanto la cénica [52] no tiene centro.

Ahora, w =A+C #0porquesiw =0,A+C=0yC = —A.

Luego 0 = § = AC — B> = —A%? — B> = — (A% + B?) y se tendrfa que A? + B2 = 0(—+) ya que
hemos asumido que ninguno de los A, B, C es cero.

Como la cénica no tiene centro, no es posible realizar una traslacién de los ejes xy que elimine los
términos lineales en [52].

Entonces la primera transformacién que hacemos es una transformacién ortogonal que elimine el
término mixto en [52].

Sea Q(x,y) un punto de la cénica.

Entonces sus coordenadas satisfacen [52]. O sea que Ax? + 2Bxy + Cy? + 2Dx + 2Ey + F = 0 que
podemos escribir asf:

(53) (x y)M<;)+2(2D 2E)<;>+F:O

donde
A B
M:<B C).

Llamemos 7 al vector de posicién de Q/O.

Entonces [7];; = (;) y al regresar a [53]:

(54) [ M[7;;+ (2D 2E ) [l +F =0
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Ahora, como la matriz M = ( g g ) es simétrica, por el Teorema Espectral,

to1 11
Jp = 1 Pz):<p1 pz):ortoonal,
<¢ pi P &

4 2

ie.,
P—l _ Pt
y
(pi,pj) = ij

donde ( ) :PILUsual en R?, tal que

tvp— (M0
(55) PMP_<O Az)

donde A; y A, son los valores propios de M.
Osea que p; € EP%I yp2 € EPQ;I, lo que significa que

Mp1 = Mp1
Mpy = Aopo

A1y Az son las raices del polinomio caracteristico de M :

PCM(A) = A2 —wA +6 =0.

Pero 6 = 0.
Luego A? — wA = 0 lo que dice que w y 0 son los valores propios de M.
Ahora,
M B o u Au + Bov =0
et = ron-w = o 0{ () T &0
Espacio
nulo de M
Consideremos el sistema
Au+Bv =0
Bu + Cv = 0.

A B A
Como{(B), <C)}esL.D.,(x<B>.OseaqueB =uaAyC =uaB.

Ahora, toda soluciéon de la 1% ecuacion es de la forma | u, —Eu) .

Como

A AnB
Bu +C (—Eu) =uaAu — TM = 0,

las soluciones de la 2% ecuacién son las mismas de la 17. Esto explica porque la 2 es redundante

y por lo tanto A4 (M) = {(Z)Au-i—Bv = O}.
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Todo vector de la forma (u, —%u) =u (1, —é) =ua(B,—A) cona € Restaenel 4 (M).

B
Asique
B
EP(])VI:Sg{(B)}:Sg VA LB
—AJ )t a4
VA2 + B2

Se normaliza el

vector B
—A

Puede ocurrir:
(1) que

B>0
A>0

B
Lo primero que hacemos es dibujar el vector VA2 A’_ B? ya que él sefiala el EPM.

VA% + B?
B B A
El vector v Aj +B% | estd en el II cuadrante y el vector | V AZB+ B2 | estdenell
VAT B2 VAT B?

cuadrante. El espectro de M lo ordenamos ast:

AM) =w,0



88

(56)

(57)

(58)

JAIME CHICA JONATHAN TABORDA

A B
- 1 - -
ert - (1)< [ V7 |, ()< [ VA
1 / 2
P Y P2 Y

{P1, P>} es una base ortogonal.

« = arctan e el < que giran los ejes xy.

t 1
P= ( [plij [palij ) = [1]77

i i
Los vectores p; y pa definen los ejes XY con origen en O.
: » X )
Si llamamos (7], », = y ) se tendra que

7ij = W5 lprpa = Pl
y al regersar a [55]:
- Ea r i -
(P[Flpip2) MP[Flpipy + ( 2D 2E ) P[]pyp, +F =0
O sea que

lpips (P'MP) [Flpyp, + (( 2D 2E ) P) [Flpp, + F = 0.

pip2
t . w 0
PMP?<O O)

Tma. Espectral

Pero

Llamemos
(ZD’ 2E’):(2D 2E)P
A B
— ( 2D 2E ) \/@ _\/W
VATE VAR
2AD +2BE —2BD +2AE
( VTR VAR )

Osea que
_ AD+BE E,_AE—BD
VA2 B? A2 1 B2

Volviendo a [56] se tiene:

D’ con E' # 0 ya que BD — AE # 0.

X
(X Y) (‘(‘)’ 8) (Y) +2D'X +2E'Y + F = 0.

O sea que

WwX2+2D'X +2E'Y+F=0
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con D'y E',E' # 0, dados por [57], es la ecuacién de la cénica,/XY.

Ahora,
w 0 D
A=|0 0 E |=-wE?
D' E' F

ycomow # 0y E"#0,A #0.

En [58], E # 0.

Vamos a demostrar que es posible definir una traslaciéon de los ejes XY a un punto de coor-
denadas (a,b) /XY, ayb a determinar, de modo que en [58] se anulan el término en X y el
término independiente:

0

Supongamos, pues, que trasladamos los ejes X — Y a un punto O’ de coordenadas (a,b) /XY.
Se definen asi dos nuevos ejes x’, ' con ¥’ || X,y || Y.
Las ecuaciones de la transformacién son:

X=x+a
Y=y +b
que llevamos a [58]:
w(x' +a)®+2D'(x +a) +2E'(y +b) + F =0
wx? + 2awx’ + wa® +2D'x' +2D'a+2E'y +2E'b+F =0
wx? + (2aw + 2D")x’ + 2E'y + (wa* +2D'a +2E'b 4+ F) = 0

Para lo que buscamos, debe tenerse que

2aw +2D' =0
wa?+2D'a+2E'b+F =0

/
De la 1 ecuacién, a = —— que llevamos a la 2%
w

2E"b = —(wa* +2D'a + F)

. b__wa2+2D’a+F
T 2F/
7 7 n”
tz B
w w w

2F! N 2F!
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Si trasladamos los ejes XY al punto O’ de coordenadas

2
o) ey
w’ 2F’ ’
donde
, AE+BE
Rz
, AE—BD

La ecuacion de la conica,/x'y’ es:

AE — BD

”? L . A /) o
wx“+2Ey =0 .. y = Tl con E —7\/m7€0
El lugar es una parabola que se abre segun el eje .
D/Z
D/ F——
El punto O’ de coordenadas — T,‘U /XY es el vértice de la parabola.
y oy
Y y/ _ﬁ 12
/ x’
X
] FoD?
EPM 2
5
LEPL{Y’

2)

Lo primero que hacemos es dibujar el vector

EPM.

B>0
A <O

B

\/AZZ B?
- VAZT B2

ya que es el que sefala el
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El espectro de M lo ordenamos en este caso asi: A(M) = {0,w}

B
1 S —
2 2
EPM 5 py = (z;) —| var;B
1 -
V A%+ B?
A
1 p—
EPa]\)A S p2 (Pg) — A% AZB-i- B2 ;P P2 Base ortonormal. « = arctan (?A) .
P> -2
VA2 + B2
B A
T 7
P = ( pf pf ) — \/AZZ B2 \/AZB—i— B2 _ [I]Z;,pz

VA2 4+ B2 A2+ B2
La ecuacion de la cénica,” XY es ahora
(59) 7%, ,P"MP[#]pp, + (( 2D 2E ) P) [Flp,p, + F = 0.

P1p2
Por el Teorema Espectral,
P'MP = ( 00 )
0 w
Llamando
(2D’ 2E’)=(2D 2E)P

B A

VATx B VALt B2
D — DB — AE £ AD + BE
VA2 + B2 VA2 + B2
con D' # 0ya que BD — AE # 0.
Al regresar a [59] se tiene que

(X Y) (8 2) G() +2D'X +2E'Y +F =0

(60)

O sea
(61) wY? +2D'X +2E'Y +F =0
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con D # 0y E’ dados por [60] es la ecuacién de la cénica,/XY.

0 0 D
l())/ EJ/ 1;”:’ = —wD”? ycomow #0y D' #0,A #0.

En [61], D’ # 0 ya que BD — AE # 0.
Veamos que es posible definir una traslaciéon de los ejes XY a un punto O’ de coordenadas
(a,b) /XY, ayb adeterminar, de modo que se elimien en [61] el término en Y y el término

independiente:

EPM

w

p2
pP1

Supongamos, pues, que trasladamos los ejes XY a un punto O’ de coordenadas (a,b) /XY.
Se definen asi dos nuevos ejes x'y’ || XY.
Las ecuaciones de la trasformacién son:

X=x"+a
Y=y +b quellevamos a [61]

w(y +b)*+2D'(x' +a) +2E' (Y +b) + F =0
wy'? + 2bwy’ + wb? +2D'x' +2D'a + 2E'y + 2E'b+ F = 0
wy? + (2bw + 2E" )y’ +2D'x’ + (wb* 4+ 2D'a +2E'b + F) = 0

2bw +2E' =0

Para lo que buscamos debe tenerse que {w B 42D+ 2Eb+ F — 0

/
De la 17 ecuacién, b = ——; que llevamos a la 2*

2D'a = —(wb?® 4+ 2E'b + F)

Wb +2Eb+F

N 2D’
E/Z ZEIZ 2
aiu—z_ w +F_ F_EU

2D’ N 2D’
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2
F-E p
© / XYI
w

2D"

De esta manera, si trasladamos los ejes XY al punto O’ de coordenadas (—
la ecuacién de la conica,/x'y’ es
wy? +2D'x' = 0.
BD — AE
#0

x' = —iy’z conD' = ————
2D/ v/ A2 + B2

El lugar es una parabola que se abre segun el eje x” :

y y’ 0,
Y A X ==Y

X
0’ X
EP) /@/@ ;
X7 FFo

p2
P1
> > k > X
12
2D’
_E2
El punto O’ de coordenadas (— > D/‘" , ——) /XY es el vértice de la pardbola.
3)
B <0
A<O
y
y A
~—EP}! EPM
+ >'¢

B A A
VAZ+B? |L —
A ~P2 N3 o\= \/@

VA?+B? o .
0 “i U VA*+B? ) -
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Definimos A(M) = {w, 0} .
A
1 N
V/ A
EPM 5 p, = (P%) = A2B+ B ; p1,p2 : Base ortonormal. & = arctan B
VA% + B2
B
1 e
EPM 5 py = (’”1) — | vayB
VAT B2
A B

\/AZB+ B2 \/AZ A— B2 _ [I]fjl’pz

VAIIB VA LB
La ecuacién de la cénica, /XY después de aplicar el teorema Espectral es:
(62) wX?>4+2D'X +2E'Y+F =0

con
A B

_ VAT B VAL B
(20" 2" )= (2D 2£)| VALFB VATL
1/142_’_132 1/142_’_32

O sea,
D — AD + BE
VA% + B?
BD — AE
E'=————=+#0 yaque BD— AE #0.
s #0 yaq #
w 0 D
A=|0 0 E |=—-wE?ycomow#0yE #0, A#0.
D' E F
En [62], E # 0.
De nuevo se demuestra, como en el caso (1), que si se trasladan los ejes XY al punto 0’ de
coordenadas, /XY :

D/Z
F_-
D’ w

w2 |

en [62] se eliminan el término lineal en X y el término independiente.
La conica referida a los ejes x'y’ es:

” )t / w , BD— AE
wx*+2Ey =0 ..y >ps con R

El lugar es una parébola que se abre segtn el eje y/'.
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(4)

95

B <0
A>0
B
Primero ubicamos el vector VA2 A" B? que nos da el EPM.
- VAZT B2
y
Y A
—~<—EP)! EPM
+ >'e
A A
VALB |/, B
——— Xal P\= \/Ai+ B?
VA“+B 75 o -
0 i\ VA +BY ) -
1 B
\/W
VR B
Definimos A(M) = {w, 0} .
B
JAZ+ B2 A
EP(],VI Sp1= ij + B2 ; p1,p2 : Base ortonormal. & = arctan B
VA% + B?
A
VA2 L B2
EPM 5 p; = ATt B
VA% + B2
B B A
_ VA2 + B2 VA2 B2 | _ e
p A B [ ]ij
v/ A2 + B2 v/ A2 + B2

Después de aplicar el teorema Espectral, la ecuacién de la cénica, /XY es:

(63)

WwX2+2D'X +2E'Y+F=0
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Donde,

o AE—BD

VA% + B?

_AD+BE

VA% + B?

0 0 D

A=|0 w E |=—-wD?ycomow#0yD #0, A#0.
D' E' F

E' = #0 vyaque AE—BD #0.

En [63], D' # 0.
como se hizo en el caso (2), si trasladamos los ejes XY al punto 0’ de coordenadas, /XY :

EIZ
F - ; E/
- —— | xv,
2D’ w /
la ecuacion de la conica,/x'y’ es:
? . / w ,_ AE-BD
wy“+2Dy =0 .. x Sy con \/m#O

El lugar es una parabola que se abre segun el eje x’.

En resumen, el criterio para identificar las
cOnicas sin centro es este:

Consideremos la cénica Ax?> + 2Bxy +
2Dx+2Ey+F =0enlaque A,B,C # 0.

Supongamos que { (113) (2) } esL.D., ie,

A B —-D
0 = B Ccl| = 0. y que o ¢
S A ea qu A -b e
g B , 0 sea que )\ _F S
A B
L.I, y por lo tanto, 6 = B C ) = BD —

AE # 0.
La cénica es una parabola. En este caso A #
0.

Ejemplo 8.1. Consideremos la conica de ecuacion

(64)

4x* —dxy+y* —2x — 14y +7 =0
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A=4 2D =-2,D= -1
2B=-—4B=-2 2E=-14-E=7
C=1
4 -2
v=(5 )
4 -2
o=| 4 =0

-0
—-D 1 4 -2
(r)= (o) #ss{ (%) = (7))
La conica no tiene centro. El sistema
Ah+ Bk = —-D
Bh+ Ck = —E, osea,
Ah -2k =1

—2h + k7 no tiene solucion.

En virtud de la tabla anterior, la cénica es una pardbola.

Dado que la cénica [64] no tiene centro, no podemos realizar una traslacion que elimine los términos lineales
en [64].

Para determinar el lugar debemos realizar primero una transformacion ortogonal que elimine el término
mixto.

Sea Q(x,y) un punto de la conica y [7;; = <;) su vector de posicion /O. La ecuacion de [64] /xy se

escribe asi:

(65) (x y)M<;)+(2D 2E)<;)+F=0

PCM(A) = A2 —wA +8 =0.Comoé =0y w =5,A> — 5\ = 0. Luego los valores propios de M son 5
y 0.



98 JAIME CHICA JONATHAN TABORDA

erit o = Lo (4 2) (5= (0))

Dado que la 1% ecuacion es 2 veces la 2°,
N (M) ={(u,v)/ —2u+v=0}.
De —2u +v = 0,v = 2u. Luego todo vector de la forma (u,2u) = u(l —2) con u € R estd en el

EPM = ¥ (M).
Asi que
I
y 1 1
o)) 5|
2
V5
Se normaliza (;)
para hallar p.
p2
l
2
EPM = s¢ /5
1
NG

i (00
PMP_<0 5).

Al aplicar el Teorema Espectral se encuentra que la ecuacion de la cénica,” XY es:

(66) (X Y)<8(5))(§)+(2D’ 2E')<};)+7:0

con

1
2D’ = (2D ZE)C@ (=2 —12)| % | =-6v5
V5
2

2F = (2D 2E)<p%) (-2 -12) _ﬁ — 2\5

P2

Regresando a [66]:

(67) 5Y2 — 6v5X —2V5—-2V5Y +7=0
es la ecuacion de la conica /XY .
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R
y\ x
(@
v oW X
EP)!
EPM
V5 /)2
J L
2 V5
( f) p2 V5
V5
1 >1 >

El préximo paso en la reduccion es definir una traslacion de los eje XY a un punto O’ de coordenadas
(a,b),/XY, a,b a determinar, de manera que se eliminan en [67] el coeficiente en Y y el término indepen-
diente.

Supongamos que realizamos una traslacion de los ejes XY al punto O’ de coordenadas (a,b) /XY.
Ecuaciones de la transformacion:

X=x+4a
Y=y +b quellevamosa[67] :

5(y + ) —6V5(x' +a) —2v5(y +b) +7 =0
5y + 10by’ + 5b* — 6v/5x" — 67/5a — 275y — 2v/5b +7 = 0
5y"2 — 6v/5x' + (10b — 2v/5)y + (50> — 6v/5a —2V/5b+7) = 0

106 — 24/5 =0

Para conseguir lo que se quiere,
gUITLo que se qit {5192 —6vVBa—2V5b+7 =0

De la 1% ecuacién, b = ? que llevamos a la 2°

6v5a = 5b% — 2+/5b + 7
502 —25b+7 /5

6v5 1 5
V5
b=—
5
Luego si trasladamos los ejes XY al punto O’ de coordenadas <\/?§, g) /XY se obtienen los eje x'y' y

la ecuacion de la cénica,/x'y’ es

592 —6v6x' =0, « 2

_ 5
6\/§y

y finalmente, x' = ?y’z : pardbola que se abre como se muestra en la figura:
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9. CONICAS CON INFINITOS CENTROS

Consideremos la cénica de ecuacion
(68) Ax* +2Bxy + Cy* +2Dx +2Ey + F = 0

Como en el caso de las cénicas sin centro, vamos a asumir que los coeficientes A,B,C son # 0 ya
que el en que uno o dos de ellos sea cero y conduzca a una cénica con infinitos centros ya fue
analizado.

Esperamos que el estudio nos lleve a establecer que el lugar consta de dos rectas ||s, de una recta,
o que sea @.

Si la cénica se reduce a dos rectas ||s, todo punto de la || media de ellos es centro de simetria.Si la
conica se reduce a una recta, todo punto de ella es un centro de simetria de la recta.

Sila cénica se reduce a dos rectas concurrentes, tiene centro tinico: el punto donde concurren am-
bas rectas.

- e A B —-D AN B
En las cénicas con infinitos centros, { (B)' (C) } esL.D.y (—E) € Sg { (B) } = 5¢ { (C) } .

A\ (—D A —D
Oseaque{(B),<_E>}L.D.yportanto'B F ':BD—AE:O . BD = AE.

Tomemos { <§) , <:lE)) } L.D.y por tanto D

B

C —E
_ (A BY. 2 _
M—(B C),5—AC—B = 0.

‘:CD—BE:O .. CD = BE.

. AC=B%* ycomoB #0AyCson # 0y tienen el mismo signo.

w=A+C#0yaquesiw=A+C=0,C=—-Ay0=6=AC—B*=—(A?>+B?).Oseaque
A2+ B2 =0,(—+«),yaque Ay B # 0.
Ademas, signo de A = signo de C=signo de w.

e -D o P
La conica tiene infinitos centros porque el vector < r)se puede escribir de infinitas maneras
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eje de (0’ _b
centros: B

Ax+By=-D

como una C.L. de <g) y <§)

Hay un eje de centros: la recta
(69) Ax+By=—-D

A D
Probemos esto. Sea (h, _Eh — E) una solucién de [69]. Veamos que también es solucién de

Bx + Cy = —E.

0
I

A, D\ _ C _ (BP—AC)h—CD _ CD  BE _
CD = BE

A D
Esto demuestra que Vi € R, el punto de coordenadas <h, —Eh — ﬁ) //xy es un centro de la

conica.

Tomemos un punto O’ de coordenadas (1, k) /xy en el eje de centros, O’ fijo y realicemos la tras-
lacién de los ejes x — y al punto O'.

Se definen asi los ejes X — Y |[sa x — y.

Ecuaciones de la transformacion:

X=x+h
~ ~ A~ D
Y = k k=—=h——.
y+ con B B
Como O’ es un centro de la cénica, al realizar dicha traslacion se eliminan en [68] los términos
lineales y el término constante se transforma en f(h, k).



102 JAIME CHICA JONATHAN TABORDA

La ecuaciéon de la conica /XY es:
+ f(h,k) =0,

) + f(h,k) =0,

(70) AX? 4 2BXY 4 CY? + f(h,k)

y hemos conseguido anular los términos lineales en [68].
Vamos ahora a demostrar que A = 0.

Recuerdese que hemos trasladado la cénica [68] a un punto O’ (T, k) que es un centro de la misma
y por tanto, la ecuacién de la cénica, /XY es:

A B X ~ ~
( B C ) (Y) + f(h,k) =0 con
F(hk) = (A'E+B’1€) I+ (cié+ BE)E+2DE+2£’I€+F X
Como O’ (I, k) es centro de la conica,

Ah+ Bk = —D
Bh+ Ck = —E que llevamos a x nos da:
f(i,k) = —Dh — Ek 4 2Dh + 2Dk + F
= Dh+ Ek+F.

De esta manera,
Ah+Bk+D =0
Bhi+Ck+E =0
Dh+Ek+F — f(ii,%) =0 y por lo tanto, pag. 39, 40
A—f(hk)d=0 ycomod=0,A=0.
El siguiente paso es aplicar el Teorema Espectral para eliminar el término mixto en la ecuacién
70].
E’C}\/I(/\) =A2—wA+6=0.
Como 6 = 0,A? — wA = 0. Luego los valores propios de M en O son 0 y w.

EPé‘A:J/(M):{( )/ ‘g;‘j:g;’:g } - {(Z)/AquBv:O}

como {(4),(%)} o1,

la 2% ecuacién del sistema
es redundante (vedse dm. pag. 74.)
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De Au+ Bv =0, v:—éu.

B
A A
Luego todo vector de la forma (u, —Eu) =u (1, _E) =wa(B,—A)cona € Restdenel A4 (M).
Esto demuestra que
B
EP{,‘AZSgKB)}:Sg VA LB
-A)) 1 a4
VA% + B?
Se normaliza
el vector -5
A

Supongamos D > 0. Puede tenerse:
(1) que
B<0
A <O

B
Lo primero es dibujar el eje de centros y luego el vector VA2 Z B? que nos da el

VAT B2

o)

EPM. Nétese que el vector es paralelo al eje de centros VA2 Z B
- VATT B2

) EPY
Y
Eje de & I/xf
centros: E Péw

o5

B
( \/AZ;EBZ )=p2—
VA?+B?
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El espectro de M lo ordenamos asi:

AM) =w,0

A

VA% +B?

B
V/ B
EP(],VI S pr= A? Z B? ; P1, P2 : Base ortonormal, a = arctan 1= angulo que giran los ejes

(71)

(72)

(73)

VA% + B?
A B

[ — + [ — ,
X X
P = V A2B+ B2 \/AZZ B2 — [[]Z.l’pz; (Y) = P(Y’) : ecuacion de la rotacién

1/142_i_BZ ‘/A2+B2

Después de aplicar el Teorema Espectral a la cénica definida por [70], la ecuacién de esta,/xy’

o (89) (%) s —

O sea

wx?+ f(k)=0 .. x%= _fik)

Surge ahora una pregunta: ;Si hubiesemos elegido otro punto O” (Z,;) en el eje de cen-

tros y se hubiese realizado la reduccién se obtendria que la ecuacién del lugar,/x"y" seria:

h,k
w

Vamos a demostrar que f(h,k) = f(h,k) con lo que quedara probado que la ecuacién [71]
del lugar no depende del punto elegido en el eje de centros lo cual sugiere que, por como-
didad en los célculos, para encontrar la ecuaciéon del lugar debe utilizarse preferiblemente
los puntos donde el eje de centros corte al eje x o y. En las cénicas con infinitos centros hay

un invariante adicional ya que ¥(1, k) que esté en el eje de centros, f (71, k) : cte.
Ecuacién del lugar, /XY’ con origen en O” :

(x yf)(‘];‘ g)@)ﬂ(ﬁ,i):o

Ecuacion del lugar,” XY con origen en O’ :

(X Y)(‘g g)();)Jrf('ﬁ,ié):

plii = p'lij + [O’_O”]ij. O sea que

x//Z —

?

Si Q es un punto del lugar, p = O'O" +p'y

—
~
—
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-~ "

(_2 0) \< eje de Centros: Ax+By=-D
A ’

y al transponer,

P B A
(x )= )\ g - v )

que llevamos a [73]

B

(00 gt~ e ) (3 ) ()| R e
VAT
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Teniendo en cuenta [72]

B
~ = A /A2 L R2
—f(k)+A(X Y )M VA B +
VA% + B?
B A !
‘A B A B X n
VA2 4+ B2 VA? B2 B C)\Y
B
B A A B A2 1 B2 ~ =
2 _ + B —
(e - A ) (A1) R | esio
VA% + B?
B

Los tres tltimos sumandos se anulan porque \{4 estd en el EPM.

, v
Asi que

—f( k) + f(lk)=0 - f(hk) = f(hK).
Consideremos el eje de centros Ax + By = —D y sus interceptos con los ejes x — y.
y y
A
eje de centros:
Ax+By=-D

Segun acaba de probarse, f | — 1 0) =f (0, — = f(h, k), cualquiera sea el punto (71, k)

que se tiene sobre el eje de centros.

Si utilizamos los eje XY y x'y’ con origen en <_Z’ 0) la ecuacién de la conica se escribre

asi



CONICAS Y SUPERFICIES CUADRICAS 107

Ahora,
D\? D
——,0)=Al-—= 2D(—-= | +F
r(=50) s 4(-5) ~o (5)
(1)
D? 2D? D? AF—D? My
A AT AT A T A
A B D
A=|B C E |;Mp=AF-D?
D E F
Luego

w T Aw

Como Ay w tienen el mismo signo, Aw > 0y por tanto,
Si My, < 0, el lugar consta de dos rectas paralelas al eje y' (el eje de centros).
Si My > 0, el lugar es @.
Si Mpy = 0 el lugar es el eje y' 6 eje de centros.

Asi que el lugar 6 es el eje de centros 6 consta de dos rectas ||s al eje de centros siendo este
la || media de las dos rectas.

Observacién 9.1. Notese que no hemos demostrado que My, es un invariante. My es el menor

A B D
principal 2 — 2 de lamatriz | B C E | ynodeotra.
D E F
D , , .
La ecuacion también puede escribirse asi: x> = —f <O, _E) respecto a los ejes de la figura si-
Quiente:
0-D) = (D) w2 (<) —c(B) 2lpir .
FAO B) B B ~ "\B B
Ahora, como eje de centros puede tomarse la recta Ax + By = —D 6 la recta Bx + Cy = —E ya que
son la misma curva y por lo tanto tienen los mismos interceptos con los ejes.
Six=0,y= —5 con la 1% ecuacion.
. F > D E
Six=0,y= — con la 2% ecuacion. Luego 5=¢cV al regresar a *,
D E\> _E e
——|=C|=) —22E+F=——-—+F
f(O, B) C(C) ZC + c C+

_E_ZZCF—EZZMH

=F== C C

: menor principal 1 — 1 de A.
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Ast que la ecuacion del lugar puede escribirse, respecto a los ejes de la figura anterior asi:
M
” 11

X5 = =5 Yy como signo de C es el mismo de w, Cw > 0.

Si M1y < 0, el lugar consta de dos rectas ||s al eje y' de la fig. anterior.
Si My1 > 0 el lugar es @.

Si My1 = Oel lugar es el eje y' de la fig. anterior.

Para el cdlculo de My téngase en cuenta la obs. anterior.

A B D
Osea que My debe tomarse como el menor 1 —1delamatriz | B C E
D E F
Consideremos el caso:
)
B>0
A < 0 (Recuérdese que hemos asumido D > 0.)
Primero dibujemos el eje de centros: Ax + By = —D.

Luego tomemos un punto O’ (%, k) en dicho eje.
Una vez hecha la traslacién al punto O/, la ecuacién de la conica /XY es

AX% 4+ 2BXY + CY? + f(, k) = 0.
Dibujamos el vector

B

[p1lij = \{4 € ERY;  [palij =

v

c EpM

el
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EPM

&2 x

eje de centros: Ax+By=-D

/

Notese que p1 es || al eje de centros.
El espectro de M lo ordenamos ast:

AM) =0,w
B A4
P = \{4 \B/ = [I] fjl’p ? : ecuacion para la rotacion.
Vv

/
() =#()
b4 y
Después de aplicar el T. Espectral, la ecuacion de la conica,/x'y’ es:

(x’w)<8 2)(;)+ﬂﬁbzo

Wy + f(,F) =0

O sea

Nos hacemos la misma pregunta que nos hicimos en el caso (1).
¢Si hubiesemos elegido otro punto O” (1, k) en el eje de centros y se hubiese realizado la

o fK),

reduccion la ecuacion de la conica seria i/
w
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(XY)
X,Y)

O (h, k)

|

[

Eje de centros

Vamos a demostrar que f (ﬁ, E) = f(h,k) con lo que quedara demostrado que la ecuacién
* del lugar es independiente del punto elegido en el eje de centros.

Ecuacién del lugar, /XY’ con origen en O” :

(X' w><g§)<§)+ﬂi%:o

Ecuacién del lugar, /XY con origen en O’ :

(X Y’)(‘];1 g)(g)Jrf(ii,'lE):o

Si Q es un punto del lugar, § = o0 + o1y
[ﬁ]l] = [m]zj + [O/—O//]i]'.

O sea que

con p; € EPM, y al transponer,

(X Y)=(X W)+A<% -

<>
~—
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que llevamos a [75]:

B
(& ()@ 4 )| i

\/

B

714 +f(h k) =0

oV

Los 3 sumandos intermedios se anulan porque (

B
%

Luego
— f(h, k) + f(h,k) =0
f(h k) = f(h,k).
Seguin acaba de probarse,
D D ~ = . =~ =
f <_Z’ 0) =f (O, —E) = f(h,k) cualquiera sea el punto (h, k).
que se tome en el eje de centros.

D
Si utilizamos eje XY y x'y’ con origen en <_Z'O) , figura que sigue, la ecuacién de la

conica,/x'y’ se escribe as:
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y
A ,
X
Y
A
y
X
D = >
[5)
D M AF — D?
Ahora, f <_Z' 0) = % donde My, = —— i menor pal. de orden dos de la matriz
A B D
B C E
D E F
Luego
12 — _@
o

Como A y w tienen el mismo signo, Aw > 0y por tanto,

Si My < 0, el lugar consta de dos rectas ||s al eje ¥’ de la figura anterior (o eje de centros).
Si My > 0, el lugar es @.

Si My = 0, el lugar es el eje x’. El lugar consta entonces de dos rectas ||s el eje de centros
siendo el eje de centros la paralela media de dos rectas, o eje de centros.

La ecuacién de la cénica también puede escribirse asi:

e

respecto a los ejes de la figura siguiente:

(05)-<(3) - (3 -

Ahora, como eje de centros puede tomarse la recta Ax + By = —D olarecta Bx +- Cy = —E
ya que ambas rectas son la misma curva y por lo tanto tienen los mismos interceptos con
los ejes.

D
Six=0,yy= -3 en la 1% ecuacion.
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¥

o X
4 Y
X
(D
o)
: E >
Slx=0,yy:—6 en la 27 ecuacion. LuegoEZEyal regresar a x,
D EN®> E E? 2
H(0-D) ~c(E) aEerr—E 2B
_F_E_Z_CP—E2_M11
B c Cc C

A B D
donde Mj; esel menor pal. 1 —1deorden2delamatriz | B C E |.
D E F

Asi que la ecuacién del lugar puede escribirse, respecto a los ejes x'y’ de la figura anterior
asf:
2_ _Mn
- Cw
y como signo C = signo w, Cw > 0. Luego,
Si M1; < 0, el lugar consta de dos rectas ||s al eje x'.
Si Mj; > 0, el lugar es @.
Si My; = 0, el lugar es el eje x'.
Regresemos a la pagina 89.
Los otros casos, 3) B<0 5>0
' A>0 Y A>0
se analizan como los casos 1) y 2).
Luego de realizar una rotacién de los ejes xy a un punto O’ de la linea de centros, se consigue
la ecuacién del lugar, /XY
Seguidamente se aplica el T. Espectral y se obtiene la ecuacion del lugar,/x"y’. Se halla de
nuevo que el lugar

Son dos rectas ||s al eje de centros.
@.
6 el eje de centros.

Regresemos al caso (1).
Si My, < 0, el lugar consta de dos rectas paralelas 2] y .4 de ecuaciones,/x'y’
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Mp
L x = ——=
1ir = Aw
ol My ) . o
L x = — e (Recuérdese que el Sign A=Signw.)
D
donde My = Af <_Z'O) )
y
A
2
y’ 1\
eje de/ Y
centros A
Ax+By=-D
) 0 D
-3
N X
( D
o-29)

e Ecuacién de la conica, /XY :
D
AX? +2BXY +CY? + f(=7,0)=0.
Al multiplicar por A,

D
A?X? +2ABXY + ACY? + A f(=,0)=0
Pero AC = B2. Luego la ecuacién de la cénica,/ XY es:
(76) A2X? +2ABXY +B*Y? + A- f(—%o) =0

e Hallemos ahora las ecuaciones de .2} y %,/ XY.
Ecuaciones de la transformacion:

) =rC)s| -

<=l
_|_

<I»<_|w

<
I
i
N
+
®
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My
[ e
Ecuaciones de &1 /x'y/ : {x =+ Aw G
r_
y=g
A B
X VAR Ve
Ecuaciones de .77 /XY : (Y) = _g B g (g)
v Y
AG B
X=——""+4+—g
vV
_BG_A
vV

y eliminando el pardmetro g,

2 2 2 2
AX+BY:—A\/G—B C__CWH+B) _ G/aiB

v v
e Ecuaciénde % /¥y : x = — Mo _ —G.
Aw
A B
X VARV e
Ecuacién de % /XY : (Y) = B é ( p )
v v
AG B
X=+"—"+—
vV
vV

y eliminando a g,

AX + BY = +Gv A2 + B?

Definamos
Li = AX+BY + Gy A2+ B2
L, = AX +BY — G\ A% + B2
Entonces

= A%X? + 2ABXY + B*Y? 4 Af (—%, 0)
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Ly-Ly=(AX +BY)* - G*(A*+ B?)
= A2X? +2ABXY +B*Y? - G* (A% + B?)

D
(—A)-f(——,o

A)M

= A’X%*+2ABXY + B%Y? - —

( { Mz
Como G =+1/———= con My, <0,
Aw

2= M2 _ Af(_%’o)_ f(—%,o) Af(_%o)

{ Aw Aw ) A2+ B2

B> A*+B*
w=A+C=A+—=

B%2=AC

OseaqueL; - L, = ecuacién de la conica, /XY
)

[76]
Ecuaciones de .4 y %,/ xy. Ecuaciones de transformacion:

=
I
|
| T

VR

=X
\_/Q

I
e
=
< T

N w!
N——

Ecuacién de .2,/ xy.
AX+BY = -GV A%+ B?
D 5
A<x+z)+By:—G A2+B2
(77) Ax+By+D+GVA?+B>=0
Ecuacién de %, /xy.

AX +BY =+4+GvV A2+ B2
A <x+%) + By = +Gv A2+ B2

(78) Ax+By+D—GVA2+ B2 =0
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Hagamos
£ =Ax+By+D+ GV A?+ B?

= Ax+By+D—G\VA?+ B5G = + _%

L= (Ax—f—By—i—D—G\/m) (Ax+By+D+G\/m)
= (Ax+ By + D)*— G* (A% + B?)

A%x* + B** + 2ABxy + D* + 2D (Ax + By) + Af (—%0)

_G? (A2 4 B?) — Af (—%0)

B? D> 2D D
2 S R Wit _=
A(Ax +2Bxy + —y°* + — + (Ax+By)+f< ,O))

D? BD AF — D?
T A (Ax2+2Bxy+Cy2+ — +2Dx +2—y + 7>

Nl

—N

A A A
2
ACsz.'.BZ—C
AF — D?

f(—D/A,O)— 1

5 > D D
= A | Ax"+2Bxy + Cy° + - +2Dx+2Ey + F —
t A A
{BDzAE

BD

..T—E

=A <Ax2 + 2Bxy + Cy?Dx + 2Ey + F) = Af(x,y)

De nuevo regresamos al caso (1).
Si My = 0, el lugar es el eje ¥ o eje de centros: Ax + By = —D.

117
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Y x’
/ A

eje de centros: D
Ax+By=-D (0, - _)
B

Vamos a demostrar que f(x,y) = Ax?+ 2Bxy + Cy? + 2Dx + 2Ey + F factoriza en la
forma Af(x,y) = #? donde ¥ = Ax + By + D.
Ecuacién de la cénica/ XY :

A?X? +2ABXY + B*Y? + Af(—-D/A,0) =0
#? = (Ax + By + D)?
— (Ax + By)* + D>+ 2D (Ax + By)
= A?x* + 2ABxy + B*y* + D*> + 2ADx +2BDy  *

Pero % = f(—=D/A,0) y como My; = 0, f(—D/A,0) = 0. O sea que AF — D> =0

D* = AF.
Y al regresar a «,

£* = A’x* +2ABxy + B?y* + AF +2ADx + 2BDy
= A%x* + 2ABxy + ACy* +2ADx + 2AEy + AF

BD = AE
B2 = AC
— A (sz +2Bxy + Cy? +2Dx + 2Ey + F)

= Af(xy)
Ejercicio 9.1. Consideremos la recta
L=x—-y+1=0
P=(x—y+)(x—y+1)=x*—2xy+vy*+2x -2y +1=0
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Ahora invertimos los paleles.
Consideremos la cénica de ecuacion

(79) X2 2xy+y?P+2x—2y+1=0

Vamos a demostrar que el lugar representado por es la recta L.

A=1
2B=-2B=—-1
Solucién 9.1. c=1 D 1 B
2D=D;D =1 = =
o= () =(0)= (0

2E=-2,E=—1

Y

A x
v Y .

A eje de centros: x-y=-1

45 -
0'0,1) X

Hay oos centros.
Eje de centros: Ax + By = —Doseax —y = —16 x —y + 1 = 0 (que es la ecuacion de la recta L)

M:<_11 _11);5:AC—B2:1—1:0

w=A+C=2
1 -1 1

ComoA=|—-1 1 —1|,Mypy= ‘ i % ‘ = 0. El lugar es una recta. (El eje de centros.)
1 -1 1

Tomemos O' en el eje de centros, O' de coord. (h,k) = (0,1) /xy.
Si hacemos la traslacion de los ejes x — y a O, la ecuacién de la cénica,/ xy. es:

(X y)(_ll _11)();)+f(0,1)=0

119
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Como
f(0,1)=0*-2-0-1+1242-0-2-14+1=0,

(80) (X y)(_ll —11)@():0

es la ecuacion de la conica,” XY . Para seguir transformando a [80], consideremos la matriz M.
PCM(A) =A? —w+38=0.Comod =0y w=2,A>—21 = 0.
Luego los valores propios de M son 0y 2.
EPM = ¥ (M) = {(u,v) /Au+Bv =0} = {(w,0) /u —v =0}
(u,v) € /(M) <= v =u.

1 1/v2
Todo vector de la forma u ( 1) =« ( 1;5—;) ,a € R estd en el EPM. El espectro de M se organiza asi:

y
A

EP}": eje de centros

A(M) = {0,2} .
p_ (V2 -1/v2
_(1/\5 1/v2 )

Después de aplicar el T. Espectral, la ecuacién de la cénica,/x'y' con origen en O’ es:

(¥ y’)(g 2)(;f)+f<o,1):o

Osea2y?+0=0,ie,y?=0.

Esto dm. que la cénica es el eje x" de ecuacion /xy : —il +>=10seax—y+1=0qguees L.

<
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Resumiendo, el criterio para identificar las cénicas
con oo s, centros es el sqte:

Consideremos la cénica Ax*> + 2Bxy + 2Dx +
2Ey+F =0enlaque A,B,C # 0.

A\ (B . A B
{(B C esL.D.,z.e.,é—‘B C = 0.

o (2] s () =)
cae { (1), (2) Vs L0, yporto 1o

A —-D

0= B _[ = BD — AE = 0.

B —-D B —-D
y{(c),<_E)}esL.D.,y,§_‘ C _r ‘_
CD — BE =0.

La conica tiene oos centros. Ademds, A = 0.

Si My < 0, el lugar consta de dos rectas ||s.
Si Mpy > 0, el lugar es .

Si Mpy = 0 el lugar es una recta.

Otro criterio es éste:

Si My1 < 0: dos rectas ||s.

SiMp >0:Q@.

Si M11 = 0: una recta.

Los casos en que algunos de los coeficientes A, B, C son cero son:
Al0]0

La cénica es Ax* 4+ 2Dx +2Ey + F = 0.

Si E = 0, hay oos centros.

Si Mpy < 0 : dos rectas ||s.

Si My, = 0 : una recta.

Si My >0:Q.

Si E # 0, la conica no tiene centro.

Sea cualquiera D(D = 0 6 D # 0) se obtiene una pardbola.
0(0|C

La ecuacién de la cénica es Cy* + 2Dx + 2Ey + F = 0.

Si D = 0, hay cos centros.

Si My; < 0 : dos rectas ||s.

Si M1 = 0 : una recta.

SiMpj; >0:@.

Si D # 0, la conica no tiene centro.

Sea cualquiera E(E = 0 6 E # 0) se obtiene una pardbola.
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Ejercicio 9.2. Consideremos las rectas ||s:
A =3x-2y+2=0 y
£ =3x—-2y+1=0
AL =0Bx—2y+2)3x—2y+1)
= 9x% — 12xy + 4y* +3x — 2y + 6x — 4y + 2
= 9x% — 12xy + 4y* + 9x — 6y + 2.

Ahora vamos a cambiar los papeles.
Consideremos la cénica 9x> — 12xy + 4y* + 9x — 6y +2 = 0.
Vamos a reducirla y a dm. que la conica factoriza asi:

9x% — 12xy +4y* +9x — 6y +2 = (3x — 3y +2)(3x — 2y + 1).

Consideremos, pués, la conica

(81) 9x? — 12xy +4y* +9x — 6y +2 =0
A=9
2B = —12;B = —6
C=4
2D=9;D:g
2E=—-6,E= -3
F=2

Estudiemos los centros de [81].
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eje de centros:
9x-6y=-9/2
o))
=-2
c -2
\ (0,3/4)
(-1/240)
-D|_ 3(3
-E|” 2|-2
(3 A
3 =
-2 B

La conica tiene oos centros.
El eje de centros es

Ax+ By = —D, o sea,
9x —6y = —9/2

Six =0,y =3/4 Siy=0,x =—1/2. Al realizar una traslacién de ejes al punto O'(—1/2,0) del eje

eje de centros:
A 9x-6y=-9/2

(0,3/4)

-1/2,0/ 0 o)

de centros, la ecuacion de la conica /XY es:

9X% +12XY +4Y? + f(~1/2,0) =0
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1\? 1
9 9 2 9—18—1—8=

1
1 2717 4 T 1
Ecu. de la conica /XY :
1
9X2—12XY+4Y2—Z =0

M:( o 6 ;0=0, w=9+4=13; PCM(A) =A> —wA +35=A%?-131 =0

(o)}

Los valores propios de M son 0y 13.
- {(u)/9u—6v:0} — {(u)/3u—2020}
v v

e ={(5) (% %) ()

20=3u =2
() u . 0 21/1

Todo vector de la forma

<u,§u) =u (1%) =a(2,3) =B ( Z\/\/% ) con B € R € EPM.

L1as 1y, .
Ecuac. de la conica,/x'y’
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El lugar (la cénica) se compone de dos rectas £, y £ de ecuaciones /' x'y’

flzy'—i—\é—l—;; X=gg€R
Zzzy’:—\é—l_;); xX'=g,g€R
Sus ecuaciones / xy se obtienen asi:
X v x=X-1/2
(Y) :P(y,); y—y - (X) _ ( x+1/2>
Y y

Por lo tanto, las ecuac. de transf. de coor. de x — y a x' — v/ son:

<x+1/2):<? —g%><x:)
Y VERERV AN

Ec.de &4/ xy :
2 3 g
1/2
()2)-(F ) (
Y V13 13 6
1 2 3
(2) y= \/%_3 g+ % Eliminando el pardmetro g,
3 9 4 13 1
A R A TR T TR
Luego
3x —2y +2 =0:ecuac. de &1,/ xy
Ec.de £,/ xy :
2 _ 3 g
1/2
()= (F =) [ m
VB VI3 26
1 2 3
(2) y= \/%_3 g— 236 Eliminando el pardmetro g,
S —ay= o= D]
2 Y726 26 26 2
Luego

3x — 2yl = 0 : ecuac. de £/ xy

Esto nos dm. que la cénica 9x* — 12xy + 4y> + 9x — 6y + 2 = 0 se compone de las rectas 3x — 2y +2 = 0
y3x—2y+1=0.

9x% — 12xy +4y> +9x — 6y +2 = (3x — 2y +2)(8x — 2y + 1)
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Problemas. 1.
Empleando los invariantes determine la naturaleza y dibuje las cénicas representadas por las
ecuaciones:

1. 5x% —4xy +y* +2x —y =0

2.3 —dxy+y*+2x—y =0

3.3x2 —dxy + >+ 15x — 6y +7 =0
4.2x2 —7xy+3y> —9x+ 7y +4=0
5. 4x2 — 12xy +9y* +4x — 5y +3 =0

6. 4x*> — 12xy +9y* —8x + 12y — 7 =0

2. Los siguientes son ejemplos de cénicas degeneradas. Empleando los invariantes diga de que
consta y si es posible, factorice la ecuacién de la cénica.

—

62+ xy — 22 +7x— 14y —24=0
2.4 +4xy+y*—2x—y—20=0
3. x% +2xy +2y* —8x — 12y +20 =0
4. xy+5x—-2x—-10=0
5. 6x2+11xy +3y* +11lx —y—10=0
6. 4x2 +3xy +y* —10x —2y + 8 =0
7. 10xy +4x — 15y — 6 = 0
8. x> +4xy+y*—12x —6y +9 =0
9. x> —dxy+4y*+2x —4y—3=0
10. 9x% —6xy +y* —3x+y —2=0
Ejercicios.

En los siguientes casos se tiene una cénica del tipo Ax? + 2Bxy + Cy? + 2Dx + 2Ey + F = 0.

- ) ) . Una recta 6
Utilizand los invariantes, pruebe que se trata de una cénica degenerada .
dos rectas ||s 6 que se cortan.
Una vez definida la naturaleza de la cénica, transforme la ecuacion (haga traslaciones 6 rotaciones
si es necesario) y finalmente dibtjela.

1) 2x2+xy—y*+3y—2=0

) -y’ +x+y=0
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3) 2x> 4+ xy—2x—y =0
4) 2 —2xy+y*+2x—2y+1=0
5) 4x> —dxy+y* +4x—2y+1=0

10. INTERSECCION DE UNA CONICA CON UNA RECTA. RECTA TANGENTE A UNA CONICA POR
UN PUNTO DE LA CURVA.

1. Vamos a tratar de utilizar la ecuacién de incrementos de una cénica para hallar la ecuaciéon
de la tangente a la elipse

2 2

X
(82) —+~Z—2:1, a>b

en un punto P(xo, o) de la curva. De [82]:

y
A

(83) x? +a*y? —a®b?* =0
Consideremos la conica b2x? + a?y? — a?b? =0 *
En este caso,

f:R*— R
(v,y) — f(x,y) = P + a2y? —a*}?
N——
=q(x,y) —a® =V’
B > 0 X 9o
=G (s 2)6)
g=R*— R

(x,y) — q(x,y) = b*x* + a*y?

¥ 0 (x , -
=(x y) 0 2 y es la f.c. asociada a la conica *.
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Sea (x0,y0) un punto de la curva y ¢ la tangente a la curva por (xp, o). Vamos a dm. que la
ecuacion de t es:

of of
(5 G- F) w-w ) =
ox oo ox oo
Una vez dm. [84], como g = 2b%x y g = 2a2%x,
0x ay
x X0-Yo y X0,Y0

y regresando a [84]:

t:(x — x0)26%x0 + (y — yo)2a%yg = 0
b xox — b*x3x — b*x3 4 a’yoy — a’y% = 0
b xox + a*yoy = b*x3 + ay3 " a*b?

{ (x0,Y0) estd enla curva

Asi que
ecuacion que ya habiamos
p. XX Yoy obtenido de otra forma
" a2 b2 ’ en las monografias de las
conicas.

Regresemos a la ecuacién de la cénica:

Vx? 4 a?y? — a*h* =0

PCM(A) = A% — (a® + b*)A + ab?

L (> +b%) + \/(a2+b2)2—4a2b2 (@4 b) + (a? - 1P) {7&1 — 2
N N Ay = b?

2 2

wre= e (2 ) () =C)}

Px=0x - x€eR
a?y="0vy .. (@*-b)y=0 ie,y=0
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Asi que EP;‘Z/I es el eje x.

EPY = {<xfy>/< o @ ) @ :2(9}

Px=ax .. (a®>—bW)x=, ie,x=0
a*y = a’y oseaqueyR.

El EPM es el eje .

b’ < q(x,y) < a?

Queremos estudiar los valores que toma g sobre los puntos dela B(0;1) = {(x,y) /x* + y* = 1}.
Recordemos el Tma. de Euler:
«La f.c. “q” (g es en este caso la f.c. asociada a la cénica b?x? + a?y? — a?b*> = 0) alcanza
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sus valores maximo y minimo sobre la esfera unidad en los puntos donde las direcciones
principales de la matriz de la f.c. (M) corta a dicha esfera».
Como EPM 2 eselejexyel EPM es el eje y, las direcciones prmc1pales de M son el eje x y el

eje y. Por el Tma. de Euler se tlene que V(x,y) € B(0;1),ie, x> +y?> =1,

2
b2<q(X,y)= ( x y)(% ag) <;) :b2x2+ay —bzcos 0, + a® cos® 0, < a?
x:c0591
Yy = cos b

Tomemos P en la ehpse y Q un punto en la curva cercano a P.
Llamemos i Cz +1j = cosByi + cosbyj el vector unitario | a PQy t = &i4 1] =

cos 01,1 i + cos 6h,] j al vector unitario || a la tangente a la curva por P.
Cuando Q — P alo largo de la curva, el punto M — N a lo largo de la B(0;1) y en
ningtn momento g(i/) se anula.

Ademas,
limgo_,p = lim cos? 0, = cos® 01, = Czt

M—N —P
M—N

limyg_p = lim cos 20, = cos? 6, = y*t teniéndose que
M—N —P
M—N

lim q(if) = lim <b2 cos® 01 + a® cos? 92> = b* cos? 0y, + a* cos? 6y, = q(f)

Q—P Q—P

Ahora si volvamos al problema de encontrar la ecuacién de la tangente a la elipse por un

punto de la curva.
2 2
X
LY 1,

b2 B
no necesariamente en la curva, y la secante . || al vector unitario ji = i + 7],

p=0
(.

Consideremos la ehpse a > b, un punto P(xg,yo) del plano de la curva, P

B

Q (xo + B, yo + pn)
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Z+4+n*=1, ¢=cosb, n=-cosb.
Si Q((7) es un punto de la secante, 7 = 7y + Bji, y como || ji |= 1, el parametro § = PQ =
d(P,Q) : distancia entre Py Q.
Si llamamos Q(x,y), (x,y) = (x0,y0) + B(, 1)

x:xo+ﬁé
y=1yo+pny

Recordemos la ecuacidon de incrementos de la conica:

V(x,y), (hk)€R?:

FIX4IY 4K =q(X,Y) + (%)hk %)M) ();) + £ k).

} Ecuaciones paramétricas de ..

Yy

En virtud de ésta ecuacion,

F(BE -+ x0, B +30) = q(B2,B) + (g—f) %)hk) (55 + £t o)

(85)

(86)

ne 9y B
=t p) (o ) () reess)  wprgy)  rtow

— (6t ) (B2 +( f)xoryom%)xm) + Flx,90)

) oF\  af
— (P2 aty? ) R+ ( ) T @)h,) B+ f(xov0)

:q(Czﬂ)ﬁer(C%)thrﬂﬁ) >ﬁ+f(xo,yo) *

YW /)
Los punto de la cénica y la la recta .Z se consiguen al hacer simultaneas
flx,y) =0
y
x = xo+ B¢
y=Yyo+ ﬁﬂ}

Alllevar [86] a [85], f(xo + BE, yo + By) = 0.
Luego, en virtud de %,

of of _
9(5, B + (C a)xo,yo +7 @)x(m) B+ f(xo,y0) =0 %%

Las raices de ésta ecuacion (en general hay dos raices simples y cuando .Z sea una secante)
son los valores del pardmetro § que llevados a [86] nos permiten encontrar las coordenadas
de los puntos donde la secante corta a la cénica.
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Supongamos ahora que P(x, o) estd en la curva.
Entonces f(xg,y0) = 0y al regresar a *x,

2 4 (&9 of -
q(&, )" + (Cax)xm + Uay)xo,y() P

p (q(é,n)ﬁ+ (c%) 13 ) )) ~0
X0/Y0 X0/Y0

o) 0
o
‘Bl — 0 o ‘BZ —_ _ ax X0,Y0 ay X0,Y0

q(&, 1)

lo cual nos indica que la recta . corta a la conica en dos puntos: P(xg, yo) que corresponde
al valor 81 = 0 del pardmetro y Q(xo + B2¢, yo + B277) que corresponde al valor

3.8
ax X0,Y0 ay X0,Y0

Pr=- @)

Ahora acerquemos Q a P a través de la curva.

del pardmetro :

Z

B(0;1)

Entonces ji — £, 1lim By = B; = 0.

Q—P
Pero
/6[ /T’[
0 0
—f) lim &+ —f) lim 7
li _ 0X ) 30,50 Q=P x0,00 7P
Qlf},ﬁz =

gg}, q,m

q¢eno =q(@
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Asi que

0 0
a—f> Gt + a—f) n=0 x
x X0,Y0 Yy X0,40

donde f = i + 1, es el vector unitario || a la tangente de la c6nica por P(xo, o).

De * :
of )
el &
ax X0-40
M= — af y
@) X0,Y0
)
=T O 0w
e of )
ay X0-Yo
pendiente
de la tangente ¢ por P(xo, yo)
a la elipse
De éste modo, la ecuacion de t es:
)
o _ ax X0,40 _ f
Y=Y =73 7 (x —xg) vy finalmente,
@) X0/Y0

of
(x - x0) —) o) —) —o.
ax X0,Y0 ay X0,Y0

De paso hallemos la ecuacién de la normal a la curva en P(xo, yo)

n

_ P(x0, yo)
———>_ t
7
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)
1 ay X0,Y%0

NG ?
N ax X0.,Y0
pendiente de la normal
Ecuacién de la normal:
o)
y—Yo= g]yc o
g) Xo0/Y0

que podemos escribir asi:

G- E) —wewy) -
X0,Y0 X0,40

2 2

. X .
(2) Supongamos ahora que la elipse es ) + Z—z = 1cona < b. La cénica es b>x? + a?y? — a?b? =
Y
A
EPY
t
P (xo, yo)
7]
- 7
y Q
F‘l
y—a="b
>X
—EPM
A r
i M
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La componente cuadratica es

q(x,y) = bx* + 2’y

(5 )0)

[
M

El EP} es el eje x.
ElEP, eselejey y V(x,y) € B(0;1), por el T. de Euler, 2> < g(x,y) < b>.
Si tomamos (x0,Y0) en la curva y Q un punto de la curva cercano a P, la ecuac1on de la

secante PQ es? = 7y + Pji donde ji = &+ 17] es un vector || a PQ La secante PQ cortaala
curva en los pardmetros (xp, o) y Q correspondientes a los valores del pardmetro f; =0y

J f) Y
,32 _ ax X0,40 ay XOIyo.
q(,1)

Cuando Q — P a través de la curva, M — N a través de la

B(0;1), QliLnPC = Ct, Qlinpn =1

cont = &i+ qtf.
lim_q(¢, n) = q(f).
Q—P

/ft /nt
g) lim & + %) lim n
0x )y, y,@—P Oy Q—P
llmﬁ —QZ— 0,Y0 X0,Y0
Q—p"? lim q(&,n)
Q—P
q&snd)=q()

De suerte que

)
”t _ ax X0,40

my = —

& af )
ay X0,40

y la ecuacion de la recta ¢ tangente a la curva en (xo, yo) es:

3
ax X0,Y0

Yy—Yo= —W
ay X0,40

(x —xp), osea:

d d
t:(x—xo)é) +(y—yo)£) =0
X0,Y0 X0,Y0



136 JAIME CHICA JONATHAN TABORDA

En este caso, g) = 2b%x; %) = 2a2y0.
0 Xo,Y0 ay
y la ecuacién de la tangente es
t:(x — x0)2b%x0 + (y — yo)2a*yp = 0

b2 xox — bzx% + azyoy — azyz =
V> xox + a’yoy = b2 24 a2y}

- a2b2
{Como (x0,1y0) estdenlacurva,
b?x3 + a*y3 = a?b?
O WYy
xz yz

3) Consideremos ahora la hipérbola Pl 1 La cénica es:

A_ rpM
q=-a EP q=0
( S 5 _
ir7.
L b fi
= = P .
0 a I =
Epgg
/ q="0
B(O;I)’

asintota

<
-

Vx* —a?y* —a’h* =0 ysufc es

q(xy) =Ux o'y’ = (x y)(%z —(212><;)
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PCM(A) = A% — (b* — a®)A — a®h* = 0

(2~ )£\ (2 - 2P+ 42 (12— )1 (R4 D) {Al e

A=

2 2 Ay = —a?

Queremos estudiar los valores que toma g en la B(0;1).

e = {5 %) () -7()]

x=0x : xeR
_a2 _bZ . 2 2 _ _
y=by . (b*+a")y=0 Oseay=0.

El EP} es el eje x.

o= Lo (5 %) ()= (%))

Vx=—-a’x . (PP+a®)x=0 ; x=0
—a’y=—a*y ; yeR

EL EPM, es el eje y.
Luego, por el T. de Euler, V(¢,77) € B(0;1) : —a®? < q(¢,7n) < b?

i) =gan) = (o 0) (5 %) (5) = (o o) (N8, ) =0

q(5) = a b > 0 Va1 12
VE+R VRt 0 —a? b
Va? +b?

(s ) (i o)
Va2 + b2 a2 + 12 VIt JRE+p?
Consideremos ahora la secante PQ de vector unitario i || PQ,

io= C?—F 17]_": cos 91?—# cos 92]_".

Como en los casos anteriores, llamemos ¢ = &j + #7;j = cos 91t7+ cos ,] el vector unitario
|| ala tangente t por P ala curva.
Cuando el punto Q — P a través de la curva, M — N a través de la B(0;1).

lim@Q_>p = lim cos 91 = COS 911‘ — é‘t
M—N —P
Iim # = lim cosf6, = cosbtr, =
Q—P ;7 Q—P 2 2 ﬂt

T o1 2 ) _ g2 ) _

Qinpq(u) Ql£>np(b cos 0 — a* cos 0) = b* cos 01, — a* cos 0y, = q(F)
—

La ecuacién de la secante PQ es 7 = 7y + Bji.

Dicha secante corta a la curva en los puntos Py Q asociados a los valores f; =0y
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,Bz — X0,Y0

2% del parametro.

G1)
Cuando Q — P a través de la curva, M — N se tiene que
/5t /nt
g) lim & + g) lim n
0X ),y Q=P 0y )y Q=P
ppP2=0="- Iim (&,
ng})q o1
q&und =q@

y se tiene de nuevo que

)
_ ”t _ ax X0,40

my =40 = ——+—"

& of )
ay X0,Y0
La ecuacion de la tangente es
of of
taen F) - ) —o
ox X0,40 ay X040

En este caso, f(x,y) = b*x? — a®y? — a1?.

f _ o2y Of _ 502

a—sz, @— Zﬂy,
of 2. 9f _ o
oy = 2b"xo; By 2a%y

Asi que

t:(x — x0)2b%x0 — (y — y0)2a%yg = 0
b*xox — b*x§ — a*yoy + a*y5 = 0
b xox — a*ygy = b*x3 — a®y3
— aZbZ
y finalmente,
XX Yoy _
T
4) Tomemos ahora la hipérbola w2 1.
La conica es a?y? — b>x?> — a?b?> = 0 y su f.c. asociada es

q(r,y) = - +a’y’ = (x y) ( _é?z fz)(")

Yy
]\H/I
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Vamos a dm. que la ecuacién de la tangente ¢ a la curva por el punto P(xo, yo) de la curva
se construye asi:

vy —xx _ Yoy _ Xox _

ecua.delacurva:ﬁ—a—z—l; t:b—z—a—z—l

Podemos dm. que los valores propios de M son —b?,a® y que EP%2 es el gje x, EPé\{I es el
eje y.

asintota

q=a
q=0 BO1) v

b / — S
x <
0 \
= _p?

Por el Tma. de Euler, V(¢, 1) € B(0;1) : —b* < gq(&,1) < a°.

—
La ecuacién de la secante PQ donde P(xg, ) es un punto dela curvaes: 7 =7y + Bji, ji =

& + 7j : vector unitario || a PQ.
%) %)
0,
X/ xom0 Y7/ xom0 e

n Q.
q(g, 1) L
Cuando Q — P a través de la curva, M — N a través de la B(0;1) y donde t = (i + 174]

El valor del pardmetro fes: 1 =0enPy By = —

$t Nt

A

g) lim & + —) lim
0% ) 19,90 Q=P 0¥ ) 45,4, Q=P

lim B, =0=—
~P 1i s
]\91—- L ng}ﬂ(f )]

q&snd)=q(@)

es el vector unitario || a la tangente ¢ por el punto P(x, yo) de la curva.
Se tiene de nuevo que
of )
m _ ox Yo

ni

~ & of
pendiente de t a—
Y7 xo0
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- E) +w-w ) o
X, Yo X, Yo

En este caso,
f(x,y) = —b*x* 4+ a®y* — a®b?

g = —2b%x; %) = —2b2x0
ox oy Yoo

of 2 Of ) 2

— = 2a ; - =2a 0

ox ) o Y

Asi que la ecuacion de ¢ es
t:—(x — x0)2b%x0 + (y — yo)2a*yo = 0
—bPxox + b3 + a*yoy — a*y5 =0
azyoy — bPPxpx = azy% — bzx% ? a’b?
(x0,Y0) estdenlacurva

y finalmente,

p YOy XX

22
5) Consideremos la parabola y> = 2px
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B2

\ v

Q
/\ y*=2px
EPM (] A

> X
0
i |—Epg4
//
B(0;1)

- AN

q=1 ?('ft,ﬂt)
N

~{

Y

N

.
>

62 01[

01
“li
KJ

Vamos a dm. que la ecuacién de la tangente t a la curva por un punto P(xo, o) de ella se
construye asi:

o

q:

|
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ecuacién de la curva: y? = 2px que podemos escribir asf:

y-y=p(x+x)
t:yoy = p(x + xq)

La cénica es
y? —2pxy =0
0 0 /[x
q(x,y) =y* = (x y)(o 1)<y)=y2
I\H/I
PCM(A) = A2 —wA +6
AM—A=AA-1)=0

Nl

= 1 los valores propios de M son 1y 0.

{ (7)) =)

={(x,y)/0-x+1-y=0 xeR,y=0}

/—’H
IR

o
%
||

El EPM es el eje x

El EPM es el eje y

Asi que las direcciones principales de la matriz M son el eje x y el eje y y por el Tma. de
Euler, V(¢,77) € B(0;1) : 0 < g(¢,n) < 1.

Se traza la secante PQ donde P(xg, o) es un punto de la curva.

Su ecuacién es: 7 = 7y + Bji donde u = i + 1] es el vector unitario || a PQ.

En este caso,
D).,
9x X0,Y0 ay X0,Y0

q(& 1)

Si ahora hacemos que Q — P y llamamos f = &f + m]_" al vector unitario || a la tangente ¢
llevada a la curva por P, se tiene de nuevo que

(Como 0 < ¢g(¢,77) <1, en el movimiento de Q — P a través de la curva, el denominador
nunca se anula.)

P2 = —
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é‘[ n[
o o
- lim {+ — lim n
lim B, =0=- 0x x0,y0 P oy x0,y0 Q7P
Q—P 2 lim Q(f»n)
M—N Q—P

q¢&nno)=q@

Asi que
af af
taen E)  +ew ) —o
ox X040 ay X0,40

En este caso, f(x,y) = y> — 2px

of . of . Of . of _
x5 W ax)xolyo_ 2P gy = =20

t:—(x—x0)Zp +2(y — Yoyo) =0

Yoy = Y5 — Xop + px
; 2pxp — pxo + px

Y5 = 2p%o
ya que P(xo, o) estd en la curva

y finalmente:
t:yoy = p(x + xo)
6) Finalmente consideremos la parébola x> = 2py.
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Vamos a dm. que la ecuacién de la tangente ¢ a la curva por el punto P(xo, yo) de la curva

se construye asi:
x? = 2py
x-x=ply+y)
t:x0x = p(yo +)

La cénica es x2 — 2py = 0

== (e v (3 9)()

N———

[
M

PCM(A) :A2+w2x+§?)x2—)t:)x()x—1)

w=1
6=0
Los valores propios de M son 0y 1.
El EPM es el eje, el EPM es el eje v.
Luego por el Tma. de Euler, V(§,77) € B(0;1) : 0 < q(&, 1) < 1.
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x*=2py

M t
- EP)

M, n)

/A i NErm1)
F K .
4

=0
¥y 1 P(x0, 1)

S
Y

> X
0 \ | B(0:1)
EpM §

B(0;1)
7 9

Consideremos la secante PQ a la curva por P(xo, yo). Llamemos ji = & + 1 al vector uni-
tario || a la tangente f a la curva por P(x, yo).

PQ =7 =7+ Bil.
El pardmetro B vale By =0enPyenQ,

d d
)
_ X *o/Y0 4 Xo/Y0

P2 =
9(¢, 1)
Cuando Q — P a través de la curva, M — N a través de la B(0;1) y (&, ) = & nunca
se anula.
&y N
oy o
—) lim ¢ + —) lim n
lim fy =02 L @" OV @7
-k < Jm, 4(&,m
= Qliglpfz =& =q&,n)=q@
De nuevo:

)
ax X0,Y0

my = —

—~~ of
pendiente de t P
Y7 xo0
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y la ecuacién de t es:

G E) rwewy) o
X0,Y0

X0,Y0
En este caso, f(x,y) = x> — 2py; % — oy % 2p

Luego la ecuacion de ¢ es:

(x —x0)2x0 + (y —yo)(—2p) =0
xox—xo py + pyo =0
Xox = py + x5 — pyo T Py + 2pyo — pYo
x§ = 2pyo

ya que P(xo, o)
estd en la curva

y finalmente, xox = p(yo + y).
7) Consideremos la conica

Ax* +2Bxy + Cy* +2Dx + 2Ey + F = 0

A2 2 _ A B X
q(x,y) = Ax*+2Bxy+Cy” = ( x y)(B C)(y)
————

[
M

con 6 = AC — B? # 0. O sea que la c6nica tiene centro tnico.
Supongamos que luego de trasladar y rotar los ejes se obtiene una elipse de ecuacién A1 x'? +

Ay’ 2 — —% donde Ay y Ay son las raices del

PCM(A) = A2 —wA +8 =A? — (A+C)A + (AC — B?).

Por el Tma. de Euler, V(&,7) € B(0;1) min{Aq, A2} < g(&,7) < méxAq, Ap.

A
(Recuérdese que en el caso de una elipse, A1 y A, tiene el mismo signo que el signo de — 5)

Tomemos un punto P(xo, yo) dela curvay Q un punto cercano a P.

Llamemos fi = & + j al vector unitario ||a PQ y £ = &i + 1] el vector unitario || a la tan-

gente t a la curva por P.
—

La ecuacién de PQ es: f = 7o + Bji. El valor del pardmetro Bes f; = Oen Py B =

d ad
)., 1)
. * X0/Y0 Y *0,Y%0
q(51)

Cuando Q — P a través de la curva, M — N a través de la B(0; 1) y el denominador en
la expresion para 2 no se anula en ningtin momento. Luego

en el punto Q.
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Y
’ x'
Yy
' q
o \
f X
i 0' (M)
u /llx!2+/12y/2:_
(x0, yo) P
AY
L EPQ{
Ennp =1
N . -
by \ L=ptsn
M M
EPAZ /—)
qg=2 (
qg=M
- i -
_— _— x
B(0;1)
St Nt
o e
lim &+ — lim
lim B, =0=— 0% )y Q=P 0 g0 &P
~P 1 s
e im q(¢,n)
q&nm) =q@)
Se tiene que:
af)
dx X040

my = —

—~~ of
pendiente de t P
Y7 xo0

> B>
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y la ecuacién de la tangente es:

P P
b )t ) o
X0,Y0 X0,Y0

En este caso,

0x

%) =2Cy +2Bx +2E
ay X0,Y0

d
—f) = ZAX() + ZByo + 2D
X0,Y0

Luego
t: (ZAXO + 2Byg + ZD) (x —xg) + (cho + Bxg + ZE) (y — yo) =0
Axox — Ax§ + Byox — 2Boyo + Dx — Dxo + Bxoy + Cyoy — Cy3 + Ey — Eyg = 0

O sea:

Axox+ B (yox+x0y) + Cyoy
— (Ax3+2Bxoyo+Cy3 + Dxo— Dx+Eyo— Ey) =0

~

" — (xo, yz) estd en la curva
—F—2Dxo—-2Eyq

Axox + B (yox + xoy) + Cyoy — (—F — 2Dxy — 2Eyo + Dxg — Dx + Eyp — Ey) =0
Axox + B (yoy + xoy) + Cyoy + F+ Dxo+ Dx+ Eyg+ Ey+F =0
y finalmente:
t: Axo+ B (yox +xoy) + Cy* + D (xo+x) +E(yo+y) +F=0
que se puede construir a partir de la ecuacién de la cénica ast:

Ax* +2Bxy + Cy* +2Dx +2Ey + F = 0

Ax-x-+B(xy+xy)+Cy-y+Dx+x)+E(y+y)+F=0

{

t: Axox+B(xoy+ yox)+ Cyoy+D(x+x0) +E(yo+y)+F=0

Ejemplo 10.1. Considere la cénica
3x% 4 4xy +2y* +3x +y — 11 = 0.

Utilizando los invariantes diga que tipo de conica es, dibiijela y encuentre la ecuacion de la tangente en el

punto (&, 1) de la curva.
A=3,2B=4,B=2,C=2,2D=3,D = ;;ZE =1,E = =;F = —11. P(2,—1). La ecuacion de la

Il
Yo Yo

N[ —



148 JAIME CHICA JONATHAN TABORDA

tangente es:
3 1
3x0x +2 (0¥ + Yoy) +2yoy + 5 (x +x0) + 5 (o +y) ~11=0

3 1
3-2-x-|—2(2y—x)+2(—1)y+§(x+2)+§(—1+y)—11=0

que después de simplificar se convierte en
11x +5y —17 = 0.

11. LAS SECCIONES CONICAS O INTERSECCIONES DE UN CONO CON UN PLANO.

Las secciones conicas se las define como las curvas al cortar un cono circular recto con un plano.
Fue desde ese punto de vista como fueron estudiadas por los primeros gedmetras que se obtienen.

i) Si el plano es L al eje del cono, la seccién es una circunferencia.
ii) Si el plano es || al eje del cono la seccion que se obtiene es una hipérbola.

iii) Si el plano contiene al eje se obtienen dos rectas (dos generatrices del cono.)

Estas tres definiciones son faciles de demostrar.

Vamos a dm. la ii).

Consideremos el cono circular recto de la Fig. con vértice en V' y que tiene por directriz la circun-
ferencia ¢ de centro en el eje Z, radio R y a una distancia VA = § de V; Z es el eje del cono.
Tomemos como plano xy el plano que por V es L al eje Z.
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circunf. directriz: ¢
2+y? =R

FIGURA 6.

Vamos a obtener en primer lugar la ecuacién del cono,” xyz.

Sea P(x,y,z) un punto de la superficie.
—

Llamemos Q(¢, #,6) al punto de la generatriz VP que estd en la directriz €.
Como Q € %, &%+ 1> = R>.

Ahora,
— —
VP = (x,y,2) = 200 = A&, 7,6)
X =A¢ R2
y = )U,l xZ +y2 :A2(§2+772) :)\ZRZ — 5_222
il

z=Ad z

Llamemos « el &ngulo en el vértice del cono.
2

E _R 1 = tan?
ntonces tanx = — y por lo tanto, 2 tan” a.

Asi que x* + y? = tan? & - 2% es la ecuacién del cono / xyz.

z
\
# generatriz
A
|
R

149
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Ahora se trata de probar que la seccion del cono con un plano || al eje del cono y que no pase por
V es una hipérbola.

Z
\A
A
I
&
I
m
2
H I/
7
a 7 I
7
VvV Ui /I - > Y
d y
/ o |
I
X
x | | xz
m’
I
|
FIGURA 7.

La situacion esta representada en la Fig:1.7 en la que el plano 7t es || al plano xz y queda definido
dando la distancia VO = 7 que suponemos conocida. La () del cono con el plano 7 es la curva
€. Vamos a dm. que /7 es una hipérbola y a definir todos sus elementos: focos, directriz, excen-
tricidad, etc.

Definimos ejes XYZ paralelos a xyz y con origen en O(0, #,0), Fig:1.7. Las ecuaciones de transf.
de coordenadas son:

x =X
(87) y=Y+y
z=17

Ahora, la ecuacién del cono,/xyz es: x*> + y?> = tan?« - z? y al tener en cuenta [87]

(88) X2 + (Y + 17)2 = tan?a - Z2 : ecuacién del cono /XYZ con origen en 0.
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m={(X,Y,2),/Y =0} .0 seaque la ecuacién del plano 77,/ XYZ es Y = 0 que llevada a [88] nos
da:

X2 +5? = tan®« - Z* : ecuacién de # /XYZ
Asi que la curva J7 esta en el plano XZ y tiene ecuacion:
X2+ 5? =tan’« - Z°
tan’a - 22 — X* = i

O sea que

Z2 X2

ER
tana

lo que nos dm. que .77’ es una hipérbola.

Si miramos la curva y sus ejes desde el punto V aparece asi:

2
o= 1, b=rn; c=\/a2+b2:\/—172 +n? = T /14 tan2a = !
tan « tan- « tana sin «

Notese que

=1

sin a .
tana = sinae = cosua -tanae < tana
cos «
cosa<1
Luego
Ui Ui

< —
tan« SN «

, Oseaquea <c.

Ui
in
a Ui

tan«

9
X

— SecC K.

Esto es un hecho sorprendente!.

Todos las secciones obtenidas al cortar el cono con planos ||s al plano xy son hipérbolas con la misma
excentricidad: € = sec .

La directriz 2% se localiza asi (Fig. 1.8.):

1 2
€ sec w sina

Las coordenadas del foco F,/XYZ son <0, 0,c= _;7 ) y respecto a xyz serian, regresando a [87],

sin«
x=0

1
Y= 2T Ging?
R
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ZZ X2

z N -

=1

o

FIGURA 8.

Esto nos sefiala que cuando el plano 7t se desplaza paralelamente a xy, el foco F de la hipérbola
se mueve por la recta

x =0
1 .
t = y

~ sina

Ahora cortemos el cono con un plano 77 no || al eje del cono.
Llamemos B al &ngulo que hace el plano 7t con el eje del cono y 0 al punto donde el plano 7t corta
al eje del cono, 0 # V. Vamos a dm. que

» S5i0 < B < a,la seccién es una hipérbola.
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A B
/
A B /Hipérbola
I
o I
Hipérbola | Pardibola
I
«
\%4 ! z
T
a I
Elipse
I _, Eip
I
I
h
)
A
0 0 L circunferencia
h=0V

FIGURA 9.

» Si B = a, la seccién es una pardbola.

» Bi a < pB < 7/2, ]aseccién conica es una elipse. (Fig. 1.9)

2 a - z2 es la ecuacién del cono,/xyz con origen (Fig. 1.10.)

Recordemos que x? + y? = tan
Llamemos h = 0V'.
Primero vamos a trasladar los ejes XYZ con origen en V al punto O donde O(0,0, ) /xyz.

Las ecuaciones de la transformacion son:

que llevamos a la ecuacion del cono obteniendo: tan? a(z — h)* = x2 + /2 : ecuacién del cono,/x'y/'z’
con origen en O. Ahora consideremos el sistema ortogonal XYZ con origen en O y conseguido al
rotar los ejes x'y’z’ un dngulo 71/2 — B © al rededor del eje x'.
Sii,j,k, I, ], K son los vectores unitarios en las direcciones de los ejes,

[=i

J = sin Bj + cos Bk

K = — cos Bj + sin Bk
Noétese que la curva X, interseccién de 7t con el cono esta en el plano XY y que el eje Z es L a 7.
Sea P(x',y,Z") (6 P(X,Y, Z)) un punto cualquiera del cono.
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FIGURA 10.

Entonces [OP] ijk = [I]Z.I]&K [OP] k. O sea que

x! 1 0 0 X
(y’):(o sin 8 —cos,B)(Y)
4 0 cosp sinf z

X=X
y' = sin BY — cos BZ
z' = cos BY +sin BZ

que llevamos a la ecuacién del cono,/x'y'z’.

tan? a(cos BY + sin BZ — h)* = X? + (sin Y — cos BZ)? : ecuacioén del cono,/XYZ
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Si en la ecuacion anterior hacemos Z = 0 obtenemos la ecuacién de la curva X. O sea que
tan? a(cos BY — h)* = X2 + sin? BY?
es la ecuacion de X /XY y que podemos simplificar asf:

tan’ w <cos2 BY? —2hcos BY + h2> = X? +sin? BY?

(e

X2+ (sin2 B — tan? & cos? ﬁ) Y? 4 2htan®acos BY = h* tan’a  *

Vamos a analizar tres casos en la ecuacion x.

1. Supongamos que B = a. Esto significa que 7T es || a una generatriz del cono. El coeficiente
de Y? en la ecuacién x se anula y la ecuacién de ¥ /XY es:

X? + 2htan® a cosaY = tan® ah?
_ 2, h
2h tan? & cos « 2 cos i

La seccién X es una PARABOLA.
Los elementos de la curva, foco, directriz, etc... se calculan facilmente /XY

Y
A

9 ] 9

F
h -_
2cosa
> X

o htana A (htana,0)

FIGURA 11.

h

SiX=0 Y=0V=
2cosu
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1
SiY=0, O=— A?
! 2h tan? & cos & 2 cos i
h2
0A% = Zhtan® a cosa = tan xcosw
Zcosu
OA% = htana

Como A estd en la pardbola, AD = AF. O sea que

L N P ho_p)’
2cosoc+§ N \/h tan”a (2(:031)( 2

h p 2_ 2.2 h p ?
<2cosa+§) = ttantaf 2coszx+§

p = htan’acosa = d(F; 29) : distancia foco-directriz

El foco F se localiza asf:

h htan? a cos 1
OF = — = 1 — sin?
2 cos« 2 2cosoc( sin” a)

. Supongamos ahora que &« < B < 71/2 y consideremos la cénica X

X2+ (sin2 B — tan? & cos? ,B) Y? + 2htan® w cos BY — h? tan’a = 0

Vamos a emplear lo estudiado en las secciones anteriores para reducirla. Si consideramos
la ecuacion general de las conicas AX? + 2BY + CY? +2DX + 2EY + F se tiene que

p

A=1
B=20
C = sin? B — tan’ a cos? B
D=0
2F = 2htan’acosf .. E = htan®acosp
F = —h?tan’
\
cos cos
Llamemos e = p .Comoa < B, cosB < cosay por lo tanto, e = p < 1. Vamos a
cos cos o
: . cos
dm. que en éste X es una elipse de excentricidad e = COS‘i .
cos
Comoe = —’B, cos B = ecosq.
cos«
Luego
C = sin? B — tan® #?f = 1 — cos® B — tan” & cos® B
= 1—cos’ B(1 +tan’a) = 1 — cos® Bsec’n = 1—e*cos’>asec’n =1 — ¢
1

cos f=ecosa
y la ecuacién de ¥ puede ponerse asi:

X2+ (1 —e?)Y? 4+ 2htan’acos BY — h?tan’a =0 conl —e* > 0

(A BY (1 0 . B 42
(4 8) (1,0 smmi-1-e=c
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Para hallar el centro debe resolverse el sistema: Ax+By=-D
Bx+Cy = —E
O sea
1-x4+0-y=0

0-x+ (1—e€?)y = —htan?a cos B
Hay solucién tinica:

h tan? « cos B
— <0
1—e2 1
1-e2>0

=
I

S
L

y por lo tanto se trata de
una conica con centro Ginico

~<|

[0}
htan? acos B
e o X
FIGURA 12.

Al trasladar los ejes XY al punto O’ de coor. (0, R

nos lineales en *.
La ecuacién de la conica X /XY con origen en O’ es:

htan? a cos B

157

) /X se eliminan los térmi-
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A 1 A B D 1 1 0 0
s=71-2|B C E =10 1—e? h tan? & cos B
~®“|/D E F T 0 htanacosp  —h tan’w
1
-1z [—(1 — e®)l? tan® & — h? tan* cos? IB}

[—(1 — e*)l? tan® a — h%e? tan” (1 — cos? oc)}

. 2
sin? &
tanfacos?p =  tanta(ecosa)® = e?tan? oceegiz/eeszfx
t w

cos f=ecos«

= ¢2 tan? a sin?

= e?tan? a(1 — cos® «)

—— |

h2e? tan? & cos? a - h? tan? oc}

T 1-e
h? tan? h? tan?
= 1iinezoc(ezcoszoc—1) = 1iinezlx(coszﬁ—l)

Luego
A KW tan?wa
S (1—coszﬁ) =

La ecuacién de la cénica ¥/ XY es finalmente

h? tan® a - sin? B
1—e?

24002 o in?

<2 ’2  h“tan“asin®
X 1-e7)Y =

+ ( e ) 1 _ 62

que podemos finalmente escribir ast:
X Y
. 7 T . 2~
htana sin 8 htana sin 8

V1—e2 1—e¢?

lo que nos dm. que la curva X es una Elipse de centro en O'.
en la que los semiejes son

htana sin B
OA=a= —2°"
V1—e?
y
OV —b— htanucsinﬁl_ _ cos
1—e? Cos o

Vamos a dm. que a < b con lo cual queda establecido que los focos de la elipse estdn en el
eje Y y localizados ast:

0F=c=+b2—a2
Sabemos quesi x <1, x% < x.

Comov1—e2<1, 1-e><+/1-¢2 Luego

htan « sin
htanasinf

V1—e?

1
or tanto,
—2 7P

1
<
vVi—e2 1
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htan® acosf
1-e?

Y
=<
=

FIGURA 13.
W oseaquea <b
1—e2 ' 1 '
1
OF=c=+vb—a2= htanzxsinﬁl 7
Sea € la excentricidad de X.
CZOF/:eb ' ezgzhtanﬂéSinlBﬁ:e:COSlB
. b htan a sin cos

1—e?
Esto dm. que la excentricidad € de la elipse es la misma para todas las elipses obtenidas al
cortar el cono con los planos ||s a 7.

3) Supongamos que 0 < B < & y consideremos la conica

I CEE (sin2 B — tan® & cos? ,B) Y? + 2htan® w cos BY — h? tan®a = 0
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De nuevo:
A=1
B=0
C = sin® B — tan® a cos? B
D=0
E = htan®a cos 8
F = —htan’«

cos f3

. cos
Llamemos e = ——. Como f < &, cosfB > cosu y se tiene ahora que e = ‘i > 1
cos o cos

-1 yl—e?<0,
Vamos a dm. que X es una hipérbola de excentricidad e.
En este caso,

C =sin? B — tan®wcos? B = 1 — cos® B — tan” & cos® B

=1 —cos? B(1 — tan*a) = 1 — cos® Bsec®
=1-c?cos’asec’n =1—-¢e*<0

/

cos B = ecos«

y la ecuacién de la cénica se puede escribir:
X2+ (1 —e?)Y? 4 2htan® w cos BY — h? tan®a = 0

conl—e? <0.
En andlisis de centros es el mismos que hizo en el caso [2)].
htan? & cos B

La cénica tiene centro tinico en O’ | 0, —
1—e2

) , solo que ahora 1 —¢? < 0. O sea

que el centro O’ estd situado asi:
Al trasladar los ejes al centro O’ de la cénica, desaparecen los términos lineales y la ecuacion
deX X,Y es:

— — A
Xz—i-(l—ez)YZ:—g con 1—¢*<0.

A
El célculo de — 5 ©s el mismo que se llevé a cabo en el caso [2)]:

A K2 tan2 a sin2
_EZ ail_uceszmﬁ con 1—¢*<0.

La ecuacion de la cénica, /XY es

X+ (1-— ez)l/2 = a?_zxeszm P ycon 1—¢?<0,
. . 12 tan2 & sin2
XZ—(l—ez)Yzz— fan” asin” p con 2-1<0

e?2—1
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Y

~|

o 0,_htan2acosﬁ
1-e? .
X
X
o
FIGURA 14.
O sea que la ecuacioén es:
e 32 -
htana sin B 2 htana sin B 2
ez —1 ez —1
lo que nos indica que X es una Hipérbola de centro en O'.
y con semiejes
OV — b — htarzuxsinﬁ
ec—1
h i .
V/N =g = M [Fzg]
ez —1
ON=c= Va2 1= hztanzzzxsinzﬁ n hztanztxsirzlzﬁ _
ec—1 (e2—1)
=ht i
an a sin ’Bez —
Llamemos € a la excentricidad de X y F al foco.
P ‘ e_E_htanucsinﬁez_l_e_Cos'B
€= - b htana sin 8 7 cosw
ez —1

lo que nos dm. que todas las hipérbolas obtenidas al cortar el cono con los planos |[s a 7

tienen la misma excentricidad:
cos f3

cos i

>1
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>

>

FIGURA 15.

12. INTERSECCION DE UN CILINDRO CIRCULAR RECTO CON UN PLANO QUE CORTA AL EJE DEL

CILINDRO
Consideremos el cilindro circular recto de radio R y cuyo eje es el eje z. Su ecuacién es
22412 = R
z€ R

Si lo cortamos con un plano 7t que pase por O y haga con el eje z un dngulo S, la curva que se
obtiene es una elipse de excentricidad € = cos . Vamos a demostrar esto.

\J
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e

n/2-p *

FIGURA 16.

Si giramos los ejes xyz un dngulo 71/2 — B O al rededor del eje x obtenemos un sistema XYZ
en el que eje Z es | al plano 77 y los ejes X y Y estdn en 7.
Sea P un punto del cilindro de coord. (x,y,z) y (X, Y, Z) respecto a los ejes xyz y XYZ.

[dp]ijk = ( y ) = [I]%K[JP]UK
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O sea que

X 1 0 X
y | =] 0 sin —cosp Y
z 0 cosp sinp 4

x=X
y = sin BY — cos fZ
z = cos BY + sin fZ
Asi que la ecuacion del cilindro, /XY Z es:
X% + (sin BY — cos BZ)* = R
X2 + sin® BY? — 2 cos Bsin BYZ + cos® BZ* = R?
Si Z = 0, obtenemos la ecuacién de la seccién del cilindro con el plano:
X? +sin? Y? = R?
X2 Y2

ﬁ-i-?:l Elipse
(sinﬁ)
a=R
b= _R > R =a,
sin

lo cual explica que los focos estdn en el eje Y.

2
f— OF — <R) _RzzR(.:osﬁ: R
sin sin tan

Si € es la excentricidad de la curva,

cos 3
c sin B
€=y R = Cos B
sin B
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