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Intrebarea la care voi incerca sa raspund in prezenta lucrare este urmitoarea: poate
fictionalismul matematic, adicd pozitia conform céreia obiectele matematice nu exista si prin
urmare enunturile despre astfel de obiecte nu sunt propriu-zis adevarate, oferi o solutie
convingatoare la problema obiectivitatii In matematica, adica o solutie care s identifice
conditiile unor enunturi matematice obiective? Daca da, care sunt caracteristicile acestei

solutii? Daca nu, de ce stau lucrurile asa cu fictionalismul, si nu altfel?

Lucrarea este structurata in felul urmitor. In prima sectiune voi discuta argumentul
principal prezentat in favoarea fictionalismului matematic ca pozitie distincta de platonismul
matematic, precum si de alte pozitii ca nominalismul si neo-Meinongismul. In sectiunea a
doua voi articula intrebarea cu privire la obiectivitatea matematicii, iar in cea de a treia voi
discuta raspunsul fictionalist prin comparatie cu cel nominalist, si voi arata de ce ambele sunt
nesatisfacatoare. Apoi, in sectiunea a patra, voi introduce raspunsul cel mai plauzibil pe care 1l
poate dezvolta un reprezentant al fictionalismului la aceasta intrebare. El este departe de a fi
unul definitiv, insa marcheaza, cred eu, un pas important si necesar in dezbaterea
contemporand asupra fictionalismului. Pe scurt, ideea pe care se bazeaza acest raspuns este ca
obiectivitatea matematicii necesitd un anumit tip de invarianta, si anume invarianta relatiilor
descrise de un enunt matematic, ce poate fi definita cu ajutorul conceptului model-teoretic de
categoricitate. Insa aceasta idee are, dupa cum voi arata, cateva consecinte problematice, in
masura in care implica de pilda faptul ca domenii extinse ale matematicii, precum algebra
abstractd, nu contin enunturi obiective. Voi incheia prin a formula o intrebare care este

deschisa de aceasta lucrare, dar va fi adresata intr-una viitoare.

* Aceasti lucrare este dedicatd Profesorului Ilie PArvu, cu multi recunostintd pentru sprijinul si indrumarea pe
care mi le-a acordat cu generozitate pana acum, $i cu speranta ca va continua s o faca si de acum inainte.
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1. Fictionalismul matematic

Fictionalismul matematic are o istorie care se intinde cel putin pana in filosofia
moderna prekantiana. Leibniz, de exemplu, in ciuda unor ezitari initiale cu privire la statutul
ontologic al infinitezimalilor, scria Intr-o scrisoare catre Des Bosses din 11 Martie 1706 ca
acestia nu sunt decat "fictiuni mentale, moduri convenabile de a vorbi, potrivite pentru
calcule, exact cum sunt ridacinile imaginare in algebrd".! Cu alte cuvinte, enunturile care fac
referire la numerele infinitezimale si cele imaginare sunt admise intr-o demonstratie
matematica ori o teorie stiintificd nu pentru adevarul lor, ci mai degraba pentru utilitatea lor.
Euler pare sa fi sustinut o pozitie asemanatoare in masura in care credea ca "aceste numere ...
existd in imaginatia noastra, si noi avem o idee suficientd despre ele pentru ca stim ci V-4 se
referd la un numar care produce -4 cind este multiplicat cu el insusi. Pentru acest motiv, nimic
nu ne Tmpiedica sa folosim aceste numere imaginare in calcule".? Euler a dovedit utilitatea
numerelor imaginare, de pilda, in rezolvarea faimoasei dispute dintre Leibniz si Johann
Bernoulli cu privire la valoarea logaritmului unui numar negativ, aratand ca aceastd valoare

nu este unicd, ci poate fi oricare dintr-o infinitate de numere imaginare.’

In opozitie cu acest fictionalism timpuriu, alti matematicieni, precum Wallis, sustineau
ideea conform céreia enunturile pe care Leibniz si Euler le Intelegeau ca facand referire la
fictiuni matematice nu se refera la nimic, ci sunt expresii non-referentiale, pur simbolice.
Aceasta idee pare sa fi fost impartasita, printre altii, de Berkeley si Cauchy, insa apoi
vehement respinsa de Hermann Hankel, care vedea in ea o premisa a ideii cd matematica este
un simplu joc cu semne desenate pe hartie.* Pentru el, ca si pentru Leibniz si Euler,
simbolurile matematice denota obiecte mentale ori intelectuale (Gedankendinge), ceea ce
implica, 1n viziunea lui Hankel, cd matematica nu poate fi un simplu Gaukelspiel. La
inceputul secolului 20, si Hans Vaihinger scria ca "numerele negative, fractiile, numerele
irationale si cele imaginare ... sunt constructe fictionale de mare valoare pentru progresul
stiintei," subliniind oarecum in mod optimist ca ele sunt "in mod universal recunoscute ca

fictionale".”

Fictionalismul matematic, in forma sa moderna, a fost articulat de filosoful american

Pentru o discutie concentrata pe viziunea lui Leibniz asupra fictiunilor matematice, vezi Jesseph 1998.
Vezi Euler 1765, 66.

Vezi Euler 1751.

Vezi Hankel 1867, 14.

Vezi Vaihinger 1911, cap. 12.
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Hartry Field in cartea Science Without Numbers, publicata in 1980, si in Realism,
Mathematics, and Modality, publicata in 1989, dar a fost apoi preluat de alti autori.® Un aspect
important discutat in literatura recenta este cel al scopurilor epistemice ale utilizarii fictiunilor
in matematica.” In viziunea fictionalista, enunturile care fac referire la anumite obiecte, cum
ar fi cele abstracte, cele non-actuale, ori cele neobservabile, sunt incluse in discursul
matematic pentru utilitatea lor, adica in vederea facilitarii unui calcul, a unei demonstratii, ori
a unei predictii ori explicatii stiintifice. Inainte de a evalua succesul ori insuccesul in atingerea
acestor scopuri epistemice, cred ca este profitabil sd intrebam ce anume justifica caracterul
fictional al acestor obiecte si, prin urmare, ideea ca enunturile care fac referire la ele sunt
propriu-zis false? Argumentul principal pentru fictionalism, cu precadere pentru
fictionalismul matematic, a fost foarte clar expus de catre Mark Balaguer intr-o lucrare

recenta:

1. Enunturile matematice descriu natura anumitor obiecte.

2. Daca enunturile matematice descriu natura anumitor obiecte, atunci daca aceste
enunturi sunt adevarate, acele obiecte exista.

Prin urmare, daca enunturile matematice sunt adevarate, atunci acele obiecte exista.
Daca acele obiecte exista, atunci ele sunt abstracte.

Nu exista obiecte abstracte.

Prin urmare, obiectele descrise de enunturile matematice nu exista.
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Prin urmare, enunturile matematice sunt false.®

In aceasta sectiune, voi analiza pe scurt acest argument, si in special premisele 1, 2 si
5, urmarind partial discutia oferita de Balaguer. Scopul meu este sa prezint pozitia
fictionalismului matematic in mod suficient de clar pentru ca cititorul sa perceapa imediat
relevanta Intrebarii referitoare la obiectivitatea matematicii pentru aceasta pozitie, intrebare
care va fi introdusa 1n sectiunea a doua. Raspunsul fictionalist la aceasta intrebare, prezentat
in sectiunea a treia, ne va indeparta de discutia oferita de Balaguer, care dupa péarerea mea este
inadecvata, dupa cum vom vedea, datoritad faptului ca desi preia ideea lui Field ca un enunt
matematic este obiectiv numai daca este "adevarat in naratiunea matematicii" (true in the
story of mathematics), lasa fara raspuns intrebarea cu privire la obiectivitatea acestui tip de

naratiune.

6 Pentru o lista de lucrdri recente care apara fictionalismul matematic, vezi Balaguer 2011.

7 Pentru discutii referitoare la scopurile epistemice ale utilizarii fictiunilor in stiintele naturii i in cele sociale,
vezi Suarez 2009.

8 Vezi Balaguer 2011.



Sa incepem cu premisa 5, care neagd existenta obiectelor abstracte. Motivatia acestei
negatii poate veni din reticenta cuiva de a se angaja ontologic cu privire la acest tip de
obiecte, din ceea ce s-ar putea numi minimalism ontologic. Minimalismul ontologic, care se
intinde in istoria filosofiei cel putin pana la Ockham, este insa dificil de aparat, in ciuda
atractivitatii lui initiale. Am putea invoca, de pilda, ideea ca un discurs care nu angajeaza
ontologic cu privire la obiectele abstracte, non-actuale, ori neobservabile, este mai simplu, din
punct de vedere epistemic, decat unul care o face. Dar nu este clar ca aceasta idee este lipsita
de probleme, deoarece este plauzibil sa credem ca simplitatea unui discurs minimal ontologic
poate fi mai redusa decat cea a unuia care postuleaza obiecte abstracte dar are in schimb

reguli de rationare mai simple.

Respingerea minimalismului ontologic caracterizeaza platonismul matematic, adica
pozitia conform careia obiectele la care se refera enunturile matematice exista in mod real,
adica independent de mintea si de limbajul nostru. Gédel pare sa fi sustinut ca matematicienii
pot intui aceste obiecte in mod analog felului cum percep obiectele concrete.” Dar impotriva
minimalismului ontologic s-ar putea invoca si argumentul lui Leibniz conform caruia
consistenta unor lucruri poate fi un temei suficient pentru existenta lor independenta de
mintea si de limbajul nostru: “Cel mai puternic criteriu pentru realitatea fenomenelor,
suficient chiar daca este luat de unul singur, este succesul in predictia fenomenelor viitoare pe
baza celor trecute ori prezente, unde predictia este bazatd pe un temei, pe o ipoteza anterior
confirmati, ori pe consistenta obisnuita a lucrurilor... Intr-adevar, chiar daci am spune ca
aceastd lume este doar un vis, iar lumea vizibila doar o fantasma, eu as numi acest vis ori
aceasta fantasma suficient de reald, daca nu am fi niciodata inselati de ea cand folosim
ratiunea bine.”'® Un argument analog pare sa fi motivat pozitia timpurie a lui Leibniz cu
referire la existenta infinitezimalilor, dar aceasta pozitie, dupa cum am notat deja, a fost

abandonata ulterior in favoarea uneia fictionaliste.

Dincolo de motivele care au justificat acest abandon, trebuie notat ca reprezentantii
platonismului si cei ai fictionalismului matematic, desi au pareri divergente cu privire la
ontologia discursului matematic, sunt de acord cu privire la semantica acestui discurs, adica
cu faptul ca enunfurile matematice descriu natura anumitor obiecte, fapt exprimat de premisa

1 din argumentul de mai sus. Dar de ce am fi de acord cu ideea ca enunturile matematice

9 Vezi de pilda Godel 1947. Pentru platonismul lui Godel, vezi Parsons 1995, Potter 2001 si Detlefsen 2011.
Pentru o discutie mai generala a platonismului matematic, vezi Linnebo 2011.
10 Vezi Leibniz 1683.



descriu natura anumitor obiecte? Poate fi justificata opinia ca, dimpotriva, enunturile
matematice nu descriu natura nici unui obiect, ca de exemplu enuntul "pentru orice numar
prim p si orice numar Intreg a, a” = a (mod p)" nu se referd la numere Intregi si la cele prime?
Raspunsul afirmativ la aceasta intrebare, caracteristic nominalismului matematic, este motivat
de posibilitatea de a parafraza enunturile matematice, asa Incat enuntul "pentru orice numar
prim p si orice numadr Intreg a, a® = a (mod p)" sa fie interpretat ca un enunt conditional:
"daca existd numere intregi §i numere prime, atunci pentru orice numar prim p §i orice numar
intreg a, a® = a (mod p)." Potrivit acestei conceptii, toate enunturile matematice asertorice,
precum mica teorema a lui Fermat luata aici ca exemplu, ar trebui interpretate ca enunturi
conditionale, desi cele dintai sunt preferate celor din urma din motive practice ori pur

stilistice.

Problema imediata cu interpretarea nominalistd este ca nu reprezintd cu acuratete
intentiile matematicienilor, care atunci cand formuleaza, de exemplu, mica teorema a lui
Fermat, o inteleg ca ficand referire la numere intregi si la numere prime. Intr-adevir, nimic nu
pare a sugera cd de fapt matematicienii nu intentioneaza sa se refere, In acest caz, la astfel de
numere. Este adevarat ca intentiile cuiva sunt, in general, dificil de identificat, Tnsa un
nominalist ar putea nega (impotriva fictionalismului) ca ele sunt un ghid suficient de bun
pentru semantica discursului matematic, exact cum un fictionalist neaga (impotriva

platonismului) ca intentiile sunt un ghid suficient de bun pentru ontologia acestui discurs.

Premisa 2 in argumentul pentru fictionalism spune ca daca enunturile matematice
descriu natura anumitor obiecte, atunci daca aceste enunturi sunt adevarate, atunci acele
obiecte existd. Cu alte cuvinte, daca intentiile matematicienilor sunt luate, in pofida criticii
nominaliste, drept un ghid suficient de bun pentru semantica discursului matematic, atunci
orice teorema implica o pozitie ontologica realistd. Neo-Meinongismul respinge, insa, aceasta
pozitie in acelasi timp cu cea nominalista, si susfine de exemplu cd desi mica teorema a lui
Fermat se referd la numere intregi si la numere prime, astfel de numere nu exista. Dar,
desigur, daca ele nu existd, cum poate fi adevarat cd pentru orice numar prim p i orice numar
intreg a, a® = a (mod p)? Fictionalistul poate raspunde imediat: nici o teorema nu este propriu-
zis adevarata, tocmai pentru ca obiectele la care se refera nu exista, caci ele sunt doar fictiuni.
Insa cei ce apira neo-Meinongismul cred ci un enunt poate fi adevirat in ciuda faptului ca
obiectele la care se referd nu existd, si asta pentru ca desi nu exista, ele pot avea proprietiti (ca

de pilda proprietatea de a fi inexistent).!! Ideea aceasta ar implica, insd, ca enuntul "Victor

11 Vezi, de exemplu, Priest 2005. Vezi si Azzouni 2010, care neaga faptul ca proprietatile obiectelor inexistente
determind valoarea de adevar a unui enunt care se refera la aceste obiecte (Azzouni 2010).



Petrini scrie o lucrare" este adevarat, chiar daca filosoful Petrini, bineinteles, nu exista. Mai
mult, ar implica si ca enuntul "lulian Toader scrie o lucrare" ar fi adevarat chiar daca eu nu as

exista.

Este destul de clar ca nici una dintre premisele argumentului pentru fictionalism,
discutate mai sus, nu este nici respinsa, nici stabilitd in mod definitiv. Nu este Tnsa scopul meu
s ofer aici o trecere in revistd a tuturor obiectiilor si a raspunsurilor la aceste obiectii, care ar
putea decide in privinta fictionalismului matematic. In schimb, in ceea ce urmeazi, ma voi
concentra asupra unei singure obiectii, bazatd pe intrebarea cu privire la obiectivitatea
matematicii. Voi incepe prin a da o formulare cat se poate de clara si succinta a acestei

intrebari, precum si a unora dintre abordarile ei clasice.

2. Obiectivitatea matematicii

Intrebarea cu privire la obiectivitatea matematicii, asa cum o inteleg eu in aceasta
lucrare, se refera la conditiile necesare pentru obiectivitatea enunturilor matematice, unde un
enunt este obiectiv dacad exprima relatii care au loc n mod independent de mintea si de
limbajul matematicienilor. Aceasta intrebare poate fi abordata in mod diferit de fiecare dintre
pozitiile filosofice amintite in sectiunea precedenta. Spre exemplu, platonismul matematic, cel
putin In versiunea care 1i este atribuitd de obicei lui Godel, sustine ca existenta obiectelor
matematice este suficientd pentru obiectivitatea enunturilor care se refera la ele: daca
obiectele matematice exista in mod independent de mintea si de limbajul matematicienilor
atunci si relatiile dintre aceste au loc Tn mod independent de mintea si de limbajul
matematicienilor, i prin urmare enunturile matematice care exprima aceste relatii sunt
obiective. Obiectivitatea enunturilor matematice este secundara ontologiei lor, in sensul ca

este determinata de existenta obiectelor matematice.

Fireste, se poate Intreba aici care sunt conditiile in care enunturile matematice pot
exprima relatii ce au loc In mod independent de mintea si de limbajul matematicienilor.
Recursul la ideea ca matematicienii au capacitatea de a intui obiectele matematice in mod
analog felului cum percep obiectele fizice pare pur si simplu misterioasa, si ca atare fara prea
mare putere explicativa. Insd, aceasta conceptie asupra obiectivitatii matematicii nu este
impartasitd de toti reprezentantii platonismului. Frege, de pilda, poate fi inteles ca aparand un

platonism contextualist, fiindca respinge ideea ca obiectivitatea matematicii poate fi



deteminata de existenta obiectelor matematice, si crede ca semantica enunturilor matematice
este in fapt prioritara pentru determinarea obiectivitatii. Cu alte cuvinte, Frege considera ca
identificarea conditiilor in care enunturile matematice pot exprima relatii ce au loc in mod
independent de mintea si de limbajul matematicienilor este esentiald pentru obiectivitatea
matematicii, $i propune aga numitul principiu al contextualitatii drept una dintre aceste

conditii."

Spre deosebire de platonism, in oricare dintre versiunile sale, alti matematicieni, dar in
special apardtorii intuitionismului lui Brouwer, neaga existenta obiectelor matematice
independentd de mintea matematicienilor, §i resping in aceastd masura ideea ca matematica
poate fi considerata obiectiva. Matematica este, in conceptia lor, o activitate pur subiectiva,
iar enunturile matematicii nu pot exprima decat relatii intre obiecte care sunt intotdeauna
dependente de mintea noastrd. Heyting scrie, de exemplu, ca intuitionistii "nu atribuie
numerelor Intregi sau oricaror alte obiecte matematice o existentd independenta de gandirea
noastrd, adicd o existenta transcendentala... Obiectele matematice sunt prin chiar natura lor
dependente de gandirea noastra. Existenta lor este garantatd numai in masura in care ele pot fi
determinate de gandire. Ele au proprietati numai In masura in care acestea pot fi distinse n ele
de gandire.""* A spune ca obiectele matematicii si proprietatile lor existd numai in masura in
care ele pot fi determinate de gandire inseamna a spune ca ele exista numai daca pot fi
construite in mintea matematicianului. Weyl, de exemplu, exprima in repetate randuri ideea ca
"numerele sunt ... o creatie liberd a mintii".'"* Prin urmare, pentru intuitionisti, enunturile
matematice sunt adevarate numai daca obiectele si proprietatile lor, la care se refera aceste
enunturi, nu sunt nimic altceva decat constructii ori creatii mentale libere (adica neconstranse

de experienta senzoriald).

Tensiunea aparentd dintre conceptia intuifionistd a matematicii si sentimentul ca
matematica are totusi de a face cu relatii care par a avea loc Tn mod independent de mintea
noastra este descrisa de alti aparatori ai constructivismului matematic, precum Josiah Royce,
in felul urmitor: "Domeniul matematicianului este, intr-un sens, libera sa creatie. Intr-un alt
sens, este o lume 1n care apar la lumina lucruri pe care el, in calitatea sa privata, nici nu le-a
intentionat, nici nu le-a anticipat. In acea lume el poate face greseli, poate avea opinii false cu

privire la propriile sale creatii si, de parca ar lucra Intr-un laborator, isi poate corecta aceste

12 Vezi Ricketts 1986 pentru discutia legaturii dintre principiul contextualitatii al lui Frege si problema
obiectivitdtii matematice. De asemenea, vezi Reck 1997 pentru o comparatie a raspunsului lui Frege cu cel al
lui Wittgenstein din perioada sa tarzie.

13 Vezi Heyting 1931, 52sq, citat in Shapiro 2007, 337.

14 Vezi Weyl 1927, 19. Pentru discutia detaliata a acestei idei, vezi Toader 2011, cap. 2.7.



opinii pe baza unei experiente ulterioare planificate cu atentie, experientd a carei instructie o
asteapta supus de parca el nu ar fi in nici un sens creatorul vreunui obiect prezent."' in
lumina acestei tensiuni, si dincolo de solutia (lipsita de claritate) a dizolvarii ei propusa de
Royce, pare legitima intrebarea ce solutie ar putea oferi un constructivist la problema

obiectivitatii matematicii?

Aceasta Intrebare este relevanta pentru discutia mea in aceasta lucrare intrucat un
eventual raspuns ar putea arunca lumina si asupra intrebarii care ne preocupa aici, anume ce
solutie ar putea oferi un fictionalist la problema obiectivitatii matematicii (ori In cazul in care
aceasta problema pare a fi insolubild pentru fictionalist, care sunt motivele pentru care
lucrurile par a sta asa si nu altfel). La prima vedere, problema obiectivitatii pare Intr-adevar
insolubila pentru fictionalist, dar pentru alte motive decat cele care par a o face insolubila
pentru constructivist. Dupa cum am vazut, pentru constructivist, enunfurile matematice sunt
adevarate numai daca se refera la constructii mentale, dar exact din acest motiv ele nu pot fi
obiective. Pentru fictionalist, enunturile matematice sunt propriu-zis false pentru ca obiectele
matematice nu exista, ci sunt doar fictiuni, si ca atare sunt dependente de mintea si de

limbajul matematicienilor. Din acest motiv, enunturile matematice nu pot fi obiective.

Desi sustin pozitii opuse cu privire la valoarea de adevar a enunturilor matematice,
fictionalismul si constructivismul pot oferi, cred eu, aceeasi solutie la problema obiectivitatii
matematicii. Aceasta este diferita de solutiile propuse deja de unii fictionalisti precum Field si
Balaguer, intrucat prevede ca obiectivitatea matematicii necesitd un anumit tip de invarianta,
si anume invarianta relatiilor descrise de un enunt matematic. Acest tip de invarianta poate fi
definita, dupa cum vom vedea mai jos, cu ajutorul conceptului model-teoretic de

categoricitate.

3. Fictionalismul si obiectivitatea matematica

Inainte de a prezenta solutia cea mai plauzibila pe care fictionalismul matematic o
poate oferi, cred eu, problemei obiectivitatii matematicii, si de a arata care sunt dificultatile pe
care aceasta solutie le intampind, vreau sa discut pe scurt doud incercari de a rezolva aceasta
problemad, care apartin unor reprezentanti ai fictionalismului pe care i-am amintit deja mai sus,

Field si Balaguer, si care sunt dupa parerea mea nesatisfacatoare.

15 Vezi Royce 1901.



Pentru a explica pozitia lui Field, sa pornim de la analiza lui a ideii c&, in ciuda
elimindrii angajarii ontologice fata de obiectele abstracte, unul dintre avantajele parafrazei
nominaliste este ca ar putea oferi o solutie la problema obiectivitatii matematicii.'® Care ar fi
aceasta solutie? Pe scurt, aceasta prevede ca un enunt matematic este obiectiv numai daca
poate fi dedus logic intr-un sistem formal, precum teoria multimilor a lui Zermelo si Fraenkel
(ZF). Aceasta conditie presupune, bineinteles, ca axiomele sistemului sunt ele insele enunturi
obiective, pentru ca altfel obiectivitatea matematicii ar fi redusa la obiectivitatea logicii.
Obiectivitatea axiomelor nu poate insad necesita adevarul lor, deoarece acest fapt ar angaja
ontologic fatd de obiectele abstracte si ar constitui in fapt o respingere a pozitiei nominaliste.

Cum ar putea Intelege un nominalist obiectivitatea axiomelor unui sistem formal?

Raspunsul la aceasta intrebare depinde de felul in care nominalistul Intelege
parafrazarea enunturilor matematice, mai precis, de felul in care este inteleasa relatia dintre un
enunt matematic si parafraza lui nominalistd. Daca aceasta relatie nu este o relatie de
echivalenta logica, asa Incat este posibil ca o parafraza sa fie adevarata in ciuda faptului ca
enuntul matematic este fals (deoarece obiectele la care se refera nu existd), atunci axiomele
unui sistem formal pot fi obiective chiar in cazul in care nu sunt adevarate, daca obiectivitatea
lor este Tnfeleasa ca necesitand doar adevarul parafrazelor lor. Acest fapt nu ar angaja

ontologic fatd de obiectele abstracte si deci nu ar constitui o respingere a pozitiei nominaliste.

Prin urmare, aceasta solutie nominalistd la problema obiectivitatii matematicii prevede
ca un enunt matematic este obiectiv numai daca poate fi dedus logic Intr-un sistem formal ale
carui axiome sunt obiective, in sensul ca parafrazele lor sunt adevarate. Este de notat faptul ca
aceastd solutie nu implicd imediat faptul ca un enunt matematic este obiectiv numai in cazul
in care parafraza lui este adevarata. De exemplu, nu implica faptul ca enuntul "pentru orice
numar prim p $i orice numar intreg a, a® = a (mod p)" este obiectiv doar daca parafraza "daca
existd numere Intregi $i numere prime, atunci pentru orice numar prim p §i orice numar intreg
a, a” = a (mod p)" este adevdrata. Acesta este cazul doar daca se presupune cd, Intocmai logicii
aritmeticii modulare, derivarea acestei parafraze din parafrazele axiomelor aritmeticii

modulare urmeaza o logica obiectiva.

Dupa cum am vazut deja mai sus, in sectiunea a doua, pozitia nominalista poate fi

criticatd pentru ca nu reprezinta cu acuratete intentiile matematicienilor, care sugereaza faptul

16 Vezi Field 1989, 272-294.



cd enunfurile matematice descriu anumite obiecte. Prin urmare, se poate spune despre solutia
nominalistd la problema obiectivitatii matematicii ca este deficientd intrucat ignora semantica
standard a discursului matematic agsa cum este el folosit si inteles de cei ce practica
matematica. Poate ca aceasta nu este o deficientd majora, insa este clar ca ar fi rational sa

preferam o solutie mai buna, daca ea ar exista.

Conform fictionalismului propus de Field, aceasta solutie exista. Dupa parerea lui, un
enunt matematic este obiectiv numai daca poate fi dedus logic intr-un sistem formal ale carui
axiome sunt obiective, dar obiectivitatea lor nu necesita adevarul parafrazelor lor, fiindca
fictionalistul respinge ideea parafrazarii. Prin urmare, pentru fictionalist, un enunt este
obiectiv numai daca este adevarat in naratiunea matematicii ("true in the story of
mathematics"), adica adevarat intr-un sistem formal acceptat in mod curent de matematicieni
(de pilda, adevarat in ZF)." De pilda, chiar daca este propriu-zis falsd deoarece obiectele la
care se referd nu exista, mica teorema a lui Fermat este obiectivd numai in cazul in care este
derivabila in sistemul aritmeticii modulare, adica doar daca este adevarata in aritmetica
modulard. In mod similar, enuntul "Petrini scrie o lucrare," desi este fals fiindca Petrini nu

exista, este obiectiv numai daca este adevarat in "Cel mai iubit dintre pamanteni”.

Doua dificultati apar in acest moment pentru fictionalismul lui Field. Prima este
indicata de existenta enunturilor care nu pot fi deduse logic intr-un sistem formal. Ipoteza
continuumului a lui Cantor, spre exemplu, este nedecidabila in teoria multimilor (adica intr-un
sistem acceptat in mod curent in matematica, precum ZF), si prin urmare, dupa Field, nu este
un enunt obiectiv.'® Insd nimic nu pare a sugera cd matematicienii nu ar putea descoperi ca
aceasta ipoteza poate fi dedusa intr-un sistem formal care este deocamdata necunoscut, dar
care ar putea fi formulat prin identificarea unor noi axiome. Dificultatea pentru pozitia lui
Field pare a fi cd, daca obiectiv inseamna decidabil intr-un sistem formal acceptat in mod
curent in matematica, si prin urmare, daca obiectiv inseamna adevarat in naratiunea
matematicii, atunci aceasta solutie este prea ingusta ca sa dea un criteriu adecvat pentru

obiectivitatea intregii matematici.

Aceasta dificultate poate fi, Insa, usor inlaturatad prin extinderea, propusa de Balaguer,
a notiunii de adevarat in naratiunea matematicii, asa incat nu doar sistemele formale
acceptate Tn mod curent in matematica sa constituie naratiunea matematicii, ci si alte sisteme

care vor fi formulate in viitor. In principiu, Balaguer considera ca solutia fictionalista la

17 Vezi Field 1998.
18 Vezi Balaguer 2009.



problema obiectivitatii matematicii se bazeaza pe aceeasi idee a lui Field. Un enunt matematic
este obiectiv, dupa Balaguer, numai daca poate fi dedus Intr-un sistem acceptat in mod curent
in matematica ori intr-altul care ar putea fi acceptat de matematicieni in viitor, adica numai in

cazul in care este adevarat in naratiunea extinsa a matematicii.

Dar dificultatea majora care ramane, cred eu, este indicata de intrebarea referitoare la
obiectivitatea axiomelor, la care fictionalistul trebuie sa raspunda daca nu vrea sa reduca
obiectivitatea matematicii la cea a logicii. Cum ar putea intelege un fictionalist obiectivitatea
axiomelor unui sistem formal? Pe de o parte, fictionalistul nu poate accepta raspunsul
nominalist ca axiomele unui sistem formal sunt obiective doar daca parafrazele lor sunt
adevarate, pentru ca el respinge parafrazarea. Pe de alta parte, fictionalistul nu poate propune
ca axiomele unui sistem formal sunt obiective doar daca ele insele sunt adevarate, deoarece
acest fapt ar angaja ontologic fatd de obiectele abstracte. Dar fictionalistul 1si poate Tnsusi
raspunsul constructivist, conform caruia, dupa cum vom vedea, axiomele unui sistem formal

sunt obiective doar daca acel sistem este categoric.

4. Obiectivitate si categoricitate

In aceasta sectiune voi discuta urmatorul criteriu pentru obiectivitate: "Obiectivitatea
[unei teorii] Inseamna invarianta [acestei teorii] fatd de grupul automorfismelor [ei]" si voi
ardta ca el poate fi folosit de catre fictionalist in suportul solutiei la problema obiectivitatii
matematicii descrise in sectiunea precedentd. Mai exact, el poate fi baza unui raspuns la
intrebarea referitoare la obiectivitatea axiomelor unui sistem formal, care poate evita atat
necesitatea parafrazarii specifice nominalismului, cat si angajarile ontologice care

caracterizeaza platonismul.

Acest criteriu a fost propus de Weyl, unul dintre reprezentantii cei mai de marca ai
constructivismului matematic.' Un pic mai precis, el spune ca o teorie este obiectivd numai
daca relatiile exprimate de axiomele ei riman invariante fata de transformarile unu-la-unu ale
unei interpretari in domeniul de obiecte al teoriei. Un enunt derivat din axiomele teoriei este

obiectiv numai daca relatiile exprimate de acesta raiman invariante fatd de transformarile unu-

19 Vezi Weyl 1952, 132. Ideea ca invarianta unei teorii este necesara pentru obiectivitatea ei a fost preluata
astizi in filosofia stiintei; vezi Nozick 2001, Kosso 2003, ori Debs and Redhead 2007. In ciuda radacinilor ei
istorice, care se intind cel putin pana la matematica secolului 17, aceasta idee pare insa a fi ignorata in
filosofia contemporana a matematicii.



la-unu ale unei interpretari Tn domeniul de obiecte al teoriei fatd de care rdiman invariante si

relatiile exprimate de axiome. De exemplu, un enunt aritmetic este obiectiv numai in cazul in
care exprima relatii ce raman invariante fata de transformarile unu-la-unu ale unei interpretari
in domeniul numerelor intregi fata de care raman invariante si relatiile exprimate de axiomele

aritmeticii.

Inainte de a vedea cum poate fi exprimat mai riguros acest criteriu, trebuie sa intrebam
daca el este cu adevarat adecvat. Cu alte cuvinte, poate invarianta unei teorii fata de grupul
automorfismelor ei fi luata drept criteriu al obiectivitd{ii? Aceasta pare a presupune fie ca
existd un domeniu unic de obiecte in care acea teorie poate fi interpretata, fie ca un domeniu
unic poate fi identificat drept cel prin raport cu care invarianta va fi masurata. In primul caz,
presupunerea ar fi falsd deoarece o teorie matematica poate, de obicei, fi interpretata in
domenii distincte de obiecte. In al doilea caz, nu este clar care ar fi criteriul dupa care se poate
alege, dintre domeniile 1n care teoria poate fi interpretatd, acela relevant ori necesar pentru

determinarea invariantei.

Prin urmare, mi se pare mai adecvat sd spunem ca o teorie este obiectivd numai daca
relatiile exprimate de axiomele ei raiman invariante fata de transformarile izomorfice, si nu
doar fata de cele automorfice, ale unei interpretari a teoriei. Astfel inteles, criteriul lui Weyl
este suficient de larg pentru a permite faptul ca o teorie matematica este interpretabild in
domenii distincte de obiecte. Dar daca aceasta observatie este corecta, atunci acest criteriu

spune ca o teorie matematica este obiectiva doar daca este categorica.

Notiunea de categoricitate a fost introdusa in asa numita Scoald a Postulationistilor
Americani, la inceputul secolului 20, desi ideea este prezenta, desigur, inca la Dedekind.”® Ea
poate fi considerata ca un anumit tip de completitudine, asa fiind de fapt felul in care o
intelege Weyl: "Este nevoie doar ca [oricare] doud interpretari concrete ale unui sistem de
axiome complet sa fie izomorfice una cu cealalta ... Aceastd intelegere a completitudinii se
desemneaza drept categoricitate a sistemului".*' Aceeasi idee este mai tarziu propusa ca
alternativa la o intelegere a completitudinii conform careia un sistem este complet daca are un

domeniu de interpretare unic: "Am fi putut numi un sistem complet dacd sensul conceptelor

20 Edward Huntington foloseste de fapt termenul de "suficientd" pentru a exprima o part a unei notiuni mai
comprehensive de completitudine, chiar acea parte numita "categoricitate" dupa ce Oswald Veblen a introdus
acest termen dand credit pentru el lui John Dewey (vezi Huntington 1902, 264, Veblen 1904, 346). Pentru o
analiza a notiunii de categoricitate, vezi Awodey and Reck 2002.

21 Vezi manuscrisul Hs91a din colectia Weyl pastrata in arhiva Institutului Federal al Tehnologiei (ETH) din

Zurich.



lui de baza ar fi fixat Tn mod unic ca urmare a cerintei de validitate a axiomelor. Dar acest
ideal nu poate fi realizat, deoarece fiecare reprezentare izomorfica a unei interpretari concrete
este desigur o alta interpretare concretd. Formularea finala este aceasta: Un sistem de axiome
este complet, ori categoric, [daca si numai] dacd oricare doud dintre interpretarile lui concrete

sunt izomorfice."*

Aceastd notiune de categoricitate poate fi invocata de constructivist in sprijinul unei
solutii la problema obiectivitatii matematicii. Dupa cum am vazut in sectiunea a treia,
constructivismul sustine ca obiectele matematicii si proprietatile lor existd numai In masura in
care ele pot fi construite ori create liber in mintea matematicianului. Acest tip de existenta
este, desigur, insuficient pentru obiectivitatea enunturilor matematice care se refera la ele, dar
asta nu implica imediat ca astfel de enunturi nu pot fi obiective, ci doar daca se asuma in plus
cd orice enunt matematic care se refera la creatii ale mintii matematicianului poate exprima
numai relatii dependente de mintea matematicianului. In orice caz, un constructivist poate
adduga ca pentru a fi obiectiv, este necesar ca un enun{ matematic care se refera la astfel de
creatii sa exprime relatii invariante, in sensul explicat mai sus prin recurs la notiunea de
categoricitate. Cu alte cuvinte, pentru constructivist, un enunt matematic poate fi obiectiv in
ciuda faptului ca se refera la creatii ale mintii matematicianului, dar numai daca acest enung

este derivat intr-un sistem de axiome categoric.”

Fara indoiala ca aceasta solutie la problema obiectivitatii matematicii nu ar satisface
un platonist, pentru care existenta independenta de mintea si de limbajul matematicianului a
obiectelor matematice este o conditie fara de care obiectivitatea unui enun{ matematic nu
poate fi atinsd. Insi, cred eu, ea ar putea fi utilizata de fictionalist ca baza pentru inlaturarea
celei de-a doua dificultati mentionate mai sus la sfarsitul prezentarii ideilor lui Field,
dificultate indicata de intrebarea cu privire la obiectivitatea axiomelor unui sistem formal.
Fictionalistul ar putea sustine, asadar, ca un enunt matematic este obiectiv numai daca este
adevarat in naratiunea matematicii, adica numai in cazul in care poate fi dedus logic intr-unul
din sistemele acceptate de matematicieni in prezent ori in viitor. Presat fiind de intrebarea
referitoare la obiectivitatea acestei naratiuni, adica a axiomelor acestor sisteme, fictionalistul
ar putea raspunde, in modul cel mai plauzibil, invocand nofiunea de categoricitate: axiomele

unui sistem formal sunt obiective numai daca ele constituie un sistem categoric.

Aceasta solutie la problema obiectivitatii matematicii, oricat de plauzibila si de

22 Vezi Weyl 1949, 25.
23 Pentru o discutie mai detaliata a relatiei dintre obiectivitate i categoricitate, vezi Toader 2011, cap. 4.



interesanti, nu este lipsitd de dificultati. Voi nota aici doar cateva dintre ele. In primul rand,
trebuie observat faptul ca, pentru a fi categoric, un sistem formal necesita o logica de ordin
superior, adica una care permite cuantificarea nu doar asupra variabilelor care stau pentru
obiecte, ci si asupra celor care stau pentru mulfimi de obiecte (si prin urmare, pentru functii si
proprietati). Dupa cum se stie, teoriile de ordinul intai cu interpretari infinite au interpretari
neizomorfice. Acest fapt este, bineinteles, o consecinti a teoremei Loewenheim-Skolem. In
1922, Skolem a demonstrat ca teoria multimilor a lui Zermelo nu este categorica, fiindca pot
fi construite interpretari concrete neizomorfice.** Von Neumann, care a incercat mai tarziu sa
formuleze noi axiome in speranta cd va obtine un sistem categoric, ajunge la concluzia cd "nu
pare sd existe nici o axiomatizare categorica a teoriei multimilor" si ca "sisteme infinite

axiomatizate categoric probabil nu pot exista".*

In acest context, propunerea de a folosi ideea de categoricitate drept criteriu pentru
obiectivitatea matematicii este destul de curioasa. Reactia imediata ar fi, in mod natural,
adoptarea unei logici de ordin superior pentru axiomatizarea formala a matematicii. Dar
aceasta reactie nu pare a fi permisa de constructivist, care respinge in mod consecvent o astfel
de logica. De pilda, in critica indreptatd impotriva teoriei tipurilor a lui Russell, Weyl scrie ca
"o versiune 'ierarhica' a analizei este artificiald si inutila. Ea pierde din vedere obiectul ei
propriu-zis, adica numarul. in mod evident, trebuie si urmam cealalti cale, adicd sa limitam
conceptul de existentd la categoriile de baza (numerele naturale si cele rationale) si sa nu 1l
aplicam in legdturd cu sistemul proprietatilor si relatiilor (ori al multimilor, numerelor reale,
samd, care corespund acestora)."** Motivatia acestei limitari este data de faptul ca in vreme ce
numerele naturale si cele rationale pot fi create in mintea matematicianului, urmand
principiile indicate de constructivist, numerele reale nu pot fi astfel create. Dupa parerea lui
Weyl, cuantificarea asupra variabilelor care stau pentru proprietdti ori relatii transforma logica
intr-o doctrind metafizica. De aceea, in sistemul prezentat in Principia Matematica, scria el
mai tarziu, "matematica nu mai este fundata pe logica, ci pe un fel de paradis al logicianului...
Opinia ca aceasta lume transcendentala exista reprezinta pentru credinta noastra o incercare
nu mai mica decat cea pusd de doctrinele timpurii ale Parintilor Bisericii ori ale filosofilor

scolastici ai Evului Mediu."?’

Tensiunea dintre ideea de categoricitate si respingerea constructivista a logicii de ordin

24 Vezi Skolem 1922, 298.

25 Vezi von Neumann 1925, 412.
26 Vezi Weyl 1918, 32.

27 Vezi Weyl 1946, 272.



superior este, desigur, pusa si mai bine in evidentd de prima teorema de incompletitudine a lui
Godel. Aceasta arata ca orice teorie de ordinul intai, cel putin la fel de puternica precum
aritmetica lui Peano, contine o propozitie nedecidabild p, adica arata ca intr-o astfel de teorie
nici p, nici ~p nu poate fi derivata. Cu alte cuvinte, teorema arata ca orice teorie de ordinul
intai, cel putin la fel de puternica precum aritmetica lui Peano, este incompleta din punct de
vedere sintactic. Acest fapt implica, dacd asumam completitudinea logicii acestei teorii, ca

teoria nu este categorica, pentru ca are cel putin doud interpretari neizomorfice.”®

Cu toate acestea, ceea ce este important de remarcat este faptul ca aceasta tensiune nu
exista pentru fictionalist. Acesta, spre deosebire de constructivist, nu respinge cuantificarea
asupra variabilelor care stau pentru proprietati si relatii. In analizi, de exemplu, aplicarea
conceptului de existentd, asa cum este el inteles de fictionalist, nu este limitata la categoriile
de baza ale analizei, ci poate fi extins si la sistemul proprietatilor lor si al relatiilor dintre ele.
Pentru fictionalist, atat numerele naturale ori cele rationale, cat si numerele reale, sunt doar
fictiuni. Pentru fictionalist, "paradisul logicianului" nu este o lume transcendentala, cum
sustinea Weyl, ci o lume fictiva. Prin urmare, in vreme ce utilizarea de catre constructivist a
ideii de categoricitate drept criteriu pentru obiectivitatea matematicii este problematica,

utilizarea ei in acelasi scop de catre fictionalist pare lipsita de dificultati.

Aceasta este, insa, o concluzie prematura. Dificultatea majora pe care, cred eu, o
intampina fictionalistul care adopta acest criteriu este reprezentatd de non-categoricitatea
teoriilor algebrice. Pentru a da un singur exemplu, axiomele teoriei corpurilor pot fi
interpretate, dupa cum se stie, in multe corpuri de numere care nu sunt izomorfe unele cu
celelalte, de pilda corpul numerelor rationale, corpul numerelor reale, corpul numerelor
algebrice, etc. Din acest motiv, chiar daca toate aceste obiecte matematice sunt considerate
fictiuni, utilizarea ideii de categoricitate drept criteriu pentru obiectivitatea matematicii este
problematica pentru fictionalist deoarece despre o mare parte a matematicii ar trebui sa
spunem ca nu este obiectiva. Cu alte cuvinte, aceasta idee este prea Ingusta ca sd dea un

criteriu pentru obiectivitatea matematicii.

In fata acestei dificultiti, fictionalistul poate oferi, dupa pirerea mea, citeva

28 S-ar putea argumenta ci notiunea de izomorfism poate fi definitd in acord cu principiile constructiviste si ci,
prin urmare, ideea de categoricitate poate fi folosita drept criteriu pentru obiectivitate, chiar dacé logica de ordin
superior este respinsa. In sprijinul acestui argument, vreau doar si mentionez aici ci o teorie de ordinul intai
poate fi categorica in sensul urmator: daca o astfel de teorie are o interpretare (unica pana la isomorfism) de o
anumita cardinalitate k, atunci ea este categoricd pentru toate cardinalitatile nenumarabile (vezi Morley 1965,
Shelah 1974, si pentru o prezentare recentd, Hedman 2006, 205-211).



raspunsuri, din care voi prezenta pe scurt doar doud. Primul dintre ele ar spune pur si simplu
ca aceasta este nu este o dificultate specifica fictionalismului, ¢i una comuna tuturor celor care
adopta categoricitatea drept criteriu pentru obiectivitate. Nici un raspuns de acest tip, insa, nu
poate satisface pe deplin. Al doilea raspuns se bazeaza pe ideea ca, desi multe teorii algebrice
sunt Intr-adevar non-categorice, asta nu inseamna ca nu pot fi identificate unele care sunt
categorice. In fapt, chiar axiomele teoriei corpurilor pot fi ficute categorice daca restringem
domeniile lor de interpretare considerand invarianta relagiilor exprimate de ele numai fata de
inchiderile algebrice ale corpurilor de numere, pentru ca aceste Inchideri sunt intotdeauna
izomorfe, conform teoremei care spune ca daca Ki si K2 sunt doua inchideri algebrice ale unui
corp F, atunci functia identitate pe F defineste un izomorfism ¢:K1—K2.% Prin urmare, daca
acceptam categoricitatea drept criteriu pentru obiectivitate, atunci un enunt matematic despre
corpuri este obiectiv numai daca se refera la proprietatile inchiderilor lor algebrice. Desigur,
intrebarea evidenta care trebuie pusa aici este, la fel ca mai sus, una referitoare la
obiectivitatea enunturilor matematice despre corpuri care nu se refera la proprietatile
inchiderilor lor algebrice. Ce anume le face pe acestea, si mai general, ce anume face

sistemele de axiome non-categorice, obiective?

Intrebarea despre obiectivitatea teoriilor matematice non-categorice rimane sa fie
adresata Intr-o lucrare viitoare. Vreau totusi sa mentionez, in incheiere, un argument care
sugereaza o directie posibila pentru abordarea acestei intrebari. Acest argument apara ideea ca
obiectivitatea matematicii presupune fecunditatea ori productivitatea ei: "aceastd forma de
obiectivitate... desi nu are de a face cu adevaruri despre o ontologie matematica, are totusi de
a face cu anumite fapte, ca de pilda faptul exprimat de ideea ca conceptul de grup deschide
drumul spre numeroase rezultate matematice profunde."*” Daca aceasta forma de obiectivitate
poate fi apdratd cu success in fata posibilelor obiectii, atunci sensul in care un sistem de
axiome poate fi obiectiv, chiar daca este non-categoric, poate fi dat de fecunditatea lui. Am
putea spune, de exemplu, cd axiomele teoriei corpurilor sunt obiective, chiar daca au
interpretari neizomorfice, deoarece conceptul de corp este unul fecund ori productiv din punct

de vedere matematic.
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