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GODELOVA VETA A RELACE
LOGICKEHO DUSLEDKU

Abstrakt: Kurt Godel svym ditkazem
prvni véty o netplnosti poskytl me-
todu odhalovdni pravdy specifickych
aritmetickych vyrazii za podminky,
Ze vSechny axiomy dané formdlni
teorie aritmetiky jsou pravdivé. Dale,
vyraz, jehoz pravda je timto zpiiso-
bem odhalena, nemiiZe byt dokdzdn
v dotycné teorii. MiiZe se tedy zddt, Ze
relace logického diisledku je Sirsi nez
relace odvoditelnosti pomoci predem
definovaného souboru pravidel. Cilem
této studie je prozkoumat, za jakych
predpokladiy miize byt godelovsky
vyraz spravné povazovin za logicky
diisledek axiomii dané teorie. V této
studii se tvrdi, Ze tomu tak miiZe byt
pouze tehdy, kdyZz viechny teorémy
dané teorie jsou chdpany jako vyrazy
stejného druhu (a pravdivé ve stejném
smyslu) jako aritmetické vyrazy a jako
vyrazy o dokazatelnosti v dané teorii,
a pouze tehdy, pokud jazyk teorie
obsahuje logické vyrazy, jez umozriuji
zahrnout urcité predikdty meta-ja-
zyka do jazyka dané teorie.
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Abstract: In his proof of the first
incompleteness theorem, Kurt Godel
provided a method of showing the
truth of specific arithmetical state-
ments on the condition that all the
axioms of a certain formal theory of
arithmetic are true. Furthermore, the
statement whose truth is shown in this
way cannot be proved in the theory
in question. Thus it may seem that
the relation of logical consequence is
wider than the relation of derivability
by a pre-defined set of rules. The aim
of this paper is to explore under which
assumptions the Godelian statement
can rightly be considered a logical con-
sequence of the axioms of the theory in
question. It is argued that this is the
case only when the all the theorems of
the theory in question are understood
as statements of the same kind (and
true in the same sense) as statements
of arithmetic and statements about
provability in the theory, and only if
the language of the theory contains
logical expressions allowing to include
certain predicates of meta-language in
the language of the theory.
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Od doby, kdy brnénsky rodak Kurt Godel piekvapil matematickou verfejnost
dikazem netdplnosti axiomatickych teorif aritmetiky prirozenych ¢isel, ma
se vSeobecné za to, Ze pravdivost matematického tvrzeni je néco podstatné
jiného nez jeho dokazatelnost v nékteré axiomatické teorii. Godel totiz
ukazal, jak k libovolné bezesporné axiomatické teorii, jejiz jazyk obsahuje
vsechny vyrazové prostfedky jazyka aritmetiky, sestrojit takovou vétu v ja-
zyce aritmetiky, ktera neni v dané teorii ani dokazatelnd, ani vyvratitelna.
A jsme-li pfipraveni tvrdit, Ze kazdd véta jazyka aritmetiky je bud pravdiva,
nebo nepravdiva, mtizeme z Godelova vysledku soudit, Ze v zddné axioma-
tické teorii aritmetiky nejsou dokazatelné vsechny pravdivé véty aritmetiky
prirozenych ¢isel.

Godeluv vysledek byva nékdy interpretovan tak, Ze nékteré pravdivé
matematické vyroky nemtzeme dokazat, a tedy Ze lidské schopnosti odha-
lovat matematickou pravdu jsou podstatné omezené. Av$ak zavér, k némuz
dochazi vétsina odbornikt, je tento: z netplnosti axiomatickych teorii
neplyne, Ze by schopnosti matematikti byly takto limitované. Matematické
dokazovani se totiz mize podstatné lisit od prace v kterékoli axiomatické te-
orii. (A vyvstava tak mimo jiné otdzka, co viibec miizeme fici o matematické
praci na zdkladé zkoumdni axiomatickych teorii, jimiz se zabyva logika.)

Predstava, ze provadéni matematickych dukazti se podstatné lisi od
formalniho odvozovani teorémi v axiomatické teorii, kontrastovala v dobé
zvetejnéni Godelova dikazu s vysledky praci Alfreda Whiteheada, Bert-
randa Russella, Davida Hilberta a dalsich, jejichz aspéchy pfi axiomatizaci
podstatné ¢asti tehdejsi matematiky se zdaly naznacovat opak. Nezdalo se byt
jasné, které postupy v matematickych ditkazech nelze chépat jako odvozeni
v nékteré z axiomatickych teorii, jez byly predloZeny. Dnes se dokonce ma
za to, Ze téméf véechny (ne-li iplné vSechny) dosud provedené matematické
dukazy v oblasti aritmetiky prirozenych ¢isel (a také napt. algebry a mate-
matické analyzy) lze chapat jako odvozeni v jediné axiomatické teorii, totiz
v Zermelo-Fraenkelové teorii mnozin' s axiomem vybéru (dale jen ZFC).
A otazka, v ¢em se matematické dokazovani podstatné lisi od odvozovani
teorémil v axiomatickeé teorii, se stdle nezda byt uspokojivé zodpovézena.

Tento ¢lanek vznikl s podporou grantu ¢. 401/09/H007 Logické zdklady sémantiky Grantové

a Stépanu Machovi za jazykovou korekturu.

! Zermelo-Fraenkelova teorie mnoZin je popsdna napf. v knize: Antonin SOCHOR,
Metamatematika teorii mnoZin. Praha: Karolinum 2005, s. 17.
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Mezi odborniky se ¢asto objevuje ndzor, ze vSechny pravdivé véty arit-
metiky jsou logickymi diisledky postulatt nékteré axiomatické teorie, pres-
toze nejsou z téchto postulati odvoditelné s pomoci prostredki, jez nabizi
dana axiomaticka teorie.? Schopnost matematik dokazovat véty aritmetiky
- schopnost presahujici moznosti axiomatickych teorii - se tak mize jevit
jako schopnost vyvozovat z predlozenych axiomu logické dusledky. Netpl-
nost axiomatické teorie se pritom zda byt spojena s nedostate¢nosti logickych
ndstroji, jez axiomatickd teorie poskytuje. To lze fici také tak, Ze logicky
kalkul plné nevystihuje relaci logického dusledku. Z tohoto presvédéeni
vychézel ve tticatych letech minulého stoleti Alfred Tarski, kdyz se pokousel
charakterizovat logicky dusledek sémanticky. Vysledkem je dnes bézna
definice logického vyplyvani, v niz se vyuziva pojmu Tarského interpretace.

Hlavnim cilem tohoto ¢lanku je prozkoumat tvahy vedouci k zavéru,
ze nékteré véty aritmetiky jsou logickymi disledky axiomt nékteré ze
znamych axiomatickych teorii, aniz by byly v této teorii dokazatelné. Jde
tedy o problém formalni logiky. Dal$im cilem ¢lanku je ujasnit, co skute¢né
vime o vztahu mezi praci v axiomatické teorii a prokazovanim pravdivosti
matematickych tvrzeni a o vztahu mezi axiomatickymi teoriemi a jazykem
matematiky. Témto otdzkdm se budu vénovat zejména v poslednich tfech
oddilech.

Godelova véta o neuplnosti

Godeluv vysledek, na néjz se zamétime, je znam jako prvni véta o netplnosti
¢i jako prvni Godelova véta. Jedna z mnoha verzi prvni véty o netplnosti je
tato:®

Ke kazdé bezesporné axiomatické teorii obsahujici prvorddovou Peanovu
aritmetiku existuje takova sentence y v jazyce prvoradové aritmetiky, Ze ani
sentence Y, ani sentence —y neni dokazatelnd v dané teorii.

2 Toto rozliSeni bude vyjasnéno déle. Prozatim poznamenejme, Ze vyraz ‘axiomaticka teorie’
zde pouzivame v tomtéZ vyznamu, v jakém se ¢astéji pouziva vyraz ‘formalni systém’ - totiz
Ze za soucdst axiomatické teorie povazujeme i logicky kalkul.

3 Srv. Kurt GODEL, ,,Uber formal unentscheidbare Sitze der Principia Mathematica und
verwandter Systeme I, Monatshelfe fiir Mathematik und Physik, ro¢. 38, 1931, s. 187. Viz také:
Vitézslav SVEJDAR, Logika: netiplnost, sloZitost a nutnost. Praha: Academia 2002, s. 318, 327,
329.

61



Jaroslav Zouhar

Poznamenejme, ze formule jsou fady znakt slouzici jako symbolické
zapisy vét a do jazyka prvoradové aritmetiky patfi formule sestavajici
z logickych symbolt V’, ‘T, ‘=, ‘A, v, ‘=" (ptipadné jiné, ekvivalentni sady
logickych symbolil), mimo-logickych symbola ‘0, s’, ‘+” a *’ (pfipadné jiné,
ekvivalentni sady aritmetickych symboli; symbol ‘s’ tu zna¢i funkci nasled-
nika neboli zvySovdni o 1), jmennych proménnych x , x, ... a interpunkénich
znamének ‘( a ‘).* Sentence jsou formule urcitého druhu (totiz formule
neobsahujici volné proménné, pri¢emz volna proménnd odpovida zajmenu,
jehoz denotat ma byt uréen kontextem, v némz se formule vyskytuje). For-
mule ma vystihovat logickou formu véty: ma vyjadrovat obsah véty takovym
zplisobem, aby bylo mozné na zakladé syntaktické struktury tohoto zapisu
dostate¢né snadno urdit, které véty z ni 1ze logicky odvodit.

Axiomatickd teorie je tvofena sadou formuli (axiomi) a sadou odvozo-
vacich pravidel, jez urc¢uji, jakym zptisobem lze odvozovat formule z jinych
formuli (napt. z axiomu), a to ¢isté na zakladé syntaktickych vlastnosti zu-
¢astnénych formuli.®> Mnozina axiomil je pfitom takova, Ze existuje algorit-
mus, jehoZ pomoci lze o libovolné zvolené formuli z této mnoziny ovéftit, ze
formule do této mnoziny patfi - tedy Ze je axiomem dané teorie. Stanovenim
axiomu a odvozovacich pravidel je uréena mnozina formuli, jez lze odvodit
z axiomu dané teorie s pomoci jejich odvozovacich pravidel. Tyto formule
se nazyvaji dokazatelnymi v dané axiomatické teorii. O libovolné formuli v,
pro niz plati, ze formule —y je dokazatelna v dané axiomatické teorii, budu
fikat, Ze je v této teorii vyvratitelnd.

Bezespornymi axiomatickymi teoriemi se zde mysli takové, v nichz nelze
dokézat zadné dvé formule ¢ a y, kde y je tvaru ‘—¢’. Prvofddovi Peanova
aritmetika (PA) je jistd axiomatickd teorie obsahujici jen axiomy aritmetiky,
jez jsou povazovany za evidentné pravdivé, a nékteré axiomy a odvozovaci
pravidla prvoradové logiky.® To, Ze axiomaticka teorie obsahuje PA, zna-
mena, ze teorie bud primo obsahuje v§echny axiomy a odvozovaci pravidla
PA, anebo jsou tu vSechny axiomy PA dokazatelné a aplikace kazdého odvo-
zovactho pravidla PA se da nahradit aplikaci nékolika pravidel dané teorie.

*1bid., s. 137-139.

5Castéji se axiomatickou teorii mysli mnozina (mimo-logickych) axiomi spole¢né s mnozinou
véech formulijazyka, do néjz tyto axiomy patii. Tak je vyhodné uvazovat v piipadé, Ze je pevné
déano, ktera odvozovaci pravidla lze pouzit pfi odvozovani z axiomt. Pro uvahy rozvijené
v tomto ¢lanku v$ak bude vyhodnéjsi povazovat axiomy a odvozovaci pravidla logiky za
soucast axiomatické teorie. Srv. SVEJDAR, Logika, s. 28-30, 156-157, 160.

°1bid., s. 275-276.
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Sentenci v, jejiz existenci tvrdi prvni Gédelova véta, budu nazyvat gode-
lovskou sentenci ptislusnou k dané axiomatické teorii. Godelovskou sentenci
prislusnou k néjaké axiomatické teorii T'budu znacit y,.

K vysledku o netplnosti dospiva Godel touto tvahou: Axiomatickou
teorii miZeme povazovat za matematickou strukturu a mnozinu formuli
dokazatelnych v dané teorii za mnozinu matematickych objektt s urcitymi
matematicky popsanymi vlastnostmi.” Diky tomu mZeme nékteré axioma-
tické teorie povazovat za predmeét sebe samych a nékteré formule jazyka zkou-
mané teorie lze povazovat za véty o dokazatelnosti v dané teorii. S vyuzitim
rafinovaného triku se navic Godelovi podafilo najit zptisob, jak k libovolné
zvolené axiomatické teorii T sestrojit takovou formuli jazyka aritmetiky,
kterd ,,tvrdi® svou vlastni nedokazatelnost v teorii T, - tedy takovou formuli,
ktera je jakoZto tvrzeni o ptirozenych Cislech pravdiva pravé tehdy, kdyz
neni dokazatelnd v teorii T. Touto formuli je godelovska sentence y,.

Podstatnou vlastnosti godelovské sentence je ta, Ze formule je tvaru ‘Vx
¢(x)’, kde kazda pravdiva formule ¢(n) je v dané teorii dokazatelnd a kazda
nepravdivd formule @(n) je v této teorii vyvratitelnd.® Z toho lze (pfi znalosti
axiomi a odvozovacich pravidel PA) usoudit, Ze je-li formule y, v beze-
sporné teorii obsahujici PA dokazatelna, pak je pravdiva. Na zakladé toho se
da jiz dojit k zavéru, ze je-li dana teorie obsahujici PA bezesporna, pak v ni
godelovskd formule neni dokazatelna, a tedy je pravdiva.

Relace logického diisledku: Tarského analyza

Pred rokem 1931 bylo ve formélni logice zvykem uvaZzovat o relaci logic-
kého dusledku predevsim jako o relaci odvoditelnosti. Za logické dtisledky
mnoziny axiomd byly povazovany véty (¢i formule), jez bylo mozno z téchto
axiomi odvodit jen s vyuzitim logiky.” Takto chdpanou relaci logického

’Kurt GODEL, ,,Uber formal unentscheidbare Sitze der Principia Mathematica und verwandter
Systeme L. Monatshefte fiir Mathematik und Physik, sv. 38,1931, s. 174.

8 Formuli ¢(n) se zde mysli formule, ktera vznikne dosazenim jména ¢isla n (tedy termu tvaru
‘ss...s0’, kde se symbol ‘s’ vyskytuje n-krat) za proménnou x ve formuli @(x). Zapis ¢(x) znaci,
ze formule ¢ obsahuje volnou proménnou x a Zddné jiné volné proménné.

°Srv. Alfred TARSKI, ,,Fundamental Concepts of the Methodology of the Deductive Sciences.”
In: Logic, Semantics, Metamathematics, Papers from 1923 to 1938. Ptekl. J. H. Woodger.
Claredon Press, Oxford, 1956, s. 63: “Let A be an arbitrary set of sentences of a particular
discipline. With the help of certain operations, the so-called rules of inference, new sentences
are derived from the set A, called the consequences of the set A. To establish these rules of
inference, and with their help to define exactly the concept of consequence, is again a task of
special metadisciplines.”
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dasledku se zdalo byt prirozené explikovat tak, Ze se popise soubor odvozo-
vacich pravidel, kterd Ize pfi odvozovani logickych dtisledkt vyuzit. Diky
Godelové ditkazu dplnosti kalkulu pro prvoradovou logiku z roku 1929 se
navic zdalo, ze takovouto explikaci lze provést vycerpavajicim zptisobem: ze
je mozné popsat takova pravidla logiky, ktera umozni odvodit kazdy logicky
dusledek libovolné mnoziny vét (¢i formuli).!

Situace se v8ak zcela zménila diky Godelovym vétam o neuplnosti.
V ¢lanku z roku 1936 pise Alfred Tarski:

Some years ago I gave a quite elementary example of a theory which shows the
following peculiarity: among its theorems there occur such sentences as:

A,. 0 possesses the given property P,
A,. 1 possesses the given property P,
and, in general, all particular sentences of the form
A . n possesses the given property P,

where ‘n’ stands for any symbol which denotes a natural number in a given (e. g.,
decimal) number system. On the other hand the universal sentence:

A. Every natural number possesses the given property P,

cannot be proved on the basis of the theory in question by means of the normal
rules of inference. This fact seems to me to speak for itself. It shows that the
formalized concept of consequence, as it is generally used by mathematical logi-
cians, by no means coincides with the common concept. Yet intuitively it seems
certain that the universal sentence A follows in the usual sense from the totality
of particular sentences ApA, . LA, Provided all these sentences are true, the
sentence A must also be true.!

Z Tarského tvahy se zda, Ze relace logického dusledku musi byt bohatsi
nez relace odvoditelnosti s pomoci béznych odvozovacich pravidel. Navic
se situace podstatné nezméni ani pridanim dal$ich odvozovacich pravidel.
Tarski totiz vychazi z prvni Gédelovy véty o netplnosti, jez se vztahuje na
kazdou bezespornou axiomatickou teorii obsahujici PA. Z Gédelova dikazu

1 Kurt GODEL, ,Die Vollstindigkeit der Axiome des logischen Funktionenkalkiils®
Monatshefte fiir Matematik, sv. 37, 1930, s. 349-360.
! Alfred TARSKI, ,,On the Concept of Logical Consequence,”s. 410-411.
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plyne (jak Ize usoudit z toho, co bylo feceno vyse), Ze ke kazdé takové teorii
existuje sentence tvaru ‘Vx @(x)’, o niz plati:

- Pro kazdé ptirozené ¢islo n je v dané teorii dokazatelnd formule

9(n),

- Formule tvaru “Vx ¢(x)’ neni v dané teorii dokazatelna.

Jestlize vlastnost vyjadfenou formuli ¢(x) oznaé¢ime P, pak formule ¢(0)
vyjadiuje totéz tvrzeni jako véta A, formule @(1) vyjadiuje totéz tvrzeni
jako véta A , atd.

Které tvrzeni nyni vyjadfuje formule tvaru ‘Vx ¢’? Pfimocaré ¢teni této
formule by bylo:

B. Vsechna x maji vlastnost P.
Tarski v§ak mluvi o vété
A. Viechna ptirozend ¢isla maji viastnost P,

jediné o niz se da fici, Ze je dGsledkem vét A, A, ... Formuli tvaru “Vx ¢’
1ze tedy povazovat za dtisledek vech formuli @(n) jen v pripadé, Ze za sou-
¢ast vyznamu kvantifikdtoru vV’ nebo jmennych proménnych povazujeme
to, Ze do oboru kvantifikace patti jen pfirozena ¢isla.

Jestlize ma navic véta A byt logickym dlisledkem vét A, A, ..., musi byt
logicky zaruceno, zZe kazdé prirozené Cislo je oznaceno nékterym z vyrazi
0,1, 2, .. (tedy ‘0’ s0’, ‘ss0’, ...). Jinak feceno, vyrazy aritmetiky je tfeba po-
vazovat za logické vyrazy. Av§ak v ptipadé, Ze by aritmetické symboly byly
soucasti jazyka logiky, byla by formule tvaru ‘Vix ¢’ logicky platna (,,tautolo-
gicka®), a proto by byla logickym dusledkem kterychkoli formuli. Nebylo by
pak potieba zminovat se o vétich A, A, ... Diky tomu se Tarského ptiklad
muze zdat ponékud zarazejici.> Abychom véc vyjasnili, popiSme podrob-
néji, co se rozumi relaci logického diisledku.

Vztah logického diisledku lze chapat pfinejmensim dvéma zpusoby. Lze
jej chapat jako

- vztah mezi vétami (pfipadné mnozinami vét a vétami), nebo jako

- vztah mezi vétnymi formami (pfipadné mnozinami vétnych forem

a vétnymi formami), obsahujicimi jen logické symboly, proménné
a interpunk¢ni znaky.

12Viz napt.: Jim EDWARDS, ,,Reduction and Tarski’s Definition of Logical Consequence.“ The
Notre Dame Journal of Formal Logic, ro¢. 44, 2002, ¢. 1, s. 49-51.
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V prvnim ptipadé dospéjeme k relaci logického dusledku tak, ze ptipady
dusledku rozdélime na

- ptipady logického disledku,
- ptipady jiného dtsledku.

To je dnes bézné charakterizovat skrze to, vyznam kterych vyrazi vy-
skytujicich se v zui¢astnénych vétach zajistuje, Ze jedna véta je tu dtisledkem
jinych (pfi¢emz to, které gramatické kategorie vyraz je, se nepovazuje za
otazku jeho vyznamu). Tohoto rozliSeni 1ze docilit tak, Ze se vyrazy, z nichz
jsou véty slozeny, rozdéli na

- logické vyrazy,
- mimo-logické vyrazy.

Rafinovanéjsi feseni, jak rozlisit mezi logickymi diasledky a disledky
jiného druhu, je ptifadit vétam logické formy (formule), které jiZ neobsahuji
mimo-logické konstanty (tj. jiné nez logické vyrazy s pevné urenym vy-
znamem). Zkoumani relace logického disledku mezi vétami (pfipadné mezi
mnozinami vét a vétami) pak prechdzi na zkoumani vztahti mezi vétnymi
formami (pfipadné mezi mnozinami vétnych forem a vétnymi formami).

Pritazeni formuli vétam je v podstaté rozpracovanim predchoziho
postupu, kdy se vyrazy daného jazyka rozlisi na logické a mimo-logické: ve
formuli je ex definitione rozliSeno, které vyrazy jsou logické a které nikoli.
Navic je takto mozné charakterizovat i neslozeny vyraz ve vété jako ,¢ds-
te¢né logicky™ prisoudit mu urcity logicky obsah, v némz ovSem nespociva
cely vyznam vyrazu. Napriklad vété

Existuje prvocislo vétsi nez 42

bychom mohli ptifadit logickou formu
dx (P(x) A x > 42),

ale také bychom mohli nahradit vyraz
x>42

vyrazem

(Fzx=4242) A =(x =42)
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a vété priradit tuto logickou formu:
dx (P(x) A (Fz x = 42+2) A —(x = 42)).

V tom pripadé uz se vyrazem vétsi nez’ nezachazi ani jako s logickym
vyrazem (pokud znak ‘+’ nepovaZujeme za logicky vyraz), ani jako s vyra-
zem (isté mimo-logickym, nybrz ptisuzuje se mu urcity logicky obsah.

Vratme se k Tarského ptikladu. Zde se zdalo, jako by vztah logického
vyplyvani byl vztahem mezi vétami. Av$ak aby ptiklad daval dobry smysl
(je-li to mozné), je potreba pocitat s néjakym uréitym pritazenim vétnych
forem zucastnénym vétam, a to s jinym prifazenim, nez které jsme popsali
vyse.

Jedna moznost, jez ptipada v Gvahu, je pfipisovat vétam typu

Vsechna pfirozena ¢isla maji vlastnost P
logickou formu
Vx (v(x) > 9(x)),

kde formule ¢(x) vyjadfuje vlastnost P a formule v(x) vyjadiuje vlast-
nost byt pfirozenym Cislem. Aby navic v Tarského prikladu $lo o logické
vyplyvani, musela by vlastnost byt pfirozenym ¢islem byt popsana tak, aby
bylo logicky zaruceno, ze véechny predméty oznacené vyrazy ‘0, ‘s0’, ‘ss0’
atd. jsou pfirozena ¢isla.

Jak zapsat, Ze kazdé prfirozené ¢islo je oznadeno bud termem ‘0’, nebo
termem ‘s0’, nebo termem ‘ss0’, atd., jen s pomoci logickych vyrazt? Chtélo
by se vyuzit nekone¢nou disjunkci:

Vx (x je ptirozené Cislo > (x=0v x=s0vx=s50V..),

ale tu bychom nikdy nenapsali.”” K nejbéznéjsimu feseni této obtize mizeme
dospét nasledujici tvahou.

® Poznamenejme, Ze kdybychom pracovali s jazykem obsahujicim takovéto nekoneéné
formule, museli bychom tvrzeni vyjddiena témito formulemi vyjadfovat v néjakém meta-
jazyce popisujicim tyto nekone¢né formule. Jazyk, v némz bychom ona tvrzeni ve skute¢nosti
vyjadrovali, by tedy byl jazyk popisujici ony formule.
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Abychom vyjadrili to, ze kazdé prirozené ¢islo je nékterym z predmétt
v, 4 <N ¢ > < b Y7 .
oznacenych termy ‘0, ‘s0’, ‘ss0’ ..., sta¢i popsat libovolnou vlastnost, kterou
maji tyto predméty a zadné jiné, a fici, Ze vSechna prirozena ¢isla maji tuto
vlastnost. A kdyZz se nam zadnou takovou vlastnost nedafi pfimo popsat,
muzeme Fici toto:

Vsechna ptirozend Cisla maji vechny vlastnosti, jeZ maji predméty
oznacené termy 0’, s0, ‘ss0’ atd., a nic jiného nez ptirozené Cislo nemad
vSechny tyto viastnosti

a spoléhat se na to, Ze mezi vlastnostmi, o nichz se tu mluvi, je i néktera
vlastnost, jiz maji pravé vSechny pfedméty oznacené termy ‘0’, ‘s0’, ‘ss0’ atd.
Vlastnost byt pfirozenym cislem lze pak vyjadrtit druhofddovou formuli*

VV((V(0) A Vy(V(y) > V(sy) > V().

Jestlize tuto formuli oznacime ‘N(x)’, mtizeme Tarského vété A pripiso-
vat logickou formu ‘Vx (N(x) > ¢(x))’.

Od axiomatické teorie, v jejimz jazyce se kvantifikace pres véechna pfi-
rozend ¢isla provadi takto, uz nelze ocekavat, ze by spliovala vyse uvedené
predpoklady prvni Godelovy véty. Napriklad misto axiomu PA

—xsx=0
l1ze oCekavat axiom
—Jdx (N(x) A sx=0),

ptipadné jiné axiomy, z nichz bude tato formule odvoditelna.'® Takova
axiomatickd teorie pak nebude pfimo obsahovat PA. Da se ovSem snadno
ukazat, Ze Gédelovu vétu lze zobecnit i pro kazdou takovou axiomatickou
teorii T, Ze formulim jazyka PA je mozno pfifadit odpovidajici formule
jazyka teorie T tak, aby v§echny formule ptifazené formulim dokazatelnym

'“Na této uvaze miize ¢tenaf opravnéné shledavat cosi podeztelého. K tomu se vratime pozdéji.
*O druhotadovou formuli jde proto, Ze se tu s pomoci vyrazu ‘VV’ kvantifikuje pres vlastnosti.
' Poznamenejme, Ze otdzku, které vété je prifazena ktera formule, neni tfeba zodpoveédét
pii popisu axiomatické teorie ¢i jejiho jazyka. Jestlize je vSak zndmo, jakym zpiisobem
se véty aritmetiky zapisuji s pomoci formuli jazyka dané teorie, da se ocekavat, Ze axiomy
a odvozovaci pravidla teorie tomu budou odpovidat.
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v PA byly dokazatelné v teorii T a aby kazdym dvéma formulim ¢ a ‘¢’
v jazyce PA byly prifazeny takové formule, ze z dvojice téchto formuli 1ze
v teorii T odvodit nékteré formule y a ‘—y’.

U vyS$e uvedeného prikladu Tarski ve skute¢nosti pocital s tim, ze vétam
A, A, A, ... odpovidaji formule predikitové logiky vyssiho fadu.”” Otdzka,
jestli druhotadova formule ‘Vx (N(x) > ¢(x)) logicky vyplyva ze vSech
formuli @(n), je v podstaté tataz jako otdzka, jestli formule tvaru ‘Vx ¢(x)’
logicky vyplyva ze v§ech formuli ¢(n) a druhotadového axiomu indukce.
K této otazce se vratim pozdéji. Prozatim lze fici toto: Tarského analyza vede
k zavéru, ze relaci logického diisledku pro logiky vyssich fddii nelze vymezit
s pomoci souboru axiomu a odvozovacich pravidel.

Poznamenejme, Ze predchozi Gvahy vedly Tarského k sémantické defi-
nici logického dusledku, jez se dnes povazuje za standardni zptsob, jak tuto
relaci vymezit:

The sentence X follows logically from the sentences of the class K if and only if
every model of the class K is also a model of the sentence X."®

Modelem sentence nebo mnoziny sentenci se pfitom mysli takova inter-
pretace mimo-logickych symbolt vyskytujicich se v téchto sentencich, pfiniz
jsou ony sentence pravdivé.”” Takto definovanou relaci logického dtisledku
je zvykem nazyvat logickym vyplyvinim. Logicky kalkul (soubor axiomt
a odvozovacich pravidel logiky) je dnes zvykem chapat jako nastroj, jak tuto
relaci (alespon ¢aste¢né) popsat s pomoci jinych prostedkd.

'7Pti studiu Tarského ¢lanku muze byt ponékud matouci to, Ze Tarski se tu (v poznamce pod
¢arou) odkazuje k jinému ¢ldnku, v némz véty podobné vétam A, A0, Al ... zapisuje s pomoci
formuli logiky tfetiho fadu, v nichZ se nevyskytuji Zzddné mimo-logické vyrazy. K analyze
takového pripadu logického dusledku pak Tarského definice vyplyvani (viz dédle) nijak
nepfispiva. Na jiném misté ovéem ptipisuje podobnym vétdm formule druhotadové logiky,
a v tom pripadé dava jeho analyza mnohem leps$i smysl (srv. EDWARDS, ,Reduction and
Tarski’s Definition of Logical Consequence,”s. 55-57).

8 TARSKI, ,,On the Concept of Logical Consequence,* s. 417. Srv. téz: SVEJDAR, Logika,
s. 147-148.

 Dnes je zvykem definovat pfesné, jakou podobu mohou muzZe mit interpretace mimo-
logickych vyrazil. Viz napt. SVEJDAR, Logika, s. 140143, 147. Stoji za povSimnuti, Ze za
soudast této interpretace se povazuje i stanoveni oboru kvantifikatort. To neni otdzka nasi
volby: je to jedind moznost, jak umoznit rigorézné definovat pravdivost formuli pfi dané
interpretaci. Viz téz dale.
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Vyplyva godelovska formule z axiomt aritmetiky?

K zavéru, ze nékteré axiomatické teorie maji gédelovskou sentenci (prislus-
nou vzdy k dané teorii) za svij logicky dusledek, 1ze dospét i jinym zpu-
sobem, nez jakym k nému dospél Tarski. Jedna tvaha vedouci k takovému
zavéru je tato:

- Necht odvozovaci pravidla axiomatické teorie T jsou logicky sprdvnd a do
jazyka teorie T patti viechny formule prvofddové aritmetiky.

- Predpoklidejme, Ze vSechny axiomy teorie T (at uz jsou to kterékoli) jsou
pravdivé. Godel dokdzal, Ze existuje sentence y, jazyka aritmetiky, kterd
je ekvivalentni s tvrzenim nedokazatelnosti ji samé v teorii T. Predpo-
kladejme, Ze by formule y,_ byla dokazatelnd v teorii T. Diky tomu, Ze
vSechny axiomy teorie T jsou pravdivé a z pravdivych axiomii neni v teorii
T mozno odvodit nepravdivé tvrzeni, byla by pravdivd i sentence y,. To
by ale vzhledem k tomu, co y, tvrdi, znamenalo, Ze y, neni dokazatelnd
v teorii T, coZ je v rozporu s predpokladem, Ze by y, byla dokazatelnd
vteorii T. Formule y tedy neni dokazatelnd v teorii T, a tudiz je pravdivd.

- Ukdzali jsme, Ze pravdivosti axiomii teorie T je zarucena pravdivost
sentence y,, a tedy zZe formule y, vyplyvd z axiomi teorie T.

Zda se, jako bychom ukazali, ze z axiomt teorie T vyplyva formule,
ktera neni z téchto axiomt odvoditelnd s pomocilogického kalkulu, a pokud
jde o teorii s jazykem prvoradové logiky, nevyplyva z ni podle bézné definice
logického vyplyvani.

Je tu ale hacek: v ivaze se podstatné vyuzivé toho, co sentence y, tvrdi
jakozto vyrok aritmetiky. Pfredpokldda se, Ze y, je ekvivalentni s tvrzenim
nedokazatelnosti ji samé v teorii T. Jestlize vSak zkoumame vztah logického
vyplyvani, je potfeba odhliZet od vyznamu mimo-logickych symbolt (viz
vyse). Predchozi tivahu proto sice miizeme poklddat za soucast zdtivodnéni
toho, Ze sentence vy, je jakozto tvrzeni aritmetiky pravdiva, ale nikoli za
zdtivodnéni toho, Ze formule logicky vyplyva z axiomt teorie, o niz je tu fec.
Abychom prokdzali, Ze y, logicky vyplyva z axiomu teorie, by bylo potieba
dokazat, Ze axiomy dané teorie nepripoustéji takovy vyznam mimo-logic-
kych vyrazt ve formuli y,, pfi némz by formule méla jinou pravdivostni
hodnotu nez tvrzeni jeji nedokazatelnosti v teorii T. Pfitom za dtsledek
Godelovych vét se naopak povazuje, ze (alesponl v pripadé teorii s jazykem
prvoradové logiky) plati:
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Jazyk teorie T je mozné interpretovat v souladu s jejimi axiomy tako-
vym zplisobem, Ze sentence y, neni pravdiva, pfestoze neni dokazatelnd
v teorii T.

Zda se tedy, ze o pfedchozi uvaze lze fici totéz co o ivaze Tarského:
abychom piipad dtsledku, o néjz se tu jedna, mohli povazovat za pripad
logického disledku, museli bychom aritmetickym symboltim pfisuzovat
jisty logicky obsah.

Je tu vSak pozoruhodna jedna véc: povazuje se za nepochybné, ze Kurt
Godel dokdzal ekvivalenci mezi gédelovskou sentenci y,. (jakoZto tvrzenim
o pfirozenych ¢islech) a tvrzenim jeji nedokazatelnosti v teorii, o niz se
jedna. Kdybychom vyjadrili aritmetické znalosti, diky nimz tento dikaz
shledavime spravnym, s pomoci axiomu nékteré teorie, pak by axiomy této
teorie musely logicky zarucovat, ze formule y, je ekvivalentni s tvrzenim
nedokazatelnosti sebe samé v teorii T. Které axiomy jsou tfeba k diikazu
ekvivalence godelovské formule s tvrzenim jeji nedokazatelnosti v dané
teorii?

Znalosti aritmetiky vyuzZivané v Godelové dikazu

V Godelové dikazu prvni véty o nedplnosti lze najit podstatnou ¢ast zdi-
vodnéni toho, Ze gddelovska sentence je ekvivalentni s tvrzenim nedokaza-
telnosti ji samé v teorii, o niz se jedna. Poznamenejme vsak, ze v Godelové
ditkazu se ekvivalence mezi godelovskou sentenci a tvrzenim jeji nedokaza-
telnosti netvrdi a k tomu, abychom Gédeliiv dikaz shledali spravnym, neni
potteba tuto ekvivalenci rozpoznat. Gédelovym cilem tu neni dokézat, ze
godelovskad sentence je pravdivd. Jde tu o to dokdzat, ze neni v dané teorii ani
dokazatelnd, ani vyvratitelnd. Obecnéji lze fici, Zze o formulich zkoumané
teorie se v Godelové dikazu mluvi jako o fadach znaki, avsak nikoli jako
o tvrzenich: formulim neni pfipisovana pravdivost a nezkouma se tu, které
tvrzeni ktera formule vyjadfuje.® Z Godelova diikazu je vSak dostate¢né
jasné, ze godelovskd sentence je jakozto tvrzeni aritmetiky ekvivalentni
s tvrzenim nedokazatelnosti sebe sama ve zkoumané teorii.
Prozkoumdnim Gédelova ditkazu a toho, co v Gédelové dikazu k ové-
feni ekvivalence mezi godelovskou formuli a tvrzenim jeji nedokazatelnosti

? Godel napiiklad vyuzivd toho, ze rekurzivni relace jsou tzv. zachytitelné v teoriich
obsahujicich PA, ale nikoli, Ze jsou tu tzv. vyjddritelné. Srv. napt.: Peter SMITH, An Introduction
to Godel’s Theorems. Cambridge: Cambridge University Press 2007, s. 28-36, 106-117. Viz také
GODEL, ,,Uber formal unentscheidbare Sitze,“ s. 186.
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v dané teorii chybi, se da vypozorovat, ze k ditkazu ekvivalence sta¢i vyuzit
tyto znalosti o pfirozenych ¢islech:*

- znalosti zachycené v PA,

- moznost rekurzivné definovat aritmetické funkce,

- princip indukce pro vlastnosti popisované nejen s pomoci vyraza
jazyka aritmetiky, ale také s pomoci vyrazi popisujicich formule
jazyka doty¢né teorie a dokazatelnost v ni.?

K druhému bodu miizeme fici toto: s vyuzitim zakladnich znalosti
o kone¢nych posloupnostech ptirozenych ¢isel Ize dokazat, Ze v jazyce PA
lze vyjadrit kazdou rekurzivné definovanou funkci a o takto vyjadrenych
funkcich je toho v teorii PA dokazatelného dostate¢né mnoho (pfesnéji
feceno, pro kazdou takovou funkci f a kazdé ¢islo n 1ze v PA dokézat sen-
tenci vyjadrujici tvrzeni, ze funkce f ma v bodé n jednozna¢né definovanou
hodnotu).?®

K tomu, aby v jazyce s formou predikdtové logiky bylo mozno vyjadrit
potfebné axiomy indukce, sta¢i vhodné obohatit jazyk teorie PA. Naptiklad
sta¢i dodat do jazyka termy slouzici k oznaceni jednotlivych znakt daného
jazyka, pripadné predikdtové symboly pro popis elementarnich gramatic-
kych kategorii, do nichZ spada nekonecné mnozstvi znak (a které by proto
nemuselo byt mozné v jazyce bez téchto predikatovych symbolt definovat),
dale jmenné proménné k oznaceni (kone¢nych) fad znakt a predikatovy
symbol k vyjadfeni toho, Ze urdity znak se nachdzi na uréitém misté v urcité
fadé znakd. Jedna moznost, jak to konkrétné provést, je pridat k jazyku
teorie PA:

- dalsi dva druhy jmennych proménnych, pfi¢emz za obor promén-
nych 2. druhu se budou povazovat kone¢né fady znakt nebo ¢isel
a za obor proménnych 3. druhu se budou povazovat jednotlivé
znaky,

2! Poznamenejme, ze pro porozuméni hlavnim mys$lenkdm ¢lanku neni potfeba rozumét
nasledujicim ¢astem zaméfenym na ,technické“ problémy.

22 Princip indukce lze vyjadrit takto: Jestlize ma néjakou vlastnost ¢islo 0 a plati, ze ma-li ji
blize neurcené ¢islo n, md ji i ¢islo n+l, potom tuto vlastnost maji viechna prirozena ¢isla
(viz téz dale). Diky principu indukce aplikovatelnému na vlastnosti popsané s pomoci meta-
jazykovych vyrazi je mozné dokdzat, ze kazdému ¢islu s urditou aritmetickou vlast-nosti (jiz
Godel nazyvé sugestivné ‘ist ein Beweis fiir die Formel y’) odpovida néktery dikaz v dané
teorii, a diky tomu pak vyjadfit v jazyce aritmetiky tvrzeni o dokazatelnosti formuli v této
teorii.

Viz napt.: SVEJDAR, Logika, s. 313-316, 331-332.
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- vdechny termy tvaru Znak 2’, kde z je libovolny znak pravé popiso-
vaného jazyka, pricemz (nesloZeny) term ‘Znak z’ bude povazovan
za atomicky a bude oznadovat znak z,

- jednomistné predikitové symboly ‘P, ‘P, a ‘P, pficemz v kazdé
elementdrni formuli tvaru ‘P ()’ je term ¢ tfetiho druhu a formule
vyjadfuje tvrzeni, ze znak oznaceny proménnou f je proménna
i-tého druhu,

- trojmistny predikdtovy symbol ‘N’, pficemz v elementdrni formuli
tvaru ‘N(t,, t,, t,)’ je term ¢, prvniho druhu (téhoZ druhu jako jmenné
proménné jazyka prvoradové aritmetiky), term ¢, druhého druhu
aterm t, prvniho nebo tfetiho druhu a tato formule ma vyznam: na
t,-tém misté fady oznacené proménnou ¢, je znak nebo Cislo ozna-
¢ené proménnou ¢,.**

V pravé popsaném jazyce je mozno pomérné primocafe vyjadrit
vSechny znalosti o pfirozenych ¢islech potrebné k tomu, abychom Godelav
dikaz rozpoznali jako spravny. Tyto znalosti Ize zachytit souborem axiomi
tvofenym:

- matematickymi axiomy teorie PA,
- axiomy tvaru

((¢(0) A Vx (@(x) > @(sx))) > Vix ¢(x)),

kde ¢ je libovolna formule roz$ifeného jazyka, predpoklddame-li zna-
losti logiky a nékteré zakladni znalosti o fadach znakd. Axiomatickou teorii
s témito axiomy ozna¢me ‘M’. Nové zavedené termy a predikatové symboly
budeme déle nazyvat meta-jazykovymi vyrazy.

Axiomy teorie M zachycuji aritmetické znalosti potfebné k dtikazu ekvi-
valence godelovské sentence (pfislusné k libovolné zvolené teorii se stejnym
jazykem, jako je jazyk teorie M, nebo chud$im) s tvrzenim nedokazatelnosti
této sentence v dané teorii. V jazyce teorie M mizeme nyni, s vyuzitim
meta-jazykovych vyrazi, sestrojit formuli, jez pfimocare vyjadiuje vétu,
ze godelovska sentence piislusna k teorii M neni v teorii M dokazatelna.
Oznac¢me tuto formuli takto:

—Dok, (y,)-

#Poznamenejme, Ze v této vété jsme se dopustili logické chyby.
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V ptipadé, Ze vyznam véech logickych a meta-jazykovych vyrazi jazyka
teorie M povazujeme za znadmy, mizeme z axiomu teorie M usoudit, ze
sentence Y, je ekvivalentni s vétou vyjddfenou formuli —Dok(y,), a tedy
také, Ze je pravdiva. Povazujeme-li meta-jazykové vyrazy jazyka teorie M
za logické vyrazy, mizeme tvrdit, Ze formule y,, je logickym disledkem
axiomi teorie M.*

V pripadé, Ze bychom meta-jazykové vyrazy jazyka teorie M povazovali
za mimo-logické, byla by situace velmi podobna jako v ptipadé PA: axiomy
teorie by nezarucovaly, Ze formule

—Dok  (y,)

ma vyznam tvrzeni nedokazatelnosti godelovské formule prislusné k dané
teorii v ni samé.

Diikaz godelovské sentence

Volbou jazyka, soucasti jehoz logického vyraziva jsou meta-jazykové vyrazy,
1ze docilit toho, Ze gddelovska sentence prislu$na k nékteré axiomatické teorii
s timto jazykem bude logickym dtisledkem axiomu dané teorie. Pfikladem
je teorie M. Tim, ze za soucast logického vyraziva nékteré teorie zvolime
takové vyrazy, ovéem nezodpovime otdzku: ¢im je dédno, Ze odpovidajici
vyrazy na$eho jazyka maji tento vyznam? V ¢em spociva naptiklad to, Ze
urdity vyraz oznacuje urcitou formuli, nebo to, ze uréita formule vyjadfuje
vlastnost byt dokazatelnd v této axiomatické teorii?

Jedna moznost, jak vyjasnit, v ¢em spociva vyznam nékterych vyrazi,
je prozkoumat, jakou roli hraji véty obsahujici tyto vyrazy v ditkazech. Za-
méfime se proto na to, jak lze s vyuzitim vyraz vyjadfujicich vlastnosti
formuli dokazat pravdivost godelovské sentence prislusné k nékteré axio-
matické teorii T, z pfedpokladu, Ze v§echny axiomy teorie T jsou pravdivé

»Jestlize logické vyrazivo chapeme jako nastroj k vyjadfovani vét o odvoditelnosti, ptipadné
o vztazich mezi pravdivostnimi hodnotami vyroki, zda se, Ze je dobry diivod povazovat tyto
vyrazy za logické. Srv. Jaroslav PEREGRIN, ,,What is the Logic of Inference?* Studia Logica,
roc. 88,2008, ¢. 2,s. 268-271.
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a jeji odvozovaci pravidla zachovavaji pravdivost.? Dikaz miizeme ¢aste¢né
symbolicky zapsat takto:*

V7 (¥ je axiom teorie T > # je pravdiva) (predpoklad)

V7 (¥ je dokazatelnd v T > # je pravdiva) (indukci z 1.)

Y, je dokazatelnd v T -y, je pravdiva (logicky disledek 2.)

Y, je pravdivé > y, neni dokazatelnd v T (diky tomu, Ze y, je gode-
lovska sentence)

Yy, neni dokazatelna v T (logicky dtsledek 3. a 4.)

6. Yy, jepravdivé (diky tomu, Ze v, je godelovska sentence)

Lalh N S

w

Takto tedy lze zdivodnit pravdivost godelovské sentence pro libovol-
nou teorii, jejiz axiomy shledavame pravdivymi.?® Tim jsme ale neodvodili
godelovskou sentenci v tom smyslu, v jakém se mluvi o dokazatelnosti
v axiomatické teorii: odvodili jsme vétu, Ze sentence y, je pravdivd; aviak
dikazem v axiomatické teorii se mysli bud provedeni krokd, jez vedou
primo k vypsani dané sentence, anebo rada formuli, jejimz poslednim ¢le-
nem je dokazana sentence. Abychom tedy dosahli vysledku, jenz se o¢ekava
od axiomatické teorie, musime vzit v potaz, o kterou axiomatickou teorii se
presné jednd, sestrojit konkrétni formuli y, a tuto formuli zapsat. A az v tu
chvili by se projevilo, Ze vyraz ‘y,” oznacuje formuli y..

Z predchoziho pozorovani se zd4, jako by nase schopnost dokazat go-
delovskou sentenci pfislu$nou k libovolné teorii, jejiz axiomy a odvozovaci
pravidla shledavdame spravnymi, spocivala v tom, Ze od tvrzeni vyjadfeného
nékterou formuli ¢ umime prejit k vété

@ je pravdiva

¢ Pfitom opomijime, Ze ne v§echny odvozované formule jsou sentencemi. P¥i podrobném
dikazu by bylo tfeba vyjasnit, co se mysli pravdivosti formule, kterd neni sentenci, tj. for-mule
obsahujici volné proménné.

¥Jind moZnost by byla usoudit na zdkladé véty 2., ze dand teorie T je bezesporna, z ¢ehoZ pak
lze podobnym postupem jako v 3.-6. dospét k tomu, Ze sentence y, je pravdiva.

8 Predpokladem Godelovy prvni véty o netplnosti je, aby dana axiomatickd teorie byla
bezespornd, nikoli aby formule dokazatelné v dané teorii byly pravdivé (pfi¢emz prvni
podminka je slabsi, nebot v bezesporné teorii mohou byt dokazatelné i nepravdivé sentence).
Z hlediska uvah o relaci logického dusledku ¢i o axiomatizovatelnosti matematiky jsou vsak
podstatné ty pripady, kdy sentence dokazatelné v dané teorii jsou povazovany za pravdivé, a to
diky tomu, Ze neni zndm jiny zptsob, jak obecné ovérovat bezespornost teorii, nez s vyuzitim
toho, se sentence dokazatelné v dané teorii jsou pravdivé.
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a od véty
Y, je pravdiva

prejit k tvrzeni vyjddfenému sentenci y,.*” Mohla by nds napadnout otdzka:
Co kdybychom se k nékteré axiomatickeé teorii pokusili pfidat axiomy nebo
odvozovaci pravidla umoziujici provadét takové postupy?

Meta-jazyk a hranice explikovatelnosti

Pokusime se obohatit jazyk axiomatické teorie M o predikatovy symbol
‘Pr’, jenz bude slouzit k pfipisovani pravdivosti formulim jazyka teorie M,
a dodat axiomy ¢i odvozovaci pravidla umoznujici odvodit z formule tvaru
‘Pr(t)’ formuli oznacenou termem t.*° Kdyby se to podatilo, snad bychom
mohli fici, ze vyznam predikdtového symbolu ‘Pr’ i vyznam meta-jazyko-
vych vyrazi jazyka teorie M je dostate¢né jasné uréen axiomy a odvozova-
cimi pravidly teorie, ktera takto vznikne.

Jako ptirozené axiomy, jez by plnily tento tcel, se mohou zdat formule
tvaru

(Pr(t) < @),

kde ¢ je formule oznacena termem t.>* Mohli bychom mit tendenci prohla-
sit, Ze témito axiomy je definovdn vyznam symbolu ‘Pr’ a snad i vyznam
(ostatnich) meta-jazykovych vyrazt. Nejde tu vSak o axiomatickou definici
v pravém slova smyslu: axiomi je tu nekone¢né mnoho, a proto je nelze
vyslovit v jazyce dané axiomatické teorie. Byly jen popsany v jiném jazyce.

¥ Zarazejici navic je, Ze se zd4, jako by tato schopnost podstatné obohacovala nage znalosti
aritmetiky.

*Ptitom opomijime to, Ze jazyk teorie M neumoziiuje vytvatet termy oznacujici formule: jsou
tu jen vyrazy vyjadiujici vlastnosti typu byt formuli ¢. Proto by bylo presnéjsi misto o formuli
tvaru ‘Pr(f)’ mluvit o formuli tvaru “Vx (y(x) > Pr(x))’, kde y(x) vyjadfuje vlastnost byt formuli
¢. Tento rozdil v§ak z hlediska dalich uvah neni podstatny.

* Diky vysledkiim o nedefinovatelnosti predikitu pravdivosti (jez pfimoc¢ate plynou z préce
Kurta Godela a jez poprvé publikoval Alfred Tarski) se mize zdat oc¢ividné, Ze axiomaticka
teorie obsahujici tyto axiomy bude sporna. Ptipada vSak v uvahu, Ze bychom nékteré formule
obsahujici predikat ‘Pr’ nepovazovali za gramaticky spravné utvorené vyrazy a tim vyloucili
formuli tvrdici nepravdivost sebe samé.
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Kdybychom formule jazyka této teorie povazovali za véty naseho jazyka,
mohli bychom vyjadrit pfedchozi axiomy vétou:

Pro kazdy term t plati, Ze véta tvaru ‘Pr(t)’ je pravdivd prdavé tehdy, kdyz
je pravdivd véta oznacend termem t.

Pfitom uz ov§em vyuzivame predikat pravdivosti a vyrazy oznacujici ja-
zykové vyrazy. Vyznam predikatového symbolu ‘Pr’ jsme tedy axiomaticky
nepopsali: to, co hraje formalné tlohu axiomu - totiZ vyroky tvaru ‘(Pr(f)
<> @)’ - je ve skute¢nosti odvozovano z tvrzeni vyjadfeného v (meta-)jazyce,
v némz se jiz vyznam vyrazu ‘je pravdivd’ a vyrazl oznacujicich jazykové
vyrazy povazuje za uréeny. Z toho se zda, ze schéma

(Pr(t) < ¢)

je rozumnéjsi povazovat za soucast odvozovaciho pravidla nez za nastroj
k popisu axiomi* - totiz pravidla:

Jestlize term t oznacuje formuli ¢, potom z libovolnych ptedpokladii Ize
odvodit formuli tvaru (Pr(t) < ¢).

Ozna¢me toto odvozovaci pravidlo ‘P’. K popisu pravidla P pfitom neni
tfeba vyuzit predikat pravdivosti (tedy ne v jazyce, v ném? pravidlo popi-
sujeme), ale je tfeba vyuzit predikat odvoditelnosti a predikat oznacovdni,
jejz lze definovat s vyuzitim vyrazt oznacujicich vyrazy formalniho jazyka.
Pritom vyznam predikatu odvoditelnosti se zda byt s vyznamem predikatu
pravdivosti Uzce spojen: jestlize néktera véta byla odvozena z vét, jimz je
ptipisovana pravdivost, Ize ji prohlasit za pravdivou.

Uréuje pravidlo P vyznam meta-jazykovych vyraza (véetné predikato-
vého symbolu ‘Pr’) daného symbolického jazyka? Zda se, ze z velké ¢asti ano.
Pravidlo ale nesta¢i k provedeni diikazu godelovské sentence naznac¢eného
vys$e v bodech 1.-6.: s jeho pomoci (a s pomoci standardniho kalkulu predi-

2Poznamenejme, ze totéz lze Fici 0 ,,axiomech“ vyrokové nebo predikatové logiky, jichz je také
nekone¢né mnoho. V ptipadé nékterych axiomu logiky by bylo mozné nahradit nekone¢no
Napriklad schéma (¢->(y->¢))’ by tak mohlo byt nahrazeno axiomem ‘VpVq (p->(g->p)). Pti
axiomatizaci vyrokové nebo predikatové logiky se oviem nelze zcela obejit bez odvozovacich
pravidel a zda se byt rozumnéj$i chapat logicky kalkul jako soubor odvozovacich pravidel,
nez jako soubor dvou druht entit: axiomi (tvrzeni symbolického jazyka) a pravidel (vét
meta-jazyka).
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katové logiky) nelze dospét k bodu 2., tj. odvodit formuli vyjadfujici tvrzeni,
ze véechny formule dokazatelné v dané axiomatické teorii jsou pravdivé.”
Pravidlo P napfiklad neumoznuje dokazat formuli vyjadtujici tvrzeni:

Pro vSechny formule ¢ a v plati: jestliZe je pravdivd formule ¢ i formule
tvaru (¢ > y), potom je pravdivd formule y.

Jind moznost, jak axiomaticky definovat predikat pravdivosti (a ostatni
meta-jazykové predikaty a jména), by mohla byt definovat je induktivné po
vzoru Tarského.** Postup, jejz lze vyuzit v pfipadé rekurzivné definovanych
aritmetickych funkci (o némz jsme se jen letmo zminili vy$e), zde ov§em
selhava. P1i zapisu rekurzivné definovanych funkci v jazyce teorie PA je to-
tiZ podstatné, Ze hodnota funkce v urcitém bodé vzdy zdvisi jen na kone¢né
mnoha hodnotach této funkce v jinych bodech. Pti induktivni definici
predikatu pravdivosti je vSak tfeba uvazovat o pravdivostnich hodnotach
formuli obsahujicich volné proménné, a tedy o pravdivostnich hodnotach
formuli pti rtiznych ohodnocenich (stanovenich denotatu) volnych promén-
nych, pricemz téchto ohodnoceni je nekone¢né mnoho. Pravdivostni hod-
nota formule tvaru “Vx ¢’ nebo ‘Ix ¢’ je pak pfi néjakém daném ohodnoceni
proménnych (u teorie obsahujici aritmetiku) ur¢ovana nekone¢né mnoha
pravdivostnimi hodnotami - totiz pravdivostnimi hodnotami formule
¢ prfi nekone¢né mnoha ohodnocenich. Z toho duvodu selhavaji pokusy
definovat predikat pravdivosti pro jazyk PA v jejim vlastnim jazyce.*® Po-
dobny ptipad nastava u teorie ZFC, kde soubor v§ech ohodnoceni lisicich se
v hodnot¢ jediné proménné neni mnozina, nybrz vlastni tfida.’® Pfekdzku
mizZeme obecné vidét v tom, ze obor hodnot proménné nelze povazovat za
prvek tohoto oboru: celek nemtize byt obsazen v sobé samém. Nardzime
tu na stejnou prekazku, na niz narazil Gottlob Frege pfi pokusu redukovat
aritmetiku na logiku a na niz narazil Georg Cantor pfi budovani zdklada
teorie mnozin.”

¥ To ovéem plati jen v piipadé, ze nepfipustime takové formule obsahujici predikat ‘Pr’, aby
vyslednd teorie byla spornd a bylo v ni proto s pomoci standardniho kalkulu dokazatelné
cokoli.

Viz napt.: SVEJDAR, Logika, s. 142-3.

Viz napt.: SVEJDAR, Logika, s. 338-342.

%Viz SOCHOR, Metamatematika teorii mnoZin, s. 39-47.

7 Viz napt.: Graham PRIEST, Beyond the Limits of Thought. New York: Oxford University
Press 2002, s. 128-129.
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Nic nebréni tomu obohatit jazyk teorie M tak, aby tu byla vyslovitelnd
ptimo Tarského definice pravdivosti (¢i splnovani), a dodat axiomy, jez by
zaruCovaly existenci takto definovaného predikatu pravdivosti. Neméli
bychom ov$em dobry ditvod povazovat tyto axiomy za pravdivé: tvrdily
by existenci predikatu definovaného takovym zptsobem, Ze to, zda tento
predikét nalezi nékteré formuli, by bylo podle definice ur¢ovano zase tim,
kterym formulim tento predikdt nédlezi a kterym nikoli. Nebylo by proto
mozné bez podrobnéjsiho prozkoumani rozumné ocekavat, ze by pro ka-
zdou formuli definice jednozna¢né urcovala, zda ji tento predikat nalezi, ¢i
nikoli. A ukazuje se, Ze v jazyce obsahujicim vyrazové prostfedky potfebné
k vysloveni Tarského definice 1ze zaroven sestrojit sentenci tvrdici nepravdi-
vost sebe samé a teorie je diky tomu sporna.

Zda se, jako by snaha definovat predikat pravdivosti vedla vzdy k vy-
sledku jednoho ze dvou druhti: bud umoznime dospét ke sporu, anebo se
vymezeni, k némuz jsme dospéli, bude jevit jako neuplné z toho ditvodu, Ze
prijeti tohoto vymezeni ndm da dtivod povazovat dalsi aplikaci predikatu
pravdivosti za spravnou.® Lze si ovSem predstavit, ze o nékteré bezesporné
definici predikatu pravdivosti (aplikovatelného na urcité véty) nebudeme
schopni pfedem fici, zda umoznuje dospét ke sporu ¢i nikoli. P¥i¢inou toho,
Ze vyznam predikatu pravdivosti (a spole¢né s nim i vyznam ostatnich meta-
-jazykovych vyrazi) se nedafi vymezit s pomoci axiomil a odvozovacich
pravidel bezesporné teorie, by mohlo byt prosté to, Ze nevime, co pfesné by
takové vymezeni mélo splnovat: ktera pouziti meta-jazykovych vyraz lze
povazovat za bezpe¢nd, chceme-li se vyhnout sporu.

Muzeme ale povazovat takovy predikat za soucast jazyka matematiky -
za nastroj k vedeni matematickych ditkazii? Dtivod myslet si, Ze ano, je ten, Ze
v nékterych ptipadech si mitizeme byt jisti, Ze pouziti predikatu pravdivosti je
bezpe¢né - napriklad aplikujeme-li jej jen na véty aritmetiky a nikoli na véty
o pravdivosti. S vyuzitim aplikace predikatu jen na véty aritmetiky bychom
ovSem nemohli dokazat godelovskou sentenci pfislusnou k axiomatické te-
orii, jez by popisovala tuto aplikaci: k dikazu godelovské sentence ptislu§né
k takové axiomatické teorii by bylo tfeba aplikovat predikat pravdivosti i na
véty o pravdivosti vét aritmetiky. Mohli bychom se pokusit popisovat po-
stupné dalsi a dalsi pfipustna pouziti predikatu pravdivosti, pficemz snaha
popsat takto co nejvice pripustnych pouziti by presla v usili o popisovani

¥ Totéz Ize Fici o pokusech vymezit pojem mnoziny. Srv. PRIEST, Beyond the Limits of Thought,
kap. 11.
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nekone¢nych ordindli.* Nezda se v8ak byt jasné, které takové popisy lze
s jistotou povazovat za spravné a které nikoli.*’

Snazime-li se popsat pravidla vztahujici se k vyznamu meta-jazykovych
vyrazd, zji$tujeme navic, ze vyuzivame vyrazy, u nichZ se predpoklada,
ze pri zachazeni s nimi uz stejnd ,,pravidla® aplikujeme. To nas miize vést
k otdzce, zda lze axiomatickou teorii povazovat za skute¢né vymezeni vy-
znamu kterychkoli logickych vyrazt. Tak naptiklad pravidlo modus ponens,
zapisované symbolicky napt. takto:

P @>9 /v
se bézné vyjadiuje vétou:

Jestlize jsme odvodili formuli ¢ a formuli (¢ > ), pak miiZeme odvodit
Sformuli y.

Pri této formulaci pravidla uz ovsem vyuzivame vétu typu Jestlize ..., pak
...» v niz se vyskytuje logicka konstrukce stejného vyznamu, jaky ma spojka
. Abychom pravidlo spravné aplikovali, musime uz obdobné “pravidlo”
pouzivat pfi usuzovani na zakladé tohoto popisu. Proto pise Wittgenstein,
ze modus ponens se nedd vyjadrit vétou.!

Jind mozZnost by byla vyjadfit pravidlo modus ponens takto:

Z formuli ¢ a (¢ > y)’ Ize odvodit formuli .

Zde uz se konstrukce JestliZe ..., pak ... nevyskytuje. Otazka ale je, jestli
takovéto preformulovani pravidla neni jen hra se slovy: misto predikatu
odvoditelnosti jsme vyuzili predikat odvoditelnosti z néceho, k némuz se
vztahuje odvozovaci pravidlo:

Jestlize jsme odvodili vétu V a vétu ‘Z véty V Ize odvodit vétu E’, pak mii-
Zeme odvodit vétu E,

* Srv. Steward SHAPIRO, ,Incompleteness, Mechanism, and Optimism.“ The Bulletin of
Symbolic Logic, ro¢. 4, 1998, ¢. 3, 1998, s. 284-285.

Jbid., s. 288.

' Ludwig WITTGENSTEIN, Tractatus logico-philosophicus. Praha: OIKOYMENH 2007, véta
6.1264.
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vyjadrené zase vétou typu JestliZe ..., pak ..’.*?

K né¢emu podobnému dochazi, charakterizujeme-li logicky dusledek
sémanticky po vzoru Tarského. Klicovou roli tu hraje relace splnovani pri
dané interpretaci mimo-logickych symbold, pti jejiz definici se pfedpoklada,
ze jiz mame k dispozici odpovidajici logické vyrazy v neformalizovaném
jazyce. Logicky dusledek se tak definuje v podstaté prekladem logickych
vyrazi symbolického jazyka do neformalizovaného jazyka.*

Tato pozorovani nas mohou vést k myslence, ze v logice se ve skutec-
nosti nedosahuje toho, Ze by vyznam logického vyraziva, a potazmo relace
logického dusledku, byly néjak netrividlné charakterizovany jako celek.
Ceho se tu dosahuje je, zd4 se, to, ze jsou odhalovany jednotlivé ptipady lo-
gického diisledku ¢i jednotlivé tautologie: vyznam logickych vyrazi a relace
logického diisledku jsou prozkoumavany “zevniti”.

Jestlize je to tak, potom o vyznamu logickych vyrazi mtizeme fici néco
podobného jako o vyznamu “empirickych” vyraza: Popis pravdivostnich
podminek vét, v nichz se tyto vyrazy vyskytuji, (napf.: ‘Véta ‘Snih je zeleny’
je pravdiva pravé tehdy, kdyz snih je zeleny’) ¢i “pravidel”, jimiz se pouzivani
téchto vyrazt ridi (‘Jestlize kolem bézi kiin, Ize spravné tvrdit, Ze kolem bézi
kan.’), se nezda byt skute¢nou explikaci jejich vyznamu: kdybychom pravdi-
vostni podminky dané véty ¢i “pravidla” spojend s pouzivanim daného vy-
razu je$té neznali (¢i nedokazali rozpoznavat, kdy nastavaji ¢i jsou spravné
aplikovana), popis by nam nijak nepomohl. Jestlize tedy vyznam (logickych
nebo ,empirickych®) jazykovych vyrazi spoc¢ivd v pravdivostnich podmin-
kach vét obsahujicich tyto vyrazy nebo v tom, ze pouzivani vyrazi se ridi
uritymi pravidly, pak se zdd, Ze tyto podminky ¢i tato pravidla se nedari
popsat: unikaji vyjadfovacim moznostem, jez nabizi jazyk, do néjz ony vy-
razy patfi.

42 Predikat odvoditelnosti ve smyslu zdtivodnovani pravdivosti navic sdili s predikatem
pravdivosti tu vlastnost, Ze je-li neomezené aplikovan na véty jazyka, do néhoZz patii,
umoziuje dospét ke sporu. V pripadé, ze jazyk, v némz formulujeme odvozovaci pravidla, je
zéroven jazykem, jehoZ véty jsou odvozovany, umoznuji takto popsand odvozovaci pravidla
odvodit spor. Logické vyrazivo mizeme vidét jako nastroj, jenz tento problém fesi, tj.
umoziuje mluvit o relaci odvoditelnosti vét daného jazyka, ptipadné o vztazich mezi jejich
pravdivostnimi podminkami, aniZ bychom ziskali spor. Neni tu pak ov§em néstroj, jak mluvit
o odvoditelnosti (¢i o pravdivostnich podminkach vét) spocivajici ve vyznamu nékterych
z téchto logickych vyraza.

#3Srv. SVEJDAR, Logika, s. 14-15, 142-3.

81



Jaroslav Zouhar

Podstatna otazka je, zda ma viibec smysl mluvit napf. o pravidlech,** jez
je principidlné nemozné vyjadrit. P¥itom mtizeme rozlisit pfinejmens$im dva
druhy pripadu:
- ptipad, kdy o dostate¢né mnoha ,tazich v jazykové hie“ mizeme
fici, zda dany tah je nebo neni v souladu s pravidlem, ale nedafi se
popsat samo toto pravidlo, a

- ptipad, kdy nic jako ,tah v jazykové hre“ ani nelze popsat takovym
zptisobem, aby v pripisovani spravnosti takto popsanému tahu
mohl spo¢ivat vyznam vyrazu.

Zda se, ze nékterda ,pravidla“ pro pouzivani ,empirickych“ nebo lo-
gickych vyraza spadaji (pfinejmensim) do druhé kategorie: Jestlize nékdo
v situaci, kdy kolem bézi ktn, pronese vétu ‘Kolem bézi ki, co je tu tahem,
jemuz pripisujeme spravnost? Odpovime-li: ‘Pronést vétu ‘Kolem bézi ki
v situaci, kdy kolem bézi kit 1ze na to fici, Ze toto je spravné skoro samo-
zfejmé, nezavisle napriklad na tom, které zvife je oznaceno slovem ‘kur’.
Podobné popiseme-li ,tah® takto: ‘Pronést vétu ‘Prsi a zaroven sviti slunce’
v situaci, kdy je spravné pronést vétu ‘Prsi’ a zaroven je spravné pronést vétu
‘Sviti slunce”, pak tento ,tah“ by byl spravny i v ptipadé, ze bychom vyraz
‘a zdrovert’ chapali jako ‘nebo’ ¢i ‘aniZ’. Zda se tedy, jako bychom potfebovali
jiny jazyk k popisu podminek, za kterych jsou véty pronaseny, ma-li v pfi-
pisovani spravnosti jednotlivym ,tahtm v jazykové hie“ spocivat vyznam
vyrazu.

Jedna moznost, jak k takovému problému pristoupit, je spatfovat vy-
znam téchto vyrazi nikoli v jejich vztahu k pfedméttiim ¢i situacim, jez jsou
jimi popisovany, nybrz v jejich vztahu k smyslovym podnétiim.*> ,Pravidla®
vazici se k vyznamu téchto vyrazi by tak mohla mit formu:

Ze smyslovych podnétii typu T a mnoziny predpokladii M lze ,odvodit®
vétu 'V,

pri¢emz vyznam nékterych ,empirickych® vyrazti bychom zfejmé museli pti
popisu smyslovych podnétd povazovat za znamy. U podobnych ,pravidel®
lze ovSem ocekavat, ze budou spadat do prvni z vySe popsanych kategorii:
popsat, které smyslové podnéty a které predpoklady umoznuji ,,odvodit*

**Velmi podobné bychom mohli uvazovat v ptipadé, Ze bychom vyznam vyrazu povazovali za
uréeny pravdivostnimi podminkami vét.
#8rv. W. V. O. QUINE, Word and Object. Cambridge, MA: MIT Press1960, kap. II.
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nékterou pozorovaci vétu a které nikoli, se zda byt zcela nedosazitelné (at
uz bychom pro popis smyslovych podnétt zvolili jakykoli jazyk neobsahu-
jici vétu V). Divod neni jen v mnozstvi podminek, jez by bylo potteba do
popisu pravidla zahrnout,* ale také v tom, Ze uZite¢nost pozorovacich vét se
zda byt podstatné spojena s jistou neurcitosti ohledné toho, jakym zptiso-
bem se tyto véty vztahuji k smyslovym podnétim a k jinym vétam. Ackoli
obohaceni jazyka o takovy vyraz mtize snadno vést k pochybnostem o tom,
zda podminky, za kterych lze véty obsahujici tento vyraz spravné pronést,
jsou dost jasné urceny na to, abychom dany vyraz povazovali za vhodny
nastroj teoretické prace, muze byt pouziti takového vyrazu jedinou cestou
k rozvinuti teorie umoznujici u¢inné analyzovat nékteré déje. Podstatnou
c¢ast dalsi védecké prace lze pak chapat jako proces, pfi némz jsou presnéji
uréovana ,pravidla“ pouzivani daného vyrazu.”” Neurcitost ohledné toho,
jaka jsou spravna pouziti vyrazu, mizZeme navic vidét jako pfi¢inu ,,nepo-
rovnatelnosti® rtiznych jazykt ¢i pojmovych schémat.*®

Druhoradova teorie aritmetiky

Na matematickych axiomech PA je néco podivného: je jich nekonecné
mnoho. Jestlize axiomy chapeme jako vychozi postulaty dané teorie, pak
v pojmu nekone¢ného mnozstvi axiomu je rozpor: nekone¢no principt
bychom nikdy nevyslovili. Rozpor tu vznika z toho, ze axiomy, jez bychom
mohli povazovat za skute¢né vychozi postulaty aritmetiky, neumoznuje
jazyk PA vyjadrit. Je totiZ mezi nimi axiom indukce, jejz lze vyjadrit takto:

Jestlize ¢islo O (pripadné 1) ma urditou vlastnost a o kazdém prirozeném
¢islu n plati, Ze ma-li tuto vlastnost ¢islo n, ma ji i ¢islo n+1, potom
kazdé prirozené ¢islo m4 tuto vlastnost.

Ukazuje se vsak, ze ne pro kazdou vlastnost ¢isel princip indukce plati.
Uvazme napriklad, po vzoru G. G. Berryho, vlastnost nebyt vétsi nez vsechna
Cisla, kterd Ize definovat nejvyse 10 slovy. (S vyuzitim principu indukce je
mozno dokazat, Ze vSechna pfirozena cisla maji tuto vlastnost.) Princip
indukce plati jen pro takové vlastnosti, u nichz je jednozna¢né urceno,

Srv. W. V. O. QUINE, ,,Two Dogmas of Empiricism.“ The Philosophical Review, ro¢. 60, 1951,
¢.1,8.20-43, ¢ast V.

¥ Srv. Thomas KUHN, Struktura védeckych revoluci. Praha: OIKOYMENH 2008, s. 40-42,
54-55.

®1bid., s. 124-125, 128-131.
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ktera ¢isla pod né spadaji a ktera nikoli: pro takové, Ze existuje mnozina
¢isel s touto vlastnosti. Axiom indukce proto muZeme vyjadrit s pomoci
kvantifikace pfes mnoziny:

VX((0e XAVx(xe X>sxe X)) > Vxxe X).

To je v podstaté axiom, jejz (vyuZziv prace Richarda Dedekinda) ptedlo-
7il Giuseppe Peano.
Axiom indukce se ¢asto zapisuje s vyuzitim druhofadové logiky:

VP ((PO A Vx (Px > Psx)) > Vx Px),

pri¢emz obor proménné P tvori vlastnosti typu ndleZet do mnoZiny X. Tim
ovéem neni zodpovézena otdzka, jaké mnoziny existuji ¢i které vlastnosti
vydéluji mnozinu. (Za ¢aste¢né feseni tohoto problému bychom mohli pova-
Zovat axiomatickou teorii mnozin, jez je vysledkem pokusu postulovat exis-
tenci jen takovych mnozin, pfedpoklad jejichz existence nevede ke sporu,
a 0 niz se neukazalo, Ze by byla sporna.*”)

Ozna¢me teorii, jez vznikne z PA nahrazenim nekoneéné mnoha axi-
omt indukce druhofadovym axiomem indukce a pfiddnim axiomt a odvo-
zovacich pravidel nékterého korektniho kalkulu pro druhofadovou logiku,
zkratkou ‘PA2’*

Casto se mé za to, Ze godelovskd sentence y,,, pfislusna k teorii PA2
logicky vyplyva z axiom teorie PA2, pficemz logické vyplyvani se tu chape
po vzoru Tarského (viz vyse). Uvaha, jiz se k takovému zévéru dospivé, byva
priblizné tato:

- Vezméme si mnozinu M obsahujici pravé ty prvky, které jsou pri
zvolené interpretaci mimo-logického vyraziva oznac¢eny nékterym
termem n. Tato mnozina obsahuje prvek oznadeny termem ‘0’ a je
uzavfena na operaci oznacenou funktorem ‘s’.

*Viz napi.. Ernst ZERMELO, ,Untersuchungen tber die Grundlagen der Mengenlehre
1.“ Mathematische Annalen, ro¢. 65, 1908, s. 261-263. Srv. také: Thoralf SKOLEM, ,,Some
Remarks on Axiomatized Set Tudory.“ In: VAN HEIJENOORT, J. (ed.), From Frege to Gédel:
A Source Book in Mathematical Logic 1879-1931. Cambridge, MA: Harvard University Press
1967, 5. 299-301.

**Pro dalsi ivahy neni podstatné, které axiomy a ktera odvozovaci pravidla vazici se k vyraziim
druhotadové logiky teorie PA2 obsahuje, mimo to, ze z druhotfadového axiomu indukce 1ze
v PA2 odvodit vSechny prvoradové axiomy indukce teorie PA.
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- Jestlize je pti dané interpretaci pravdivy axiom indukce, pak kazda
podmnozina oboru jmennych proménnych, ktera obsahuje prvek
oznaceny termem ‘0’ a je uzaviend na operaci oznac¢enou funktorem
‘s’, obsahuje vSechny prvky oboru jmennych proménnych.*

- Pro kazdy model teorie PA2 tedy plati, ze vSechny prvky oboru
jmennych proménnych jsou oznaceny nékterym termem z.

- Diky tomu, Ze vSechny aritmetické sentence dokazatelné v teorii
PA2 jsou pravdivé, je pravdivd i sentence y,,, (to lze zdivodnit
stejné, jako jsme to provedli vySe v pripadé prvoradové Peanovy
aritmetiky).

- Sentence y,,, je tvaru ‘Vx@(x)" a stejné jako v pfipadé prvorddové
PA 1ze dokazat, Ze pro kazdé prirozené ¢islo n plati: jestlize formule
¢(n) je pravdivd, pak tato formule logicky vyplyva z axiomd teorie
PA2, a tedy je pravdiva v kazdém modelu teorie PA2.

- Protoze formule y,,, je pravdivd, je pravdivé i kazda formule @(n),
aka 7da formule ¢(#n) je tedy pravdiva v kazdém modelu teorie
PA2. Protoze o kazdém modelu teorie PA2 plati, Ze vSechny prvky
oboru proménné x jsou oznaceny nékterym termem #, je v kazdém
modelu teorie PA2 pravdivd sentence y,, ..

- Sentence y,,, tedy logicky vyplyva z axiom teorie PA2.

Obratme pozornost k druhému bodu této uvahy. Zde se podstatné vy-
uzilo toho, ze do oboru predikatovych proménnych patii vSechny podmno-
ziny oboru jmennych proménnych. Za soucast interpretace mimo-logického
vyraziva se tedy nepovaZzuje stanoveni oboru predikatovych proménnych:
jakmile je stanoven obor jmennych proménnych, obor predikatovych
proménnych se jiz povazuje za uréeny. Jako obor jmennych proménnych je
pritom naopak zvykem pripoustét libovolnou mnozinu, pficemz ma-li dana
interpretace byt modelem urcité mnoziny axiomi, mohou byt nékteré obory
proménnych vylouceny témito axiomy. Kdybychom i obor predikatovych
proménnych povazovali za néco, co lze interpretovat libovolné (v souladu
s axiomy, jeZ maji byt pti dané interpretaci pravdivé), vysledkem by bylo, Ze
godelovska sentence y,,, z axiomil teorie PA2 logicky nevyplyvd.”

Da se tedy rici, ze rozdil mezi logickym vyplyvanim a odvoditelnosti
vyvstava v pripadé, Ze pojem mnoziny povazujeme za logicky pojem, pri-

! Tento bod bude jesté vyjasnén niZze.
2Viz Leon HENKIN, ,,Completness in the Theory of Types.“ Journal of Symbolic Logic, ro¢. 15,
1950, s. 81-91.
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¢emz jeho vyznam je urcen néjak jinak nez souborem axiomt ¢i odvozova-
cich pravidel. Konkrétnéji je tfeba chdpat pojem mnoziny tak, ze pfi popisu
mnozin lze vyuzit meta-jazykové vyrazy popisujici odvozeni v teorii PA2.
V takovém pripadé mizeme fici, Ze Godelova véta o neuplnosti odhaluje
nedostate¢nost logickych deduktivnich systémi (¢i kalkult), pokud jde o to
popsat relaci logického dusledku.

Casto se navic povazuje za prokdzané, ze PA2 je sémanticky uplnd, tj.
ze o kazdé aritmetické sentenci ¢ plati: bud z PA2 logicky vyplyva ¢, nebo
‘=¢’.% Duvod je prosty. Druhofdadovy axiom indukce zarucuje, Ze pfirozena
¢isla nejsou nic jiného nez prvky oznacené (pri dané interpretaci) symbolem
‘0’ a prvky, jez z néj 1ze ziskat postupnou aplikaci operace oznac¢ené (pfi dané
interpretaci) symbolem ‘s’.** Ozna¢me tuto mnozinu A. D4 se snadno ovéfit,
ze axiomy vztahujici se k operacim séitdni a ndsobeni uréuji tyto operace
na mnoziné A jednozna¢né. V disledku toho se Zddné dva modely teorie
PA2 (tj. zadné dvé interpretace splnujici vSechny axiomy PA2) nemohou
podstatné lisit a vSechny sentence maji pti vSech interpretacich stejnou
pravdivostni hodnotu. Tato pravdivostni hodnota tedy musi byt stejnd jako
pfistandardni interpretaci jazyka PA2, tj. ve struktufe prirozenych ¢isel.

Dokazatelnost a pravdivost v matematice

Godelovy vysledky tykajici se netplnosti axiomatickych teorif aritmetiky
vedly k zasadni proméné obecné prijimaného nazoru na to, jaka je povaha
matematického dokazovani a matematické pravdivosti. Zatimco pred rokem
1931 se zddlo, jako by pravdivost matematického tvrzeni spocivala v jeho
odvoditelnosti z urcité mnoziny axiomi podle explicitné popsatelnych pra-
videl a matematické dokazovani bylo v podstaté odvozovanim podle téchto
pravidel, po Godelovych objevech se pravdivost a dokazovani v matematice
jevi jako néco, co lze s pomoci axiomatickych teorii vystihnout jen ¢aste¢né.
Zda se, jako by povaha vyznamu, pravdivosti a dokazovani matematickych
vét byla obestfena zdhadou. Dochazi k diislednému rozliSovani mezi ,,for-
malni“ a ,,neformdlni“ matematikou (napt. mezi ,matematickymi® a ,me-
tamatematickymi“ prirozenymi ¢isly, mezi formalnimi a neformdlnimi

* Podminkou ptitom je, aby pojem interpretace mimo-logického vyraziva byl chdpdn tak, ze
obor predikatovych proménnych tvoii pri kazdé interpretaci soubor v§ech podmnozin oboru
jmennych proménnych.

54Srv. Jaroslav PEREGRIN, ,,Logic and ‘Nothing Else’” In: PELIS, M. (ed.), Logica Yearbook
2007. Praha: Filosofia 2008, s. 111-118.
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ditkazy®), aniz by se zdalo byt jasné, v ¢em presné spociva rozdil. Vysledky
zkouman{ axiomatickych teorii v logice bézné nejsou aplikovany na ,,nefor-
malizované“ matematické teorie, protoze ty se povazuji za podstatné odlisné
od axiomatickych teorii.

Stoji vSak za pov§imnuti, Ze neformalni matematické diikazy se zpravidla
dafi provadét i v pfedem popsanych axiomatickych teoriich. V axiomatické
teorii ZFClze pravdépodobné provést vSechny dosud zndmé dukazy vét arit-
metiky, s vyjimkou dtikazu godelovské sentence ptislusné k ZFC a nékterych
vét, jez z ni umime vyvodit (pficemz godelovskych sentenci prislusnych
k teorii ZFC lze sestrojovat neomezené mnoho). Navic, abychom dokazali
godelovskou sentenci prislusnou k ZFC, museli bychom bud vychézet z toho,
ze vSechny axiomy ZFC jsou pravdivé v tomtéz smyslu, v jakém jsou pravdivé
véty aritmetiky a v jakém jsou pravdiva tvrzeni o dokazatelnosti v axiomatic-
kych teoriich, a provést ditkaz podobny ditkazu naznac¢enému vyse v bodech
1.-6. s vyuzitim predikatu pravdivosti, anebo vyuzit nékterou silnéjsi teorii
mnozin (naptiklad teorii Kelley-Morseovu®), ¢imz by se problém presunul
od ZFCk této teorii. Pfitom se zda, Ze o pravdivosti nékterych axiomd teorie
mnozin lze pochybovat mnohem spiSe nez o pravdivosti axiomu aritmetiky
a k ,dikazu“ godelovské sentence piislusné k takové teorii lze mit vyhrady.

Tato pozorovani nds mohou vést k otazce, zda neformdlni teorii arit-
metiky prirozenych ¢isel nelze povazovat za teorii, jez je dobfe popsana
nékterym souborem axiomid a odvozovacich pravidel. Kdyby tomu tak
bylo, potom by (vzhledem k tomu, Ze axiomatické teorie jsou netiplné v tom
smyslu, ze nékteré aritmetické sentence tu nejsou ani dokazatelné, ani
vyvratitelné) bylo tfeba pfipustit, ze pravdivostni hodnotu nékterych vét
jazyka aritmetiky nelze matematickymi prostredky zjistit, a tedy Ze nékteré
problémy aritmetiky nejsou matematicky resitelné - lze-li viibec néco,
co tedit nelze, nazyvat problémem. Vyse jsme vSak naznacili, jak lze zdu-
vodnit pravdivost godelovské sentence (jakozto véty aritmetiky) prislusné
k libovolné axiomatické teorii, o niz vime, Ze jeji axiomy jsou pravdivé
a odvozovaci pravidla zachovavaji pravdivost. Kdyby tedy nékterd axio-
matickd teorie méla vystihovat dokazatelnost v aritmetice vycerpdvajicim
zptisobem, musela by obsahovat axiomy nebo odvozovaci pravidla, jejichz
spravnost neni o¢ividna. Pfitom spravnosti axiomt a odvozovacich pravidel
se tu mysli pfesné toto: je-li néktera sentence jazyka aritmetiky ekvivalentni
s tvrzenim o dokazatelnosti v nékteré axiomatické teorii a je-li tato sentence

5 Srv. SOCHOR, Metamatematika teorii mnoZzin, s. 36-37.
*Viz napt. SOCHOR, Metamatematika teorii mnozin, s. 19, 27.
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je dokazatelna v dané axiomatické teorii, pak je ono tvrzeni o dokazatelnosti
pravdivé.

Zda se, ze pouzivani meta-jazykovych vyrazi pri diikazu godelovskych
sentenci prislusnych k takovym teoriim aritmetiky, o jejichz spravnosti neni
pochyb, (napt. PA, ¢i ZFC) miize byt nahrazeno matematickymi prosttedky
(napf. vyuzitim nekone¢nych mnozin ¢i vlastnich tfid), jez poskytuje
néktera silnéj$i axiomaticka teorie (napf. ZFC, ¢i Kelley-Morseova teorie
mnozin) - ovéem za cenu toho, Ze o spravnosti téchto teorii lze pochybo-
vat. Pfijmeme-li prostfedky, jez néktera takova teorie nabizi, za ptipustné
néstroje v matematickych dikazech, potom godelovskou formuli ptislusnou
k takové teorii nelze povazovat za dokazatelnou vyse naznacenym ,univer-
zalnim“ postupem. Jestlize véty dokazatelné v takové teorii miizeme (s ma-
tematickou jistotou) prohlasit za spravné, jde o spravnost v jiném smyslu,
nez v jakém jsou spravné pravdivé véty o dokazatelnosti v axiomatickych
teoriich.

Na zakladé predchozich tvah mtizeme fici, Ze at dokazatelnost v ma-
tematice chdpeme jako prokazovani pravdivosti, ¢i jako aplikaci pfedem
prijatych pravidel (coz se dnes zda byt vcelku bézné), neni vylouceno, ze
v$echny matematicky dokazatelné véty jsou dokazatelné v nékteré korektni
axiomatické teorii - a tedy Ze mnozina vSech matematicky dokazatel-
nych vét aritmetiky je ¢asti algoritmicky generované mnoziny pravdivych
sentenci.”

Dosud jsme se zabyvali hypotézou, ze dokazatelnost v aritmetice je
vymezena s pomoci nékteré axiomatické teorie, aniz bychom frekli néco
o tom, v ¢em spociva pravdivost vét aritmetiky. Zda se vSak, Ze nehledé na
Godelovy vysledky jsou dobré duvody pro to povazovat aritmetickou prav-
divost za vymezenou s pomoci souboru axiomu ¢i pravidel. Slovy Grahama
Priesta:

We appear to obtain our grasp of arithmetic by learning a set of basic and
effective procedures for counting, adding, etc.; in other words, by knowledge
encoded in a decidable set of axioms. If this is right, then arithmetic truth
would seem to be just what is determined by these procedures. It must therefore
be axiomatic. If it is not, the situation is very puzzling. The only real alternative

7 Viz napf.: Haim GAIFMAN, ,What Godel’s Incompleteness Result Does and Does Not
Show.“ Journal of Philosophy, ro¢. 4, 2000, ¢. 3, s. 466-488.
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seems to be Platonism, together with the possession of some kind of sixth sense,
“mathematical intuition”.>®

Co by se dalo na zakladé Godelovych vysledkil soudit, kdybychom
aritmetickou pravdu povazovali za uréenou axiomy a odvozovacimi pra-
vidly nékteré axiomatické teorie? Vyjasnéme nejprve, co se tu mysli onim
urcovdnim. Vyse jsme ukazali, Ze o teorii PA2 Ize (pfi ur¢itém zptisobu defi-
novanilogickych vyraza jazyka PA2) soudit, Ze pro kazdou sentenci ¢ jazyka
aritmetiky plati: bud z matematickych axiomt PA2 logicky vyplyva sentence
¢, nebo sentence ‘—¢’. Axiomy teorie PA2 tedy v tomto smyslu vymezuji
mnozinu pravdivych a mnozinu nepravdivych aritmetickych sentenci tak,
7e kazda aritmetickd sentence patfi do jedné z téchto mnozin. Takovéto
vymezeni ov§em predpokladd, Ze aritmeticka pravdivost je jiz néjak uréena
v jazyce, v némz definujeme vyznam logickych vyrazu jazyka PA2:*° dospi-
vame-li k zavéru, ze o kazdé aritmetické sentenci je takto bud urceno, Ze je
pravdiva, nebo je takto urceno, Ze je nepravdiva, soudime tak na zakladé
toho, Ze v kazdém modelu PA2 plati tytéz aritmetické sentence, jez plati ve
strukture prirozenych ¢isel (podle Tarského definice spliiovani). Da se fici,
ze teorie PA2 takto urcuje aritmetickou pravdu v tomtéz smyslu, v jakém ji
ur¢uje napt. odvozovaci pravidlo:

Jestlize formule ¢ plati podle Tarského definice spliiovini ve struktufe
pFirozenych Cisel, pak lze odvodit formuli ¢.

Tarského definice ov§em vymezuje mnozinu pravdivych sentenci jazyka
aritmetiky jen za predpokladu, Ze pravdivostni hodnoty vét aritmetiky jsou
jiz ureny. Jestlize tedy axiomatickou teorii mame chépat jako definici arit-
metické pravdy, je tfeba chapat zpusob, jakym axiomaticka teorie vymezuje
mnozinu pravdivych a mnozinu nepravdivych sentenci, jinak - konkrétné
tak, aby pfi vyuziti této definice ke zjistovani, zda néktera dand sentence je
pravdivd, nebylo tfeba uz védét (odjinud), co to znamena, ze dana sentence

¥ Graham PRIEST, ,,Is Arithmetic Consistent?“ Mind, ro¢. 103, 1994, ¢. 411, s. 343.

% Poznamenejme, Ze néco podobného lze fici o axiomatické teorii vzniknuvsi obohacenim
prvorddové PA o tzv. w-pravidlo. I o této teorii Ize soudit, Ze vymezuje mnozinu pravdivych
aritmetickych sentenci tak, ze pro kazdou sentenci ¢ jazyka aritmetiky plati: bud formule
¢, nebo formule ‘—¢’ je prvkem této mnoziny. Pritom je vSak tfeba pocitat s tim, ze je jiz
uréena pravdivost vét o dokazatelnosti v axiomatickych teoriich, v nichz nékterd pravidla
maji nekone¢né mnoho premis. Srv. napf.: Vojtéch KOLMAN, ,,Gédel’s Theorems and the
Synthetic/Analytic Distinction.“ In: KOLMAN, V. (ed.), From Truth to Proof. Praha: UK FF
2007, s. 55.
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¢i jind véta se stejnym vyznamem je pravdiva. Pokud tedy napf. teorii PA2
povazujeme za definici aritmetické pravdy, nelze vyse provedenou tvahu
vedouci k zavéru, ze teorie PA2 je Gplna, povazovat za spravné zduvodnéni
toho, Ze kazda sentence jazyka aritmetiky je bud pravdivé, nebo nepravdiva.

Dalsi moznost, jak chdpat to, Ze néjaka axiomaticka teorie T urcuje
aritmetickou pravdu, je tato: aritmeticka sentence je pravdiva, jestlize lze
z axiomu teorie T spravné vyvodit tuto sentenci. Pfitom je vSak podstatné,
abychom pfi tomto vyvozovani nevyuzivali znalosti aritmetiky. Jedna moz-
nost, jak tento pozadavek specifikovat, je fici, Ze pfi usuzovani lze vyuzit
jen znalosti logiky. Skute¢nost, ze teorie T urcuje aritmetickou pravdu, pak
muzeme vyjadrit takto:

Aritmetickd sentence ¢ je pravdivd, jestlize z axiomii teorie T Ize logicky
spravnym tisudkem dospét k sentenci ¢.

V tomto piipadé se odvozovaci pravidla teorie T stavaji z hlediska toho,
jak teorie T uréuje aritmetickou pravdivost, zbyte¢nymi, pokud lze aplikaci
kazdého z nich nahradit jednim nebo nékolika logicky spravnymi kroky
(a totéz plati o pripadnych logickych axiomech, jestlize ke kazdému z nich
lze dospét logicky spravnou uvahou).

Co miizeme pfi tomto pojeti aritmetické pravdy soudit na zakladé Go-
delovych vét o neuplnosti? Jestlize teorie T urcujici takto aritmetickou prav-
divost obsahuje matematické axiomy PA a princip indukce aplikovatelny na
véty o dokazatelnosti v dané teorii (jak je tomu napt. u vysSe popsané teorie
M a v pripadé, Ze druhotadovou kvantifikaci chapeme urcitym zptisobem,
i u teorie PA2) a jsme-li ochotni pouzivat pti logickém usuzovani predikat
pravdivosti, pak je matematika neaxiomatizovatelna v tomto smyslu: jest-
lize pro danou axiomatickou teorii U miZeme logicky spravnou uvahou
vychazejici z axiomu teorie T (jez urcuje aritmetickou pravdivost) soudit,
ze vSechny formule dokazatelné v teorii U jsou pravdivé, pak godelovska
sentence prislusna k teorii U je pravdiva.®

® Poznamenejme, Ze i v pfipadé, ze bychom pfi usuzovani z axiomi neumoznili vyuzivat
predikat pravdivosti, miize byt zna¢né netrividlni otazka, které asudky jsou logicky spravné
a které nikoli. Naptiklad: Co lze vyuzit pti zjistovani logickych dusledkt axiomt PA2 - co
véechno lze predpokladat o vlastnostech ¢i mnoZindch, pres néz se kvantifikuje v axiomu
indukce? Lze naptiklad Goodsteinovu vétu povazovat za logicky déisledek axiomi PA2? Ci
Ize predpokladat vse, co tvrdi ZFC, a tedy soudit, Ze godelovskd formule pfislusnd k ZFC
je v pravé zkoumaném smyslu pravdiva? (Vzhledem k spojitosti mezi pojmem pravdivosti
a pojmem mnoziny v8ak toto nemusi byt nijak prekvapivé.)

90



Gddelova véta a relace logického dusledku

Jind moznost, jak rozumét tomu, Ze nékterd axiomaticka teorie T vy-
mezuje pravdivost vét aritmetiky, je povazovat za pravdivé ty aritmetické
sentence, jeZ jsou v teorii T dokazatelné - tedy odvoditelné pomoci odvo-
zovacich pravidel z axiom této teorie. To je jisté moznost, jiz mél na mysli
autor predchoziho citatu.

V takovém pripadé bychom mohli tivahou naznacenou vyse v bodech
1.-6. dospét k vysledku, ze godelovska sentence y, je pravdivd. Tim oviem
ziskdvame spor, nebot sentence y, jakozto formule nedokazatelnd v teorii T
nemtuize byt pravdiva. Zduvodnéni, jejz jsme vySe povazovali za dikaz go-
delovské sentence, bychom nyni museli povazovat za reductio ad absurdum
vyvracejici néktery z predpokladu, jez byly pfi tomto zdivodnéni vyuzity.
Které to jsou?

Jednim z nich byl pfedpoklad, Ze pti dokazovani vét aritmetiky lze vy-
uzit predikat pravdivosti (¢i predikat dokazatelnosti ve smyslu predvadéni
pravdivosti), aniz bychom predem specifikovali, kterd jeho pouziti ptipadaji
v Gvahu a ktera nikoli. Dal$im byl predpoklad, Ze véty o odvoditelnosti
v axiomatické teorii T lze povazovat za véty téhoz druhu jako véty aritme-
tiky — konkrétné Ze princip indukce lze aplikovat na vlastnosti vyjadfené
s pomoci meta-jazykovych vyrazi popisujicich dikazy ve formalnich teori-
ich. V tomto duchu pi$e Ludwig Wittgenstein:

I imagine someone asking my advice; he says: “I have constructed a proposition
(I will use ‘P’ to designate it) in Russell’s symbolism, and by means of certain
definitions and transformations it can be so interpreted that it says: ‘P is not
provable in Russell’s system.” Must I not say that this proposition on the one
hand is true, and on the other hand is unprovable? For suppose it were false;
then it is true that it is provable. And that surely cannot be! And if it is proved,
then it is proved that it is not provable. Thus it can only be true, but unprovable.”

Just as we ask, “Provable’ in what system?,” so we must also ask, “True’ in
what system?” “True in Russell’s system” means, as was said, proved in Rus-
sell’s system, and “false in Russell’s system” means the opposite has been proved
in Russell’s system. — Now what does your “suppose it is false” mean? In the
Russell sense it means, “suppose the opposite is proved in Russell’s system”; if
that is your assumption you will now presumably give up the interpretation that
it is unprovable. And by “this interpretation” I understand the translation into
this English sentence. - If you assume that the proposition is provable in Rus-
sell’s system, that means it is true in the Russell sense, and the interpretation
“P is not provable” again has to be given up. If you assume that the proposition
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is true in the Russell sense, the same thing follows. Further: if the proposition
is supposed to be false in some other than the Russell sense, then it does not
contradict this for it to be proved in Russell’s system. (What is called “losing” in
chess may constitute winning in another game.)®

Ztotoznime-li tedy aritmetickou pravdivost s dokazatelnosti v axioma-
tické teorii, mize nas to vést k tomu, abychom se na zakladé Godelovych
vét vzdali presvédceni, ze véechny uvahy o dokazatelnosti v axiomatickych
teoriich lze povazovat za souc¢dst matematiky, pfipadné abychom matema-
tiku prestali povazovat za teorii o vypisovani fad znak v souladu s uréitymi
pravidly.

Takovy zavér se v§ak pri pravé zkoumaném pojeti aritmetické pravdy
nemusi zdat prekvapivy. Véty aritmetiky nyni chapeme jako pravdivé diky
souboru axiomii (a pfipadné odvozovacich pravidel), avSak véty o dikazech
v dané axiomatické teorii museji byt pravdivé nezdvisle na téchto axiomech:
axiomaticka teorie byla popisovana predtim, nez byla s jeji pomoci vymezena
aritmetickd pravdivost. Z toho lze soudit, ze véty aritmetiky jsou pravdivé
v jiném smyslu nez véty o diikazech v axiomatickych teoriich.

Ktera logika je spravna?

Pripada v Gvahu jesté jind moznost, jak naposled zkoumané pojeti aritme-
tické pravdy sloucit s Godelovymi vétami. K takové moznosti nas muze
privést nasledujici uvaha:”

Predpoklddejme, Ze matematické dokazovdni je ve skutecnosti dokazovd-
nim v axiomatické teorii T. Kdyby godelovskd sentence y, byla matema-
ticky dokazatelnd, byla by pravdivd, a tedy (vzhledem k tomu, co ,,tvrdi®
by nebyla dokazatelnd. Tudiz sentence y, neni dokazatelnd. Tim jsme ji

ale dokdzali!

Standardni postup by nyni byl opustit predpoklad, ze matematické
dokazovani (obndseji-li aplikaci predikatu pravdivosti a predikatu dokaza-
telnosti) je dokazovanim v axiomatické teorii T. Jind moznost je pfipustit, ze
axiomatickd teorie, jez vystihuje matematické dokazovani, je ve skute¢nosti
spornd. V tomto duchu pise Wittgenstein:

¢ Ludwig WITTGENSTEIN, Remarks on the Foundations of Mathematics. G. H. VON
WRIGHT, R. RHEES, G. E. M. ANSCOMBE (eds.). Pfekl. G. E. M. ANSCOMBE. Cambridge,
MA: MIT 1978, I, Appendix III, §8.
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Let us suppose I prove the unprovability (in Russell’s system) of P; then by this
proof I have proved P. Now if this proof were one in Russell’s system — I should
in that case have proved at once that it belonged and did not belong to Rus-
sell’s system. — That is what comes of making up such sentences. — But there is
a contradiction here! — Well, then there is a contradiction here. Does it do any
harm here?®

Graham Priest dokonce zastava nazor, ze Godelovy vysledky si Zddaji,
abychom matematiku prohlasili za spornou:

A stronger form of the first Theorem is to the effect that for any axiomatic arith-
metic of a certain kind, we can actually produce a statement of arithmetic (the
Godel sentence) that is not provable in the theory, yet which we can prove to be
true. [...] [T]he only reasonable conclusion that can be drawn from this form of
the Theorem is that our proof procedures are inconsistent.®*

Pritom kdybychom pfijali spor v matematice, bylo by tfeba vzdat se
nékterych standardnich logickych postupti, nebot s pomoci nich lze v mate-
matice dokazat cokoli.

Jeden dusledek predchozi Gvahy vsak muZeme shledavat velmi po-
divnym: ke sporu jsme dospéli diky tomu, Ze véty aritmetiky povazujeme
zaroven za véty o dokazatelnosti v axiomatickych teoriich, a ze véty doka-
zatelné v axiomatické teorii, o niz se jedna, povazujeme za pravdivé. Jestlize
je godelovska sentence prislu$nd k dané teorii dokazatelna v této teorii, pak
je pravdiva, a tedy tu zaroven neni dokazatelnd. Jinak feceno, ditkaz gode-
lovské sentence v dané teorii by nas nesmél primét k tomu prestat tvrdit, Ze
dand sentence neni v dané teorii dokazatelnd.

K pochybnostem o tom, zda postupy klasické logiky jsou spravné, nas
muze privést uz slabsi predpoklad nez ten, Ze aritmetickou pravdivost lze
chapat jako dokazatelnost v urcité axiomatické teorii, jejiz axiomy a od-
vozovaci pravidla shledavame spravnymi. Vychazime-li z hypotézy, Ze
aritmeticka pravda je definovana nékterym souborem axiomi (napt. mate-
matickych axiomt PA2) jazyka takové logické formy, Ze se nedafi explicitné
popsat, které logické tisudky lze na zdkladé téchto axiomu provadét a které
nikoli, miZeme rozumné pochybovat o tom, zda je takto o kazdé aritmetické

2 WITTGENSTEIN, Remarks on the Foundations of Mathematics, I, Appendix III, §11.
& PRIEST, ,Is Arithmetic Consistent? s. 344. Srv. téZ Graham PRIEST, In Contradiction.
Oxford: Oxford University Press 2006, kapitola 3.
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sentenci rozhodnuto, Ze je pravdivd, nebo Ze je nepravdiva (viz vyse).** Jako
adekvatni logické postupy se pak mohou jevit napf. ty, jez nabizi intuicioni-
sticka logika, spi$e nez postupy klasické logiky.

Zavér

Jestlize se z vét o neuplnosti soudi, ze relace logického diisledku neni relaci
odvoditelnosti v logickém kalkulu, je to diky tomu, Ze se vétam pripisuje
takova logicka forma, Ze mezi logickymi vyrazy jsou bud meta-jazykové vy-
razy, s pomoci nichz lze vyjadrit tvrzeni o dokazatelnosti v axiomatickych
teoriich, anebo vyrazy, u nichZ je podstatné, zZe jsou soucasti jazyka obsa-
hujiciho vyrazy predchoziho druhu. Navic je tfeba pouzivat pri zkoumani
relace logického dusledku predikat pravdivosti (coz je v pripadé, ze relaci
logického dusledku chapeme jako relaci logického vyplyvdni, samoziejmé;
relaci logického vyplyvani ovéem nelze definovat pro jazyk, v némz je tato
relace definovana, aniz by z definice bylo mozné odvodit spor).

Jsme-li ptipraveni aplikovat princip indukce pro ptirozena ¢isla na
véty o odvoditelnosti v axiomatickych teoriich a vyuzivat v matematickych
dukazech predikat pravdivosti (aniz bychom predem ur¢ili, které jeho
aplikace pripadaji v uvahu a které nikoli), miizeme tvrdit, Ze aritmetika
neni axiomatizovatelnd. Tim se vSak nemysli, Ze by neexistovala takova
axiomatickd teorie, v niz by byly dokazatelné v§echny véty aritmetiky, jez
je mozné (neformalné) matematicky dokazat. Dokonce se tim nemysli ani
to, Ze neexistuje axiomaticka teorie, v niz by byly dokazatelné pravé v§echny
neformalné dokazatelné véty aritmetiky. Mysli se tim jen to, Ze vSechny
matematické dikazy nelze chapat jako odvozeni v jediné takové teorii: ze
nékteré axiomy nebo odvozovaci pravidla dané teorie by nebyly evidentné
spravné. Slovy Kurta Godela:

[The second incompleteness theorem] makes it impossible that someone should
set up a certain well-defined system of axioms and rules and consistently make
the following assertion about it: All of these axioms and rules I perceive (with
mathematical certitude) to be correct, and moreover I believe that they contain
all of mathematics.%

¢t Pripadad naptiklad v avahu, Ze by mnozina v8ech pravdivych sentenci aritmetiky byla
algoritmicky generovatelna. (Srv. SVEJDAR, Logika, s. 317.)

6 Kurt GODEL, ,,Some Basic Theorems on the Foundations of Mathematics and Their
Implications.“ In: S. FEFERMAN (ed.), Collected Works. Volume III: Unpublished Essays and
Lectures. Oxford: Oxford University Press 1995, s. 309.

94



Gddelova véta a relace logického dusledku

(Godel tu sice mluvi o druhé vété o neuplnosti, avsak totéz lze ze zcela stej-
nych dtivodt fici o prvni vété o netiplnosti.)

Uspéchy pti formalizaci matematickych diikazii v kterékoli oblasti ma-
tematiky v8ak naznacuji, Ze matematiku lze povazovat za axiomatizovanou
prinejmensim z velmi velké ¢asti. Divody myslet si, Ze tomu tak neni zcela,
jsou pravdépodobné dva. Jednim je presvédceni, Ze kazdou aritmetickou
sentenci urc¢itého druhu® 1ze dokdzat, nebo vyvritit (a nikoli oboje), z ¢ehoz
pakIze usoudit, Ze dokazatelné véty aritmetiky neni mozné algoritmicky ge-
nerovat. Nevim o tom, Ze by toto pfesvéd¢eni mélo rozumné opodstatnéni.

Druhy divod myslet si, Ze matematiku nelze zcela axiomatizovat, lze vi-
dét v tom, Ze umime dokazat godelovské sentence piislusné k axiomatickym
teoriim, jejichZ axiomy a odvozovaci pravidla shledavime spravnymi, vyu-
zivame-li pfitom predikat pravdivosti a aplikujeme-li aritmetiku jako teorii
o dokazatelnosti v téchto teoriich. V souladu s tim je mozné domnivat se, Ze
mnozina vSech dokazatelnych vét aritmetiky je algoritmicky generovatelna,
pri¢emz vychazime-li z toho, jak se dafi formalizovat matematické dikazy,
jevi se tato hypotéza pomérné pravdépodobnou. Také se Ize domnivat, Ze
mnozina pravdivych vét aritmetiky je vymezena s pomoci nékterych axiomu
(napf. axiomu PA2), pficemz jejich dtsledky tvori algoritmicky generovatel-
nou mnozinu - a tedy Ze o nékterych sentencich jazyka aritmetiky neplati,
ze jsou bud pravdivé, nebo nepravdivé. Diky tomu vyvstava otdzka, zda lze
postupy klasické logiky (vychazejici z toho, ze kazda véta je bud pravdiva,
anebo nepravdiva) povazovat ve vSech pripadech za rozumné, ¢i zda je kla-
sicka logika vysledkem prilisného zobecnéni postuptl, jez jsou v aritmetice
rozumné aplikovatelné jen v nékterych pripadech.

Soudime-li navic, ze axiomtim ¢i odvozovacim pravidliim, jez lze vy-
uzit v matematickych dukazech, nelze ptipisovat pravdivost v tom smyslu,
v jakém jsou pravdivé véty o dokazatelnosti v axiomatickych teoriich, pak
muzeme zaroven soudit, Ze matematickému dokazovani pravdépodobné
velmi dobfe odpovida odvozovani formuli v nékteré axiomatické teorii, jejiz
axiomy i odvozovaci pravidla shleddvime spravnymi. Chapeme-li pfitom
aritmetickou pravdu jako dokazatelnost v takové axiomatické teorii, pak
je tfeba prestat povazovat gddelovskou sentenci ptislusnou k této teorii za
vyrok v bézném slova smyslu - tj. prestat soudit, Ze je bud pravdiva, nebo
nepravdiva.

Jde o tzv. [T1-sentence. Viz SVEJDAR, Logika, s. 309.
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