reg a | yC (}rg Red de Revistas Cientificas de América Latina, el Caribe, Espafia y Portugal
[ ]
K

Sistema de Informacion Cientifica

Tomas Barrero, Walter Carnielli
Tableaux sin refutacion

Mateméticas: Ensefianza Universitaria, vol. XIIl, nam. 2, diciembre, 2005, pp. 81-99,
Escuela Regional de Matematicas
Colombia

Available in: http://www.redalyc.org/articulo.oa?id=46800207

Matematicas: Ensefianza Universitaria,

- -
Matematicas: ISSN (Printed Version): 0120-6788
Ense “3"23"2"2:‘?’5“3”“ reviserm@univalle.edu.co
Escuela Regional de Matematicas
Colombia
How to cite Complete issue | More information about this article | Journal's homepage

www.redalyc.org
Non-Profit Academic Project, developed under the Open Acces Initiative


http://www.redalyc.org
http://www.redalyc.org/comocitar.oa?id=46800207
http://www.redalyc.org/fasciculo.oa?id=468&numero=3206
http://www.redalyc.org/articulo.oa?id=46800207
http://www.redalyc.org/revista.oa?id=468
http://www.redalyc.org/articulo.oa?id=46800207
http://www.redalyc.org/revista.oa?id=468
http://www.redalyc.org/revista.oa?id=468
http://www.redalyc.org
http://www.redalyc.org/revista.oa?id=468

Vol. XIII N9 2 Diciembre (2005)

Matematicas:
Matematicas: 81-99

Ensefianza Universitaria

(©Escuela Regional de Matematicas
Universidad del Valle - Colombia

Tableaux sin refutacion

Tomés Barrero Walter Carnielli
Recibido Marz. 8, 2005 Aceptado Jun. 21, 2005

Abstract
Motivated by H. Curry’s well-known objection and by a proposal of L. Henkin, this article
introduces the positive tableaux, a form of tableau calculus without refutation based upon
the idea of implicational triviality. The completeness of the method is proven, which
establishes a new decision procedure for the (classical) positive propositional logic. We also
introduce the concept of paratriviality in order to contribute to the question of paradoxes
and limitations imposed by the behavior of classical implication.

Keywords: Positive logic, implicative triviality, paratriviality, positive tableaux.

AMSC(2000): Primary: 03B50, Secondary: 03B53, 03B60.

Resumen
Usando como motivacion la objecion de H. Curry y una propuesta de L. Henkin, el articulo
introduce los tableaux positivos, una forma de tableaux sin refutacion construidos a partir
de la idea de trivialidad implicativa. Se establece el teorema de completitud que garantiza
un nuevo proceso de decision para la logica positiva clasica. Se introduce también el con-
cepto de paratrivialidad como posible respuesta a paradojas y limitaciones de la implicaciéon
clasica.

Palabras y frases claves: Logica positiva, trivialidad implicativa, paratrivialidad, ta-
bleaux positivos.

1 Introduccion

El surgimiento de paradojas como la derivada por Bertrand Russell en la
teoria intuitiva de conjuntos y la publicacién de los teoremas de la incom-
pletitud de la aritmética por parte de Kurt Godel levantaron sospechas no
s6lo con respecto a la consistencia de algunos sistemas formales, sino con
relacion al uso indiscriminado de la autoreferencia en matematica y logica.
La solucién de esas dificultades, si es posible hablar de una respuesta defini-
tiva, provino de la teoria axioméatica de Zermelo-Fraenkel en un caso, y en el
abandono de la pretension de pruebas absolutas de consistencia para sistemas
formales de cierto tipo, en el otro.

Sin embargo, un nuevo método para reproducir los argumentos de Russell
y de Godel en sistemas esencialmente méas débiles (en los cuales ni siquiera es
necesario definir la negacion) fue descubierto y expuesto de una manera muy
simple por Curry en [8]: las dificultades en uno y otro caso no se generan a
partir de algin tipo de autoreferencia que involucre negacion, sino de cier-
tas caracteristicas de la implicacion de la légica clésica, caracteristicas tan
aparentemente neutras y admisibles como la reflexividad de la implicacion, la
propiedad conocida como “absorcion” (cfr. Ejemplos 1y 2 de la Secciéon 3.3



82 Tomas Barrero y Walter Carnielli

respectivamente) y la validez de la regla de Modus Ponens (cfr. Regla (MP)
de la Seccién 3.2). Como el concepto de inconsistencia incluye siempre algan
tipo de negacion (cfr. [4] paginas 17-32), en el caso de la situacion que des-
cribe la objecion de Curry resulta més acertado hablar de “trivialidad”, pues
en realidad lo que se demuestra es que, dadas ciertas condiciones, podemos
derivar cualquier formula en nuestro sistema de logica positiva. En contra-
posicion, acunaremos el término “paratrivialidad” para designar la propiedad
de algunos sistemas de légica no-clasica que consiguen controlar las condi-
ciones que producen la trivialidad deductiva en la logica positiva clasica.

El estudio de sistemas que no poseen simbolos definidos para la negacion,
sino que abordan la falsedad de una formula a través de la implicaciéon dada,
por lo menos, de 1906 cuando Bertrand Russell [15] estableci6 la siguiente
definicién para férmulas negadas:

—a = V(o — x),

ejemplificando lo que denominaremos “trivialidad positiva”, y las siguientes

férmulas de primer orden para definir la conjuncién y la disyuncién!

aANf=Ve(a— (f—2) >z

aVp=Ve(a—z)— ((8—z) — x),

aunque, desde su punto de vista, no poder senalar las formulas falsas consti-
tuye una limitaciéon que nos puede conducir a ambigiiedades sisteméaticas (ver
[1], capitulo 4, secciones 4.3 y 4.4 para una discusién méas completa de este
aspecto).

Una vez hechas estas aclaraciones preliminares podemos entrar en materia:
el presente trabajo tiene por objetivo obtener un proceso de demostrabilidad
y decidibilidad para logicas positivas (en particular, en este caso para la logica
clasica positiva) a través de un sistema de tableaux enteramente positivos 2.

En vez de usar el concepto de contradicciéon, constitutivo de la nocién de
“rama cerrada”’ y “tableau cerrado” caracteristicos de los sistemas de tableau
usuales, los (asi denominados por nosotros) tableaux positivos utilizan el con-
cepto de rama trivial y tableau trivial: el criterio de parada no es ahora una
contradiccion, sino la obtencién directa de una trivialidad deductiva poten-
cial. De esta forma, los tableaux positivos se conforman con un meta-lenguaje
mucho més frugal (sin negacién), con interesantes consecuencias para los fun-
damentos de la teoria de la demostracion.

Wer [15] definiciones 7.22, 7.41 y 7.5. Para la disyuncion se introduce otra posible
definiciéon aV 3 = (a« — () — B. Es importante resaltar también que la notaciéon usada por
Russel para estas definiciones adelanta algunas ideas de lo que constituira el A—calculo de
A. Church .

2Tomando en consideracion la intuicion de Leén Henkin en [11], ver Seccién 4.
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En lugar de partir de la presuposiciéon de que el concepto de contradiccién
es abominable en logica o en el razonamiento en general, se parte del principio
de que el concepto de trivialidad es el abominable. En un contexto distinto,
Newton da Costa ya manifestaba una posicion filoséfica andloga, al afirmar
en 1959 (cf. [10]) que "desde el punto de vista sintactico-semantico, toda
teoria matematica es admisible, a menos que sea trivial" (véase tambiém [4],
paginas 3-5). Por lo tanto, partimos del principio de que nuestro sistema de
pruebas no puede conducir a la trivialidad deductiva. Para demostrar una
cierta formula a, hacemos la suposiciéon de que « conduzca a la trivialidad
deductiva, en el sentido de que empezamos por asumir o — ¢, donde la letra c
es una variable proposicional ajena a la férmula «. Si de ahi logramos probar
la misma ¢, entonces concluimos «.

Vemos entonces que no se recurre a la idea de refutacion (presente en los
métodos usuales de tableau o en el método de resolucion); por el contrario,
hay una especie de "circulo virtuoso" involucrado en el método: si suponer
que a es deductivamente trivial nos lleva a la trivialidad deductiva, entonces
a no lo es, y por lo tanto puede ser aceptado como un legitimo teorema.

La idea general de tomar la negacién como un caso particular de la im-
plicacién y, en consecuencia, de tomar la implicacién como la causa primera
del concepto de trivialidad deductiva ha sido ampliamente explotada desde el
punto de vista de la teoria de la demostracion en [16]. Presentamos, sin em-
bargo, un enfoque completamente diferente a una “teoria de la demostracion
positiva” para el calculo proposicional, que nos conduce a nuevas propuestas
con respecto a las posibilidades de escapar a la objecion de Curry®.

El razonamiento proposicional es central en la teoria de computacién, y
hay un debate en curso sobre la eficiencia relativa de los sistemas de tableau
(debidos al trabajo de E. Beth [2] y R. Smullyan [18]) en los afios 50 y 60) res-
pecto al método de resoluciéon (propuesto méas recientemente por J. Robinson
en [14]), aunque dichos sistemas se presenten también para el caso cuantifica-
cional. Ambos son sistemas de refutacion, que utilizan el metodo de reduccion
al absurdo en el metalenguaje. La diferencia esencial entre ellos es que los
sistemas de tableau se basan en las formas normales disyuntivas, mientras la
resolucion parte de las formas normales conjuntivas.

En un articulo ya cléasico, S.A. Cook y R. Reckhow en [7] creyeron haber
demostrado que los tableaux son inherentemente mas ineficientes que la reso-
lucion. Este pretendido resultado fué usado para argumentar que los tableaux
no pueden simular polinomialmente el metodo de resolucion.

Sin embargo, resulta que el contra-ejemplo de [7] esta equivocado, como lo
demuestra F.Massacci en [13]. En vista de eso, la comparacion entre tableux
y resolucién tiene que ser reconsideradat

3Para una relacion de otras salidas a la paradoja, cfr. [1], Capitulo 2.
4No conocemos la complejidad de nuestro sistema de tableaux positivos; en la liter-
atura se conocen diversas clases de férmulas puramente implicativas cuyo problema de
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Por tales razones, los sistemas de tableau en general contintan siendo de
pleno interés, y nuestros sistemas de tableaux positivos que no se valen de la
refutacion (y por lo tanto son inmunes a las cuestiones de la contradiccion
en el metalenguaje) pueden ser una interesante alternativa para puntualizar
el debate acerca de la comparacién entre tableux y resolucion, ademas de
aportar recursos tedricos para escapar de la referida paradoja de Curry.

2 El sistema LT

En [20] Tarski y Lukasiewicz proponen una metodologia para el estudio sintac-
tico y seméantico de diferentes fragmentos del calculo proposicional e, incluso,
una de las primeras aproximaciones sistemaéticas al calculo de predicados.
Este trabajo tiene, ademas, el atractivo de presentar rigurosamente la pro-
puesta de logicas finito- e infinitovalentes de Lukasiewicz en términos funda-
mentalmente algebraicos (es decir, a través de matrices) y por esta razon los
autores se ven obligados a examinar diferentes sistemas del calculo proposi-
cional, como por ejemplo, el fragmento que contiene como conectivo tnica-
mente la implicacion (es decir, la logica positiva puramente implicativa) que
denotaremos por L. Presentamos aqui, siguiendo de cerca los originales, el
lenguaje, los axiomas y la seméantica de tal 16gica con el fin de introducir en
seguida un sistema de tableaux puramente positivos para LT.

Definicién 1. Definimos el lenguaje de LT de la siguiente manera:

1. Simbolos proposicionales: Un conjunto infinito enumerable de variables
proposicionales: {p1,p2,---Pry---}-

2. Conectivos: Un unico conectivo binario, {—}.
3. Stmbolos auziliares: “(", ")".

Definiciéon 2. Formulas:
Caso. Cualquier variable proposicional es una féormula atéomica.
Caso. Toda férmula atémica es una féormula.
Caso. Si a y 3 son férmulas, entonces (o — 3) es una férmula. 3
De aqui en adelante denotaremos el conjunto de las formulas del lenguaje
L* por For(L").

El siguiente conjunto constituye una base axiomética para L+ formada
por tres axiomas:

Ax1. Fr+ a— (8 — ).

satisfactibilidad se resuelve en tiempo polinomial.
5Cuando no haya riesgo de confusién, omitiremos los paréntesis externos de las formulas.
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Ax2. b (a—=0) = (B—=7) = (a—7)).
Ax3. b+ (o — B) — a) — «,

y cerrado bajo la regla de substituciéon (SUB) (que permite substituir uni-
formemente formulas atémicas por formulas cualesquiera) y Modus Ponens
(MP):

Si oy a — [ son teoremas, entonces § es un teorema.

Definicién 3. Una matriz para LT es una tripla ordenada 9t =< A, B, f >,
que contiene dos conjuntos disyuntos no vacios A, B (con elementos de cual-
quier tipo), y una funcion f de dos variables, definida en AU B. La matriz
M es llamada normal si x € B ey € A siempre implican f(z,y) € A.

Definicion 4. La funcion h es llamada una funcion que atribuye valores en
la matriz M para Lt si satisface las siguientes condiciones:

1. La funcion h es definida para cada o € For(L™).

2. Sip es una variable proposicional, entonces h(p) € AU B.

3. Sia, 3 € For(LT), entonces h(aw — 3) = f(h(a), h(3)).

Notamos que, de esta forma, los valores de la funcidn h (que asigna
valores en la matriz) quedan totalmente determinados.

Decimos que una formula o es satisfecha por la matriz M =< A, B, f >,
denotado por M = «, si h(a) € B para alguna funcion h que atribuye
valores en esta matriz.

En términos intuitivos, los conjuntos A y B actian como conjuntos ar-
bitrarios de valores de verdad, donde el primero representa los valores no-
distinguidos y el segundo representa los valores distinguidos. La nocién de
matriz normal exige solamente que la implicacién produzca valores no-distin-
guidos, cuando el antecedente de la implicacion es distinguido y el consecuente
no-distinguido. En los deméas casos la interpretacion de la implicacion es to-
talmente libre.

Podemos entonces definir el sistema Lt del célculo proposicional positivo
en términos seménticos:

Definicién 5. El sistema L™ del cdlculo proposicional positivo es el conjunto
de las formulas satisfechas por todas las funciones h definidas sobre la matriz
M =< A,B, f >, donde A={o}, B={1} y la funcion f estd definida por
las formulas f(0,0) = f(0,1) = f(1,1) =1 y f(1,0) = 0.

El teorema de completitud para la forma axiomatica del sistema L1 de-
muestra (vease por ejemplo [11]) que de hecho el sistema L™ en la Definicion 5
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coincide con todas las consecuencias de los axiomas Ax1, Ax2 y Ax3 (dados
arriba) por las reglas (SUB) y (MP).

Hay muchas otras axiométicas para L™, y con menos axiomas: en [17] se
presentam cinco distintas axiométicas con dos axiomas (tomandose (MP) y
(SUB)como reglas), como por ejemplo:

L(a—=p) = (B—=7)— 0= (x=7))

2 ((a—f8) —a) - a.

Hay también sistemas con un tinico axioma, como por ejemplo el siguiente,
propuesto por Lukasiewicz en [12]:

((a—=pB)—=7)—=((y—a)—= (6 —a)).

El sistema Lt representa mucho mas que una simple curiosidad: histori-
camente, H. B. Curry y R. Feys en [9] notaron que algunos axiomas de L™
corresponden a los combinadores bésicos K y S de la teoria de tipos, en el
sentido de que, por ejemplo, la formula o — (5 — ) corresponde al conjunto
de funciones a x 3 = ~, interpretandose «, § y v como conjuntos.

La equivalencia formal entre ambos conceptos expresa una propiedad fun-
damental en computacion, conocida como isomorfismo de Curry-Howard o
como la analogia proposiciones como tipos, y es ampliamente utilizada en las
investigaciones metamatematicas de la matematica constructiva.

3 La trivialidad positiva como fundamento para pruebas

El concepto central de la propuesta consiste en explotar la idea de triviali-
dad deductiva, en el sentido de obtener, a partir de una férmula, una nueva
formula cualquiera como en el caso descrito por Curry, donde la trivialidad
no depende de un conectivo diferente de la implicacion, sino de una situaciéon
puramente implicativa. Resaltamos, sin embargo, que no tenemos otras condi-
ciones presentes en el argumento de Curry (por ejemplo, L™ no es interpretada
como una “loégica de combinadores”; sino simplemente un fragmento del calculo
proposicional clésico), sino que hemos intentado captar lo méas fielmente posi-
ble la generacién de un caos implicativo como senal de la improbabilidad de
un argumento, usando de esta forma una condicién paraddjica o problematica
de manera constructiva, es decir, como criterio de parada o de finalizaciéon de
nuestro sistema. A continuacién, presentamos el lenguaje y las reglas para
un sistema con esas caracteristicas.

3.1 Lenguaje y definiciones

Iniciamos esta seccién discutiendo algunos problemas preliminares referen-
tes a la aplicabilidad o adecuaciéon de los métodos de [6] para demostrar la
completitud de un sistema de tableaux para LT. Para tal fin necesitamos
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aclarar un punto fundamental: cualquier propuesta de tableaux que pretenda
ser completa segin los criterios mencionados debe ser interpretada por una
seméntica diadica. En [6] encontramos la definicion de tal tipo de seménticas,
en el marco de las seménticas de Gentzen y por esa razén, reproducimos y
comentamos las definiciones relevantes de tal trabajo.

Definicion 6. Una semdntica de Gentzen para una logica L es un con-
junto adecuado (o sea, correcto y completo) de valoraciones bi-valentes b :
N — {V, F} dado por cldusulas condicionales (& — ) donde ® y ¥ son
(meta)férmulas de la forma T y L, o

b(p1) = wi, .-, b(PT) = wit [ | bley,) = whs - b(op) = wp (G)
donde wf e {V, F}, cada g@{ es una férmula de L, las comas ”,” representan

conjunciones y los trazos verticales ”|” representan disyunciones.

Definicion 7. Decimos que una semdntica de Gentzen B para una logica L
constituye una semdntica diddica para L si la relacion de consecuencia Fp
(dada por las valoraciones en B) es recursiva.

Observamos que una seméantica diddica debe incluir T y L como constan-
tes logicas (representando, respectivamente, la verdad y la falsedad). Sin em-
bargo, en la semantica de L™ no tenemos ninguno de esos simbolos definidos,
entonces nuestras valoraciones (denotadas por v) no contienen esos sfimbo-
los. Por otra parte, una seméntica es considerada como diadica si la relacion
de consecuencia que ella define es recursiva (lo que sucede, de hecho, con
LT, pues la definicion de h es recursiva). Vamos, entonces, a proponer una
demostracion de completitud para un fragmento de una seméntica diadica
que es suficientemente expresivo para ese fin. Introducimos las definiciones
necesarias para construir el sistema de tableaux puramente positivos F.

Definicién 8. Sea P = {p, | n € w} un conjunto infinito enumerable de
variables proposicionales, y ¥ = {Cp, | n € w} una asignatura (esto es,
un conjunto enumerable de conjuntos de simbolos que denotan conectivos n-
arios). El conjunto de esquemas de formulas For(X) es el dlgebra libremente
generada por P sobre X.

Definicion 9. Dados P y X como antes, una substitucion por esquemas es
una funcion p : P — For(X). La substitucion por esquemas p puede ser
extendida de la manera usual a todas las formulas en For(X); escribimos ¢p
en vez de o(¢). Si ® C For(X), entonces ®p denotard {¢p | ¢ € D}.

Consideramos conocidas las nociones de arboles de formulas, ramas, etc.

Definicién 10. Sea B una rama de un drbol F' de formulas. Decimos que B
es una rama cerrada si existe una formula o tal que {(ov — ¢) — ¢,a — ¢} C
B donde ¢ es una letra proposicional que no ocurre en B. Caso contrario,
decimos que B es una rama abierta.
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Definicién 11. Una regla de tableau es un par R = (Prem(R), Con(R)) tal
que Prem(R) es un conjunto finito de For(X) y Con(R) es un subconjunto
finito no vacio de subconjuntos finitos no vacios de For(X, E). Un sistema
de tableauzx es un conjunto finito no vacio T de reglas de tableau.

Definicion 12. Sea F' un drbol de formulas. Decimos que F es cerrado si
todo ramo B de I es cerrado. Caso contrario, decimos que F es abierto.

Definicion 13. Sea T un sistema de tableauz, y F' y F' drboles de férmulas.
Decimos que F' es una T-extension de F si F' es obtenida de F por una
extension de una rama abierta B de F por la aplicacion de una regla de tableau
de T usando alguna substitucion p. FEs decir, F es obtenido al substituirse
una rama abierta B de T por la rama

B; (¢1p);- -5 (érp)

por alguna substitucion p y alguna regla (Y,{Y1,...,Tr}) de T tal que Tp C
By Y, ={¢1,;-.-,;0} para algin i con 1 <i < k.

Definicion 14. Sea T un sistema de tableauzr. Un T'-tableau es una secuencia
F = {F,}new de drboles cuyos nudos son formulas, tal que:

1. Fy tiene sdlo un ramo;
2. Fpi1 es una T-extension de Fy,, para cada n > 0.

S1Y es el conjunto de formulas de Fy, entonces decimos que F' es un T'-tableau
para Y.

Definiciéon 15. Sea F = {F,}new un T-tableau. Decimos que F estd con-
cluido en uno de los siguientes casos:

1. F es una secuencia finita tal que cada rama del dltimo drbol de F cerrd;
0

2. para cada n > 0, para cada rama abierta B de F,, para cada regla
(T, {Y1,...,Tr}) de T y cada substitucion por esquemas p : si Tp C B,
entonces existe una rama B’ en F, (para algin m > n) que contiene B
y Yip para algin i con 1 <1 < k.

3.2 Reglas

Con las definiciones de la seccién anterior y teniendo en cuenta que L™ posee
una valoracién diddica, podemos definir un sistema de tableaux para LT a
través de las siguientes reglas:
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(B8 e (B8 =) e
Goo=ctoa") Bocogod?

i) L0 ),

3.3 Ejemplos

A continuacién demostramos dos férmulas de LT particularmente intere-
santes ((identidad) y (absorcion)) y La Ley de Peirce (que es nuestro axioma
Ax3) a través del método de tableaux recién definidos. Por tratarse de un
método adecuado a la inferencia visual, es conveniente introducir un esquema
de tableau para cada ejemplo, senalando la regla utilizada en cada nudo y
marcando las ramas cerradas con *. Siempre comenzaremos suponiendo que
aquello que queremos demostrar lleva a la trivialidad deductiva; si, como re-
sultado, obtenemos de hecho una trivialidad implicativa (es decir, todos los
ramos de nuestro tableau estdn cerrados, situaciéon que describiremos usando
la letra ¢ que representa una variable proposicional independiente de y ajena a
la formula original) entonces concluimos que aquello que queremos demostrar
no puede lleva a la trivialidad deductiva, y por lo tanto es demostrable.

3.3.1. Ejemplo 1

B — B (identidad)

(68— 8)—c
(r1)

(B—¢)—c foe

(mp)

Por lo tanto, 8 — 3 es una féormula valida.
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3.3.2. Ejemplo 2
(B—=((B—0)) — (B—0) (absorcion)
(B—=(B—108)—=(B—0d—c

(r1)
(B—=(B—=16) —c)—c,

(B—10)—c
y %
B—ec, (8—0)—c)—ec,
(B—9d)—c (B—06) —c
(r1) (mp)
/8*}07
B—c)—c, :
d—c
(mp)
c
*

En consecuencia, (G — ((8 — §)) — (8 — 0) es una formula valida.
3.3.3. Ejemplo 3

((B—6)—p)—pB (Ley de Peirce)

[(B—=0)—B)—=p]l—c

(r1)
(B—=0)—=p)—c)—c

B—c
% &
(5_>6)—>c7 (,6’—>c)—)c,
B—c B—c
(r1) (mp)
(B—c)—c
0 —c, i
B—c
(mp)
c
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Verificamos que la Ley de Peirce es una férmula valida.

Vale la pena recordar que en las reglas la coma denota una conjuncion y el
trazo vertical |, una disyuncion, diferencia que se reflejard en un nudo que
genera solamente una rama y uno que se bifurca, respectivamente.

4 Completitud del sistema de tableaux positivos

En esta seccion demostramos que nuestro sistema de tableaux es correcto y
completo con respecto a una seméntica diadica. A lo largo de ella usaremos
ampliamente las ideas de Leon Henkin en [11] para la demostracion de com-
pletitud de la logica positiva clasica, en el sentido de interiorizar el efecto
seméntico de una variable proposicional o féormula en términos de una “con-
figuracion implicativa”, de manera que podamos representar la imposibilidad
sin usar la negacién. Para preservar la intuicién, podemos pensar que usamos
(6 — ¢) — c para representar la afirmacion de una férmula, y 5 — ¢ para
representar su negacion. Para una discusion detallada de éste y otros puntos
relacionados ver [1] Capitulo 1, seccién 1.2. Necesitamos ahora de la siguiente
proposicién, necesaria para obtener el teorema de completitud para cualquier
sistema de tableaux construido a partir de una semantica diadica (cf. [6]).

Proposicion 16. Sea I' un conjunto no vacio de formulas y T un sistema
de tableaux. Entonces existe un tableau concluido abierto para ', o existe un
T-tableau cerrado para I'.

Demostracion. Andaloga a la proposicion correspondiente en [6]. O

Una vez verificada la proposiciéon, continuamos con las demostraciones y
definiciones necesarias para la obtencién del mencionado Teorema. En efecto:

Definiciéon 17. Sea {p1...pn} el conjunto de las variables proposicionales
de a y ¢ una variable proposicional tal que ¢ & {p1...pn}. Definimos SFor
de la siguiente manera:

SFor(a) ={p; = c|VAR(a) C{p1...pn}} U
{(pi = ¢) = c|VAR(e) S {p1-. . pn}}-

Definiciéon 18. Sea v € Val, T = {p1...pn} el conjunto de las variables
proposicionales de o y ¢ una variable proposicional tal que ¢ ¢ VAR(«),
definimos U(p;) tal que

i(pi) :{ U(pi) sip;i # ¢ .

0 sip;i=-c

Luego: si p; € VAR(«), entonces (p;) = v(p;).
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Definicion 19. Sea v € VAL(L") y ¢ una variable proposicional tal que
¢ ¢ VAR(«). La extension de v a SFor es la funcion @ : SFor — 2 definida
de la siguiente manera para cada o € ForL™:

Entonces (o) = v(a). Definimos, ademds, T = {(a — ¢) — c|a €T}.

A continuacion, verificamos que (rl), (r2), (bi) y (mp) estan bien definidas
con respecto a las valoraciones (o sea, que el valor atribuido a una férmula o
conjunto de formulas depende solamente de las variables examinadas al aplicar
tales reglas). En otras palabras, vamos a verificar la siguiente asercion:

Proposicion 20. Sea T' = {p1...pn} un conjunto de variables proposi-
cionales. Sea v una valoracion de esas variables. Entonces, el valor de T’
segin v depende de v(p;), 1 <i <n.

Demostracion. Para comenzar, tomemos (rl): Supongamos v((p — ¢) —
¢) = 1; esto es verdad si v(p — ¢q) = 0 0 v(c) = 1, pero lo segundo no puede
suceder, por construccion, y en consecuencia v((p — ¢) — ¢) es verdadera si
v(p) =1, v(q) = 0.

Tomemos ahora (r2): Supongamos v(((p — q) — ¢) — ¢) = 1, pero esto
es verdad si v(c) = 1 (de nuevo excluido por construcciéon) o si v(c) = 0y
v(p — q) = 1, y, en consecuencia, o v(p) =0y v(p > c)=1owv(q) =1y
v((¢ — ¢) — ¢) = 1. Por lo tanto, o v(p — ¢) =1l owv((¢ = ¢) = ¢c) = 1.

Para (bi), basta observar la restriccion: esta regla puede ser utilizada con
variables que estén en la rama (y ¢ no esta en esa rama, por construccion).

Para (mp), basta tener en la propia definicion de esta regla: el valor de una
aplicacion de (mp) depende del valor de las variables o formulas involucradas.
O

Lema 21. Sea T' un conjunto finito de variables proposicionales tal que c ¢
Var(T). Entonces v(a) = T((a — ¢) — ¢) para toda o« € T (siendo U la
extension de v tal que T(c) = 0).

Demostracion. Suponga v(a) = 1; luego 7(av — ¢) = 0, por lo tanto 7((a —
¢) —c)=1=v(a).

Si v(a) = 0, entonces T(aw — ¢) = 1, por lo tanto 7((o¢ — ¢) — ¢) =0 =
v(a). O
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Proposicion 22. Dada una regla R con:

...«
R=
B - Bia
B o B
Si T Oq) =...= U(a ) = 1, entonces existe j con 1 < j < n tal que

w(B17) = (ﬂ]k )=
Demostracion. Suponga, por absurdo, que existe una regla Ry v € Val(L™)
tal que U(ay) = ... = U(ay) = 1, pero para todo j definido como antes
tenemos v(617) = ... =v(Bk;’) = 0.

Caso. n =0.

Entonces, la tnica regla a considerar es (bi). Por hipétesis 7(a — ¢) =0
=1y

y (00 = ¢) — ¢) = 0. Entonces, 7(«) U(c) = 0y, por lo tanto
7((a — ¢) — ¢) = 1, absurdo.
Caso. n # 0.

Debemos considerar (r1), (r2) y (mp) y demostrar la Proposicién por
induccion en la complejidad de . Si R=(r1), entonces tenemos por hipétesis
(B —90) —¢c)=1y0(8 —¢c) >¢)=007T00 — ¢) =0. (i) St
o((8 — ¢) — ¢) = 0, ya que, por la Definicién 18 7(c) = 0, tenemos (5) = 0.
Pero, en consecuencia 7((3 — §) — ¢) = 0, absurdo.

(ii) Si (6 — ¢) = 0, por un raciocinio analogo al de (i), obtenemos
() = 1. Luego, v((8 — &) — ¢) = 0, absurdo.

Si R=(r2), entonces tenemos por hipétesis 7(((8 — 0) — ¢) — ¢) = 1,
pero (8 — ¢) = 0y B((6 — ¢) — ¢) = 0. Entonces, por la Definicién 18
tenemos T(c) = 0, y, consecuentemente, T(3) = 1 y v(J) = 0, pero, entonces,
o(((6 — 0) — ¢) — ¢) =0, absurdo.

Si R=(mp) entonces tenemos por hipotesis 7(8) =1, (8 — §) =1,y
() = 0. Pero, si () = 1y 9(8 — d) = 1, entonces T(d) = 1, absurdo, y
con este caso concluye la demostracion de la Proposicion. O

Definicion 23. Sea v una valoracion y F un drbol de formulas decimos que
v satisface F, denotado por v = F si existe una rama B de F tal que v = B.

Corolario 24. Dado un drbol F y una valoracion v, si F' extiende F por la
aplicacion de una regla y v = F, entonces v = F'.

Demostracion. Suponga, por absurdo, que existe un arbol F'y una valoracion
v tal que F” extiende F' por la aplicacion de una regla y v = F, pero v ¥ F’.
Entonces, existe una regla R tal que T[Prem(R)p] C {1}, pero v[Yp| = {0},
para T € Con(R), absurdo, por la Proposicion 22. O

5La nocién de “complejidad de una férmula” es la usual.
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Teorema 25. Teorema de validez para Tableaux: Sea I' un conjunto de for-
mulas. St existe un tableau cerrado F' para T', entonces T' es insatisfactible.

Demostracion. Sea I' definido antes con ¢ una variable proposicional tal que
¢ ¢ Var(T'). Suponga que existe un tableau cerrado F para I' y una valoracion
v tal que v(I') = {1}. Entonces, por el Lema 21 tenemos 7(I') = {1}. Pero
F = {Fp}new €8 una secuencia de arboles comenzando por Fy = Tyves
una valoracion tal que T(T') = {1}, es decir, T = Fy. Por el corolario 24 vy,
por induccién sobre n, T = F;, para todo n, en particular ¥ = F, mas F es
cerrado (por hipdtesis), entonces (p — ¢) — ¢, p — ¢ ocurren en cada rama
y, en consecuencia (por (mp)) ¢ ocurre en cada rama, absurdo, pues T(c) = 0.

d

Definiciéon 26. Sea T un sistema de tableauz, y sea T' C SFor(py...pn).
Decimos que T' es un conjunto saturado si:

Satl es abierto, o sea: para cada férmula

a€For(pi...pn), {(a—c¢)—ec, a—ct T

Sat2 Para toda regla R de T y para cada substitucién por esquemas p:
Prem(R)p C T implica Tp C T', para alguna Y € Con(R).

Proposicion 27. Sea I' un conjunto de SFor de una rama abierta de un
tableau concluido. Entonces T es saturado.

Demostracion. Directa, usando 26. O

Proposicion 28. SiT' C SFor(p1 ...ps), entonces todo tableau construido a
partir de T consiste en formulas de SFor(py ...pp).

Demostracion. Se aplican las definiciones de (mp), (bi), (rl) y (r2). O

Teorema 29. Teorema de FExistencia de Modelos para tableaux: Si A C
SFor(pi...pn) es saturado, entonces existe una valoracion v tal que:

(a) = 1 si(a—c)—ceA
UYTV0 sia—cen ’

Demostracion. Definimos

V)1 si(pp—c)—ceA
v(pZ){O sip;—ccA ’

Observamos que el item 1 de la Definicion 26 garantiza que v atribuye un valor
de verdad determinado a cada féormula atomica de A y el ftem 2 de la misma
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definicion y la regla (bi) garantizan que v atribuye un valor de verdad determi-
nado a cada féormula de A de complejidad mayor. Verificamos, entonces que
v esté bien definida. Extendemos v a una valoracion v : For(p; ...p,) — 2
(oseav(f — §) =1sewv(B) =00wv(d) =1.) Por induccion en la complejidad
de «, demostraremos

v(a) = 1 si(fa—c)—ceA
] 0 sia—ceA '

Caso. «a es atomica, entonces vale por la definicion de v.
Caso. Si o = — § vamos a demostrar v(a) = v(8) — v(J).
Caso. v(a) = 1.

Subcaso. v(8) = 0.

Por hipétesis de induccion  — ¢ € A. Suponga por absurdo (§ — §) —
¢ € A. Por (rl) tenemos (8 — ¢) — ¢ € A, absurdo, pues A es saturado.

Subcaso. v(d) = 1.

Por hipétesis de induccion (§ — ¢) — ¢ € A. Suponga por absurdo que
(8 —08) = ce€ A. Por (r1) tenemos § — ¢ € A, absurdo, pues A es saturado.
Por lo tanto si v(a) = 1, entonces (a« — ¢) — ¢ € A.

Caso. v(a) = 0.

Luego v(3) = 1,v(d) = 0. Por hipotesis de induccion (8 — ¢) — ¢, § —
¢ € A. Suponga, por absurdo, ((8 — 0) — ¢) — ¢, luego, por (r2) tenemos
B—ceAo(§d—c)—ceA.

Subcaso. Sea  — c € A.

Como, por hipotesis de induccion, (8 — ¢) — ¢ € A, entonces A no es
saturado (absurdo).

Subcaso. Sea (0 — ¢) — c € A.

Como, por hipétesis de induccién, § — ¢ € A, entonces A no es saturado
(absurdo). Por lo tanto, si v(a) = 0, entonces « — ¢ € A. O

Teorema 30. Completitud para Tableaux: Sea T'U{a} C For(py...ps) un
conjunto finito de formulas tal que T' = a. Entonces existe un tableau cerrado
para T U {a — ¢}, donde ¢ es una variable proposicional que no ocurre en

{p1..-pn}.

Demostracion. Suponga que todo tableau concluido para T' U {a — ¢} es
abierto. Sea F' un tableau concluido abierto para I' U {a — ¢}, sea A el
conjunto de féormulas de un ramo abierto de F. Luego, TU{a — ¢} C Ay
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A C SFor(py...pyn) es saturado por la Proposicion 27. Por el Teorema 29,
existe una valoracion v : For(py ...p,) — 2 tal que
)1 si(a—e)—ceA
v(a)—{o sia—ceA '
Dado que I' C A, entonces v(y) = 1 para todo v € I'. Ya que a@ — ¢ € A,

entonces v(a) = 0 y, por lo tanto, I' ¥ « absurdo. Entonces si I' = «, existe
un tableau cerrado para ' U{a — ¢}. O

5 Conclusiones

El concepto de trivialidad deductiva es el fundamento del sistema que hemos
descrito, es decir, el hecho de que una férmula produzca otra cualquiera (de-
notada por la letra proposicional ¢), lo que nos permite aclarar un aspecto, en
general pasado por alto: el concepto de trivialidad deductiva no siempre esta
vinculado con el de negacion. En particular, podemos obtener trivialidades
(como la de la objecion de Curry) sin definir siquiera el simbolo de negacion.

Para dar cuenta, de manera abstracta, de un arsenal 16gico que pudiera
tratar la trivialidad positiva de forma aniloga a la que el programa de la
logica paraconsistente se encarga de la trivialidad vinculada a la negacion,
tendriamos que controlar no necesariamente la apariciéon de una férmula y su
negacion, sino el hecho de que una féormula implique cualquier otra, lo que
nos llevaria a introducir el concepto de paratrivialidad, es decir, la posibili-
dad de que existan sistemas que solo son deductivamente trivializables bajo
alguna condicion adicional en la implicaciéon. En consecuencia, la paratrivia-
lidad serfa un concepto méas general que la paraconsistencia pues, primero, ni
siquiera depende de que tengamos a disposiciéon un simbolo lingiiistico para
la negacion (condicion indispensable para las 16gicas paraconsistentes), y se-
gundo, teniendo a disposicién un simbolo para la particula minimal (bottom)
se puede trabajar la paraconsistencia como caso particular de la paratrivia-
lidad. Un proyecto de trabajo muy natural (actualmente en desarrollo en el
GLTA por el primer autor) seria, entonces, re-escribir el tratamiento dado a
la consistencia en [4] en términos de un nuevo operador de trivializaciéon. En
ese sentido, se podria pensar en adicionarle a la logica (positiva o no) nuevas
reglas del tipo 7

®a, o, — B3

0 axiomas como:
®Q—>(a—>(a—>ﬁ))—>/8
de manera que

oo — BB

"Donde ®a denotaria el operador de plenitud implicativa.
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pero
®a, o, — BB

De esta forma se podria reproducir todo el desarrollo para las Logicas
de la Inconsistencia Formal como ha sido expuesto en [5], lo que abre toda
una nueva linea de investigaciéon como, por ejemplo, determinar si dichas
logicas podrian ser fundamento para las cuestiones referentes a la implicacion
suscitadas por las llamadas implicaciones relevantes, y extender el método
de las semanticas de traducciones posibles (cf. [3], vease también [5], seccion
3.4), para tales l6gicas paratriviales.
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