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POGLADY GOTTLOBA FREGEGO NA PODSTAWY
MATEMATYKI PO UPADKU LOGICYZMU

Wstep

Motywacja dla powstania tego artykutu jest dwojaka. Po pierwsze,
stanowi on omdéwienie rzadko reprezentowanego w literaturze (nawet
anglojezycznej) etapu w mysli Gottloba Fregego, mianowicie koricowego
okresu twdrczos$ci niemieckiego filozofa, w ktérym radykalnie zmienit
on swoje podejScie do podstaw matematyki i uznat, iz cato$¢ poznania
matematycznego ma swoje Zréodto w geometrii. Naswietlenie
filozoficznych podstaw tej reorientacji moze mie¢, jak sadze, wazne
implikacje dla zrozumienia réwniez szerzej znanych i omawianych
pogladéow z weczesniejszych dziet filozofa z Jeny, w szczegdlnosci
znaczenia wiedzy apriorycznej w ludzkim poznaniu oraz doktryny
antypsychologistycznej. Po drugie, esej ten stanowi przyczynek do badan
nad Kantowskimi Zrédtami filozofii Fregego, a w szczegdlnosci do sporu
toczonego (gtdwnie) miedzy Michaelem Dummettem a Hansem Sluga
dotyczacego realistycznej wyktadni ontologii autora Sensu i znaczenia.
Dummett uznaje Fregego za metafizycznego realiste oraz platonika,
ktérego poglady uksztalttowaty sie w oparciu o krytyke idealizmu
Heglowskiego (Dummett, 1991; Dummett, 1993). Sluga oponuje, iz
idealizm niemiecki w drugiej potowie XIX wieku byt stanowiskiem
filozoficznie martwym, stad fregowski antypsychologizm jest
wymierzony w popularne O6wczesnie w  Niemczech nurty
naturalistyczne. W rzeczywisto$ci Frege powinien by¢ uznany za
reprezentanta tradycji idealizmu transcendentalnego w duchu Kanta, w

1 W oryginale zdanie to brzmi: ‘(...) Die ganze Mathematik eigentlich Geometrie ist’
(Frege, 1973, s. 241). Angielski przektad znajduje sie w (Frege, 1979, s. 277).
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szczegOlnosci jego rzekomy platonizm ulega zanegowaniu, bowiem
obiektywnos$¢ Mysli, liczb oraz poje¢ byta rozumiana w terminach
charakterystycznych dla mys$li neokantowskiej (Sluga, 1978; Sluga,
1980).

W swoim artykule wychodze od opisu p6znej koncepcji Fregego
dotyczacej geometrycznego charakteru calej wiedzy matematyczne;j.
Nastepnie, przedstawiam koncepcje naocznos$ci zawarta w The
Foundations of Arithmetic, ktérg poréwnuje z pogladami Immanuela
Kanta na nature geometrii. W cze$ci trzeciej badam zwigzki miedzy
fregowska charakterystyka subiektywno$ci zawarta w  wyzej
wymienionym dziele a obiektywna naturg geometrycznych podstaw
matematyki. W zakonczeniu formutuje kilka wnioskdw dotyczacych
interpretacyjnego sporu pomiedzy Dummettem a Sluga.

I. Frege o podstawach matematyki w latach 1924 - 1925.

W czerwcu 1902 roku Frege otrzymat list od Bertrand Russella, ktory
wskazywal na sprzeczno$¢ zawarta w systemie Grundgesetze der
Arithmetik. Sprzeczno$c ta znana jest dzisiaj pod nazwa antynomii
Russella. Angielski filozof sformutowat poczatkowo swdj paradoks w
odniesieniu do predykatéw, zaznaczajac, ze dotyczy on takze pojecia
zbioru. Niech Z bedzie zbiorem, ktory zawiera wszystkie takie zbiory X,
ktére nie sg witasnymi elementami: Z = {X: X € X}. Czy Z jest swoim
wlasnym elementem? Zar6wno negatywna, jak i pozytywna odpowiedz
na to pytanie prowadzi do sprzecznosci: jesli Z € Z, to Z spetnia warunek
definiujacy zbidr Z, a wiec Z € Z; jesli Z € Z, to Z musi by¢ elementem Z
na mocy definicji tego zbioru. Predykatywna wersja paradoksu Russella
nie byla zagrozeniem dla systemu Fregego, poniewaz funkcja nie mogta
by¢ w nim nigdy swoim witasnym argumentem - mozliwo$¢ te
skutecznie wykluczato rozroznienie na funkcje wyzszego i nizszego
rzedu. Jednakze, antynomia w odniesieniu do zbioréw pozostawata w
mocy. Ekstensje zbioréw byly dla Fregego przedmiotami, a przedmioty
nie byty podzielone na te wyzszego i nizszego rzedu. W reakcji na list
Russella Frege pisat, Ze w obliczu wskazanego paradoksu pytaniem
pozostaje, jak uchwytujemy liczby, czyli pewne przedmioty logiczne
(zgodnie z programem Fregowskim)? OdpowiedZ zawarta w The Basic
Laws of Arithmetic brzmiala nastepujaco: liczby uchwytujemy jako
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ekstensje zbioréw (czy tez szerzej przebiegi funkcji). Antynomia
Russella pokazata jednak, ze intuicyjne pojecie zbioru jest wadliwe i
oparty na nim fregowski system prowadzi do sprzecznosci (Sluga, 1980,
s.163/163).

Frege rozwazal mozliwe rozwigzania przedstawionej trudnos$ci w
dodatku do drugiego tomu The Basic Laws... oraz w nieopublikowanej
pracy z 1906 roku o teorii zbioréw. Jednakze, rozpatrywane antidotum
zawierato zar6éwno problemy natury technicznej (przy zatozeniu
istnienia co najmniej dwoéch przedmiotow sprzeczno$¢ nadal
powstawata), jak i filozoficznej (powinno by¢ wiarygodne, ze
zaproponowana modyfikacja ma charakter analityczny, aprioryczny i
oparty na podstawach logicznych, co wydawato sie mato
prawdopodobne). Po roku 1906 niemiecki filozof nie rozwazat juz
explicite sposobu unikniecia antynomii Russella (Sluga, 1980, s. 169;
Dummett, 1991, s. 137). Niemniej jednak, Frege w latach 1924 - 1925 (4.
ostatnich dwoch lata swojego zycia) rozwazat nowe podejscie do
matematyki. Jego uwaga skupita sie na geometrii. Immanuel Kant
argumentowal, ze musi istnie¢ wiedza a priori, poniewaz prawa
arytmetyki oraz geometrii majg charakter prawd syntetycznych a priori.
Frege, w okresie logicyzmu?, uznawal, ze prawdy arytmetyki sa nie tylko
aprioryczne, ale réwniez analityczne. Jednakze, w mniejszym lub
wiekszym stopniu3, akceptowat on poglady Kanta na geometrie, w
szczegblnosci podtrzymywat poglad, Ze prawa geometrii maja charakter
syntetyczny a priori. Gdy analityczny charakter arytmetyki stal sie
watpliwy za sprawg niespojnosci systemu The Basic Laws..., Frege
prawdopodobnie uznal, Ze oparcie matematyki na syntetycznej a priori
naturze prawd geometrycznych stanowi wtasciwy krok do podtrzymania
pogladu, ze wiedza ludzka ma charakter aprioryczny i nie pochodzi
catkowicie z doSwiadczenia. Ten ostatni poglad konstytuowat w koncu

2 Logicyzm jest to stanowisko w filozofii matematyki reprezentowane m.in. B. Russell
oraz Alfreda N. Whiteheada. W wersji Fregego glosi ono, Ze: i) kazde pojecie
arytmetyczne moze by¢ zdefiniowane w oparciu o czysto logiczne pojecia; ii) kazde
twierdzenie arytmetyki moze by¢ dowiedzione na podstawie podstawowych praw
logicznych oraz definicji (McFarlane, 2002, s. 25; por. Furth, 1964, s. v/vi).

3 Przedmiotem dalszej czeSci artykutu bedzie to, w jakim stopniu poglady Fregego na
geometrie i jej naoczna baze sg zgodne z Kantowska koncepcja wiedzy matematyczne;j.
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fundament jego catej twdrczosci filozoficznej i matematycznej (Sluga,
1980, s.171).

W eseju powstalym okoto 1925 roku Sources of knowledge of
Mathematics and the mathematical natural Sciences, Frege odr6znia trzy
Zzrodla wiedzy: oparte na do$wiadczeniu zmystowym, logiczne oraz
geometryczno-czasowe (Frege, 1979, s. 267). Doswiadczenie zmystowe
upowaznia nas do wydawania sgdow na temat $wiata, ale czesto
prowadzi réwniez do iluzji zmystowych, stad nalezy je uznaé¢ za
niepewne i posiadajagce matg wiarygodnos$¢. Powstaje pytanie, w jaki
sposob odrézni¢ poprawne postrzezenia od jedynie ztudzen optycznych?
MozZemy unikna¢ btedu - méwi Frege - opierajac sie na znanych nam
prawach przyrody. Jesli znamy pewne prawa fizyki bedziemy w stanie
przewidzie¢, Zze np. Swiatto w takich a takich okoliczno$ciach ulegnie
zatamaniu i w ten sposob nie damy oszuka¢ sie naszym zmystom.
Oczywiscie, aby ustrzec sie btednego kota, do§wiadczenie zmystowe nie
moze by¢ wylgcznym fundamentem praw przyrody. Musimy uznaé -
twierdzi Frege - rowniez inne Zrddia poznania tychze praw: logike i
geometrie. Powinni$my postepowac krok po kroku, rozszerzajac nasza
wiedze na temat fundamentalnych praw przyrody, tym samym
zabezpieczajac sie przed blednymi postrzezeniami i wzmacniajac
podstawy, na ktérych dalsze prawdy natury moga by¢ poznane. Percepcja
zmystowa jest niezbedna, ale by czyni¢ z niej poprawny uzytek musimy
uzna¢ takze inne Zrddila poznania. Nastepnie, Frege dodaje, ze dla
matematyki do$wiadczenie zmystowe nie jest konieczne - logika i
geometria s3 w tym wypadku wystarczajace (Frege, 1979, s. 268; Por.
Sluga, 1979, s. 273).

W dalszej cze$ci artykutu niemiecki filozof informuje nas, ze
logika nie moze dostarczy¢ wiedzy na temat przedmiotéow, a
przekonanie, Ze wyrazenia takie jak ‘ekstensja pojecia a’, np. ‘ekstensja
pojecia gwiazdy’ desygnuja pewien przedmiot jest oparte na btednym
zaufaniu do jezyka (naturalnego). Frege odzegnuje sie tym samym od
programu logicyzmu i przyznaje, ze sam dat sie zwie$¢ logicznym
defektom mysli, ktore doprowadzily go do uznania liczb za ekstensje
poje¢ (Frege, 1979, s. 269). To geometria moze ‘zaopatrzy¢ nas w
nieskonczong ilos¢ przedmiotéow, ktore sa nam potrzebne, aby
zdefiniowa¢ liczby. Natomiast, w oczywisty sposéb, do$wiadczenie
zmystowe nie jest w stanie tego uczyni¢. Frege argumentowat zaréwno
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w The Foundations of Arithmetic, jak i The Basic Laws..., Ze je$li oprzemy
sie wytacznie na percepcji zmystowej, to zdefiniowanie wielu liczb nie
bedzie mozliwe (poczynajac od zera przez jeden, a konczac na
nieskonczonosci) (Frege, 1960, s. 9, Frege, 1964, s. 10). Podobny poglad
podtrzymuje w ostatnim oKkresie swojej tworczosci. Jakkolwiek wiele
gwiazd bySmy zaobserwowali oraz skatalogowali ziarnek piasku, to
mowigc o pojeciu nieskonczonos$ci nie mozemy odwota¢ sie do
do$wiadczenia zmystowego. Aby dostarczy¢ matematycznych podstaw dla
uzycia tego terminu musimy odwota¢ sie do geometrycznego Zrddia
wiedzy (Frege, 1979, s. 173). Z geometrycznego Zrédia poznania
powstajg aksjomaty geometrii. Jest ono najmniej podatne na ‘zarazenie’
(wyzej wspomnianymi) defektami jezyka naturalnego. Z tegoz Zrédia
pochodzi tez nieskoniczono$¢ w najscislejszym znaczeniu tego stowa, to
jest takim, w ktédrym nie oznacza ono, w przeciwienstwie do uzycia
potocznego, jedynie ‘bardzo duzo’ lub ‘bardzo wiele’, lecz ‘nieskoniczenie
wiele’ i ‘nieskonczenie duzo’ Istnieje nieskonczenie wiele punktow na
kazdym odcinku linii prostej, na kazdym okregu oraz nieskonczenie
wiele prostych przechodzacych przez kazdy punkt. To, Ze nie jesteSmy w
stanie sobie tego wyobrazi¢ - moéwi Frege - nie ma tu nic do rzeczy.
Jedna osoba jest w stanie wyobrazi¢ sobie mniej, inna wiece;j.
Matematyka nie jest domenag psychologii, wyobrazni, tego, co
subiektywne, lecz dziedzing tego, co obiektywne i prawdziwe. W tym
wzgledzie filozofia i geometria najbardziej zblizaja sie do siebie (Frege,
1979, s. 273).

We wczes$niejszych pracach Fregego geometria i arytmetyka byty
od siebie $ciSle odseparowane. Arytmetyka skitadata sie z sadéw
analitycznych a priori. Za pomoca definicji miata by¢ redukowalna do
podstawowych praw logiki. Zrédto geometrii stanowita naocznosé. Jej
prawa miaty charakter syntetyczny a priori. W ostatnim okresie swojej
tworczosci Frege uznat $cisty rozdziat miedzy tymi naukami za sztuczny
i wprowadzajacy w btad. W rzeczywistos$ci, arytmetyka i geometria maja
wspolng podstawe, ktdra jest geometryczna w swej naturze tak, iz ‘cata
matematyka to wilasciwie geometria’ (Frege, 1973, s. 241, s. 277; por.
Sluga, 1980, s. 174). We wstepie do The Foundations.. Frege
odnotowywat, ze liczby naturalne sg uzywane do liczenia i na tym
gruncie usitowat je zdefiniowa¢. Gdy podjat sie préby oparcia arytmetyki
na geometrii uznal, ze ta funkcja liczb nie jest istotna. Fakt, ze liczby
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stuzg do liczenia ma jedynie znaczenie praktyczne, ktore jednak
wprowadzito w btad badaczy. Podobnie prdéba zdefiniowania najpierw
liczb naturalnych, a na ich bazie liczb innego rodzaju (nierzeczywiste,
wymierne, niewymierne etc.) okazata sie nietrafiona. Frege nazywa
liczby naturalne ‘dzieciecymi liczbami, Kktére traktuja jedynie o
wielko$ciach dyskretnych, stad ich uzyteczno$¢ oraz zastosowanie sg
SciSle ograniczone (Frege, 1979, s. 276). Liczby naturalne sg wpajane
dzieciom na uzytek zycia codziennego, lecz ich znaczenie matematyczne
jest przeceniane, bowiem nie istnieje Scisle logiczne przejscie od liczb
naturalnych do innych rodzajéw liczb*. Ciag liczb naturalnych jest
nieciggty, podczas gdy szereg punktdw na linii prostej ma zupeinie inng
strukture: od jednej do drugiej liczby naturalnej istnieje zawsze wyrazZne
przejScie, natomiast w szeregu punktow na prostej nie ma sensu méwic
o nastepnym punkcie, poniewaz ma ciggly. Frege blednie uznat, Ze
mozliwe jest wyjscie od liczb naturalnych, ktére na drodze czysto
logicznej pozwolitoby otrzymac liczby niewymierne (Frege, 1979, s.
276).

W innym nieopublikowanym eseju z okoto 1925 roku
zatytutowanym An Attempt at a New Foundations of Arithmetic Frege
usituje zdefiniowa¢ liczby na gruncie czysto geometrycznym obierajac za
cel bezposrednio liczby zespolone. Liczby zespolone musza by¢
zdefiniowane w pierwszym rzedzie, a liczby naturalne i rzeczywiste sg
charakteryzowane jako podzbiory catosci liczb zespolonych. We
wczesniejszych partiach artykutu niemiecki filozof podaje dwa kluczowe
poglady z The Basic Laws.., ktére uznaje wcigz za prawdziwe,
mianowicie: i) arytmetyka nie musi odwotywa¢ sie do do$wiadczenia
zmystowego w swoich dowodach; ii) twierdzenia o liczbach zawieraja
twierdzenie o pojeciach. Wycofuje sie jednak ze swojego pogladu, ze
arytmetyka nie musi odwolywa¢ sie w dowodach do naocznosci,
uscislajac, ze przez naoczno$¢ rozumie geometryczne zrodto wiedzy.
Ponownie identyfikuje trzy Zr6dta poznania: doSwiadczenie zmystowe,
logiczne Zrodto wiedzy oraz geometryczne zZrodto wiedzy (przy czym nie
mowi  juz o  geomefryczno-czasowym, lecz po  prostu
0o geometrycznym zrodle poznania) (Frege, 1979, s. 278). Logiczne
zrodlo wiedzy jest zaangazowane zawsze, gdy dokonujemy wnioskowan,

4Jest to wniosek Fregego z niepowodzenia logicyzmu.
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lecz nie moze nam dostarczy¢ wiedzy o przedmiotach. Z geometrycznego
zrodta poznania pochodzg aksjomaty czystej geometrii, natomiast
percepcja zmystowa nie odgrywa zadnej roli w poznaniu
matematycznym, tj. zarowno obiektow arytmetyki, jak i geometrii. Z
doSwiadczenia  zmystowego oraz logiki nie jest mozliwe
wywnioskowanie nieskonczonej iloSci przedmiotow, ktore pojawiajg sie
w arytmetyce. Z tego wynika, ze cato$¢ poznania matematycznego
wywodzi sie z geometrycznego Zrodta poznania® (Frege, 1979, s. 279). U
podstaw poznania matematycznego lezg pojecia geometryczne. Jako trzy
podstawowe Frege obiera punkt, linie prosta oraz tréjargumentowsq
relacje, zachodzaca miedzy dwoma punktami symetrycznymi wzgledem
siebie relatywnie do linii prostej. W ten sposdb mozemy zdefiniowac
relacja zachodzaca miedzy dwoma liniami A i B, majacymi taki sam
stosunek jak dwie inne linie C i D. Nastepnie, majgc dang ptaszczyzne o
punkcie poczagtkowym A i punkcie koicowym O mozemy pokazaé, ze dla
kazdej pary prostych na tej ptaszczyznie, majacych taki sam stosunek,
istnieje doktadnie jeden punkt na ptaszczyznie taki, ze stosunek OC do AC
jest taki sam jak stosunek danej pary linii. Na ptaszczyznie posiadajacej
kierunek kazdy taki wspotczynnik jest reprezentowany przez punkt C,
ktéry stanowi liczbe zespolong. Tym samym Frege nawigzuje tu do
obserwacji Carla Gaussa: kazda liczba rzeczywista moze by¢ skorelowane
z punktem na linii prostej, a kazda liczba zespolona z punktem na
plaszczyznie (Sluga, 1980, s. 175).

I1. Poglady Fregego na apriorycznos$c¢ i naocznosc.

Frege w §3 The Foundations.. stwierdza, ze jego badania byty
motywowane, oprocz pobudek matematycznych, rowniez kwestiami
filozoficznymi, mianowicie checig ustalenia, jaki charakter majg prawa
arytmetyki?  Analityczny czy  syntetyczny?  Aprioryczny  czy
aposterioryczny? Przy czym, jak zaznacza, te rozroznienia miedzy
naturg sgdéw nie dotyczy ich tresci, a uzasadnienia prawdziwo$ci sadu.
Oznacza to, ze gdy nazywamy pewng prawde aposterioryczng lub
analityczng nie stwierdzamy nic na temat warunkéw psychologicznych,

5 Przy udziale wiedzy logicznej, bowiem myslenie nie jest mozliwe bez rozumowan i
wnioskowan.

(7]



KRYSTIAN BOGUCKI

2CALA MATEMATYKA TO WEASCIWIE GEOMETRIA”. POGLADY GOTTLOBA
FREGEGO NA PODSTAWY MATEMATYKI PO UPADKU LOGICYZMU

fizjologicznych badz tez fizycznych, ktére umozliwity utworzenie jej
treSci w naszej Swiadomosci. Istotna dla charakteru sgdu przez nas
wydawanego jest jedynie ostateczne uzasadnienie dla tego niego,
fundament, na ktérym opiera sie jego prawdziwos$¢ lub falszywosc.
Poruszamy sie w ten sposéb nie w sferze tego, co subiektywne, lecz w
domenie tego, co obiektywne (Frege, 1960, s. 3). W przypadku prawd
matematycznych problem sprowadza sie do tego, zeby znalez¢ dowod
danego twierdzenia matematycznego i sprawdzi¢, czy poddaje sie ono
redukcji do pierwotnych i fundamentalnych praw. Frege utrzymywat
bowiem, Ze istnieja podstawowe prawdy, ktére ani nie wymagaja
dowodu ani w istocie go nie dopuszczajg. Na tej bazie definiuje on
kategorie  apriorycznos$ci, aposteriorycznosci, analitycznoSci i
syntetycznosci. Prawdy a priori to takie, ktére mozemy dowie$¢ jedynie
na podstawie ogolnych, podstawowych praw, tj. takich, ktére ani nie
wymagaja dowodu ani go nie dopuszczaja, oraz definicji. Taki dowdd
musi mie¢ oczywiScie charakter dedukcyjny. Natomiast prawdy a
posteriori nie moga by¢ uzasadnione w powyzszy sposéb i wymagaja
odwotania sie do faktow, tj. sadéw, ktoére nie sg ogolne, poniewaz
zawierajg twierdzenia o poszczeg6lnych przedmiotach. Sady aprioryczne
dzielg sie na te o naturze analitycznej oraz syntetycznej. Sady analityczne
charakteryzuja sie tym, Ze prawa na podstawie, ktéorych mozemy je
dowies¢ sg ogdlnym logicznymi zasadami. Natomiast jeSli prawa uzyte w
dowodzie danego sadu nie majg ogdlnego logicznego charakteru, to jest
on syntetyczny. Podsumowujac, prawdy aprioryczne dajg sie
wyprowadzi¢ (przy udziale definicji) z og6lnych praw, j. takich, ktére nie
wymagaja dowodu i go nie dopuszczaja, bez wzgledu na to, czy te prawdy
majg charakter logiczny. Jesli te ogolne prawa maja charakter logiczny, to
tak dowiedziona prawda jest analityczna. Natomiast w przeciwnym
wypadky, tj. gdy ogdlna prawda nie jest logiczna, sad jest syntetyczny.
Sady aposterioryczne nie moga by¢ w ogole udowodnione na podstawie
ogolnych praw, lecz w ich uzasadnieniu trzeba odwota¢ sie do faktéw
doswiadczenia zmystowego (Frege, 1960, s. 4, por. Dummett, 1991, s.
131).

Filozof z Jeny w The Foundations... akceptowat doktryne
Immanuela Kanta, Ze geometria euklidesowa jest prawdziwa
syntetycznie a priori. Utrzymywat, Ze geometria jest oparta na czystej
naocznosci i to z niej wywodzi wazno$¢ swoich aksjomatow. Podczas gdy
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arytmetyka miata mie¢ nieograniczong dziedzine zastosowania, tj. by¢
prawdziwa o wszystkim co da sie pomysle¢, domeng obowigzywania
geometrii jest to, co przestrzenne. Negacja aksjomatéw geometrii nie
prowadzi do sprzecznoSci logicznej, natomiast proba zaprzeczenia
og6lnym logicznym prawom powoduje, Zze mys$l popada w kompletny
zamet (Frege, 1960, s. 3). Aksjomaty geometrii majg charakter
syntetyczny, czyli nie s3 redukowalne do fundamentalnych prawd
logicznych. Jednak sg one aprioryczne, a wiec stanowig ogélne prawa,
ktdére ani nie wymagaja ani nie dopuszczajag dowodu. Ich prawdziwo$¢
nie wymaga odwotania do zasad, ktére nie maja charakteru ogdlnego i
zawierajg twierdzenia
o okreslonych przedmiotach (Burge, 2005, s. 376.).

Frege w przypisie do jednego z fragmentéw §3 The Foundations...
twierdzi, ze wprowadzajac rozrdznienie na sady
aprioryczne/aposterioryczne oraz analityczne/syntetyczne nie chce
nadawa¢ nowego sensu tym terminom, ale eksplikuje jedynie to, co inni
autorzy - a w szczeg6lnosci Kant — mieli na mysli (Frege, 1960, s. 3). W
§13 opisuje kantowskie rozumienie naoczno$ci i w nastepnym
paragrafie opowiada sie za nim jako Zrédiem wiedzy geometryczne;j.
Jednakze, Kant uwazal, Ze naocznos$¢ jest zdolnoscig do jednostkowej
i bezposredniej reprezentacji przedmiotow (Kant, 2010a, s. 31).
Umozliwia ona przedstawianie jednostkowych elementéw czasu oraz
przestrzeni (lub w czasie i przestrzeni) bez zaposredniczania ich za
pomoca poje¢ (Kant, 2010, s. 73). Co wiecej, Kant odrdzniat forme
zmystowosci od jej tresci, tj. odroznial czystg naoczno$¢, ktéra moze by¢
dana a priori od tresci reprezentacji, ktére sg dzieki niej dane, czyli
naocznosci empirycznej. W czystej naocznos$ci ogladamy samg forme
zmystowosci, forme nieempirycznego ogladania wyprzedzajaca to, ze
dany jest nam jaki§ przedmiot. Przestrzen oraz czas stanowia formy
zmystowosci, ktére umozliwiaja nam ustrukturyzowanie wrazen
zmystowych zanim jeszcze jakiekolwiek dane zmystowe pojawig sie w
naszym do$wiadczeniu.

Skutek oddzialywania przedmiotu na zdolno$¢ wyobrazania sobie, w tych granicach, w

jakich jesteSmy przezen pobudzani, jest wrazeniem. Ogladanie odnoszace sie do
przedmiotéw poprzez wrazenie nazywa sie empirycznym (Kant, 201043, s. 73).

Czystym (w rozumieniu transcendentalnym) nazywam wszelkie przedstawienie, w
ktérym nie znajduje sie nic, co by byto wrazeniem. Natrafimy przeto a priori w umysle
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na czystg forme zmystowych tresci naocznych w ogoéle, w ktorej ogladamy w pewnych
stosunkach to, co réznorodne w zjawiskach. Ta czysta forma zmystowosci nazywa sie
takze sama czysta naocznoscia (reine Anschauung) (Kant, 20104, s. 74).

Matematyka polega na operowaniu na tej czystej strukturze form
zmystowosci w odwotaniu do apriorycznego ustrukturyzowaniu czasu i
przestrzeni. Kant wuznawal, Ze czysta, nieempiryczna naoczno$¢
dostarcza nam jednostkowych i okreslonych przedmiotéw takich jak np.
tréjkat. Jednakze, matematyczne poznanie jest poznaniem opartym na
konstrukcji pojec, a pojecie (w przeciwienstwie do danych naocznych)
jest czym$ og6Inym. Skonstruowanie pojecia - wyjasnia Kant - polega na
przedstawieniu odpowiadajgcej mu naocznoSci a priori. Pojecie jako co$
ogblnego musi mie¢ wazno$¢ dla wszystkich mozliwych danych
naocznych, ktére podpadaja pod to pojecie, a nie jedynie dla
konkretnego przedstawionego sobie przez nas w naocznosci,
powiedzmy, tréjkata. W poznawaniu wiec tegoz konkretnego przedmiotu
(trojkata) odpowiadajgcemu okreslonemu pojeciu (pojeciu tréjkata)
abstrahujemy od pewnych cech tegoz przedmiotu tak, aby nasze
przedstawienie naoczne zachowato powszechng wazno$¢ wyrazong w
ogolnosci pojecia (Kant, 2010b, s. 336).

Konstruuje wiec tréjkat, przedstawiajac przedmiot odpowiadajacy temu pojeciu albo za
pomoca samej tylko wyobrazni w naocznosci czystej, albo wedle niej takze na papierze
w naoczno$ci empirycznej, ale w obu wypadkach catkowicie a priori, nie
ZapozZyczywszy na to wzoru z zadnego doswiadczenia. Kazda wyrysowana figura
indywidualna jest empiryczna, a mimo to stuzy do wyrazania pojecia bez szkody dla
jego ogdlnosci, poniewaz przy tej empirycznej naocznoSci zwaza sie zawsze tylko na
czynno$¢ konstruowania pojecia, dla ktérego zupelnie obojetmych jest wiele okreslen
[danej figury], np. wielko$ci bokéw i katéw, i wobec tego abstrahuje sie od tych réznic,
ktdre nie zmieniajg pojecia trojkata (Kant, 2010Db, s. 337).

Zdaniem Kanta, poznanie matematyczne opiera sie na
niezapos$redniczconym dostepie do jednostkowych przedmiotow.
Geometria posiada okreSlony zaséb obiektow, ktore nie sg przygodne i
empiryczne. Przedmioty te stanowig fundament konstrukcji jasnych
i jednoznacznych poje¢ matematycznych. Sg to dane nam w czystej
naocznosci linie, ptaszczyzny, trojkaty et cetera. Rola form zmystowo$ci
w matematyce jest dostarczanie nam naocznos$ci, dzieki ktorym w
oparciu o proces abstrakcji wydobywamy z nich to, co ogélne
i powszechnie wazne. Naoczno$¢ ma charakter obiektywny i jest
ugruntowana w strukturze podmiotu transcendentalnego. Jaka role petni
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zmystowos¢ wedtug Fregego w poznaniu prawd geometrii? Jak
wskazywatem powyzej, Frege uznawal, Ze aksjomaty i prawa geometrii
sg aprioryczne. Uznawal wiec, Ze stanowig one lub wywodza sie z
0g6lnych prawd, ktére nie dopuszczaja i nie wymagaja dowodu. Dowody
praw geometrii nie moga zawiera¢ odniesienia do niedowodliwych
twierdzen, ktére nie s3 ogolne i mowig o okreSlonych przedmiotach.
Wskazywatem réwniez, ze Frege powotywat sie na stanowisko
kantowskie dotyczgce poznania geometrycznego. Ponadto, cytuje on w
§12 fragment z Krytyki Czystego Rozumu mowiacy o jednostkowym i
bezposrednim charakterze obiektéw danych w naocznosci (Frege, 1960,
s. 19). Czy rola jednostkowych przedmiotéw dostarczanych w naocznosci
nie stoi w sprzecznosci z ogélnym charakterem prawd a priori? Czy
odgrywaja one jakakolwiek role w uzasadnianiu aksjomatéw i praw
geometrii?

Tyler Burge wskazuje, ze Frege byt $Swiadom przedstawionych
trudnosci i prébowat na nie odpowiedzie¢ juz w §13 Grundlagen der
Arithmetik, czego rezultatem - zdaniem Burge’a - byta proba
umniejszenia roli okreslonych przedmiotéw naocznosci
i jednostkowos$ci tresci jej sadow w wyprowadzaniu ogoélnych praw
geometrii (Burge, 2005, s. 376/377). We wspomnianym paragrafie
Frege wskazuje, ze geometryczny punkt (linia/ptaszczyzna) rozwazany
sam przez sie nie moze by¢ odrézniony od innego punktu
(linii/ptaszczyzny). Jedynie wtedy, gdy wiele takich obiektéw jest
przedstawianych w naocznosci jesteSmy w stanie je odr6zni¢. Autor
Sensu i znaczenia wyciagga z tego wniosek dwojaki. Z jednej strony
stwierdza, Ze jest tym samym zrozumiate, iZ ogélne prawdy geometrii
pochodza z naoczno$ci. Z drugiej strony twierdzi, ze punktu, ptaszczyzny
i linie dane nam w naocznosci nie sg w ogdle okreslone! Ten drugi fakt
ma umozliwia¢, iz obiekty poznawane w ten sposéb reprezentujg caty
rodzaj, a nie konkretme poznawane obiekty (co zapewne ma umozliwia¢
konstrukcje poje¢ w sensie kantowskim). Przedmioty geometrii
kontrastuje z liczbami, ktére w jego opinii niewatpliwie byty
przedmiotami jednostkowymi (cho¢ nie danymi bezposrednio),
posiadajacymi swoje niepowtarzalne cechy (Frege, 1960, 20; por. Frege,
1960, s. xiv). Wskazuje to, ze Frege moégt uwaza¢, iz wktad danych
czystej naocznos$ci do uzasadnienia ogélnych prawd geometrii polega nie
na dostarczaniu jednostkowych przedmiotéw, ale na reprezentacji
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pewnych ich aspektoéw, ktére nie sg szczegdlne dla tych obiektéow. W
takim wypadku cho¢ w ogladzie zmystowos$ci musiatyby by¢ nam
przedstawiane poszczegélne przedmioty, to moc uzasadniajaca
naoczno$ci opierataby sie jedynie na geometrycznych wtasnoS$ciach,
ktére s3 niezmienne wzgledem przeksztatcen w systemie Euklidesa
(Burge, 1960, s. 377). Te aspekty matematycznych przedmiotow
fundowatyby ogélne prawdy oraz aksjomaty geometrii. Ttumaczytoby to
powdd, dla ktérego dane naoczno$ci nie muszg stanowi¢ okreslonych,
poszczegOlnych przedmiotdw, lecz reprezentuje pewien typ czy rodzaj
jako catos¢. Obiekty naocznosci egzemplikowatyby wtasnosci, ktore sa
wspolne z podobnymi pod istomnymi cechami przedstawieniami
(trojkatami, ptaszczyznami etc.), a z kolei wiasnosci te bytyby jedynym
istomym aspektem zmystowo$ci dla ufundowania ogélnych praw i
aksjomatow geometrii (Burge, 1960, s. 377).

W paragrafie 26 The Foundations pojawia sie podziat na to, co
obiektywne i te, co subiektywne, ktéry moze okaza¢ sie kluczem dla
zrozumienia tego watku w mysli Fregego. Autor Sensu i znaczenia
stwierdza tam, ze wg Kanta przestrzen nalezy do zjawiska. Nastepnie
zauwaza, iz przestrzen moze dla innych istot racjonalnych niz ludzie
przedstawia¢ sie inaczej. Co wiecej, nie mozemy nawet wiedzie¢, czy
jawi sie ona w ten sam sposéb dwém réznym osobom, poniewaz nie
mozemy ustawi¢ obok siebie ich przedstawien przestrzeni i poréwnac je
ze sobg. Zatem to, co jest czysto naoczne nie jest komunikowalne i tym
samym jest czym$ subiektywnym. Co stanowi element obiektywny w
formie zmystowosci jaka jest przestrzen? Kazdy cztowiek uznaje te
same aksjomaty geometrii, nawet jesli w sposéb implicytny, za pomoca
swojego zachowania, i musi je uznawa¢ o ile ma funkcjonowa¢ w
Swiecie. Obiektywne - méwi Frege - jest to, co podlega prawom; to, co
moze by¢ pojmowane i poddawane sadom, to, co jest komunikowalne
(wyrazalne w stowach) (Frege, 1960, s. 35). Jednakze, Kant, cho¢
nazywat wszelkie przedmioty, ktére s3 nam dane zjawiskiem (w
przeciwstawieniu do rzeczy samych w sobie), to uznawat (czysta)
naoczno$¢ za forme obiektywnego ogladania przedmiotow w
odréznieniu od subiektywnos$ci wrazen (zmystowych) (Kant, 2010b, s.
31). Z transcendentalnego punktu widzenia - zdaniem Kanta - przestrzen
i tym samym czysta aprioryczna naoczno$¢ s3 forma naszej
podmiotowej konstytucji. W ten sposob przestrzen jako forma naszej
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zmystowosSci stanowi konieczny warunek wszelkiego doswiadczenia.
Przedstawia ona wazno$¢ dla wszystkich mozliwych przedstawien i
konstytuuje obiektywno$¢ geometrii. W czystej naoczno$ci mozemy
oglada¢ samg te forme zmystowosci i konstruowac obiektywnie wazne
dla naszego poznania pojecia geometryczne (Kant, 2010a, s. 97). Tylko
jesli przestrzen uznamy za podmiotowy warunek formy przedstawien, to
bedziemy w stanie wyjasni¢ obowigzywania prawd a priori
w geometrii oraz obiektywnoS$¢ czystej naoczno$ci. Z empirycznego
punktu widzenia - punktu widzenia praktyki naukowej i matematycznej
- czysta naoczno$¢, prawa geometrii i sama przestrzen sg obiektywne
oraz w zZaden sposOb nie s3 ograniczone do ludzkiej podmiotowosci
(Kant, 2010a, s. 96; por. Burge, 2005, s. 383). Zatem zdaniem Kanta
dwoje ludzi nie moze ré6zni¢ sie co do czystych naoczno$ci, natomiast w
opinii Fregego jest to mozliwe. Wydaje sie, ze autor Przedmiotu i pojecia
uznawat zmystowos¢ za tak samo subiektywng jak wrazenia zmystowe.
Wskazuje na to przyktad, ktérym staratl sie zobrazowal przytaczane
powyzZej przeze mnie rozwazania na temat obiektywnosci i
subiektywno$ci oraz nastepujgce po nim poréwnanie zmystowosci do
postrzegania koloréw, tj. pewnych wrazen zmystowych. Mianowicie,
Frege wskazuje, Ze mozemy wyobrazi¢ sobie dwie istoty racjonalne,
ktére w naocznoSci postrzegaja pewne wiasnosci i relacje takie jak
potozenie trzech punktéw na linii prostej i czterech punktéw na
ptaszczyznie. Przypusémy, Ze to, co jedna z tych os6b przedstawia sobie
jako  ptaszczyzne, drugiej z nich jawi sie jako punkt.
W tym przypadku to, co dla jednego z tych podmiotow wydaje sie by¢
linig taczaca dwa punkty, dla drugiego jest przecieciem sie dwoch
plaszczyzn. Mimo tych rozbieznosSci - mowi Frege - te dwie istoty nie
mialyby problemu z wzajemnym porozumieniem sie i nigdy nie
u$wiadomityby sobie rozbiezno$ci miedzy tym, co dane im w naoczno$ci,
poniewaz w geometrii rzutowej kazde twierdzenie o przecieciu
ptaszczyzn posiadatoby swdj odpowiednik w sadzie na temat linii
taczacej dwa punkty. Podmioty te zgadzatyby sie co do wszystkich praw
geometrii, jedynie inaczej interpretujac wystepujace w nich terminy za
pomocg swoich naocznosci, np. z pojeciem punktu wigzac swoiste dla
swojej zmystowosci przedstawienia. Stowo ‘punkt’ ma wiec obiektywne
znaczenie, o ile nie wigzemy z tym znaczeniem jakichkolwiek cech
szczegblnych naszej partykularnej naocznosci (Frege, 1960, s. 35/36).
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Podobnie jest z terminem ‘biaty’. ‘Bialy’ wydaje sie oznacza¢ pewne
subiektywne wrazenie, ale nawet w mowie potocznej stowo to posiada
w rzeczywistoSci obiektywny sens. Kiedy mowimy, Ze co$ jest biate
wyrazamy obiektywny stan rzeczy, Kktdry rozpoznajemy w
standardowym o$wietleniu za pomocg pewnego wrazenia zmystowego.
Jesli warunki sg niestandardowe i dlatego okreslony obiekt postrzegamy
nietypowo uwzgledniamy to
w naszym sadzie mdéwiac, np. ‘Snieg wydaje sie w tej chwili czerwony, ale
jest biaty. Nawet osoba niewidoma moze uchwyci¢ te obiektywna
wlasno$¢ posiadang przez przedmioty, chociaz nie moze jej poznac¢ we
wtlasnych wrazeniach, ale moze to uczyni¢ np. za pomocg eksperymentu
fizycznego. Zatem terminy odnoszace sie do koloréw - moéwi Frege - nie
oznaczaja naszych subiektywnych wrazen, co do ktérych nie mozemy
dojs¢ do pelnego porozumienia, lecz pewne obiektywne stany i
wtlasnosci. Jako obiektywne - kontynuuje - uznaje to, co jest niezalezne
od naszych wrazen, naoczno$ci, wyobrazen oraz od wszelkich
mentalnych obrazéw powstatych na bazie naszych przesztych
postrzezen (Frege, 1960, s. 36)

Zdaniem Fregego, ze stowami takim jak ‘punkt’ czy ‘biaty’
wigzemy pewne naocznosci lub wrazenia, lecz znaczenia stéw s3 od nich
niezaleZne, poniewaz nie mozemy naszych przedstawien przekazac
innym. Kazdy podmiot moze z danym stowem 13czy¢ inne
wrazenia/naocznosci i nigdy nie bedziemy w stanie tego stwierdzi¢, wiec
majg one charakter subiektywny i niekomunikowalny. Zeby poprawnie
komunikowac sie nasze pojecia muszg mie¢ znaczenia obiektywne i
niezaleZne od naszych przedstawien. Porozumienie zachodzi wtedy, gdy
zgadzamy sie jak ocenia¢ prawdziwos$¢ sagdow zawierajgcych te terminy.
Stowa takie jak ‘bialy’ oraz ‘punkt’ posiadajg obiektywny sens, gdy sa
uzywane, aby wyrazi¢ obiektywne fakty, co do ktérych wszyscy sie
zgadzamy, w jaki sposOb oceni¢ ich prawdziwos$¢ badz fatszywosc.
Wedtug Fregego przestrzen jest obiektywna o tyle, o ile mozemy
stwierdzi¢ jej wtasnoSci za pomoca sadéw posiadajacych sens niezalezny
od subiektywnych czynnikow. Aksjomaty geometrii stwierdzajg wtasnie
te obiektywne wtasnos$ci geometryczne. Kazdy musi uzna¢ prawdy a
priori dotyczace przestrzeni, chociazby jedynie poprzez swoje
zachowanie. W ten sposéb akceptuje on to, co matematycznie

[14]



KRYSTIAN BOGUCKI

2CALA MATEMATYKA TO WEASCIWIE GEOMETRIA”. POGLADY GOTTLOBA
FREGEGO NA PODSTAWY MATEMATYKI PO UPADKU LOGICYZMU

obiektywne i co moze by¢ uchwycone przez mys$l niezaleznie od
naoczno$ci i wrazen (Dummett, 1991, s. 154)¢.

III. Subiektywnos¢ naocznosci a obiektywnos¢ geometrycznych
podstaw matematyKi.

Frege uznawat, Ze to, co dane w naoczno$ci oraz we wrazeniach
zmystowych stanowi element subiektywny w poznaniu matematycznym
i nie moze stanowi¢ obiektywnego czynnika w poznaniu apriorycznym.
Aksjomaty i prawa geometrii sg powszechnie wazne, poniewaz wyrazaja
obiektywne wtasnoS$ci przestrzenne niezalezne od naszej podmiotowe;j
konstrukcji. Jak wskazywatem w pierwszej czesci artykutu, niemiecki
filozof skonfrontowany z antynomia Russella w swoim ostathim okresie
tworczosci postanowit porzuci¢ poglad, Ze arytmetyka jest redukowalna
do logiki (plus definicji). Przedsiewzigt on projekt ufundowania catej
matematyki na geometrycznym Zrodle wiedzy. Jednak, jesli naocznos¢
ma charakter czysto subiektywny ten sam status, wydawatoby sie,
posiada réwniez geometryczne Zrddio poznania. Stawia to pod pewnym
znakiem zapytania ciggto$¢ mysli autora Sensu i znaczenia w odniesieniu
do pogladéw na geometrie. W jaki sposob liczby zespolone moga by¢
wyprowadzone z naszej wiedzy o ptaszczyznach, liniach i punktach,
ktéra opiera sie na subiektywnej zdolnoSci jaka jest naoczno$¢? Frege
we wpisie z wrze$nia 1924 roku zatytulowanym Number stwierdza, Ze
przez liczby musimy rozumie¢ przedmioty, ktore nie moga byc¢
postrzegane poprzez zmysty. Dodaje, Zze nawet obiekty geometrii -

6 Frege zalicza czysta naoczno$¢ do subiektywnych zdolnos$ci ludzkich, natomiast Kant
twierdzi, Ze jest ona obiektywna wtadza podmiotu transcendentalnego. Czy pomimo
tych réznic ich stanowiska nie sa zgodne w odniesieniu do geometrii? Marcin Poreba,
znany polski badacz mysli Kantowskiej, zdaje sie wskazywa¢, ze odpowiedz na tak
postawione pytanie moze nie mie¢ dobrze okre$lonego sensu. Po pierwsze, w czasach
Kanta nie istnialo co$ takiego jak filozofia matematyki w dzisiejszym rozumieniu. Po
drugie, matematyka nie stanowita oddzielnego obiektu namystu dla filozofa z Krélewca.
Wyzej zadane pytanie moze zaktada¢ wiec pewnego typu anachronizm. Po trzecie, Kant
nie okresla, czym sg przedmioty matematyki. W zadnym razie - zdaniem Poreby - nie
sa one konstrukcjami w naocznosci. W czystej naocznosci konstruujemy jedynie
‘reprezentacje przedmiotéw matematyki, w pewien sposéb egzemplifikujacymi,
modelujacymi wiasnosci tych przedmiotéw, zwlaszcza ich wiasnosci strukturalne’
(Poreba, 2017, s. 238; Poreba, 2017, s. 228).
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punkty, ptaszczyzny, linie proste, powierzchnie - réwniez nie da sie
zaobserwowa¢ za pomoca percepcji (Frege, 1979, s. 266). Jak juz
wspominatem, w nieopublikowanym artykule A new Attempt at a
Foundation for Arithmetic niemiecki filozof przyznaje, iz musi porzucic¢
poglad, Ze arytmetyka nie musi odwotywac sie do naocznosci w swoich
dowodach. Zaznacza, zZe przez naoczno$¢ rozumie geometryczne zrodto
poznania, z ktérego pochodza aksjomaty geometrii’. Jednoczesnie,
podtrzymuje swoj poglad, Ze za pomocg doswiadczenia zmystowego nie
mozemy zdoby¢ wiedzy na temat nieskonczonosci i nie odgrywa ona
zadnej roli w arytmetyce (Frege, 1979, s. 279). Oddzielenie roli wrazen
zmystowych i naoczno$ci w poznaniu liczb jest wiec dos$¢ Sciste.
Kluczowy - wydaje sie - jest jednak wzmiankowany przeze mnie
fragment pochodzacy z eseju Sources of knowledge of Mathematics and
the mathematical natural Sciences, w ktérym Frege przywotuje podziat
na to, co obiektywne i to, co subiektywne. Autor Grundlagen méwi tam
(po raz kolejny), ze Zrédtem nieskonczonosci jest geometryczne Zrodto
poznania. Na kazdym odcinku linii prostej oraz okregu znajduje sie
nieskonczenie wiele punktéw. Przez kazdy punkt przechodzi
nieskonczenie wiele linii prostych. Czy mozemy sobie wyobrazic¢
wszystkie te punkty w jednym momencie? Nie - odpowiada Frege - ale
jest to bez znaczenia, poniewaz relewantna jest domena tego, co
obiektywne, a nie tego, co subiektywne. Jedna osoba moze wyobrazic¢
sobie mniej, inna wiecej, lecz nalezy to do dziedziny psychologii,
wyobrazni, a nie domeny prawdy (Frege, 1979, s. 273). W tym
momencie nalezy zauwazy¢, ze takie obiekty geometryczne jak punkty
i plaszczyzny zgodnie z wczes$niejszymi pogladami Fregego miaty byc¢
dane w czystej naocznosci (podobnie jak u Kanta). Co wiecej, stanowisko
to zdaje sie on podtrzymywaé¢, gdy wspomina, iZ naoczno$¢ stanowi
Zzrodto (czystej) geometrii i jej aksjomatéw (Frege, 1979, s. 278/279).
Wskazuje to, ze niezaleznie od tego, czym jest owa zdolnos¢,
umozliwiajgca nam przedstawianie sobie tych przedmiotéw, ma ona
charakter subiektywny. Jest to jednak ten sam sens stowa ‘subiektywny’,
ktéorym Frege postugiwat sie w The Foundation.... Nasze indywidualne
zdolnos$ci imaginacyjno-naocznos$ciowe nie sg gwarantem powszechnej
wazno$ci prawd geometrii. Aprioryczne sady przestrzenne s3
obiektywnie prawdziwe, poniewaz wyrazaja geometryczne wtasnosci,

7W tym samym artykule postuguje sie kantowskim terminem ‘czystej geometrii.
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ktére nie zawierajg w sobie czynnikéw subiektywnych. Co oznacza wiec
redukowalno$¢ catej matematyki, a w szczegdlnosci liczb do czystej
geometrii? Geometria sktada sie z prawd syntetycznych a priori. Sad jest
aprioryczny wtedy, gdy jest ogélnym prawem, ktére ani nie wymaga ani
nie dopuszcza dowodu. Oznacza to, ze prawdy arytmetyki muszg dac sie
udowodni¢ jedynie na podstawie definicji i ogélnych prawd geometrii. Jak
widzieliSmy, aby tego dowie$¢ Frege obiera jako podstawowe trzy pojecia
z zakresu geometrii (punkt, linie prostg i trzy argumentowg relacje,
zachodzaca miedzy dwoma punktami symetrycznymi wzgledem siebie
relatywnie do linii prostej) i na drodze logicznie poprawnych
wnioskowan definiuje kolejne pojecia i relacje geometryczne tak, aby za
ich pomoca zdefiniowa¢ liczby zespolone. W sposéb dedukcyjny
przechodzi on od podstawowych praw geometrii i definicji terminéw w
nich wystepujagcych do liczb zespolonych. Powszechna waznos$¢
uzyskana na tej drodze pochodzi z obiektywno$ci aksjomatow, twierdzen
oraz definicji geometrycznych.

Zakonczenie

Wedtug Hansa Slugi, cata tworczo$¢ Fregego wpisuje sie w tradycje
idealizmu Kanta i Hermanna Loztego (Sluga, 1977, s. 235). Jest to opinia
wysoce nieortodoksyjna. Jedng z jej motywacji stanowi fregowska
doktryna o syntetycznej a priori naturze geometrii, ktéra nosi oczywiste
podobienstwo do stanowiska Kanta i stawia pod znakiem zapytania
realistyczny charakter przedmiotow poznania. Sluga twierdzi bowiem,
ze filozof z Jeny zar6éwno czas, jak i przestrzen uznawat za aprioryczne
formy zmystowosci, stad obiekty naszego codziennego doSwiadczenia sg
jedynie fenomenami Kkonstytuowanymi przez strukture podmiotu
transcendentalnego (Sluga, 1977, s. 236). Jak wspominatem we wstepie,
zdecydowanym krytykiem tej interpretacji jest Michael Dummett, ktory
opowiada sie za bardziej tradycyjnym odczytaniem filozofii Fregego -
wyktadnia realistyczng, platonska i antyidealistyczng. Ogranicze sie tu do
kilku uwag zwigzanych bezposrednio z ustaleniami poczynionymi w
niniejszym artykule. Po pierwsze, nalezy przyznac racje Dummettowi, Ze
trudno doszuka¢ sie w twérczosSci Fregego transcendentalnej dedukcji
form zmystowos$ci oraz kategorii intelektu, ktére stanowig fundament
idealizmu Kanta. Z tego wzgledu, uznanie przez autora Sensu i znaczenia
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syntetycznej a priori natury wiedzy geometrycznej nie stanowi
wystarczajgcego dowodu na akceptacje pozostatych zatozen
filozoficznych doktryny Kantowskiej (Dummett, 1991, s. 138). Po drugie,
miedzy pogladami Fregego a Kanta na matematyke istniejg dwie dos¢
oczywiste roznice. Jakkolwiek filozof z Jeny uznaje czysta naoczno$¢ w
pewien sposob za niezbedng dla naszej wiedzy geometrycznej, to nie
wspomina, aby za pomoca tej zdolnosci dokonywaliSmy konstrukcji
specyficznych dla niej przedmiotéw. Co wiecej, Frege, poza opisywanym
przeze mnie koncowym okresem swojej twdrczosci, nie uwazat, zeby
czysta naoczno$¢ (czasu) odgrywata jakakolwiek role w arytmetyce.
Arytmetyka miata by¢ czeScig logiki, a jej twierdzenia catkowicie
niezalezne od pozalogicznych Zrodet wiedzy (form zmystowosci). Stoi to
w wyraznej sprzecznosci z pogladami Kanta. Czy wyzZej wspomniane
racje przekonujaco dowodza btednosci stanowiska interpretacyjnego
Slugi w sporze z Dummettem? W mojej opinii odpowiedZ jest
zdecydowanie negatywna. Racja po temu jest nastepujaca. Koncepcja
Fregego - z lat 1924 - 1925 - gloszaca, ze cato$¢ naszej wiedzy
matematycznej pochodzi z geometrycznego zrodta wiedzy, ktére jest
tozsame z czysta naoczno$cig, wskazuje na cigglo$¢ jego motywacji
filozoficznych, ktére w zadnym wypadku nie stoja w sprzecznosci z
idealizmem niemieckim, a w duzej mierze pokrywaja sie. Niemiecki
filbzof w swoich pogladach na podstawy matematyki nieustannie
utrzymywat, Ze nasza wiedza nie ma pochodzenia wytgcznie
empirycznego oraz zZe istniejg prawdy aprioryczne odkrywane tylko za
pomocg rozumu. Program logicyzmu oraz geometryczne ufundowanie
wiedzy matematycznej wydajg sie tylko dwoma drogami do tego samego
celu: wykazania, iz stanowiska naturalistyczne
w matematyce sg btedne, bowiem ani badanie umystu ludzkiego, ani
doswiadczenie zmystowe nie odgrywaja zadnej istotnej roli w poznaniu
matematycznym. Stad mozemy powiedzie¢, Ze Frege podzielat
(neo)kantowskie i antynaturalistyczne motywacje stojace za uznaniem
sfery wiedzy apriorycznej odkrywanej wytgcznie za pomocg rozumu.
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ABSTRACT

‘Mathematics in its entirety is really geometry’. Gottlob Frege’s view
of the foundations of mathematics after the fall of logicist program

Gottlob Frege abandoned his logicist program after Bertrand Russell had
discovered that some assumptions of Frege’s system lead to
contradiction (so called Russell’s paradox). Nevertheless, he proposed a
new attempt for the foundations of mathematics in two last years of his
life. According to this new program, the whole of mathematics is based
on the geometrical source of knowledge. By the geometrical source of
cognition Frege meant intuition which is the source of an infinite
number of objects in arithmetic. In this article, I describe this final
attempt of Frege to provide the foundations of mathematics.
Furthermore, [ compare Frege’s views of intuition from The Foundations
of Arithmetic (and his later views) with the Kantian conception of pure
intuition as the source of geometrical axioms. In the conclusion of the
essay, | examine some implications for the debate between Hans Sluga
and Michael Dummett concerning the realistic and idealistic
interpretations of Frege’s philosophy.

KEYWORDS: Frege, The Foundations of Mathematics, Geometry, Kant.
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