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Vendo entdo que verdade consiste na ordenacéo certa de nomes em nossas
afirmag6es, um homem que busca verdade precisa teria necessidade de lembrar
0 que cada nome que ele usa representa e posiciona-lo devidamente; ou, entdo,
ele se verd emaranhado em palavras, como um passaro em galhos viscosos;
guanto mais se esforca, mais preso fica ao visgo. Logo, em geometria, 0s
homens comecam chegando a um acordo sobre os significados de suas
palavras; aos significados acordados, eles ddo o nome de defini¢bes e os
colocam no inicio de seus calculos. (HOBBES, 1988, p.230)



RESUMO

Considerando a complexidade do processo de ensino aprendizagem, pensar no ensino de
Geometria, por meio de provas e demonstracfes, € propor um confronto entre 0 modelo
cognitivo do aluno com o de outros alunos ou, até mesmo, com o do professor. A questéo
fundamental é que as “provas” devem ser vistas, primeiramente, como uma forma de
argumentacdo, que trazem valiosos beneficios para o desenvolvimento de competéncias e
habilidades geomeétricas, na perspectiva de: demonstrar a necessidade de uma melhor definicéo;
contribuir para a comunicacdo de resultados e para a formalizacdo do corpo desse
conhecimento. Com o intuito de conhecer as percepc¢des dos estudantes de diferentes niveis de
ensino em suas construcdes argumentativas, parte de nossa pesquisa foi construida com alunos
do 9° ano do Ensino Fundamental e do 3° ano do Ensino Médio de uma escola da rede publica
de ensino, localizada na zona urbana do municipio de Caiana, no estado de Minas Gerias. Outra
parte foi estruturada com alunos matriculados no 3° periodo do curso de Licenciatura em
Matematica da Universidade do Estado de Minas Gerias (UEMG), unidade de Carangola,
localizada na zona da Mata Mineira. Com objetivo de produzir saberes, praticas e inovacdes,
sob uma epistemologia reflexiva e investigativa, construimos, com base nas experiéncias
realizadas por Gazire (2000) e Nasser e Tinoco (2003), seis atividades de Provas Experimentais
para serem aplicadas nas trés turmas participantes da pesquisa durante o ano letivo de 2016. As
atividades de provas experimentais propostas foram estruturadas em etapas e desenvolvidas
com as turmas de acordo com a proposta curricular de cada curso. Os experimentos:
“Engenharia de Grego”’; “A excentricidade dos Planetas e a Primeira Lei de Kepler” e “Curvas,
Superficies e Arquitetura” foram aplicados na turma do 3° ano do Ensino Médio, quando
trabalhamos conteudos de Geometria Analitica. Os experimentos: “Curva de Nivel” e
“Demonstrando o Teorema de Pitagoras” foram desenvolvidos com a turma do 9° ano com 0
propésito de abordar as Relagbes Métricas no Triangulo Reténgulo; e o experimento:
“Descobrindo Propriedades das Conicas com o GEOGEBRA” foi aplicado na turma do 3°
periodo do curso de Licenciatura com o objetivo de demonstrar experimentalmente algumas
propriedades das Superficies Conicas. Ao analisarmos 0s argumentos construidos pelos alunos,
verificamos, de forma geral, que as construcbes de pensamento apresentadas, tanto no que se
refere aos alunos da Educacdo Bésica (9° ano e 3° ano), como do curso de Licenciatura (3°
periodo), concentram-se, de acordo com o modelo proposto por Balacheff (2000), em um nivel
de “Prova Pragmatica”, variando entre os tipos: “Empirismo Ingénuo” e “Exemplo Genérico”.

Naqueles poucos casos em que uma precisao superior € obtida, percebe-se que os alunos



recorrem a um “argumento de autoridade”, ou seja, defini¢des apresentadas no livro didatico
ou explicagdes dadas pelo professor e que, mesmo assim, estdo longe de alcancar um nivel de
“Prova Conceitual”. Considerando que os conceitos geométricos sdo formados pela agdo
interiorizada do aluno, pelo significado que ddo as formulacGes que enunciam e pelas
verificagfes que realizam, entendemos que a utilizacdo de atividades experimentais sdo
importantes nas aulas de Matemaética, pois abrem caminhos para a investigacdo e para o
desenvolvimento do raciocinio l6gico. Dessa forma, ao ensinar estudantes a desenvolverem
métodos de argumentacdo e prova, é preciso que o professor esteja atento ao seu nivel de
desenvolvimento cognitivo e ao caminho pelo qual suas experiéncias prévias construirdo

estruturas conceituais que poderdo ajudar ou impedir esse desenvolvimento.

Palavras-chave: Provas e demonstrac@es. Provas experimentais. Argumentacao geométrica.



ABSTRACT

Considering the complexity of the teaching process learning demonstrations, thinking about
teaching geometry through tests and demonstrations, is propose a confrontation between the
cognitive model of the student with the other students or even with the teacher. The bottom line
is that the "evidence™ should be seen primarily as a form of argument, that bring valuable
benefits to the development of skills and geometric skills with the perspective to: demonstrate
the need for a better definition; contribute to the communication of results and the formalization
of the body of this knowledge. In order to know the perceptions of students of different levels
of education in their argumentative buildings, part of our research was built with 9th graders of
elementary school and 3rd year of high school from a public school education located the urban
area of Caiana, municipality in the state of Minas Gerais. Another part was structured with
students enrolled in the 3rd period of the Bachelor's Degree in Mathematics from the State
University of Minas Gerais (UEMG), Carangola unit, located in the area of Mata Mineira. In
order to produce knowledge, practices and innovations. Under a reflective and investigative
epistemology, built with the experience gained by Gazire (2000) and Nasser and Tinoco (2003),
six activities Experimental Evidence to be applied in three groups participating in the research
during the school year 2016. The activities of experimental evidence proposals were structured
in stages and developed with the courses according to the proposed curriculum for each course.
The experiments, "Greek Engineering"; "The eccentricity of the Planets and Kepler's First Law"
and "Curves, Surfaces and Architecture™ were applied in the 3rd year of high school class, when
we work with this Analytic Geometry class content. Experiments: "Contour” and
"Demonstrating the Pythagorean theorem™ were developed with the class of 9 year purpose of
addressing the metrics Relations in the Triangle rectangle; the experiment: "Discovering
properties of Conic with Geogebra™ was applied the class of the 3rd period of the Degree course
in order to experimentally demonstrate some properties of Conic Surfaces. When we analyze
the constructed arguments by the students, find, in general, the constructions of thought
presented, both referred to students of basic education (9th grade and 3rd year) as the Bachelor's
Degree (3rd period), focus according to the model proposed by Balacheff (2000), at a level of
"Pragmatic Support” ranging between types: "naive empiricism” and "Generic Example". In
those few cases where a higher accuracy is obtained, it is clear that students turn to an "argument
from authority”, ie definitions given in the textbook or explanations given by the teacher and
that still are far from reaching a level of "proof Concept". Whereas the geometric concepts are

formed by inward action of the student, the meaning they give to the words which enunciate



and the tests they perform, we understand here that the use of experimental activities are
important in mathematics classes, they open avenues for research and the development of
logical reasoning. Thus, when teaching students to develop methods of argument and evidence,
it is necessary that the teacher be aware of their level of cognitive development and the way in
which their previous experiences build conceptual frameworks that may help or hinder this
development.

Keywords: Evidence and statements. Experimental evidence. Geometric argument.
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1. INTRODUCAO

A educacio, nessa perspectiva, assume papel de importancia fundamental. E que a
educacdo viabiliza a intervencdo. Por isso digo: a educagio sozinha ndo faz. Mas pode
fazer algumas coisas importantes: entre abrir caminhos e intervir no mundo. Pode ser
no sentido de preservar o status quo ou no sentido de muda-lo. Minha op¢édo é mudar.
(FREIRE apud SCARPIN, 2005, p. 25)

Meu interesse em adentrar no programa de Mestrado em Ensino de Ciéncias e
Matematica da PUC Minas e investigar a construcdo do Conhecimento Argumentativo
Geométrico, buscando compreender como os alunos entendem um processo de prova e
demonstracdo, encontra-se atrelado as minhas vivéncias como professora de Matematica na
Educacao Basica ao longo de 17 anos de trabalho e da experiéncia de lecionar as disciplinas de
Geometria Plana, Analitica e Espacial no curso de Licenciatura de Matematica na Universidade
do Estado de Minas Gerias, no municipio de Carangola (UEMG), nos ultimos quatro anos.

Motivada pela agédo transformadora que a Educacdo pode proporcionar, escolhi como
profissdo seguir a carreira docente. Por ter uma enorme afinidade, desde o inicio de meus
estudos na Educacgdo Bésica, com a matematica, escolhi o curso de Licenciatura em Ciéncias e
Matematica para tecer os fios de uma longa trajetoria de minha vida: a carreira profissional.

Iniciei minha graduacdo no ano de 1998, na antiga FAFILE (Faculdade de Filosofia,
Ciéncias e Letras de Carangola), hoje atual UEMG (Universidade do Estado de Minas Gerias),
logo ap6s concluir o ensino médio, no final de 1997. O curso que escolhi me habilitou para
trabalhar as disciplinas de Ciéncias e Matematica, no ensino Fundamental e Matemaética no
ensino Médio.

Como o curso era divido em duas etapas, Licenciatura Curta e Plena, os alunos, a partir
no quinto periodo escolhiam qual licenciatura plena queriam obter: Ciéncias Bioldgicas ou
Matematica. Escolhi Matematica, cursando mais trés periodos especificos para essa disciplina.

Comecei a construir minha carreira docente logo no terceiro periodo do curso de
graduacéo, no ano de 1999, quando fui selecionada, pela prefeitura municipal de minha cidade,
Espera Feliz/MG, municipio de vinte e trés mil (23.000) habitantes, localizado na Zona da Mata
mineira, para trabalhar como professora auxiliar das disciplinas de Matematica e Ciéncias no
programa Telessala’; projeto desenvolvido pela Fundagcdo Roberto Marinho em parceira com a

Secretaria Municipal de Educacao.

! A Metodologia Telessala foi elaborada para desenvolver o curriculo do Telecurso e era utilizada em todos os
projetos implementados pela Fundacdo Roberto Marinho, em parceria com instituicbes publicas ou privadas.
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O programa tinha como proposta oferecer formagdo Fundamental em dois anos (antigas
52 a 8? séries) a pessoas com idade escolar avancada. A primeira turma em que atuei, era
constituida por trinta e dois (32) alunos com idades variando entre vinte e sessenta e nove anos.
Turma bastante heterogénea, ndo s6 em relacdo a faixa etaria, mas também no que diz respeito
aos anseios e expectativas em relacdo ao curso, devido a diferengas na realidade sécio cultural
pelos alunos vivenciadas.

A metodologia empregada no programa era muito nova para mim e no inicio tive certa
dificuldade para me adaptar a ela. Porém, o que me motivava era perceber que meus diversos
alunos tinham uma enorme vontade de aprender e que apesar de toda a dificuldade encontrada
por eles, ap6s anos de evasao escolar, devido a diversos problemas relacionados a horario, falta
de transporte, cansaco ap6s um dia trabalho exaustivo, e outros, estavam dispostos a recomecar
seus estudos, buscando, segundo alguns “melhorar a qualidade de vida”.

Apesar da imaturidade profissional, advinda dentre outros fatores, da falta de
experiéncia, adentrei aos estudos de cada caso na busca constante de encontrar “caminhos”
através dos quais realmente pudesse contribuir de forma significativa com a formacéo daqueles
alunos.

As experiéncias ali vivenciadas, durante os dois anos de estudo e trabalho fizeram-me
aprender muito mais do que ensinar. Com estes alunos tive a oportunidade de presenciar 0s
encantos e desencantos, as contradigdes e os dilemas do sistema educacional, bem como,
comecar a aprender como se aprende e a compreender de fato o que é ser professor.

O trabalho nesse programa, foi uma caminhada muito importante para a minha formacao
profissional, que a cada passo ia refazendo-se e ampliando-se. Terminei minha graduagéo no
final do ano de 2001; novas experiéncias foram surgindo e uma nova travessia se iniciando.

Logo no inicio do ano de 2002 comecei a trabalhar como professora de Matematica na
rede Estadual de Ensino de Minas Gerais, em uma escola de zona rural no municipio de Espera
Feliz, localizada na comunidade de S&o Gongalo, situada a quarenta quilébmetros da zona
urbana, atuando nas turmas de primeiro, segundo e terceiro anos do Ensino Medio.

Mais uma vez, nessa dindmica da vida, os caminhos percorridos proporcionaram-me
experiéncias surpreendentes. Trabalhar em uma escola de zona rural com um contexto
educacional escrito por um movimento real que constitui suas tensdes, suas contradi¢fes, seus

limites e suas possibilidades, mostrou-me a necessidade de buscar caminhos para provocar

Aplicada desde 1995, ela é resultado de um conjunto de processos, métodos, procedimentos e materiais que tém
suas raizes nas praticas desenvolvidas nas décadas de 1970 e 80 no Brasil, inspiradas em Dom Helder Camara,
Paulo Freire, Freinet, Piaget, Anisio Texeira e Darcy Ribeiro.
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naqueles alunos uma postura critica, interrogativa e reflexiva sobre a realidade em que estavam
inseridos.

Esta realidade precisava ser compreendida para ser transformada. Uma trajetoria
marcada por historias vividas por sujeitos que ainda estavam comecando a aprender a viver.
Historias de jovens e adolescentes na faixa etaria de quatorze a dezoito anos, que enfrentavam
em seu cotidiano o trabalho pesado nas lavouras cafeeiras e ainda encontravam forgas para
enfrentar uma jornada escolar no periodo noturno.

Diante de tais circunstancias, buscava compreender: “como o Ensino Escolar que serve
sempre a um determinado interesse, poderia ser direcionado a outra perspectiva? Como

direcionar o ensino de Matematica a uma concep¢do de mundo e de sociedade?

Ensinar matematica é deflagrar ideias mateméaticas na cabeca do aluno. Isso é
conseguido através de desafios postos na forma de situa¢do-problema. Mergulhados
nessas situagdes problematicas, o aluno, conduzido por perguntas adequadas, é
desafiado a resolvé-las, utilizando seu proprio referencial e suas proprias tentativas.
Esse desafio é responsavel pelo deflagrar de ideias. (GAZIRE, 2000, p. 14)

Foi nesse deflagrar de ideias matematicas e nas experiéncias vivenciadas com toda essa
diversidade educacional, que construi, embora em um espaco tdo pequeno de tempo, minha
identidade docente. E a partir dessas experiéncias, busquei significar e constituir a presente
investigacao.

Trabalhando desde o inicio do ano de 2013, com a disciplina de Geometria Plana, nos
primeiros periodos do curso de Licenciatura em Matematica da UEMG (Universidade do
Estado de Minas Gerais), unidade de Carangola, tenho observado que grande parte dos
discentes desse curso, na maioria das vezes encontram grandes dificuldades em compreender e
explicitar com clareza ideias Geométricas.

Esse fato causou-me grande inquieta¢do: como esses alunos, hoje ingressos em um curso
de Licenciatura de Matematica, amanha futuros professores de matematica irdo se portar em
sala de aula com relagéo a essa disciplina?

O problema é que apesar dos esforgos feitos nos ultimos tempos para aperfeicoar o
ensino-aprendizagem dos conteudos aplicados em matematica na Educacéo Bésica, cada vez
mais, percebe-se que a maioria dos alunos chega aos cursos de graduagdo com uma grande
defasagem no que diz respeito a aprendizagem dessa disciplina, principalmente em relagdo aos
conhecimentos geométricos.

Considerando a complexidade do processo de ensino-aprendizagem Geomeétrica, nao sé

para o aluno, mas também para o professor, partimos do pressuposto de que a “Prova
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Experimental” oferece ao docente, ferramentas necessarias para um trabalho pedagdgico capaz
de auxiliar o aluno no desenvolvimento do senso critico, potencializando suas habilidades de
reflexdo, anélise e argumentacéo.

Procuramos com esse trabalho, encontrar elementos indicativos de que um processo de
“prova” pode contribuir com €xito no ensino-aprendizagem de Geometria.

Nesse sentido, no primeiro capitulo desse trabalho, A Geometria, encontramos na
historia da matematica, em Boyer (1996), Rooney (2012) e Eves (2011) fatos relacionados aos
primeiros contatos humanos com a Geometria, bem como caracteristicas que elevam o
conhecimento dessa “ciéncia” a um carater mais geral com uma perspectiva mais reflexiva.

No segundo capitulo, A Construcdo do Pensamento Geométrico: da intui¢ao a légica
dedutiva, faz-se uma recensdo ao desenvolvimento do pensamento racional com base nas
concepcdes filosoficas apresentadas por: Platdo [427 - 347 a.C]; Aristoteles [384 - 322 a. C];
Descartes [1596 — 1650]; Kant [1724 — 1804] e Husserl [1859 — 1938].

O terceiro capitulo, Provas e Demonstraces na Matematica e na Educacdo
Matematica, apresenta inicialmente o processo de desenvolvimento individual do
conhecimento humano sob as influéncias dos meios sociais, historico e cultural com base nas
teorias de Piaget (1977) e Vygotsky (1998).

Em seguida faz-se uma interligacdo entre a construcdo desse conhecimento e a aquisicao
dos saberes matematicos. Por Gltimo, com base nos argumentos construido por Hanna (1990;
2000) e Bicudo (2010) buscamos compreender o papel da “prova” na Matematica e na
Educacao Matematica.

O quarto capitulo, Aspectos Cognitivos e Didaticos das Provas e Demonstracoes,
descreve o processo de construcdo dos saberes matemadticos de acordo com a “Ciéncia
Cognitiva”, partindo desses estudos, com base nas teorias propostas por Brousseau (2008) e
Balacheff (2000), com base nos experimentos realizados por: Gazire (2000), Nasser e Tinoco
(2003) e Nasser e Aguilar Junior (2012) procuramos entender o papel do professor na
construcdo desse conhecimento.

Apresenta-se também nesse trabalho uma parte dedicada a Trajetéria e Metodologia
empregada na pesquisa. Nessa parte sdo apresentadas: as justificativas para a escolha dos
aportes teoricos; a caracterizacao do local da pesquisa; a apresentacao dos sujeitos envolvidos
na pesquisa e a metodologia utilizada na construcdo das provas experimentais.

Na parte dedicada a Analise dos Resultados, buscamos descrever detalhadamente toda
a interpretacgéo feita a partir dos dados obtidos com as aplica¢des dos Experimentos, apoiando-

nos na didatica da matematica francesa, em Balacheff (1987; 1988; 2000) no que diz respeito
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ao nivel de prova encontrado nas argumentacGes apresentadas por alunos em situagdo de
“prova” matematica.

Com intuito de verificar se partindo da experimentacdo é possivel que os alunos
cheguem a construcdo de um pensamento argumentativo geométrico mais avancado, através da
dialética das “provas e refutagdes”, utilizamos o modelo proposto por Lakatos (1978).

Nas consideracdes finais, 0 tema dessa dissertacdo é brevemente retomado e com base
nos dados coletados e nos estudos tedricos, enumeramos 0s resultados gerais da pesquisa e

propomos algumas questdes futuras ainda a serem desenvolvidas sobre o0 assunto.
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2. AGEOMETRIA

A Geometria existe, como jé disse o fildsofo, por toda a parte. E preciso, porém, olhos
para vé-la, inteligéncia para compreendé-la e alma para admira-la. (TAHAN, 2003
p.34)

“Geometria”: palavra grega que significa Medi¢cdo da Terra é a ciéncia que trata das
propriedades das figuras geométricas usadas para medir extensdes. Acredita-se que as origens
da geometria, remontam as proprias origens das civilizacdes, porem, o que se sabe ao certo
sobre sua origem, é que h& muito tempo atrds, o homem descobriu e interessou-se pelas
estranhas e fascinantes formas apresentadas pela natureza e as adicionou as suas supersti¢oes e
religibes, mudando assim nossa compreensdo de tudo, fornecendo-nos uma chave para 0s
segredos dessa ciéncia: a Geometria.

Primordialmente a geometria baseava-se em uma colecdo de enunciados ou principios
descobertos empiricamente através dos sentidos ou de algumas experiéncias vivenciadas por
um individuo ou um determinado grupo. Entre esses principios, alguns se destacavam pela
presenca de calculos relativamente sofisticados ao ponto de até hoje serem utilizados nas
demonstracdes de algumas propriedades da matematica moderna.

O fato de que a descoberta desta ciéncia e tantas outras tenham surgido da necessidade,
ndo € surpreendente; pois tudo o que é produzido em uma geracdo, avanca do imperfeito para
o perfeito, até atingir seu ponto maximo.

De acordo com Rooney (2012), é provavel que alguns dos primeiros célculos
geomeétricos tenham sido desenvolvidos a partir da constru¢do de monumentos, demarcacéo de
terra ou manufatura de artefatos para fins religiosos. Acredita-se que os problemas praticos da
geometria tenham surgido nos projetos de construcGes muito antes deles serem registrados na
forma escrita. Ao trabalhar com distancias, areas e volumes no mundo real, a geometria foi uma
das primeiras aplicagdes da matematica nas civilizacOes.

Diversos estudos relacionados a historia da geometria nos levam a pensar que uma das
primeiras manifestacGes geométricas encontra-se nos desenhos deixados pelo homem primitivo
(pré-histdrico — por volta de mais de 3300 anos a.C.), que de maneira inconsciente, classificava
0s objetos a sua volta de acordo com sua forma e tamanho, atribuindo a essa etapa da geometria

um tipo de Senso Geométrico Inato?.

2 Senso geométrico inato também conhecido como geometria subconsciente é caracterizada pelo fato de s6 se
considerarem questdes concretas, traduzindo-se o saber geométrico numa colecdo desconexa de nogdes sobre 0
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Nessas abstragcdes de formas e tamanhos encontram-se 0s primeiros passos para uma
Geometria informal e indutiva, que partindo da observagao de alguns casos particulares buscava
encontrar verdades para casos gerais. Dentre 0s povos mais antigos, tornaram-se grandes
adeptos do trabalho com esse tipo de geometria os Egipcios, os Babildnios e os Sumérios.

Os Egipcios desenvolveram sua primeira forma de escrita no periodo pré-dinastico
através de um sistema conhecido como hieroglifico que se compunha de sinais pictogréaficos

para representar objetos.

Fonte: Eves (2011).

Para os egipcios, uma das principais utilidades da geometria encontrava-se na
necessidade de se elevar do Nilo durante as cheias e foi dessa necessidade, que a geometria
egipcia desenvolveu métodos muito precisos para calcular areas de terrenos e volumes de silos
e piramides.

Problemas de medidas sobre volumes e areas das figuras planas e dos sélidos mais
familiares, foram, em sua maioria, trabalhados corretamente pelos egipcios que calculavam
com precisdo areas de retangulos, triangulos e trapézios isdsceles, provavelmente pelo método
de decomposicdo e recomposicao de figuras.

Os Babilbnios viveram na Mesopotamia, uma das primeiras civilizagcdes que ocupou
essa terra apOs 0s Sumeérios. Tratava-se de uma civilizacdo avancgada, que construia cidades

espagco fisico. (A.l. FETISSOV — A demonstracdo em Geometria, tradugdo: Hygino H. Domingues, S&o Paulo,
1994).
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com arquiteturas sobrepostas e dispunha de um sistema de irrigacdo muito eficaz. Devido as
necessidades de cavar canais para transporte de mercadorias e exércitos, os Babil6nios

desenvolveram-se muito bem na Geometria que estava intimamente relacionada as medicdes.

Figura 2 - Jardins suspensos da Babil6nia

De acordo com Eves (2011), de numerosos exemplos concretos infere-se que 0s
babilénios do periodo 2000 a 1600 a.C., deviam estar familiarizados com as regras gerais da
area do retangulo, da area do triangulo retangulo e do triangulo isésceles (e talvez da area de
um triangulo genérico), da area de um trapézio retangulo, do volume de um paralelepipedo reto-
retangulo e, mais geralmente, do volume de um prisma reto de base trapezoidal.

Sao muito diferentes as historias politicas do Egito e da Babildnia. Esta Gltima era aberta
a invas@es de povos vizinhos e, como consequéncia, havia periodos de muita turbuléncia em
gue um império sucedia a outro. O Egito antigo, ao contrario, manteve-se em isolamento,

protegido naturalmente de invasfes estrangeiras, governado pacifica e ininterruptamente por
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uma sucessdo de dinastias. Ambos eram sociedades essencialmente teocraticas governadas por
burocratas ricos e poderosos, intimos da classe sacerdotal.

Ao contrario dos egipcios e babilénios que utilizavam de um conhecimento geométrico
aparentemente empirico e indutivo que tinham os sentidos e a experiéncia como critério de
verdade, os gregos, buscavam a “razdo” como critério. Tanto no Egito como na Mesopotamia,
era a classe sacerdotal a detentora do conhecimento. Era fungéo dos sacerdotes interpretar a
vontade dos deuses. Entretanto, quando tal conhecimento chegou a Grécia, ndo encontrou ali

uma classe sacerdotal.

Foi provavelmente gracas aos Aqueus que 0S gregos nunca tiveram uma classe
sacerdotal, e isso pode bem ter tido algo a ver com o aparecimento da ciéncia livre
entre eles. Além disso, a visdo tradicional de mundo e as costumeiras regras de vida
tinham colapsado. (BURNET, 2010, p. 4).

Essa mudanca de pensamento, que mostra uma divergéncia entre ciéncia e senso
comum, levou os Gregos a perceberam que o método experimental e indutivo ndo era téo
satisfatorio assim para a matematica em geral. Tais consideracfes demonstram que 0S povos
daquela época ja possuiam uma nova concepc¢do da matematica como ciéncia, utilizando pela
primeira vez demonstrac6es em Geometria.

De acordo com Eudemo?, os primeiros tracos de deducio l6gica em geometria teriam
surgido na Grécia, com Tales de Mileto [624 a.C — 558 a.C], na segunda metade do século VI
a.C., atribuindo-lhe o teorema de que: “Qualquer angulo inscrito em um semicirculo é um
angulo reto”. Nao se sabe ao certo a veracidade dessa afirmacao, pois o que se sabe sobre Tales
veio de resumos posteriores; mas o que se pode afirmar, € que, com ele a geometria teria
comecado a perder o carater experimental e indutivo.

A primeira tentativa de organizar logicamente a geometria num sistema dedutivo Gnico,
a partir de umas poucas nogdes basicas teria sido feita por Hipocrates de Quio, no século V a.C.
Porém, foi com o matematico grego Euclides de Alexandria, por volta do século Il a.C., que a
geometria dedutiva teria alcancado seu apice. Euclides modificou a geometria instituindo a ela
uma base logica bem definida através de conceitos geométricos de um alto nivel de abstracéo e
complexidade que devido a sua aplicabilidade na algebra e no calculo, mudaram completamente

a forma de se pensar a geometria.

3 Eudemo de Rodes (século Il a. C.) foi um discipulo de Aristételes que viveu por volta de 320 a.C. e que escreveu
uma parte da historia da matematica, porém, essa obra se perdeu, mas antes de desaparecer alguém escreveu um
resumo dela e mais tarde informag6es contidas nele foram utilizadas por Proclus a fim de propagar a geometria
Grega. (GAZZIRE, 2000, p. 60).
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Figura 3 - lluminura do século XVII em uma traducéo latina dos Elementos de Euclides
atribuida a Abelardo de Bath personificacdo da geometria

\ ~—
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Fonte: (ILUMINURA..., 2016).

Comecando com cinco postulados e alguns axiomas, considerados incontestavelmente
verdadeiros, Euclides buscou demonstrar um grande numero de proposi¢des. Enquanto
apresentava a geometria, ensinava aspectos essenciais da matemética, mostrando como a
abstracdo trabalhava e impunha a apresentagéo estritamente dedutiva de uma teoria.

Até o inicio do século XIX, se houve um ramo do conhecimento que tenha sido
considerado a apoteose da verdade e certeza, esse ramo era a Geometria Euclidiana. Embasada
na busca pela verdade que fundamentaria o pensamento cientifico e a certeza da existéncia do
universo, grande numero de defini¢Bes, axiomas e postulados que figuram nos Elementos de
Euclides séo atribuidos a Escola de Platdo: “um dos poderes maiores do pensamento cientifico
é a habilidade de desenvolver verdades que sdo visiveis somente aos olhos da mente e de
desenvolver modos e meios de lidar com elas”. (PLATAO, 2000, p. 37)

A maioria dos cientistas, apesar de compreender a nitida distingdo entre o mundo
platonico ideal de formas matematicas e a realidade fisica, considerava os objetos da geometria
euclidiana simplesmente abstracGes destiladas de suas contrapartidas fisicas e reais.

O filésofo holandés Spinoza [1632-1677], em sua obra intitulada: Etica, demonstrada
na ordem Geométrica®, faz uma tentativa de unificar ciéncia, religido, ética e razdo com base

nos fundamentos da geometria euclidiana.

4 Etica, demonstrada na ordem Geométrica: obra publicada em 1677 dividida em cinco partes: | -Sobre Deus; 11-
Sobre a Natureza e a origem da mente; 111 -Sobre a origem e a Natureza dos Afetos; 1V- Sobre a Servid&o
Humana e V -Sobre a Liberdade Humana, foi marcadamente polémica pela sua forma de demonstrar os assuntos
a partir de uma aluséo ao postulados, axiomas e teoremas da geometria euclidiana. (FRAGOSO, 2012).
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Para o empirista David Hume [1711-1776], a geometria euclidiana era t&o sélida que
em sua obra: Investigacdes sobre o entendimento humano classificou dois tipos de verdades:
“Relagdes de Ideias e Questdes de Fato”. Nesse sentido, “Relagdes de Ideias” constituia toda
afirmacdo que fosse intuitiva ou demonstrativamente certa ou proposi¢cdes que poderiam ser
descobertas pela mera operagdo do pensamento, sem dependéncia de que exista em qualquer
lugar do universo. Seriam verdades que reteriam para sempre sua certeza e evidéncia, assim
como as verdades demonstradas por Euclides.

As “Questoes de Fato”, seriam verdades que apenas para serem demonstradas
necessitariam de uma contradi¢do, pois, sdo claras por si mesmas. Como por exemplo,
considere a proposi¢ao: “O Sol ndo nascera amanha”. Essa proposi¢do apenas ¢ demonstrada
por sua contradigdo, ou seja, “O Sol nascerd amanha”. Dessa forma, para Hume (1973), a
geometria euclidiana representava a Unica descri¢do precisa do espaco fisico.

Para o filésofo alemdo Immanuel Kant [1724-1804], os Fundamentos da Geometria
Euclidiana exaltavam uma certeza absoluta e uma validade inquestiondvel. Em sua obra
“Critica da Razao Pura”, Kant (2001) distinguiu dois tipos de conhecimento humano a priori:
o0 analitico, que sabemos ser verdadeiro pela analise logica, e o sintético, representado por
nossas intuicbes de tempo e espaco. Nosso conhecimento de tempo seria sistematizado na
aritmética, que seria embasado na intuicdo de sucessdes, € 0 nosso conhecimento do espaco
seria sistematizado na geometria.

Segundo Kant (2001) nossos sentidos ndo poderiam fazer seu trabalho sem ordenar suas
percepcOes na estrutura de espaco e tempo. Nosso conhecimento sobre o mundo externo
dependeria principalmente das informacdes obtidas pela visdo. Kant (2001) deu a mente a
funcdo ativa de construir ou processar o universo percebido de acordo com a Geometria
Euclidiana.

Até meados do século XV, as ideias de Euclides permaneciam incontestaveis. Embora
ninguém duvidasse da veracidade dessas sentencas, ocorria uma insatisfacdo pelos matematicos
da época em relagdo ao seu quinto postulado, conhecido como “Postulado das Paralelas®’. Ele
ndo tinha a simplicidade dos demais axiomas, 0 que acarretou varias tentativas fracassadas de
demonstra-lo a partir dos outros quatro axiomas.

Ao longo desse século algumas questdes comecaram a ser levantadas sobre 0s axiomas

de Euclides, “e se esses nao forem mesmo verdadeiramente auto evidentes? E se ao invés forem

S Postulado das Retas Paralelas — “E, no caso uma reta, caindo sobre duas retas, faca os angulos interiores e do
mesmo lado menores do que dois retos, sendo prolongadas as duas retas, ilimitadamente, encontrarem-se no qual
estdo os menores do que dois retos. (Os Elementos/Euclides, 2009, p. 98).
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baseados na experiéncia? A relacdo entre a geometria e sua natureza demonstrativa tornou-se
particularmente diferente, pois, o0 esquema dedutivo cuidadosamente construido, subitamente
tornou-se refutavel, ou seja, questionavel.

O fato de poder ser possivel escolher outro axioma e obter uma descricdo tdo valida
quanto a inicial, revolucionou todo o conceito da geometria demonstrativa. Surgiram ent&o,
varias possibilidades de se construirem novos sistemas geométricos a partir da rejeicdo desse
quinto postulado. No final do século XIX, novas geometrias foram construidas a partir da
escolha de um axioma diferente do quinto de Euclides. Geometrias essas, tdo precisas quanto a
euclidiana, na capacidade de descrever o espaco fisico.

Dentre os matematicos que mais se destacaram nessas novas descobertas, estdo: o padre
jesuita Girolamo Saccheri [1667-1733], que investigou a possibilidade de substituir o quinto
postulado por uma sentenca diferente; os alemdes Georg Klugel [1739-1812] e Jhohann
Heinrich Lambert [1728-1777], que provou que o 7 é incomensuravel acrescentando isso as
suas pesquisas em geometrias ndo euclidianas.

Gauss [1777-1855] também pensou consideravelmente sobre a existéncia de
Geometrias ndo Euclidianas. Temia, porém que a geometria radicalmente nova, fosse
considerada uma heresia pelos filésofos da época. Todavia ndo publicou nenhum dos resultados
de seus trabalhos a respeito do assunto. Em anotacdes de abril de 1817, ele afirmou: “[...] estou
cada vez mais me convencendo que a inevitabilidade de nossa geometria ndo pode ser
demonstrada” (GAUSS apud LIVI10, 2011, p. 239)

Figura 4 - Carl Friedrich Gauss

Fonte: (LIVIO, 2011).
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O primeiro matematico a publicar um estudo inteiro sobre a existéncia de outras
geometrias foi o russo Nikolai lvanovich Lobachevsky [1792-1856], que apresentou uma
geometria definida em uma superficie com um formato de uma sela curva, atualmente
conhecida como Geometria Hiperbolica®. A geometria hiperbdlica atingiu o mundo da
matematica muito rapido e diversos trabalhos foram apresentados a partir desse.

A percepcéo de que a geometria euclidiana ndo seria mais a Unica e infalivel descricéo
do espaco, causou um grande tumulto no mundo da matematica. Em 1854, o matematico
Bernhard Riemann mostrou que a geometria hiperbolica também néo seria a Gnica geometria
ndo euclidiana possivel. Entre as teorias geométricas possiveis, Riemann discutiu a Geometria
Eliptica’, mostrando que a distancia mais curta entre dois pontos ndo seria uma linha reta.

Para o matematico francés Henri Poincaré [1854-1912], os gedbmetras do século XIX
desenvolveram uma intuicdo nas geometrias ndo euclidianas e aprenderam a visualizar o mundo
ao longo dessas linhas. “N&o sdo nem intui¢des sintéticas a priori nem fatos experimentais. Sao
convencles. Nossa escolha entre todas as convencdes possiveis é guiada por fatos
experimentais, mas ela permanece livre.” (POINCARE, 2012, p. 44)

Os argumentos de Poincaré [1907] (2012) mostravam que cada objeto da geometria
deveria ser precisamente localizado de acordo com o seu ponto correspondente. Para ele, seja
na geometria euclidiana ou na geometria nao euclidiana, “o conhecimento sempre gozaria das
mesmas propriedades em relagio ao mundo que ele habita” (POINCARE, 2012, p.44). Assim,
a natureza das ideias sdo correspondentes a sua época. Euclides, por exemplo, edificou uma
estrutura cientifica na qual seus contemporaneos nao podiam colocar defeito, porém, com o
passar dos tempos, as ideias mudaram.

Os rumos tomados pela geometria no século XIX levaram rapidamente ao
reconhecimento das deficiéncias da geometria classica nas aplicagdes matematicas. Por muito
tempo 0s objetos de que se ocupavam 0s matematicos eram em sua maioria mal definidos;
julgavam conhecé-los, porque os representavam com 0s sentidos ou com a imaginagao, mas
deles s6 tinham uma imagem grosseira, ndo uma ideia precisa sobre a qual o raciocinio pudesse

atuar.

& Geometria Hiperbdlica - Nesse tipo de Geometria, 0 quinto postulado de Euclides é substituido pela sentenca
que: Dados uma linha reta num plano e um ponto fora ndo pertencente a essa linha, existem pelo menos duas linhas
através do ponto paralelas a linha dada. Outra diferenca entre as duas geometrias esta na propriedade dada a soma
dos angulos internos de um tridngulo: para Euclides, a soma dos angulos internos de um tridngulo sempre somam
180°, ja na Geometria Hiperbdlica, essa soma é sempre menor que 180°.

7 Geometria é encontrada na superficie de uma esfera. Nota-se que em tal geometria, a distancia mais curta entre
dois pontos ndo é uma linha reta, mas sim um segmento de um grande circulo, cujo centro coincide com o centro
da esfera. Riemann levou os conceitos ndo euclidianos a um passo adiante e introduziu geometrias em espacos
curvos de trés, quatro e até mais dimensdes.
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Com as mudangas ocorridas, 0s matematicos foram for¢ados a examinar seriamente o0s
fundamentos da matematica, principalmente aqueles que a relacionavam ao sistema l6gico
formal. Alguns adotaram uma abordagem pragmatica com relacéo a validade dos fundamentos
da geometria, outros decepcionados com a vulnerabilidade desses, voltaram-se a aritmética e
foi nessa diregdo, que a geometria analitica de Descartes aflorou, fornecendo exatamente as
ferramentas necessérias para fundamentar a matematica com base nos nimeros.

A matematica “aritmetizou-se”. A relagdo entre a matematica e o mundo fisico ganhou
forca com a matematizacdo das ciéncias. No final do século X1X, a introducdo de espagos ndo
geomeétricos abstratos e da no¢do de infinito, ajudaram a aproximar ainda mais a matematica da
realidade fisica. Novas linguagens foram aparecendo e com elas outras geometrias foram

desenvolvidas.

Um grande beneficio que o estudo ndo euclidiano trouxe para a geometria foi a certeza
de que é possivel criar Geometrias diferentes e que, com a procura adequada, é
possivel encontrar um modelo fisico para esta geometria que surgiu. Essa certeza de
que ¢ possivel criar geometrias diferentes e de que é possivel encontrar um modelo
fisico para elas (o que néo significa necessariamente construir matérias concretos),
tera, no futuro uma ressonancia profunda no ensino das Matematicas. (GAZIRE,
2000, p. 137).

N&o ha duvida que a visao formalista da matematica prevaleceu durante muito tempo.
O exame dos fundamentos e da estrutura l6gica da mesma constitui grande parte do trabalho
desenvolvido nessa ciéncia no século XX. Muitos dos conceitos basicos da matematica
passaram por evolucdes e generalizacGes notaveis e areas de importancia fundamental, como a
teoria dos conjuntos, a algebra abstrata e a topologia se desenvolveram enormemente. Um fato
bastante curioso € que como grande parte da matematica, a maioria dessas consideracdes
modernas tém suas raizes no trabalho dos gregos antigos, muito em particular nos Elementos
de Euclides.

Com os reflexos das transformacdes que a propria Matematica vinha sofrendo, duas de
suas caracteristicas principais do seculo XX, a énfase na abstracdo e a preocupacgéo crescente
com a anélise das estruturas e modelos subjacentes, chamaram a atencéo dos interessados em
ensino da matemaética. Dessa forma, em meados do século XX varios destes interessados,
entenderam que seria oportuno adaptar tais caracteristicas ao ensino e, ndo demorou, formaram-
se grupos competentes e entusiastas empenhados em reformular e “modernizar” a matematica
escolar. Nascia a Matematica Moderna, movimento esse, que teve influéncia direta no ensino

de Geometria.
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Se antes, no ensino, havia certa uniformidade nas abordagens da Geometria, por via do
método axiomatico euclidiano, com a Mateméatica Moderna essas abordagens comecaram a
apresentar mais distingcbes em relacdo aos padrdes tradicionalmente aceitos. Esses reflexos
comecaram a ser percebidos nos livros didaticos. Alguns autores procuraram algebriza-la com
intuito de torné-la mais eficaz quanto as generalizagdes.

Assim como ocorre frequentemente com as ideias novas, houve uma tendéncia entre os
mais arrebatados a aplicar os principios da nova abordagem mesmo a situacdes em que nao
ajudavam a simplificar ou tornar mais claras as coisas.

Tendo em vista o ensino elementar, essa abordagem tornou-se inadequada para o estudo
inicial de geometria, levando certos pedagogos a expressar uma enorme preocupacgédo de que

com o empenho em enfatizar o “porqué”, o “como” teria sido deixado para tras.

[...]Na verdade, a ideia de levar a escola elementar um assunto tdo complexo néo tem
cabimento nem do ponto de vista matematico, muito menos ainda quando ao aspecto
de aprendizagem. Isso porque impde uma formulagcdo geométrica, que € sofisticada,
resultado de longa manipulacédo técnica formal, encobrindo toda raiz intuitiva inicial
do assunto. A distancia entre essa iniciacdo e o produto formal € tdo grande que
impede qualquer ligagdo na mente do aluno. (GAZIRE, 2000, p. 135).

O ensino de geometria passou entdo a ser o terror dos professores. Perdidos no meio das
controvérsias que giravam em torno do método axiomatico euclidiano e na impossibilidade de
adaptac&o da Algebra, muitos relegaram seu ensino a um segundo plano. Nas raras ocasifes em
gue a geometria era trabalhada em sala de aula, de acordo com Imenes (1987), constatava-se
que o caminho adotado pelos professores ndo era “nenhum dos anteriores”; tratava-se de uma
abordagem “despersonalizada, sem uma linha definida”.

Diversos professores pararam realmente de apresentar e incentivar os alunos a fazer
quaisquer demonstragdes. O pretexto preferido para justificar tal atitude era de que “ndo daria
tempo nem de ensinar Geometria quanto menos demonstrar teoremas”. Outros justificavam a
auséncia desse ensino, dizendo que “a matematica ensinada deveria ser pratica e que os alunos
ndo iriam aprender tal conteido devido ao nivel do ensino estar cada vez pior”. Entretanto,
quando trabalhada, observavam-se graves falhas em sua abordagem.

Atualmente, de acordo com Gazire (2000), a geometria continua ausente na maioria das
salas de aula e esta auséncia é sem duvida seu problema principal. A reducéo radical do seu
ensino tem um preco muito alto para a educacéo: pois, a geometria que se originou de simples
observagdes provenientes da capacidade humana de reconhecer configuracdes fisicas e
comparar formas e tamanhos, logo passou a ser cientifica ou experimental. Evoluindo para um

estdgio mais elevado tornando-se geometria demonstrativa, revela-se parte substancial do
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desenvolvimento da matematica como ciéncia e principalmente como base do desenvolvimento
do pensamento racional humano.

A historia nos mostra como a geometria se tornou ndo apenas a linguagem da natureza,
mas também a linguagem do pensamento humano. Deixar seu ensino de lado € deixar de revelar

linhas futuras no desenvolvimento da matematica e da humanidade.

2.1 A Construcao do Pensamento Geométrico: da intuicdo a l6gica dedutiva

Assim comegou, portanto, todo o conhecimento humano, com intui¢Ges, passando
daqui a nogdes e acabando com ideias. (KANT, 2001, p.34).

Desde os tempos mais antigos, os individuos relacionam os acontecimentos de
determinados fatos a sua intuicdo. Exprimem sentimentos e opiniGes individuais e de grupos,
variando de acordo com as condicdes por eles vivenciadas. Agrupam ou distinguem as coisas e
fatos, de forma intuitiva através das semelhancas ou diferencas perceptiveis.

De acordo com o dicionario Aurélio (2010) a palavra intuicdo significa: 1-persepcao
instintiva; 2- conhecimento imediato; 3- pressentimento da verdade. A filosofia a define como
forma de contato direto ou imediato da mente com o real, capaz de captar sua esséncia de modo
evidente, mas ndo necessitando de demonstraces. Assim, para a filosofia, o termo intuicdo
serve tanto para as interpretacdes do senso comum, quanto para o desenvolvimento do
pensamento intelectual.

Na histdria da filosofia, segundo Chaui (2000), os dois exemplos mais célebres de
intuicdo intelectual encontram-se em Platdo [século IV a.C.] e em Descartes [século XVII].

Na narrativa do Mito da Caverna®, Platdo [século IV a.C.] conta o que se passa com um
prisioneiro que, ao sair da escuriddo da caverna, vé a luz do Sol e, em lugar de sombras, vé as
préprias coisas. Nessa passagem, Platdo [século 1V a.C.] compara o prisioneiro ao filésofo que
ao fazer o percurso do conhecimento, vé a luz do “Bem” e contempla as ideias verdadeiras.

O prisioneiro tem uma intuicdo empirica, pois tudo que conhece, conhece por sensacao
ou por percepcdo sensorial. O fildsofo, por sua vez, tem uma intuicdo intelectual, pois, é seu
intelecto ou sua inteligéncia que conhece as ideias verdadeiras. No entanto, o conhecimento de
ambos € intuitivo porque é direto, imediato, sem necessidade de demonstragfes, argumentos e

provas.

8 O Mito da Caverna, também conhecido como “Alegoria da Caverna” ¢ uma passagem do livro “A Reptblica”
do filésofo grego Platdo. (A Republica; Sdo Paulo: Nova Cultura, 2000. 352 pag. Tradugdo de Enrico
Corvisiere).
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O fildsofo francés Descartes [século XVI1] em sua obra intitulada Discurso do Método®
que ficou conhecida como Cogito Cartesiano: “Cogito, ergo sum”, (Penso, logo existo),
descreve a intuicao intelectual como um conhecimento intuitivo. Segundo o autor, “quando
penso, sei que estou pensando e nao preciso dessa forma, provar ou demonstrar isso”
(DESCARTES, 2001, p. 17). Trata-se de intuicdo intelectual por ser realizada exclusivamente
pelo intelecto ou pela inteligéncia que capta em um Unico ato a verdade do pensamento.

Na concepcdo de ambos, a intuicdo € uma compreensdo completa ou imediata de um
objeto, de um fato. Nela, a razdo capta todas as relacfes que constituem a realidade e a verdade
do objeto intuido. E um ato intelectual de discernimento e compreensdo, sem necessidade de
provas ou demonstracdo para saber o que se conhece.

Na Critica da razdo Pura, para Kant (2001), a intui¢do é uma forma “a priori” da
sensibilidade, constituindo com o entendimento as condicdes de possibilidade do
conhecimento. Assim, s&o duas as intui¢des: de espaco e de tempo relacionadas por Kant (2001)
a Geometria Euclidiana. Espago e tempo constituem o caminho verdadeiro para o
processamento e a conceitualizagdo de uma “coisa” possibilitando a unificacao do sensivel ¢ a
recepcdo das percepcdes. Segundo Kant (2001), “ndo podemos pensar em algo que nao esteja
nem no espago, nem no tempo: 0s pensamentos sem conteddo sdo vazios, as intuicdes sem
conceitos séo cegas” (Kant, 2001, p.89).

A intuicdo pode depender de conhecimentos anteriores e ocorre quando esses sdo
percebidos de uma sé vez, numa sintese em que aparecem articulados e organizados num todo:
em sua forma, seu conteddo, suas causas, suas propriedades, seus efeitos e suas relacdes com
0S outros.

No que diz respeito aos pensamentos filoséficos, a intuicdo pode ser 0 ponto de chegada,
a conclusdo de um processo de conhecimento, mas também pode ser o ponto de partida desse
mesmo processo. Nesses dois casos, 0 processo cognitivo constitui a razao discursiva ou o
raciocinio.

Ao contrario da intuicdo, o raciocinio € o conhecimento que exige provas e
demonstragdes das verdades conhecidas ou investigadas. Nao é apenas um ato intelectual, mas
sim varios atos intelectuais conectados com o objetivo de formar todo um processo de
conhecimento. Trata-se de um exame de varios sinais que permitem a um individuo fazer
inferéncias, ou seja, tirar conclusdes com base em algum objeto do seu conhecimento ou em

dados ja conhecidos.

® O Discurso do Método — “Penso, logo existo”: tal proposicdo resume o espirito de René Descartes (1596-1650),
sabio francés, cujo O Discurso do Método inaugurou a filosofia moderna.
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De acordo com a corrente do pensamento estruturalista, cada campo do conhecimento
tem seu método proprio de estruturar o raciocinio. Por exemplo, quando o raciocinio é
construido, seja por critérios de generalidade ou universalidade, tem-se a deducao.

A deducdo é um método de estruturacdo do pensamento que Husserl [1859 — 1938]
relaciona a matematica. Segundo ele, a deducgdo consiste em partir de uma verdade j& conhecida
e que funciona como um principio geral ao qual se subordinam todos os casos que serdo
demonstrados a partir dela. Assim, permite que cada novo caso particular seja conhecido,
demonstrando que a ele se aplicam todas as leis, regras e verdades da teoria.

De acordo com Chaui (1995), nossa ideia de verdade foi construida ao longo dos séculos
a partir de trés concepgdes diferentes: da linguagem grega (aletheia) — nessa concepcao a
verdade ¢ uma qualidade das proprias “coisas”, ou seja, a verdade esta naquilo que pode ser
visto e o conhecimento verdadeiro é a percepcdo intelectual ou racional dessa verdade; da
linguagem latina (veritas) — concepcdo que se refere a precisdo, ao rigor e a exatidao, assim, o
critério da verdade é dado pela validade l6gica de seus argumentos e da linguagem hebraica
(emunah) — nessa concepcdo, a verdade € uma crenca fundada na esperanca e na confianca de
algo que vai acontecer. Nesse caso, considera-se que a verdade depende de um acordo ou de
um conjunto de convengdes universais que devem ser respeitadas por todos, ou seja, um
CONSenso.

O que se pretende através do raciocinio dedutivo é alcancar a verdade l6gica de uma
proposi¢cdo, ou seja, dispor da “demonstra¢do” desse raciocinio, partindo de argumentos ja
provados. A demonstracdo de uma proposicao € algo que tem um significado bem determinado:
saber se tal proposicdo é verdadeira. “A demonstracdo € uma cadeia de definicdes, ja que a
explicacdo de uma palavra é a sua definicéo e a explicacdo de uma proposicdo que consiste em
um conjunto de definicdes, € igual a sua demonstragdo”. (LEIBNIZ, 1686 apud MARK, p. 79-
267, 2013).

De acordo com Aristételes [384 a.C — 322 a.C] no livro Segundos Analiticos, “o
conhecimento demonstrativo deve descansar em verdades basicas necessarias (razéo), porque
0 objeto do conhecimento cientifico ndo pode ser distinto do que é” (ARISTOTELES, 2004,
p.74). Nesse aspecto, a demonstracdo é um método racional de conhecimento que deve ser
rigoroso e tal rigor depende das “premissas’” que sdo o ponto de partida de todo argumento.

O conhecimento racional constitui uma verdade necessaria encontrada atraves de sua
“decomposicdo” em ideias e verdades cada vez mais simples, até alcangar uma verdade
primitiva (principio). Assim, qualquer fato ou enunciado deve ter uma “razdo” ou uma causa

determinante para existir. Essas verdades elementares, que radicam a razdo suficiente, séo as
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Defini¢des, os Axiomas e os Postulados: “principios primitivos e evidentes” que ndo necessitam
de provas ou demonstracdes.

O pensamento légico ou racional opera de acordo com os Principios da Identidade, da
N&o Contradicéo, do Terceiro Excluido, da Raz&o Suficiente e da Causalidade que distinguem
verdades de fato e verdades de razdo; diferenciam intuicdo e dedugdo considerando o
conhecimento verdadeiro como o conhecimento de suas causas.

Para Kant (2001), o conhecimento humano distingue-se em dois tipos: “analitico”,
quando julgamos ser verdadeira determinada proposi¢ao por sua analise ldgica e “sintético” que
esta relacionado as nossas percepcdes de espaco e tempo.

Segundo Kant (2001), essa percepgdo (espago ¢ tempo), ou seja, a geometria “pode ser
perfeitamente compreendida se a tomamos em seu conjunto”, ndo parcialmente e sim como
uma introdu¢do para um desenvolvimento superior. “Ela leva o homem a verdadeira

compreensdo do universo”. Para Aristételes (2004): “um instrumento para o conhecer”.

O que é suscetivel de investigacdo é igual em nimero a tudo quanto conhecemos.
Investigamos quatro coisas: o ‘que’, o ‘por que’, ‘se €’, ‘0 que é’. Pois, quando
investigamos se isto ou aquilo (considerando-o como uma multiplicidade), por
exemplo, se o Sol se eclipsa ou ndo, investigamos o que. Eis um sinal disso: tendo
descoberto que se eclipsa, detemo-nos; e se desde o inicio sabemos que se eclipsa, hdo
investigamos se se eclipsa. Por outro lado, quando conhecemos o ‘que’, investigamos
o ‘por que’, por exemplo, sabendo que se eclipsa, ou que a Terra se move,
investigamos o por que se eclipsa ou por que se move. Estas coisas, as investigamos
assim, mas investigamos outras de um modo diverso, por exemplo, se é ou ndo é o
caso centauro ou deus; e quero dizer ‘se é ou ndo ¢’ simplesmente sem mais, mas ndo
‘se € branco ou ndo’. Sabendo que é o caso, investigamos o que &, por exemplo, o0 que
é deus, ou o que é homem [Segundos Analiticos Il 1, 89b 23-36].

Os seres humanos sempre foram movidos por um grande desejo de entender o mundo
que os cerca. Seus esforcos para encontrar bem a fundo o significado de todas as coisas estdo
relacionados a necessidade de buscar melhorias para sua sobrevivéncia e as razfes que
fundamentam a complexidade percebida de todo o universo estdo relacionadas ao
conhecimento. No0ssos conhecimentos comegam com as experiéncias vividas e nossas
percepcdes acerca do universo estdo relacionadas & maneira pela qual associamos 0 mundo
percebido as nossas ideias.

Sabe-se que o conhecimento geométrico ndo nasceu de um sistema constituido de
Teoremas demonstrados por raciocinios logicos a partir de alguns principios basicos. A
producdo do conhecimento nesse ramo da matematica aponta que suas utilidades préaticas estdo
relacionadas a algumas necessidades da vida humana. A existéncia no Egito de uma classe

sacerdotal com lazeres € que tinha conduzido ao estudo da geometria.
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Segundo Rooney (2012), os primeiros contatos humanos com a Geometria s&o
anteriores aos sistemas de nimeros escritos: “[...] muitos povos antigos deixaram evidéncias de
seu interesse por padrbes repetidos, simetrias e formas na forma de padrbes geométricos
decorando seus objetos, estruturas e residéncias”. (ROONEY, 2012, p.73).

O homem neolitico, por exemplo, em seus desenhos e figuras nos mostra uma
preocupacdo com as relacdes espaciais. Seus potes, tecidos e cestas apontam uma nocéo
bastante relevante de simetria e congruéncia. Para Fetissov (1994), a primeira no¢do geometrica
a se desenvolver nas civilizacdes foi a nocdo de distancia, questdo que certamente envolve a
“ideia” de linha reta. Em seguida a nogao de forma circular e a diferen¢a entre “um e muitos”.

Com o nascimento das primeiras sociedades e o surgimento da agricultura que
proporcionava aos homens uma existéncia sedentaria (habitacdo fixa), outras manifestacdes
geométricas sdo percebidas no desenvolvimento das civilizacGes, entre elas, capacidades de
medir distancias, areas, volumes e tempo.

Documentos de aproximadamente 3100 a.C. revelam que os egipcios e babilénios ja
possuiam algumas regras matematicas para medir recipientes de armazenamento, medir
extensdes de terrenos e planejar construgdes. Segundo Boyer (1996), a regra egipcia para achar

a rea do circulo tem sido considerada um dos maiores sucessos da época:

No problema Geométrico nimero 50, o escriba Ahames'® assume que a area de um
campo circular com didmetro de nove unidades é a mesma de um quadrado com lado
oito unidades. Comparando com a férmula moderna A = mr?vemos que a regra
egipcia equivale a atribuir a 0 valor 3 1/6 é uma aproximagao bastante elogiavell...]
(BOYER, 1996, p. 12).

Para Boyer (1996), essa observacao representa uma relacdo geométrica muito mais
precisa e matematicamente significativa do que uma aproximagéo relativamente boa para o 7.
“O que importa aqui € a percep¢ao das inter-relagdes entre as figuras geométricas” (BOYER,
1996, p. 12).

Relacionar entre si observacfes geométricas que, ndo obstante particulares tinham em
comum algumas propriedades, era dessa forma, uma metodologia empregada pelos egipcios,
que se embasavam em procedimentos empiricos (sem justificativas ou demonstracGes) para
desenvolver um pensamento geomeétrico. Mas ainda que essas culturas tenham produzido uma

geometria reconhecivel, faltava-lhe o carater sistematico, rigoroso, puro, ou seja, hdo empirico.

10 Muitas de nossas informagdes sobre a matematica egipcia vem do Papiro de Rhind ou de Ahmes, o mais extenso
documento matematico do Antigo Egito. Com cerca de 0,30m de altura e 5m de comprimento é assim conhecido
em honra ao escriba que o copiou por volta de 1650 a.C. Hoje esse documento pertence ao British Museum (exceto
uns poucos fragmentos que estdo no Brookliyn Museum. (Fonte: Carl B. Boyer — 1996).
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Aos poucos, foram surgindo algumas leis geométricas pelas quais 0 homem passava a
guiar-se em questdes cuja natureza se adequava a elas. O saber geométrico, passa de uma
colecdo de nocgdes desconexas sobre o espaco fisico para uma fase de maior abstragéo,
denominada por Fetissov (1994) como “Geometria Cientifica”.

O nome geometria cientifica para essa fase de construcao do saber geomeétrico, justifica-
se pelo fato da metodologia empregada (observagdes, ensaios e erro) ser um procedimento
empirico e lembrar 0 método cientifico indutivo.

Para muitos, 0 nome do matematico francés, cientista e fildsofo René Descartes [1596
— 1650] é sindnimo do nascimento da idade moderna na filosofia cientifica. Em lugar dos
sentimentos, cores, cheiros e sensaces, Descartes [1596 — 1650] quis que explicacOes
cientificas sondassem o micro nivel bem fundamental e utilizassem a linguagem da matematica.
“Nao reconhe¢o nenhuma matéria nas coisas corporeas que ndo aquela que os gedmetras
chamam quantidade e tomam como objeto de suas demonstragcdes.” (DESCARTES, 2001, parte
I, p. 19)

Descartes (2001) propde uma instrumentalizacdo da natureza. A explicacdo matematica
e racional dos fendmenos e das coisas é a sua mecanizagao: tudo passa a ser entendido em razdo
das partes que o compde. Para se compreender o todo basta compreender as partes.

O método cientifico proposto por Descartes [1596 — 1650] e que predominou até o final
do século XIX e o inicio do século XX, ficou conhecido como “Determinismo Mecanicista” e
se resume aos seguintes principios: o conhecimento € o resultado da captura de verdades por
um sujeito sobre um objeto; o sujeito percebe o objeto a partir de exercicios sensitivos e
racionais que devem ser organizados de forma metodoldgica a fim de se obter o conhecimento
verdadeiro, o objeto é separado do observador; conhecer o objeto é igual a domina-lo; para
conhecer o todo basta conhecer as partes.

O metodo cartesiano, nesse sentido, implica em uma simplificacdo onde o objetivo é
encontrar a lei universal que explique todas as coisas. O mundo pode ser expresso por meio de
equacOes matematicas; o0 mundo deve ser compreendido, dominado e modificado em favor do
homem.

Os argumentos indutivos criam um exercicio para o pensar em que o caminho é
percorrido a partir de observacdes particulares do objeto investigado, tomadas a priori como
verdadeiras em busca de uma generalizacdo conceitual da verdade observada.

Assim, 0s conceitos tornam-se necessarios e 0 conhecimento a respeito de um

determinado objeto torna-se mais preciso. Os homens aumentam seus esfor¢os para
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compreender a fundo o significado de todas as coisas. Passam a buscar padrfes que
fundamentem a complexidade percebida do universo.

Nesse momento, a matematica dos antigos gregos mostra-se bastante modificada em
conteudos e métodos. Novas ciéncias surgem e a geometria se desenvolve consideravelmente.
De maneira intencional, séo elaboradas organizacgdes estruturais que sustentam a compreenséo
das experiéncias vividas, permitindo que esses atos sejam formalizados e categorizados de uma
maneira um pouco mais complexa.

Segundo Bicudo,

Os modos de objetivagdo cientifica que tecem as camadas da construgdo do
conhecimento geométrico estdo nuclearmente ligados aos modos de eles préprios
serem expressos. Significa que o percebido vai sendo construido como objetividade
em concomitancia com os modos linguisticos que 0s expressam, e vice-versa.
(BICUDO, 2010, p. 142)

Procedimentos eminentemente matematicos, como definir e demonstrar, elevam o
conhecimento a um carater mais geral e surge uma geometria com uma perspectiva mais
reflexiva. E nesse ambito que o conhecimento geométrico passa para uma fase de maior
distingéo entre as propriedades comuns dos objetos.

O conhecimento cientifico procura ir além do fato observado, buscando na razdo um
caminho para explicar a ocorréncia de fenbmenos particulares que ndo obstante entre si
possuam caracteristicas comuns a outros fenémenos observados.

Segundo o Sumario Eudemiano!! a primeira tentativa de organizar logicamente a
geometria em um sistema dedutivo Unico, a partir de umas poucas nog¢des basicas e definicbes
iniciais, teria sido feita por Hipocrates de Quio, no século V a.C. Porém, foi Euclides [século
I11 a.C] com o livro Os Elementos*?, que mais se destacou nesse sentido. Euclides partia do
pressuposto de que os conceitos basicos de seu discurso dedutivo ja& eram conhecidos
intuitivamente.

O exercicio do pensamento geométrico pela razdo cria uma operagdo na qual o
conhecimento sobre determinado objeto parte de leis universais, que supostas constituem as

premissas do pensamento racional e quando deduzidas, chegam a conclusdo. A essa fase do

11 Nossa principal fonte de informacGes a respeito dos passos iniciais da matematica grega é o chamado Sumario
Eudemiano de Proclo, do século V d. C. (BOYER, 1996).

12 Os Elementos - obra de Euclides, escrita em torno de 300 a. C é composta de 13 livros ou capitulos e reine 0s
conhecimentos de geometria, algebra e aritmética. Para os gregos um discurso logico era “uma sequéncia de
afirmacdes obtidas por raciocinio dedutivo a partir de um conjunto aceito de afirmagdes iniciais”, que deveriam
ser explicitadas (Eves,1992 p.9).
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pensamento geométrico, Fetissov (1994) atribui o nome de “Geometria Demonstrativa”. Assim,
demonstrar uma proposicédo significa argumentar pela aceitacdo de sua validade, a partir da
validade de outras proposicdes ja demonstradas.

O que se percebe nesse aspecto, € que a construcao do pensamento geométrico parte do
estudo das propriedades espaciais (forma, grandezas, posi¢des) do mundo material através do
pensamento intuitivo que constitui a atividade pratica (experimentagdo) do homem e leva a

descoberta das verdades geométricas (demonstracao).
2.2 Provas e Demonstracdes na Matematica e na Educacdo Matematica

O conhecimento se faz a custo de muitas tentativas e da incidéncia de muitos feixes
de luz, multiplicando os pontos de vista diferentes. A incidéncia de um unico feixe de
luz ndo é suficiente para iluminar um objeto. O resultado dessa experiéncia sé pode
ser incompleto e imperfeito, dependendo da perspectiva em que a luz € irradiada e de
sua intensidade. A incidéncia a partir de outros pontos de vista e de outras intensidades
luminosas vai dando formas mais definidas ao objeto, vai construindo um objeto que
Ihe é proprio. A utilizagdo de outras fontes luminosas poderd formar um objeto
inteiramente diverso ou indicar dimenséo inteiramente nova ao objeto. (LIMOEIRO,
1978, p. 27)

A construgdo do pensamento humano alicerga-se na experiéncia cultural e social do
homem, que a partir de sua concepc¢do de mundo busca explicacdes para a realidade na qual
estd inserido. A construcdo do pensamento é feita pela leitura daquilo que foi armazenado na
memoria. Desse armazenamento, o0 ser humano constrdi as suas teorias para explicar
experiéncias realizadas e discutir conceitos a partir de observacdes e analises, sistematizando,
assim, o seu conhecimento.

Pensando na evolucdo e histéria da humanidade, pode-se perceber que todo o seu
processo de desenvolvimento esta fundamentado na edificagdo do conhecimento humano, que
ao longo dos tempos foi transmitido de vérias formas as gerac6es com intuito de melhorar a
vida em sociedade.

A construcdo do conhecimento, no sentido de aprendizagem, tem sido, durante muito
tempo, objeto de pesquisa em varios ramos das ciéncias que, cada vez mais, Se ocupam em

tentar compreendé-la. Teodricos como Piaget'® e Vygotsky'* atribuem o processo de

13pjaget - A compreensdo dos mecanismos de constituicdo do conhecimento, na concepgéo de Piaget, equivale a
compreensdo dos mecanismos envolvidos na formacdo do pensamento I6gico, matematico. A lGgica representa
para Piaget a forma final do equilibrio das acoes. (Fonte: O desenvolvimento do pensamento “Equilibracdo das
estruturas cognitivas”. Lisboa: Publicages Dom Quixote, 1977).

14\ygotsky - Enfatiza o processo histdrico-social e o papel da linguagem no desenvolvimento do individuo. Sua
questdo central é a aquisi¢do de conhecimentos pela interagdo do sujeito com o meio. Para o teorico, o sujeito é
interativo, pois adquire conhecimentos a partir de relagdes intra e interpessoais e de troca com o meio, a partir de
um processo denominado mediacdo. (Fonte: Pensamento e Linguagem. Rio de Janeiro: Martins Fontes, 1998).
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desenvolvimento individual do conhecimento a influéncia dos meios sociais, historico e
cultural.

Para Piaget [1918] (1977), a aprendizagem tem um enfoque diferente do que
normalmente se atribui a esta palavra. Segundo ele, 0 processo cognitivo inteligente pode ser
divido em duas classes: “aprendizagem e desenvolvimento”. A aprendizagem refere-se a
aquisicdo de uma resposta particular, aprendida em funcdo da experiéncia obtida de forma
sistematica ou néo.

O desenvolvimento, por sua vez, constitui uma aprendizagem de fato, sendo este o
responsavel pela formagéo dos conhecimentos. E pelo desenvolvimento que se reconhece a
identidade, formulando-se a estratégia da acdo que determinard a atuacdo do ser e sua
interferéncia no meio; ou seja, seu conhecimento.

Vygotsky [1917] (1998), enfatiza o processo historico-social e o papel da linguagem no
desenvolvimento do individuo. Sua questdo central é a aquisicdo de conhecimentos pela
interacdo do sujeito com o meio. O sujeito é interativo, pois adquire conhecimentos a partir de
relacBes intra e interpessoais e de troca com 0 meio, a partir de um processo denominado
mediacdo. Para que a aprendizagem ocorra a interacao social deve acontecer.

Para ambos tedricos, a aprendizagem € o processo pelo qual o individuo adquire
informagdes, habilidades, atitudes e valores a partir de seu contato com a realidade, com 0 meio
ambiente e com outras pessoas. A aprendizagem € condicdo necessaria e essencial do
desenvolvimento potencial do sujeito e tem influéncia direta no processo de construcao do seu
conhecimento.

E nesse processo de construgdo do conhecimento humano, o saber matematico
apresenta-se como ponto de partida, pois reflete seu conhecimento acerca do mundo,
explorando questdes que permitem ao homem pensar e repensar suas praticas, buscando cada
vez mais por um novo conhecimento, que muitas vezes ndo se faz aplicavel a préatica cotidiana
de sua época, mas que pode se fazer Util e necessario em tempos futuros.

Vincular o saber matematico a aprendizagem constitui papel fundamental de seu ensino,
gue tem como objetivo principal o contexto social escolar de formar cidadaos capazes de
argumentar e fazer inferéncias de forma critica diante das situagdes enfrentadas no dia a dia.
Cabe portanto, a escola propiciar aos alunos relagbes com a informacdo, a cultura e o
desenvolvimento, assegurando-lhes acesso a esse saber, a fim de que possam participar

ativamente da vida em sociedade.



46

Estudos apresentados por Lakatos®(1978) mostram a dimenséo social que uma aula de
matematica pode alcancar. Para o pesquisador, a matematica desempenha papel essencial na
construcdo do pensamento humano. Segundo ele, os alunos devem aprendé-la como um
“conhecimento social”. Os significados aprendidos ndo devem ser eficientes apenas na
resolucdo de problemas propostos pela escola, mas devem também ser coerentes com 0s
resultados socialmente reconhecidos.

Compreender a Matematica num ambito social, pensada na perspectiva do
desenvolvimento do senso critico e da capacidade argumentativa do individuo é um dos focos
principais de estudo da Educacdo Matematica, que busca atender a determinadas finalidades
humanas, como algumas aspira¢des concretas da pratica social que podem se abrir para aspectos
psicolégicos, cognitivos, sociologicos, historicos e culturais concernentes ao contexto em que
as acOes educadoras sao efetuadas.

Com um pensar reflexivo e sistematico concernente a pratica pedagdgica da matematica
e ao contexto sociocultural no qual ocorrem situacdes de ensino-aprendizagem da matematica,
a Educacdo Matematica aponta em diversos de seus estudos o resultado das multiplas relacdes
que se estabelecem entre ensino, aprendizagem e conhecimento matematico.

Para Bicudo (2010), a Educacdo Matematica apresenta-se como uma area complexa de
atuacdo, pois traz, de modo estrutural, em seu ndcleo constitutivo a Matematica e a Educacdo,
cada uma com suas especificidades: a “matematica” com a producdo de teorias e suas
respectivas possibilidades de aplicagdes e a “educacdo” com o ensino dessa producao, de forma
que essa seja relevante para a construcao do conhecimento humano.

A matematica, ciéncia derivada do pensamento puro, constitui-se essencialmente em um
processo de construcdo mental. Suas atividades caracterizam-se pela formulagdo de conjecturas
gue se validam quando acompanhadas das devidas demonstracdes. Isto €, quando 0 matematico
estd fazendo matematica, ele esta convencido de estar lidando com uma realidade objetiva,
cujas propriedades procura demonstrar.

Para 0 matematico francés Alain Connes!®, um matematico em “agdo” pode ser

comparado a um explorador que se pde a trabalhar com intengéo de descobrir o mundo:

15 Imre Lakatos — foi um filésofo da matemética e das ciéncias de renome internacional, tem normalmente seu
nome relacionado aos chamados programas de pesquisa, termo cunhado pelo mesmo para descrever como se da o
avanco das ciéncias. Neste trabalho, contudo, buscamos abordar a concepgdo do mesmo frente a sua filosofia da
matematica, explorando um pouco seu livro: “A 16gica do descobrimento matematico: provas e refutagdes”, livro
esse publicado apds sua morte e baseado em sua tese de doutorado.

16 Alain Connes — matematico francés ganhador de dois prémios de maior prestigio em matematica: a Medalha
Fields (1982) e o Prémio Crafoord (2001).
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[...] Descobrimos fatos basicos por experiéncia. Ao fazermos calculos simples, por
exemplo, percebemos que uma série de nimeros primos parece continuar sem fim. O
trabalho do matematico é demonstrar que existe uma infinidade de nimeros primos.
Uma das consequéncias mais interessantes dessa demonstracdo, é que, se alguém
algum dia alegar ter encontrado o maior nimero entre todos 0s primos, sera facil
mostrar que ele esta errado. (ALAIN CONNES apud LIVIO, 2011, p. 210).

Logo, a linguagem matematica considerada suficientemente clara a respeito do
desenvolvimento de uma teoria mostra-se extremamente formal. Os argumentos matematicos
usados na validacdo de um teorema baseiam-se na complexidade de um raciocinio corretamente

estruturado, ou seja, na sua demonstracéo.

Um matematico pode, ocasionalmente, usar a observagdo; pode, por exemplo, medir
os angulos de muitos tridngulos e concluir que a soma dos angulos é sempre 180°.
Entretanto, aceitard isso, como uma lei da matemética, somente quando tiver sido
demonstrado. (KLEENE, 2002, p.6)

O conceito de demonstracdo em matematica evoluiu muito ao longo dos tempos. Houve
época em que a matematica era retorical’ e ndo possuia uma simbologia prépria. Quando
Euclides [300 a.C] escreveu Os Elementos, estabeleceu-se um novo padrdo de demonstracfes
matematicas, introduzindo os conceitos de axiomas e postulados. Desde entdo, as
demonstracfes do ponto de vista da Matematica, vém sendo definidas dentro dos moldes da
Ldgica como uma sucessdo de inferéncias construidas a partir de axiomas ou proposicdes
aceitas a priori, podendo ser vista como uma forma de verificacdo da verdade.

Esse tipo de pensamento € derivado de uma das leis da loégica O Principio da Razéo
Suficiente!® que utiliza de argumentos suficientemente sélidos para confirmar a veracidade de
uma afirmacdo. O uso da légica simbolica foi um passo muito importante na evolugdo do
conceito moderno de demonstracdo matematica. Assim, para 0 matematico, demonstrar uma
proposicdo, significa “argumentar pela aceitacdo de sua validade” seguindo uma sequéncia

finita de enunciados, em que o ultimo enunciado é a concluséo do argumento.

Matematica e légica historicamente falando, tém sido estudos inteiramente distintos.
A matematica tem sido conectada com ciéncia, a légica com grego. Mas ambas se
desenvolveram em tempos modernos: a ciéncia tornou-se mais matematica e a
matematica tornou-se mais logica. A consequéncia é que agora [em 1919] tornou-se
inteiramente impossivel desenhar uma linha entre as duas; de fato, as duas sdo uma.

17 Ret6rica é uma palavra com origem no termo grego rhetorike, que significa a arte de falar bem, de se comunicar
de forma clara e conseguir transmitir ideias com convicgdo. A retorica corresponde a formulagcdo de um
pensamento através da fala e por isso depende em grande parte da capacidade mental do orador.

18 Principio da Razdo Suficiente - O principio da razdo suficiente, afirma que tudo o que existe e tudo o que
acontece tem uma razao (causa ou motivo) para existir ou para acontecer, e que tal razo (causa ou motivo) pode
ser conhecida pela nossa razéo.
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Diferem como um menino e um homem: a logica é a juventude da matematica e a
matematica é a maturidade da l6gica. (RUSSELL, 2006, p. 191)

Matemética e logica estdo intimamente relacionadas. A matematica pode ser
basicamente reduzida aos argumentos da logica, onde seus conceitos, até mesmo 0s numericos,
podem de fato ser definidos a partir de leis fundamentais do raciocinio.

Assim, seja na Matematica ou na Ldgica, mesmo que o formalismo necessario para
demonstrar certos resultados possa ser mudado, os resultados matematicos por si s6 nao se
alteram. Uma “prova” ou “demonstra¢cdo” (ambas compreendidas com o mesmo sentido) tem
como significado “convencer”, “validar”, ou seja, legitimar um resultado.

Né&o é dificil perceber que uma argumentacdo matematica caracteriza-se em um sistema
formal que tem raizes muito profundas e que seu objetivo ao demonstrar ou provar uma
determinada proposicdo consiste em partir de algumas leis gerais e fazer inferéncias sobre
conhecimentos ou verdades particulares, apresentando os raciocinios de forma axiomatica.

A Educadora Matematica Hanna, em seu trabalho: “Proof, explanation and exploration:
an overview” (2000) considera que a demonstragdo para a Matematica possui COmo carater
principal a apresenta¢do de um conceito de maneira “rigida e formal”, por meio de uma técnica
especifica. A forma como essa técnica € abordada constitui carater secundario; a solidez do
argumento nao depende de forma alguma de uma ou outra opinido sobre o assunto.

Sua validade é garantida devido ao fato de produzir uma verdade logica, ou seja, uma
verdade preestabelecida: “a demonstracéo é o caminho encontrado pelo matematico para jogar
a maquina ‘matematica’ de resolver problemas e para justificar que uma proposta de solugédo
para um problema é realmente sua solucdo”. (HANNA, 2000, p. 05).

Por outro lado, para os matematicos, compreender a matematica em seu significado
cientifico significa compreender seu sistema logico estrutural, sua “demonstragdo” a
matematica que tende identificar a matematica com sua abstragdo axiomatica formal.

Convém aqui destacar que, seja no campo da matematica, ou em qualquer outro ramo
do conhecimento, a demonstracdo é uma ferramenta essencial para validacdo de uma
determinada propriedade, pois, conduz a um exercicio que possibilita a comunicacao entre sua
construcio e sua formalidade. E também um objeto de estudo, pois busca uma definigio precisa
de teorias formalizadas.

N&o importa se sdo os fisicos tentando formular teorias do universo, analistas de bolsa
de valores tentando prever a proxima quebra de mercado ou neurobidlogos construindo modelos

da funcéo cerebral. O que se percebe é que todos eles, em suas atividades diversas otimizam
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seus resultados por meio de um modelo matematico que obviamente é aceito como uma verdade
devido & sua demonstracao.

Compreende-se que as demonstracGes podem desempenhar diferentes papeis. Entre os
varios, funcionam como instrumento de validacdo de um argumento, geram debates e conduzem
a novas descobertas.

A questdo aqui levantada, é que é preciso saber fazer uma distingdo entre o papel das
provas ¢ demonstragdes na ‘“Matematica do matematico” e na “Matematica do Educador
Matematico”. O primeiro tende a conceber a prova matematica como um fim em si mesma.
“Quanto ao educador matematico, a tendéncia é concebé-la como um instrumento importante a
formagcdo intelectual e social do individuo”. (FIORENTINI e LORENZATO, 2012, p. 03)

De fato, a demonstracdo é um elemento importante tanto para a matematica praticada
pelos matematicos quanto para a matematica escolar, uma vez que esse procedimento leva ao
desenvolvimento da argumentacdo e a construcdo do raciocinio. Faz-se necessario entdo,
observarmos que, enquanto na Matematica vemos um significado Unico e bem delimitado para
a demonstracdo, no Ensino vemos pesquisadores buscando alternativas para aborda-la em sala
de aula.

Pogorélov!® (1974), no prefacio de seu livro “Geometria Elementar, aponta que a
demonstracdo no ensino de Geometria deve ser compreendida como um instrumento que leva

a construcao racional do pensamento.

Nas etapas iniciais, 0 ensino de geometria tem por objetivo além de fornecer aos
alunos os conhecimentos das propriedades geométricas, mostrar-lhes os métodos
pelos quais essas propriedades sdo obtidas. Sabemos que os resultados geométricos
(teoremas) sdo obtidos a partir de raciocinios l6gicos. O raciocinio I6gico é parte
fundamental de todo conhecimento. [...] Ao fornecer esse curso, partimos de que a
tarefa essencial do ensino da Geometria na escola consiste em ensinar o aluno a
raciocinar logicamente, argumentar e demonstrar suas afirmages. Muito poucos dos
egressos na escola serdo matematicos e muito menos gedmetras. Também haverd os
que ndo utilizem nenhuma vez em sua atividade pratica o Teorema de Pitagoras.
Porém, dificilmente se achard um s6 que ndo deva raciocinar, analisar ou demonstrar.
(POGORELOV, 1974, p. 9)

Nesse aspecto, o registro matematico é entendido como uma forma de comunicacgéo de

ideias, sobre objetos e processos matematicos constituidos, ndo somente por termos técnicos,

A.V. Pogorélov é o autor de varios livros escritos para as escolas superiores em todos os assuntos de geometrias
basicas. Sua principal preocupagdo concentra-se na melhoria da educagdo matematica escolar. Ele criou o livro de
texto da geometria que foi incluido nos curriculos escolares, em 1982, depois de ter sido testado experimentalmente
em um namero de escolas secundarias. O livro é conhecido, por uma lado, pelo seu aspecto pratico do ensino da
geometria direcionando a atengdo para um desenvolvimento do pensamento logico, para as habilidades dos alunos
de acordo com suas caracteristicas de idade e dons individuais; por outro lado, por cumprir integralmente com os
requisitos do ensino de geometria.
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mas por uma forma de argumentacdo que contribui diretamente com a formagdo do
conhecimento.

Assim, apesar de aparentemente completa, uma demonstragdo torna-se convincente e
legitima, do ponto de vista da Educacdo Matematica, somente quando leva a “verdadeira
compreensao matematica”. Entao, apresenta-la aos alunos de forma mecanizada faz com que
se torne apenas uma ferramenta de prova, ou seja, uma maneira de validar um enunciado,
desconsiderando-a como um género de um discurso, cuja base essencial € sua estrutura.

Para Balacheff (2000), o uso das demonstracdes no ensino, apenas como uma forma de
se reproduzir calculos logicos, leva os alunos a realizarem uma série de procedimentos
mecanizados sem saber como esses foram elaborados, ndo produzindo significado algum.
Apenas memorizacao. Esse tipo de abordagem, ndo leva em consideracdo 0 compromisso social
que ela implica.

Para Lakatos (1978) a abstracdo e a apresentacéo precoce em sala de aula dos sistemas
I6gicos dedutivos relacionados a prova ou demonstracdo de uma determinada propriedade
matematica conduzem a uma simbolizacdo extremamente exagerada ao ensino de matematica,
por desconsiderar os dados culturais, sociais e intuitivos que objetivam sua aprendizagem.

Segundo Hanna (2000), a demonstracdo € uma parte importante da matematica e por
esse motivo devemos discutir com nossos alunos sua fungéo. Assim, uma das nossas principais
tarefas como Educadores Matematicos, é compreender o seu papel no ensino, para que
possamos reforcar sua utilizacdo na sala de aula.

Dessa forma, entende-se que do ponto de vista da Educacdo Matematica, a tarefa do
professor é tornar a demonstracdo acessivel, de facil compreenséo, para que o aluno se torne
capaz de reproduzi-la e, ap6s um periodo mais longo de estudo, de crié-la, critica-la, analisa-la

e aprender com ela.

2.3 Aspectos Cognitivos e Didaticos das Provas e Demonstracoes

[...JAquelas criancas que, segundo os professores da escola, ndo aprendiam nada, ndo
sabiam nada, me ensinaram muita coisa. Foram elas que nos fizeram questionar, pela
primeira vez, a escola, o professor, o ensinar e o aprender. (GAZIRE, 2000, p.07)

A viséo de mundo de um povo, de uma civilizagdo ou de uma cultura, corresponde de
modo geral, ao conjunto de ideias, valores e praticas pelos quais uma sociedade aprende e

compreende o0 mundo e a si mesma. As condic¢des para a construcdo do conhecimento racional
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baseiam-se na aquisicao de valores éticos, politicos, artisticos e culturais. O saber € adquirido
a medida que o ser se relaciona com o conhecimento, com quem o oferece e com a sua histdria.

O conhecimento acontece em diferentes situacGes de aprendizagem, sejam elas,
‘conscientes, inconscientes ou pré-conscientes’?%. O que se observa é que cada pessoa tem uma
forma singular de aprendizagem que se organiza de forma direta ou indireta, a partir daquele
que ensina: seja familia ou escola.

No campo da educacdo, o saber esta estruturado na aprendizagem de conteldos
disciplinares que implicam o desenvolvimento de competéncias e habilidades para
compreendé-los. Os niveis de compreensdo dos alunos sdo dependentes dos conceitos e das
operacdes a serem aprendidos.

Na escola, os objetos de conhecimento (conceitos e operacgdes relativas a uma disciplina)
podem ser muito dificeis para alguns alunos. Em alguns casos, porque lhes faltam recursos
cognitivos para compreender o que se estd ensinando; em outros, porque em muitas situacdes
didaticas, os contetdos apresentam-se integrados na perspectiva dos professores, mas sao
indiferentes na perspectiva dos alunos. Quando relacionada ao ensino-aprendizagem de
matematica, essa dificuldade torna-se mais evidente.

Sabe-se que a matematica é uma das formas mais puras de pensamento e que ela tem
uma infinidade de aplicacGes praticas. Entender como se d& o desenvolvimento dessa
competéncia intelectual pode contribuir diretamente para sua aprendizagem.

Nos ultimos tempos, tem-se observado uma crescente busca nas ciéncias cognitivas por
uma justificativa para a compreensao dos fundamentos da matematica na cognicao humana. Em
situacBes de aprendizagem em que se pretende desenvolver os saberes matematicos, 0s
subsidios tedricos da ‘Ciéncia Cognitiva’ sdo valiosos para levar a compreensao da dindmica
que se estabelece entre funcionamentos cognitivos e a construcdo intelectual desse saber.

Para Gardner (1994), a inteligéncia ndo deve ser vista simplesmente como “uma coisa
em si” ela deve ser concebida mais como “um potencial para diversos tipos de exigéncias
sociais e profissionais”, e apesar de ser dotada de uma heranga genética, ndo esta confinada
somente a essa condicao bioldgica, ja que seu desenvolvimento depende também das interacdes

dos individuos com os ambientes naturais e sociais em que vivem.

20 De acordo com a Teoria Psicanalitica desenvolvida pelo psiquiatra austriaco Sigmund Freud [1856-1939] os
niveis de consciéncia humano ou modelo topologico da mente podem ser definidos em trés estagios: consciente
— que diz respeito a capacidade de ter percep¢do dos sentimentos, pensamentos, lembrancas e fantasias do
momento; pré consciente — relaciona-se com os contedidos que podem chegar facilmente a consciéncia; e
inconsciente — refere-se a um material ndo disponivel a consciéncia do individuo, como um receptaculo de
lembrancas traumaticas reprimidas ou um reservatorio de impulsos (PAPALIA et al, 2001).
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[...] existem evidéncias persuasivas para a existéncia de diversas competéncias
intelectuais humanas relativamente autbnomas. [...]. A exata natureza e extensdo de
cada 'estrutura’ individual néo é até o momento satisfatoriamente determinada, nem o
ndmero preciso de inteligéncias foi estabelecido. Parece-me, porém, estar cada vez
mais dificil negar a convicgdo de que ha pelo menos algumas inteligéncias, que estas
sdo relativamente independentes umas das outras e que podem ser modeladas e

combinadas numa multiplicidade de maneiras adaptativas por individuos e culturas”.
(GARDNER, 1994, p. 7).

Nessa teoria, Gardner (1994) mostra que todos os individuos tém a habilidade de
questionar e procurar respostas usando algum tipo de inteligéncia, ou seja, todos os individuos
possuem como parte de sua bagagem genética, certas habilidades fundamentais em todas as
inteligéncias. Por exemplo, para Gardner (1994) qualquer individuo é capaz de desenvolver sua
“inteligéncia légico-matematica®’” ou seja, a habilidade de explorar relacdes, categorias e
padrBes. Porém, para que isso ocorra em um estagio mais avancado, é necessario um esforgo
maior de aprendizado.

Nesse sentido, a Teoria das Inteligéncias Multiplas funciona como uma ferramenta que
pode contribuir consideravelmente para o processo de ensino-aprendizagem, visto que parte do
pressuposto de que a abordagem de ensino do professor deva privilegiar as caracteristicas
pessoais dos alunos frente a um determinado contetdo.

Para Piaget (1986), a inteligéncia do ser vai mudando junto com seu desenvolvimento
cognitivo, passando por estagios de reorganizacdo, seguidos de periodos de reintegracdo nos
quais um novo estagio é alcancado e mudancas sdo assimiladas. Assim, cada estagio de
desenvolvimento corresponde a um sistema cognitivo especifico que determina todo o
funcionamento do sujeito a medida que esse vai interagindo com o meio.

Em contextos de sala de aula de matematica, as implicacdes das teorias de Gardner
(1994) e Piaget (1986) sdo claras quando observadas as diversas formas de pensamentos que
compdem a estrutura desse saber e a relacdo existente entre a aquisi¢cdo do seu conhecimento e
o desenvolvimento de competéncias e habilidades.

Pensando na estruturacdo do conhecimento matematico que decorre da prética escolar
cotidiana e da consequente busca pela compreensdo das dificuldades enfrentadas por

professores e alunos em lidar com seus conceitos, pesquisadores e educadores, vém tentando

HInteligéncia Logico Matematica: Os componentes centrais desta inteligéncia sdo descritos por Gardner como
uma sensibilidade para padrdes, ordem e sistematizagio. E a habilidade para explorar relacdes, categorias e
padrdes, através da manipulacao de objetos ou simbolos; é a habilidade para lidar com séries de raciocinios, para
reconhecer problemas e resolvé-los. A crianga com especial aptiddo nesta inteligéncia demonstra facilidade para
contar e fazer calculos matematicos e para criar notagdes praticas de seu raciocinio (GARDNER, 1994, p.4-10).
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de diversas maneiras, fazer com que a acdo pedagdgica do professor incorpore diferentes
concepcOes capazes de elevar os estudantes a um nivel de compreensdo que transcenda o
conhecimento de determinadas propriedades matematicas, de forma, que 0 mesmo possa
entender as relaces que definem o conhecimento dos objetos matematicos e a realidade que
circunscreve seu saber.

Encontrar situacOes de diferenciacdo entre ‘o qué’ se estuda e o ‘por que’ se estuda,
constitui um dos principais objetos de pesquisa relacionada a didatica da matematica que, nao
se preocupa, apenas em fazer com que os alunos sejam capazes de resolver o problema mais
dificil, mas sim com que sejam capazes de ampliar os horizontes da propria matematica. Além
da importancia de dominar os contedos a serem ensinados, faz-se necessario que o professor
tenha conhecimento didatico desse contetdo, para que entdo possa encontrar a maneira mais
adequada de apresenta-los aos alunos.

A matematica é parte natural do ser humano, originando-se de suas experiéncias diérias
com 0 mundo, e nesse contato, 0 homem tem necessidades que, sempre que supridas, geram
novas necessidades. Assim também acontece com 0 conhecimento matematico: ‘o aluno precisa
conhecer cada vez mais para cada vez mais poder questionar de maneira melhor’.

As construgdes de processos de pensamentos que traduzam conceitos matematicos
abstratos em outros mais concretos tornam-se ferramentas importantes para auxiliar os alunos
a avancarem além das habilidades matematicas inatas. Os alunos precisam ser encorajados a
fazer perguntas, analisar erros e propor solucdes diferentes. Faz se necessario despertar nos
alunos o desejo pelo questionamento; despertar um ‘espirito cientifico’, que, segundo Bachelard
(1996):

Trata-se de um espirito inquieto, desconfiado que busque nos questionamentos,
encontrar novos dados, mais precisos [...]. Em todas as ciéncias rigorosas, um
pensamento inquieto desconfia das identidades mais ou menos aparentes e exige sem
cessar mais precisao e, por conseguinte, mais ocasifes de distinguir. Precisar, retificar,
diversificar sdo tipos de pensamento dindmico que fogem da certeza, que encontram
nos sistemas homogéneos mais obstaculos do que estimulo. (BACHELARD, 1996,
p.21)

Entretanto, a realidade nas escolas ndo reflete essa concepcao, visto que o sistema
didatico matematico atual apresenta-se como um obstaculo para o desenvolvimento dessa
competéncia intelectual. A forma como a matemaética é ensinada, de acordo com Balacheff
(2000), priva os alunos de uma responsabilidade com a verdade. Esse fato é particularmente
notavel quando um problema proposto se apresenta na forma: “mostre que”, um enunciado

desse tipo j& diz ao aluno que essa situacao é verdadeira, assim o que ele tem que fazer, é apenas
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escolher um critério de resolucdo que sera aceita ou ndo se satisfizer o professor. E preciso
encorajar os estudantes a conceituar suas préprias argumentacoes.

Para Brousseau (2008), "cada conhecimento ou saber é determinado por meio de uma
situacdo?? " (BROUSSEAU, 2008, p. 23) entendida como uma ag&o entre duas ou mais pessoas.
Assim, para que essa situacdo seja solucionada, é preciso fazer com que os alunos mobilizem
um conhecimento correspondente a ela. Ao utilizar um jogo, por exemplo, o professor pode
levar o estudante a usar o que ja sabe para criar uma estratégia adequada de resolucdo. Porém,
para que 0 saber seja estruturado, é preciso que o professor proponha um jogo em que eles
possam agir, refletir, falar e evoluir por iniciativa propria.

Brousseau (2008) confere ao professor o papel fundamental de iniciar o aluno a um novo
saber cientifico. Para o filosofo francés Gaston Bachelard??, trata-se de um novo olhar para um
conhecimento anteriormente adquirido, uma (re) significacao do saber. “O ato de conhecer dé-
se contra um conhecimento anterior, destruindo conhecimentos mal estabelecidos, superando o
que, no proprio espirito, é obstaculo a espiritualizacdo”. (BACHELARD, 1996, p. 17).

A construcdo do saber matematico, de forma a sustentar um processo de aprendizagem
significativa, implica em uma postura pedagdgica capaz de considerar que um fato matematico
relaciona-se também a capacidade de utilizacdo das diferentes formas de linguagens e que, para
aprender significados, transforma-los e combina-los de forma a construir novas aprendizagens
é preciso que o professor configure diferentes formas de expressdo e novos questionamentos

sobre esses mesmos significados.

[...] o aprendizado néo é desenvolvimento; entretanto, o aprendizado adequadamente
organizado resulta em desenvolvimento mental e pde em movimento varios processos
de desenvolvimento que, de outra forma, seriam impossiveis de acontecer. Assim, 0
aprendizado é um aspecto necessario e universal do processo de desenvolvimento das
fungdes psicoldgicas culturalmente organizadas e especificamente humanas”.
(VYGOTSKY, 1998, p. 101).

Identificar fatores, evidenciar e descrever caracteristicas do ensino que aceleram ou

inibem o desenvolvimento do raciocinio matematico, tém suscitado um grande namero de

22 A teoria das situacGes didaticas, formulada por Brousseau, faz referéncia ao processo de ensino aprendizagem
matematica em sala de aula. Na teoria de Brousseau, uma situacéo didatica é um conjunto de relagdes estabelecidas
explicitamente ou implicitamente entre um aluno ou um grupo de alunos, num certo meio, compreendendo
eventualmente instrumentos e objetos, e um sistema educativo (o professor) com a finalidade de possibilitar a estes
alunos um saber constituido ou em vias de constituicdo. (BROUSSEAU, 2008).

23 Gaston Bachelard (1884-1962), compreende o ato de conhecer como um ato de negacéo. Esse pensador enfatiza
0 processo de construcdo da ciéncia, suas fronteiras e diferencas em relacdo ao senso comum e apresenta a nogdo
de obstaculo epistemologico como categoria central para compreender a pedagogia da processualidade da ciéncia.
(BACHELARD, 1996. 314 p).
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trabalhos, que procuram, a partir de caracteristicas gerais, buscar solucdes para 0 caso
especifico da sala de aula e de seus professores.

Muito ja se discutiu e ainda se discute sobre a funcao das provas e demonstracfes no
ensino como forma de levar a construcdo do senso critico, sistematico e reflexivo devido a
abrangéncia de sua estrutura. Considerando a complexidade do processo de ensino
aprendizagem das demonstragdes, ndo s6 para o aluno, mas também para o professor, pensar
no ensino de matematica, por meio de provas e demonstracoes, € propor um confronto entre o
modelo cognitivo do aluno com o de outros alunos ou até mesmo com o do professor.

A questdo fundamental, é que as “provas”? e as “demonstracdes”?°, devem ser vistas
primeiramente como uma forma de argumentacdo, que tem valiosos beneficios para o
desenvolvimento de competéncias e habilidades como: explorar situacfes-problemas e observar
implicacdes da utilizacdo de distintas definicdes. Em seguida, na perspectiva de demonstrar a
necessidade de uma melhor definicdo; produzir um algoritmo util, contribuir para a
comunicacdo de resultados ou para a formalizacdo de um corpo de conhecimento matematico.

O estudante de matematica precisa compreender que o fato de uma afirmacdo ser
verdadeira esta relacionado com a consisténcia da argumentacdo. Ao considerar a prova um
meio de comunicacdo de ideias matematicas que permeia todo um processo de buscar
regularidades, propor conjecturas e pensar logicamente, alcanca novas dimensdes no
entendimento da matematica.

O ato de ensinar por meio de uma prova, deve incluir a possibilidade de diferenciar uma
‘prova rigorosa’, que enfatize somente o raciocinio légico formal, de uma ‘prova
argumentativa’, que envolve investigagdes e explicagdes de “porque” determinado resultado ¢
valido. Para os alunos, o primeiro tipo de prova, na maioria das vezes ndo produz significado
algum, pois, ndo tem conexdo existente com sua estrutura mental.

Quando utilizada como forma de argumentacéo, a prova torna-se acessivel a um nimero
maior de estudantes, pois, possui um maior valor educativo, oportunizando os alunos a
perceberem detalhes, conjecturar e cometer erros para refletir e interpretar as relacfes entre

objetos e oferecer-lhes explicacfes matematicas.

24 Para Balacheff, prova é uma explicagdo que refere-se a um processo social pelo qual um discurso é aceito como
valido ou ndo, ou seja, uma mesma prova pode ser aceita como verdade para uma determinada comunidade e para
outra ndo. (BALACHEFF, 2000. p. 17).

% As demonstragGes sdo provas particulares com as seguintes caracteristicas: sdo as Unicas aceitas pelos
matematicos; respeitam regras: alguns enunciados sdo considerados verdadeiros (axiomas); outros sdo deduzidos
destes ou de outros anteriormente demonstrados. (ALMOULOUD, p. 1-18).
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A funcéo da prova é util somente quando o professor é capaz de usa-la de forma que
transmita entendimento. Mais do que permitir que as hipdteses confirmem veracidade aos
teoremas, as provas tém o efeito de questionar essas condicdes e promover o entendimento
matematico: “[...] a melhor prova é a que ajuda compreender melhor o significado do teorema
a ser provado: ndo s6 para ver que é verdade, mas também, porque é verdade. E claro que tal
prova é também mais convincente e mais propensa a levar a novas descobertas” (HANNA,
2000, p.7).

O que se segue é que geralmente, segundo Balacheff (2000), o professor faz uma prova
ou demonstracdo de um teorema ou propriedade diante dos alunos e logo depois pede para que
facam o mesmo, sem se preocupar com as dificuldades que surgem. Logo, a imitacdo € o modo
mais utilizado de ensino de uma demonstracdo. Nesse processo, faz-se da demonstracdo uma
ferramenta de verificacdo, apresentada como uma retorica da classe dos matematicos. “Né&o é
de se admirar quando os alunos dizem ndo ser necessario demonstrar em geometria pois a figura
por si s6 basta como demonstracdo”. (FETISSOV, 1994, p. 4).

Os alunos ndo conseguem compreender por que se faz necessaria a demonstracéo de
uma determinada propriedade, pois, ndo participam do processo de elaboracdo da mesma. Elas
sdo apresentadas prontas, ndo permitindo ao aluno explorar, conjecturar ou testar.

Nasser e Tinoco (2003) propdem como estratégia para o desenvolvimento da capacidade
de justificar e argumentar, dar oportunidade ao aluno de observar e analisar justificativas e
argumentacdes dadas por seus colegas. Esse tipo de estratégia motiva os alunos a investigarem
as solucdes dos colegas e tentar descrevé-las corretamente.

Chevallard e Tonelle, citados por Balacheff (2000, p. 10), sugerem que 0 ensino da
demonstracéo “deve partir dos argumentos dos alunos, ou seja, deve conduzi-los a uma situagédo
em que se vejam obrigados a argumentar e demonstrar um fato por eles afirmado”: trata-se de
problematizar a evidéncia.

Analises do comportamento dos alunos diante de uma situagcdo problema e do caminho
que fazem para validar seus resultados demonstram que estes ndo possuem experiéncias de
pensamentos que envolvam construgdes cognitivas mais complexas. As operacGes ou 0S
conceitos desenvolvidos por eles expressam-se em acOes que nem sempre utilizam
diferenciacOes ou articulagdes referentes ao que se pretende provar.

Para Nasser e Tinoco (2003), ¢ possivel que essa dificuldade de “provar”, esteja
relacionada, ao fato de que a maioria dos alunos néo esteja aprendendo a pensar e raciocinar

guando estudam diversos conte(ldos matematicos.
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[...]os jovens ndo estdo habituados a pensar e comunicar suas ideias. Isto é, na maioria
das escolas, o aluno ainda é levado a resolver uma lista enorme de exercicios
repetitivos, que para ele ndo tem significado algum. N&o vendo uma ligacdo
significativa do contelido com sua vida, 0 aluno apenas repete 0os modelos dados pelo
professor ou aplica férmulas e em nenhum momento é questionado ou levado a pensar
por que a resposta é aquela, ou mesmo se a resposta € coerente, plausivel com a
pergunta do problema”. (NASSER E TINOCO, 2003, p.1- 2).

As dificuldades encontradas por alunos em formular uma demonstracdo estdo
diretamente relacionadas a sua falta de experiéncia e maturidade matematica. Por isso, €
necessario levar em consideragdo que, ao ensinar estudantes a desenvolverem métodos de
argumentacdo e prova, é preciso estar atento ao seu nivel de desenvolvimento cognitivo e ao
caminho pelo qual suas experiéncias prévias construirdo estruturas conceituais que podem
ajudar ou impedir esse desenvolvimento.

Para Balacheff (2000), o desenvolvimento desse tipo de habilidade depende de uma
reconstrucdo do pensamento. Para que o aluno possa provar ou demonstrar uma determinada
propriedade matematica, ¢ preciso que este reconstrua “razdes que estao implicitas em sua
mente”, ou seja, o conhecimento que até agora, agiu para fora, torna-se objeto de reflex&o, de
discursos e divergéncias. A linguagem matematica deve tornar-se ndo apenas uma ferramenta,
mais um meio de comunicagao.

Produzir provas e demonstracfes e dominar seu processo légico dedutivo sdo
competéncias que devem ser alcancadas pelos alunos que devem buscar compreendé-las em
sua complexidade e trata-las como um tema passivel de um processo de evolugdo no ensino de
matematica.

Cabe ao professor focar em suas aulas atividades que tenham como objetivo ajudar o
aluno a desenvolver competéncias para um pensar que leve aos caminhos da investigacdo e da
argumentacdo, buscando procedimentos apropriados as a¢des de educar e ensinar Matematica
em consonancia com o nivel de desenvolvimento cognitivo do seu aluno.

Viabilizar propostas transformadoras para que se possam superar as dificuldades
inerentes desse processo de ensino aprendizagem, com 0 objetivo de se produzir uma
aprendizagem significativa, faz-se necessario que mudancgas ocorram. Para Gazire (2000), a

mudanga na escola s6 ocorre se todos, sem excecao a buscam:

[...Ja cumplicidade entre os professores na aplicacdo de propostas inovadoras faz com
que o sucesso e o fracasso de cada um se complete na busca de razdes para execucdo
de um novo trabalho. Se um s6 dos professores ndo aceita as mudancas, ele se torna
foco de discordias e é inevitavel, mais cedo ou mais tarde, o fracasso da inovagao.
(GAZIRE, 2000, p. 19)
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Isso quer dizer que o sucesso na busca de uma solucdo para esse problema relaciona-se
n&o so as inovagdes do ensino, mas também, as mudancas na formagéo do professor. E preciso
que os futuros professores desenvolvam uma profunda compreensdo da Matematica que vao
ensinar, ndo s6 em seus contetdos, mas tambem na forma de como ensina-los.

Oferecer maiores reflexdes sobre pratica educativa eleva a possibilidade do sistema
didatico-pedagdgico influenciar diretamente no desenvolvimento cognitivo do aluno. A
atividade pedagogica ha de ser direcionada por analises e reflexdes sobre os diferentes modos
de conceber a producéo do conhecimento matematico. E preciso considerar os diversos aspectos
da Matemética e de sua realidade, a fim de conhecer seus objetos e de trabalhar com eles.

A Educacdo Matematica tem por meta a formacdo de pessoas, que irdo intervir
diretamente na dimensao politica, historica e cultural de uma determinada sociedade. Portanto,
é importante fazer com que o conteudo trabalhado em sala de aula seja capaz de educar
matematicamente através de atividades que explicitem posturas éticas, concepcdes de cognicao,
de formacdo cidada, de bem estar, de visdo de mundo e de conhecimento.
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3. APESQUISA: TRAJETORIA E METODOLOGIA

Nessa parte do trabalho apresenta-se a trajetoria da pesquisa, comecgando pelas decisdes
e escolhas que auxiliaram na delimitagdo do objeto de estudo bem como alguns detalhes

importantes do processo de constituicdo da pesquisa.

3.1 Trilhando o caminho da Pesquisa

[...] Pesquisar é: ter uma interrogacédo, e andar em torno dela em todos os sentidos,
sempre buscando todas as suas dimensdes e andar outra vez e outra ainda, buscando
mais sentidos, mais dimensdes e outra vez... (MARTINS apud BICUDO, 1993, p. 18-
23).

A construcdo do conhecimento humano é um processo longo e demorado que requer
tempo, dedicacdo e paciéncia. Educar em sentido geral, ou ensinar qualquer disciplina é algo
que se realiza em um dado contexto ou circunstancia constituida por diferentes situacdes de
ensino e aprendizagem. Compreender como se realiza a aprendizagem é compreender a
dindmica que constitui esse processo.

A aprendizagem é um processo derivado de diferentes perspectivas sociais e culturais.
Entender os diferentes posicionamentos pessoais de cada sujeito envolvido nesse processo faz
com que a acdo educativa se relacione com as vivéncias e atividades de cada individuo. Dentro
de um mesmo referencial é possivel haver diversas abordagens de ensino.

Aprender implica a existéncia de um contexto sociocultural que funciona como uma
fonte propulsora para todo o conhecimento que serd produzido. Fora desse contexto, 0
conhecimento nao adquire sentido e o processo de aprendizagem nao acontece: “aprender ¢ dar
significado”.

Na tentativa de evidenciar o modo de aprender e compreender a realidade matematica
considerando sua aprendizagem como a cria¢do, ou melhor, como a construcdo de um nivel
social, cultural e histérico de um individuo ou determinado grupo de individuos, as pesquisas
em Educagdo Matemaética buscam realizar seus estudos, utilizando métodos interpretativos e
analiticos das ciéncias sociais e humanas, tendo como perspectiva o desenvolvimento de
conhecimentos e préaticas pedagogicas que contribuam para uma formacgdo mais integral,
humana e critica, tanto do aluno quanto do professor.

Nessa perspectiva entende-se que aprender matematica consiste em perceber quais sdo
suas questdes, o que ela propde a respeito de mundo, seus métodos, teorias e como ela é capaz

de ajudar o ser humano a se compreender mais e a compreender melhor 0 meio em que vive.
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De acordo com Bicudo (1993), pesquisar em Educacdo Matematica é trabalhar em torno
de preocupacOes que interroguem o compreender, o fazer matemaético e os significados a ela
atribuidos; “é preocupar-se com as interpretacoes e elaboracdes sobre os significados sociais,
culturais e historicos da matematica.” (BICUDO, 1993, p.20). Sob esse ponto de vista, a
pesquisa em Educacdo Matematica permite que se compreenda o modo pelo qual essa disciplina
é construida, atribuindo significados a sua préatica educativa.

A pesquisa em Educacdo Matematica tem evoluido muito nos ualtimos anos,
principalmente no Brasil, onde ocorrem anualmente diversos eventos na area. Muitas pesquisas
tém contribuido diretamente para melhor compreenséo das dificuldades encontradas por alunos
e professores no ensino-aprendizagem dos conteddos ligados a essa disciplina. Dentre essas,
algumas tém conseguido aproximar-se bem das salas de aula, como é o caso das pesquisas
relacionadas a Teoria dos Campos Conceituais (VERGNAUD) que influenciaram diretamente
na constru¢cdo dos Pardmetros Curriculares Nacionais para a disciplina de Matematica
(BRASIL, 1997) e consequentemente na elaboracéo de alguns livros didaticos.

Atualmente, tem-se observado, dentro dessa linha de pensamento, uma crescente busca
por situacdes de ensino que levem o aluno a observar, experimentar, fazer inferéncias e chegar
a uma interpretacdo propria; isso, devido ao fato de que, para construir o0 saber matematico, o
aluno deve aplicar os seus conhecimentos e modos de pensar a fim de desenvolver habilidades
e competéncias que irdo refletir diretamente sobre suas acGes, como se destaca nos PCN (Brasil,
1997):

[...] desenvolver no educando a capacidade/habilidade de comprovagdo,
argumentacdo e justificacdo, com vistas & formagdo do cidaddo critico, além de
propiciar que a Matematica seja encarada pelo estudante como um conhecimento que
possibilita o desenvolvimento de seu raciocinio e de sua capacidade expressiva. (PCN:
MATEMATICA, 1997, p. 26)

De acordo com os PNC para a disciplina de matematica no Ensino Médio (PCNEM,
1999): “so aprende a dominar linguagens quem faz uso delas”, a compreender processos e
fendmenos quem os investiga, a enfrentar situacfes problemas quem é desafiado a isto, a
“construir argumentagdes quem as constroi e a elaborar proposi¢des quem as elabora” (PCN,
1999, p. 46).

Motivada pelos estudos em Educacdo Matematica e, particularmente, pela necessidade
de compreendé-la num ambito social, pensada na perspectiva do desenvolvimento do senso
critico e da capacidade argumentativa do aluno, buscamos inicialmente, realizar uma pesquisa

que apontasse caminhos para que a producdo natural do saber matematico se desenvolvesse no
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aluno a partir de suas ac¢Oes de observar, experimentar, conjecturar, refutar, testar, demonstrar
e generalizar.

Entre tecer fios, cruzar e entrelacar ideias, no sentido de possibilitar o desenvolvimento
de um tipo especial de pensamento, que permita a compreenséo, descri¢éo e representacdo de
propriedades e conceitos matematicos partindo da travessia da experimentacdo para a
construgdo do pensamento argumentativo, encontra-se na Geometria 0 mais apropriado
caminho.

Sabe-se que a pratica da argumentacdo Geométrica exige um raciocinio apurado e ao
mesmo tempo um estado especifico de conhecimento, além de envolver um compromisso com
uma abordagem de resolu¢do de problemas ndo sé na sua eficacia (uma exigéncia pratica), mas
também com seu rigor (a exigéncia teorica).

Investigar um problema a partir da Geometria e demonstrar seu resultado construido de
uma forma mais geral, analisando modos de aplicacdo de uma teoria € um processo de
construcdo desse conhecimento. Esse processo pode caminhar para novas descobertas, gerar
debates e, certamente ajudar na formacgdo de um pensamento matematico mais avancado.

O delineamento do tema investigado surgiu da pretensdo de analisar os niveis de provas
(demonstracdo) encontrados nas argumentacgdes de alunos em processos formativos (nono ano
do ensino fundamental e terceiro ao do ensino médio), como nos alunos em trajetérias de
formacdo na Licenciatura (terceiro periodo do curso de Licenciatura em Matematica). Nessa
perspectiva, buscamos considerar que as demonstracfes exigem dos estudantes processos
mentais que caracterizam o pensamento matematico avancado, havendo necessidade de
abstracdes e representacfes de objetos matematicos.

Considerando que a admissdo de diferentes niveis de argumentagdo exige uma
reconsideracao dos critérios de julgamento acerca da validade formal da prova, que o nivel de
aprendizagem do aluno e de exigéncia quanto ao valor do argumento por ele produzido deve
estar relacionado ao tipo de habilidade que se deseja construir, considerando as relagdes da
matematica com a realidade, encontram-se em Hanna (1990; 2000) discussdes e investigacdes
enderecadas ao papel da prova em Matematica e na Educacdo Matematica e sua importancia no
curriculo escolar.

De acordo com Hanna (1990), as provas sdo explicacfes aceitas por outros em um
determinado momento, podendo ter o status de prova para determinado grupo social, mas néo
para outro. Segundo a pesquisadora, “a validade de uma prova pode estar tanto na derivacdo

formal de seus termos, como na formulacdo de seus argumentos tornando-se, no entanto,
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convincente e legitima, somente quando leva a verdadeira compreensdo” (HANNA, 1990, p.
10).

Ao falar sobre o0 ensino de prova na Escola Bésica, Hanna (1990) destaca a importancia
das demonstracdes que explicam a validade de um resultado (provas que ensinam) e daquelas
que provam efetivamente o resultado (provas que provam), mas sem explicar de forma clara
aos alunos o porqué da validade do resultado em discussao. Nesse aspecto, a prova da sua maior
contribuicdo na sala de aula somente quando oferece oportunidades para os alunos perceberem
detalhes, conjecturar, cometer erros, refletir, interpretar as relacGes entre objetos e oferecer-lhes
explicagbes matematicas.

Para Hanna (2000), uma prova precisa ser simultaneamente valida, tanto no sentido de
demonstrar o resultado matematico conforme padrées de rigor necessarios, quanto no sentido
de explicar porque determinado resultado € valido. Nessa perspectiva, a pesquisadora aponta
varias fungdes que uma prova pode admitir. Entre elas a de verificar (relacionada com a verdade
da afirmac&o), a de explicar (fornecendo respostas ao porqué de ser verdade), a de descobrir
(no sentido de encontrar novos resultados) e principalmente a de comunicar (no sentido de
transmitir o conhecimento matematico).

Compreende-se assim, que 0 ato de ensinar por meio de uma demonstracao inclui a
possibilidade de se fazer da propria demonstracdo a resposta de como foi possivel provar e ndo
apenas demonstrar o resultado, incorporando diferentes contextos a um mesmo conhecimento.

Com relacdo a alguns aspectos da prova e das demonstracdes em geometria, tanto no
que diz respeito as suas caracterizacbes bem como 0s aspectos cognitivos e didaticos
responsaveis pelo seu desenvolvimento na Matemaética e na Educacdo Matematica, buscamos
elementos na didatica da matematica francesa com Balacheff (1987; 1988; 2000) em varias
abordagens suas sobre prova em matematica.

Os estudos de Balacheff (2000) trazem uma nogéo de prova sobre o ponto de vista da
matematica praticada pelos alunos e ndo sobre o ponto de vista dos especialistas na teoria da
I6gica. Para isso, utiliza em sua pesquisa uma abordagem experimental da analise dos processos
de prova utilizados na resolucdo de um problema por alunos da educacdo basica, verificando
como esses alunos se comportam diante de uma solugdo de um problema e como fazem para
validar seus resultados.

De acordo com Balacheff (1987), existem dois tipos basicos de provas, denominados
de: “Provas Conceituais” e “Provas Pragmaticas”. Uma prova pragmatica ¢ aquela que recorre
a testes de validade, busca de regularidades, exemplos ou desenhos para justificar um

determinado resultado, chamados pelo autor de “recursos de a¢do”, sem formalismo logico,
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apresentadas por meio de exemplo. Uma prova conceitual se caracteriza por formulacGes de
propriedades e conexdes existentes entre elas.

As demonstracGes matematicas sdo exemplos desse tipo de prova, ndo recorrendo aos
recursos utilizados nas provas pragmaticas no momento de formular as propriedades envolvidas
e as possiveis relacdes entre elas.

Ainda em Balacheff (1987), ha a constatacdo de que a passagem do aluno de um tipo de
prova pragmatica para um tipo de prova conceitual, requer certa distancia do modo como a acéo
pode ser descrita ¢ explicitada: “o conhecimento que até agora, agiu para fora, torna-se objeto
de reflexdo, de discurso e de divergéncias” (BALACHEFF, 1987, p. 153). O caminho para
provas conceituais estd essencialmente na qualidade daquelas situa¢fes genéricas vistas pelo
aluno anteriormente; seu conhecimento adquirido.

Entre os varios tipos de provas conceituais e pragmaticas, Balacheff (1987) aponta para
quatro tipos principais que possuem uma posicéo privilegiada no desenvolvimento cognitivo
do aluno: o empirismo ingénuo, o experimento crucial, 0 exemplo genérico e a experiéncia de
pensamento. De acordo com o autor, os dois primeiros tipos ndo estabelecem a prova de uma
afirmacdo. Todavia, para o exemplo genérico e a experiéncia de pensamento, existe um longo
caminho para provar o resultado, porque nesse nivel de prova, uma verdade é estabelecida
através da natureza de suas razdes, tratando de uma mudanca radical no pensamento dos alunos.

Balacheff (1987) considera que as provas sdo explicacbes realizadas em um
determinado momento para um determinado grupo social e que as demonstracdes sao tipos
particulares de provas.

Com relacdo ao crescimento do conhecimento matematico através da dialética das
provas e refutagdes, utilizamos o modelo proposto por Lakatos (1978). Nesse trabalho, o autor
descreve o crescimento do conhecimento matematico seguindo a hipdtese de que o estudante
participa ativamente na construcdo de seu proprio conhecimento matematico.

Lakatos (1978) mostra que a complexidade de superar uma contradigdo em matematica
esta relacionada a diversidade de maneiras de lidar com uma refutacdo. O ponto de partida para
0 seu processo de desenvolvimento é a experiéncia que uma contradicdo pode proporcionar.

Em um estudo historico, sobre Provas e RefutacGes, Lakatos (1978) aponta para a
importancia da dimenséo social dessa dialética, que segundo o pesquisador pode ser observada
em dois niveis: o primeiro, que os alunos devem aprender a matematica como um conhecimento
social, assim, eles ndo séo livres para escolher os significados que eles desejam construir. Esses

significados ndo devem ser apenas eficientes na resolugdo de problemas, mas eles também
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devem ser coerentes com os resultados socialmente reconhecidos. Esta condi¢do € necessaria
para a futura participagéo dos estudantes como adultos nas atividades sociais.

O segundo, que ap0s as primeiras etapas, a matematica ndo pode mais ser aprendida por
meio de interacdes com um ambiente fisico, portanto requer um confronto entre o modelo
cognitivo do aluno com o de outros alunos ou até mesmo com o do professor no contexto de
uma determinada atividade matematica, especialmente quando tém que lidar com uma refutacéo
em gue a relevancia é a superacao do confronto de dois entendimentos pelos alunos. Primeiro
o0 entendimento do problema e segundo seu contetdo matematico.

Lakatos (1978) propde com esse modelo, que a questdo didatica tome duas vertentes:
em primeiro lugar, determinar quais sao as condigdes necessarias para gerar, por parte do aluno
a consciéncia de uma contradi¢do e, em segundo lugar, quais sdo as condi¢des sob as quais 0
estudante pode resolvé-la.

Esses tedricos concordam que no processo de ensino-aprendizagem matematicas deve
se fazer presente o uso de demonstracOes, tanto com o carater de sistematizacdo de um
resultado, quanto na construcdo e validacdo de argumentos, a fim de que possam originar
opini@es, crencas e saberes que permitam a tomada racional de decisGes em diferentes situacdes
vivenciadas.

Na busca de verificar se a partir da experimentacdo é possivel que os alunos cheguem a
construcdo de um pensamento argumentativo matematico mais avancado, construimos modelos
fundamentados nas experiéncias realizadas por Gazire (2000), Nasser e Tinoco (2003) e Nasser
e Aguilar Junior (2012), cujo objetivo principal é o de produzir saberes, praticas e inovacoes
sob uma epistemologia reflexiva e investigativa dos processos de formacéo e constituicdo do
raciocinio Matemaético Geométrico.

Abordando a tematica do “N&o Resgate das Geometrias” nas escolas de Ensino
Fundamental e Médio, Gazire (2000) aponta para uma enorme lacuna no que diz respeito a
formagéo dos professores de matematica com relacédo a essa disciplina. Em pesquisa realizada
com 200 professores, alunos da disciplina de Fundamentos Modernos de Geometria, do curso
de pos graduacdo em Educacdo Matematica (lato sensu) da UNI-BH, constatou-se que, embora
a maioria desses professores considerassem ser de fundamental importancia para o
desenvolvimento do aluno ter contato com o0 conhecimento geométrico, muitos destes

profissionais apresentaram uma imensa fragilidade para trabalhar com essa disciplina.

Tém a concepgdo de que aprender é repetir, é seguir modelos, ou adestrar (aquilo que
ainda ndo se sabe). [...] falam da aplicacdo da geometria na vida diaria, mas utilizam
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em suas aulas, apenas uma lista de exercicios prontos, formais e completamente
desligados da vida e da realidade. (GAZIRE, 2000, p.168-169).

O estudo de Gazire (2000) revela diversas contradi¢cbes presentes no ensino de
Geometria e nos discursos apresentados por esses professores. Contradigfes essas, geradas a
partir de conflitos existentes entre nog¢des de conhecimento e a reproducdo de praticas
pedagdgicas tradicionalmente legitimadas por uma educacdo formal extremamente conteldista.

O processo mais usado pelo ser humano em sua propria aprendizagem é a IMITACAO:
“[...] sujeito a um Unico tipo de ensino, a tendéncia sera, no futuro, o professor agir exatamente
como agiram com ele. Dificilmente conseguira trabalhar diferente. (GAZIRE, 2000, p. 179-
180).

Caracterizando e identificando que o professor de matematica encontra-se
completamente desamparado em suas tarefas, sempre desacompanhado de preparacdo e
orientacdo adequada e necessaria, o trabalho realizado por Gazire (2000) com esses retrata uma
triste realidade do ensino de geometria: “o professor ndo resgata a geometria, dentre outros
motivos, por ser vitima de um processo vicioso: ndo aprendeu geometria entdo nao ensina”
(GAZIRE, 2000, p. 198).

Nesse sentido, Gazire (2000) aponta para a necessidade de se propor um ensino de
matematica no qual o aluno devera percorrer um caminho equivalente ao caminho natural de
desenvolvimento da matematica, partindo de diferentes olhares, propondo-lhe investigar,
experimentar para que entdo possa conjeturar suas proprias ideias.

Vinculada a perspectiva de compreender como 0s alunos se comportam diante de uma
situacdo de prova matematica, pensando na capacidade argumentativa relacionada ao seu
desenvolvimento cognitivo, a pesquisa realizada por Nasser e Tinoco (2003), desenvolvida por
um grupo do Projeto Fundédo do Instituto de Matematica da Universidade Federal do Rio de
Janeiro, contando com a participacdo de professores do ensino fundamental e médio, confirma
a importancia de preparar os alunos para dominar o processo dedutivo e desenvolver seu

raciocinio l6gico, a fim de que a habilidade de argumentar seja construida:

[...] ahabilidade de argumentar deve ser trabalhada desde as primeiras séries, para que
o0 aluno mais tarde seja capaz de defender um ponto de vista préprio, seja numa
conversa informal, seja numa questdo matematica (NASSER e TINOCO, 2003, p. 09).

Nos experimentos desenvolvidos com alunos do ensino fundamental e médio, Nasser e
Tinoco (2003) constataram que em turmas onde ndo havia sido feito nenhum trabalho no sentido
de desenvolver a argumentacdo, quando desafiados a justificar por que determinada situacédo é

99, 4

verdadeira ou falsa, diversos alunos se limitaram a usar um argumento de “autoridade”: “¢ um
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teorema da geometria” ou “estd no livro” (NASSER e TINOCO, 2003, p.11). Diante de
situacbes em que deveriam justificar alguma propriedade, perceberam que os alunos
consideravam apenas o caso particular, ndo conseguindo chegar a uma generalizacdo da
propriedade proposta.

De acordo com Nasser e Tinoco (2003) uma das estratégias importantes para
desenvolver a capacidade de argumentar “¢ dar oportunidade ao aluno de observar e analisar as
justificativas e argumentagdes dadas por um colega seu” (NASSER e TINOCO, 2003, p.17).

Nesse sentido, as pesquisadoras apontam que, de uma forma geral, poucos trabalhos
vém sendo desenvolvidos nas salas de aula com intuito de levar os alunos a desenvolver a
capacidade argumentativa e sua competéncia de comunicar ideias. Acreditam que a falta desse
dominio faz com que os jovens, na maioria das escolas brasileiras, ndo saibam pensar e
raciocinar matematicamente.

Nessa linha de pensamento, partindo do pressuposto que o papel do professor esta
ancorado ao processo de conhecimento educacional do aluno, os pesquisadores Nasser e
Aguilar Junior (2012), buscaram verificar se o professor esta inclinado ao trabalho pedagogico
gue desenvolva nos alunos do Ensino Fundamental a habilidade de argumentacdo e prova e
analisaram a capacidade deste de avaliar e valorizar os tipos de argumentacdo e prova
apresentados pelos alunos.

O trabalho desenvolvido Aguilar Janior (2012), aponta para a constatacdo de um fato
que é bastante pertinente nas diversas pesquisas que analisamos. O desenvolvimento da
habilidade de argumentar e provar em Matematica requer um trabalho voltado para tal, ou seja,

deve-se preparar a aula e o professor para a conducéo desta tarefa.

Pelos resultados que obtivemos, podemos especular que, em relagdo aos alunos
investigados nesta fase da pesquisa, esta habilidade ndo esta sendo desenvolvida em
sala de aula, uma vez que grande parte dos alunos apresentaram apenas exemplos
como argumentos e justificativas. (AGUILAR JUNIOR, 2012, p. 62-63).

Esse resultado aponta também para outras questbes, dentre elas, as seguintes
indagacOes: sera que o professor prova um teorema utilizando o rigor de uma demonstracéo?
Seria esse resultado obtido pelos alunos um trabalho de imitacdo? Da mesma forma, como ja
foi colocado pelos diversos autores analisados percebemos um enorme despreparo dos
professores em relagéo ao trabalho com provas e demonstragdes.

Constata-se, assim, que o ensino de prova ndo faz parte da pratica pedagogica da maioria

dos professores da Escola Basica. De fato a argumentacgéo lo6gico-dedutiva é uma habilidade
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que ndo pode ser ensinada em apenas algumas aulas. E uma habilidade que deve ser
desenvolvida desde os primeiros anos, ao longo de toda escolaridade dos alunos, numa
constante gradacdo dos niveis de argumentacdo, de maneira a conduzir o aluno a construir
justificativas que possam ser aceitas como prova de resultados matematicos.

Neste sentido, é importante compreendermos que nenhum conhecimento é construido
sozinho, mas sim em parceria. A pratica cotidiana do professor ndo pode ser pautada em um
conhecimento tacito, implicito, sem articulagdo com os conhecimentos cientificos, sobre os
quais ele deixa de exercer um controle especifico. Nesse sentido, 0 conhecimento estavel e
espontaneo mostra-se insuficiente para o professor atuar mediante os casos conflituosos que
requerem solucdes sensatas e imediatas. Seu conhecimento t4cito acumulado e cristalizado ja
ndo lhe permite corresponder a novas situagoes.

E urgente a formacdo de praticas inovadoras, geradas na e pela acdo do profissional
investigador, questionador de sua pratica educativa. Nao mais um mero repetidor de a¢Ges de
outras geracdes, mas um profissional capaz de fazer coisas novas.

Buscamos com essa pesquisa apresentar subsidios de que o ensino de provas e
demonstracdes, partindo da experimentacdo, pode levar o aluno a desenvolver um nivel mais

elevado de argumentacdo geométrica.

3.2 Caracterizando o Local da Pesquisa

Construir um objeto de estudo é um exercicio de indagagdo. Isso implica em
compreender que o problema de pesquisa ndo esta a deriva no mundo, pronto para ser
descoberto pelo investigador, mas ao contrario ele vai se forjando a partir de
inquietacbes do prdprio sujeito que se pretende pesquisar. (CARVALHO, 1995,
p.101).

Investigar a construcdo do conhecimento argumentativo partindo das provas e
demonstracdes geométricas pressupde caminhar em dois sentidos diferentes, porém
complementares: o primeiro, diz respeito ao estudante da Educacdo Basica, buscando
identificar o nivel de prova matematica utilizada por ele para demonstrar uma determinada
propriedade geométrica. O segundo, em relacdo ao estudante do curso de Licenciatura em
Matematica, futuro professor da Educacdo Basica, na perspectiva de verificar como esses
alunos compreendem uma prova matematica.

Ao adentrarmos nesse campo investigativo, vivenciamos conflitos que nos fazem
transitar entre a certeza e a davida, como também, entre as contradi¢des e a necessidade de

trazer algo novo para o conhecimento.
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Com o intuito de conhecer as percepcdes dos estudantes de diferentes niveis de ensino
em suas construcdes argumentativas, identificando os saberes que os circundam, parte de nossa
pesquisa foi construida com alunos do nono ano do Ensino Fundamental e do terceiro ano do
Ensino Médio na escola em que atuo como docente da disciplina de Matematica desde o ano de
2006: Escola Estadual Prefeito Jayme Toledo, localizada na zona urbana do municipio de
Caiana.

Trata-se de um pequeno municipio da Zona da Mata, regido leste do Estado de Minas
Gerias que segundo dados do IBGE (2016), conta com uma populacao estimada de cinco mil,
trezentos e noventa e oito (5.398) habitantes, area da unidade territorial de cento e seis virgula
quatrocentos e sessenta e cinco quilémetros quadrados (106,465 km?) e densidade demogréfica
de quarenta e seis virgula sessenta e seis habitantes por quildmetros quadrados (46,66 hab/km?).

Cidade que, segundo o Atlas Brasil (2013) do Programa das NacGes Unidas para o
Desenvolvimento, apresenta um indice de Desenvolvimento Humano (IDH) de zero virgula
seiscentos e trinta e trés (0,633), indice esse considerado como médio desenvolvimento, sendo
sua principal fonte de renda diretamente relacionada a producdo cafeeira.

A Escola Estadual Prefeito Jayme Toledo € uma escola pequena com um quadro total
de quinhentos e setenta e dois (572) alunos distribuidos em trés turnos: matutino, que possui
sete turmas, sendo duas do nono ano do ensino fundamental, duas do primeiro ano do ensino
médio, duas do segundo ano do ensino médio e uma de terceiro ano do ensino medio; vespertino
com trés turmas de sexto ano, duas turmas de sétimo ano e trés turmas de oitavo ano; e turno
noturno, que conta com trés turmas de Educacédo de Jovens e Adultos, uma turma do curso pos
médio e uma turma regular de terceiro ano do ensino médio.

Embora esteja situada na zona urbana, a escola possui caracteristicas bastante
semelhantes a uma escola de zona rural, pois, setenta por cento (70%) do corpo discente da
mesma é formado por alunos que moram nas comunidades rurais do municipio. Por ser a Unica
escola estadual do Municipio e também a Unica a oferecer ensino fundamental (sexto ao nono
ano) e ensino medio, a Escola Estadual Prefeito Jayme Toledo recebe também alunos de outras
localidades rurais proximas, pertencentes a outros municipios mineiros, além do municipio
limitrofe, Santa Clara, localizado no Estado do Rio de Janeiro.

Trata-se de uma escola bastante diversificada, tanto do ponto de vista pedagogico quanto
do ponto de vista didatico, ou seja, as turmas sao formadas por alunos com faixa etaria bem
diferentes.

Em relacdo a realidade social, constata-se a presenca de pontos muito semelhantes: a

maioria sdo “trabalhadores” rurais e ajudam os pais ou “patrdes” no cultivo da lavoura, desde
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o0 plantio ate a safra, 0 que muitas vezes compromete a frequéncia escolar, causando defasagem
de aprendizagem, culminando com um alto percentual de evasao.

Embora os alunos sejam disciplinados e participativos, as faltas excessivas e a carga
horéria de trabalho exaustivo a que sd@o submetidos, sdo fatores altamente prejudiciais ao
rendimento escolar, uma vez que a perda de contetdos base para o entendimento e
desenvolvimento de outros subsequentes dificultam a realizagéo de tarefas, principalmente no
que diz respeito a interpretacdo e resolucdo de problemas. As condicdes acima explicitadas,
além de outros fatores, apontam para a necessidade de construir praticas pedagogicas
inovadoras, que estimulem a construcdo de um raciocinio mais avancado, mais reflexivo e
critico.

Outra parte dessa pesquisa foi estruturada com alunos matriculados no terceiro periodo
do curso de Licenciatura em Matematica da Universidade do Estado de Minas Gerias (UEMG)
unidade de Carangola, localizada na zona da Mata Mineira, universidade na qual faco parte do
corpo docente, desde o inicio do primeiro semestre de 2013, trabalhando com as disciplinas de
Geometria Plana, Geometria Analitica e Geometria Espacial.

Ao iniciar meu trabalho nessa unidade de ensino, a mesma estava passando por um
periodo de transicdo. Funcionava como uma instituicdo particular de ensino superior
(Instituicdo Faculdades Vale do Carangola — FAVALE) associada a UEMG. Prestes a ser
absorvida pelo Estado como uma unidade de sua rede de ensino, a FAVALE/Carangola através
da Lei n° 20.807 de 26 de julho de 2013 que “dispde sobre a absor¢do das fundagdes
educacionais de ensino superior & Universidade do Estado de Minas Gerais — UEMG”, no inicio
do segundo semestre de 2013, junto a outros processos, de outras unidades, a Fundacdo de
Carangola teve sua absor¢ao implementada.

Em 30 de novembro de 2013, por meio do Decreto n° 46.539, a Instituicdo Faculdades
Vale do Carangola foi absorvida pela Universidade do Estado de Minas Gerais — UEMG,
passando a partir desta data a ser a primeira universidade publica da Zona da Mata Leste de
Minas.

O municipio de Carangola, segundo dados do IBGE (2016) tem uma populagdo
estimada em trinta e trés mil, quinhentos e treze habitantes (33.513) e area de unidade territorial
de trezentos e cinquenta e trés virgula quatrocentos e quatro quilémetros quadrados (353,404
km?). O Curso de Licenciatura Plena em Matematica da FAFILE foi implantado em 1975,
reconhecido pelo Decreto n® 79.264, de 14 de fevereiro de 1977, com a renovacdo de
reconhecimento pelo Decreto de n° 40.700, de 11 de novembro de 1999, conferindo ao

licenciado o titulo de Licenciatura Curta em Ciéncias com Habilitacdo Plena em Matematica.
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Buscando formar professores com amplo dominio do conhecimento matematico,
capazes de compreender e transformar a realidade com responsabilidade social, pautados em
valores e principios éticos da profissao, de cidadania e democracia, 0 curso de Licenciatura em
Matematica oferece exclusivamente vagas noturnas, com a intencdo de possibilitar aos
professores da regido, ampliar sua formacdo e ainda poderem trabalhar durante o dia, para
custear seus estudos.

Nessa perspectiva, o curso de Licenciatura em Matematica procura formar professores
capazes de desenvolver conhecimentos matematicos que estimulem o desenvolvimento do
espirito cientifico e do pensamento reflexivo dando-lhes condi¢Ges e oportunidades de
promover uma reflexao teorica e pratica sobre a matematica a fim de que possam compreender
sua formacdo profissional como processo continuo, autbnomo e permanente.

Entende-se que o caminho para se chegar a consolidacdo das ideias geométricas é longo,
pois parte da anélise do tipo de prova encontrado nas argumentacdes feitas por alunos da escola

basica e da evolucao desses argumentos encontrados nos alunos da universidade.

3.3 Os Sujeitos da Pesquisa

Nosso olhar no trabalho de campo, portanto, é orientado pelas nossas questées e pelo
que queremos investigar. Isso significa que ndo podemos inventar qualquer coisa
sobre a realidade nem abarcar sua totalidade. 1sso porque algo sempre escapa de nosso
olhar e de nossa sintese, por mais atentos e cuidadosos que sejamos. (FIORENTINI e
LORENZATO, 2012, p. 101)

Educar para vida ¢ um grande desafio. Modificar o processo de transformacao social
através da educacdo é trilhar um caminho que exige muita dedicacdo, energia e desejo de
mudanca de atitude frente a0 mundo em que se vive. Para que as mudancas acontecam é
necessario envolver-se com elas, ou seja, fazer parte da mudanca.

Considerando a Educacdo Matematica uma pratica social, o desenvolvimento de
trabalhos nessa area do conhecimento, segundo Fiorentini e Lorenzato (2012) torna-se
importante, pois fornece elementos que nos permitem compreendé-la. A Educacdo Matematica,
enquanto campo investigativo possui um objeto de estudo proprio com uma problematica
especifica e com suas proprias questdes investigativas.

Para Fiorentini e Lorenzato (2012) é por meio da andlise criteriosa do discurso dos
sujeitos envolvidos na pesquisa que “buscamos chegar a esséncia do fendmeno pesquisado: a
uma resposta a nossa questao” (FIORENTINI e LORENZATO, 2012, p.193). Portanto, mesmo

que a pesquisa esteja inserida em uma rede complexa de significados, a resposta, € 0
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‘pensamento’ dos sujeitos da pesquisa, ou seja, como eles veem, como percebem € como se
sentem em relacdo ao fato pesquisado.

De acordo com Borba e Araujo (2004), as pesquisas em Educacdo Matematica, devem
ser desenvolvidas a fim de que se possam obter modelos de como determinado grupo de alunos
ou professores pensam sobre um assunto. Qualquer que seja a alternativa de pesquisa a ser
seguida, o sucesso da investigacdo esta diretamente relacionado as experiéncias e reflexdes
desses grupos.

Quanto a metodologia empregada nas pesquisas, Fiorentini e Lorenzato (2012) afirmam
ser a natureza do objeto de estudo que ira definir qual a melhor abordagem metodoldgica a ser
seguida ou construida pelo investigador. Nessa perspectiva, a presente pesquisa foi
desenvolvida de forma que pudéssemos “ouvir’ a matematica desenvolvida pelos sujeitos-
colaboradores? da pesquisa. De acordo com Borba e Araujo (2004), esse tipo de metodologia
apresenta uma modalidade de pesquisa qualitativa que “enfatiza a valorizag¢ao da voz do sujeito
pesquisado” (BORBA e ARAUJO, 2004, p. 9).

Conforme ja sinalizamos, o I6cus de nossa investigacdo foi direcionado a alunos dos
anos finais do ensino fundamental e médio da Escola Estadual Prefeito Jayme Toledo,
localizada no Municipio de Caiana e aos alunos do terceiro periodo do curso de Licenciatura
em Matemaética da UEMG, unidade de Carangola. O fato de escolhermos esse campo de
pesquisa se justifica pela nossa trajetéria docente.

Quanto aos sujeitos-colaboradores dessa investigacdo, contamos com 28 alunos da
turma do nono ano “B” do ensino fundamental, com idades compreendidas entre 14 e 16 anos;
29 alunos do terceiro ano “A” do ensino médio, cujas idades variam entre 17 e 19 anos; e 19
alunos do terceiro periodo do curso de Licenciatura em Matematica, na faixa etaria de 20 a 34
anos.

A turma do nono ano “B” ¢ formada por vinte e uma meninas e sete meninos, dentre os
quais aproximadamente quarenta e sete por cento (47%) sdo moradores da zona rural e
enfrentam diariamente uma viagem de uma hora e meia para chegar até a escola. Devido as
estradas rurais do municipio ndo serem asfaltadas, em dias chuvosos o 6nibus escolar nao

consegue fazer o transporte desses alunos.

26 Sujeito-colaborador — de acordo com Fiorentini (2004) [...] um grupo autenticamente colaborativo é constituido
por pessoas voluntarias, no sentido de que participam do grupo espontaneamente, por vontade propria, sem serem
coagidas ou cooptadas por alguém a participar. As relagdes no grupo tendem a ser espontaneas quando partem dos
préprios professores, enquanto grupo social, e evoluem a partir da prépria comunidade, ndo sendo, portanto,
reguladas externamente, embora possam ser apoiadas administrativamente ou mediadas/assessoradas por agentes
externos”. (FIORENTINI, 2004, p. 53).
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No que diz respeito a aprendizagem, o grupo encontra-se em niveis bem diferenciados
de saberes. Alguns apresentam um nivel de compreensdo matematica bem mais avangado que
outros. Embora sejam bastante disciplinados, percebe-se que alguns desses alunos necessitam
de estimulos em forma de desafios a fim de que apresentem uma reagéo positiva.

O terceiro ano “A” apresenta uma trajetdria escolar um pouco conturbada, devido a
politicas Educacionais que ndo tiveram continuidade e ndo levaram em conta vérios fatores
relacionados a realidade dos territdrios educativos e de seus educandos. No inicio de 2014, foi
implantado o projeto Reinventando o Ensino Médio?’ desenvolvido pela Secretaria Estadual
de Educacéo que tinha como principal objetivo o desenvolvimento de um curriculo proprio de
ensino. Os alunos recém-ingressos no primeiro ano do ensino médio foram submetidos a esse
projeto com intuito de receberem uma capacitacdo voltada para o desenvolvimento do
empreendedorismo e gestdo de negocios.

Embora a proposta curricular do projeto fosse bastante inovadora, nem a escola, nem os
alunos estavam preparados para desenvolvé-lo. Diante disso, no inicio de 2015 o projeto ndo
teve continuidade e os alunos comecaram o segundo ano do Ensino Médio com o curriculo
baseado no CBC (Curriculo Basico Comum).

Dos vinte e nove alunos que compdem essa turma, 21 s&o meninas e 8 s&o meninos.
Dentre esses, noventa e quatro por cento (94%) sdo moradores da zona rural e enfrentam a
mesma rotina de transporte que os alunos do nono ano “B”. Apesar dos transtornos ocorridos
na vida escolar desses alunos durante o primeiro ano do ensino médio, o terceiro ano “A” € uma
turma motivada e interessada, principalmente quando lhe é proposta alguma atividade
desafiadora.

Um fato muito importante que tem sido observado durante alguns anos na escola, é que
0 numero de meninas nas turmas do turno diurno € bem maior do que o nimero de meninos.
Acredita-se que isso ocorra devido a divisdo do trabalho exercido nas lavouras de café.
Geralmente, cabe as mulheres organizar as “marmitas” que 0S homens levam para a lavoura,
bem como espalhar o café no terreiro; trabalho esse que executado nas primeiras horas do dia
e no fim da tarde. Os homens, no entanto, sdo responsaveis pela colheita do café e manejo da

lavoura; trabalho realizado durante todo o dia.

27O Projeto “Reinventando o Ensino Médio™ tinha como objetivo principal a reformulagdo curricular de Ensino
Médio da rede publica do estado. Com o propdsito de criar um ciclo de estudos com identidade propria e que fosse
capaz de propiciar ao estudante condiges de ingressar no mercado de trabalho, foi criado um curriculo que
favorecia a area da empregabilidade. Além disto, o projeto pretendia estimular o jovem a prosseguir seus estudos
aprofundando os conhecimentos que havia adquirido com os estudos nas areas de empregabilidade. (Governo de
Minas Gerais, Reinventando o Ensino Médio, 2011).
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Devido a essa circunstancia, as meninas levantam bem cedo, organizam as marmitas e
pegam o transporte escolar. Aos meninos, resta apenas a alternativa de se matricularem no
periodo noturno.

O perfil dos alunos do terceiro periodo do curso de Licenciatura em Matematica da
UEMG (Universidade do Estado de Minas Gerais), ndo é muito diferente do perfil dos alunos
da Educacdo Bésica. Muitos tambeém s&o trabalhadores rurais e enfrentam uma rotina de
trabalho pesado durante o dia, outros trabalham no comércio local e também possuem uma
carga horaria excessiva. Geralmente tentam aproveitar a hora de almogo ou o dia de folga para
se dedicarem aos estudos. Grande parte desses educandos reside nos municipios vizinhos de
Carangola e depende de transporte Escolar para se deslocar até a Universidade.

No que diz respeito a aprendizagem geométrica, durante algum tempo trabalhando com
essa turma tenho observado que grande parte dos discentes ndo consegue compreender que para
provar de forma l6gica alguma coisa é preciso partir de alguns elementos que devem ser aceitos
com base em uma teoria ou em alguns fatos verdadeiros que envolvem esses elementos. Na
maioria das vezes eles encontram grandes dificuldades em argumentar e explicitar com clareza
as ideias relacionadas as propriedades geométricas.

Levando em consideracdo as dificuldades encontradas por esses alunos em expressar
suas ideias num processo de prova que conjectura estruturas para a resolucdo de um problema
geomeétrico, percebe-se que apesar dos esforcos feitos nos Gltimos tempos para aperfeicoar o
ensino-aprendizagem da Geometria na Educacdo Basica, cada vez mais a maioria dos alunos
chega aos cursos de graduacdo com uma grande defasagem no que diz respeito a sua
aprendizagem, principalmente em relacdo a construcdo de argumentos que lhes permita provar
ou demonstrar uma determinada propriedade geométrica; 0 que nos remete mais uma vez a
inquietacdo:

“Como esses alunos, hoje ingressos em um curso de Licenciatura de Matematica,

amanh@, futuros professores, irdo se portar em sala de aula com relacéo a esse conte(do?”

3.4 A Atividade Investigativa Experimental

Entendemos por ciéncia uma sistematizacdo de conhecimentos, um conjunto de
proposices logicamente correlacionados sobre o comportamento de certos
fendmenos que se deseja estudar. (EVA LAKATOS, 1991, p. 80)

Desde a antiguidade, até os dias atuais, um camponés, mesmo iletrado, sabe 0 momento

certo da semeadura, adubacdo e colheita. Esse tipo de conhecimento utilizado pelo camponés



74

no manejo de uma lavoura € um tipo de conhecimento que parte da observacdo de um
determinado fendmeno, transformando-se em uma crenga aceita por vérias geragdes. Porém,
esse tipo de conhecimento ndo garante a certeza de uma boa colheita.

Para chegar a resultados desse tipo, faz-se necessario um conhecimento que se baseie
em investigacOes sistematicas obtidas de forma racional e que resultem em modelos que possam
ser generalizados quando submetidos a uma mesma situacéo.

Construir modelos de objetos, com base na investigacdo e experimentacdo de acordo
com Eva Lakatos (1991) séo caracteristicas de uma visdo construtivista, que considera como
ciéncia a construcdo de modelos explicativos para a realidade e ndo uma representagéo da
prépria realidade, em que ndo se espera apresentar uma verdade absoluta e sim uma verdade
aproximada que pode ser corrigida, modificada, abandonada por uma mais adequada aos
fendmenos.

Desenvolver a capacidade investigativa e a constru¢do do conhecimento cientifico com
base na experimentacdo, compde um dos principais objetivos para o ensino-aprendizagem de

matematica de acordo com os Parametros Curriculares Nacionais (1997):

“Questionar a realidade formulando-se problemas e tratando de resolvé-los, utilizando
para isso o pensamento ldgico, a criatividade, a intui¢do, a capacidade de andlise
critica, selecionando procedimentos e verificando sua adequa¢do” (PCN:
MATEMATICA, 1997, p. 06).

No que diz respeito a aprendizagem geomeétrica, segundo Imenes (1987), deveria iniciar-
se nas primeiras séries da Educacdo Bésica através da exploragdo sensorial de objetos, para que
logo cedo as criancas aprendam a reconhecer formas e classificar as figuras, “a fim de que mais
tarde sejam capazes de comparar e medir comprimentos, bem como descobrir e identificar as
propriedades dessas figuras” (IMENES, 1987, p. 58). Esse processo permite que a crianga a
partir da investigacdo e da experimentacdo construa o conceito de algumas dessas propriedades.

A utilizacdo de atividades de demonstracdes experimentais em sala de aula, de acordo
com Gaspar (2005) “[..] podem proporcionar situagdes especificas e momentos de
aprendizagem que dificilmente aparecem em aulas tradicionais” (GASPAR, 2005, p.230).
Segundo o pesquisador, 0 impacto que essas atividades provocam na construcdo do
conhecimento do aluno, tanto do ponto de vista cognitivo quanto da aprendizagem de conceitos,

confirmam que a experimentacdo pode ser pedagogicamente valida e significativa.
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Com base em estudos desenvolvidos por Figueroa 2, Meseguer Duefias 2° e Barreiro e
Bagnato *° citados por Gaspar (2005), voltados para o ensino de algumas propriedades da
Fisica, entende-se que a demonstracdo experimental de uma determinada propriedade em sala
de aula acrescenta ao pensamento do aluno elementos da realidade e da experiéncia pessoal,
que segundo Vygotsky (1998) podem preencher uma lacuna cognitiva caracteristica dos
conceitos cientificos e dar a esses conceitos uma (re) significagdo. Dessa forma, foram
desenvolvidas seis atividades de demonstracfes experimentais para serem trabalhadas com as
trés turmas durante o ano letivo de 2016.

Com intuito de identificar o nivel de prova encontrado nas demonstracdes feitas pelos
alunos envolvidos na pesquisa, com base no modelo proposto por Balacheff (1987; 2000) e com
a finalidade de verificar se partindo da experimentacéo é possivel fazer com que desenvolvam
um nivel de prova mais avanc¢ado, buscamos a partir desses experimentos chegar a esséncia do
fendmeno pesquisado, ou seja, a uma resposta a nossa questao.

Relacionando o conteudo a ser trabalhado em sala de aula com os objetivos da pesquisa,
optamos por fazer experimentos que levassem os alunos a investigar, analisar e conjecturar
algumas propriedades geométricas.

Os experimentos eram desenvolvidos a medida que iniciAvamos um novo contetido
proposto pelo CBC (Curriculo Basico Comum), com as turmas do nono ano do ensino

fundamental e do terceiro ano do ensino médio e também com alguns contetdos propostos no

28 Figueroa et al. (1994) realizaram um trabalho enfocando o uso das atividades de demonstragdo na Universidade
Simon Bolivar, em Caracas, Venezuela. Adotando uma concep¢do semelhante a das ‘lectures demonstrations’, as
demonstracdes foram apresentadas paralelamente as aulas regulares em um auditério com capacidade para
duzentas pessoas, em sessdes de duas horas, com a frequéncia média de uma apresentagdo a cada cinco semanas.
Essas sessGes foram assistidas voluntariamente pelos estudantes sem controle de presenca nem avaliacGes
individuais. Foram analisadas oito se¢es do programa de demonstracdes, assistidas por um total de 640 estudantes
da universidade, com frequéncia de cerca de 70%. Verificou-se que, dos alunos presentes, cerca de 80%
permaneciam, no auditério, durante as duas horas de demonstracOes. Este fator foi considerado pelos
pesquisadores como um indicativo de interesse e da participacdo ativa dos estudantes na maioria das
demonstracgdes. (Apud Gaspar, 2005).

29 Meseguer Duefias et al. (1994) relatam atividades semelhantes realizadas na Universidade Politécnica de
Valéncia, na Espanha. O trabalho, desenvolvido com a disciplina de Fisica, incluia o uso de equipamentos, videos
e softwares. Entrevistas realizadas com cerca de 60 alunos mostraram que, para a grande maioria, essas atividades
facilitaram a compreensdo da teoria. Os autores concluiram que as experiéncias motivaram os alunos, despertaram
neles o interesse pelos temas abordados e tornaram as aulas mais atrativas. (Apud, Gaspar 2005).

30 Barreiro & Bagnato (1992) desenvolveram um trabalho com aulas demonstrativas com a disciplina Mecénica
Geral |, destinada aos alunos dos cursos de Engenharia do Instituto de Fisica da Universidade Federal de Sao
Carlos, Brasil, durante o primeiro semestre letivo de 1992. As aulas teéricas e de exercicios foram intercaladas e
ilustradas com demonstracdes experimentais avaliadas, ao final, por meio um questionario respondido pelos
alunos. Em linhas gerais, das respostas dos alunos, os autores destacam a importancia atribuida a esse tipo de aula
como instrumento capaz de concretizar a teoria por meio da pratica. Em suas conclusfes afirmam que, para o0s
alunos, as demonstracBes experimentais tornaram as aulas mais interessantes, os conceitos ficaram mais bem
esclarecidos e a fixagdo da matéria melhorou, fatores esses que ajudaram na compreensdo da teoria, nas aplicag6es
e resolucdes de exercicios. (Apud, Gaspar 2005).
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plano de Ensino das disciplinas de Geometria Analitica e de Geometria Espacial para o curso
de Licenciatura.

3.5 As Provas Experimentais

Informal, quase empirica, a matematica ndo cresce através de um monétono aumento
do nimero de teoremas improvavelmente estabelecidos, mas através da melhoria
incessante de suposicOes por especulacao e critica, pela l6gica das provas e refutacoes.
(LAKATOS, 1978, p. 5).

Os experimentos aqui propostos foram estruturados em etapas, que em linhas gerais
apresentaram-se organizados da seguinte forma: “introducdo”, “desenvolvimento” e
“socializa¢do” dos conceitos ou propriedades construidos pelos alunos.

Na “introduc¢@o” dos experimentos, buscavamos inicialmente fazer uma abordagem
geral sobre o assunto que iriamos tratar durante a realizacdo de cada atividade. Acreditamos ser
importante que o professor explique para o0s alunos em que sentido a aula sera desenvolvida,
pois essa pratica possibilita a producdo de significados que serdo compartilhados entre os alunos
e o professor no contexto da atividade proposta.

Nessa perspectiva, procurando “significar” o conceito ou a propriedade geométrica que
seria demonstrada a partir da experimentacdo, na maioria das vezes, introduzimos o assunto
com o auxilio de um texto-base, que geralmente trazia uma curiosidade ou alguma aplicacéo
do conteddo abordado em situacdes de préaticas. O processo de leitura, de acordo com Silva e
Régo (2006) possibilita meios para que o aluno se torne um agente “ativo e interativo na
formagc&o de seu proprio conhecimento” (SILVA e REGO, 2006, p. 229).

No “desenvolvimento”, procuravamos inicialmente, com base na observagdo da
situacdo proposta, orientar aos alunos que a partir da manipulacao dos objetos representados no
experimento formulassem estratégias de solucdes para o fato observado. Nessa etapa,
solicitavamos que anotassem todas as estratégias construidas e todas as caracteristicas
observadas durante o processo de construcao.

Acredita-se que os registros sdo fundamentais na atividade desenvolvida, tanto para
“guardar” um resultado, como para refletir sobre uma “a¢do” executada. A elaboragdo de
estratégias de resolucdo de uma situagcdo proposta da oportunidade ao aluno de aprimorar 0

pensamento matematico.
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Para Lorenzato (2006), esse tipo de metodologia € um “processo que permite ao aluno
se envolver com o assunto em estudo, participar das descobertas e socializar-se com os colegas”
(LORENZATO, 2006, p.72).

Procuravamos, em cada experimento desenvolvido, a partir da “socializacdo” dos
resultados obtidos, com base nos argumentos construidos pelos alunos, fazer uma
sistematizacdo das propriedades abordadas por eles, buscando de maneira geral, acrescentar
alguns elementos importantes no desenvolvimento do pensamento matematico.

Para Lakatos (1978), essa abordagem também desempenha um papel essencial no
processo de aprendizagem, pois possibilita que aluno reconheca a matemética como um
conhecimento “social” e que seus significados ndo devem apenas ser eficientes na resolugdo de
uma determinada situacdo problema, mas que eles devem ser coerentes com o0s resultados
socialmente reconhecidos.

O quadro a seguir mostra as provas experimentais que foram realizadas com as turmas
do nono ano “B”, terceiro ano “A” e terceiro periodo do curso de Licenciatura, na ordem
cronoldgica em que foram aplicadas, bem como os equipamentos utilizados e as propriedades

geométricas abordadas. Logo em seguida faz-se uma breve descricdo de cada uma delas.

Quadro 1 — Provas Experimentais desenvolvidas

(Continua)
Experimento Conceitos Material utilizado NUmero | Turma
geomeétricos de aulas
| — Engenharia | Condig&o de Cartolina; régua; caixade | 2h/a 3°%ano
de Grego. alinhamento de trés | papeldo ou mochila. “A”
pontos; ponto
médio de um
segmento e
distancia entre dois
pontos.
In-A Elementos da Barbante; folha oficio; fita | 2h/a 3%ano
Excentricidade | elipse; adesiva; caneta; “A”
dos Planetas e a | excentricidade da procedimentos para
Primeira Lei de | elipse. construcdo geométrica da
Kepler. elipse (em anexo); situacao
problema e texto-base (em
anexo).
[11 - Curvas, Elementos da Barbante; folha oficio; fita | 2h/a 3% ano
superficies e hipérbole; adesiva; caneta; “A”.
arquitetura. definicédo de procedimentos para
hipérbole. construgdo geometrica da
hipérbole (em anexo) e
situacao problema.
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Provas Experimentais desenvolvidas

(continuacéo)

Experimento Conceitos Material utilizado NUumero | Turma

geometricos de aulas
IV - Curvas de | Projecéo ortogonal; | 300 g de Massa de 3h/a 9%ano
niveis. representacao plana | modelar (por grupo de “B”

de formas alunos); cartolina; palito

tridimensionais; de picole; Im,h"?‘ de nylon;

. mapa topogréafico do

curva de nlvel,. Municipio; projetor de

tipos de rele\{o_, slides; régua.

perfil topografico.
V-Provando o Teorema de Papel quadriculado; lapis | 2h/a 9%ano
Teorema de Pitagoras e de colorir; régua; “B”
Pitagoras. classificacédo de compasso; transferidor;

triangulos quanto a | tesoura; cola e texto-base

medida de seus (em anexo).

angulos.
VI- Descobrindo | Definicéo de Laboratdrio de 3h/a 3°
Propriedades Elipse; elementos | informatica; software periodo
das Conicas da elipse; Geogebra 3D; atividades
com o Geogebra | excentricidade das | propostas adaptadas do
—elipses e elipses; definicéo Caderno de Atividades de
hipérboles. de hipérbole; Geometria Analitica (em

elementos da anexo).

hipérbole.

Fonte: Elaborado pela autora

3.6 Provas Experimentas — etapas e desenvolvimento

[...] Sujeito ndo é uma distancia para com o social, é sim um ser singular que se
apropria do social sob forma especifica, transformada em representacGes,
comportamentos, aspiragdes, praticas etc. (CHARLOT, 2000, p.43).

Apresentamos a seguir a descrigdo dos experimentos realizados, a situagao proposta, 0s

objetivos e procedimentos de cada um. Vale ressaltarmos que as explicacdes, intervencgdes e

direcionamentos s&o relevantes em todo o processo de constru¢do do conhecimento do aluno.

Assim, planejamos cada etapa desses experimentos com o objetivo de atribuir significado a

linguagem matematica.

Entendemos que os alunos participam de forma distinta na apropriacdo do

conhecimento. Alguns se envolvem mais na realizacdo da atividade proposta e outros se

envolvem com menor intensidade. Acreditamos, porém, que a metodologia utilizada seja capaz

de contribuir nesse processo de ensino-aprendizagem matematica.
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3.6.1 Experimento | — Engenharia de Grego

= Situagdo proposta: “Encontrar uma maneira de projetar um tunel que sera construido
partindo ao mesmo tempo de dois pontos fixados no contorno de uma montanha”. (Adaptado
do Matematica Multimidia, UNICAMP, 1991).

= Objetivo: Aplicar conceitos basicos de geometria analitica na solu¢cdo de um problema
de construcdo civil, bem como desenvolver a capacidade de planejar, construir e avaliar um
projeto.

= Organizagdo da Turma: Grupos com quatro ou cinco alunos.

= Procedimentos: Inicia-se a aula fazendo uma breve explanagdo sobre o0 assunto que sera
abordado; em seguida, propdem-se a situacao problema. Na sequéncia, orientar os alunos a
fazer a representacdo gréafica da situacdo proposta. Propor aos alunos que criem estratégias para
solucionar a situacéo proposta. No final, faz-se a socializagéo dos resultados obtidos.

3.6.2 Experimento Il — A excentricidade dos Planetas e a Primeira Lei de Kepler

= Situacdo proposta: “Exceto por pequenas perturbacdes devido as influéncias de outros
planetas, no Sistema Solar, cada planeta gira em torno do Sol em uma érbita eliptica, tendo o
Sol em um dos focos (Primeira Lei de Kepler). Dessa forma, as excentricidades das orbitas dos
planetas sdo bem proximas de zero, configurando entdo 6Orbitas aproximadamente circulares”.
Por que isso acontece?

= Objetivo: identificar que esse fendmeno ocorre devido ao fato de que quanto mais
préximo de zero estiver o foco, os comprimentos dos eixos maior e menor da elipse tendem a
igualar-se, chegando a propriedade de que a excentricidade da elipse é igual /.

= OQOrganizacdo da turma: individualmente.

= Procedimentos: inicia-se a aula com a leitura e a interpretacdo do texto-base deixando
que os alunos se posicionem em relacdo as informacdes apresentadas; em seguida, faz-se a
construcdo geométrica da elipse, de acordo com o modelo proposto por Costa 2007 (modelo
em anexo). Na sequéncia, propor aos alunos que com base na construcao feita apresentem uma
solugéo para a situagdo proposta; no final, faz-se a socializagcdo dos resultados apresentados

pelos alunos.
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3.6.3 Experimento 11 — Curvas, superficies e arquitetura

= Situagdo proposta: “Com base na construcdo feita (Ramo da Hipérbole), compare os
valores obtidos entre as distancias do ponto P aos focos da hipérbole sobrepondo os barbantes
e verifique o que essa diferenca pode corresponder na hipérbole”.

= Objetivos: identificar alguns elementos das hipérboles e apresentar sua definicdo a partir
da construcéo realizada.

= Organizagédo da turma: individualmente.

= Procedimentos: iniciar o experimento fazendo uma explanacdo sobre o assunto
mostrando imagens de algumas construcées arquitetdnicas onde sdo encontradas formas que se
assemelham a uma hipérbole. Como essa curva ndo é muito conhecida pelos alunos, fazer uma
apresentacdo de suas principais caracteristicas. Se necessario utilizar massa de modelar e um
cone feito com papel cartdo para mostrar-lhes como essa curva pode ser obtida a partir da
intersecdo deste, por uma superficie plana. Prosseguir o experimento com a construcao
geométrica do ramo da hipérbole seguindo modelo proposto por Costa (2007), modelo em
anexo). Observacao: nessa etapa julgamos ser necessario que o professor realize a construcao
no quadro junto com os alunos. Para que os alunos compreendam a condi¢do que define
hipérbole, orienta-los a escolher um ponto P qualquer da hipérbole e medir, com o auxilio de
um pedaco de barbante a distancia desse ponto a cada um de seus focos anotando os valores
obtidos. Em seguida comparar os valores entre as distancias do ponto P aos focos da hipérbole
sobrepondo os barbantes e verificar o que essa diferenca pode corresponder na hipérbole. Fazer
a socializacdo dos resultados obtidos pelos alunos.

3.6.4 Experimento IV — Curvas de Nivel

= Situacdo proposta: “As curvas de nivel sdo usadas por varios tipos de profissionais como
geologos, engenheiros, cartografos e agronomos. Suas aplicacfes vao desde analise de erosdes
até manobras militares. Com base no mapa cartografico do Municipio de Caiana (em anexo),
onde fica localizada nossa escola, identifiguem um tipo de relevo e com a massa de modelar
facam a construcdo do mesmo. Em seguida fagam cortes paralelos no relevo construido
comecando de baixo para cima e provem que as projecdes desses cortes sobre um plano
determinam as curvas de nivel desse relevo™.

= Objetivos: desenvolver experimentalmente 0s conceitos geométricos de projecao

ortogonal; aprimorar a capacidade de visualizacdo e associacdo de figuras tridimensionais a
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uma representacdo plana; e aplicar conhecimentos geométricos a situagdes de carater pratico
partindo do estudo das curvas de nivel e suas aplicacoes.

= QOrganizacdo da turma: grupos com cinco alunos.

= Observacao: por se tratar de uma aula interdisciplinar para o desenvolvimento do
experimento contamos com o0 apoio da professora da disciplina de Geografia.

= Procedimentos: inicia-se a aula com uma apresentacéo feita pela professora de Geografia,
sobre alguns tipos de curvas de niveis encontrados no entorno da escola e breve explanagédo
sobre o conceito de Relevo. Na sequéncia, faz-se uma explanacéo sobre como as curvas de nivel
sdo obtidas. Em seguida, divide-se a turma em grupos distribuindo o material necessario ao
desenvolvimento do experimento. Nessa etapa € importante deixar os alunos manusear a massa
de modelar para que figuem mais familiarizados com o material. Para isso, sugere-se que
construam com a mesma, algumas formas de relevo que podem ser encontradas no percurso
feito de suas casas até a escola. Na etapa seguinte, orientar aos alunos a escolherem uma das
formas de relevo apresentadas pela professora de Geografia, ou até mesmo utilizar a construgéo
realizada anteriormente por eles, para que possam modelar a mesma e desenvolver com base

nela a situacdo proposta. No final, faz-se a socializa¢do dos resultados obtidos.
3.6.5 Experimento V — Demonstrando o Teorema de Pitagoras

= Situa¢do proposta: “Vamos trabalhar como os matematicos: vamos demonstrar o
Teorema de Pitagoras - Prove que a area do quadrado que tem o lado com medida igual a
medida da hipotenusa de um triangulo retangulo € igual a soma das areas de outros dois
guadrados que tém os lados com medidas iguais aos lados dos catetos desse mesmo triangulo”.

= Objetivos: comprovar a relagdo métrica conhecida como Teorema de Pitagoras.

= Organizagdo da turma: individualmente.

= Procedimentos: inicia-se a aula com a leitura do texto-base, incentivando os alunos
apresentarem suas interpretacoes e contribuicOes a respeito das informagdes apresentadas. Na
etapa seguinte, com base nas informagcdes obtidas do texto, apresenta-se a situagao proposta. E
importante que nessa etapa os alunos formulem uma hipotese e uma tese a partir do Teorema
para que entdo possam prova-lo. No final, propdem-se a socializagdo dos resultados obtidos
com o experimento a fim de que os alunos possam comparar as suas respostas com as de seus

colegas.
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3.6.6 Experimento VI — Construcdo de Conicas com o0 GEOGEBRA

= Situacdo proposta: Com base no comportamento das conicas construidas com o auxilio
do GEOGEBRA encontre um modelo matematico que represente cada situacao observada.

= Objetivos: desenvolver nos discentes as capacidades de reconhecer uma conica, seus
elementos e demonstrar algumas de suas propriedades a partir de suas representacdes graficas.

= Organizacdo da turma: dividir os alunos em duplas ou individualmente, conforme a
capacidade do laboratério de informaética.

= Procedimentos: inicialmente faz-se uma breve explanagdo sobre as fungdes de cada
ferramenta do software GEOGEBRA. Na sequéncia, propdem-se a realizacdo das atividade de
construcdo e analise do comportamento grafico das Cdnicas construidas no desenvolvimento
do experimento. Na etapa seguinte, faz-se uma socializacdo das ideias abordadas no

experimento.
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4. RESULTADOS E DISCUSSOES

Nem sempre é possivel a quem planeja uma demonstracdo experimental saber quais
os limites ou qual o alcance dessa intersubjetividade, ou seja, quais ideias serdo bem
entendidas e quais terdo sua explicacdo adiada para uma atividade posterior ou para
um futuro mais distante. (GASPAR, 2005, p. 247)

Apresentam-se nesse capitulo a analise das aplicacdes e os resultados obtidos nos seis
experimentos desenvolvidos com as turmas do nono ano B do ensino fundamental, terceiro ano
A do ensino médio e terceiro periodo do curso de Licenciatura em Matematica.

Como critérios de andlise dos resultados, utilizamos os argumentos expressos pelos
alunos antes e durante a realizacdo dos experimentos. Fomos anotando todo tipo de
guestionamento feito e ao final recolhemos todo material produzido, para fim de anélises
posteriores.

Conforme dito anteriormente, a presente pesquisa buscou responder as seguintes

questoes:

a) Em que nivel de prova encontram-se as argumentacdes utilizadas por alunos do
ensino fundamental, ensino médio e do curso de Licenciatura em Matematica para validar
um processo de prova Geométrica?

b) Partindo de “Provas Experimentais” é possivel que esses alunos alcancem um

pensamento Geométrico mais avancado?

A fim de compreender o nivel de prova geomeétrica utilizado pelos sujeitos da pesquisa
em um processo de demonstracdo, procurou-se fazer uma anélise de como os alunos estruturam
suas argumentacOes para provar uma determinada situagdo de acordo com o modelo proposto
por Balacheff (1987; 2000).

Nesse estudo, Balacheff (2000) traz uma nocdo de prova sobre o ponto de vista da
matematica praticada pelo aluno, para isso, utiliza uma abordagem experimental permitindo
que os processos de prova utilizados na resolugdo de um problema possam ser entendidos mais
facilmente.

A pesquisa realizada por Balacheff (2000), foi desenvolvida em um ambiente social
(escola) que exige uma interacdo falada do observador (professor), porém, requer que 0 mesmo
faca poucas intervengdes nas discussdes que forem ocorrendo, a fim de nédo interferir nas

decisbes tomadas pelos alunos.
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Entre os vérios tipos de provas conceituais e pragmaticas, Balacheff (2000), aponta para
quatro tipos principais que possuem uma posi¢édo privilegiada no desenvolvimento cognitivo
do aluno: o empirismo ingénuo, o experimento crucial, 0 exemplo genérico e a experiéncia de
pensamento.

= Empirismo Ingénuo: consiste em chegar a um resultado verdadeiro através da
verificagdo de varios casos. Estes sdo muito rudimentares e também séo insuficientes
meios de prova.

= Experimento Crucial: a expressao experimento crucial refere-se a um experimento que
permite que uma escolha seja feita entre duas hipéteses, considerando que o resultado
obtido deve ser considerado diferente em uma ou outra hipdtese.

= Exemplo Genérico: o exemplo genérico envolve fazer explicitas as razGes para a
verdade de uma proposicdo por meio de operacdes ou transformacdes feitas em um
objeto, ou seja, parte da analise de uma propriedade particular para se chegar a uma
propriedade geral.

= Experiéncia de Pensamento: envolve a acdo internalizada destacando-se de uma forma
particular de representacdo. Isso ocorre por meio de um desenvolvimento narrativo
temporal, onde as operagdes e fundamentagdes das provas percorrem um outro caminho,
ou seja, exige uma maior maturidade matematica.

De acordo com Balacheff (2000), essas formas de provas estruturam-se seguindo um
tipo de hierarquia construido sob uma ordem de apresentacdo que depende do tipo de
conhecimento envolvido na construcdo da argumentacao. Assim, do empirismo ingénuo para a
experiéncia de pensamento, existe um longo caminho a ser percorrido pelo aluno.

Nas atividades de Provas Experimentais propostas, buscou-se encontrar subsidios que
apontassem para importancia da utilizacdo das mesmas como base para a construcdo de um
pensamento geométrico mais avancado. Nesse trabalho, o conceito de prova diz respeito ao
desenvolvimento e elevacdo da compreensdo que o aluno deve ter. E um conceito que no
apenas difunde-se em seu trabalho na matematica, mas é também envolvido em todas as
situagBes onde uma concluséo seja alcancada e a decisdo seja construida

Os recortes que apresentaremos a partir de agora sdo uma sintese dos resultados obtidos
nas seis atividades experimentais desenvolvidas. Optamos por realizar algumas transcri¢fes das
falas e de alguns pontos que julgamos caracterizadores do processo desencadeado durante os
experimentos. Os registros escritos dos alunos foram analisados com intuito de descortinar a
relagdo entre a compreensdo expressa pela fala e a escrita usada para representar tal

compreensao.
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4.1 Experimento | — Engenharia de Grego

Ao iniciarmos o segundo bimestre do ano letivo, no més de abril, o conteddo a ser
trabalhado com a turma do terceiro ano “A” proposto pelo planejamento anual de acordo com
os Contetidos Basicos Comuns®! (CBC, 2006) de matematica para o ensino médio, propunha
0 estudo de alguns topicos de Geometria Analitica, dentre eles: o estudo do ponto e da reta, bem
como algumas de suas principais propriedades, como: distancia entre dois pontos, condicdo de
alinhamento entre trés pontos, ponto médio de um segmento e a equacdo geral da reta.

O objetivo desse estudo é desenvolver no aluno a capacidade de compreender e utilizar
0 pensamento geométrico a fim de que possa resolver situacdes-problema de localizagéo e
deslocamento, reconhecendo as nocGes de direcdo e sentido, de angulo, de paralelismo e de
perpendicularismo.

Procurando relacionar o contetdo a ser trabalhado com a turma e o objetivo de nossa
pesquisa, optamos por iniciar esse estudo partindo de uma atividade experimental, que de
acordo com Alves (2002), deve ser entendida como um “objeto didatico”, ou seja, o produto de
uma Transposi¢cdo Didatica capaz de agregar caracteristicas de versatilidade e contribuir de
forma mais significativa para o processo de ensino-aprendizagem. Assim, estruturamos nossa
aula com base no experimento “Engenharia de Grego®?”.

Adaptado do portal M3 Matematica Multimidia da UNICAMP, o experimento
Engenharia de Grego tinha como principal objetivo desenvolver nos alunos a capacidade de
planejar, construir e avaliar um projeto, bem como aplicar conceitos basicos de geometria
analitica na solucdo de um problema de construcéo civil.

Seguindo uma sequéncia didatica que nos parecia mais coerente, introduzimos o assunto
proposto para aquela aula fazendo uma explanacéo geral sobre o contedldo que iriamos abordar.
Com o auxilio do livro didatico Matematica Ciéncias e AplicacGes (IEZZI et al., 2014), adotado
pela escola para o terceiro ano do ensino médio, apontamos alguns fatos do cotidiano nos quais
sdo aplicados alguns conceitos basicos da Geometria Analitica. Ap6s fazermos essa introdugéo,

organizamos 0s dezessete (17) alunos presentes naquele dia, em grupos, obtendo assim, trés

31 CBC - proposta curricular que estabelece os conhecimentos, as habilidades e competéncias a serem adquiridos
pelos alunos na educacéo basica, bem como as metas a serem alcangadas pelo professor a cada ano nas escolas da
rede publica Estadual de Minas Gerais. A definicdo dos contetidos basicos comuns (CBC) para os anos finais do
ensino fundamental e para o ensino médio constitui um passo importante no sentido de tornar a rede estadual de
ensino de Minas num sistema de alto desempenho.

320 experimento “Engenharia de Grego™” foi adaptado do portal educacional M3 Matemaética Multimidia que
contém recursos educacionais multimidia em formatos digitais desenvolvidos pela Unicamp com financiamento
do FNDE, SED, MCT e MEC para o Ensino Médio de Matematica no Brasil.
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grupos com quatro integrantes cada e um grupo com cinco. Na etapa seguinte, o problema foi
dado aos alunos, sem antes explanarmos qualquer defini¢do ou conceito do contetdo abordado:

Encontrar uma maneira de projetar um tunel que sera construido
partindo ao mesmo tempo de dois pontos fixados no contorno de uma
montanha.

O problema apresentado foi escolhido como forma de se observar a possibilidade dos
alunos utilizarem conceitos matematicos anteriormente adquiridos como base para resolucéo
da situagdo proposta. Acreditamos que essa contextualizacdo seja muito importante na
abordagem com o aluno, pois 0s mesmos demonstram mais interesse quando o contetdo é
apresentado dessa forma.

Prosseguimos o experimento orientando aos alunos que realizassem 0s seguintes

procedimentos a fim de que pudessem representar graficamente a situacdo dada:

Coloque uma cartolina em um local plano; sobre ela coloque uma
mochila que ir4 simular a montanha; faga o contorno da montanha e
margue nesse contorno dois pontos que serdo as extremidades do tunel.
Anote todas as estratégias que irdo utilizar para realizar a tarefa.

Explicamos apenas o que deveria ser feito para representar a situacdo proposta, de forma
que os alunos pudessem discutir ideias, justificativas, estratégias e argumentos para formulacao
da solucdo do problema. Percebemos nesse momento muita interacdo entre 0s componentes dos
grupos. Notamos que todos estavam empenhados em determinar estratégias para solucionar a

situacdo proposta (como mostra figura 05).

Figura 5 - Alunos desenvolvendo a primeira etapa do experimento
= i 3 iL_L

Fonte: Dados da pesquisa
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Na sequéncia, os alunos deveriam planejar como escavar a montanha de forma que as
escavacles se encontrassem num mesmo ponto. Esperdvamos nessa etapa que 0S mesmos
utilizassem alguns conceitos de geometria para decidir em que direcdo iniciar as escavacdes em
cada uma das extremidades do tunel.

Como n&o haviam recebido nenhuma sistematizacao sobre o contetdo, todos os grupos
tiveram muita dificuldade em estabelecer o critério que iriam seguir para resolver o problema
proposto. Muitos se queixavam por ndo saber qual “férmula” deveriam utilizar para resolver o

problema, como pode ser constatado nas transcri¢cdes de algumas falas desses alunos:

Aluno A: “Professora, qual formula nds temos que usar para resolver
o problema? (Aluno A, 3% ano A).

Aluno B: “Professora, em qual pdagina do livro eu encontro a formula
para resolver essa atividade? (Aluno B, 3° ano A).

Aluno C: “Ndo temos como resolver o problema, pois a senhora ainda

ndo explicou essa matéria.” (Aluno C, 3°ano A).
P

De acordo com Nasser e Tinoco (2003), essas manifestacdes revelam que quando
desafiados a resolver uma determinada situacdo problema, os alunos se limitam a usar um
argumento de “autoridade”, na maioria das vezes, pelo motivo de nédo terem sido acostumados
a investigar. Assim, ficam esperando que o professor determine quais estratégias devem seguir
para chegar a solucéo do problema proposto.

Esses tipos de questionamentos nos remetem a ideia de que o trabalho com a Matemaética
enfatiza sempre um conhecimento finalizado, pronto para ser transmitido, ou seja, uma relagéo
ensinar-aprender, em que o professor é aquele que sabe e o aluno deve aprender aceitando
passivamente o discurso do professor.

Segundo Hanna (2000), a ocorréncia desse tipo de comportamento esta relacionada ao
fato dos alunos estarem acostumados a lidar com atividades sequenciadas, abordadas sempre
de forma mecanizada. Para a pesquisadora, essa abordagem faz com que a Matematica seja
trabalhada pela Matematica em si mesma, sem considerar a possibilidade de oferecer ao aluno
uma vivéncia das ideias matematicas de forma que os mesmos possam compreendé-las.

Consideramos que 0s conceitos matematicos sdo formados pela acéo interiorizada do
aluno, pelo significado que d&o as formulag¢fes que enunciam e as verificagdes que realizam.

Nessa perspectiva, tendo em vista os questionamentos feitos pelos grupos, para que se sentissem
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mais “livres” na investigagdo da situacdo proposta, julgamos ser necessario fazer uma

intervencdo, a fim de esclarecer que eles deveriam criar seus proprios métodos de resolucgéo.

“Ndo tem uma formula exata, vocés devem escolher os procediment0s
que irdo seguir para soluciona-lo. Analisem o problema e construam
estratégias para tentar soluciona-lo da maneira que acharem mais

conveniente”. (Professora, dados da pesquisa).

Ap0s essa intervencédo percebemos que os alunos sentiram-se mais seguros para assumir
e defender posicionamentos, tomar decisdes e formular estratégias para tentar solucionar o
problema proposto.

De acordo com Nasser e Tinoco (2003), “é sempre recomendavel ouvir o aluno para
bem compreender a sua maneira de pensar” (NASSER e TINOCO, 2003, p. 56). Quando esse
é convidado a manifestar sua forma de pensar, maior sera a possibilidade de aprendizagem, pois
0 mesmo participa da busca por “significar” as ideias trabalhadas. Nesse sentido, prosseguimos
0 experimento, sempre nos preocupando em identificar possiveis concepgdes espontaneas ou
explicacOes prévias dadas por eles.

A cada etapa do processo, procuravamos saber o que os alunos esperavam com a
realizacdo dessa atividade. A medida em que propunham suas proprias interpretacdes para a
situacdo, procuradvamos reunir essas ideias no quadro.

Entendemos que essas discussfes em grupo e no grupo contribuiram para que os alunos
tivessem oportunidade de expor suas opinides. Percebemos também que 0s mesmos sentiram-
se motivados e desafiados a participar desse processo. No decorrer dessas discussoes,
recebemos de um determinado grupo, denominado aqui por grupo 01, uma contribuicéo
bastante interessante em relagéo ao problema proposto:

Grupo 01: Para determinarmos a direcdo em que as equipes deverao
escavar precisamos saber onde cada equipe estd localizada. Se
tracarmos um plano cartesiano, poderemos encontrar as coordenadas
dos pontos A e B que se encontram nas extremidades da montanha e
assim determinar a distancia entre eles. Depois € s6 encontrarmos o
ponto médio desse segmento e assim saberemos o local de encontro das
duas equipes. (Grupo 01, 3° ano A, 2016)
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Figura 6 - Modelo proposto pelo grupo 01

Fonte: Dados da pesquisa

Nesse momento, observamos que ao se envolverem com a tarefa de verificar a distancia
entre as extremidades da montanha, com o propoésito de determinar as coordenadas dos pontos
A e B, o grupo 01 tracou as estratégias (figura 07) que seguiriam para solucionar o problema.
Esse ato propicia o estabelecimento de uma relacdo com o saber. Na tentativa de solucionar o
problema, os alunos recorreram a conhecimentos adquiridos anteriormente e que julgavam ser

suficientes para solucionar a situagdo proposta.

Figura 7 - Estratégias apresentadas pelo grupo Olpara solucionar a situacéo proposta
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Ao focalizarmos a atividade desenvolvida, constatamos que as ideias utilizadas para
solucionar o problema fazem parte de uma habilidade mental do aluno que lhe permite
reconhecer e identificar algumas relacbes matematicas, que de acordo com Nasser e Tinoco
(2003), esta diretamente ligada a capacidade de justificar conceitos.

Considerando a importancia da construgdo do conhecimento, vemos nos argumentos
construidos pelos alunos um grande valor educacional, pois, ao determinar as estratégias que
seguiriam para solucionar a situacdo proposta, eles trabalharam com afirmacdes que
descreviam, de maneira bastante préxima, uma situacdo vivida expressa numa linguagem
matematica estruturada e formalizada de acordo com a sua percepcao.

Analisando as estratégias construidas pelo grupo e a solucdo apresentada para o
problema, verificamos que, de acordo com Balacheff (1987), o tipo de argumentacdo utilizada
pelos alunos para provar o resultado obtido ¢ conhecida como “Prova Pragmatica” e classificada
como “Empirismo Puro”. Nesse tipo de prova 0 aluno tira suas conclusdes a respeito de uma
determinada situagéo a partir de um pequeno teste que realiza.

Nessa caracterizacdo, fica implicita a ideia de que, ao desenvolverem estratégias para
solucionar uma determinada situacdo dada, os alunos ndo se preocupam em demonstrar esse
fato como uma verdade matematica, ou seja, buscam apenas encontrar resultados, que na
maioria das vezes apresentam-se de forma bastante empirica, mas que de certa forma
consideram solucionar o problema. Como pode ser notado na solugéo apresentada pelo grupo
04.

Figura 8 - solucéo proposta pelo grupo 04
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Fonte: Dados da pesquisa

Na sequéncia, propusemos aos alunos a socializa¢éo dos resultados obtidos para que 0s
mesmos analisassem as estratégias desenvolvidas por eles e pelos demais grupos, a fim de que

pudessem verificar a validade dos argumentos construidos e 0s possiveis erros cometidos.
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Durante a socializagdo dos resultados, constatamos que o0s alunos perceberam a
necessidade da generalizacdo das ideais matematicas e reconheceram a importancia do

conhecimento cientifico como forma de preencher o sentido das ideias trabalhadas (figura 09).

Figura 9 - Comentario feito pelo aluno Y em rela(;ao a atividade desenvolvida
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Observamos nessa etapa, que embora as estratégias utilizadas por todos 0s grupos para
solucionar a situacéo proposta fossem as mesmas, cada grupo distinguiu sua referéncia espacial
com base na localizacdo dos pontos que haviam fixado nas extremidades da montanha. Notamos
que, enquanto no primeiro argumento (grupo 02) os alunos buscaram descrever com palavras
todos os procedimentos necessarios para que as equipe “A” e “B” efetuassem as escavagoes,
nos outros dois argumentos construidos (grupo 03 e grupo 04) os alunos limitaram-se apenas

em apresentar as operacGes matematicas que realizaram para chegar a conclusdo apresentada.

Figura 10 — Estratégias apresentada pelo grupo 02
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A equipe “A” comegara na extremidade A (lado esquerdo
da montanha no ponto (1,1) ...

A equipe “B” comecara na extremidade B (lado direito da
montanha no ponto (22,14).

A frente A escavara 12,345 km da esquerda para a direita
com uma inclinagdo de 31° para o Norte.

A equipe B escavara 12,345km da direita para a esquerda
com uma inclinacdo de 31° para o Sul.

Fonte: Dados da pesquisa.
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Flgura 11 - Solugoes apresentadas respectivamente pelos grupos 03 e 04

LLES L ER.CS ymiyarys o —
L 2 )
In: @30 ym=2aelqas)
L E——
’M:O ym = ﬁé
2
¥ =0 35
PR
Day i 445 2\ 0;00)
e 23,35 5'\,9,-_;9,5)_
mp: " 22.35

g Go e Ko A = t9c0,913% 267

; > o —

’Vm'\v -

= I*’&md‘.d A i (am \Q‘u&:

medip B
qf‘;‘e f}gémmm

a(a.2) ; Hms)

Xuz XeiXs Yn:.‘tM‘lﬁ
2 &
T Yas 30730
g ]
M gé = ‘{E
S a
xz 8% juz 20

Fonte: Dados da pesquisa.
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Para Lakatos (1978) essas contradi¢Ges apresentadas, séo favoraveis para o crescimento

do conhecimento matematico do aluno. Segundo o pesquisador,

o ponto de partida para todo

processo de desenvolvimento matematico é encontrado na experiéncia que uma contradi¢do

pode proporcionar” (LAKATOS, 1978, p.45). E importante destacarmos, que a proposta de

trabalho aqui apresentada valoriza o raciocinio e estimula o interesse do aluno, como pode ser

notado no comentario feito pela aluna “B” a respeito da atividade realizada (figura 12).

Figura 12 - Comentario da aluna “B” do 3° ano A
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Fonte: Dados da pesquisa.

Dessa forma, acreditamos que o experimento desenvolvido deu énfase a comunicacao

de ideias e a continua construcdo do conhecimento matematico produzido. Percebemos nas
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interacOes entre os alunos e nas exposi¢cdes de ideias e estratégias apresentadas durante o
desenvolvimento do experimento uma crescente autonomia intelectual e critica.

Ao final do experimento, ndo nos preocupamos em apresentar uma sistematizacao da
solucdo do problema proposto. Apos as apresentacdes dos grupos, a partir dos argumentos e
das estratégias construidas por eles, apenas buscamos demonstrar as propriedades geométricas
que utilizaram em suas argumentacOes, a fim de auxiliar na constru¢cdo de um pensamento

geométrico mais avancgado.
4.2 Experimento 11 — A excentricidade dos Planetas e a Primeira Lei de Kepler

Esse experimento foi desenvolvido com a turma do terceiro ano “A”, com o objetivo de
trabalhar o conceito de elipse, bem como a defini¢do de algumas de suas propriedades partindo
da construcdo geomeétrica. O experimento foi realizado no segundo bimestre do ano letivo
escolar de 2016, no final do més de maio, quando iniciamos o estudo das “Superficies Conicas”.

Para despertar o interesse da turma sobre o assunto que iriamos tratar, introduzimos o
experimento com a leitura do texto: “As Orbitas dos Planetas” (IEZZI et al, 2014, p. 96). O
texto traz uma breve explanacdo sobre o0 modelo Heliocéntrico, proposto inicialmente pelo
astrdbnomo austriaco Aristarco de Samos [310 a.C — 230 a.C.] e retomado posteriormente pelo
astrbnomo polonés Nicolau Copérnico [1473 - 1543], além disso, contém também algumas
informacdes sobre as Orbitas Elipticas dos Planetas e a Primeira Lei de Kepler.

As informag0es contidas no texto, de fato despertaram muito o interesse dos alunos.
Antes mesmo de terminarmos a leitura, percebemos que duas alunas apresentavam-se
incomodadas com as informacg6es ora apresentadas. Fizemos entdo uma pausa e pedimos as
mesmas que compartilhassem aquela inquietacdo com a turma. Embora tivessem ficado um
pouco envergonhadas, uma das alunas aqui denominada de Aluna “X”, fez o seguinte

guestionamento:

Aluna X: Por que a maioria das descobertas foram feitas antigamente?
Como aquelas pessoas conseguiam descobrir tantas coisas naquela

época?

Nesse momento, outra aluna da turma, denominada Aluna “Y” fez a seguinte
g

intervencao:

Aluna Y: Porque eles tinham “curiosidade”.
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Para Bicudo (2010), o trabalho interdisciplinar revela uma caracteristica muito
importante na construgdo do conhecimento. Os saberes manifestos da acéo reflexiva véo
obtendo significados e diferentes perspectivas sdo alcancadas dando oportunidade aos alunos
de relacionar o que ja sabem ao conhecimento que esta sendo construido.

Aproveitamos o dialogo iniciado, com o objetivo de estabelecer uma conexdo entre o
questionamento feito pela aluna X e a atividade que iriamos realizar. Buscamos, ent&o,

explicitar que toda “descoberta” requer uma interrogacdo € uma natureza investigativa:

Professora: Uma descoberta ndo é uma tarefa que exige apenas um
olhar para o que esta pronto € uma acgéo que se relaciona integralmente

com uma busca incessante por uma reposta.

Para Lakatos (1978), a “atividade investigativa ¢ uma atividade humana” e certos
aspectos dessa atividade podem emergir e desenvolver-se a partir de uma mente cheia de
guestionamentos e ideias (LAKATOS, 1978, p. 186).

Apds varias discussdes a respeito das informacg6es contidas no texto, prosseguimos o
experimento. A fim de que pudéssemos analisar precisamente o tipo de argumentacéo utilizada
por cada aluno no desenvolvimento desse processo, orientamos aos mesmos a realizarem as
préximas etapas do experimento individualmente.

A etapa seguinte do experimento consistia em realizar a construcdo geométrica da elipse
e optamos por fazer essa construcdo na lousa junto com os alunos, utilizando o modelo proposto
por Costa (2007).

A cada passo dessa construcdo, procuravamos interagir com os alunos procurando
verificar possiveis dificuldades encontradas por eles nesse processo. A turma estava muito
envolvida com a realizagdo dessa atividade, por isso ndo identificamos nenhum aluno com
dificuldade em compreender os procedimentos utilizados.

Realizado o experimento, orientamos aos alunos que observassem a construcdo obtida
e identificassem alguns pontos que considerassem importante na curva. Partindo dessa

observagao, propusemos a eles o seguinte desafio:

Exceto por pequenas perturbacdes devido as influéncias de outros
planetas, no Sistema Solar, cada planeta gira em torno do Sol em uma
oOrbita eliptica, tendo o Sol em um dos focos (Primeira Lei de Kepler).

Dessa forma, as excentricidades das orbitas dos planetas séo bem



95

proximas de zero, configurando entdo Orbitas aproximadamente

circulares. Por que isso acontece?

A ideia aqui apresentada € mostrar a possibilidade de focalizar aplicacdes interessantes
ao ensino de matematica, sem eliminar topicos importantes dessa disciplina. Os conhecimentos
desenvolvidos nesse experimento sdo “tradicionais”, porém a abordagem de ensino é que
determina o processo de producao de significados que serdo construidos pelos alunos.

Nessa perspectiva, esperavamos gque os alunos fossem capazes de identificar que esse
fendmeno ocorre devido ao fato de que quanto mais préximo de zero estiver o foco, os
comprimentos dos eixos maior e menor da elipse tendem a igualar-se.

Participaram desse processo de construcao vinte e trés (23) alunos. Para que pudéssemos
analisar os argumentos construidos, optamos por agrupar o material coletado de acordo com o
nivel de prova apresentada. A fim de preservar as identidades dos alunos envolvidos na
pesquisa, utilizamos letras maitsculas do nosso alfabeto para identifica-los.

4.2.1 Tipos de provas Observados:

Nessa etapa pesquisa faremos uma analise mais detalhada das fases de validacdo dos
argumentos apresentados pelos alunos durante o processo de desenvolvimento do experimento

com intuito de verificar as dificuldades encontradas nesse processo de ensino-aprendizagem.
= Empirismo Ingénuo - Baseado na Experimentacao

De acordo com Balacheff (1988), esse procedimento de prova (Empirismo Ingénuo) é
marcado pela auséncia de processos de validacdo. Para o pesquisador, nesse tipo de
argumentacdo os alunos estabelecem a solucdo para uma situagdo proposta com base na
experimentacao de alguns exemplos.

No empirismo ingénuo, os alunos determinam experimentalmente que 0 nimero de
diagonais de um certo pentagono é 5; modificam a forma do pentadgono e conferem
novamente a constatagdo inicial; dai concluem que um hexagono tem 6 diagonais.
(BALACHEFF, 1988, p. 218)

Segundo Hanna (2000) nessa abordagem, o aluno busca a partir da observacéo, explicar
o “porque” daquela conjectura ser verdadeira. Porém, para a pesquisadora esse carater de prova
apresenta-se apenas como uma maneira de produzir “um argumento convincente” nao

demonstrando o resultado matematico conforme os padrées de rigor necessarios.
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Podemos observar esse tipo de construgdo mental no argumento construido pela aluna
E (Figura 13).

Figura 13 - Argumento apresentado pela aluna E para justificar a situacdo proposta
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Fonte: Dados da pesquisa.

Verifica-se no argumento construido, que a aluna busca inicialmente “definir” algumas
propriedades da curva apresentada, em seguida, justifica a situacdo proposta a partir da
experimenta¢do de um exemplo com intuito de “convencer” porque a argumentacao construida
é valida.

Acreditamos que esse tipo de comportamento esteja relacionado ao fato dos alunos néo
estarem acostumados a trabalhar com atividades de provas geométricas. Sabemos que as
experiéncias matematicas ocorrem no campo das “ideias”, no uso da imaginacgéo, por isso, faz-
se necessario que o professor construa um espaco em suas aulas para introduzir o aluno na
experiéncia e vivéncia que compdem o método cientifico.

Notamos que, embora o argumento construido apresente-se de forma bastante
rudimentar e também insuficiente para provar a situacdo proposta, podemos afirmar que,
segundo Balacheff (1988) esse tipo de argumentagdo € um passo inicial para um processo de
generalizacdo.

Percebemos essa mesma forma de argumentar utilizada pela aluna E, em onze (11) dos

vinte e trés (23) casos analisados, conforme quadro 02.
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Quadro 2 - Nivel de argumentacédo Empirismo Ingénuo

(Continua)
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Focos mais longe de 1 mais achatada sera a
elipse ... mais perto de zero menos achatada...
e= 4,57,1=0,63...
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Nivel de argumentacédo Empirismo Ingénuo

(continuacéo)
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Nivel de argumentacédo Empirismo Ingénuo
(continuacéo)
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Fonte: Dados da pesquisa.

De acordo com os resultados apresentados nesse experimento, observamos que 0S
alunos demonstraram confianca em suas palavras. Faz-se necessario, porém, que a justificativa
gue constitui a base da validacdo do argumento construido, apoie-se sobre uma analise das

propriedades do objeto em questdo ndo de maneira particular, mas sim de forma generalizada.
= Exemplo Genérico

Balacheff (1988) classifica o “Exemplo Genérico” como o tipo de prova em que o aluno
apoia-se em um “caso particular” para validar as conclusdes a respeito de uma determinada
propriedade ou estrutura. Nesse caso, 0 aluno elege aquele modelo para generalizar a situacéo

apresentada.

No exemplo genérico os alunos utilizam o caso particular do hexagono para
explicacdo, mas desprendem-se de particularidades, o que d& indicios de pensamento
dedutivo: “num poligono com 6 vértices, em cada vértice temos 3 diagonais. Assim
sdo 18 diagonais; mas como uma diagonal une dois pontos, o nimero de diagonais €
9. O mesmo acontece com 7 vértices, 8, 9. (BALACHEFF, 1988, p. 228)

Essa caracteristica pode ser observada nos argumentos construidos pela aluna M (figura
14). Na justificativa apresentada por ela, percebemos uma melhor compreenséo da linguagem
formal. Observamos que a mesma utilizou o0 exemplo experimentado para asseverar a verdade
da afirmacdo feita procurando deixa-lo com uma caracteristica que representasse todo um grupo

de objetos.
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Figura 14— Justificativa apresentada pela aluna M
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Fonte: Dados da pesquisa.

Constata-se assim, que no argumento apresentado, aléem de expor sua opinido, a aluna
comprometeu-se em buscar explicagdes légicas que respondessem o fenbmeno observado,
permitindo a compreenséo sobre a forma como concebeu a solugédo apresentada.

Reconhece-se nesse argumento uma mudanca na forma de pensar sobre a situacdo
proposta, o que para Balacheff (1988) corresponde a necessidade de assegurar a generalidade
da conjectura apoiada. No entanto, ao apoiar-se num caso particular, fica evidente que o nivel

de argumentagdo apresentada pela aluna “M” remete a mesma racionalidade empirica utilizada

numa prova baseada no “Empirismo Ingénuo”, ou seja, parte da experiéncia.

»= Recorréncia a um Argumento de “Autoridade”

Em quatro (04) dos casos analisados, observa-se que as tentativas dos alunos em
estabelecer uma prova por meio de uma argumentacdo légica esbarra na dificuldade de
desvincular-se do fato de nao ter uma “formula” resolutiva pré-estabelecida pelo professor.

A falta de um conhecimento prévio levou esses alunos utilizarem em suas

argumentacdes, defini¢des apresentadas no livro didatico (quadro 03).
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Quadro 3- Recorréncia a um Argumento de Autoridade
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Fonte: Dados da pesquisa.

Em relacdo as caracteristicas das expressdes linguisticas apresentadas nesse tipo de
argumentacdo, observa-se que sdo insuficientes para tornar claro o nivel de prova utilizada pelo
aluno, pois, suas justificativas sdo construidas sobre defini¢des ou propriedades explicitadas no
livro.

De acordo com Nasser e Tinoco (2003) a “capacidade do aluno de justificar uma

afirmativa esta ligada a formagdo dos conceitos” (NASSER e TINOCO, 2003, p. 62). Nesse
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sentido, a recorréncia a um argumento de “autoridade” pode indicar a falta de compreenséo do

que foi proposto.
= Empirismo Ingénuo - Baseado nos Aspectos cognitivos

Considerando os aspectos do desenvolvimento cognitivo dos alunos, percebe-se que, na
maioria das vezes a maneira como conjecturaram os resultados, apontam para a forma como
compreenderam a situacdo proposta, tal qual se observa no argumento construido pelo aluno
“A” (Figura 15).

Figura 15 - Resposta dada a situacéo proposta pelo aluno A
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Fonte: Dados da pesquisa.

Nesse argumento o aluno busca apresentar em sua justificativa informagdes que ele
obteve a partir da experiéncia estabelecida com base no esboco do grafico. Para Balacheff
(1988) esse tipo de prova também pode ser classificada como “Empirismo Ingénuo”, pois
embora a argumentagdo construida apresente-se teoricamente incompleta ou parcialmente
correta, a complexidade da explicacdo dada obedece aos limites cognitivos desse aluno, ou seja,
sua zona de desenvolvimento imediato.

Percebe-se esse tipo de constru¢cdo mental em sete (07) dos vinte e trés (23) casos

analisados. Nas justificativas construidas, € possivel constatar que embora tenham chegado a
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um resultado verdadeiro, a argumentacdo foi apresentada de forma bastante rudimentar e

também insuficiente para provar a situagdo proposta.

Quadro 4- Empirismo Puro baseado no aspecto cognitivo do aluno
(Continua)
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Empirismo Puro baseado no aspecto cognitivo do aluno

(continuacéo)
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Fonte: Dados da pesquisa.

As justificativas apresentadas por esses alunos podem ser interpretadas como uma

leitura compreensiva de uma representacdo visual grafica. Para Balacheff (2000) existe uma

complexidade que ndo é apenas linguistica, mas que também tem origens cognitivas. Nesses

casos 0s alunos tentam expressar o processo de maneira interativa, mas para “domina-1o0”, eles

nao tém as ferramentas conceituais necessarias. Assim, as provas aparecem como “explicagdes”

realizadas em um determinado momento para um determinado grupo social.
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No experimento realizado, houve a percepgdo de que o nivel de prova “Empirismo
Ingénuo” é dominante entre as justificativas apresentadas pelos alunos. Na analise dos
argumentos evidencia-se que a falta de uma linguagem matematica mais rigorosa pode estar
relacionada a auséncia do desenvolvimento no aluno de ferramentas conceituais necessarias
para a prova.

Em todos os argumentos analisados, percebe-se que alguns dos alunos reconhecem a
necessidade de uma prova matematica, mas que a maioria deles ndo tenta produzi-la. Na
verdade eles ficam num nivel de prova que € consistente, por um lado, com o nivel de certeza
que eles julgam ser necessaria para provar a situacdo proposta e, por outro lado, com o cognitivo

e construcdes linguisticas que eles sdo capazes de realizar.
4.3 Experimento 111 — Curvas, superficies e Arquitetura

Existem diferentes caminhos para se chegar a um processo de aprendizagem
significativa. Hoje a ideia de que a “meta” principal da matematica ndo € o ensino de conteudo,
mas sim o desenvolvimento de “competéncias” gera um profundo mal entendido no que diz
respeito ao seu ensino-aprendizagem. Entende-se que o0s contetidos matematicos ndo devem ser
tratados como um fim, em si mesmos; mas que devem desempenhar o papel de mediacéo entre
0 conhecimento (em seu sentido pleno) e o meio para o desenvolvimento de tais competéncias
e habilidades.

Deve-se reconhecer que a aquisi¢do do conhecimento exige uma organizagéo social e
intelectual e que cada uma de suas etapas constitui uma area de investigacdo pautada no ensino
e aprendizagem de contetdos escolares. Assim, torna-se necessario dar oportunidade ao aluno
de buscar meios para construir de forma significativa a propria acdo de aprendizagem.

Prosseguindo o estudo das “Superficies Conicas”, iniciado com a turma do terceiro ano
“A”, no final do més de maio do ano de 2016, foi introduzido o conteudo relacionado ao estudo
das Hipérboles, partindo da atividade experimental “Curvas, Superficies e Arquitetura”.

Sabe-se que muitas vezes, falta tempo para o estudo completo das conicas no ensino
médio. Entretanto, € necessario que algumas ideias centrais sejam construidas. Dessa forma,
buscamos com esse experimento trabalhar a defini¢ao de “hipérbole” de forma que pudéssemos
levar os alunos a perceber a importancia de um conhecimento elementar como um meio de um

desenvolvimento pessoal e social.
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Por ser essa curva, pouco conhecida pelos alunos, iniciamos 0 experimento,
apresentando algumas imagens de construgdes arquitetdnicas onde poderiam ser encontradas

formas que se assemelhassem a ela.

Figura 16 - Catedral de Brasilia e Planetario do St. Louis Science Center

Fonte: (CONICAS ..., 2013).

Mesmo considerando que muitas dessas obras ndo faziam parte do conhecimento
cotidiano desses alunos, acreditdvamos que ao utilizarmos essas imagens estavamos ampliando
as possibilidades de aprendizagem, proporcionando inclusive, uma reflexdo critica, por parte
do aluno, sobre o que estavam aprendendo.

Com o objetivo de definir hipérbole e identificar alguns de seus elementos, iniciamos o

experimento com a “Construcdo Geométrica do Ramo da Hipérbole”, seguindo modelo o
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proposto por Costa (2007)3. Por se tratar de uma construcdo um pouco complexa, optamos por
realiz&-la na lousa junto com a turma, orientando passo a passo durante todo esse processo.

Durante o desenvolvimento dessa etapa, percebemos que alguns alunos apresentavam
um pouco de dificuldade em manusear os instrumentos utilizados para a constru¢do desse
desenho. Assim, foi necessario fazermos uma intervencdo revendo alguns procedimentos
geométricos que seriam adotados na determinacéo dessa curva.

Acreditamos que essa dificuldade esteja relacionada a auséncia de atividades de
construcdes geométricas em toda a Educacdo Béasica. Apesar de ndo ser padrdo nas aulas de
matematica, entendemos a importancia do “desenho geométrico” como forma de auxiliar na

aprendizagem conceitual e pratica de alguns objetos geométricos.

Figura 17 - Construcdo Geométrica do Ramo da Hipérbole

Fonte: Dados da pesquisa.

Terminada a Construcdo Geomeétrica dos Ramos da Hipérbole, na etapa seguinte, para
que pudessem compreender a condi¢do que a define, orientamos aos alunos que escolhessem
um ponto qualquer no Ramo construido e que medissem, com 0 auxilio de um pedaco de

barbante a distancia desse ponto a cada um de seus focos anotando os valores obtidos:

3 Trace uma reta x sobre um plano. Marque sobre x os pontos F1 e F2. Em seguida, prenda uma das extremidades
de uma régua a F1 de modo que ela possa girar ao redor deste ponto. Na outra extremidade da régua, N, fixe a
ponta de um barbante. A outra ponta, fixe-a no ponto F2. O comprimento do barbante deve ser tal que a diferenca
entre o comprimento da régua e a do barbante seja igual a distancia entre F1 e F2. Inicialmente, posicione a régua
sobre a reta x. A ponta do lapis devera estar sobre o ponto A, que é determinado pela interseccdo da reta x com a
curva que esta sendo tracada. Em seguida, com o fio sempre esticado e a ponta do lapis encostada a régua, gira-se
a régua ao redor do ponto F1, para cima ou para baixo, enquanto desliza-se o lapis ao longo da borda da régua. A
curva que se obtém é um ramo de hipérbole. (COSTA, 2007, p. 86).
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Compare os valores obtidos entre as distéancias do ponto P aos focos
da hipérbole sobrepondo os barbantes e verifique o que essa diferenca

pode corresponder na hipérbole.

Esperavamos que os alunos fossem capazes de interpretar as informagfes observadas e
adicionar a elas, conhecimentos matematicos anteriormente adquiridos, para que entdo,
pudessem construir argumentos que definissem essa curva. No entanto, € importante
considerarmos que, segundo Fetissov (1994), é necessario prestar atengdo ao papel
desempenhado pelo desenho na demonstracdo de um teorema ou propriedade geométrica.
Segundo o pesquisador “deve-se ter em mente que o desenho é apenas um meio auxiliar para a
demonstrag@o”, que ¢ apenas um caso particular (FETISSOV, 1994, p. 28).

Assim, ao analisarmos os argumentos construidos, percebemos que grande parte dos
alunos objetivou-se em estabelecer que as relagdes existentes entre a distancia do ponto P (ponto
qualquer sobre um dos ramos da hipérbole) e os pontos F1 e F2 (focos da hipérbole) estavam
relacionadas ao comprimento do barbante. Percebemos que as argumentacdes apresentadas
evidenciaram o uso de uma linguagem matematica pouco rigorosa, como podemos observar no

argumento construido pela aluna L.

Figura 18- Argumentacdo construida pela aluna L
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Fonte: Dados da pesquisa.
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Para Balacheff (1988), esse tipo de argumento revela um obstaculo que frequentemente
é observado na forma como o aluno concebe e formula uma afirmacg&o. Percebe-se que, as ideais
matematicas ou até mesmo as linguisticas que eles sdo capazes de construir, correspondem
apenas a necessidade de satisfazer a exigéncia préatica do problema apresentado deixando de
lado a necessidade de satisfazer sua exigéncia teorica.

Notamos também, que em alguns casos, os alunos buscaram apresentar um conjunto de
informacdes numeéricas e operagdes matematicas, embora ndo tenham conseguido explicar bem,

0 que de fato queriam concluir, conforme mostra quadro 05.

Quadro 5 — Resultados apresentados para justificar a situagio proposta
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Fonte: Dados da pesquisa.
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Porém, embora ndo tenham apresentado uma solugdo concisa para o problema proposto,
percebemos nesses argumentos uma tentativa de aprimorar a linguagem matematica envolvida
na resolucdo do problema. Para Nasser e Tinoco (2003), ao utilizar esse tipo de linguagem, o
aluno busca uma melhor forma de expressar a compreensdo que obteve dos elementos
matematicos envolvidos no problema. Acreditamos que em seu zelo critico, os alunos
entenderam o conceito de hipérbole e que a conjectura apresentada, representa a sua maneira
de interpretar o problema.

Nos demais argumentos construidos, notamos em um dos casos analisados, que na
tentativa de justificar o erro da solucéo apresentada, a aluna levou em consideracgéo a quantidade

de barbante que utilizou na construgé&o.

Figura 19 - Argumento apresentado pela H para justificar o erro obtido na concluséo
apresentada
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Fonte: Dados obtidos na pesquisa.
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Esse tipo de justificativa indica uma “disposi¢cdo” da aluna em tentar estabelecer uma
solucéo geral para o problema, mas essa “disposi¢ao” ¢ dificultada pela falta de uma ferramenta
conceitual eficiente que possibilite a ela relacionar as propriedades dos objetos envolvidos no
problema com o processo de solucdo apresentado. Para Balacheff (2000), a falta de um meio
linguistico operatorio € uma das principais razdes para a auséncia de provas conceituais.

Em todos os casos analisados, percebemos que os alunos se encontram em um nivel de

prova denominado “Empirismo Ingénuo”. Notamos que ao tentarem expressar
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matematicamente a justificativa apresentada, os alunos esbarraram na dificuldade de
desligarem-se do contexto situacional que Ihes foi apresentado.

No entanto, ndo ha como negar que o experimento aqui proposto possibilitou a formacéo
de elementos constitutivos do conhecimento matematico. Entendemos que a intencionalidade

aqui apresentada aponta para uma melhor compreenséo do fato observado.
4.4 Experimento IV — Curva de Nivel

Desenvolver um conceito geométrico envolve todo um contexto e situacdes que sejam
capazes de produzir significado ao que se deseja construir. Para que os alunos sejam levados a
pensar de forma ldgica a respeito de uma determinada situacdo, faz-se necesséario que 0s
mesmos encontrem significados nas atividades matematicas desenvolvidas em sala de aula e
para que isso aconteca € preciso propor situacdes que estabelecam conexdes entre os diferentes
temas matematicos e as demais areas do conhecimento.

Ao iniciarmos o terceiro bimestre do ano letivo de 2016, o conteudo a ser trabalhado
com a turma do nono ano “B” propunha o ensino das Relagdes Métricas no Triangulo
Retangulo®. Sabendo que muitas vezes os alunos encontram dificuldades em compreender
essas relacdes, principalmente no que se refere as projecfes dos catetos sobre a hipotenusa,
optamos por introduzir esse contetdo partindo de uma atividade experimental.

Com o objetivo de desenvolver experimentalmente o conceito geométrico de Projecao
Ortogonal, aprimorar a capacidade de visualizacdo e associacdo de figuras tridimensionais a
uma representacao plana e aplicar conhecimentos geométricos a situacdes de carater pratico,
desenvolvemos com a turma o experimento Curva de Nivel®.

Por se tratar de um conteudo relacionado ao ensino de Geografia julgamos ser
interessante ter a parceria de um profissional dessa area no desenvolvimento desse experimento.
Dessa forma, convidamos a professora de Geografia da escola para que juntas pudéssemos
superar o desafio de apresentar a turma do nono ano “B” o encontro dessas disciplinas.

Para Bicudo (2010), o envolvimento de duas disciplinas distintas em um trabalho busca

explorar possibilidades que se abrem para o ensino e a aprendizagem, assumindo, dessa forma,

34 Chamamos relagdes métricas no triangulo retangulo as relagdes existentes entre os diversos segmentos desse
triangulo. Assim, para um triangulo retangulo ABC, podemos estabelecer as seguintes relacdes entre as medidas
de seus elementos: quadrado de um cateto é igual ao produto da hipotenusa pela proje¢do desse cateto sobre a
hipotenusa; o produto dos catetos é igual ao produto da hipotenusa pela altura relativa a hipotenusa; o quadrado
da altura é igual ao produto das proje¢des dos catetos sobre a hipotenusa; o quadrado da hipotenusa é igual a soma
do quadrado dos catetos (teorema de Pitagoras).

35 Adaptado do portal educacional M3 Matematica Multimidia da UNICAMP o experimento tinha como principal
objetivo propor um estudo sobre curvas de niveis e suas principais aplicac6es, utilizando massa de modelar.
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a dimens@o social de um trabalho que busca caminhar na dire¢cdo da producdo de um
determinado conhecimento.

Como a professora de Geografia da escola, ¢ uma profissional muito “interessada” em
praticas investigativas e procura sempre em suas aluas utilizar metodologias inovadoras,
aceitou imediatamente nosso convite, trazendo logo de inicio muitas contribuigdes para o
desenvolvimento do experimento.

Buscando fazer com que essa atividade de ensino-aprendizagem fosse capaz de
estimular o aluno a investigar e refletir sobre o fato observado, estabelecendo sentido ao
conhecimento que seria produzido, planejamos durante duas semanas todas as etapas do
experimento. Como iriamos utilizar muita “informagdo visual”, optamos por fazer a
apresentacao da aula no formato “Power Point”.

O que nos motivou a realizar esse trabalho foi o entusiasmo com o qual a professora de
Geografia recebeu nosso convite. Estdvamos muito ansiosas com os resultados que poderiamos
obter com essa experiéncia.

No dia determinado para aplicacdo da atividade, como ndo haviamos informado aos
alunos com antecedéncia que iriamos realizar uma atividade interdisciplinar, 0s mesmos
ficaram “um tanto quanto surpresos”. Ao entrarmos juntas na sala de aula, antes mesmo que

pudéssemos explicar o que seria proposto para aquele momento, surgiram alguns comentarios:

Aluno Z: Professoras, as senhoras erraram o horario?
Aluno W: Meu Deus, vamos estudar matemaética e geografia junto?
Aluno Y: Nao tem como estudar as duas matérias ao mesmo tempo.

Talvez se fosse histdria e geografia até que seria possivel.

Percebemos nessas intervencdes, que na maioria das vezes, os alunos ndo fazem
inferéncias dos contetidos estudados em matematica com as demais areas do conhecimento.
Reconhecemos entdo, a importancia de cada vez mais, trabalhar a matematica partindo da
apresentacdo de informacdes precisas e de ideias representativas que desafiem e motivem o
aluno pensar produtivamente.

Nessa perspectiva, ap6s fazermos todos os esclarecimentos sobre a atividade que
iriamos desenvolver durante aquela aula, iniciamos a primeira etapa do experimento. Assim,
conforme haviamos planejado, a professora de Geografia fez uma breve explanacdo sobre

alguns tipos de relevos encontrados no entorno da escola.
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Figura 20 - Professora de Geografia apresentando a primeira etapa do experimento

T,

Fonte: Dados da pesquisa.

Com o objetivo de despertar a curiosidade e tornar a aula ainda mais interessante, a
professora de Geografia prosseguiu sua apresentacdo utilizando parte do mapa topografico de

Caiana - MG, municipio no qual a escola esté localizada.

Figura 21 - Mapa Topogréafico do Municipio de Caiana — MG
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Fonte: (Google Map. ..., 2016)

Optamos por utilizar o mapa topografico do Municipio no qual a escola esta localizada,
por acreditarmos que a aplicacdo dos aprendizados em diferentes contextos exige muito mais

do que a simples “decorag¢@o” ou a “solu¢do mecanica” de exercicios. As variagdes do modo de
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ensinar determinam diferencas nos resultados que serdo obtidos. Dessa forma, acreditdvamos
que essa estratégia iria contribuir muito para uma melhor compreenséo e envolvimento dos
alunos.

Percebemos entdo, que nesse momento, os alunos buscavam localizar no mapa
apresentado locais conhecidos por eles, fazendo uma associa¢do entre a sua percepcao

“espacial” e a respectiva representagdo “plana”.

Aluna N: Sabe professora, bem ali no mapa onde esta escrito “Fazenda
do Benvindo Valaddo”? Minha tia mora la.

Aluno S: Eu conheco esse lugar, fica perto da casa do meu avé.

Aluno K: Quando venho para escola, meu transporte passa pelo

“Morro do Corre Mdao”.

Essa discussdo reforca a importancia de que as ideias matematicas ganhem sentido, para
que de fato o aluno possa desenvolver a capacidade que Ihe permite compreender a finalidade
de um determinado conceito ou propriedade. Identificamos nessa etapa do processo, que a
maioria dos alunos mostrava-se efetivamente comprometidos com a atividade que estava sendo
desenvolvida.

Dessa forma, conforme planejamos, a professora de Geografia continuou a atividade
explicando as principais fungdes de um Mapa Topografico e como é feita a representacéo
grafica de uma Curva de Nivel.

Notemos que as curvas de niveis sdo obtidas pela intersec¢do do relevo
com planos paralelos que mantém a mesma distancia entre si. Essas
interseccdes, projetadas ortogonalmente sobre um plano, determinam

as curvas de nivel.

E importante esclarecermos, que nesse momento, ndo tinhamos o intuito de fazer
nenhuma sistematizagdo de conceitos geométricos ou geogréficos; nosso objetivo nessa etapa,
resumia-se apenas a identificar possiveis obstaculos que impossibilitassem os alunos
alcancarem um melhor nivel de compreensédo do experimento proposto.

De acordo com Hanna (2000), o ensino de matematica no qual os alunos aprendem pela
construcao de significados, possibilita o desenvolvimento da capacidade cognitiva de planejar,
aplicar, avaliar e até mesmo alterar consistentemente estratégias utilizadas para solucionar uma

determinada situac@o proposta.
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ApOs essas explanacfes, prosseguimos o experimento dividindo os dezenove (19)
alunos presentes em equipes, obtendo assim, trés grupos com cinco alunos e um grupo com
quatro alunos. Em seguida propusemos aos alunos que manuseassem a massa de modelar
sugerindo que construissem com a mesma algumas formas de relevo que poderiam ser
encontradas no percurso feito de suas casas até a escola e que se assemelhassem com algumas
das formas apresentadas pela professora de Geografia.

Achamos melhor ndo interferir nessa etapa. Deixamos que utilizassem suas
criatividades. A fim de que pudéssemos avaliar o conhecimento que havia sido adquirido até
aquele momento, pedimos aos mesmos que explicassem qual tipo de Relevo estavam

modelando.

Quadro 6 - Alunos desenvolvendo a segunda etapa do experimento
(Continua)

“Vamos modelar um vale aberto em formato
U, como aquele que a professora mostrou.
Achamos que sera mais facil de construir”.

(Explicacéo apresentada pelo grupo 01 para
a forma modelada).

“Nos fizemos as montanhas que estdo em
volta do nosso municipio.” (Explicagdo
apresentada pelo grupo 02 para a forma

modelada).




116

Alunos desenvolvendo a segunda etapa do experimento
(continuacéo)

“Estamos modelando uma lavoura de café,
esse € o tipo de relevo que mais
encontramos no percurso de nossas casa até
a escola.”

(Explicacéo apresentada pelo grupo 03).

“Estamos tentando fazer uma lavoura de
café, mais ndo sabemos se vamos conseguir”
(Explicacéo dada pelo grupo 04)

Fonte: Dados da pesquisa.

No desenvolvimento desse experimento, 0os modos de ser e agir de cada um se revelaram
intimamente, permitindo que pudéssemos perceber, em diversos momentos, o nivel de
argumentacao encontrado em sua forma de “pensar” e posicionar em relacdo ao conhecimento
apresentado. Notamos que as possibilidades de aplicar aquilo que haviam aprendido, tanto na
realizacdo do experimento quanto em atividades praticas cotidianas tinham se expandido.

Prosseguimos o0 experimento, agora propondo aos alunos, que partindo da forma de

relevo que haviam construido, apresentassem uma justificativa para seguinte situacdo proposta:

Facam cortes paralelos no relevo construido comegando de baixo para
cima e provem que as projecOes desses cortes sobre um plano

determinam as curvas de nivel desse relevo.
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Nossa expectativa nessa etapa, era de que os alunos fossem capazes de identificar alguns
termos geométricos utilizados na defini¢do de “Curvas de Nivel”, principalmente o conceito de
“Projecao Ortogonal”.

Durante todo desenvolvimento do processo fomos analisando o comportamento dos
alunos diante da situacdo proposta. Para cada questionamento que faziam procurdvamos
responder com uma nova questédo, instigando-os a investigar o fato observado.

Ao discutirem sobre a situacdo proposta, observamos que alguns alunos dialogavam,
utilizando alguns conceitos adquiridos a partir da experiéncia de conhecimento que tinham
vivenciado naquela aula, como pudemos observar nos argumentos construidos pelo grupo

durante o processo de desenvolvimento da situacdo proposta.

Figura 22 — Solucéo apresentada pelo grupo 03

“...entdo, quando desenhamos no
papel todos os cortes que fizemos no
relevo encontramos a sua
representacédo plana. Essa
representacdo é uma projecéao do corte
e também € uma curva de nivel”.
(Argumento construido pelo grupo
03).

Fonte: Dados da pesquisa.

Observamos no argumento construido, que a solucdo apresentada pelo grupo 03 aponta
para um tipo de prova conhecido como “Exemplo Genérico”. Para Balacheff (1988), esse tipo
de argumentacéo caracteriza um periodo de transigdo entre as provas pragmaticas e as provas
conceituais, pois consiste em assegurar a veracidade de uma afirmacdo, embasada em diversas
caracteristicas que representam um determinado grupo de objetos.

Para Lakatos (1978), essa forma de argumentar é entendida como um progresso
necessario que permite que conceitos ingénuos sejam suplantados por conjecturas e conceitos

teoricos. Para o pesquisador, “a medida que ideias e conceitos tedricos suplantam ideias e
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conceitos ingénuos, a linguagem teorica suplanta a linguagem ingénua” (LAKATOS, 1978,
p.123-124).

No argumento construido pelo grupo 01 (figura 23), notamos que, apesar de nao
apresentar nenhum formalismo l6gico, 0 mesmo partiu do desenvolvimento da concepc¢édo que

os alunos tiveram a respeito da situacdo observada.

Figura 23 - Argumento construido pelo grupo 01

“Nos entendemos que as Curvas de
Nivel sdo obtidas como se tivéssemos
olhando o Relevo de cima para baixo,

sob um angulo reto. Como se
estivéssemos em um aviao, sé que
parado”. (Justificativa apresentada pelo

grupo 01)

Fonte: Dados da pesquisa.

Esse tipo de concepgéo, segundo Balacheff (1988), faz parte de uma experiéncia mental
do aluno que pode ser denominada de “Empirismo Ingénuo”. Observamos essa mesma

caracteristica no argumento construido pelo grupo 04.

Figura 24 - Argumento apresentado pelo grupo 04

“Cortes paralelos sdo iguais retas
paralelas, mais aqui temos que
desenhar curvas. Quando
terminarmos de fazer todos 0s
desenhos (projec¢des) dos
pedagos que cortamos, teremos
as Curvas de Nivel desse Relevo,
como aquelas que a professora
de Geografia mostrou para gente
no mapa de Caiana”.
(Justificativa apresentada pelo
grupo 04).

Fonte: Dados da pesquisa.



119

De acordo com Balacheff (2000), a dificuldade encontrada pelos alunos em produzir um
tipo de prova formal (trabalho em grupo), esta relacionada ao fato de que “os mesmos nao
conseguem entrar em comum acordo para produzi-la” (BALACHEFF, 2000, p. 28) existindo
assim, um conflito de ideias entre os representantes de um mesmo grupo.

Ao final dessa etapa, propusemos aos alunos uma socializagdo dos argumentos
construidos. Mesmo considerando que 0s niveis de compreensdo da situagdo proposta nao
fossem o mesmo para todos, observamos que no momento de validar a solucéo, os alunos
escolheram a argumentacdo que todos consideravam mais apropriada. Nesse caso, a

justificativa apresentada pelo grupo 03:

Entdo, quando desenhamos no papel todos os cortes que fizemos
no relevo encontramos a sua representacdo plana. Essa
representacdo é uma projecao do corte, entdo também é uma

curva de nivel. (Argumento construido pelo grupo 03).

De acordo com Lakatos (1978), a dimenséo social dessa dialética € muito importante.
Para o pesquisador, os alunos devem aprender a matematica como um conhecimento social. “E
preciso que aconteca o entendimento do problema e também do conteldo matematico nele
envolvido” (LAKATOS, 1978, p. 72). Assim, os significados construidos pelos alunos devem
ser coerentes com os resultados que sdo socialmente reconhecidos.

Na etapa seguinte, como haviamos planejado, a professora de Geografia fez uma
explanagdo com os alunos sobre as informacdes que uma curva de nivel pode oferecer, como,
por exemplo, obter uma linha conhecida por “Perfil Topografico do Relevo®®”. Sugerimos aos
alunos que tracassem com base nas explicacoes dela, o Perfil Topografico do relevo construido
(figura 25).

Nessa etapa, apenas 0 grupo 01 ndo conseguiu realizar a situacdo proposta. Os alunos
desse grupo tiveram que ir embora mais cedo, pois chovia muito, dificultando assim o acesso

do transporte escolar até suas residéncias.

% Perfil topografico - é uma representacdo ortografica nos planos cartesianos de um corte vertical do terreno
segundo uma dire¢do de um corte previamente escolhido, de tal forma que seja possivel representar intuitivamente
os desniveis e a topografia do terreno, ou seja, € uma linha que representa as declividades e altitudes (cotas) de um
terreno. (OLIVEIRA, 1988).
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Figura 25 - Perfil topografico construido pelos grupos 02, 03 e 04

Fonte: Dados da pesquisa.

Na perspectiva de construir significados para atividade geométrica, considerando a
importancia de desenvolver nos alunos a capacidade de estabelecer relagdes entre os contetidos
matematicos e as demais areas do conhecimento, o experimento realizado evidenciou que,
apesar de utilizarem uma linguagem matematica pouco rigorosa, estes demonstraram-se
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capazes de construir argumentos com base nos referencias da leitura e da escrita que lhes foram
apresentados.

Constata-se assim, que o conhecimento é o resultado de uma experiéncia pessoal com
as informacdes e que a realizacdo de atividades interdisciplinares possibilita 0 dominio de
conceitos; a flexibilidade de raciocinio e a capacidade de analise e abstracdo do aluno, e que
essas capacidades sdo necessarias em todas as areas de estudo; principalmente na matematica.

4.5 Experimento V — Demonstrando o Teorema de Pitdgoras

O experimento “Demonstrando o Teorema de Pitdgoras” foi realizado com a turma do
9° ano “B” com intuito de dar continuidade ao trabalho iniciado, no terceiro bimestre do ano
letivo de 2016, com as “Relagdes Métricas no Triangulo Retangulo”.

Sabe-se que o Teorema de Pitdgoras é uma das propriedades geométricas de maior
aplicabilidade a situacdes de carater pratico que lidam com padrdes abstratos utilizados nas
mais diversas areas do conhecimento. Partindo da importancia de ter o aluno como centro da
propria acdo de aprendizagem, na perspectiva de oferecer-lhe a oportunidade de elaborar e
criticar hipoteses, fazer testes, propor teses e verifica-las, a atividade desenvolvida teve como
principal objetivo demonstrar experimentalmente esse “Teorema”.

De acordo com Balacheff (2000):

O estudo experimental cria um contexto que é favoravel para o surgimento de
processos que envolvem interagdes sociais, como aqueles descritos por Lakatos
(1978), uma vez que favorecem o confronto de diferentes pontos de vista sobre a
solucdo de um mesmo problema (BALACHEFF, 2000, p. 49)

No trabalho realizado com a turma do 9° ano B, inicialmente, buscamos verificar se os
alunos compreendiam a necessidade de uma demonstragdo matematica. Em seguida tentamos
identificar se a estratégia utilizada no experimento poderia auxiliar na aprendizagem conceitual
do conteudo abordado. Nesse contexto, desenvolvemos o experimento com base no texto Mania
de Pitagoras®’, texto extraido do livro “Meu professor de matematica e outras historias”
(LIMA, 1991, p. 53-58).

Optamos por utilizar esse texto, porque além de conter alguns acontecimentos historicos

relacionados a “descoberta” do Teorema, apresenta também quatro demonstragdes para o

$’Mania de Pitagoras - o texto fala sobre Elisha Scott Loomis, professor de matematica em Cleveland, Ohhio
(Estados Unidos) que era realmente apaixonado pelo Teorema de Pitagoras. (LIMA, Elon Lages. Meu professor
de Matematica e outras historias. Rio de Janeiro: SBM, 1991. p. 53-58. (Colecdo do Professor de Matematica)
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mesmo, com diferentes pontos de vista, intitulados: A mais bela Prova; A prova mais curta; A
demonstracéo do presidente e A demonstragdo de Leonardo da Vinci.

Acreditamos que esse tipo de abordagem potencializa a producéo do conhecimento, pois
permite que o aluno estabeleca conexdo entre 0s saberes teoricos e praticos. Nesse caso,
consideramos que o aluno aprende o conteldo e encontrar seu sentido.

Com o objetivo de despertar a curiosidade da turma a respeito do assunto que iriamos
abordar, introduzimos o experimento fazendo junto com a turma a leitura do texto. Durante essa
etapa, percebemos que a maioria dos alunos demonstrava-se admirada com as informacdes
apresentadas. Muitos disseram ndo ter conhecimento a respeito delas. Em varios momentos da
leitura faziamos uma pausa, para que eles pudessem fazer inferéncias ou manifestar suas
duvidas.

Entre as diversas colocacdes que fizeram, priorizamos as relacionadas ao fato de alguns
alunos mencionarem o quanto “achavam interessante” os processos de provas matematicas
apresentados no texto. Percebemos, através das narrativas dos alunos, uma mudanga na forma
de conceber o conteudo: “Mostravam-se mais interessados em compreender toda complexidade
que envolve uma prova matematica”.

Para Balacheff (2000), “o conceito de prova na sala de aula diz respeito ao
desenvolvimento da compreensao que o aluno deve ter sobre um fato que Ihe foi apresentado”
(BALACHEFF, 2000, p. 201-203). Nesse sentido, nosso objetivo nessa etapa do experimento
era identificar fatores utilizados nessa abordagem metodoldgica que pudessem contribuir de
forma significativa com a producdo desse conhecimento.

Inicialmente solicitamos que 0s alunos escrevessem o “Teorema de Pitagoras”
apresentando-lhe uma tese e uma hipotese. Sucessivamente, solicitamos aos mesmos que
“demonstrassem" o teorema proposto utilizando os procedimentos ou métodos que julgassem

ser necessarios para validar a afirmagdo apresentada.

Agora, vocés irdo fazer como os “Matematicos”, pois irdo provar o

Teorema de Pitagoras. (Professora)

Participaram desse processo de construcdo 21 (vinte e um alunos). Para fins de anélises
posteriores, optamos que os alunos realizassem individualmente o experimento. Como mostra

a figura 26.
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Figura 26 - alunos em processo de construcdo do experimento

Fonte: Dados da pesquisa.

Diante do compromisso de produzir uma “prova matematica”, notamos que a maioria

dos alunos adotou uma postura investigativa do objeto estudado. Observamos que 0s mesmos

procuravam estabelecer relaces entre os varios aspectos desse objeto para entdo atribuir

significados a ele, chegando assim, a uma interpretacdo propria do fato observado.

Analisando os argumentos construidos, observamos que, em 12 (doze) dos vinte e um

(21) casos, os alunos recorreram a um “exemplo” para validar a afirmacéo feita, conforme

podemos observar no quadro a seguir.

Quadro 7- Demonstragdes apresentadas pelos alunos do 9° ano B
(Continua)

-

[N ‘.:'4 4 e .'J.':)f';)o .;bl*‘l‘ meliande odle R4
e B o ’@‘.’.ﬂ‘_ 13
St: B soma e gundvede: der vmedidas dos AR v 4 awdidoe dee ollse o8 Qudads X el
; Rpeivouen, o6 padinde, ooy S Levao :

gt
e do s 357

& ec’ L S L 2

6>+ 84 : 40° Aot fpa Do S0 S0 Bl oa v S e =

36+ 64 = 400 Dnval  Svgts o Malrea



124

DemonstracGes apresentadas pelos alunos do 9° ano B

(continuacéo)
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Demonstrac@es apresentadas pelos alunos do 9° ano B
(continuacéo)
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Fonte: Dados da pesquisa.

Para Balacheff (2000), a forma encontrada pelos alunos para provar esse Teorema
corresponde a uma “maneira bastante elementar” de transmitir um conhecimento. Notamos nos
argumentos construidos, que a “prova” apresentada tem como fung¢do central o “Teorema em

Acdo de Vergnaud ” pois “consiste em usar algumas propriedades particulares, nesse caso dos
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triangulos, para chegar a solu¢do de um problema que ndo existe na pratica” (VERGNAUD
apud BALACHEFF, 1988, p. 218).

Nos doze casos analisados, observamos que em varios, os alunos procuravam relacionar
o erro obtido na “prova” a falta de utilizacao de procedimentos geométricos nas construgdes

dos triangulos.

Figura 27— Justificativa apresentada para justificar o erro obtido na demonstragdo
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b8y 2 ndo foi possivel comprovar o Teorema”
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Fonte: Dados da pesquisa.
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De acordo com Fetissov (1994), os alunos ndo conseguem compreender por que se faz
necessaria a “demonstragdo de uma verdade se a mesma apresenta-se suficientemente clara por
si mesma” (FETISSOV, 1994, p. 16-17). Assim, eles acreditam que pelo “desenho” ¢ possivel
“ver” claramente as caracteristicas apresentadas, como podemos observar na justificativa

apresentada pela aluna “D”.

Figura 28 - Argumento construido pela aluna D

“Este ndo ¢ um triangulo retdngulo e as
Lo chances dele se tornar um sdo muito baixas,
pois além de ter sido feito a méo livre ele é um
tridngulo cujo angulo ¢ menor que 90°.
(Aluna D).

Fonte: Dados obtidos na pesquisa.

Percebe-se que nesse argumento, a aluna buscou provar o Teorema partindo de um
contraexemplo. Essa caracteristica, de acordo com Lakatos (1978) aponta a complexidade do
tratamento de uma refutacdo por meio de uma abordagem experimental.

Embora a solugdo dada pela aluna apresente-se bastante simples, observamos que a
mesma nao pode ser compreendida como uma completa abstencdo da linguagem conceitual,
pois a conjectura da afirmacéo apresentada envolve uma decisdo tomada a partir da verificacao
de uma proposigéo.

Em oito (08) dos vinte e um (21) argumentos analisados, além de utilizarem a

representacdo grafica do triangulo para validar a solugéo apresentada, os alunos recorreram a
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um exemplo do texto para “demonstrar” a validade da afirmag@o apresentada (quadro 08).

Percebemos que os mesmos tentaram provar o Teorema com base na “comparagdo de areas”.

Quadro 8- Prova construida a partir da comparacdo de areas
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Prova construida a partir da comparacao de areas
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Fonte: Dados da pesquisa.
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Ao utilizar um exemplo adotado pelo texto, os alunos buscaram mecanismos que
possibilitassem a compreensdo adequada do raciocinio que queriam apresentar. Observamos
gue os argumentos apresentados apontam para uma construcdo significativa do saber
matematico.

Para Balacheff (1998), esse tipo de pensamento pode ser caracterizado como um nivel
de “Exemplo Genérico”, pois tomando como base o teste de um caso particular, procura-se a
partir do mesmo, concluir a veracidade da afirmacao feita.

Para o pesquisador essa forma de demonstrar uma propriedade pode ser considerada
como um “recurso primitivo”. Fetissov (1994) classifica esse método de obtencdo de
conclusBes gerais por meio do exame de alguns casos particulares, como o método da
“indugao”. De acordo com Fetissov (1994), “o raciocinio parte de conhecimentos ou verdades
particulares, para por meio deles obter uma verdade mais geral” (FETISSOV, 1994, p. 20).

N&o é dificil perceber que em todos os argumentos construidos os alunos procuraram
demonstrar a veracidade da afirmacéo feita recorrendo a experiéncia e a observacao dos fatos,
ressaltando assim, a relevancia de que a estratégia utilizada permite uma formacéo significativa
da aprendizagem. Entendemos assim, que a utilizacdo de atividades experimentais sdo
importantes nas aulas de matematica, viabilizando caminhos para a investigacdo e
desenvolvimento do raciocinio logico.

Como é comum em todo o processo de aprendizagem, o resultado final é apenas uma
parte de todo o caminho que devera ser percorrido, assim, 0s questionamentos que surgem
durante esse processo e as eventuais tentativas de respostas, tornam-se mais importantes que a

resposta correta no final do procedimento.

4.6 Experimento VI — Descobrindo propriedades das Conicas com 0 GEOGEBRA

Atualmente existe uma grande necessidade de integrar aspectos relativos ao uso da
tecnologia na Educacéo, especialmente no que diz respeito ao ensino-aprendizagem de diversos
conteudos matematicos. As Diretrizes Curriculares Nacionais, para os Cursos de Matematica,
referentes aos cursos de Licenciatura, afirmam que “os cursos de Licenciatura em Matematica
tém como objetivo principal a formagao de professores para a Educagdo Basica” (Brasil, 2001,
p. 13).

Sabe-se que, de modo geral, grande parte dos alunos egressos nos cursos de Licenciatura

de Matematica ao chegarem a Universidade, ja& passaram por um longo processo de



131

aprendizagem escolar no qual construiu para si uma imagem dos conceitos matematicos a que
foi exposto durante todo o Ensino Bésico.

Nesse sentido, torna-se imprescindivel durante todo o processo de formacdo desses
profissionais, mobilizar elementos que possam contribuir para uma (re) significacdo desses
conceitos. Dessa forma, a tecnologia e os softwares educacionais, desenvolvidos para 0 ensino
de matemética surgem como fonte propulsora nesse processo de atribuir novos significados
aquilo que ja foi validado.

Na concepcéo de que (re) aprender matematica na Licenciatura é uma possibilidade para
0 desenvolvimento potencial e reflexivo dos futuros professores que, 0 experimento
“Descobrindo propriedades das Conicas com o GEOGEBRA” foi aplicado a turma do terceiro
periodo do curso de Licenciatura de Matematica da UEMG, unidade de Carangola.

Adaptado do “Caderno de Atividades de Geometria Analitica: aulas praticas no
laboratério de computacdo®®” (MIRANDA e LAUDARES, 2011, p. 10-12) o experimento foi
construido com base nas atividades de construcdo e analise do comportamento grafico das
conicas. Essas atividades seguem uma sequéncia em que, ap6s cada construcao feita, os alunos
sdo levados a argumentar sobre o comportamento observado no grafico.

A fim de que pudéssemos compreender o nivel de prova encontrado nos argumentos
construidos e quais as contribuicBes que esse processo mediado pelo uso da tecnologia poderia
oferecer para a aquisicdo do conhecimento matemaético, para cada etapa do experimento
propunhamos aos alunos que fizessem um registro das principais carateristicas observadas
durante o processo de construcao. Ao final do experimento recolhnemos todo material produzido.

Com objetivo principal de analisar o comportamento desses alunos diante de uma
situagdo de “prova” matematica, aplicamos o experimento no segundo semestre do ano letivo
de 2016, quando estdvamos trabalhando com a turma a disciplina obrigatéria de Geometria
Analitica Il.

Planejamos desenvolver o experimento no laboratdrio de informatica da Universidade.
Assim, na semana anterior da realizacdo do experimento, pedimos ao técnico responsavel pelo
laboratdrio que instalasse o software GEOGEBRA nos computadores que iriamos utilizar.

No dia proposto para aplicacdo do experimento, como alguns alunos da turma

manifestaram ter muita dificuldade em utilizar o computador, optamos por realizar a atividade

38 O Caderno de Atividades de Geometria Analitica: aulas praticas no laboratério de computagdo com uso dos
softwares Geogebra e Winplot. (Prof. Dr. Dimas Felipe de Miranda e Prof.° Dr. Jodo Bosco Laudares — Belo
Horizonte, FUMARC, 2011) apresenta diversas atividades de construgdo e analise de comportamento grafico de
retas e superficies conicas.
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em duplas (seis duplas). Como a maioria ndo conhecia o software GEOGEBRA, buscamos
inicialmente, explorar algumas de suas ferramentas propondo duas atividades bésicas de
construcdo de conicas, encontradas no Caderno de Atividades de Geometria Analitica: uma
relacionada ao “tragado de conicas” desconhecendo suas equagdes e outra de “construcdo de
conicas” a partir de alguns pontos dados>°.

Observamos que nessa primeira etapa os alunos que tinham mais facilidade em utilizar
0 computador procuraram incentivar seu parceiro a manusea-lo para realizar a atividade
proposta.

Nesse momento, chamou-nos muita atengdo uma aluna, que dizia ser atendente em uma
farmacia e que estava muito preocupa, pois iria ser dispensada de seu trabalho por “ndo saber
trabalhar com o computador”. Percebemos entdo, o quido ¢ importante a Licenciatura nao
atrelar-se apenas ao ensino de formulas, leis e teorias, pois 0s espagos sociais atuais exigem das
pessoas uma questdo mais ampla. Entendemos que estratégias de ensino como essas nao podem
ser excluidas da formacédo de docentes, uma vez que esses futuros professores irdo se deparar
com alunos que utilizam frequentemente esse e outros tipos de tecnologias.

Apds essa socializacdo com material tecnoldgico, prosseguimos o experimento

propondo a realizacdo de uma atividade de tragado de conicas conhecendo-se as suas equacoes.

.. - x2 y2 X2 y2
Digitar a dupla de equacdes —t5 = le St = 1 num mesmo
sistema de eixos. Analisar os gréaficos e identificar suas principais
y2

2
caracteristicas. Em seguida digite as duplas de equacoes: % -5 =

2
le— ’1‘—6 + y? = 1 analise seus gréaficos e identifique suas principais

caracteristicas. (Adaptado da atividade 03 “Caderno de Atividades de
Geometria Analitica”, Miranda e Laudares, 2011, p. 10)

Nosso objetivo nessa etapa do experimento foi analisar quais caracteristicas conceituais
das conicas seriam evocadas e quais significados elas trariam para os alunos a partir de suas
visualizagdes gréaficas. Como os alunos ndo haviam recebido nenhuma sistematizacdo do
assunto abordado, esperavamos que os mesmos fossem capazes de reconhecer a partir da

construcdo feita, algumas propriedades ja conhecidas dessas conicas.

39 Dentre as diversas fungdes disponiveis, os comandos do Geogebra 3D utilizados nessas construcdes séo
basicamente: ir a0 menu “janela” ou em “comandos” e plotar as conicas, como por exemplo: elipse por cinco
pontos.
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Procuramos nao intervir nesse processo de construcdo. Apenas respondemos as davidas
relacionadas ao uso das ferramentas do software. A figura a seguir mostra os gréaficos obtidos,

com o auxilio do GEOGEBRA, a partir das equacdes dadas na primeira etapa do experimento.

Figura 29- Graficos obtidos com o auxilio do software GEOGEBRA
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Fonte: elaborado pela autora.

Notamos nessa etapa do experimento, que de maneira geral alunos limitaram-se apenas
em identificar os tipos de conicas e 0s eixos correspondentes a elas, embora esperassemos

possiveis manifestaces de expressdes conceituais relacionadas as suas propriedades.

“As duas primeiras equagoes sdo de uma elipse, sendo que uma tem
eixo maior na horizontal e eixo menor na vertical e a outra é o contrario
dessa. As outras equagdes sao de hipérboles”. (Andlise apresentada por

todas as duplas de estudantes).

Para Gazire (2000), esse tipo de comportamento esta relacionado ao fato do aluno esta
acostumado com um modelo de aula de “transmissao e recep¢do de conhecimento no qual quem
raciocina e quem faz é o professor ndo o aluno” (GAZIRE, 2000, p.184).

Percebemos ser fundamental uma mudanca na abordagem feita pelo professor em sala
de aula, pois além da intencionalidade do planejamento mais adequado a ser utilizado ele
precisa ter uma postura que favoreca a mobilizacdo do aluno para a aprendizagem. Faz-se
necessario criar um ambiente em que a aprendizagem matematica rompa com o paradigma da

resolucao de “listas ¢ mais listas de exercicios™.
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Na etapa seguinte propusemos aos alunos uma atividade de reconhecimento de “familias

de conicas”.

“ 9

Declare dois pardmetros “a” e “b”, crie um cursor para os mesmos,
L . x2  y? x2 ) .

digite as equagdes: — 5+ =1e—5 — (y — b)* = 1evarie o valor

de “a” e “b” separadamente pelo cursor. Fa¢ca uma andlise das

alteracdes obtidas e justifique sua resposta. (Adaptado da atividade 04

“Caderno de Atividades de Geometria Analitica”, Miranda e Laudares,
2011, p. 11).

O objetivo dessa etapa foi analisar quais defini¢bes conceituais seriam evocadas e qual
nivel de compreensdo matematico seria alcancado pelos alunos durante a realizacdo da
atividade proposta. Mas uma vez esperdvamos que 0s alunos fossem capazes de expressar em
palavras ou atraves de formulagdes matematicas algumas propriedades das conicas obtidas
dessas equacoes.

Ao fazermos a analise dessa etapa, procuramos evidenciar a qualidade de comunicagdo
matematica nos argumentos construidos. Assim, notamos, mais uma vez, que metade dos
alunos buscou apenas descrever o movimento feito pelas hipérboles durante as alteracdes dos

parametros “a” e “b”.

Quadro 9- Justificativa apresentada por trés da seis duplas de estudantes do curso de
Licenciatura

(Continua)

P(8). a=2, quando alternamos o valor de a a abertura da
hipérbole diminui e seu vértice é alternado em uma unidade
para cima e para baixo.

P(8): Quando se move o cursor a, a Hipérbole se move sobre o eixo das ordenadas .
1 o 5 b=3, quando alteramos o valor de b a abertura da hipérbole

y, ate 5 e -5 . E quando se move o cursor b, as hipérboles de a quanto a de b se 3 2 2
' ‘ aumenta mais o vértice continua o mesmo.

movimentam juntas, @ se movimenta no eixo das ordenadas e b no eixo das
abscissas, ambas fazem movimentos.
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Justificativa apresentada por trés da seis duplas de estudantes do curso de Licenciatura

(continuacéo)

(2P T

Fonte: Dados da pesquisa.

Percebemos que a forma como esses argumentos sdo apresentados estabelecem um
estagio primitivo de desenvolvimento cognitivo, pois os alunos utilizam apenas imagem visual
para validar o resultado apresentado. Observamos nos argumentos construidos um nivel
rudimentar de prova e também insuficiente.

Segundo Balacheff (2000), para que o aluno alcance um nivel de prova conceitual, 0
mesmo deve “distanciar-se da a¢do e aproximar-se dos processos de solu¢do do problema”. A
elaboracéo dessa linguagem funcional, para o pesquisador exige uma “descontextualizag¢do” do
objeto real para uma classificacéo de objetos independente de uma circunstancia particular; uma
“despersonalizacao” e uma “destemporaliza¢do”, ou seja, uma transformacao das acdes do
mundo real para assim relaciona-las com as operacfes (BALACHEFF, 2000, p. 144).

Para Gazire (2000), a sistematizacdo somente acontece quando a mente humana estéa de
posse de muitos dados empiricos e ndo mais aceita que “basta ver para crer” (GAZIRE, 2000,
p. 191).

Nos demais argumentos analisados, percebemos que, embora os alunos também néo
tenham conseguido alcancar um nivel de prova conceitual mais elevado, os mesmos buscaram

construir suas conclusdes com base na experiéncia que tinham a respeito do assunto.
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Quadro 10- Justificativa apresentada por trés duplas de estudantes do curso de

Licenciatura
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excentricidade alterado,

Letra a : (P7 ¢ P8)-Quando o valor do pardmetro a ¢ alterado a hipérbole se
movimenta sobre 0 ¢ixo y, ¢ observa-se que o valor da excentricidade é alterado (
devido a alteragio do valor das assintotas), ¢ quando o valor do parimetro b ¢
alterado, ela ndo se movimenta no sobre o eixo y, mas também tem o valor de sua

Letra b: (P7 ¢ P8)- Quando o valor do pardmetro a ¢ alterado a hipérbole nio sofre
alteragdes, mas quando o valor do pardmetro b ¢ alterado, a hipérbole se movimenta
pelo plano ¢ tem o valor de sua excentricidade ¢ de suas assintotas alterado, fazendo

com que seus ramos fiquem mais proximos ou mais distantes uns dos outros,

Variando A:

Quanto maior a distincia entre A e zero maior a distncia entre os ramos da primeira
hipérbole. Quanto menor a distancia entre A ¢ zero menor a distancia entre os ramos da
primeira hipérbole. Quando A = 0 a primeira hipérbole deixa de existir. A variagdo do
pardmetro A ndo influi na segunda hipérbole.

Variando B:

Variagdes na primeira hipérbole: quanto maior a disténcia entre B e zero maior abertura das
concavidades. Quanto menor a disténcia entre B ¢ zero menor a abertura das concavidades.

Variagdes na segunda hipérbole: quanto maior a disténcia entre B ¢ zero maior a distincia
entre os ramos da hipérbole e menor a abertura das concavidades. Quanto menor a distancia
entre B e zero menor a distancia entre os ramos da hipérbole e maior a abertura das
concavidades. Quanto maior o valor de B maior o deslocamento em diregdo a0 semieixo
positivo de y. Quanto menor o valor de B maior o deslocamento em diregdo a0 semieixo
negativo de y. Quando B = 0 as hipérboles deixam de existir

4.8 dhuiges amamboﬁwmwwmlqumm/m o0k Joe
mms d:fim\ﬁ da%qu fico: o aomificogaln N[!M Jamolumoly
D M o gito {vxmwm o0 0 six0 Mok dhy orolimag,
Wwdb fratadeo Begm B oo, 00 Okm dip 1y ¢
1% me) pa poﬁh»dxouw wooxdmaby (OLu{o,;) ¢ w,,:fm
dlyw Hole med 4i%0 @XLWM ?‘ s
Lipiibet,. :
(5o D20 o 20 9 s th eim

%Mgw s R eom B 1»" TR
’“‘w“ﬁm«dm& M;:',“ % £ ol

%miquambomm s d‘p’%“
N didbmciom th i § B 1190

m3s ‘(q.wd:

WMdDB{m)OoonthﬂM
M" %M%Wdlwww‘ ‘

Fonte: Dados da pesquisa.
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Fato que consideramos um avango importante na construcdo significativa desse
conhecimento, uma vez que os alunos demonstraram uma boa compreensao das propriedades
observadas. Notamos que os mesmos refletiram sobre a experiéncia matematica,
desenvolvendo assim um tipo de linguagem mais apropriada para descrever suas percepcoes.

Para Balacheff (1998), essa forma de argumentar pode ser considerada como um nivel
de “coabitagdo operacional” entre pragmatismo empirico e racionalismo logico, ou seja o
envolvimento de dois tipos de racionalidade. Nesse caso, 0 aluno constroi seu argumento com
base em dados empiricos e reconstroi seu sentido com base em conceitos sistematicamente
adquiridos.

Na ultima etapa do experimento apresentamos aos alunos uma proposta de atividade de
“analise da excentricidade de elipses e hipérboles” (atividade 05 do caderno de atividades de

Geometria Analitica).

2

~ : ) 2 _ . f Yoo _ ﬁ y_z
Plote as equacdes das elipses: x* + y* = 25; =t = 1 et s

2 2
le Z_s + yT = 1 faga uma anélise de suas excentricidades e justifique

sua resposta. Em seguida, em outro sistemas de coordenadas plote as

- ., x2 yz x2 yz .
equacdes das hipérboles: —— ——=1e —==1 varie 0

a? c2—q2 c2—qa2 a?

parametro ¢ em cada equacdo com a constante, faca uma analise da
excentricidade e justifique sua resposta. (Adaptado da atividade 05
“Caderno de Atividades de Geometria Analitica”, Miranda e Laudares,
2011, p.11-12).

O objetivo dessa etapa era investigar a habilidade de uma demonstracdo matematica
com base na interpretacdo geométrica do conceito de excentricidade. Esperavamos que 0s
alunos fossem capazes consolidar formalmente uma definicdo. Evidentemente, esse ndo é um
trabalho simples, pois exige do aluno um compromisso com a resolucao do problema nédo s6 na
sua eficacia pratica, mas também com seu rigor tedrico.

Assim, buscamos inicialmente, analisar nos argumentos construidos caracteristicas que
estabelecessem relagdes entre a comunicacgéo dos significados compartilhados e a linguagem
operacional utilizada. Nesse sentido, observamos que em geral os raciocinios apresentados
evidenciaram uma boa compreensdo do conceito de excentricidade.

Notamos, que ao analisarem o comportamento das elipses no plano, os alunos

conseguiram reconhecer a equacdo x? + y? = 25 como uma circunferéncia e relacionar essa
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caracteristica ao fato de sua excentricidade ser nula. Porém, na tentativa de justificar a
afirmacéo feita, de acordo com Nasser e Tinoco (2003), eles recorreram a um argumento de
Autoridade: “alguns autores consideram a circunferéncia como sendo uma elipse de

excentricidade nula” (justificativa apresentada por um grupo de alunos).

Figura 30- Argumentos construidos com base nas equac6es das elipses

Andlise:

| Nos dois casos | & | 2 Excentricdads &  entéo ndo séo elpses ¢ sim
5:(P1) e T+ Sho formadas duas cireunfeéocia qu sc sobrepdem,  quando o valoe de ¢ circunferéncias , pois efpses néo tem excentricidade iuala zero ela tende a 0 mais
*! nunca geré zero . Por isso sdo citcurferéncias. Quando ¢>a, a circunferéncia diminyi

(¢ 8) € alrado, o i desa cireunfercia et ou i, fzendo com que seu ; :
ate chegar em 0, quando comega em valores negefivs ela val aunentando

e s alerado  lguns atores consideramacirunferiacomo sendo uma elipe

(i excentricidade mul).

Fonte: Dados da pesquisa.

Mais uma vez, esse fato nos remete a ideia defendida por Gazire (2000) de que o
processo mais usado pelo ser humano em sua propria aprendizagem ¢é a “imitacao”. Para a
pesquisadora, os alunos estdo acostumados a um tipo de ensino em que 0s conteldos sao
apresentados pelo “livro-texto” e a eles “cabe apenas decorar formulas e algoritmos para entao
aplica-los em exercicios padronizados” (GAZIRE, 2000, p. 179-180).

Dai resulta a falta de compreensdo dos alunos, como pudemos observar nos demais
argumentos construidos, de que a demonstracdo de uma verdade geométrica ndo depende
apenas de apresentar um aspecto particular ou circunstancial de uma determinada figura e sim,
que € necessario separar do desenho dado as propriedades gerais e permanentes daquelas

particularidades.
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Figura 31- Argumentos construidos com base nas equacdes dadas
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Fonte: Dados da pesquisa.

Segundo Balacheff (1988), para que o aluno chegue a um nivel de “prova conceitual”,
existe um longo caminho, que deve inicialmente passar por uma mudanga radical na forma de
conceber a prova: “é necessario que a justificativa que constitui a base da validacdo da
proposicao apoie-se sobre a analise de suas propriedades e essas ndo devem mais ser formuladas
de maneira particular, mas sim de forma generalizada” (BALACHEFF, 1988, p. 227).

Quando analisamos o0s argumentos construidos em relacdo a excentricidade das

hipérboles, notamos que em apenas um dos casos, ocorreu uma tentativa de se apresentar uma
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prova mais conceitual (figura 32). Observamos no argumento construido que as alunas
buscaram explicitar a justificativa apresentada de forma mais generalizada, embora a conclusdo

inferida tenha partido de um caso particular.

Figura 32- Passagem de prova pragmatica para prova conceitual

Anilise de excentriidade: quanto mais proximo C esté de zero mais prévima &
exoentricidade estd de um. Quanto mais istante C st de zero maior a excentricidade. A
relagdo entre C ¢ A também influ na excentricidade, sendo observado que a excentricidade ¢
maior quéndo o médulo da diferenca dos modulos de C ¢ A (IC-A ) meior,

Fonte: Dados da pesquisa.

Balacheff (1988) classifica esse tipo de argumento como um nivel de prova denominado
de “Exemplo Genérico”. Para o pesquisador as tentativas de alguns alunos em estabelecer uma
prova matemética por meios de uma argumentacdo ldogica esbarra na dificuldade de
proporcionar ao problema apresentado uma configuragdo mais especifica: “a pratica da prova
exige raciocinio € a0 mesmo tempo um estado especifico de conhecimento” (BALACHEFF,
1988, p. 228).

Nos demais casos analisados, percebemos novamente, que o0s argumentos foram
construidos de forma bastante rudimentar, apresentando um nivel de prova classificado de

acordo com Balacheff (1988), como “Empirismo Ingénuo”.
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Figura 33 - Nivel de prova: ""Empirismo Ingénuo™
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Fonte: Dados da pesquisa.

Nesses argumentos, as caracteristicas das expressdes linguisticas sdo insuficientes para
tornar claro o nivel de compreensdo matematica envolvido na construcdo do raciocinio.
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Entendemos que os argumentos aqui apresentados fazem parte de uma concepgdo mental dos
alunos que os impede de expressar claramente as propriedades de um determinado objeto e suas
consequéncias o que implica na impossibilidade de construir linguagens conceituais mais
avancadas.

O que se observa, € que de maneira geral, os discentes dessa turma estdo passando por
um processo de transicdo que constitui sua identidade profissional. Percebemos que muitos
alunos ao chegarem a Universidade ndo estdo conscientes ou convencidos que o objetivo
principal desse curso é a formacao de professores, e que seu papel social de educador é ter uma
visdo ampla de que a aprendizagem matematica deve oferecer a formacéo dos individuos a

competéncia para o exercicio de sua cidadania.
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5. CONSIDERACOES FINAIS

Porque eles tinham “CURIOSIDADE”! (Aluna do terceiro ano A, 2016)

A ideia de seguir o paradigma de uma aprendizagem centrada em contetdos e premida
pela necessidade de medir de forma objetiva o “sucesso” ou “fracasso” da matematica escolar
é deixar de lado aspectos importantes que envolvem todo esse processo educacional. A
aprendizagem é condicdo necessaria e essencial do desenvolvimento potencial do sujeito e tem
influéncia direta no processo de construcao do seu conhecimento.

Ao iniciarmos essa pesquisa investigando o processo de construgdo do pensamento
Geomeétrico, chegamos a reflexdo de que as diversas mudancas ocorridas na estruturacdo desse
conhecimento, em um espaco de tempo tao curto acarretou uma inesperada rebelido intelectual,
mudando de maneira significativa a forma do individuo ver o mundo.

A visdo de mundo que relacionava determinados fatos ou acontecimentos a intui¢do
humana, variando de acordo com as condicdes vivenciadas por um individuo ou por grupos de
individuos, deu lugar a um conhecimento estruturado na conceitualizacdo do espaco processada
e organizada de forma ldgica e sistematizada.

Encontramos nas civiliza¢@es antigas indicios de que a Geometria ndo reside apenas no
espaco fisico, mas que essa possui também um enorme carater abstrato, ou seja, de uma ciéncia
gue demonstra que a precisdo de suas previsdes € bem maior que os seus resultados
observacionais.

Com um pensar reflexivo e sistematico sobre a construcdo do conhecimento
Geomeétrico, percebemos, que ao longo dos séculos, a natureza desse pensamento procurou
apoiar-se na solidez de seus argumentos. De fato, desde os Elementos de Euclides uma verdade
geométrica é consistente quando garante que todo seu processo é fundamentado em um sistema
formal.

Elevando o pensamento Geométrico ao conhecimento racional, verificamos que,
qualquer fato ou enunciado deve ter uma “razao” ou uma causa determinante para existir. Nessa
perspectiva, ao contrario da intuicdo, o conhecimento geométrico racional é um tipo de
conhecimento que exige “provas e demonstracdes” para verdades conhecidas ou investigadas:
ndo parte apenas de um ato intelectual, mas sim de varios atos intelectuais.

O conhecimento geomeétrico racional procura ir além do fato observado, pois, busca na

razdo um caminho para explicar e demonstrar a ocorréncia de diversos fenémenos.
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O que aprendemos entdo com essa histdria concisa? Que ndo had davida de que a
Geometria € uma obra genial do pensamento humano.

Pensando na evolucdo histérica da humanidade, considerando que 0O nosso
conhecimento comega com as experiéncias vividas e que nossa percepcao acerca do universo
estd relacionada a maneira pela qual associamos o mundo percebido as nossas ideias,
entendemos que a grandeza da Geometria revela-se na sua singular habilidade de juntar tudo na
forma de uma teoria e na insisténcia de fornecer uma demonstracao para as consequéncias dela.

Ao direcionarmos nossos estudos aos resultados dos inumeros experimentos realizados
pelas ciéncias cognitivas na busca por uma caracterizagdo para a construcdo do pensamento
I6gico geométrico, com um olhar nas conclusdes de alguns cientistas cognitivos (Gardner,
1994; Piaget, 1986; Vygotsky, 1998), verificamos que para um individuo avancar seu
conhecimento geométrico além das habilidades inatas, faz-se necessaria a construcdo de
processos de pensamento mentais que traduzam conceitos abstratos em outros mais concretos.

Nessa concepgdo, a aquisi¢do de conceitos geométricos e das relagbes existentes entre
eles independem das definicdes operacionais desse conhecimento. De acordo com a ciéncia
cognitiva, o desenvolvimento de competéncias e habilidades geométricas acontecem a partir da
leitura daquilo que produz significado.

Em se tratando de habilidades e competéncias, entendemos que a relacéo estabelecida
entre 0s objetivos para a aprendizagem geométrica e aquilo que os alunos demonstram como
conhecimento efetivamente construido nem sempre sdo 0s mesmos. Quando visto dessa forma,
compreender em que nivel encontra-se um pensamento argumentativo geométrico de um
individuo, significa saber em que ponto se esta e 0 que é preciso fazer para se chegar aonde se
pretende.

Com um pensar reflexivo e sistematico concernente a pratica Geométrica demonstrativa,
direcionamos nossa pesquisa ao ambito socio educacional, onde ocorrem as diversas situacées
de ensino e aprendizagem. Eis que surge a questdo: “por que o formalismo légico € tao
necessario na matematica escolar?

Na busca por respostas para esse questionamento, encontramos na Educacdo
Matematica (Hanna, 2000; Balacheff, 1988; Lakatos, 1978 e Pogorélov, 1974) alguns aspectos
interessantes que relacionam a pratica demonstrativa a construcao de processos mentais, por
meio dos quais os alunos experimentam a realidade, criam hipoteses sobre 0 seu objeto de
estudo e confrontam-nas com as hipoteses de seus pares.

Quando utilizado de forma argumentativa, o formalismo l6gico torna-se acessivel a um

numero maior de estudantes, pois possui um maior valor educativo, oportunizando os alunos a
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perceberem detalhes, conjecturar e cometer erros; para refletir e interpretar as relagdes entre
objetos e oferecer-lhes explicacbes matematicas.

Mais do que permitir que as hipoteses confirmem veracidade aos teoremas, as provas
tém o efeito de questionar essas condi¢des e promover o entendimento matematico. Essa linha
de raciocinio é bem similar as solu¢es propostas pelos cientistas cognitivos, pois baseia-se
numa perspectiva geométrica que parte da “investigacao”, contemplando seu desenvolvimento
tanto numa dimenséo tedrica como experimental.

Entretanto, a realidade nas escolas ndo reflete essa concepcao, visto que, apesar dos
esforgos feitos nos Ultimos tempos para aperfeicoar o ensino-aprendizagem dos contetidos
Geomeétricos na Educacdo Bésica, cada vez mais grande parte dos alunos chega ao curso de
Licenciatura com uma grande defasagem no que diz respeito a aprendizagem dessa disciplina.

“Por que a maioria dos alunos continuam fracassando na aprendizagem geométrica? E
a maioria dos professores continuam fracassando em seu ensino?”’

A resposta mais simples que encontramos para essas questdes € que a auséncia da
Geometria nas escolas pode estar relacionada ao fato dos professores ndo possuirem 0s
conhecimentos geométricos necessarios para a realizacao de tal pratica. Alguns especialistas da
area (Gazire, 2000; Nasser e Tinoco, 2003; Nasser e Aguilar Junior, 2012) apontam que o ‘nio
resgate’ da Geometria em sala de aula esté relacionado a um circulo vicioso: “se um professor
sistematicamente ndo ensina geometria, o provavel sera que seu aluno (futuro professor)
também nao o faga” (GAZIRE, 2000).

Na verdade, além da importancia de dominar os conteddos a serem ensinados, faz-se
necessario que o professor tenha conhecimento didatico deles, para que entdo possa encontrar
a maneira mais adequada de apresenta-los aos alunos.

Chegando entdo ao elemento fundamental, que reflete toda nossa capacidade de
construir o grande “quebra-cabe¢a” que ¢ 0 processo de ensino e aprendizagem geométrica,
onde a mais diminuta alteracdo nas condic¢des iniciais pode produzir resultados finais
inteiramente diferentes.

Nesse sentido, ao analisarmos os dados obtidos na pesquisa, ndo nos objetivamos apenas
em obter uma resposta Unica para as questBes aqui apresentadas, mas sim, em investigar
criteriosamente qual contribuicdo esse processo de “Prova Experimental” traz para a Educagao
Matematica.

Sabemos que existem muitos exemplos de recursos didaticos que favorecem a

construcdo de conceitos e propriedades geométricas, contudo, optamos por propor ‘“Provas
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Experimentais” por considerarmos que essa estratégia de ensino contempla um olhar reflexivo
sobre a acdo pedagogica, tanto em seus aspectos cognitivos como didaticos.

Buscamos, na constru¢ao dessas “Provas Experimentais”, mostrar que ¢ possivel
produzir atividades investigativas com recursos que estdo ao alcance do professor na sala de
aula.

Existe, sem davida, um fato crucial a ser considerado: o “espirito investigativo” que
delineia os limites da capacidade do aluno de resolver problemas. Por isso, as atividades
experimentais precisam ser continuamente utilizadas, principalmente ao lidar com aquelas areas
nas quais ndo se tem uma teoria que produza muito mais do que o que ja foi investigado.

Ao analisarmos, de forma geral, os argumentos construidos pelos sujeitos envolvidos na
pesquisa, verificamos que as construcdes de pensamento apresentadas, tanto no que se referem
aos alunos da Educacdo Basica, como do curso de Licenciatura, concentram-se apenas no nivel
de “Prova Pragmatica”, variando entre os tipos: “Empirismo Ingénuo” e “Exemplo Genérico”.

Naqueles poucos casos em que uma precisao superior € obtida, percebe-se que os alunos
recorrem a um “argumento de autoridade”, ou seja, defini¢cdes apresentadas no livro didatico
ou explicacbes dadas pelo professor e que mesmo assim, estdo longe de alcancar um nivel de
“Prova Conceitual”.

Percebemos, na maioria das vezes, que as justificativas sobre o fato observado sdo
construidas com base na apresentacéo de um caso particular ou por meio de imagens. Realidade
essa, verificada nos resultados obtidos com os experimentos realizados nas trés turmas (9° ano
do Ensino Fundamental, 3° ano do Ensino Médio e 3° periodo do curso de Licenciatura) que
apesar de encontrarem-se em diferentes graus de escolaridade, apresentam a mesma maturidade
matematica.

Isso ndo quer dizer que os argumentos construidos ndo desenvolveram experiéncias de
pensamento construtivas. Em varios deles notamos estratégias “engenhosas”, capazes de
abordar diversos aspectos importantes do problema apresentado. Por esse motivo, entendemos
que as “Provas Experimentais” sdo capazes de auxiliar na construcdo de um pensamento
matematico mais avangado.

Acreditamos que esse trabalho confirma muito acerca do que ja se assinalara sobre o
Ensino de Geometria, como atestam varios estudos aqui referenciados. Todavia, esta longe de

ser conclusivo, muitos outros aspectos em relacdo ao tema devem ser considerados, tais como:

» Analisar o nivel de prova encontrado nos argumentos construidos por professores

da Educacdo Basica, de acordo com o modelo proposto por Balacheff (1988; 2000).
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» Confrontar o nivel de prova encontrado nos argumentos dos alunos da Educacéo
Bésica nos anos iniciais do Ensino Fundamental com os dos alunos que estdo nos
anos finais do Ensino Médio afim de verificar o desenvolvimento cognitivo desses
alunos com o passar dos anos escolares.

» Investigar qual a relagdo existente entre o pensamento argumentativo geométrico e
sua construcdo filosofica no sistema formal.

» Seria também interessante, propor um estudo fenomenoldgico da aquisicdo do

conhecimento geométrico de um individuo ou de um determinado grupo.

Entendemos que o estudo desses e de outros aspectos possam contribuir de forma
significativa para o desenvolvimento do Ensino de Geometria e para que possamos
compreender de fato sua importancia na formacdo de seres pensantes, capazes de agir e
posicionar-se de forma critica diante dos desafios impostos pela convivéncia social despertando
assim, sua CURIOSIDADE.






149

REFERENCIAS

AGUILAR JUNIOR, Carlos Augusto. Postura de docentes quanto aos tipos de
argumentacéao e prova apresentados por alunos do ensino fundamental. 2012. 144 f.
Dissertacdo (Mestrado) - Mestrado em Ensino de Matematica, Universidade Federal do Rio
de Janeiro, Rio de Janeiro, 2012.

ALMOULOUD, Sado A. Prova e demonstracdo matematica: problematica de seus processos
de ensino e aprendizagem. In: 302 Reunido Anual da Anped, v. 1, 2007, Caxambu. Anais ...
Minas Gerais: Anped, p. 1-18, 2007.

ALVES, José Pinho. Atividade experimental: uma alternativa na concepgao construtivista. In:
Encontro de Pesquisa e Ensino de Fisica, 8. 2002, Aguas de Linddia. Anais ... Sdo Paulo:
SBF, p. 1-20, 2002.

ARISTOTELES. Segundos Analiticos, livro 1. Traducao de Lucas Angioni. Col. Classicos
da Filosofia: Cadernos de Tradugéo n°. 4, Campinas: Instituto de Filosofia e Ciéncias
Humanas/ Unicamp, 2004.

A.V. POGORELOV. Geometria Elementar. Traducio de Carlos Veja. Moscou: Editora Mir,
1974,

BACHELARD, Gaston. A formagcao do espirito cientifico: contribui¢do para uma
psicanalise do conhecimento. Rio de Janeiro: Contraponto, 1996.

BALACHEFF, Nicolas. Aspects of proof in pupils’ practice of school mathematics. En:
PIMM, David. Mathematics, teachers and children. Londres: Hodder & Stoughton, p. 216-
235, 1988.

, Nicolas. Procesos de prueba en los alumnos de matematicas. Traducdo:
Pedro Gomes. Bogota: Centro de Impresion Digital Cargraphics S.A., 2000.

, Nicolas. Processus de preuve et situations de validation. Educational
Studies In Mathematics: An International Journal. v. 2, n. 18, p.147-176, maio 1987.

BICUDO, Maria Aparecida Viggiani. Filosofia e epistemologia na educagdo matematica. In:
BICUDO, M. A. V. (Org.). Pesquisa em educacdo matematica: concepgdes &
perspectivas. Sao Paulo: UNESP, 1999.

, Maria Aparecida Viggiani (Org.). Filosofia da educacdo matematica:
fenomenologia, concepcdes, possibilidades didatico-pedagogicas. Sdo Paulo: UNESP, 2010.

, Maria Aparecida Viggiani. Pesquisa em educacdo matematica. Pro-posicoes, Sao
Paulo, v. 04, p.18-23, 1993.

BOYER, Carl Benjamin. Historia da matematica. 2. ed. Traducdo: Elza F. Gomide. S&o
Paulo: Edgard Blucher, 1996.

BORBA, Marcelo de Carvalho; ARAUJO, Jussara de Loiola. Pesquisa qualitativa em
educacdo matematica. Belo Horizonte: Auténtica, 2004.



150

BRASIL. Ministério da Educacdo. Diretrizes Curriculares Nacionais para os Cursos de
Matemética, Bacharelado e Licenciatura. Parecer CES/CNE 1.302/ 2001, homologacéo

publicada no DOU 05/03/2002, Secéo 1, p. 15. Resolucdo CES/CNE 03/2003, publicada no
DOU 25/02/2003, Secéo 1, p. 13.

. Ministério da Educacdo. Secretaria de Educacdo Fundamental. Parametros
Curriculares Nacionais: Matematica (Ensino Fundamental). v. 3. Brasilia: MEC, 1997.

. Ministério da Educacéo. Secretaria de Educacdo Média e Tecnoldgica.
Parametros curriculares nacionais: ensino médio. MEC, 1999.

BROUSSEAU, Guy. Introducao ao estudo das situagdes didaticas: conteudos e métodos de
ensino. S&o Paulo: Atica, 2008

BURNET, John. A aurora da filosofia grega. Traducdo de Vera Ribeiro. Rio de Janeiro:
Contraponto, 2010.

CARVALHO, Maria Cecilia M de. Construindo o saber: Metodologia Cientifica
Fundamentos e Técnicas. Campinas: Papirus, 1995.

CHARLOT, Bernad. Da Relacdo com o saber: elementos para uma teoria. 2. ed. Porto
Alegre: Artmed Editora, 2000.

CHAUI, Marilena. Convite a filosofia. Sdo Paulo: Atica, 2000.

, Marilena. A Ifilosofia: ética ou filosofia moral. In: CHAUI, Marilena. Convite a
filosofia. Sdo Paulo: Atica, 1995. Cap. 5, p. 339-356.

CONICAS, nocdes: intuicdes e aplicacdes, 2016. Disponivel em:
<http://parquedaciencia.blogspot.com.br/2013/04/conicas-nocoes-intuitivas-e-
aplicacoes.html> Acesso em: 18 mar. 2016.

COSTA, Gustavo A. T. F. da. O cone e as conicas. Revista da Olimpiada Regional de
Matematica de Santa Catarina n.4, p. 77-89, 2007.

DESCARTES, René. Discurso sobre o0 método. Traducdo: Maria Hermantina Galvao. Sao
Paulo: Martins Fontes, 2001.

EUCLIDES. Os Elementos/Euclides. Traducéo de Irineu Bicudo. S&o Paulo: UNESP, 2009.
EVES, Howard. Introducdo a historia da matematica. 5. ed. Campinas: Unicamp, 2011.

FERREIRA, Aurélio Buarque de Holanda. Referéncia. In: FERREIRA, Aurélio Buarque de
Holanda. O mini dicionario da lingua portuguesa. 8 ed. rev. e ampl. Rio de Janeiro:
Saraiva, 2010.

FETISSOV, A. I. A demonstracdo em geometria. Traducdo de Hygino H. Domingues. S&o
Paulo: Atual, 1994.

FIORENTINI, Dario; LORENZATO, Sergio. Investigacdo em educacdo matematica:
percursos teoricos e metodologicos. 3.ed. Campinas: Autores Associados, 2012.


http://parquedaciencia.blogspot.com.br/2013/04/conicas-nocoes-intuitivas-e-aplicacoes.html
http://parquedaciencia.blogspot.com.br/2013/04/conicas-nocoes-intuitivas-e-aplicacoes.html

151

FIORENTINI, Dario. Pesquisar praticas colaborativas ou pesquisar colaborativamente? In:
BORBA, Marcelo de Carvalho. Pesquisa qualitativa em educagdo matematica. Belo
Horizonte: Auténtica, p.47-76, 2004.

FRAGOSO. Uma introducdo a ética de Benedictus de Spinoza. Kalagatos — Revista de
Filosofia. Fortaleza, v. 9, n. 17, p.10-17, jan. 2012.

GASPAR, Alberto. Experiéncias de Ciéncias: para o ensino fundamental. Sao Paulo: Atica,
2005.

GARNICA, Antonio Vicente M. E necessario ser preciso? E preciso ser exato? um estudo
sobre argumentacdo matematica ou uma investigacao sobre a possibilidade de investigacéo In:
CURY, H. N. Formagcé&o de Professores de Matematica: uma visdo multifacetada. Porto
Alegre: EDIPUCRS, p. 49-87, 2001.

GARDNER, Howard. Estruturas da mente: a teoria das multiplas inteligéncias. Porto
Alegre: Artes Médicas, 1994.

GAZIRE, Eliane Scheid. O néo resgate das geometrias. 2000. 217 f. Tese (Doutorado) -
Curso de Doutorado, Universidade Estadual de Campinas, Campinas, 2000.

HANNA, Gila. Proof, explanation and exploration: an overview. Educational studies in
mathematics, Canada, v. 44, n. 1, p.5-23, 2000.

HANNA, Gila. Some pedagogical aspects of proof. Interchange. The Ontario Institute or
Studies in Education, v. 21, n. 1, p 6-13. Ontario, Canadé, 1990.

HUME, David. Colec&o Pensadores. Sdo Paulo: Abril Cultural, 1973.

IEZZI, Gelson; DOLCE Osvaldo; DEGENSZAJN, David; PERIGO, Roberto; ALMEIDA,
Nilze de. Matematica: ciéncias e aplicacdes. v. 3. Ensino Médio, 8 ed. Sao Paulo: Atual,
2014,

ILUMINURA do século XVII em uma traducéo latina dos Elementos de Euclides atribuida a
Abelardo de Bath personificacdo da geometria, 2016. Disponivel em:
<http://explore.bl.uk/primo_library/libweb/action/search>. Acesso em: 10 agost. 2016.

IMENES, Luiz Marcio. A Geometria no primeiro grau: experimental ou dedutiva? Revista de
Ensino de Ciéncias (USP), Séo Paulo, n. 19, p. 55-61, 1987.

INFOESCOLA. Jardins suspensos da Babildnia. Disponivel em:
<http://www.infoescola.com/historia/jardins-suspensos>. Acesso em: 20 fev. 2016.

INSTITUTO BRASILEIRO DE GEOGRAFIA E ESTATISTICA. Censo demogréfico 2016.
Populagdo, trabalho e rendimento. Disponivel em:
<http://www.ibge.gov.br/home/estatistica/populacao/estimativa2016/estimativa>. Acesso em:
06 jun. 2016.

KANT, Imannuel. Critica da razéo pura. 5. ed. Traducdo de J. Rodrigues de Merege.
Lisboa: Fundacdo Calouste Gulbenkian, 2001.

KLEENE, Stephen Cole. Mathematical logic. Courier Corporation, 2002.


http://explore.bl.uk/primo_library/libweb/action/search
http://www.infoescola.com/história/jardins-suspensos-
http://www.ibge.gov.br/home/estatistica/populacao/estimativa2016/estimativa

152

LAKATOS, Imre. A l6gica do descobrimento matematico: provas e refutacdes. Traducao
de Nathanael C. Caixeiro. Rio de Janeiro: Zahar Editores, 1978.

LAKATOS, Eva Maria; MARCONE, Marina de Andrade. Fundamentos da metodologia
cientifica. 2.ed. Séo Paulo: Atlas, 1991.

LIMA, Elon Lages. Meu Professor de matematica: e outras histérias. Rio de Janeiro:
IMPA/VITAE, 1991.

LIMOEIRO, Miriam Cardoso. Ideologia do desenvolvimento. 2.ed. Rio de Janeiro: Paz e
Terra, 1978.

LiVIO, Mario. Deus é matematico? Traducéo de Jesus de Paula Assis, 2.ed. Rio de Janeiro:
Record, 2011.

LORENZATO, Sérgio. Colecdo Formacao de Professores: O Laboratdrio de Ensino de
Matematica na formacao de Professores. Sdo Paulo: Autores Associados, 2006.

MARK, Julian Cass. A Teoria da Prova em Leibniz. v. 11, n. 2, Sdo Paulo: Scientia e
studia, p. 79-267, 2013.

MIRANDA, Dimas Felipe de; LAUDARES, Jodo Bosco. Caderno de atividades de
geometria analitica: aulas préaticas no laboratorio de computacao: uso dos softwares
Geogebra e Winplot (Caderno 05). Belo Horizonte: FUMARC, 2011.

NASSER, Lilian; A TINOCO, Lucia A de. Argumentacao e provas no ensino de
matematica. Rio de Janeiro: Ufrj/projeto Fundéo, 2003. 109 p.

OLIVEIRA, Céurio de. Curso de Cartografia Moderna. Rio de Janeiro: Fundacéo IBGE,
1988.

PAPALIA, Daiane E; OLDS, Sally Wendkos; FELDMAN, Ruth Duskin. O mundo da
crianca: da infancia a adolescéncia. 11ed, Sdo Paulo: Saraiva, 2001.

PIAGET, Jean. O desenvolvimento do pensamento: equilibragdo das estruturas cognitivas.
Lisboa: Dom Quixote, 1977.

, Jean. O nascimento da inteligéncia da crianca. Sdo Paulo: Editora Critica, 1986.
PLATAO. A Republica. Tradugio de Enrico Corvisiere. S&o Paulo: Nova Cultura, 2000.

POINCARE, Henri. The value of science. Traducio de George Bruce Halsted. New York:
The Science Press. 2012.

PORTAL MATEMATICA E MULTIMIDIA. As midias. Disponivel em:
<http://m3.ime.unicamp.br>. Acesso em: 12 dez. 2015.

PROGRAMA DAS NACOES UNIDAS PARA O DESENNVOLVIMENTO (PNUD). Atlas
do desenvolvimento humano no Brasil. 2013. Disponivel em:
<http://www.atlasbrasil.org.br/2013/>. Acesso em: jun. 2016.

ROONEY, Anne. A Historia da Matematica. Brasil: M Books, 2012.


http://www.atlasbrasil.org.br/2013/

153

RUSSELL, Bertrand. Introducéo a filosofia da matematica. Edicao e traducdo: Augusto J.
Franco de Oliveira. 1 ed. Lisboa: CEHFCI, 2006.

SCARPIN, R. R. Comecos...tropecos...recomecos. In: GRINSPUN. Mirian Paula S. Z.
(Org.). Supervisédo e orientacdo educacional: perspectivas de integragdo na escola. 2. ed.
Séo Paulo: Cortez, 2005.

SHOENFIELD, Joseph Robert. Mathematical logic. Canada: Addison-Wesley Pub. Co.
1967.

SILVA, A. e REGO, R. Matemaética e literatura infantil: um estudo sobre a formacao do
conceito de multiplicacdo. In BRITO, M.R.F (Org.) Solucéo de problemas e a matematica
escolar. Campinas: Alinea, p. 207-236, 2006.

TAHAN, Malba. O Homem que calculava. 63. ed. Sdo Paulo: Record, 2003.

VYGOTSKY, Lev Semenovich. Pensamento e linguagem. Rio de Janeiro: Martins Fontes,
1998.






155

APENDICE A - Produto desenvolvido a partir da pesquisa realizada

“Construindo Praticas Investigativas em Geometria: caderno de provas experimentais”
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CONSTRUINDO PRATICAS
INVESTIGATIVAS Geométricas

APRESENTACAO:

“O que chamamos de aprendizado é s6 um processo de reminiscéncia.”

(Platdo)

Entender como os alunos compreendem um processo de prova matematica ¢ buscar
elementos que possam auxiliar na estruturacao do conhecimento que decorre da pratica escolar
cotidiana. Compreender as relacdes que definem o conhecimento dos objetos matematicos e a
realidade que circunscreve seu saber fazem com que a agdo pedagdgica do professor incorpore
diferentes concepgdes, tornando-a capaz de elevar os estudantes a um nivel de compreensao
que transcenda o conhecimento de determinadas propriedades matematicas.

Encontrar situacdes de diferenciacdo entre ‘o que’ se estuda e ‘por qué’ se estuda,
constitui um dos principais objetos de pesquisa relacionadas a didatica da Matematica que nao
se preocupa apenas em fazer com que os alunos sejam capazes de resolver o problema mais
dificil, mas sim com que esses sejam capazes de ampliar os horizontes da propria Matematica.

Na tentativa de elucidar alguns aspectos da aprendizagem matematica, principalmente
no que diz respeito a constru¢do do pensamento geométrico, o “Caderno de Provas
Experimentais” apresenta uma proposta de trabalho que busca tornar mais significativo o
ensino de geometria. Partindo da investigacdo e da experimentacao, os alunos sdo levados a
construir modelos explicativos para uma determinada situagdo proposta.

Desenvolver a capacidade investigativa e a constru¢do do conhecimento cientifico com
base na experimentacdo compde um dos principais objetivos desse “Caderno”. Acreditamos
que a utilizacdo de provas experimentais em sala de aula, pode proporcionar situagdes
especificas e momentos de aprendizagem que dificilmente aparecerdo em aulas tradicionais.

Além de construir uma ferramenta significativa para o ensino das propriedades

geométricas, o impacto que essas atividades provocam na construcdo do conhecimento do
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aluno, tanto do ponto de vista cognitivo quanto da aprendizagem de conceitos, confirma que a
experimentacdo auxilia o aluno a agir com autonomia e desenvoltura diante dos problemas
propostos em sala de aula.

Esse “Caderno” ¢ produto de uma pesquisa de mestrado e foi construido com base nos
experimentos realizados durante o ano de 2016 (dois mil de dezesseis), com trés turmas da rede
publica de ensino, que se encontravam em diferentes niveis de aprendizagem: nono ano do
Ensino Fundamental; terceiro ano do Ensino Médio e terceiro periodo do curso de
Licenciatura em Matematica.

As “Provas Experimentais” aqui apresentadas foram elaboradas com base na proposta
curricular de ensino para essas turmas e com o auxilio do material didatico adotado pela escola.
E importante destacarmos que o livro didatico de Matematica torna-se uma ferramenta poderosa
de ensino quando aliado a a¢des planejadas.

Nessa perspectiva, faz-se necessario que o professor leve em consideracdo que, para
ensinar estudantes a desenvolverem métodos de argumentacdo e prova, é preciso estar atento
ao seu nivel de desenvolvimento cognitivo e ao caminho pelo qual suas experiéncias prévias
construirdo estruturas conceituais que poderdo ajudar ou impedir esse desenvolvimento.

No6s objetivamos, aqui, mostrar que a utilizagdo de Provas Experimentais ¢ importante
nas aulas de Matematica, pois abrem caminhos para a investigagdo e desenvolvimento do
raciocinio 16gico. Entendemos que os conceitos matematicos sdao formados pela agdo
interiorizada do aluno, pelo significado que ddo as formulagdes que enunciam e as verificagdes
que realizam, ressaltando, assim, a relevancia de que a estratégia utilizada permite uma
formacgao significativa da aprendizagem.

Espera-se que esse “Caderno” contribua com o desenvolvimento de competéncias
cognitivas, praticas e sociais que todo aluno tem direito e que essas se traduzam na capacidade

de descrever e interpretar a realidade, de planejar a¢des e agir sobre o mundo real.
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O PAPEL DAS PROVAS E DEMONSTRACOES NO ENSINO

Muito se discutiu e ainda se discute sobre a funcdo das “provas e das demonstragdes”™
no ensino de Matematica. Explicacdes fundamentadas no senso comum apontam que o uso de
demonstragdes no ensino nao passa da apresentacdo de uma linguagem formal cujo objetivo
principal € buscar padrdes e relagdes de uma ciéncia que possui carater exato e dedutivo. Porém,
nao ha duvida que, ao contrapor e avaliar diferentes interpretacdes sobre sua fun¢do no ensino,
as “provas e as demonstragdes” favorecem atitudes criticas e investigativas.

Durante séculos, observou-se uma crescente busca nas ciéncias cognitivas por uma
justificativa para a compreensao dos fundamentos da Matematica na cogni¢ado humana. Muitos
estudiosos empenharam-se em encontrar subsidios teodricos da ‘Ciéncia Cognitiva’ que
apontassem a dindmica estabelecida entre funcionamento cognitivo e a construcao intelectual
desse saber.

Nos ultimos anos, estudiosos em Educagdo Matematica t€m se ocupado em estudar
formas de aprimorar o conhecimento matematico e desenvolver estratégias de ensino que
aproximem essa disciplina as situagdes vivenciadas no cotidiano.

Atualmente, uma das maiores preocupagdes quanto ao ensino de Matematica ¢
desenvolver no educando, diversas habilidades, como aquelas concernentes aos procedimentos,
e especialmente, as exigidas na elaboragdo de argumentacdo, na validacdo de solugdes, na
apresentagao de conclusdes que levam a estruturagdo do raciocinio logico.

Nesse sentido, pensar no ensino de Matematica, por meio de provas e demonstragoes, €
propor um confronto entre o modelo cognitivo do aluno com o de outros alunos ou até mesmo
com o do professor, € percorrer um caminho marcado por continuidades e rupturas.

A questdo fundamental ¢ que as provas e as demonstracdes devem ser vistas como uma
forma de argumentagdo, que tem valiosos beneficios para o desenvolvimento de competéncias
e habilidades como: explorar situacdes-problemas, observar implicagdes da utilizacdo de
distintas defini¢des, formular conjecturas e contribuir para a comunicacao de resultados ou para
a formalizagdo de um corpo de conhecimento matematico.

Segundo Bachelard (1996), as construcdes de processos de pensamentos que as provas
produzem tornam-se ferramentas importantes para auxiliar os alunos a avancarem além das
habilidades matematicas inatas. Para o pesquisador, “os alunos precisam ser encorajados a fazer

perguntas, analisar erros e propor solugdes diferentes” (BACHELARD, 1996, p.21).
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Compreender um processo de prova ¢ compreender que o fato de uma afirmagdo ser
verdadeira esta relacionado com a consisténcia da argumentacdo utilizada nesse processo. Ao
considerarem a prova um meio de comunicacao de ideias matematicas que envolvem todo um
processo de buscar regularidades, propor conjecturas e pensar logicamente, os alunos alcangam
novas dimensoes na estruturagao desse saber.

Para Hanna (2000), a prova matematica ¢ util somente quando o professor ¢ capaz de
usa-la de forma que transmita entendimento. Para a pesquisadora, mais do que permitir que as
hipoteses confirmem veracidade aos teoremas, as provas t€ém o efeito de questionar essas

condi¢des e promover a percepg¢ao dos limites de diversos modelos.

“[...] amelhor prova é que ajuda compreender melhor o significado do teorema a ser provado: ndo so para ver que
é verdade, mas também, porque é verdade. E claro que tal prova é também mais convincente e mais propensa a
levar a novas descobertas”. (HANNA, 2000, p. 03).

Pogorélov (1974), no prefacio de seu livro “Geometria Elementar”, aponta que a prova
deve ser compreendida como um instrumento que leva a construgdo racional do pensamento.
Nesse aspecto, a prova ¢ entendida como uma forma de comunicagao de ideias sobre objetos e
processos matematicos constituidos, ndo somente por termos técnicos, mas por uma forma de
argumentacdo que contribui diretamente com a formagao do conhecimento.

O ato de ensinar uma propriedade por meio de uma prova deve incluir a possibilidade
de diferenciar uma ‘prova rigorosa’, que enfatize somente o raciocinio l6gico formal de uma
‘prova argumentativa’, que envolve investigacdes e explicagdes de “por que” determinado
resultado ¢ valido. Para os alunos, o primeiro tipo de prova, na maioria das vezes, ndo produz
significado algum, pois ndo tem conexao existente com sua estrutura mental.

Quando utilizada como forma de argumentacao, a prova torna-se acessivel a um numero
maior de estudantes, pois possui um maior valor educativo, oportunizando os alunos a
perceberem detalhes, conjecturar e cometer erros; refletir e interpretar as relagdes existentes
entre os objetos e oferecer-lhes explicagdes matematicas.

Nessa perspectiva, entende-se que a fung¢ao das “provas” no ensino de Matematica ¢ de
estabelecer conexdes entre o conhecimento empirico e o conhecimento cientifico, ndo para
transformar o empirico em cientifico, mas para explorar as contradi¢des e limitagdes de um de
outro, contrapondo, assim, diferentes interpretacdes que favorecem atitudes reflexivas, criticas

e investigativas.
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O desafio, entdo, ¢ construir uma pratica pedagogica que torne as provas acessiveis, de
facil compreensdo, para que o aluno se torne capaz de as reproduzir e, apés um periodo mais

longo de estudo, de cria-las, critica-las, analisa-las e aprender com elas.
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COMPREENDENDO OS ASPECTOS COGNITIVOS E DIDATICOS DAS
PROVAS E DEMONSTRACOES

“Sé aprende a dominar linguagens quem faz uso delas, a compreender processos e
fendbmenos quem os investiga, a enfrentar situacdes problemas quem é desafiado a
isto, a construir argumentacdes quem as constroi e a elaborar proposi¢des quem as
elabora” (PNC, 1999, p. 46)

A aprendizagem ¢ um processo derivado de diferentes perspectivas sociais e culturais.
Entender os diferentes posicionamentos pessoais de cada sujeito envolvido nesse processo faz
com que a agao educativa se relacione com as vivéncias ¢ atividades de cada individuo.

Aprender implica a existéncia de um contexto sociocultural que funciona como uma
fonte propulsora para todo o conhecimento que sera produzido. Fora desse contexto, o
conhecimento nao adquire sentido e o processo de aprendizagem ndo acontece: aprender ¢ dar
significado.

Nossos conhecimentos comegam com as experiéncias vividas e nossas percepgoes
acerca do universo estdo relacionadas a maneira pela qual associamos o mundo percebido as
nossas ideias.

No processo de construgdo do saber matematico, sustentar uma aprendizagem
significativa implica em uma postura pedagdgica capaz de considerar que um fato matematico
esta relacionado a capacidade de utilizar diferentes formas de linguagens e que, para aprender
significados, transforma-los € combiné-los de forma a construir novas aprendizagens, € preciso
que o professor configure diferentes formas de expressoes e questionamentos sobre 0os mesmos
significados.

Quando analisado como os alunos se comportam diante de uma situacdo-problema e
como fazem para validar seus resultados, percebe-se que estes ndo possuem experiéncias de
pensamentos que envolvam construcdes cognitivas complexas. As operagdes ou 0s conceitos
desenvolvidos por eles sdo agdes que nem sempre utilizam diferenciagdes ou articulagdes
referentes ao que se pretende provar.

Para Nasser e Tinoco (2003), ¢ possivel que essa dificuldade de “provar”, esteja
relacionada, ao fato de que a maioria dos alunos ndo estdo aprendendo a pensar e raciocinar

quando estudam diversos conteidos matematicos.
“[...]Jos jovens ndo estdo habituados a pensar e comunicar suas ideias. Isto é, na maioria das escolas, o aluno ainda
é levado a resolver uma lista enorme de exercicios repetitivos, que para ele ndo tem significado algum. Néo vendo

uma ligagdo significativa do contedldo com sua vida, o aluno apenas repete os modelos dados pelo professor ou
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aplica formulas e em nenhum momento é questionado ou levado a pensar por que a resposta é aquela, ou mesmo

se a resposta € coerente, plausivel com a pergunta do problema”. (NASSER; TINOCO, 2003, p. 02).

Considerando que a admissdao de diferentes niveis de argumentagdo exige uma
reconsideragdo dos critérios de julgamento acerca da validade formal da prova, que o nivel de
aprendizagem do aluno e de exigéncia quanto ao valor do argumento por ele produzido devem
estar relacionadas ao tipo de habilidade que se deseja construir, acredita-se que as dificuldades
encontradas por alunos em formular uma prova estao diretamente relacionadas a sua falta de
experiéncia e maturidade matematica.

Estudos realizados por Balacheff (1987) trazem uma no¢ao de prova sobre o ponto de
vista da Matematica praticada pelos alunos. Em suas pesquisas, Balacheff®* utiliza uma
abordagem experimental da andlise dos processos de prova utilizados por alunos da Educagao
Basica, verificando como eles comportam-se diante da solugao de um problema e como fazem
para validar seus resultados.

Nesse processo, Balacheff (1987) identifica dois tipos basicos de provas, um
denominado pelo pesquisador de “Prova Pragmatica” e outro de “Prova Conceitual”.

Uma Prova Pragmatica seria aquela que recorre a testes de validade, busca de
regularidades, exemplos ou desenhos para justificar um determinado resultado chamados pelo
autor de “Recursos de Acdo”, ou seja, sem formalismo logico, apresentados por meio de
exemplo.

A Prova Conceitual caracteriza-se por formulagdes de propriedades e conexdes
existentes entre elas. As demonstracdes matematicas sao exemplos desse tipo de prova, ou seja,
ndo recorrem aos recursos utilizados pelas Provas Pragmaticas no momento de formular
propriedades e possiveis relagdes entre elas e um determinado objeto.

Entre os varios niveis de provas Conceituais e Pragmaticas, Balacheff (1987) aponta
para quatro tipos principais, que possuem uma posi¢ao privilegiada no desenvolvimento

cognitivo do aluno, sendo eles: o Empirismo Puro, o Experimento Crucial, o Exemplo Genérico

40 Nijcolas Balacheff é diretor de pesquisa do CNRS. Depois de uma formac3do matemdtica pura e ciéncia da
computacdo tedrica, ele sustenta uma tese de pds-graduacdo de ciéncia da computacdo em 1978 (usando os
graficos para modelar e estudo de raciocinio) e uma tese de didatica da matematica do estado em 1988
(aprendizagem da prova matematica). Desde 1988, dedica suas questdes de pesquisa na virada do ensino de
matematica e ciéncia da computagdo. Em 1995 ele fundou a equipe de ambientes de computador no laboratério
Humana Aprendizagem Leibniz Grenoble E neste quadro que leva o seu trabalho sobre TELS, com especial &nfase
nos aspectos epistemolégicos e aluno de modelagem. Ele é atualmente um membro dos Modelos da equipe e
Tecnologias para Humano Aprendizagem (MetaH) Laboratdrio de Informatica de Grenoble (LIG). (Fonte:
http://spaces.telearn.org/balacheff/Publications/)
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e a Experiéncia de Pensamento. De acordo com o pesquisador, os dois primeiros tipos nao
estabelecem a prova de uma afirmagao, todavia, para o Exemplo Comum e a Experiéncia de
Pensamento, existe um longo caminho para provar a veracidade de um resultado, pois esse nivel
de prova exige do aluno uma mudanca radical na forma de conceber um argumento.

Para Balacheff (1987), a passagem do aluno de um tipo de Prova Pragmatica para um
tipo de Prova Conceitual requer, uma certa distancia do modo como a acdo pode ser descrita e
explicitada: “o conhecimento que até agora, agiu para fora, torna-se objeto de reflexdo, de
discurso e de divergéncias” (BALACHEFF, 1987, p. 149). O caminho para Provas Conceituais
esta essencialmente na qualidade daquelas situagdes genéricas vistas pelo aluno anteriormente,
ou seja, seu conhecimento adquirido.

Investigar um problema e provar seu resultado, construido de uma forma mais geral,
analisando modos de aplicagdo de uma teoria ¢ um processo de construgdo da pratica
argumentativa. Esse processo pode caminhar para novas descobertas, gerar debates e,
certamente ajudar na formac¢do de um pensamento matematico mais avangado.

Nesse sentido, compreende-se que, identificar fatores, evidenciar e descrever
caracteristicas do ensino que aceleram ou inibem o desenvolvimento dessa pratica, exige do
professor, um compromisso com uma abordagem de resolu¢do de problemas ndo s6 na sua
eficacia (uma exigéncia pratica), mas também com seu rigor (a exigéncia tedrica).

Na construgdo do saber matematico, mesmo que o formalismo necessario para provar
certos resultados possa ser mudado, os resultados matematicos por si s6 ndo se alteram. A
Matematica € parte natural do ser humano, originando-se de suas experiéncias diarias com o
mundo, e nesse contato, 0 homem tem necessidades que, sempre que supridas, geram novas
necessidades. Assim também acontece com o conhecimento matematico: ‘o aluno precisa

conhecer cada vez mais para, cada vez mais, poder questionar de maneira melhor’.
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CONSTRUINDO PROVAS EXPERIMENTAIS

[...] Pesquisar é: ter uma interrogacéo, e andar em torno dela em todos os sentidos,
sempre buscando todas as suas dimensdes e andar outra vez e outra ainda, buscando
mais sentidos, mais dimensdes e outra vez... (notas de aulas do Prof. Joel Martins,
PUC-SP, citado por Bicudo, 1993, p. 18-23).

Construir modelos de objetos, com base na investigagdo e experimentagdo sdo, de
acordo com Imri Lakatos (1978), caracteristicas de uma visdo construtivista, que considera
como ciéncia a utilizagdo de modelos explicativos para inferir dados da realidade e ndo uma
representacdo da propria realidade. Com esses modelos, ndo se espera apresentar uma verdade
absoluta e, sim, uma verdade aproximada que pode ser corrigida, modificada, abandonada por
uma mais adequada aos fenomenos.

O seis modelos de Provas Experimentos que constituem esse caderno foram
desenvolvidos com intuito de auxiliar o professor a compreender o nivel de prova encontrado
nas argumentagdes dos alunos, bem como propor uma alternativa para o ensino de algumas
propriedades geométricas partindo da experimentagdo e investigacdo. Os experimentos aqui
propostos foram estruturados em etapas, que, em linhas gerais, apresentaram-se organizados da
seguinte forma: Introducio, Desenvolvimento e Socializacdo dos conceitos ou propriedades
construidos pelos alunos.

Na Introducio, buscamos, inicialmente, fazer uma abordagem geral sobre o assunto
que sera tratado durante a realizagdo da Prova Experimental. Acreditamos ser importante que o
professor explique para os alunos em que sentido a aula serd desenvolvida, pois essa pratica
possibilita a produgdo de significados que serdo compartilhados entre os alunos e o professor
no contexto da atividade proposta.

Na perspectiva contextualizar o conceito ou a propriedade geométrica a ser
demonstrada, na maioria das Provas Experimentais, introduzimos o assunto com o auxilio de
um texto-base. Entendemos que o processo de leitura, de acordo com Silva e Régo (20006),
possibilita meios para que o aluno se torne um agente “ativo e interativo” na formagao de seu
proprio conhecimento (SILVA; REGO, 2006, p. 229).

No Desenvolvimento, os alunos sdo desafiados, com base na observacdo e na
manipulagdo de objetos, a formularem estratégias de solugdes para o fato observado. Nessa
etapa, ¢ importante que os alunos anotem todas as estratégias construidas e todas as

caracteristicas observadas. Acreditamos que os registros sdo fundamentais na atividade
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desenvolvida, tanto para ‘“guardar” um resultado, como para refletir sobre uma “acdo”
executada.

A elaboragdo de estratégias de resolugcdo de uma situacao proposta da oportunidade ao
aluno de aprimorar o pensamento matematico.

Na etapa final das Provas Experimentais, propde-se a Socializacdo dos resultados
obtidos, e, com base nos argumentos construidos pelos alunos, o professor devera fazer uma
sistematizagdo das propriedades por elas abordadas com intuito de acrescentar elementos
importantes ao pensamento matematico desenvolvido. Para Lorenzato (2006), esse tipo de
metodologia é um processo que permite ao aluno se envolver com o assunto em estudo,
participar das descobertas e aprender com os colegas (LORENZATO, 2006, p.72).

Para Lakatos (1978), essa abordagem possibilita que aluno reconhega a Matematica
como um conhecimento “social” e que seus significados ndo devem apenas ser eficientes na
resolugdo de uma determinada situagdo-problema, mas que eles devem ser coerentes com 0s
resultados socialmente reconhecidos.

Nesse sentido, apresentamos, a seguir, as Provas Experimentais: Engenharia de Grego,
adaptada do portal M? Matematica Multimidia da UNICAMP; A excentricidade dos Planetas
e a Primeira Lei de Kepler, elaborada com base no texto “As orbitas dos Planetas”, texto
extraido do livro didatico Matemadtica: ciéncia e aplicagoes (IEZZ1 et al, 2014, p. 96); Curvas,
Superficies e Arquitetura, que foram desenvolvidas para trabalhar com alunos do terceiro ano
do Ensino Médio.

Encontram-se, também, nesse Caderno, as Provas Experimentais: Curvas de Nivel
(adaptado do portal M?*) e Demonstrando o Teorema de Pitagoras, que foram construidas para
serem desenvolvidas com os alunos do nono ano do Ensino Fundamental; ¢ a Prova
Experimental “Descobrindo propriedades das Coénicas com o Geogebra: Elipses e
Hipérboles”, adaptada do Caderno de Atividades de Geometria Analitica: aulas praticas no
Laboratorio de Informatica (MIRANDA E LAUDARES, 2011, p. 10-12), para ser

desenvolvido com alunos do terceiro periodo do curso de Licenciatura em Matematica.
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Engenharia de Grego

Tinha uma montanha no meio
do caminho ...
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ENGENHARIA DE GREGO

Material necessario:

» Cartolina branca
» Régua

» Lapis

» Caneta

» Borracha

Objetivos:
Desenvolver a capacidade de planejar, construir e avaliar um projeto; bem como aplicar
conceitos basicos de geometria analitica, como: célculo da distincia entre dois pontos e as
coordenadas do ponto médio de um segmento na solu¢do de um problema de construgdo civil.

Organizagdo da turma/tempo estimado:
Grupos com, no minimo, trés alunos e, no maximo, cinco.
Tempo estimado de duas horas aulas (1:40).

Ano de escolaridade:
Terceiro ano do Ensino Médio.

Contetdo abordado:
Geometria analitica — estudo analitico do ponto e da reta.

Situacao proposta:
Encontrar uma maneira de projetar um tinel que serd construido partindo, a0 mesmo tempo, de
dois pontos fixados no contorno de uma montanha. (Adaptado do experimento Engenharia de
grego do portal M? - Matematica Multimidia da UNICAMP).

Desenvolvimento:
O professor inicia a aula fazendo uma breve explanacdo sobre os problemas enfrentados
atualmente na execug¢do de projetos desenvolvidos na Construg¢ao Civil. Em seguida, sugerimos
que o mesmo apresente o problema enfrentado pelos Gregos no século VI a. C, na construgao
de um tanel, na cidade de Samos, que deveria passar por debaixo de uma montanha, texto
encontrado no livro: Meu Professor de Matematica e outras historias (LIMA,1991) (Anexo
01). Apo6s essa apresentacao inicial, o professor organiza a turma em grupos (com, no maximo,

cinco alunos) distribuindo o material que sera utilizado no experimento. Prosseguindo a Prova
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Experimental, o professor propde aos alunos a constru¢do de um modelo grafico para

representar a situagdo proposta, seguindo os seguinte procedimentos:

> Coloque uma cartolina em um local plano.

> Sobre ela, coloque uma mochila que ird simular a
montanha.

> Faga o contorno da montanha e marque nesse

contorno dois pontos que serdo as extremidades do tunel.
> Anote todas as estratégias que irdo utilizar para

realizar a tarefa.

Nessa etapa, o professor devera deixar bem claro para os alunos que eles deverao utilizar as
estratégias que julgarem necessarias para resolucdo do problema proposto. Assim, faz-se
necessario que o mesmo nao interfira nesse processo, respondendo apenas as dividas que forem

levantadas pelos grupos com relagdo a construgdo do modelo grafico.

OBSERVACAO:
Em uma “Prova Experimental”, é importante que o professor compreenda que:
investigar um problema a partir da Geometria e demonstrar seu resultado construido de
uma forma mais geral faz parte do processo de construcio do conhecimento Geométrico,
e que esse processo pode caminhar para novas descobertas; gerar debates; e, certamente,

ajudar na formaciao de um pensamento matematico mais avang¢ado.

Sugestoes:
Por se tratar de uma atividade investigativa, que possui, como carater principal, compreender o
nivel de prova geométrica encontrada na argumentacao construida pelos alunos, sugerimos que,
no final desse processo, o professor ndo se preocupe em apresentar uma solugao “correta” para
o problema apresentado, mas que, diante dos resultados obtidos, busque fazer uma
sistematizagao das propriedades utilizadas nas estratégias apresentadas pelos alunos com intuito

de desenvolver um conhecimento matematico mais avancado.
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A Excentricidade dos Planetas
e a Primeira Lei de Kepler

...Cada planeta gira em torno
do Sol...
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A EXCENTRICIDADE DOS PLANETAS E A PRIMEIRA LEI DE KEPLER

Material necessario:

» Barbante.

» Folha A4.

» Fita adesiva.

» Caneta.

» Régua.

» Texto de apoio (em anexo 02).

Objetivos:
Desenvolver o conceito de elipse bem como fazer a andlise de sua excentricidade partindo da
constru¢ao geométrica.

Organizagdo da turma /tempo estimado:
Individual.
Tempo estimado ¢ de duas horas aula (1:40).

Ano de escolaridade:
Terceiro ano do Ensino Médio.

Conteudo abordado:
Geometria analitica — Elipses: elementos, definicao e excentricidade.

Situagdo proposta:
“Exceto por pequenas perturbagoes devido as influéncias de outros planetas, no Sistema Solar,
cada planeta gira em torno do Sol em uma orbita eliptica, tendo o Sol em um dos focos
(Primeira Lei de Kepler). Dessa forma, as excentricidades das orbitas dos planetas sao bem
proximas de zero, configurando entdo orbitas aproximadamente circulares”. Por que 1sso
acontece?

Expectativa:
Espera-se que os alunos sejam capazes de identificar que esse fenomeno ocorre devido ao fato
de que, quanto mais proximo de zero estiver o foco, os comprimentos dos €ixos maior € menor
da elipse tendem a igualar-se.

Desenvolvimento:
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Com o objetivo de despertar o interesse da turma a respeito do assunto que sera abordado, o
professor introduz o experimento propondo a leitura do texto: “As érbitas dos Planetas”
(IEZZI, 2014, p. 96 - Anexo 02). O texto descreve o modelo Heliocéntrico, que foi proposto,
inicialmente, pelo astronomo austriaco Aristarco de Samos (310a.C — 230 a.C.) e retomado,
posteriormente, pelo astronomo polonés Nicolau Copérnico (1473-1543). Apresenta, também,
informagdes sobre como esses cientistas estudaram e descobriram as Orbitas Elipticas dos
Planetas, culminando, assim, na conhecida lei da fisica: “Primeira Lei de Kepler”. Nesse
momento inicial, ¢ importante que o professor faga a leitura junto com os alunos, propondo
questionamentos e reflexdes a respeito das informagdes apresentadas. De acordo com Bicudo
(2010), os saberes manifestos na agdo reflexiva geram uma aprendizagem significativa e
diferentes perspectivas sdo alcancadas, dando ao aluno oportunidade de relacionar o que ja sabe
ao conhecimento que estd sendo construido. Na etapa seguinte, realiza-se a constru¢do
geométrica da elipse pelo método do jardineiro, seguindo os seguintes procedimentos
(adaptados do modelo proposto por Costa, 2007, p. 85):

» Sobre a folha de papel A4, trace uma reta com comprimento X;
» Sobre essa reta, destaque dois pontos F1 e F2;

» Fixe sobre esses pontos, com auxilio de uma de fita adesiva, um pedago de barbante com

comprimento maior que a distancia entre eles;

» Estique o barbante com a ponta de um lapis, e deslizando o 14pis, mantendo o barbante

bem estucado, trace uma curva fechada (conforme mostra a figura):

Figura 01 — Construcio Geométrica da Elipse

Fonte: COSTA, 2007, p. 85.
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A cada passo da construgdo, procure interagir com os alunos, a fim de verificar possiveis
dificuldades encontradas por eles nesse processo. Proceda o experimento, orientando-os a
observarem a construcgao realizada e identificarem alguns pontos que considerem importante na
curva obtida. Partindo dessa observacao, proponha a resolucao da situagao-problema. No final
dessa etapa, faz-se a socializagdo dos resultados apresentados pelos alunos, a fim de que os
mesmos possam identificar possiveis contradi¢cdes entre suas justificativas e as dos seus
colegas. Para Lakatos (1978), essas contradigdes apresentadas sdo favoraveis para o
crescimento do conhecimento matematico do aluno. Segundo o pesquisador, “o ponto de partida
para todo processo de desenvolvimento matematico ¢ encontrado na experiéncia que uma
contradi¢do pode proporcionar” (LAKATOS, 1978, p.45).
Sugestoes:

A ideia aqui apresentada ¢ mostrar a possibilidade de focalizar aplicagdes interessantes ao
ensino de Matematica sem eliminar topicos importantes dessa disciplina. Os conhecimentos
desenvolvidos nesse experimento sdo “tradicionais”, porém, a abordagem de ensino ¢ que
determina o processo de produgdo de significados que serdo construidos pelos alunos. Dessa
forma, caso julgue necessario, o professor poderd fazer uma sistematizagdo dos conceitos

apresentados.
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Curvas, Superficies e
Arquitetura

Hipérboles...
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CURVAS, SUPERFICIES E ARQUITETURA

Material necessario:

» Barbante.

» Folha oficio A4.
» Fita adesiva.

» Caneta.

» Tesoura.

» Régua.

Objetivos:
Definir hipérbole, bem como identificar seus principais elementos partindo de sua construcao
geomeétrica.

Organizag¢do da turma / tempo estimado:
Os alunos deverao realizar essa prova experimental individualmente.
O tempo estimado para realizacdo de todo o processo ¢ de duas horas aula (1:40).

Ano de escolaridade:
Terceiro ano do Ensino Médio.

Conteudo abordado:
Geometria analitica — Hipérboles: elementos e definigao.

Situacao proposta:
Comparar os valores obtidos entre as distancias de um ponto P aos focos da hipérbole e verificar
o que essa diferenga pode corresponder na hipérbole.

Expectativa:
Espera-se, com esse experimento, que o aluno seja capaz de interpretar as informacdes
observadas e adicionar a elas conhecimentos matematicos anteriormente adquiridos, a fim de
construir argumentos que definam essa curva.

Desenvolvimento (primeira etapa):
Sabemos que, muitas vezes, falta tempo para o estudo completo das conicas no Ensino Médio.
Entretanto, ¢ necessario que algumas ideias centrais sejam construidas. Dessa forma, essa prova

experimental busca trabalhar a defini¢ao de “hipérbole” como forma de levar o aluno a perceber
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a importancia de um conhecimento elementar como um meio de um desenvolvimento pessoal

e social. Inicia-se o experimento fazendo a apresentacdo de algumas obras arquitetonicas em

que suas estruturas assemelham-se com os ramos de uma hipérbole. Sugere-se que o professor

faca uma pesquisa na internet para coletar o maior nimero possivel de imagens. E importante,

também, que 0 mesmo pesquise um pouco sobre essas construcdes. Pode-se considerar, ainda,

a hipotese de o professor realizar essa pesquisa junto com a turma. Apds essa interagdo,

prossegue-se 0 experimento com a constru¢do geométrica do Ramo da Hipérbole, conforme

modelo proposto por Costa (2007):

>

>

Trace uma reta x sobre um plano.
Marque sobre x os pontos F 1 ¢ F 2.

Em seguida, prenda uma das extremidades de uma régua a F' 1 de modo que ela possa

girar ao redor deste ponto.
Na outra extremidade da régua, N , fixe a ponta de um barbante.
A outra ponta, fixe-a no ponto F 2.

O comprimento do barbante deve ser tal que a diferenca entre o comprimento da régua e a

do barbante seja igual a distancia entre F 1 e F 2.
Inicialmente, posicione a régua sobre a reta x .

A ponta do lapis devera estar sobre o ponto A, que ¢ determinado pela intersec¢ao da reta

X com a curva que esta sendo tracada.

Em seguida, com o fio sempre esticado e a ponta do l4pis encostada a régua, gira-se a
régua ao redor do ponto F 1, para cima ou para baixo, enquanto desliza-se o lapis ao longo

da borda da régua.

A curva que se obtém ¢ um ramo de hipérbole.

OBSERVACAO:

E possivel que alguns alunos apresentem algumas dificuldades durante essa etapa do

experimento, por isso, sugere-se que o professor faca a constru¢io no quadro junto com

eles.
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Desenvolvimento (segunda etapa):
Terminada a Constru¢do Geométrica dos Ramos da Hipérbole, na etapa seguinte, para que os
alunos possam compreender a condi¢cdo que a define, seguem-se as orientagoes:
» Escolha um ponto qualquer no Ramo construido;
» Mega, com o auxilio de um pedago de barbante, a distancia desse ponto a cada um de seus
focos, anotando os valores obtidos.
» Compare os valores obtidos entre as distancias do ponto P aos focos da hipérbole,
sobrepondo os barbantes, e verifique o que essa diferenga pode corresponder na hipérbole.
Na etapa final, faz-se a socializacdo dos resultados obtidos. Nesse momento, ¢ importante que
o professor faca alguns questionamentos a respeito das diferencas encontradas nas medicdes
realizadas. Acreditamos que, para assumir o papel principal no processo de aprendizado, o
aluno precisa de momentos para tomar iniciativas e decisdes e, com isso, valorizar e
desenvolver a autonomia e a criatividade.
Sugestoes:
Sugerimos que, ap0s a socializacdo dos resultados, o professor apresente a sistematizagdo do

conceito de hipérbole.
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Curvas de Nivel

...essas curvas projetadas
ortogonalmente  sobre o
plano...
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CURVAS DE NiVEL

Material necessario:

» 200 gramas de massa de modelar (para cada equipe).

» Cartolina branca.

» Parte de um mapa topografico (de preferéncia do Municipio onde a escola fica localizada).
» Régua.

» Pincel.

» Fio de nylon ou linha de costura.

» Dois palitos de picolé (por equipe).

Objetivos:
Desenvolver, experimentalmente, o conceito geométrico de “Projecao Ortogonal”; aprimorar a
capacidade de visualizagdo e associacdo de figuras tridimensionais a uma representagdo plana
e aplicar conhecimentos geométricos a situagdes de carater pratico.
Organizagdo da turma / tempo estimado:

Grupos com quatro ou cinco alunos.

Tempo estimado para realizagdo do experimento quatro horas aulas (3:20).
Ano de escolaridade:

Nono ano do Ensino Fundamental.
Contetdo abordado:

Por se tratar de uma atividade interdisciplinar, os conteudos abordados nesse experimento
referem-se ao ensino de Geografia e Matematica, sendo eles: nogdes sobre relevo; analise das
aplicagdes das curvas de nivel; projecdo ortogonal de um ponto sobre o plano e proje¢ao
ortogonal de uma figura sobre o plano.

Situacao proposta:

“Fagam cortes paralelos no relevo construido comegando de baixo para cima e provem que as
projegoes desses cortes sobre um plano determinam as curvas de nivel desse relevo”. (Situagao
proposta adaptada do experimento original Curva de Nivel, do M? Matematica Multimidia da
UNICAMP).

Expectativa:
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Espera-se que os alunos sejam capazes de identificar alguns termos geométricos utilizados na
definicao de “Curvas de Nivel”, principalmente o conceito de “Projecdo Ortogonal”.

Justificativa:
Desenvolver um conceito geométrico envolve todo um contexto e situagdes que sejam capazes
de produzir significado ao que se deseja construir. Para que o aluno seja levado a pensar de
forma logica a respeito de uma determinada situagdo, faz-se necessario que o mesmo encontre
significados nas atividades matematicas desenvolvidas em sala de aula e, para que isso
acontega, ¢ preciso propor situacdes que estabelecam conexdes entre os diferentes temas
matematicos e as demais areas do conhecimento. Por se tratar de uma atividade interdisciplinar,
julgamos ser interessante ter a parceria de um profissional da area de Geografia no
desenvolvimento dessa prova experimental. Para Bicudo (2010), o envolvimento de duas
disciplinas distintas em um trabalho busca “explorar possibilidades que se abrem para o ensino
e a aprendizagem”, assumindo, dessa forma, a dimens3o social de um trabalho que busca
caminhar na dire¢ao da producao de um determinado conhecimento.

Desenvolvimento (primeira etapa):
O experimento inicia-se com uma explana¢do feita pelo professor(a) de Geografia sobre os
principais tipos de relevos encontrados na regido. Em seguida, para despertar o interesse dos
alunos, sugere-se que seja feita uma apresentacao do Mapa Topografico do Municipio no qual
a escola fica localizada, explicando as principais fun¢des de um Mapa Topografico e como feita
a representagdo grafica de uma Curva de Nivel. Na etapa seguinte, divide-se a turma em
equipes. Apds essa divisdo, o professor entrega aos alunos todo material que sera utilizado no
experimento, sugerindo aos mesmos que, com o auxilio da massa de modelar, construam uma
das formas de relevo apresentadas no inicio da aula. (Conforme figura).

Figura 02 — Alunos manuseando a massa de modelar

Fonte: Dados obtidos na pesquisa.
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OBSERVACAO:
Esse contato com o material ¢ muito importante, pois permite ao aluno expressar sua

forma de pensar e posicionar-se em relacio ao conhecimento apresentado.

Desenvolvimento (segunda etapa):
Apos a primeira etapa, propde-se aos alunos que, partindo da forma de relevo construida por
eles, apresentem uma justificativa para a situacdo proposta:
“Fagam cortes paralelos no relevo construido comecando de baixo para cima e provem que as
projegoes desses cortes sobre um plano determinam as curvas de nivel desse relevo”. (Situagao
adaptada do experimento original “Curva de Nivel do M?® Matematica Multimidia da

UNICAMP).

OBSERVACAO:
Para realizacido dos cortes no Relevo, o professor deve orientar aos alunos a seguirem os
procedimentos:
» Com a auxilio da régua, fagam marcacdes de 2,0cm em 2,0cm nos palitos de picolé

(conforme figura).

Figura 03 — Modelo utilizado para fazer as marcacoes nos palitos de picolé

Fonte: Dados obtidos na pesquisa.
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» Amarre a linha de costura nos dois palitos, de forma que ela possa deslizar sobre os

mesmos (conforme figura).

Figura 04 — Modelo para construcio das Curvas de Nivel

el S 4.5
Fonte: Dados obtidos na pesquisa

R |

» Fagam os cortes no relevo construido comegando de baixo para cima (conforme figura).

das Curvas de Nivel

Figura 05 — Modelo para obtencao
—

Fonte: Dados obtidos na pesquisa
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» Faca o contorno das partes obtidos com o corte do Relevo, comecando de baixo para cima

(conforme figuras 06 e 07).

Figura 06 — Cortes obtidos a partir do Relevo construido
H -_ A~ -

Fonte: Dados obtidos na pesquisa.

Figura 07 — Cortes obtidos a partir do Relevo construido

S -
Fonte: Dados obtidos na pesquisa.
Apos a realizag@o dessa etapa, o professor sugere a socializagdo dos argumentos construidos
pelas equipes. Mesmo considerando que os niveis de compreensdo da situagdo proposta nao

sejam os mesmo para todos, de acordo com Lakatos (1978), a dimensao social dessa dialética
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¢ muito importante. Segundo o pesquisador, a socializa¢do permite que os alunos aprendam a
Matematica como um conhecimento social. Assim, os significados construidos pelos alunos
devem ser coerentes com os resultados que sdo socialmente reconhecidos.

Sugestoes:
Sugere-se que, apds a socializagdo dos argumentos construidos, o professor faca uma
explanagdo sobre as informagdes que uma curva de nivel pode oferecer, como, por exemplo, o
Perfil Topografico de um Relevo (conforme figura). Assim, o mesmo pode orientar os alunos

a tracarem essa curva.

Figura 06 — Perfil Topografico

i

Fonte: Dados obtidos na pesquisa.



197

Demonstrando o Teorema de
Pitagoras

O quadrado da hipotenusa ...
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» Lapis de colorir.
» Papel quadriculado.
» Tesoura.

> Cola.

Provar experimentalmente o Teorema de Pitagoras.

Os alunos deverao desenvolver a prova experimental individualmente.

O tempo estimado de duragdo ¢ de duas horas aulas (1:40).

Nono ano do Ensino Fundamental.

Relagdes métricas no tridangulo retangulo — Teorema de Pitagoras.

Provar experimentalmente o Teorema de Pitagoras.

O professor inicia o experimento verificando se os alunos compreendem a necessidade de uma
demonstragdo matematica. Em seguida, faz-se a leitura do texto “Mania de Pitagoras” (em
anexo 05) extraido do livro “Meu professor de matematica e outras histérias” (LIMA, 1991,
p.53-58). O texto, além de descrever alguns acontecimentos historicos relacionados a
“descoberta” do Teorema de Pitagoras, apresenta quatro demonstracdes para 0 mesmo sobre
diferentes pontos de vista, intituladas de: “A mais Bela Prova™; “A Prova mais Curta”; “A

’

Demonstracdo do Presidente” e “A Demonstracdo de Leonardo da Vinci”.

E importante que, em varios momentos da leitura, o professor faca uma pausa para que

os alunos possam manifestar suas interpretacdes ou duvidas. Esse tipo de abordagem
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potencializa a producio do conhecimento, pois permite que o aluno estabeleca conexio

entre os saberes tedricos e praticos.

Na etapa seguinte, partindo da importancia de ter o aluno como centro da propria agdo de
aprendizagem, o professor solicita aos alunos que escrevam, com suas palavras, o “Teorema de

Pitagoras”, por meio de uma hipdtese seguida de uma tese (como na figura).

Figura 08 — Teorema escrito a partir de hipotese e tese
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Fonte: Dados obtidos na pesquisa.

Na sequéncia, propde-se ao alunos que, com base no texto Mania de Pitagoras, construam
argumentos que “provem” a veracidade da afirmagdo apresentada. Por se tratar de uma pratica
investigativa, ¢ importante que o professor ndo interfira no desenvolvimento desse processo.

Nesse momento, ele deve agir como mediador do conhecimento que esta sendo construido.

A Prova Experimental “Demonstrando o Teorema de Pitagoras” possibilita o
desenvolvimento de habilidades relacionadas a elaboracdo de hipoteses, a construgio de teses
e a verificacdo desses por meio de testes. De acordo com Balacheff (2000), o estudo
experimental cria um contexto que ¢ favoravel para o surgimento de processos que envolvam

interacdes sociais, pois favorecem o confronto de diferentes pontos de vista sobre a solugao de
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um mesmo problema. Dessa forma, no final do experimento, com intuito de identificar fatores
utilizados nessa abordagem metodoldgica, que contribuem de forma significativa com a
producao desse conhecimento, faz-se a socializagdo dos argumentos construidos pelos alunos.
Sugestoes:

Caso os alunos apresentem muita dificuldade em “construir” um processo de “demonstracao”,
com base no texto “Mania de Pitagoras”, o professor pode sugerir que os mesmos utilizem o
método de “Comparacio de Areas” para construir o argumento de “prova”, seguindo os
procedimentos:

» Com o auxilio do papel quadriculado, tomando cada quadradinho como unidade de

medida, construa trés quadrados com areas respectivamente iguais 9u.a, 16u.a e 25 u.a.

» Verifique se esses quadrados se encaixam formando um triangulo retangulo (como mostra

a figura 09).

Figura 09 — Obtendo um tridAngulo retangulo utilizando o método da comparacao de
areas

Fonte: Dados obtidos na pesquisa.

» Agora, verifique se é possivel sobrepor os quadrados menores no quadrado maior de

forma que nao sobre espagos em branco (como mostra a figura 10).
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Figura 10 — Comparacio de areas

Fonte: Dados obtidos na pesquisa.

» Com base na experimentagao feita, enuncie o “Teorema de Pitagoras”.

E importante que o professor entenda que a utilizagdo de atividades experimentais sdo
importantes nas aulas de Matematica, pois abrem caminhos para a investigacdo e o
desenvolvimento do raciocinio logico. Assim como ¢ comum em todo o processo de
aprendizagem, o resultado final ¢ apenas uma parte de todo o caminho que devera ser
percorrido. Os questionamentos que surgem durante esse processo € as eventuais tentativas de

respostas tornam-se mais importantes do que a resposta correta no final do procedimento.
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Descobrindo propriedades

das Conicas com o
GEOGEBRA

Elipses e Hipérboles...
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» Software GEOGEBRA.
» Atividade para ser desenvolvida no laboratorio de informatica.

» Sequéncia de atividades para construgdo de conicas.

Identificar algumas propriedades das elipses e das hipérboles, partindo de suas representacdes

gréficas.

Essa prova experimental pode ser desenvolvida em duplas ou individualmente, dependendo da
quantidade de computadores disponiveis no laboratorio de informatica.
O tempo estimado para o desenvolvimento dessa prova experimental ¢ de trés horas aulas

(2:30).

Essa prova experimental foi desenvolvida com terceiro periodo do curso de Licenciatura em

Matematica, porém, também pode ser trabalhada com turmas de terceiro ano do Ensino Médio.

Geometria analitica — Analise do comportamento grafico das propriedades das elipses e das

hipérboles.

Esse experimento busca mostrar o qudo ¢ importante o curso de Licenciatura ndo atrelar-se
apenas ao ensino de formulas, leis e teorias, pois 0s espagos sociais atuais exigem das pessoas
uma questdo mais ampla. Entende-se que estratégias de ensino como essas nao podem ser
excluidas da formag¢ao de docentes, uma vez que esses futuros professores irdo se deparar com
alunos que utilizam frequentemente esse e outros tipos de tecnologias. Na concepcdo de que
(re)aprender Matematica na Licenciatura € uma possibilidade para o desenvolvimento potencial
e reflexivo dos futuros professores, o experimento “Descobrindo propriedades das Conicas
com o GEOGEBRA” foi construido com base em cinco atividades de construcao de conicas
adaptadas do “Caderno de Atividades de Geometria Analitica: aulas praticas no
laboratorio de computagao” - Prof. Dimas Felipe de Miranda e prof. Jodo Bosco Laudares.

Nesse sentido, essas atividades seguem uma sequéncia em que, apds cada construgao feita, os
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alunos sdo levados a argumentar sobre o comportamento observado no grafico. Dessa forma, o

experimento ¢ desenvolvido em cinco etapas.

A fim de explorar algumas ferramentas do softiware GEOGEBRA, o professor inicia o
experimento propondo a atividade de constru¢do de coOnicas quando suas equagdes sao

desconhecidas.

e
» Na tela inicial do GEOGEBRA, clique no icone M\(plotar conicas), execute o comando:
“plotar elipse por dois pontos dados”.
» Em seguida, escolha outros dois pontos e plote outras elipses;
» Repita o mesmo procedimento, executando o comando “plotar hipérboles” e construa
alguns gréficos para essa curva.

» Anote as observagoes feitas a respeito dessas curvas.

Com o objetivo de analisar quais caracteristicas conceituais das conicas podem ser evocadas e
quais significados elas trazem para os alunos a partir de suas visualizagdes graficas, nessa etapa,
o professor propde aos alunos o reconhecimento de algumas cOnicas a partir de algumas
equacdes dadas. As equagdes utilizadas foram retiradas do “Caderno de Atividades de
Geometria Analitica: aulas praticas no Laboratorio de Computagdo — série Ensino de Ciéncias

e matematica 1* edigao”.

i
» Na tela inicial do GEOGEBRA, no campo entrada : E , digite as

equacdes x%/4 + y*/9=1 e x?/9 + y*/4=,1 num mesmo sistema de eixos (figura 11).

Figura 11 — Elipse a partir de equac¢io dada

Fonte: Elaborada pela autora.

» Analise os graficos e identifique suas principais caracteristicas.
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» Em seguida, digite as duplas de equagdes x*/16 - y2/9 =1 ¢ —x?/16 + y*>= 1 num mesmo
sistema de eixos (figura 12).

Figura 12 — Hipérbole a partir de equac¢ao dada

Fonte: Elaborada pela autora.

» Analise seus graficos e identifique suas principais caracteristicas. (Adaptado da atividade
03 “Caderno de Atividades de Geometria Analitica”, MIRANDA e LAUDARES, 2011 p.
10).

O objetivo dessa etapa ¢ analisar quais defini¢des conceituais serdo evocadas pelos discentes e
qual o nivel de compreensdo matematico serd alcangado. Nesse sentido, espera-se que 0s
mesmos sejam capazes de expressar em palavras ou através de formulacdes matematicas
algumas propriedades das conicas obtidas a partir de suas equagdes. E importante que, ao fazer
a andlise dessa etapa, o professor procure evidenciar a qualidade de comunica¢do matematica

dos argumentos construidos pelos discentes.

:a=2]
.

» Natela inicial do GEOGEBRA, clique no icone =~

5
» Declare dois parametros “a” e “b”, criando um cursor para 0s mesmos;
» Num mesmo sistema de eixos, digite as equagdes —x?/b* + y? /a? =1 e x2/b? - (y-b)? =1

conforme figura 13;
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Figura 13 — Reconhecimento de familias de conicas

i

Fonte: Elaborada pela autora.

» Varie o valor de “a” e “b” separadamente no cursor;

» Faca uma andlise das alteragdes obtidas no grafico e justifique sua resposta.
Desenvolvimento (quarta etapa) — Analise da excentricidade das Elipses de das Hipérboles

O objetivo dessa etapa ¢ investigar a habilidade de uma demonstracdo matematica, com base

na interpretacdo geométrica de um conceito. Espera-se que, nesse momento, os alunos sejam

capazes de consolidar formalmente uma definigdo. Sabe-se que esse nao ¢ um trabalho simples,

pois exige do aluno um compromisso com a resolu¢do do problema, ndo s6 na sua eficicia

pratica, mas, também, com seu rigor teorico. Assim, inicialmente, o professor devera apontar

as principais caracteristicas que estabelecem as relagdes entre a comunicagdo dos significados

de excentricidade e a linguagem operacional utilizada.

» Num mesmo sistemas de eixos, plote as equagdes das elipses x? +y? =25, x2 /25 +y?/16=1;

x?/25+y*/9=1 e x?/25+y*/4=1 (conforme figura 14);

Figura 14 — Analise da excentricidade das elipses

Fonte: Elaborada pela autora.

» Faca uma analise de suas excentricidades e justifique sua resposta.
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» Em outro sistemas de coordenadas, plote as equagdes das hipérboles x?/a? - y?/c?-a*=1 e

x?/c*- a? — y?/a* = 1 (conforme figura 15).

Figura 15 — Analise da excentricidade das hipérboles
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Fonte: Elaborada pela autora.
a=2

» Em seguida, na tela inicial do GEOGEBRA, clique no icone =

o

P4

» Declare um parametro “c” e crie um cursor para 0 mesmo.

» Varie o parametro ¢ em cada equagao com a constante;

» Faga uma analise da excentricidade das curvas obtidas e justifique sua resposta. (Adaptado
do “Caderno de Atividades de Geometria Analitica” atividade: 05, MIRANDA e
LAUDARES, 2011, p.11-12).

Nessa etapa, com intuito de verificar o nivel de “prova” encontrado nos argumentos construidos

pelos discentes, o professor propde uma socializacdo dos resultados obtidos.

Segundo Balacheff (1988, p.227), para que o aluno chegue a um nivel de “prova
conceitual”, existe um longo caminho, que deve, inicialmente, passar por uma mudang¢a
radical na forma de conceber a prova: “é necessario que a justificativa que constitui a
base da validacao da proposicao apoie-se sobre a analise de suas propriedades e essas nao

devem mais ser formuladas de maneira particular, mas sim de forma generalizada”.
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ANEXOS

Anexo 01 - Texto base para o desenvolvimento da Prova Experimental “Engenharia de Grego”

Como Abrir um Tunel,
se Yocé Sabe Geometria

A ilha de Samos, que ainda pertence 3 Grécia, fica a menos de 2 quildme-
tros da costa da Turquis. F4 2500 ancs, toda aquela regidio era habitada
por gregos. Samos passou i Historia por ser 2 tema natal de Pitdgorss,
mas ndo € dele que vamos falar,

() herdi do nosso episddio nem ao menos era matetdtico. Sen nome
era Fupalinas ¢, nos dias aruais, seria chamado de engenheiro, Ele serd
focalizado aqui pot ter sabido usar, com bastante sucesso, um fato ele-
mentar dé Geometria Plana para resolver um problema de Engenhara ¢
assim contribuir para o bem-pstar dé uma comunidade.

0 exemplo d¢ Eupelinos merece ser conhecido por dois motivos:
famece um 16pico interessante para flustrar nossas aulas ¢ mosira como
o conhecimento matemdtico, mesmo quando de natareze tedrica, pode fer
influéncia decisiva no progressn tecnoligico.

0 teorema de Geometria usado por Enpalinos foi o seguinte: Se dois
tridngulos retdngulos tém caielos praporcionais, seus dngudos agudes sdo
iguais.

Na figura a seguir, se bfc = b ¢ entlo ab= La'lf e Lae = La't"

f/_,i Ic

b 8 “'ﬂ]c

"
'ﬁgn IR

Como s¢ sube, ssts ¢ um case patticular de semelhangs de tringulos.
{0s riingulos dados m mm dngulo (reto) igual, compreendido entre lados

Propocionsis,)

Camo Abrir um Tanel, 3¢ Vock Sabe Geomelia 51

Para sermos exatos, Eupalinos ndo usou precisamenme o teotema
icima e sim uma sua conseqiiénci imediata, que enunciaremos agora:

Sefam abe a''e’ trilbmpulos resdngulos com um vértice comum. Se
of caieios b ¢ ' sdo perpendiculares ¢, além disso, em-se bfe < i |
entfo 08 hipalenusas o ¢ o' axtdo em linha reta.

Figarz 2.

A afirmagio acima decoms imediatamente da anterior pois a soma dos

* dngulos em tomo do vértice comum aos dois wifingulos ¢ igual a dois

fngulos retos.

Retomemos nossa historia, Fla se passa em Samos, ane 530aC. O
poderosn tirano Policraies se preocupava com o abastecimento de dgus
da cidade. Havia fontes shundantss na ilha, mas ficavam do outeo lado
do monle Castro; 0 acesso a elas eta muito dificil para os habitantzs da
cidade,

Decidiu-se abrir um tinel.

A melhor entrada e 8 mais conveniente ssida do tdne] foram escolhi-
dag pelos assessores de Policrates. Eram dois pontos, que chamaremos de
A ¢ B mspectivamente.,

Cavar a montanha nfio seria drduo, pois a rocha era caledrea ¢ nio
faltavam aperdrios experientes. () problema era achar um modo de sair
do ponio A e, cavando, chegar a0 ponto B sem s perder o caminho,

Eupelinos, encarregado de estudar & questlio, surpreendeu a todos
Coint uma soluglo simples e pritica,

Além disso, anunciou que neduziria o tempo de trabalho & metade
Propondo que e iniciasse a obra em duas frentes, comegando a cavar
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62 Dome hbir wn Tins, @ ook Rabs Gecmalria

sirmabiareamente cos ponios A ¢ B, encontrondo-g &8 duas g ng
meio do rinel!

Disse ¢ fez. O rinel, construido hi 25 séculos, € mencionady pelo
histarisdor greo Herodoia,

Em 1852, arquedlogos abemides, escavando o iBw de Samog, o e
comraran. Ehe ter am quilimetm de exiensio, sa segdo wansversal ¢
um quadrado com 2 metros de lade, com uma vala funda para o8 canos
d'iigu & abeniutas oo 1200 ara renovigdo do ar e Timpeza de ditriios,

Mas como Eupalinos conseguu, parfindo simultaneameric de A e
B, tragar wma rota Tipuevdo esses pontos, atravét da moneanha?

Wi Bgura & seguir, o contoeo corvilinen Tepresenia o monte, A &0
et (e eniracda ¢ B € 2 saida do minel,

A partlr do poan B fiva-se uma diregio arbitvirin BC =, camie
nhendo a0 longo & uma poliposal BCDEFGH A, na qual cads lado
forma um Gnguly reto com o seguinie, niinge-s¢ o penio A, teads evitsdo
a53ir1 05 Areas muis escarpuadas da moctashe. (Wea & dificil imaginar um
iatrudel Gelcn fudimadtis qus permic dar com precisio asss giros de
90 raue.

Angtardoese o comprimento de cada en dos lados da poligonal,
determinam-se facilmente o¢ comprimentos dos cartos AK e KB do
widngulo resingulo AK B no qual AB & n hiposenasa e o8 catetns tém
1 diegdes dos lados da poligonal considerads,

Calcule-sz exiio 1 razdo r = AK/KB. A partir dos ponios A ¢

Cama Abrir um Timel, 52 Vo Rabe Qeimesl €3

B, consirdem-se dois pequencs riingubos redingulos cuis cawetos dinda
enbiam 1% dareglies dos Isdos da poliponal ¢, além disso, em cada um
degscs tridngules, 4 razho enire os catenos segn igual & rario v ene o8
catems do ridngulo AKX E:

Aqgura & 50 cavar o morr, & partlr dos ponios A ¢ K, na dirego das
hipetenngas dos tridngulos pequenos,

st regoive o problema se os poatos A ¢ B estiverzm o mesmo
nivel: cave-se senpee a bordeonial e o plang horizontal € Bicil de deter-
minar, par micky dz vasos comuniCIALes u por GuinDs processos.

Em geral, A e B nio exin 80 mesna nivel, No caso em questiio,
¢ obviamente desefivel que B sefu mals baiuo & sem divida levou-s2
18100 em conta AR su escofha como ponds de saits. Mas & il caloular
d = diferenca de nivel entre A = B, Basia ir registrando, 3 medida qoe
sc percorre 4 poligonel BCDEFGH A, 4 diferens de nivel entre cads
wirtice ¢ 0 seguinic,

Teniio d, consideramas o irilngulo recingwlo AM B, no qual o caiein
AM & venical ¢ wem comptiments d, () compriments ds hipotenesa AR
8¢ determing pelo leorema de Fiuigoras (2 pamde dos caiesa do iringulo
AKR,

A razdo AM /AR = 8 diz comp s deve controlar & inclinagio da
escavagiion cnda vez que andarmos iz unidade de comprimenta ao longa
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do vinel, o nivel deve baiar & wiidedes,

:,l

Fgira 4.

Figua o

00 mais noidvel desse raciocinio tedrico & que ele fol posto em pritics
& funcionow. O tinel sob o monte Casiro 1 esed, pard quem quises ver,
ni miagestale dod seus dois mil e quishentos anos de idade,

Hontammente, divemos esclasecer que a3 dugs exrembdades dag
escevaples nio 56 EnCONITATAM SXOIMERTE 1o mesmo ponio. 1so sera
espernr demais da precisio dos instrumenios ente existmizs,

Hoowvt: um emo de uns @ metros na borzootdl ¢ 3 metros nd verti-
cal. Dvio instpnificants, convenbemos, Além disso, sese ero et dois
AEPRCHS inteTEsaANES.

En pririeiro lugar, congtitu uma prova de que o tisel for reaimente
cavado em duas frenies,

Em segando ugar, 3 pona que comegou em B chegou mais baixa do
e & que comegou e A, 0 que pesmati foomar unsh pequens cachoeir,
sem inismmomper o floxo de dgna de A pare B,

215

Catmes Abil umm Tuned, ve Voo Saba Geomeirl 65

[shoy nis. dixis quase ceros de que esse &mo na vertical sstd ligado an
cuidmin dog canstrutnnes em niln deixir 43 pONLs 52 encoNIRE Goth &
eaicls rivais alta o que 2 entrads. © gue causana um problem desagradivel

Para encertar, uma pergunid: camd sabertis destas coisas Eupalinos
pio deivou obres excritas. Mas Heon de Absasdna publicou muitos
livos, alguns deles ainda boje exisientes. Um desses Jiveos £ sobes um
instraraceitn de aprimensorn chamado diopira. Nele, Heron descreve o
rocetEn qUE EXPUREMOS Acimi.

Em seu todo, o vros eseritos por Heton formam uma enciclopédia
de mélodos ¢ enacas de Matemdtca Aplicada, sinetizando o condeck
miald d1 época,

Distros liveos, salves mens compleles, cortamente form publicados
antes oo propialios semelhamis ¢ nho s pode deiar de supar que 4
consirugio de Enpalinos tenba figurade enire essis wonicas,

Referéncias
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Anexo 02 — Texto base para o desenvolvimento da Prova Experimental — Excentricidade dos

Planetas e a Primeira Lei de Kepler
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Anexo 03 — Sugestdo de Material (dudio — visual) a ser utilizado no desenvolvimento do

Experimento “Curva de Nivel”

Curva de Nivel

Oficina de Matematica e Geografia
Professoras : Madalena e Sabrina

Adaptado do portal M?® - Matematica Multimidia
(UNICAMP)

Este experimento propde o estudo das curvas de
nivel e suas aplicagdes, usando massa de modelar. A
partir da construgio de um relevo, & possivel desenhar
suas curvas de nivel e seu perfil topografico.

Objetivos
* Desenvolver experimentalmente a ideia de projegao
ortogonal;
= Aprimorar a capacidade de visualizagio e associagio
de figuras tridimensionais a uma representagao plana;
* Aplicar o conhecimento Seométrico a situagdes de

cardter pritico por meio da construgio de curvas de
nivel,

PROJECOES
ORTOGONAIS

PROJEGAC ORTOGONAL SOBRE UM PLANC

PROJECAO DE UM PONTO

+ Chama-se projecao ortogonal de um ponto sobre o plano ao pé da
perpendicular ao plano conduzida pelo ponto. O plano é dito de
Projecao e a reta é a reta projetante do ponto.

Projecao de uma figura

+ Chama-se projecao ortogonal de um figura sobre o plano ao
conjunto das projecoes ortogonais dos pontos dessa figura sobre o
plano.

Projecao de uma reta

+ Se a reta é perpendicular ao plano, sua projecao ortogonal sobre o
plano é o traco da reta no plano.

+ Se a reta nao é perpendicular ao plano, temos a particular
definicao:

+ Chama-se projecao ortogonal de uma reta r, nao perpendicular a

um plano a, sobre esse plano, ao traco em a, do plano B,
perpendicular a a, conduzido por .

Curvas de niveis

Definicdo de Curva de Nivel

Olhando para um mapa topogrifico, podemos
notar diversas curvas de cor castanho. Sio as chamadas
curvas de nivel, que mostram pontos do mapa de mesma
altitude.

g




219

G A
18U 7. MBGUets COm a5 cores allimetncas.

Observe que as curvas de nivel sao
obtidas pela Interseccao do relevo com
planos paralelos que mantém a mesma
distancia entre sl. Essas Intersecgdes,
projetadas ortogonalmente sobre um plano,
determinam as curvas de nivel, conforme
Inglcado na figura abalxo.

N
T

N>,
v
UL
é.

0s nlmeros mostrados nas linhas se
referem 3 attura do plano que contém aquela
linha. O x Indlca o local do plco de um morro
e 0 ponto mals babxo de um vale. Também

As curvas de nivel sio usadas por varios

tipos de profissionais:

Gedlogos;
Engenheiros;
Cartografos;
Agrénomos; etc

Na matemdtica também sio usadas no
estudo de fungbes, quando queremos
transformar grificos com 3 dimenses em

figuras planas.

TIPOS DE RELEVO

EspigOes

Este tipo de relevo tem como principal
caracterfstica a presenga de um sequéncla
de morros com formas topograficas convexas.
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Vales em formato "V*

Vales abertos em formato “U™

* Ockailovermetno
0 figum ingica o relevo
em quesdo.

Morros Redondos

EXPERIMENTO

Material

¢ Massa de modelar;
Palitos de sorvete;

Régua

® -

Linha de costura (ou linha de anzol);
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Anexo 04 — Receita caseira de massa de modelar para ser utilizada no experimento “Curva de
Nivel”

Material

4 xicaras de farinha de trigo

1 xicara de sal

1 e 1/2 xicara de dgua

1 colher de cha de 6leo

Modo de Fazer
Numa tigela grande, misturar todos os ingredientes e amassar bem até ficar boa para modelar.
Guardar em saco plastico ou vidro bem tampado. Para dar cor a massa, pingue algumas gotas

de corante para alimento.
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Anexo 05 — Texto base para o desenvolvimento da prova Experimental “Demonstrando o

Teo

rema de Pitdgoras”

Mania de Pitagoras

Elisha Sevat Loomis, professar de Matemitics em Cleveland, Ohdo (Esta-
dos Unldos) era realmente um apaimonado pelo Tearema de Pindgoras. Du-
rantz 200 anos, de 1907 a 1927, colecionou demonstregies desse teomema,
RETUpAS © 8% OfgRabmu mum liven, a0 gusl chemon “The Pythagorean
Proposition”, (A Proposigio de Pitigoras.) A primeira edighe, em 1927,
eontinha 230 & coes. MWa segunda edigho, publicada em 1940, esie
nimero {on aamentade paes 370 demeastragies. Depoia de falecl mento
do sutor, o liveo fd reimpresso, em 1968 & 1972, pelo "Natonal Council
of Teachers of Mathematics™ dagqusle pais

0 Professor Loomis classifica as demorsingoes do Teomema de Pie
tgorks em basicaments dois tipos: provas “algdbeicas” (basendss mas
rzlagies mémricas nos wriiingulns raiingalos) & provas “peamémicns” (hasea-
das em compuragiies de foeas), Ele se di ao mbalbo de observar gue pio
& possivel provar o Teorema de Pudgorss com argumentos tigonomdricos
porque & ipuabdade fandamentsl da Trgeaometsia, eos® 2 + sea®z = 1,
ji & um caso pamicular daguele fcoremn.

Como sabemos, o enundiado do Tearemn de Fitkpoms € o seguints:
“A drea 80 quadrado cujo lade £ o kipotwsusa de wm triingule netinguls
€ igual & soma G dreas 005 quadrados qoe tam como Lados cada um dos
[T

Se a, b o oz medidos dos casetos ¢ o 4 a medida da hipolenusa, o
enunciado acima equivale a afismar que o® + ¥ = &2,

Documentos hisidricos mosmam que 06 egipcios ¢ 05 babilimiog,
muile antes dos gregos, conheciom casos pasticulares desse tecrema, ex-
pressas em relagles como

Fial=g

() - (3)"

0 fam de que o wEngulo de lados 3, 4 ¢ 5 & redingulo era (= sindn
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£ il a0s agrimensores. Hi wmbém wm manuserito chings, dutandn de
mais de mil ancs antes de Criswe, code s enconira @ seguinie afirmago:
“Tame o quadmde do primeiro lado e o quedrado do sepundo e o8 some;
& miz quadrda dessn soma € o hipaenaa”, Ouwiros docementos anb gos
MICSLRAIT 5 0l bem antes da ers Crisid, sabia-sc qoc o8 ridngulos
e Indos 3, 4, 5 ow 5, 12, 13, ow 12, 35, 37 sho retfingulos.

(0 que porece cemo, wodavia, & que penbum desses powvos sabia de-
momstrar o tearema. Tudo indica qoe Piigoras foi o primeiro 2 provieo,
[0 alguém da sua Bscolda o fez, o gue di po mesme, pois o corhecimemn
cleniifico naguele gripo era propriedads comum.)

1. A mais bela prova

Cranl foi o demonsimgio duda por Pildgores? Nio se sabe o cene,
pais ele nfio deinou wabalhos escsives. A madoria dos historadores acre-
i que foi nma demonsersgio do dpo “geonsémico”, isto & baseada na
comparagio de dreas. Nip fod o gque s ercoasira nos CElementos” de
Euclies, e que ¢ ainda bope smualto encomrada nos livios de Geomerria,
pais tal demonstagdo perece ter sido concebida pelo pripric Euclides, A
demonstragiio de Pitigoms pode maio bem ter sido 8 gqee decore das
figuras abizo.

Figusa 1.

Do quaslzadas que tem @+ b como Tado, retiremos 4 ridngelos igoais
a0 diado. Se fizermaos bsee como na figara & esquends, oblerenas um
quadrado de lado ¢ Mas se 3 mesms operaglo for feiia como na figurs 3
direiln, restorio dois quadrados, de lados @ © b respectivimenie, Logo, a
drea do quadrado de lndo e € 0 soma das dreas dos quadradig cafos lades
medem a e b
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Esta €, provevelments, & mais bels demonsragio do Teorema de
Pitfigoras. Enretarn, no liveo de Loon:ls ela aparece sem maior destague,
«coma varianie de uma das provas dadas. nfo sendo sequer contada entre
as 370 numeradas.

Apresentamos 2 seguir algumas demonsiragies do Tecrema de Pild-
goras, que e algum ineresse especial, por um motive ow por cure As
quatra primeicas constam da listy do Professor Loomis,

2. A prova mais curta

E também a maiz conkecidn. Baseis-se na seguinte conssqiifnsia da
semelhanga de tridngubs Tetingulos: “Num e gl resinguln, cxdi ea.
fet & 2 média geoméiricn entre & hiposerasa € Sua projgE0 sobre ela”,
Asgim, sg e nosHe respectivemene a5 poojegies dos caes a ¢ b soboe
& hipolcauss e, wmos 6° = me, b = ne, enquanto mi+ 8 = ¢ Somande,

vem af + 6% = o

3. A demonstragio do presidente

James Ahbram Garfield, presidesie dos Easdos Unidos duranie apenas 4
meses (pois fol msassinado em 18510 era vambdm pencral e tamibém gos-
tave de Matemiitica, Ele dzu oma prova do Teorema de Pitigoras baseada
i figura 3,

A drea do rapéeio oo bases a, b o alura o + b € Lgual b semi-soma
das bages vezes & allora. Por outra lado, & mesma drea & também igual &
mmduimdrﬁmingtlnsminﬂhs.?mum

¢+.i- «(a+b) = ab  ab

_+=+?
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5. A demonstragio de Papus
mmmmmmmuuumnnmmmmﬁm#
lHTlu ir da T {E“'
mﬂ:mummhmmm toma-se wm iridngulo arbismisio ABC om
vez de quadrados sobre o Lados, lomam-s2 pamlelogrimos, sende dois
deles qualsgues, exiginde-se qus @ werceir campra & condigBo de O ser
paralelo a HA, € com o mesme comprirent.

0 worema dz Papus afirna que o drea do paralelograms BCDE &
1 soma das dreas de ABFG e ALTC, A demonsragio se basels na

simples observagho de que dods paralelogramos com busss e alurs de
mesrno comprimento (&m & meens dreq,

Figoia 5.

Assim, por um lado, AFKE tem a mesma drea que ABFG e

poe outre lado, a mesma drea que BN E, Segue-se que as dress de
B.M.NE: ABFG sio igeds, Analogomente, sdo iguss s dnew de
CONM & CAFJ, Portanto, 2 drea de BODE & a soma das dreas de
ABFize CALT.

O Teorema de Pudgorss & caso pamicnlar do de Papus. Basta tomar
o wingulo AFC ringulo & més quadrades em lugar dos 1rés parabelo-
ETEMOE,

6. O argumento de Polya

Mo men enender, antretdnno, o demonsoegdo mais ineligente do Tearema
de Pivigoms nio es irclulds entre 25 370 colecionadas pelo Prodessos
Loomis. Ela g acha no lveo “Induction and Amalogy in Mathemarics™,
e auwori do manemdtion hingaro George Polya.
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Simplificando, obemos af + 8 = 2,

Figura 1.

4. A demwonstragio de Leonardo da Viec

O granée ginio criador dn Mona Lise também concebeu uma demonsirsgio
do Teorema de Pitlgoras, que se boseia na figura 4.

Figs &

0% quadrititerns ABCD, DEF A, GF I ¢ ¢ EJ sio conpraca-
tes. Logo es besdgonos ABCDEF ¢ GEJIHF tm & mesma drea.
Dl resulta que a drea do guadrado FETH & a soma das dreas dos
quadrades ABGF e CDFG.
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0 raciocinio de Polya se basedn na conhecids proposigin, sspando 8
qual “gs dreas de daas figuras semelhentes estio entre sl como o quadsado
da razio de semelhanga”™

Lembremos que duas puras F oo P dizemese semelbaares quendo
a cada ponto A da Fgura F cosmesponde um ponio A’ em F7, chamado
o =en hemdlopo, de 1wl mandra qee 5o A, B sio pontos quaisquer de
Foe A" B ko seus homdloges em Fentio a racio A'F' /AR é uma
constane k, :himmamwsmMadstulP Por exemple,
dois triSngules sip semelh 5, e s#, 06 dngulos de um deles
sho congreences 808 Angulos do curo. Por owo lado, dods quidrados
quaisguer, um de lads £ ¢ cumo de ledo £, sio semelhantes e 3 razio de
semscthanga do primeiro para o scgando & k = /8,

Em vez do Teorema de Pivigorss, Polye procers provar a ssguinie
proposigEn mais geral (gue, diga-se de passagem, 4 s acha aos “Elemen-
tos” de Euclies):

Se F, F' ¢ ¥ si0 figuras semelhantes, consmuldas respectivaments
sobee & hipotenusa ¢ ¢ sobre ox caesos a, b de om ridngulo refingulo
entho g dea de F & dgual i soma das dreas de FY e P

0 enumneizdo scima implics que a razgio de semelbanga de F* pana
F* ¢ bja, de F'para Fé cfacde F* para F é cfb.

Por simplicidade, escrevemos F em vez de “dres de F™, F em vez
e “dren de O, e,

Se 3, G, G sio outras figunas semelhantes conswuidas sobre a bi-
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i Manco de Flekpsas

polonssa ¢ 0F caterss, respectivamente, em vimde da proposigio acima
enunciada, eerermos: o 2

PR T
lopo

D meodt andlogo Leremas

Portanto G/ F = G/ F' = G (F" = o, digamos. Escrevendo de oum
mode G—a-F,0' =a-Fle ™ = F.

Que spnificam estas 3 dlimas ipoaldades? Elns quersm dizer que,
se consegoimmoa schar 3 Aiguras semelhames especiais Fy F' e F7, cons-
trufdas sobre 2 hipotenisa @ 08 catesos do posso ingole, de @l manei
que 5c enha F = F' + F" endo teremos wmbém & = G 4 G sejar
guais forem as figuras sermiclhantes (7, (77 ¢ G comstruidas do mesmo
mado. Com efeio, wemos G =a-F,0"=o-F'e G = - F", logo
P =a-F 4o Fr=aF+F)=a-F=0

Agora & gd procurar as figures especiais, Mas eles estio facilmente
an nosso alcarce. Dado o rifapole eEngule ABC, macemos a aliura
1, haixada do vérice do Ingube reto F sobee 2 hipotenasa A B

F'm?.
A figara F serd o proprio wifingulo AEC, Par FY escolheremos
ADC & faremes F" = BC D, Evidemiements, F, F' e FY sio figaras
sewelhantes, Mais evidentemnenie simda, temos F o= FY+ FY





