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Resumo

O pensamento axiomatico de Hilbert foi um
influente  modelo que motivou varios
movimentos no inicio do século XX. O
formalismo axiomético fornece, através do uso
da légica de primeira ordem, uma importante
fundagdo para modelos légicos formais, o que,
para Hilbert, representaria um modelo universal
de investigagdo empirica, ndo s6 para a
matematica, mas para todas as ciéncias
naturais. Contudo, no caso mais especifico da
matematica, existe uma certa descomunicacdo
entre os fundamentos da matemdtica e sua
pratica, onde métodos informais, ainda
promovem  elegantes ferramentas para
matematicos de diversas areas. E exatamente
esta assincronia entre os fundamentos da
matematica, e a sua prdtica que iremos
investigar neste estudo. Lawvere, insatisfeito
com a “fundacdo ndo fundamentada” do
método axiomatico proposto por Hilbert, e
inspirado pela dialética hegeliana, procurou
revisar os fundamentos da matematica pela
légica categérica e a Teoria das Categorias.
Vemos neste estudo, como as interpretagdes de
Lawvere de conceitos da l6gica de Hegel, como,
equivaléncia, unidade dos opostos e
“aufheben”, permitem uma nova abordagem
matematica, com um posicionamento filoséfico
que procura, de certa forma, transcender a
dicotomia  entre  escolas  analiticas e
continentais. Lawvere trata a légica objetiva de
Hegel como uma possivel estratégia para
resolver o problema de aterramento légico em
metafisica. Por fim, vemos como as
contribuicdes de Lawvere para a axiomatizagdo
da légica categbrica tiveram impactos
inovadores na metamatematica, especialmente
no desenvolvimento das fundag¢des univalentes
de Vladimir Voevodsky.

Palavras-chave: Métodos Axiomatico. Lawvere.
Hegelianismo. Categorias. Homotopia.

Abstract

Hilbert's axiomatic thinking was an influential
model that motivated several movements in the
early 20th century. Axiomatic formalism
provides, through the use of first-order logic, an
important foundation for formal logical models,
which, for Hilbert, would represent a universal
model of empirical research, not only for
mathematics, but for all natural sciences.
However, in the most specific case of
mathematics, there is a certain lack of
communication between the foundations of
mathematics and its practice, where informal
methods still promote elegant tools for
mathematicians from different areas. It is
exactly this  asynchrony between the
foundations of mathematics and its practice
that we will investigate in this study. Lawvere,
dissatisfied with the “unfounded foundation” of
the axiomatic method proposed by Hilbert, and
inspired by the Hegelian dialectic, sought to
review the foundations of mathematics by
categorical logic and Category Theory. We see in
this study, how Lawvere's interpretations of
concepts from Hegel's logic, such as
equivalence, unity of opposites and “aufheben”,
allow a new mathematical approach, with a
philosophical position that seeks, in a way, to
transcend the dichotomy between schools
analytical and continental. Lawvere treats
Hegel's objective logic as a possible strategy to
solve the problem of logical grounding in
metaphysics. Finally, we see how Lawvere's
contributions to the axiomatization of
categorical logic had innovative impacts on
metamathematics, especially on the
development of Vladimir Voevodsky's univalent
foundations.

Keywords: Axiomatic Methods. Hegelianism.
Lawvere. Categories. Homotopy.
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Acora FILOsOFICA
1 Método axiomatico na visao de Hilbert

O método axiomatico, também conhecido como o
“Pensamento Axial” foi um modelo filoséfico e matematico
defendido proeminentemente por David Hilbert (1996),
onde, para Hilbert: o conceito de axiomatizacdo, em
termos epistemoldégicos, seria logicamente, e
incontestavelmente, a unica forma de “pensar com

consciéncid', ou seja, racionalizar. Nas palavras de Hilbert:
Se considerarmos mais de perto uma teoria
em particular, vemos sempre que algumas
propostas basicas [...] estdo subjacentes a
construcdo do quadro de conceitos, e estas
propostas sdo entdo processadas por elas
proprias para a construgdo, de acordo com
principios légicos, de todo o quadro/teoria.
Estas proposi¢cdes fundamentais podem ser
consideradas [...] como os axiomas de uma
teoria do conhecimento: o desenvolvimento
progressivo de cada proposicdo do
conhecimento reside entdo apenas na
construcdo légica do quadro de axiomas ja
pressupostos. Este ponto de vista ¢é
especialmente predominante na matematica
pura. [...] Qualquer coisa que possa ser objeto
do pensamento cientifico torna-se
dependente do método axiomatico, e assim
indiretamente da matematica (HILBERT, 1996,
p. 1108-1115).

A ideia de logica de Hilbert pode ser interpretada
como a concatenac¢ao de proposi¢des, cada uma derivada
das anteriores até a base axiomatica do sistema, seus
prioris, em conformidade com as regras de um sistema
l6gico. Dessa forma, o pensamento axiomatico é uma
forma de veiculo que permite o pensador externalizar o
pensamento em uma linguagem adequada, e
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supostamente “/ivre’ de ambiguidade, chegando assim as
implicagbes que tais premissas levam o pensamento
racional a chegar (BOUBRBAKI, 1950). Dessa forma o
formalismo axiomatico fornece aquilo que apenas pela
utilizacdo da l6gica ndo poderiamos alcancar, dando uma
importancia a fundamentacdo da légica a axiomas.

A ideia informal do pensamento axiomatico é de
gue: axiomas sdo importantes, sem eles, ndo sabemos
sobre “o qué’ estamos falando. Axiomas nos permitem
restringir o espaco de possibilidade, por exemplo: atraveés
dos axiomas da Peano Aritmética, conseguimos definir o
que sao 0s numeros naturais: definindo 0 como um
numero natural, sendo o Unico que ndo poOssui um
sucessor (5), e a sucessao de “entidades” apés O,
informalmente da seguinte forma: o niumero 1 pode ser
definido como 5(0), 2 como S(5(0)) (que também € 5(1))
e, no geral, qualquer nimero natural n como $"(0). em
outras palavras, {0,5(0),5(5(0)),...} € N, onde todos os
numeros naturais estao contidos em N (PEIRCE, 1881).

O entusiasmo de Hilbert pelo Método Axiomatico,
por mais que ndo seja universalmente aceito, ainda é o
padrao que molda a nocdo moderna da teoria axiomatica,
e sua Grundlagen der Geometrie (Fundamentos da
Geometria) ainda é considerado como um dos paradigmas
para os fundamentos da matematica e a filosofia da
matematica (HILBERT, 1899). Em comparag¢do com outros
modelos propostos, a filosofia matematica de Hilbert,
denominada Formalismo, distingue-se do, por exemplo,
intuicionismo de Brouwer, e do racionalismo de Russell.
Podemos nos perguntar: o qudo bem o método
axiomdtico tem impactado e contribuido a matemadtica
pratica? Por um lado, formalismo de Hilbert continua a ser
o método padrao de construcdo de teorias fisicas,
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filoséficas e matematicas, contudo, tanto na matematica

quanto nas ciéncias naturais, diversos avan¢os nestas
areas permanecem sendo feitos por métodos “/informais’,
ou seja, de certa formas que escapam (inteligentemente)
dos métodos logicos formais axiomaticos (RODIN, 2012).

Atualmente, existe uma situacdo um tanto quanto
paradoxal: Hilbert em suas Fundac¢Bes da Matematica
(1967) sugeriu que seu Método Axiomatico Formal fosse
usado como um instrumento basico de toda pesquisa
cientifica, e inclusive filosdfica. Quando falamos de
meétodos axiomaticos contemporaneos nos referimos a
Teoria de Conjuntos Axiomdtica, e uma das criticas
levantadas contra o este método é: o Método Axiomadtico
importa apenas nos fundamentos, ou seja, na meta-teoria,
enquanto a ciéncia convencional se preocupa muito pouco
com seus proprios fundamentos. Dessa forma a questao
dos fundamentos da matematica, por exemplo, fica ao
encargo de logicos e filésofos, enquanto a realizacdo da
matematica em si a matematicos.

Esta aparente assincronia entre os fundamentos da
matematica e a pratica da matematica, pode soar como
insatisfatéria ao leitor, e de fato, a muitos outros tedricos,
matematicos e filésofos. Uma noc¢do de fundamento mais
satisfatoria é descrita por Lawvere e Rosebrugh (2003) da
seguinte forma:

Uma fundacdo explicita as caracteristicas
gerais essenciais, uture ents e operacdes de
uma ciéncia, assim como as suas origens e
leis gerais de desenvolvimento. O propdésito
de torna-las explicitas é fornecer um guia
para o aprendizado, uso e desenvolvimento
uture da ciéncia. Uma fundacao “purd' que
esquece este propésito e persegue uma
fundacdo “especulativa” por si mesma, é

Agora Filoséfica, Recife, v. 20, n. 3, p. 206-239, set./dez., 2020 * 209



Acora FiLosOFICA
claramente uma fundac¢ao ndo fundamentada

(LAWVERE, ROSEBRUGH, 2003, p. 235).

Para tornar mais claro as limitagbes do método
axiomatico é interessante analisarmos situacdes onde este
falha em prover uma resposta satisfatéria. Desde o
trabalho revolucionario de Zermelo (1903) que
futuramente deu origem a Teoria dos Conjuntos
Axiomatica (Teoria dos conjuntos Zermelo-Fraenkel), a
matematica moderna vem usando este formalismo e
linguagem como a base para sua identidade, o que torna a
teoria dos conjuntos um exemplo de uma teoria
desenvolvida totalmente dentro de um cenario axiomatico
formal. Um famoso exemplo de um problema que ilude o
formalismo de Zermelo-Fraenkel € um dos 23 problemas
listados por Hilbert (1902), e considerado por ele como o
mais importante, a Hipotese Continua de Cantor (HC)
(1892).

2 Hipétese Continua

A HC é um problema matematico onde até hoje
existe uma certa ambiguidade sobre se o problema foi
“realmenté’ resolvido ou nao. A Hipotese Continua, diz
respeito a cardinalidade, o nUmero de elementos dentro
de um conjunto, e se existe uma bijecdo, uma
correspondéncia um-para-um entre os elementos de dois
conjuntos diferentes (COHEN, 2008). Intuitivamente, dois
conjuntos X e ¥ tem a mesma cardinalidade se é possivel
“emparelhar’ os elementos de ¥ com elementos de ¥ de
forma que cada elemento de X corresponde com
exatamente um elemento de ¥, e vice-versa. O conjunto
{maca, melancia, laranja} tem a mesma cardinalidade que
{quadrado, triangulo,circulo}. A HC procura responder a
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pergunta de se é sempre possivel encontrar uma bijecao

entre conjuntos com infinitos elementos. Por exemplo, o
conjunto dos numeros Naturais, tem a mesma
cardinalidade que os numero Inteiros, e 0 mesmo
corresponde para 0s numeros Racionais, existindo uma
correspondéncia um-para-um entre os conjuntos citados,
todos tendo a mesma cardinalidade, todos sendo
contaveis, por exemplo:
M=1,273456,7289.—©
£=1,-1,2,-2,3,-3,4—45, .- ®

Ambos os conjuntos, N (Naturais) e Z (Inteiros)
podem ser listados e pareados por uma bijecao, portanto,
ambos 0s conjuntos infinitos possuem a mesma
cardinalidade, ambos possuem o mesmo “tipo’ de
infinidade.

Contudo, existe uma bijecdo entre os numeros
Naturais e 0os numeros Reais? Esta é a pergunta que
inspirou Cantor a conjecturar sua Hipdtese Continua.
Através de seu argumento diagonal Cantor provou que a
cardinalidade do conjunto de numeros Naturais é
estritamente menor que a do conjunto de numeros Reais.
Porém, a prova de Cantor ndo indica a medida em que a
cardinalidade dos numeros Naturais € menor do que a
dos numeros Reais. Dessa forma Cantor propds a
Hipotese Continua, como uma possivel solucdo para esta
questao (CANTOR, 1892), afirmando: Ndo ha nenhum
conjunto cuja cardinalidade esteja estritamente entre a
dos numeros Naturais e a dos numeros Reais.

3 0 Argumento Diagonal de Cantor
O método diagonal de Cantor € uma ferramenta
elegante e poderosa, que influenciou diversas outras
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importantes provas em areas como légica e
metamatematica, como, os Teoremas de Incompletude de
Godel, e a incomputabilidade do Problema de Parada de
Turing. Mostraremos abaixo diretamente o método, que
através de sua compreensao, permite a extensdo para os
demais problemas e paradoxos citados.

Primeiramente, assumimos que os numeros Reais
podem ser pareados em uma correspondéncia uma-para-
um com 0s numeros Naturais, o que nos levara a uma
contradicdo. Suponha que possamos listar todos os
numeros entre 0 e 1 que podem ser representados por
decimais (0 método funciona para qualquer base
numérica), como, por exemplo, 0,25, ou decimais que
repetem infinitamente como, por exemplo, 0,123123123...
Por conveniéncia usaremos representacdes infinitas em
todos os casos, de modo que anexamos um numero
infinito de zeros no final de cada numero Real cessante.
Agora suponha que listassemos todos os nimeros Reais,

todas as infinitas representa¢des decimais:
0.0000000000000...
0.1000000000000...
0.5000000000000...
0.3333333333333...
0.6666666666666...
0.2500000000000...
0.7500000000000...
0.2000000000000...
0.4000000000000...
0.6000000000000...
0.8000000000000...
0.1666666666666...
0.8333333333333..

Imagine que esta lista é infinitamente longa, e
contém todas as representa¢des decimais de numeros
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Reais possiveis. Agora manipulamos a diagonal ressaltada

em vermelho dessa lista. A diagonalizacdo de Cantor nos
mostra como construir um numero fora desta lista, digito
por digito, uma representacdo que ndo esta na lista,
mesmo ela sendo supostamente a lista de “todos os
numeros Reals possiveis’. Existem varios procedimentos
para alcancar o mesmo resultado, contudo, usaremos o
seguinte algoritmo: localize o i-ésimo numero Real e sua i-
ésima representacdo decimal, em seguida adicione “1" a
este numero, se ele for um “9”, transforme o numero em
um “0". Este procedimento produziria o numero Real:
0.1114711111174. . .

O numero produzido ndo pode ser encontrado em
nenhuma posicao na lista. Por definicdo o numero criado
difere do primeiro numero Real na primeira casa apés o
ponto decimal, difere do segundo numero Real na
segunda casa ap6s o ponto decimal, e etc. Porém, a lista
deveria conter todos 0s numeros Reais, nds poderiamos
simplesmente adicionar o numero criado na lista.
Contudo, a diagonalizacao de Cantor pode simplesmente
ser repetida de novo, criando numeros que, a principio,
ndo estdo listados na lista de todos os numeros Reais. O
que nos leva a uma contradicdo, nosso erro foi em
presumir que os numeros Reais poderiam ser listados, e
eles ndo podem, pois, sdo incontaveis, /numeravers.

Cantor (1892) usou este método para provar o
resultado de que os numeros Reais ndo sao contaveis, e
que nenhuma lista infinita de decimais pode conter todos
0s seus elementos. Assim, qualquer lista desse tipo deve
estar ncomplete, ndo existindo uma bijecdo entre os
numeros Reais e 0s numeros Naturais (0os numeros
Inteiros e os Racionais também), tornando estes conjuntos
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cardinalmente diferentes. Formalmente, a cardinalidade
dos numeros Reais € muito, muito maior do que a dos
numeros Naturais:

R N

Este resultado causou uma divisdo no sistema
axiomatico de Zermelo-Fraenkel, pois, em 1938 Gddel
(1938) provou que o sistema axiomatico de Zermelo-
Fraenkel é consistente com a HC. Porém, em contraponto,
em 1963 Cohen (1963) provou que a teoria dos conjuntos
Zermelo-Fraenkel também é consistente com a nega¢cdo
da HC. Portanto, o que é aceito modernamente é que a
hipdtese continua de Cantor, ou a sua negacdo, podem ser
derivados dos axiomas de Zermelo-Fraenkel, sendo uma
questdao de total ambiguidade, dependendo de qual
modelo de Zermelo-Fraenkel vocé quer adotar (KUNEN,
1980). Este resultado controverso mostra como a HC é
independente dos préoprios fundamentos da matematica,
0 que torna tais fundac¢bes questionaveis. Talvez novos
axiomas, ou algum sistema de axiomas totalmente novo,
possa eventualmente ajudar a estabelecer a verdade ou
negacdo da HC. Contudo, tal feito ainda permanece em
aberto.

No modelo axiomatico proposto por Hilbert, como
Zermelo-Fraenkel, a Unica coisa que a matematica pode
fazer de acordo com este ponto de vista é: fornecer
propostas verdadeiras do tipo, se - entdo, se as propostas
dedutiveis sdo verdadeiras dado os axiomas do sistema
em questdo. A auséncia de dialética torna este modelo
incompativel ndo s6 com a pratica matematica comum,
mas, com pratica da metamatematica, como no exemplo
da HC, pois, sua proposi¢ao nao é expressa na forma “se-
entdd’', mas sim como uma verdade “abso/utd’, que nao se

214 ¢ Agora Filoséfica, Recife, v. 20, n. 3, p. 206-239, set./dez., 2020



Acora FILOSOFICA
refere a nenhuma estrutura formal em particular. Dessa

forma, o método axiomatico de Hilbert ndo é capaz de
diferenciar entre uma teoria axiomatica que contém um
conhecimento valioso de teorias tautoldgicas ciclicas sem
nenhum valor epistémico. Com certeza, o progresso feito
por Hilbert permitiu grande progresso em teorias
matematicas construidas com sistemas formais logicos,
contudo, ele ndo serve, como Hilbert sugeriu, como uma
base que fundamente a construcdo de todas as teorias
cientificas, e particularmente como fundamentos da
matematica e filosofia.

Neste estudo revisaremos o trabalho do
matematico William Lawvere, que inspirado pela légica e
dialética de Hegel, procurou resolver o problema dos
fundamentos da matematica com a utilizacdo da légica
categorica e a Teoria das Categorias.

4 Novas Formas de Légica

Com a ascensao da filosofia analitica no século XX, e
a adocdo, e desenvolvimento da nova logica forjada por
Frege e Peano, veio uma rejeicao radical do paradigma
filosofico existente, o idealismo de Hegel. O entendimento
de Hegel sobre o termo “Logik’ € muito mais amplo do
gue normalmente é o caso, e sua “/dgica objetivd’ da
Ciéncia da Logica foi considerada uma espécie de
metafisica pelo movimento positivista. Um exemplo desta
critica positivista a metafisica foi o movimento conhecido
como o Circulo de Viena, onde, buscava-se reconceituar o
empirismo a partir das novas descobertas cientificas e
demonstrar as falsidades da Metafisica. O positivismo
logico, mais tarde chamado de empirismo [dgico, e
também conhecido como neopositivismo, foi um
movimento filoséfico cuja tese central foi o principio da
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verificacdo, o verificacionismo, onde se afirmava que
apenas as declarac¢des verificaveis através da observacao
direta ou da prova légica sao significativas, descartando a
metafisica como sem sentido (CARNAP, 1932).

Bertrand Russell foi categérico ao afirmar que a
nova logica quebraria o paradigma filoséfico estabelecido
pelo idealismo légico de, por exemplo, Kant e Hegel, no

final de seu livro “Logic As The Essence Of Philosophy':

A velha lbgica coloca o pensamento em
grilhdes, enquanto a nova logica lhe da asas.
Ela introduziu, em minha opinido, o mesmo
tipo de avanco na filosofia que Galileu
introduziu na fisica, tornando finalmente
possivel ver que tipos de problemas podem
ser capazes de solucdo, e que tipos estdo
além dos poderes humanos. E onde uma
solucdo parece possivel, a nova légica fornece
um método que nos permite obter resultados
gue ndo apenas incorporam idiossincrasias
pessoais, mas devem comandar o
assentimento de todos o0s que sdo
competentes para formar uma opinido
(SULLIVAN, 2003, p. 277).

7

A doutrina positivista € caracterizada como uma
realizar uma das criticas mais fortes ao trabalho e filosofia

de Hegel. Em 1951, Hans Reichenbach escreveu:
Hegel foi chamado o istema e de Kant; isso
€ um grave mal-entendido de Kant e uma
elevacdo injustificada de Hegel. O istema de
Kant, embora provado insustentavel por
desenvolvimentos istema e, foi a
istema e de uma grande mente de
estabelecer o racionalismo istem base
cientifica. O istema de Hegel é a pobre
constru¢gdo de um fanatico que viu uma
verdade empirica e tenta torna-la uma lei
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l6gica, dentro da mais ndo-cientifica de todas

as logicas. Enquanto o istema de Kant marca
0 auge da linha histérica do racionalismo, o
istema de Hegel pertence ao periodo de
decadéncia da filosofia especulativa que
caracteriza o século XIX. (REICHENBACH, 1951,
p. 72)

Embora a filosofia analitica tenha rejeitado a
metafisica e logica de Hegel em favor da analise da légica
matematica, em particular a loégica proposicional, recentes
desenvolvimentos nos fundamentos da matematica
através da Teoria das Categorias, utilizam da logica
hegeliana para sugerir uma nova forma de pensamento
matematico, ndo pela na légica proposicional, mas pela
l6gica modal.

Logica modal refere-se a um enriquecimento da
l6gica proposicional onde as operacBes padrao
(& —,—, =, e etc) sdo acompanhadas por certas operacdes
extras, chamados operadores modais, denotados por “o”
ou simbolos similares. Assim, uma proposi¢dao “oP" € uma
proposi¢cdo nova cuja interpretacdo depende do tipo de
operador modal, como, por exemplo: “P é possivelmente
verdadeird', ou “P se tornard eventualmente verdadeird’,
ou “P poderia ser verdadeird’ (GARSON, 2018). Nao ha
nenhum axioma estabelecido o que um operador modal
deve satisfazer em proposi¢des, permitindo uma grande
flexibilidade e aplicabilidade da Iégica modal.

No século XX, a ascensdo da légica modal permitiu
um ressurgimento da metafisica analitica, como, por
exemplo: na teoria de contrafactualidade de Lewis,
também conhecida como modelo de mundos possiveis de
Lewis-Stalnaker (LEWIS, 1973,), uma proposicao logica
consiste em sua realizagdo em todos os mundos possiveis
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vizinhos (similares/mais proximos), e através de um
operador modal, “=", onde X = ¥ significa, “Se fosse X,
entdo seria Y", traz a possibilidade de trazer significado a
esses mundos possiveis. Atualmente, tépicos da
metafisica analitica incluem a causalidade, necessidade,
espaco e tempo, identidade, s6 sao expressados de forma
formal, na filosofia, através da légica modal, e ndo da
|6gica proposicional.

Dada as limitacdes da filosofia analitica, muito
devido a sua fundamenta¢do na logica proposicional de
primeira ordem, e, apesar da longa rejeicao inicial das
ideias Hegelianas, recentemente os escritos de Hegel vém
sido colocados sobre uma nova perspectiva, como, por
exemplo, pelo matematico Francis William Lawvere
(Muncie, Indiana, 9 de fevereiro de 1937). Lawvere é um
matematico estadunidense conhecido por seu trabalho
em teoria das categorias, topos e filosofia da matematica,
onde inspirado pelo conceito de "Unidade dos Opostos"
presente na légica de Hegel, buscou formalizar a légica
categoérica pela dialética da légica de Hegel. Uma ligacao
que levou a légica modal e a teoria das categorias a dar
surgimento a T7eoria dos Tipos Homotdpica, uma teoria
que promete modificar as fundacdes da matematica
(LAWVERE, 1991).

5 Da Triade Dialética em Kant para a Aufhebung em
Hegel

A “Wissenschaft der Logik’, Ciéncia da Légica, (17 ed.
1812-1816, HEGEL, 2010) pode ser considerada como um
dos principais textos da filosofia de Hegel, como a
“Phanomenologie des Geistes’, Fenomenologia do
Espirito. A Ciéncia da Légica tem de ser vista no contexto
da filosofia do inicio do século XIX, sendo uma forma de
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resposta a “refunda¢do’ da metafisica por Kant. O sistema

idealista proposto por Kant, por mais que tenha mudado
as visdes metafisicas e epistemoldgicas da época, ele
deixou a logica tradicional intocada, e precisamente neste
ponto que Hegel se propde a estender o exame critico dos
fundamentos do conhecimento iniciado por Kant a prépria
l6gica.

A “redescoberta da triade dialética’, como Hegel
atribui a Kant (1763), fornece um conceito preliminar a
distincdo entre contradicdes e oposicdes reais, algo que
antecipa a divisdo analitico-sintética de Hegel, a triade
dialética: dividida em si (sujeito), para si (objeto), e em si-
para si (objeto, tal como experienciado pelo sujeito, e
sujeito, refletido a si mesmo ao experienciar o objeto)
(HEGEL, 2010). A triade dialética aqui origina o termo
“Aufhebung’, a sintese de oposi¢des, conceito hegeliano
expresso no uso dos termos “tese’, “antitese’ e “sintese’.

Mesmo que Kant tenha organizado a sintese dos
termos em positivos e negativos, algo que paraKant
causaria a razao a ficar necessariamente enredada nas
contradicdes da dialética transcendental por sua prépria
natureza, para Hegel esta interpretacao pouco conclusiva
seria um indicador do papel positivo das contradicdes
como aspecto essencial do pensamento. Aqui a dialéctica
e a Authebung entram em cena, pois, a critica de Hegel a
Kant seria que, na verdade, as categorias ndo sao dadas
aprioristicamente, mas sim como algo resultado da
continua transformacdo, do se-tornar. Assim, a logica
deixa de ser um inventario de categorias e torna-se um
sistema de transformacdes de categorias. Curiosamente,
esta terminologia Hegeliana seria apropriada pela
matematica no estudo formal de categorias no século XX
(EILENBERG, MACLANE, 1945). Hegel explica o conceito de
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Autheben (HEGEL, 2010, p.113) como um dos mais
importantes em toda a filosofia, se repetindo
constantemente em todos os lugares, como, por exemplo,
no conceito de “omnis determinatio est negatio’ de
Spinoza, para Hegel, Aufthebung é o modo desta
coexisténcia de negacao-afirmacao.

Authebung é um conceito extremamente
abrangente, que constitui uma das edifica¢des centrais da
tese hegeliana, e para Lawvere, este conceito propde
introspeccBes interessantes para a matematica.

6 A interpretacao de Lawvere da légica objetiva de
Hegel

Lawvere (2000) sugere um exemplo particularmente
simples onde a ideia de equivaléncia € dada uma
interpretacdo dialética, permitindo um novo significado de
“equivaléncid’, dentro da teoria categorica.

Que A sejam os numeros naturais {0,7, ...} vistos
como uma categoria através da sua habitual ordenacado.
Que E,D:N — M sejam os dois functores, um functor é um
mapeamento entre categorias, um functor “par” e outro
“impar”, definidos por E(n) := 2ne D(n) :==2n+ 1.

Ambas  categorias  correspondem a  duas
subcategorias de inclusdes, N-pares e N-impares. Nessa
situacdo ambas subcategorias se “opdem” uma a outra,
N —pares # N — impares, N0 entanto, sao “idénticas”, pois,
existe uma bijecdo, uma mapeamento um-para-um de
Nopar =2 Nyooo Além disso, ambas sdo englobadas como
parte de um todo, os numeros Naturais, cuja estrutura
geral pode ser representado por ambos os functores
paralelos:

N =2 B M N

par impar
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Normalmente, e talvez analiticamente, conceitos

opostos ndo sao considerados equivalentes, mas nesta
interpretacdo de equivaléncia como um mapeamento
entre conjuntos (bijecdo), ou em termos hegelianos, uma
transformagdo, sera sempre um par constituido por duas
subcategorias, uma reflexiva e outra co-reflexiva. Lawvere
(2000) sugere que se adicionarmos um terceiro functor
que chamamos T, podemos encapsular as relacdes E e D
formando um adjunto triplo E 4T 4 D, onde este triplo
expressa a unidade das subcategorias (co)reflexivas:
e EoT 4 DoT representa a oposicao entre E e D, e,
a0 mesmo tempo;
e ToE ™ ToD representa a identidade E entre D
pela equivaléncia implicada.

Informalmente, T une, se opde e identifica E e D ao
mesmo tempo.

O conceito de adjuncdo acima expressa uma
dualidade, especificamente, uma dualidade entre opostos.
O conceito de correspondéncia e equivaléncia em termos
de adjuntos triplos foi sugerido por Lawvere (1991, p. 7;
1994, p. 11) com o intuito de formalizar o conceito de
“Unidade e Identidade dos Opostos” como aparecem
informalmente na Ciéncia da Légica de Hegel (HEGEL,
2010), e também, para captar a nocdo de dialética
hegeliana.

7 A "unidade dos opostos”: aufhebung, e a ldgica
categoérica de Lawvere

Para entendermos a formalizacdo de Lawvere do
conceito de unidades de opostos, é importante revermos
a tese de Hegel na Ciéncia da Légica, onde Hegel fornece
um relato de sua légica objetiva da seguinte forma:
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O que estamos tratando em légica ndo é um
pensamento sobre algo que existe
independentemente como base para 0 nosso
pensamento e a parte dele, nem formas que
supostamente fornecem meros sinais ou
marcas distintivas da verdade; pelo contrario,
as formas e autodeterminac¢Bes necessarias
do pensamento sdo o conteudo e a verdade
ultima em si(HEGEL, 1990, p.50).

Uma possivel interpretacao, € que Hegel busca uma
l6gica que raciocine sobre as coisas com as quais
raciocina. E este conceito estd na esséncia da ldgica
categbrica, uma forma de légica modal formal em
matematica que permite o desenvolvimento de varios
conceitos e aplicacdes para a Teoria das Categorias e
Teorias dos Tipos, pois, nessas disciplinas ndo existe uma
distincdo entre os objetos da teoria (elementos, grupos,
categorias, tipos, morfismos, funcdes) e a logica
(proposicdes e provas) utilizada para raciocinar sobre os
objetos da teoria, algo conhecido com “proposicées como
tipos'.

Lawvere (1991) faz essa comparacao da logica
objetiva de Hegel com a logica categbdrica matematica,
onde a légica toma a forma de ferramentas, que também
podem ser consideradas elementos/categorias objetivas,
uma forma de objeto que possui a funcionalidade. Nesta
interpretacdo a verdade e falsidade ndo sao considerados
estados opostos e desconexos, mas as extremidades de
uma transformacdo, a verdade sendo representada por
um objeto terminal, e a falsidade por um objeto inicial.
Estes principios podem ser formalizados em termos de
transformacdes (adjunc¢des), como, no exemplo explicado
acima, onde pares opostos sdao adjuntos a esquerda (E) e
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a direita (D) de um functor comum (T): falsidade e verdade

sao lados opostos (E e D) de um functor terminal (T), e
assim regressamos a Hegel. O principio orientador
fundamental da légica objetiva é a “unidade dos opostos’,
Authebung se resume em “sublimar’ uma oposicao.

Para Hegel a ideia primaria de oposicdo vem da
unidade entre vacuidade, aplicando-se a nada, e
tautologia, aplicando-se a qualquer coisa, a unidade entre
o Nada e o Ser. Assim, na visao hegeliana, para o sujeito
entreter qualquer ideia, é necessario poder entreter o seu
oposto, caso contrario, a sua ideia é vazia no sentido de
que poderia aplicar-se a qualquer coisa. Hegel explica da
seguinte forma: falar até mesmo do Nada é considera-lo
como uma coisa, é fazé-lo ser, mesmo sendo algo sem
caracteristicas, um Ser puro, a falta de conteudo implica a
auséncia de caracteristicas, portanto, o Ser puro é o Nada
(HEGEL, 2010, p. 59-60).

A interpretacdo da Lawvere (1991) dessa oposicao
pode ser interpretada ao representar o Nada como o
objeto nulo inicial “@"” e o Ser como o objeto terminal “1".
Em um espaco (topos) de categorias, “@" € uma categoria
vazia e “1” é um unico ponto/elemento de uma categoria.
Estes sdo opostos no sentido em que sao distintos, porém,
unificados no sentido em que sao os adjuntos esquerdo E
e direito 0 do mesmo functor T. Na Teoria das Categorias,
a adjuncao é uma relacao que dois functores podem ter,
quando nesta relacdo eles sao chamados de functores
adjuntos, sendo o adjunto esquerdo e o outro o adjunto
direito (KAN, 1958).

Por exemplo, um adjunto entre as categorias A e B €
um par de functores E e D:

E:BE—-AeD:A—=FE
e, para todos os objetos ¥ em 4 e ¥ em B, uma bijecdo
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entre os respectivos conjuntos de morfismo:

hom,(EY,X) £ homg(Y,DX)
de tal forma que esta familia de bije¢Bes, possui uma
relagdo uma-para-um, entre os elementos X e ¥. O functor
E €& chamado de functor adjunto esquerdo, ou
simplesmente adjunto esquerdo a D, enquanto D é
chamado de functor adjunto direito a E.

Este formalismo légico categdrico é essencial para a
definicdo de conceitos como “equivaléncia” nesta area da
matematica, e a ideia de unidade entre as oposi¢des de
Lawvere é profundamente inspirada pela oposicao
hegeliana do Nada e o Ser. Assim como Hegel diz que ndao
podemos pensar em algo sem o seu oposto, aqui
recuperarmos o oposto da coisa em Si, o Nada, os pontos
opostos de uma transformacdo dialética, através da
singularidade das adjuncdes.

8 Légica categérica e dialéctica Hegeliana

A critica de Lawvere ao Método Axiomatico
proposto por Hilbert é sustentado pela filosofia de Hegel,
que, além do conceito de Aufhebung citado
anteriormente, usa a distincdo hegeliana entre a /ogica
objetiva e a subjetiva. A perspectiva hegeliana de Lawvere
sobre a matematica, especificamente a teoria e logica
categorica, é crucial para uma compreensao filosofica da
sua obra, e como Lawvere afirma, a apreciacdo da
importancia da dialéctica de Hegel na logica categorica,
ndo implica a necessidade de ser um “hegeliand’. Lawvere
afirma explicitamente que ele préprio ndao é hegeliano,
mas que a importancia do conceito de dialética como
proposto por Hegel seria algo de valor intrinseco o
suficiente para transcender a “continua batalhd' entre as
tradicdes filosoficas analiticas e continentais. Nas palavras
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de Lawvere:

E minha conviccdo que, na préxima década e
no préximo século, a técnica forjada pela
teoria categorica sera de valor para a filosofia
dialéctica, emprestando preciosos forma-
lismos com modelos matematicos, auxiliando
controversas distincBes filosoéficas antigas,
tais como: geral vs. particular, objetivo vs.
subjetivo, ser vs. tornar-se, espagco Vs.
quantidade, igualdade vs.  diferenca,
quantitativo vs. qualitativo, etc... A explicita
atencdo dos matematicos a tais questdes
filoséficas € necessaria para alcancar o
objetivo de tornar a matematica (portanto,
outras ciéncias) mais amplamente aprendida
e utilizdvel. E claro que isto exigird que os
filosofos aprendam matematica e que os
matematicos aprendam filosofia (LAWEVERE,
1992, p. 16).

Lawvere por ser primariamente um matematico, e
secundariamente um filésofo, compartilha com outros
filosofos, incluindo analiticos como Russell, a ideia de que
a matematica permite a filosofia operar de maneira mais
clara e nitida, uma visdao que é negada pela tradicdo
continental. Assim, dado a sua introducdo a filosofia por
outra area, Lawvere parece nao ser afetado pela
dicotomia analitica/continental, algo que, ao nosso ver, €
um sinal de “maturidade filosoficd’, ou seja, a
compreensao de que, possivelmente, ambos os lados
contam versées diferentes (e igualmente importantes) da
mesma historia.

A distincdo de Hegel entre légica objetiva e subjetiva
é exposta na seguinte passagem:

O que deve ser considerado é toda a Nog¢do,
primeiramente como a No¢do sob a forma de
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sendo, em segundo lugar, como a Noc¢do; no
primeiro caso, a Nocdo €& apenas em Ssi
mesma, a Noc¢des de realidade ou de ser; no
segundo caso, é a No¢do como tal, a Nogdo
existente para si mesma...Assim, a logica deve
ser dividido principalmente na logica da
No¢do como sendo e da Nogao como Nogao -
ou, empregando os termos habituais em
l6gica “objetivd’ e "subjetivd’ (HEGEL, 2010, p.
79).

A Nog¢do de Hegel pode ser compreendida como
uma categoria que compreende tanto:
(i) a realidade (ser);
(i)  pensar sobre a realidade (ser a pensar).

Esta nocdo forma o idealismo objetivo de Hegel,
dividindo a logica em (i), a légica do Ser, que pode ser
comparada com uma espécie de ontologia, e (ii) a logica
do pensar, que é o que comumente chamamos de logica.
A légica objetiva de Hegel, ou ontologia hegeliana, ndo é
apenas limitada a uma nog¢ao de metafisica, como a logica
transcendental de Kant, que para Hegel, da pouca
importancia para a parte objetiva e focasse apenas na

porc¢ao subjetiva da légica. Como Hegel coloca:
Recentemente, Kant opds-se ao que
normalmente é chamado de outra /dgica, ou
seja, uma logica transcendental. O que aqui
tem sido chamado de logica objetiva
corresponderia em parte ao que com ele é a
|6gica transcendental. Kant a distingue do que
ele chama logica geral desta forma, a que
trata das noc¢des que se referem a priori aos
objetos, e consequentemente ndo abstrai de
todo o conteldo da cognigdo objetiva, ou, em
outras palavras, contém as regras do
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pensamento puro de um objeto, e, a0 mesmo

tempo, trata da origem da nossa cogni¢ao
[...]. E a este segundo aspecto que o interesse
filoséfico de Kant é dirigido exclusivamente
(HEGEL, 2010, p. 81).

Dado a passagem acima podemos fazer a seguinte
comparacdo: a légica objetiva de Hegel “corresponde em
parte’ a logica transcendental de Kant, ou, a ldogica
transcendental de Kant é uma “aproxima¢do’ da logica
objetiva de Hegel. Para Hegel, Kant diferencia a légica
transcendental da “/dgica geral’ pelo fato da ldgica
transcendental ndo ser totalmente ndo ambigua ao tépico,
0 que para Kant resulta na implicacdo de que a logica
geral é aplicavel na matematica e ciéncias empiricas, mas
ndo ao transcendental. Assim a interpretacdo do
transcendental seria uma “partidd’ da logica para a
metafisica.

Uma das ideias centrais da tese hegeliana é
continuar fazendo algo como légica, ao invés de ubstr
para uma fisica especulativa (metafisica), tornemos a
objetiva. Hegel compara a sua légica objetiva com a

metafisica tradicional na seguinte ubstra:
A légica objetiva, entdo, toma o lugar da
antiga metafisica, que se pretendia ser a
construcdo cientifica do mundo apenas em
termos de pensamentos. Se tivermos em
conta a forma desta ciéncia, entdo ela é a
primeira e imediata ontologia cujo lugar é
tomado pela logica objetiva [...] além disso, a
l6gica objetiva também compreende o resto
da metafisica, na medida em que é uma
ubstrate de compreender como as formas
de pensamentos puros, ubstrates
particulares  tirados principalmente da
concepcdo de alma [..] porém, considera
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estes formas livres desses ubstrates, dos
sujeitos da concepc¢do, considerando elas, sua
natureza e seu valor, em seu proéprio
carater.[...]. A légica objetiva é, portanto, a
uma genuina critica a eles [Kant]- uma critica
aos que o0s nao consideram como
contrastados sob as formas abstratas do a
priori e do a posteriori...(HEGEL, 2010, p. 85).

Dessa forma, Hegel se livra da distincdo a priori
versus a posteriori de Kant, o que de certa forma diminui
o papel dos dados empiricos nas ciéncias, e sugere que a
construcdo de teorias sobre o mundo, possam ser feitas
s6 em termos de “pensamentos’, numa nova forma
dialéctica. O preco de se usar deste método sem
comprometer o carater empirico da ciéncia, é motivo de
critica a tese hegeliana de légica objetiva.

A a légica subjetiva, para Hegel, é a segunda etapa
de um Uunico processo de raciocinio dialético, que é
constituido por trés partes: a légica do Ser, a légica da
Esséncia e a logica da Nocdo, a ultima parte sendo
chamada de “objetivacdo da Iogicd’. Para Hegel a distingao
entre légica objetiva e a subjetiva deve ser pensada como
disputavel, ou seja, sujeita a polémica, pois, em sua tese o
que realmente é visado € ndo a demarca¢do que divide
ambas, mas as transforma¢bes que interagem entre
ambas resultando na logica da Nocao (HEGEL, 2010, p. 86).
A forma da filosofia hegeliana é refletida nos objetivos de
Lawvere, que busca reformular a I6gica dialética de Hegel
em termos matematicos pela logica categorica, e utilizar a
|6gica dialética de Hegel como guia pesquisa matematica.
O objetivo final de Lawvere é analogo a obijetificacdo da
l6gica, a logica da Nogdo de Hegel (LAWVERE, 1992).

Lawvere (1993) distingue entre a légica objetiva e a
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subjetiva no contexto da logica categérica da seguinte

forma: /ogica objetiva - um guia para as construcdes
complexas, mas ndo-arbitrarias, dos conceitos e suas
interacbes que crescem, partir das necessidades da
geometria, do estudo do espaco e da quantidade.
Podemos substituir o conceito acima de “espaco e a
quantidade’, por “qualquer objeto de estudo sérid’, o que,
como Hegel, define para Lawvere a negacdo da logica
objetiva na perspectiva de Kant, pois, o conceito de espaco
e a quantidade penetram em qualquer tipo de estudo
cientifico, empirico ou ndo. Ja a /dgica subjetiva; trata da
inferéncia entre as proposi¢cdes, sendo de interesse
apenas aquelas que concretizam os conceitos, ou seja, 0s
objetificam.

Enquanto Lawvere relaciona sua légica objetiva com
categorias de espaco e quantidade, Hegel desenvolve
todas as categorias, apds desenvolvimento dialético, a
partir das categorias de Ser, Nada e Tornar-se. Lawvere
defini, a partir dos conceitos de “espacd’ e “quantidade’,
um “guia tedrico de categoria para construgoes
conceituais que crescem de qualquer campo de estudo
sérid’. No sentindo filosofico, os conceitos de espago e
quantidade, como para Hegel, o Ser e o Nada (os opostos),
permeiam qualquer campo de estudo “sérid’, o que
podemos interpretar como empirico, de modo que a
l6gica da Nog¢do ndo se restringe a especificidades.

Num ponto de vista partilhado por ambos Lawvere
e Hegel, o conceito de magnitude kantiana (KANT,
1763[1992]), que permite a nitida distincdo entre as
construcbes matematicas dJte/s e as matematicas
“metafisicas’, ou “especulativas’, é uma proposta
duvidosa. Wigner (1960) em seu artigo seminal “A eficacia
irrazodvel da matemadtica nas ciéncias naturais’ expressa
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essa ponto no sentido de que, dado a magnitude e
abrangéncia da matematica, e sua capacidade de lidar
com conceitos totalmente abstratos, é fantastica sua
eficiéncia e funcionalidade em explicar fenémenos
naturais. E importante ressaltar que muitas contribuicdes
gue a matematica pura teve ha matematica aplicada
foram inspiradas por motivos, talvez para Kant, de
interesse metafisico (abstrato) total. Assim, considerar que
apenas a “matemadtica aplicadd’ é relevante as ciéncias
naturais, € uma contradicdo, pois, a fonte de toda teoria
aplicavel é a sua esséncia pura e abstrata.

Lawvere promove a ideia de que as leis da légica
ndo sdo autossustentaveis, mas sim apenas uma forma de
metafisica possivel. O que o movimento positivista no
inicio do século XX procurou fazer foi reavivar uma
metafisica fundamentada apenas na logica de primeira
ordem (proposicional) e segunda ordem (Teoria dos
Grupos) (RUSSEL, 1918), e inferindo que esta seria a
metafisica “real’, ou, a nao-especulativa. Contudo, o
problema de aterramento légico permanece em aberto. A
objetificacdo da logica de Hegel, formalizada em parte por
Lawvere, trata-se de uma possivel estratégia para resolver
o problema de aterramento I6gico em metafisica.

Para Lawvere (2005), “a /ogica é um caso especial de
geometrid', este pensamento vai em total oposto ao pano
de fundo do Método Axiomatico de Hilbert, onde a légica
fornece uma base as teorias matematicas. A dialética
axiomatica de Lawvere nos sugere que a geometria, e nao
a logica, € o aspecto principal, e que a logica é um tipo
especial de geometria. No sentido hegeliano, a
geometrizacdo da logica de Lawvere pode ser
filosoficamente comparada com uma forma de
objetivacdao da ldgica, resultando na légica da Nocdo de
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Hegel. COﬂtUdO, apenas como uma aproximagéo, ou, uma

resultado corolario da tese hegeliana. Para Hegel (2010) a
l6gica subjetiva emerge do objetivo, na interpretacdo de
Lawvere a légica objetiva é primariamente construida por
categorias objetivas empiricamente significativas, ou seja,
que lidem com noc¢des de espaco e quantidade.

Contudo, ainda podemos nos indagar sobre qual
modelo légico deveria ser o “mais verdadeird’, ou qual
metafisica melhor representa a fisica real? Possivelmente,
tais questdes sejam mais direcionadas a filosofia e a
metamatematica, e ndo com a matematica em si. O que a
matematica pode fazer é escolher seu ponto de vista, seu
sistema logico, e pragmaticamente realizar seu trabalho
com base nele, mas o que Lawvere nos sugere e que estas
guestBes sao, na verdade, totalmente matematicas! Pelo
uso da légica categorica, Lawvere objetifica a Iégica como
Hegel, e, de certa forma, a aterra e a torna manipulavel,
podendo ser analisada intrinsecamente, dentro de um
determinado  topos  (universo matematico), ou
extrinsecamente como a conexdo entre diferentes topoi
(universos matematicos).

A contribuicdo de Lawvere para a Axiomatiza¢ao da
l6gica e matematica categérica inspirada pela filosofia
hegeliana, dentro do contexto axiomatico formal proposto
por Hilbert seria impossivel. A ideia de Lawvere de
internalizacdo e objetificacdo da ldégica categorica
reaparece numa interpretacdo geométrica em areas da
matematica que tiveram sua origem, de certa forma, na
matematica categodrica, especificamente na topologia, na
Teoria dos Tipos, e finalmente na Teoria dos Tipos
Homotépica, que tem sido proposta como a nova
linguagem para os fundamentos da matematica.
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9 Teoria de tipos homotépica

A Teoria de Tipos Homotdpica pode ser utilizada
como uma linguagem fundamental para a matematica, ou
seja, uma alternativa a Teoria dos Conjuntos Zermelo-
Fraenkel, ambas possuem varias distincdes importantes. A
teoria dos conjuntos possui duas “camadas” distintas:

e 0 sistema dedutivo, que envolve légica de primeira
(proposicional);

e a segunda camada sdao as formula¢des criadas
dentro deste sistema, os axiomas de Zermelo-
Fraenkelsendo, a linguagem formal, padrdo, da
matematica.

Dessa forma a Teoria dos Conjuntos Zermelo-
Fraenkel trata-se sobre a interacdo entre os objetos da
segunda camada (conjuntos) e os objetos da primeira
camada (proposi¢ées). Enquanto isso, a Teoria de Tipos
Homotépica é o seu proéprio sistema dedutivo, nao
precisando ser formulada dentro de qualquer sub-
estrutura como logica de primeira ou segunda ordem, e,
diferente da distincdo basica de proposi¢cdes e conjuntos
da teoria dos conjuntos, a teoria de tipos homotdpica
possui apenas uma nocao basica: tjpos (ACZEL et al. 2013,
p.17).

Todas estas abordagens podem ser vistas como
diferentes desenvolvimentos das propostas axiomaticas
de Lawvere em 1970 sobre a internalizacdo da légica
categorica e a sua natureza geométrica. Em 2006 essas
propostas culminaram com Voevodsky (2011), ao publicar
uma nota inédita onde segeriu um grande programa de
investigacdo de sistemas de tipos por métodos
homotdpicos. A ambicdao do programa de pesquisa
proposto por Voevodsky seria construir  novos
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fundamentos para a matematica, que ele chama

Fundagbes Univalentes. Nas palavras de Voevodsky:
A ampla motivacdo por tras das fundacdes
univalentes é o desejo de ter um sistema em
gue a matematica possa ser formalizada de
uma forma tdo natural quanto possivel.
Embora seja possivel codificar toda a
matematica na teoria de Zermelo-Fraenkel, a
forma como isso é feito é frequentemente
feia; pior ainda, quando se faz isso,
continuam a existir muitas afirmac¢des em
Zermelo-Fraenkel que sdo matematicamente
sem sentido. Este problema torna-se
particularmente presente na tentativa de
formalizar a matematica por computadores;
nos fundamentos padrdes, escrever por
completo até as dedug¢des mais basicas, como
isomorfismo entre conjuntos, ou a estrutura
de grupo sobre um conjunto, requer muitas
paginas de simbolos. Fundamentos
univalentes procuram melhorar esta situa¢do
através de um sistema, baseado na teoria de
tipo homotoépical...] (VOEVODSKY, 2011, p. 7).

Além do seu aspecto tedrico, esta iniciativa tem um
objetivo extremamente pratico: permitir uma utilizacao
sistematica de assistentes informaticos como o Cog, na
pratica matematica cotidiana, Coq é um programa de
computador interativo que permite a expressao de
afirmac¢Bes matematicas, como também na verificacdo e
producdo de provas e teoremas matematicos (GONTHIER,
2008). As fundagBes univalentes pretendem proporcionar
a matematica contemporanea uma linguagem universal
que tenha um aspecto formal, intuitivo, e programavel.

Quando comparamos a formalizacao proposta por
Voevodsky com o método axiomatico formal de Hilbert,
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vemos além de algumas diferencas chaves, uma
aproximacdo ao que Lawvere citou como “uma
fundamentacdo da matematica ligada com a sua praticd’.

Em ambos os casos temos uma sintaxe simbdlica e
uma interpretacdo desta sintaxe, mas as relacdes entre a
sintaxe e a sua interpreta¢dao nao sao as mesmas. No caso
da interpretacdo de Hilbert, o modelo dualista funciona
separando os conceitos légicos (subjetivos) e 0s grupos
(objetivos), enquanto isso, a abordagem de Voevodsky nao
envolve a mesma diferenca entre categorias légicas e nao
l6gicas. O intuito de Voevodsky é de fundir as duas
categorias, e légica objetiva e a l6gica subjetiva em termos
hegelianos, o mais préximo possivel por sua vez, onde
tanto os simbolos l6gicos e as mesmas constru¢des sao
interpretadas tanto em termos l6gicos como geomeétricos,
a dialética é estabelecida de uma forma totalmente
internalizada, cujo, resultado final poder ser analogo a
objetificagdo, aqui usado o termo internalizacao, da logica.

Estas caracteristicas tornam o Método Axiomatico
de Voevodsky significativamente diferente do Método
Axiomatico de Hilbert, e promovem uma nova maneira de
interpretar a matematica. O projeto das fundacdes
univalentes continua em aberto, sendo uma area de
intensa pesquisa e desenvolvimento na matematica, com
a promessa de fazer as funda¢bes dessa disciplina mais
simples, acessiveis, dialéticas e intuitivas, algo que com o
auxilio de ferramentas de augmentacao matematica como
Cog, entre outros programas similares, promete
impulsionar a matematica para uma nova era.

10 Conclusao
A lbégica categdrica sugere uma estratégia de
unificacdo muito diferente da axiomatizacdo proposta por
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Hilbert. Enquanto o método axiomatico formal (Teoria dos

Conjuntos Zermelo-Fraenkel) utiliza uma estrutura
invariante central, a logica de primeira ordem,
supostamente partilhada por todos o0s espacos
geomeétricos, ela organiza o seu universo em termos de
mapas/objetos, légica e conjuntos. Ja na proposta das
Fundacdes Univalentes, esta regra deontoldgica universal,
de ter a lbgica de primeira ordem como estrutura
invariante, € abandonada e convertida em uma forma de
pluralismo logico, onde o Método Formal Axiomatico é
apenas um caso especial de sua generalidade.

As abordagens axiomaticas de Lawvere, cuja
influéncia pode ser rastreadas desde a matematica e
|6gica categorica, na metade do século XX, até o século XXI,
com Voevodsky e as Funda¢bes Univalentes da
Matematica partilham de uma similaridade, se ndo a
mesma fonte inspiradora. Esta fonte diz respeito a relacao
entre a geometria e a logica nas suas teorias, Lawvere em
seus termos, descreve estas relagdes em termos
hegelianos como uma  contradicdo  dialéctica.
Ironicamente, o idealismo logico de Hegel, criticado pelo
pensamento positivista liderado por Russel, Hilbert e seus
contemporaneos, foi algo extremamente importante para
rejuvenescer e aprimorar as fundacdes da propria
matematica.

A abordagem de Hilbert, e 0 modelo axiomatico
formal em si, assume uma relacdo assimétrica entre
geometria e légica, entre a maneira de pensar e o objeto
de interesse, a geometria sendo supostamente ldgica
enquanto a légica ndao € geométrica. As abordagens de
Lawvere, inspiradas pelo conceito de equivaléncia como
uma forma de transformacao, a unidade dos opostos de
Hegel, tornam esta relacdo simétrica: as suas teorias
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geométricas sao légicas, e a sua logica é geométrica.
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