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SOBRE A SERIE INVESTIGAGAO FILOSOFICA

Este livro marca o inicio da Série Investigagédo Filosofica. Uma série de
livros de tradugdes de textos de plataformas internacionalmente reconhecidas (tais
como os verbetes da Stanford Encyclopedia of Philosophy, por exemplo), que
possa servir tanto como material didatico para os professores das diferentes sub-
areas e niveis da Filosofia quanto como material de estudo para o
desenvolvimento pesquisas relevantes na area. Nos, professores, sabemos o
quao dificil &€ encontrar bons materiais em portugués para indicarmos. E ha uma
certa deficiéncia na graduagdo brasileira de filosofia, principalmente em
localizagdes menos favorecidas, com relagéo ao conhecimento de outras linguas,
como o inglés e o francés. Tentamos, entdo, suprir essa deficiéncia, ao
introduzirmos tradugdes de textos importantes ao publico de lingua portuguesa,
sem nenhuma finalidade comercial e meramente pela gléria da filosofia.

Conforme dissemos, o objetivo deste livro é servir de material didatico
para os professores de filosofia em lingua portuguesa. O presente volume é
constituido de trés traducdes de verbetes importantes sobre ldgica, da
Enciclopédia de Filosofia da Stanford: (1) A Ldgica de Aristoteles, (2) Logica
Classica, (3) Logica Modal. E claro que ha muitos outros verbetes relevantes
nessa tematica, mas seria impossivel fazer um livro com mais ou menos este
tamanho, se adicionassemos todos os verbetes essenciais. Assim, fizemos uma
selegéo, para um primeiro livro; mas dois outros livros sobre logica, tanto sobre
paradoxos logicos quanto sobre légicas ndo classicas, ja estdo sendo organizados
por outros membros de nosso grupo.

As presentes traducdes foram realizadas por filésofos ou por estudantes
de filosofia supervisionados e revisadas por especialistas na area. Todas as
tradugdes de verbetes da Stanford foram autorizadas pelo Prof. Dr. Edward Zalta,
editor da Enciclopédia de Filosofia da Stanford; por isso o agradecemos
imensamente. Sua disposi¢éo para ajudar brinda os paises de lingua portuguesa
com um material filosofico de exceléncia, que sera para sempre disponibilizado
gratuitamente no site do NEPFil online e Editora da Universidade Federal de
Pelotas (Editora UFPel), dado o nosso maior principio se fundar na ideia de
conhecimento livre e a nossa maior intengdo ser o desenvolvimento da filosofia
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em lingua portuguesa e do seu ensino. Aproveitamos o ensejo para agradecer
também ao editor do NEPF:il online/UFPel, na figura do Prof. Dr. Juliano do Carmo,
que apoiou nosso projeto desde o inicio. Agradecemos também a todos os
organizadores, tradutores e revisores, que participam de nosso projeto. Sem sua
dedicagao voluntaria, nosso trabalho n&o teria sido possivel. Esperamos, com o
inicio desta colecao, abrir as portas para o crescimento desse projeto de tradugao
e trabalharmos em conjunto pelo crescimento da filosofia em portugués.

Deixamos vocés com a excelente introducéo do Prof. Dr. Danilo Fraga
Dantas sobre a nossa intengéo neste livro.

Prof. Dr. Rodrigo Reis Lastra Cid
Prof. Dr. Juliano do Carmo
Editores da Série Investigagao Filosdfica
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Légica, de Aristoteles a Zalta

Considere as seguintes afirmagdes:

1. Aristoteles é o l6gico mais influente da histéria da humanidade.
2. O século XX foi 0 século mais importante para a historia da légica.

As afirmacdes (1) e (2) ndo s&o contrarias. No jargdo dos logicos, isso quer dizer
que elas podem ser ambas verdadeiras. Mas como eu sei que (1) e (2) podem ser
ambas verdadeiras? Eu sei que (1) e (2) podem ser ambas verdadeiras porque
elas, de fato, 0 s@o e é um principio de l6gica modal que o que € o caso é possivel
(A > OA, veja adiante).

Né&o creio que alguém duvide da formidavel influéncia que tratados de
ldgica de Aristoteles exercem sobre pensamento ocidental. Para exemplificar a
grande impressao que os escritos de Aristoteles exerciam nos filésofos, mesmo
dois mil anos ap6s sua morte, ndo custa repetir o diagnostico de Immanuel Kant
sobre o estado da l6gica em sua época (1787, quando da publicagdo da segunda
edicdo da ‘Critica da Raz&o Pura’):

Desde Aristoteles... a légica ndo pode avangar um passo
sequer e &, para todos os efeitos, uma doutrina completa e
fechada (Bviii).

A impressao de Kant é, em certa medida, justificada. Os escritos de Aristoteles
sdo de uma clareza e inventividade inigualaveis. Muitas ideias desenvolvidas (e
ainda por desenvolver) em logica ja estdo & presentes, mesmo que em poténcia
(como diria o proprio Aristoteles).

Porém, se a primeira parte do diagnostico de Kant j& ndo era acurada na
época de seu proferimento (vale lembrar, por exemplo, dos avangos legados por
Gottfried Leibniz algumas décadas antes de Kant), a segunda parte, quando
avaliada a partir de nossa época, soa tdo equivocada quanto o diagnostico do
presidente da IBM, que disse, em 1943, sobre 0 mercado de computadores: “creio
que hd um mercado mundial para, no maximo, cinco computadores”. O final do
século XIX e o comego do século XX viram um florescimento do estudo da ldgica
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que ndo se assemelha a nada ocorrido antes (ao ponto de a expresséo ‘logica
classica’ geralmente ser utilizada para denotar a logica desenvolvida neste
periodo). O florescimento da logica no século XX veio a culminar, por exemplo,
nos computadores modernos, que s&o muito mais que cinco.

Mas por qual motivo a arvore plantada por Aristételes s6 veio a florescer
tdo tardiamente? Os motivos que levaram ao florescimento da légica no século XX
sao diversos, mas eu quero, aqui, ressaltar apenas um deles: a formalizagdo da
linguagem e dos procedimentos utilizados. O logico Jan tukasiewicz, ponto de
contato entre a logica de Aristoteles e a moderna, dizia que a logica de Aristoteles
é formal, mas ndo formalizada. A ldgica de Aristoteles é formal porque investiga
padrdes validos de argumentagéo independentemente de seu contetdo. Porém
Aristoteles, entre outros tantos logicos, por séculos e séculos, fazia esse tipo de
estudo utilizando apenas a linguagem natural (além de seu intelecto superior). Um
dos componentes que levaram ao florescimento da légica no século XX foi
exatamente o desenvolvimento de uma linguagem formal, que pode ser estranha
e dificil de entender a primeira vista (eu sou de humanas!), mas que facilita
enormemente o trabalho do ldgico.

Num certo sentido, este volume se destina a explicar por que as
afirmagdes (1) e (2) sdo verdadeiras e porque ndo ha qualquer contradigéo entre
elas. Nos capitulos seguintes, vocés terdo acesso a traducéo para o portugués de
trés verbetes da Stanford Encyclopedia of Philosophy (https://plato.stanford.edu/),
uma enciclopédia de filosofia online que é comumente o melhor lugar para
comegar o estudo sobre qualquer tema em filosofia. O projeto € atualmente
capitaneado Edward N. Zalta, um filésofo que utiliza as ferramentas da l6gica
modal para estudar objetos néo-existentes (sim, filésofos fazem esse tipo de
coisa). Os verbetes traduzidos aqui s@o ‘A Logica de Aristételes’ (capitulo 1),
‘Logica Classica’ (aquela do inicio do século XX, capitulo 2) e ‘Légica Modal
(capitulo 3). A légica modal é um dos frutos do florescimento da légica no século
XX e foi desenvolvida, entre outros, pelo fildsofo Jaakko Hintikka, que foi
orientador de Terence Parsons, que foi orientador de... Edward N. Zalta.

A realizagdo mais famosa de Aristoteles como ldgico é sua silogistica.
Essa teoria trata de argumentos de um tipo muito especifico: argumentos com
duas premissas, cada qual sendo uma frase categorica, tendo exatamente um
termo em comum, e tendo como conclusdo uma frase categérica cujos termos sao
exatamente os dois termos ndo partilhados pelas premissas. As afirmagdes
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estudadas por Aristoteles sdo categdricas porque tratam das relagbes entre
categorias (por exemplo, entre as categoria dos homens e a dos seres mortais).
As afirmacdo estudadas por Aristoteles sdo de quatro tipos, em que A e B sdo
categorias (por exemplo, a categoria dos homens e a dos seres mortais):

Universal afirmativa: Todo A é B.
Universal negativa: Nenhum A é B.
Particular afirmativa: Algum A é B.
Particular negativa: Nem todo A é B.

N&o é dificil perceber que ha 256 maneiras de combinar afirmagdes
desse tipo em argumentos com o formato acima. O exemplo de combinagdo mais
famoso € o seguinte:

1. Todo A éB.
2.Todo B é C.
3. Todo AéC.

Aristoteles investiga sistematicamente esses argumentos e, para cada
combinagéo, ele demonstra ou que alguma conclusao se segue das premissas,
ou que nenhuma conclusao se segue das premissas. Para demonstrar que uma
conclusdo se segue das premissas, Aristoteles utiliza uma série de
transformagdes para reduzir o argumento estudado a um dos argumentos cuja
validade é obvia (por exemplo, o argumento acima). Eis algumas das
transformacdes utilizadas por Aristoteles.

e Nenhum A é B — Nenhum B é A.
e AlgumAéB — AlgumBéA.

O procedimento é claro o suficiente, porém sua aplicagdo a reducédo de
um argumento a outro obviamente valido nem sempre é muito facil de entender.
Eis um exemplo, cuja compreensdo é ainda dificultada pela uso grego da
expressao ‘X pertence a Y’ para expressar que que Y é X:
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B pertence a todo A, mas ndo a nenhum C, entdo A
também ndo pertencera a nenhum C. Pois se B nédo
pertence a nenhum C, entdo C no pertence a algum B;
mas B pertence a todo A; Portanto, C ndo pertencera a
nenhum A (pois surgiu a primeira figura). E dado que a
privativa se converte, tampouco A pertencera a algum C.
(Analiticos Anteriores 1.5,27a9-12)

O célculo de predicados de primeira-ordem (0 nome oficial do que chamaremos
de ‘légica classica’) foi introduzido no final do século XIX pelo filésofo alemé&o
Gottlob Frege e pelo filésofo e pelo estadunidense Charles Sanders Peirce. O
trabalho de Frege (apesar de sua notagdo nada convidativa) deu origem a uma
linhagem de grandes estudos em ldgica, como, por exemplo, a prova da
completude da logica classica desenvolvida por Kurt Gddel (de maneira geral, a
prova de que a logica classica é capaz de provar todas as verdades logicas). O
mérito de Peirce, porém, s6 foi reconhecido muito tardiamente, em retrospecto.

Em notacdo contemporanea, podemos dizer que a légica classica utiliza
constantes predicativas (A, B, C, etc) para denotar propriedades (“categorias”) e
constantes individuais (a, b, c, etc) para denotar individuos. Nesse contexto, a
sentenca ‘Socrates é mortal’ pode ser expressa como Ms, em que M denota a
propriedade de ser mortal e s denota Socrates. Além disso, sdo utilizados
conectivos A (conjungdo), V (disjungdo), o (condicional) e ~ (negagdo) para
expressar as construgbes ‘A e B', ‘A ou B, ‘se A, entdo B’ e ‘ndo é o caso de A’
(respectivamente). Consequentemente, a sentenca ‘ou Socrates € mortal ou néo
€’ pode ser expressa em logica classica como Ms v “Ms.

Porém a principal inovagao da légica classica é o uso de quantificadores
e variaveis. Em notagdo contemporénea, o quantificador universal (V, que € lido
como ‘para todo’) e o quantificador existencial (3, que é lido como ‘para algum’)
podem ser combinados com variaveis e conectivos para formar sentengas como
Vx(Mx v “Mx), que é lida como ‘para todo x, ou x € mortal ou ndo é’. Dessa
maneira, podemos expressar facilmente as afirmagdes estudadas por Aristoteles
em linguagem da ldgica classica:

e ‘Todo A é B’ é expressa por Vx(Ax D Bx).
e ‘Nenhum A é B’ é expressa por Vx(Ax D 7Bx).
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e ‘Algum A é B’ é expressa por 3x(Ax A Bx).
e ‘Nem todo A é B’ é expressa por Ix(Ax A 7Bx).

Existem diferentes métodos de prova para a légica classica: o0 método
axiomatico, o calculo de sequentes, os tablés semanticos, etc. Esses métodos sdo
equivalentes, no sentido de que provam as mesmas coisas. No capitulo 2, ha uma
explicacdo mais detalhada de um desses métodos, a dedugdo natural. De modo
geral, a dedug@o natural funciona a partir da aplicagéo a sentengas de regras que
permitem introduzir e eliminar conectivos, formando novas sentengas. Por
exemplo, a partir das premissas de que A © B e A, podemos concluir que B (regra
de eliminagdo do condicional ou modus ponens). Noutro exemplo, a partir das
premissas de que A D B e 7B, podemos concluir que ~A (modus tollens). Na prova
adiante, uso outras regras. Espero estas sejam inteligiveis dado o significado das
sentengas.

Somente para exemplificar como a linguagem formal e os métodos de
provas modernos facilitam a prova de que um silogismo é valido, considere o
silogismo discutido por Aristoteles acima. Nesse exemplo, queremos provar, a
partir das premissas de que ‘todo A é B’ [em nossa linguagem, Vx(Ax > Bx)] e
‘nenhum C é B’ [Vx(Cx o =Bx)], que ‘Nenhum C é A’ [Vx(Cx D -Ax)]. Segue-se,
entdo, uma derivagéo em dedug&o natural:’

1. Vx(Ax D Bx) Premissa

2. Vx(Cx © "Bx) Premissa

3.Ca Suposigao (para generalizagéo universal)
4,Ca> Ba 2, instanciacdo universal

5.Ba 3, 4, modus ponens

6. Aa > Ba 1, instanciagao universal

7.7Aa 5, 6, modus tollens

8.Ca> -Aa 3,7, introdugéo do o
9. vx(Cx o 7Ax) 8, generalizagao universal.

1 Se néo agora, depois de ler o capitulo 2, vocés também irdo encontrar a prova de
dedugéo natural mais clara e simples que a prova de Aristoteles. Ou, ao menos, assim eu
espero.
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Porém, a légica classica tem outras vantagens em relagao a silogistica.
A principal delas é que, enquanto a silogistica lida apenas com um tipo muito
especifico de argumento, € possivel expressar muitas outras afirmagdes na
linguagem da logica cléssica. Além disso, é possivel expressar de maneira clara
na linguagem formal da logica cléssica afirmagdes que soam ambiguas na
linguagem natural. Por exemplo, a linguagem formal da l6gica classica é capaz de
desambiguar duas leituras da afirmagéo ‘todo mundo ama alguém’: cada pessoa
ama alguma (outra?) pessoa (Vx3yAxy) e ha uma pessoa que é amada por todos
(3yvxAxy), em que Axy é a relagdo ‘x ama .

A légica modal, de maneira geral, investiga os modos em que uma
afirmagdo pode ser verdadeira ou falsa, especialmente sua possibilidade,
necessidade e impossibilidade. O primeiro local em que nogdes modais aparecem
nos escritos logicos de Aristoteles é na propria definigéo de dedugéo (syllogismos):
uma dedug&o € uma locugao (logos) em que, uma vez que certas coisas tenham
sido supostas, algo distinto do que foi suposto resulta por necessidade, devido as
suposi¢des como tais. (Analiticos Anteriores 1.2, 24b18-20). Essa é, inclusive, uma
nocao de validade muito proxima daquela usada atualmente.

Porém, para além disso, Aristételes também desenvolve, de modo menos
satisfatorio e de mais dificil interpretacéo, é verdade, uma silogistica modal. A
abordagem de Aristételes na silogistica modal € muito parecida com aquela
utlizada em sua silogistica ‘ndo-modal’. Aristoteles propde algumas
transformagdes logicas para reduzir argumentos modais a um dos argumentos
nao-modais cuja validade ja € aceita. Eis aqui uma das transformagdes utilizadas,
em que A é uma afirmagao categdrica (por exemplo, ‘Todo homem é mortal’).

e E necessario que A — A.

Essa transformagdo € bastante razoavel. Geralmente, pensamos que
tudo o que é necessario é o caso. Se necessariamente todo homem é mortal,
entao todo homem é mortal. Porém, também pensamos que tudo o que é o caso
€ possivel. Por exemplo, dado que estou, aqui, neste momento, escrevendo este
texto, deve ser possivel para mim escrever este texto. Como ndo seria? Nesse
caso, uma das dificuldades da silogistica modal advém do fato de Aristételes
entender ‘possivel’ como querendo dizer ‘nem necesséario nem impossivel’. Desse
modo, Aristoteles ndo aceita a seguinte transformagéo.
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e A — épossivel que A.

O primeiro estudo sistematico moderno da légica modal foi feita pelo
filosofo C. I. Lewis. Na logica modal introduzida por C. I. Lewis, em notag¢do
moderna, a linguagem da logica cléssica é suplementada com dois novos
operadores: O, lido como ‘é necessario que’, e ¢, lido como ‘é possivel que'’.
Assim como os quantificadores universal (V) e existencial (3) s&o inter-definiveis
(V =73~ e 3 = 7V"), os operadores modais de necessidade e possibilidade s&o
inter-definiveis (O0=~¢- e ¢=-07). Essa ‘coincidéncia’ entre quantificadores e
operadores modais torna-se Obvia quando consideramos uma interpretagdo
informal baseada na semantica desenvolvida pelo filésofo Saul Kripke, quando da
tenra idade de 16 anos: necessario € o que ocorre em fodos mundos possiveis,
possivel é o que ocorre em algum mundo possivel.

Em légica modal moderna, o fato de haver diferentes nogdes de
necessidade e possibilidade circulando na linguagem natural (por exemplo, o que
€ necessariamente necessario é necessario?) é contornado adicionando
diferentes axiomas ou regras a ldgica classica, gerando diferentes sistemas
modais, que podem ser usados para modelar diferentes nogdes de necessidade e
possibilidade. Por exemplo, o axioma OA O A (conhecido como ‘axioma M’)
expressa a afirmagao, geralmente aceita (por exemplo, por Aristételes) de que
tudo o que é necessario é o caso. A partir do axioma M e das inter-definicdes,
podemos provar que tudo o que € o caso é possivel (0 ‘axioma M*):

1.0B>-B AxiomaM, em que A="B

2.B Suposigao
3.7B 2, introdugéo da -
4,~0-B 1, 2, modus tollens
5. 0B 4, 0=10On

6.B> 0B 2,5, introducédo da o

A utilizagéo de uma linguagem formal ajuda bastante o raciocinio a partir
das nogdes de necessidade e possibilidade. Por exemplo, a partir do pressuposto
de que verdades légicas s@o necessarias (regra de necessitagao) e das premissas
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de que se é necessario que se A, entdo B, entdo se é necessario que A, entao é
necessario que B (axioma K: O(A o B) o (OA o OB)) e de que se é possivel
que A, entdo € necessario que seja possivel que A (axioma 5: 0A D O0A), é
possivel provar que se € possivel que seja necessario que seja possivel que seja
necessario que A, entdo é necessario que A (¢ O0¢A D OA). Deixo essa prova
como exercicio ao leitor (mas antes estude o capitulo 3).2

Agora, pensem comigo: se ja foi dificil para mim expressar o que eu
queria expressar no Ultimo paragrafo utilizando apenas linguagem natural (e receio
que a leitura tenha sido igualmente dificil para vocé, desculpe-me), qual néo era o
grau de dificuldade que um légico pré-moderno (por exemplo, Aristételes)
precisava enfrentar para raciocinar sobre esses assuntos sem o0 auxilio de uma
linguagem formal? Do meu ponto de vista, devemos para sempre admirar a
inteligéncia (e persisténcia) desse gigante, mas sem deixar de aproveitar dos
avangos da logica no século XX. Quem sabe néo sera vocé que, em conjunto com
os outros logicos do século XXI, tornara falsa a afirmagéo (2) do inicio desse texto?

Prof. Dr. Danilo Fraga Dantas
Prof. Dr. Rodrigo Reis Lastra Cid
Organizadores do Volume “Textos Selecionados de Logica”

2 Qutra limitagdo da silogistica modal é que esta ndo distingue entre as afirmagdes
‘necessariamente todo A é B’ (OVx(Ax D Bx)) e ‘todo A é necessariamente B’ (VxO(Ax
D Bx)). Essa distingdo parece inofensiva quando lidamos com necessidade quantificagéo
universal, mas considere a diferenca entre existe um objeto que poderia ndo existir
(3x©-EXx), por exemplo, um quadro que van Gogh pintou, mas poderia ndo ter pintado, e
‘¢ possivel que exista um... objeto ndo-existente’ (¢ Ix-Ex). Edward N. Zalta, corre aqui!
O estudo da interagao entre quantificadores e modalidades foi introduzido pela filésofa
Ruth Barcan Marcus.
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(1) A Légica de Aristoteles’

Autor: Robin Smith
Tradugao: Elton Luiz Rasch (UFSM)
Revisao: Frank Thomas Sautter (UFSM), Rogério Passos Severo (UFRGS)

A logica aristotélica, especialmente sua teoria do silogismo, teve uma
influéncia sem paralelo na histdria do pensamento ocidental. Mas ela nem sempre
ocupou essa posigao: no periodo Helenistico, a Logica Estoica, e em particular a
obra de Crisipo, ocupou um lugar de honra. Contudo, na antiguidade tardia,
seguindo a obra dos comentadores de Aristoteles, a logica de Aristoteles se tornou
dominante, e foi a ldgica aristotélica que foi transmitida a tradicdo medieval arébica
e para a tradigdo latina, enquanto as obras de Crisipo ndo sobreviveram.

Essa posicao historica Uinica nem sempre contribuiu para a compreenséo
das obras logicas de Aristoteles. Kant pensou que Aristoteles havia descoberto
tudo que pode ser conhecido em logica, e o historiador da ldgica Prantl extraiu o
corolario de que, qualquer pessoa que apresentasse algo novo em légica, ap6s
Aristételes, estaria confusa, seria estlpida, ou perversa. Durante a ascensdo da
ldgica formal contemporanea posterior a Frege e Peirce, adeptos da Ldgica

" Tradugdo do verbete “Aristotle’s Logic’ de Robin Smith publicado pela Stanford
Encyclopedia of Philosophy (Edicdo da Primavera de 2012), edi¢do de Edward N. Zalta,
URL = <http://plato.stanford.edu/archives/spr2012/entries/aristotle-logic/ >. Publicado com
a autorizagdo do Prof. Dr. Edward Zalta. Tradugdo primeiramente publicada em
Investigagdo  Filoséfica:  volume 3, numero 2, 2012. Disponivel em:
<https://periodicos.unifap.br/index.php/investigacaofilosofica /article/view/4867/2193 >.

The following is the translation of the entry on Aristotle Logic by Robin Smith, in the Stanford
Encyclopedia of Philosophy. The translation follows the version of the entry in the SEP’s
archives at  http:/plato.stanford.edu/archives/spr2012/entries/aristotle-logic/  This
translated version may differ from the current version of the entry, which may have been
updated since the time of this translation. The current version is located at
https://plato.stanford.edu/entries/aristotle-logic/. We'd like to thank the Editors of the
Stanford Encyclopedia of Philosophy, mainly Prof. Dr. Edward Zalta, for granting permission
to translate and to publish this entry.
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Tradicional (vistos como descendentes da Ldgica Aristotélica) e da nova Ldgica
Matematica tenderam a verem-se como rivais, com nocdes de ldgica
incompativeis. Estudiosos mais recentes muitas vezes tém aplicado técnicas da
Logica Matematica as teorias de Aristételes, revelando (na opinido de muitos) uma
série de similaridades de abordagens e interesses entre Aristételes e os logicos
contemporaneos.

Este verbete é escrito a partir desta Ultima perspectiva. Desse modo, trata
da légica de Aristteles, que nem sempre é a mesma coisa do que tem sido
chamada Légica “Aristotélica”.

1. Introdugao

As obras logicas de Aristoteles contém o primeiro estudo formal de l6gica
que possuimos. Por isso, é ainda mais notavel que juntos elas compreendam uma
teoria logica altamente desenvolvida, que foi capaz de impor um imenso respeito
durante muitos séculos: Kant, que estava dez vezes mais distante de Aristoteles
que nds estamos de Kant, chegou a sustentar que nada de significativo foi
acrescentado as concepgoes de Aristoteles no intervalo de dois milénios.

No ultimo século, a reputagdo de Aristételes como logico sofreu dois
reveses notaveis. A ascenséo da logica formal contemporénea seguindo as obras
de Frege e Russell trouxe consigo um reconhecimento das muitas limitagcdes
sérias da logica de Aristoteles; hoje sdo realmente poucos os que tentariam
sustentar que ela é adequada como base para a compreenséo da ciéncia, da
matematica, ou mesmo do raciocinio cotidiano. Ao mesmo tempo, estudiosos
treinados em técnicas formais contemporaneas passaram a ver Aristételes com
um respeito renovado, ndo tanto pela correcdo de seus resultados quanto pela
similaridade de espirito notavel entre boa parte de sua obra e a logica
contemporanea. Como Jonathan Lear colocou, “Aristoteles compartilha com os
ldgicos contemporaneos um interesse fundamental em metateoria™: seu objetivo
primario ndo é oferecer um guia pratico para argumenta¢do, mas estudar as
propriedades de sistemas inferenciais enquanto tais.
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2. As Obras Lagicas de Aristételes: O Organon

Os comentadores antigos agruparam varios tratados de Aristoteles sob o
titulo Organon (“Instrumento”) e os consideravam como compreendendo suas
obras ldgicas:

1. Categorias

2. Da Interpretagéo

3. Analiticos Anteriores

4. Analiticos Posteriores

5. Topicos

6. Das Refutagbes Sofisticas

De fato, o titulo Organon reflete uma controvérsia muito posterior sobre
se alogica é uma parte da filosofia (como sustentaram os estoicos) ou meramente
uma ferramenta usada pela filosofia (como pensaram os peripatéticos tardios);
chamar as obras logicas de “O Instrumento” € uma maneira de tomar parte nessa
disputa. Aristoteles nunca utilizou esse termo, nem da muita indicacdo de que
esses tratados particulares formam algum tipo de grupo, embora frequentemente
haja referéncias cruzadas entre os Topicos e os Analiticos. Por outro lado,
Aristételes trata os Analiticos Anteriores e Posteriores como uma obra, e Das
Refutagbes Sofisticas é uma sessao final ou um apéndice aos Topicos. A estas
obras deveria ser adicionada a Retdrica, que declara explicitamente sua
dependéncia dos Tdpicos.

3. 0 Assunto da Ldgica: “Silogismos”

Toda logica de Aristoteles gira em torno de uma nogdo: a dedugao
(syllogismos). Uma explicagdo completa do que uma dedugéo é, e do que ela é
composta, necessariamente nos levara a toda sua teoria. O que € entdo, uma
deducéo? Aristoteles diz:
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Uma dedug&o é uma locugéo (logos) em que, uma vez que
certas coisas tenham sido supostas, algo distinto do que foi
suposto resulta por necessidade, devido as suposicdes
como tais. (Analiticos Anteriores 1.2, 24b18-20)

Cada uma dessas “coisas supostas” € uma premissa (protasis) do argumento, e
0 que “resulta por necessidade” é a conclusao (sumperasma).

O nucleo dessa definigdo é a nogédo de “resultando por necessidade” (ex
anankés sumbainein). Isso corresponde a uma nogdo contemporanea de
consequéncia logica: X resulta necessariamente de Y e Z se for impossivel X ser
falso quando Y e Z forem verdadeiros. Desse modo, poderiamos tomar isso como
sendo uma definicdo geral de “argumento valido”.

3.1.Inducao e Dedugao

Deducdes sdo uma das duas espécies de argumento reconhecida por
Aristoteles. A outra espécie é a indugao (epagdgé). Ele tem muito menos a dizer
sobre esta do que sobre deducgdo, fazendo apenas um pouco mais do que
caracteriza-la como um “argumento do particular para o universal’. Contudo, a
indugdo (ou algo muito parecido com isso) cumpre um papel crucial na teoria do
conhecimento cientifico dos Analiticos Posteriores: € a indugdo, ou pelo menos,
um processo cognitivo que vai de particulares para suas generalizages, que é a
base do conhecimento dos primeiros principios indemonstraveis das ciéncias.

3.2.Deducgobes Aristotélicas e Argumentos Contemporaneos Validos

Apesar de sua grande generalidade, a definigdo de dedugdo de
Aristételes ndo é o correspondente exato para definicdo contemporanea de
validade. Algumas das diferengas podem ter consequéncias importantes:

1. Aristételes diz explicitamente que o que resulta por necessidade tem
de ser algo diferente do que é suposto. Isso eliminaria argumentos nos quais a
conclusao € idéntica a uma das premissas. Nogdes de validade contemporaneas
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consideram esses argumentos validos, embora trivialmente validos.

2. O plural “certas coisas tenham sido supostas” foi tomado por
comentadores antigos como excluindo argumentos com apenas uma premissa.

3. Aforca da qualificagdo “devido as suposigdes como tais” as vezes tem
sido vista como eliminando argumentos nos quais a conclusdo néo é ‘relevante’
as premissas, por exemplo, argumentos nos quais as premissas S&o
inconsistentes, argumentos com conclusdes que se seguiriam de quaisquer
premissas, ou argumentos com premissas supérfluas.

Dessas trés restricdes possiveis, a mais interessante é a terceira. Isso
poderia ser (e tem sido) interpretado como o comprometendo Aristételes a algo
como uma légica relevante. De fato, ha passagens que aparentam confirmar isso.
Contudo, isso é um assunto muito complicado para ser discutido aqui.

Como quer que a definigdo seja interpretada, fica claro que Aristoteles
n&o queria restringi-la apenas a um subconjunto de argumentos validos. E por isso
que traduzi sullogismos com “deducdo” invés de cognato inglés. No uso
contemporaneo, “silogismo” significa um argumento de uma forma muito
especifica. Ademais, 0 uso contemporéneo distingue entre silogismos validos
(cujas conclusdes se seguem das premissas) e silogismos invalidos (cujas
conclusbes ndo se seguem das premissas). O segundo desses usos é
inconsistente com o0 uso de Aristoteles: uma vez que ele define um sullogismos
como um argumento no qual a conclusao resulta necessariamente das premissas,
“sullogismos invalido” é uma contradigdo em termos. O primeiro também &, pelo
menos, altamente enganoso, dado que Aristoteles ndo parece pensar que 0s
sullogismoi sdo simplesmente um subconjunto interessante de argumentos
validos. Além disso (ver abaixo), Aristételes despende grande esforgo para
argumentar que todo argumento valido, em sentido amplo, pode ser “reduzido” a
um argumento, ou série de argumentos, em algo como uma das formas
tradicionalmente chamadas de silogismo. Se traduzirmos sullogismos como
“silogismo”, seremos levados a afirmagao trivial “Todo silogismo € um silogismo”.

4. Premissas: As Estruturas das Assercoes

Silogismos sdo estruturas de frases, cada uma das quais podendo ser
significativamente chamada verdadeira ou falsa: asser¢oes (apophanseis), na
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terminologia de Aristoteles. De acordo com Aristoteles, cada uma dessas frases
tem de ter a mesma estrutura: tem de conter um sujeito (hupokeimenon) e um
predicado, e tem de ou afirmar ou negar o predicado do sujeito. Assim, toda
assercao é ou uma afirmagao (kataphasis) ou uma negagao (apophasis) de um
Unico predicado com relagdo a um unico sujeito.

Em Da Interpretagdo, Aristételes argumenta que uma asser¢ao singular
sempre tem de ou afirmar ou negar um Unico predicado de um unico sujeito.
Assim, ele ndo reconhece frases compostas, tais conjuncdes e disjungdes como
assercdes singulares. Isso parece ser uma escolha deliberada de sua parte: ele
argumenta, por exemplo, que uma conjuncdo é simplesmente uma cole¢ao de
assercdes, sem uma unidade mais intrinseca do que a sequéncia de frases ao
longo de um relato (por exemplo, a lliada inteira, segundo o exemplo préprio de
Aristoteles). Dado que ele também trata negagdes como uma das duas espécies
basicas de assercdo, ele ndo vé negagdes como compostos frasais. Seu
tratamento de frases condicionais e disjungdes é mais dificil de avaliar, mas de
qualquer modo esta claro que Aristételes néo fez esforgo algum para desenvolver
uma légica proposicional. Algumas das consequéncias disso sao importantes para
sua teoria da demonstracéo.

4.1.Termos

Sujeitos e predicados de assergdes séo termos. Um termo (horos) pode
ser ou individual, por exemplo, Sdcrates, Platdo, ou universal, por exemplo,
humano, cavalo, animal, branco. Sujeitos podem ser ou individuais ou universais,
mas predicados somente podem ser universais: Socrates é humano, Platéo néo é
um cavalo, cavalos s&o animais, humanos néo séo cavalos.

A palavra universal (katholou) parece ter sido cunhada por Aristoteles.
Literalmente, ela significa “de um todo”; seu oposto, por isso, é “de um particular’
(kath’ hekaston). Termos universais sdo aqueles que adequadamente servem
como predicados, enquanto termos particulares sao aqueles que nao servem.

Essa distingdo néo é simplesmente uma questdo de fungéo gramatical.
Podemos facilmente construir uma frase tendo “Sécrates” como predicado
gramatical: “A pessoa sentada é Sdcrates”. Aristoteles, contudo, ndo considera
isso como uma forma de predicagdo genuina. Em vez disso, ele a chamava de
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predicagdo meramente acidental ou incidental (kata sumbebékos). Tais frases
sdo, para ele, quanto a seus valores de verdade, dependentes de outras
predicagdes genuinas (nesse caso, “Socrates esta sentado”).

Consequentemente, a predicagdo para Aristoteles € tanto uma questdo
de metafisica quanto uma questdo gramatical. A razéo pela qual o termo Sécrates
é um termo individual e ndo um universal é que a entidade que ele designa & um
individuo, € ndo um universal. O que faz de branco e humano termos universais é
o fato deles designarem universais.

Uma discussdo adicional desses problemas pode ser encontrada no
verbete da metafisica de Aristoteles.

4.2. Afirmagoes, Negacdes e Contradigoes

Aristételes despende algum trabalho em Da Inferpretagdo para
argumentar que a cada afirmagéo corresponde exatamente uma negacéao, tal que
essa negagao nega exatamente o que a afirmagao afirma. O par que consiste de
uma afirmagéo e sua negagao correspondente é uma contradigao (antiphasis).
Em geral, sustenta Aristoteles, exatamente um membro de qualquer contradigao
é verdadeiro e o outro falso: eles ndo podem ser ambos verdadeiros, e ndo podem
ser ambos falsos. Contudo, ele aparenta fazer uma excegdo para proposicdes
sobre eventos futuros, embora intérpretes tenham debatido extensamente sobre
0 que tal excegdo poderia ser (ver a discussao adicional abaixo). O principio de
que contraditérias ndo podem ser ambas verdadeiras tem importancia
fundamental na metafisica de Aristoteles (ver discusséo adicional abaixo).

4.3. Todo, Algum e Nenhum

Uma grande diferenca entre a compreensdo da predicagdo por
Aristoteles e pela logica contemporanea (isto €, pos-fregeana) é que Aristételes
trata predicagdes individuais e predicagdes gerais como similares quanto a forma
l6gica: ele fornece a mesma analise para “Sdcrates € um animal” e para “Humanos
sdo animais”. Contudo, ele nota que quando o sujeito € um universal, a predicagao
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toma duas formas: ela pode ser ou universal ou particular. Essas expressoes
sao paralelas aquelas com as quais Aristételes distingue termos universais e
particulares, e Aristoteles estava ciente disso, explicitamente distinguindo entre
um termo ser um universal e um termo ser universalmente predicado de outro.

O que quer que seja afirmado ou negado de um sujeito universal pode
ser afirmado ou negado dele universalmente (katholou ou “de todo”, kata pantos),
em partes (kata meros, en merei), ou indefinidamente (adihoristos).

Afirmacgoes Negagoes
Universais | P afirmado | Todo Sé | Pnegado | Nenhum S
detodoS | P, de todosos | ¢ P
Todosos | S
SséoP

Particulares | P afirmado | AlgumS | Pnegado | AlgumS

dealgumS | éP dealgumS | ndo é P
Nem todo
SéP
Indefinidas | P afirmado | SéP Pnegado | SnaoéP
de S de S

4.3.1. O “Quadrado de Oposigoes”

Em Da Interpretagdo, Aristoteles detalha as relagdes de contradigéo de
frases com sujeitos universais do modo como segue:

Afirmacao Negagao
Universal TodoAé B NenhumAéB
Particular AigumAé B NemtodoAéB
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Por mais simples que possa parecer, essa tabela levanta dificuldades de
interpretagdo importantes (para uma discussé@o adicional, ver o verbete do
quadrado de oposigdes).

Nos Analiticos Anteriores, Aristoteles adota um modo um tanto quanto
artificial de expressar predicacdes: em vez de dizer “X é predicado de Y” ele diz
“X pertence (huparchei) a Y’. Isso realmente deveria ser considerado como uma
expressao técnica. O verbo huparchein costumeiramente significa “comegar” ou
“existe, esta presente”, e 0 uso de Aristoteles parece ser um desenvolvimento
desse Ultimo uso.

4.3.2. Algumas Abreviagdes Convenientes

Por clareza e brevidade, usarei as seguintes abreviacbes
semitradicionais para as frases categoricas de Aristoteles:

Abreviagao Frase

Aab a pertence a todo b (Todo b € a)

Eab a pertence a nenhum b (Nenhum b é a)
lab a pertence a algum b (Algum b é a)

Oab a néo pertence a todo b (Algum b néo é a)
5. A Silogistica

A realizagdo mais famosa de Aristételes como ldgico é a sua teoria da
inferéncia tradicionalmente chamada silogistica (embora néo pelo proprio
Aristoteles). Essa teoria é de fato a teoria de inferéncias de um tipo muito
especifico: inferéncias com duas premissas, cada qual sendo uma frase
categorica, tendo exatamente um termo em comum, e tendo como conclus&o uma
frase categdrica cujos termos sdo exatamente estes dois termos néo partilhados
pelas premissas. Aristoteles chamava o termo compartilhado pelas premissas de
termo médio (meson) e cada um dos outros dois termos nas premissas de um
extremo (akron). O termo médio tem de ser ou um sujeito ou um predicado de

27



cada premissa, e isso pode acontecer de trés modos: o termo médio pode ser o
sujeito de uma premissa e o predicado da outra, o predicado das duas premissas,
ou o sujeito das duas premissas. Aristoteles refere-se a esses arranjos de termos
como figuras (schémata):

5.1. As Figuras

Primeira Figura  Segunda Figura  Terceira Figura

Predicado Sujeito Predicado Sujeito Predicado Sujeito

Premissa @ b a b a a
Premissa b c a c b b
Conclusdo a c b c a a

Aristoteles chama o termo que € predicado da conclusdo de termo maior
e 0 termo que é sujeito da conclus@o de termo menor. A premissa contendo o
termo maior é a premissa maior, e a premissa contendo o termo menor é a
premissa menor.

Aristételes investiga sistematicamente todas as possiveis combinagdes
de duas premissas em cada uma das trés figuras. Para cada combinagéo, ele ou
demonstra que alguma concluséo se segue necessariamente, ou demonstra que
nenhuma concluséo se segue. Os resultados que ele estabelece estao corretos.

5.2. Métodos de Prova: Dedugoes “Perfeitas”, Conversao, Redugao

As provas de Aristdteles podem ser divididas em duas categorias,
baseadas em uma distingdo que ele estabelece entre dedugdes “perfeitas” ou
‘completas” (teleios) e dedugdes “imperfeitas” ou “incompletas” (atelés). Uma
deducéo é perfeita se ela “ndo requer um termo externo para mostrar o resultado
necessario” (24b23-24), e é imperfeita se ela “adicionalmente, requer um ou
muitos que s&o necessarios devido aos termos supostos, mas ndo séo supostos
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nas premissas” (24b24-25). A interpretagdo precisa dessa distingéo é discutivel,
mas de qualquer modo esta claro que Aristdteles considera as deducdes perfeitas
como sendo aquelas que, em algum sentido, ndo requerem prova. Para deducbes
imperfeitas Aristoteles fornece provas, que invariavelmente dependem das
dedugdes perfeitas. Assim, com algumas ressalvas, podemos comparar as
dedugdes perfeitas com os axiomas ou regras primitivas de um sistema dedutivo.

Nas provas para deducdes imperfeitas, Aristoteles diz que ele “reduz’
(anagein) cada caso a uma das formas perfeitas e que desse modo elas seriam
“completadas” ou “perfectibilizadas”. Esses completamentos sdo ou probatérios
(deiktikos: uma tradugdo contemporénea poderia ser “diretas”) ou através do
impossivel (dia to adunaton).

Uma dedugéo direta é uma série de passos levando das premissas para
a conclusdo, cada qual € ou uma conversao de um passo anterior ou uma
inferéncia de dois passos anteriores dependentes de uma deducédo da primeira
figura. Convers&o, por sua vez, € inferir uma proposigao de outra que tem seu
sujeito e predicados trocados. Especificamente, Aristoteles argumenta que trés
conversdes séo legitimas:

* Eab — Eba
* lab— Iba
* Aab—lba

Ele incumbe-se de justifica-las nos Analiticos Anteriores |.2. De um ponto
de vista contemporaneo, a terceira é, as vezes, vista com suspeicao. Utilizando-a
podemos obter Alguns monstros sdo quimeras da aparentemente verdadeira
Todas as quimeras sdo monstros; entretanto a anterior é por vezes interpretada
como implicando, por sua vez, Existe algo que é um monstro e uma quimera, e
assim, que ha monstros e que ha quimeras. Na verdade, isto simplesmente aponta
para algo no sistema de Aristoteles: com efeito, Aristételes supde que Todos os
termos nos silogismos s&o ndo vazios (para uma discuss@o adicional, ver o
verbete do quadrado de oposigdes). Como um exemplo desse procedimento,
podemos tomar a prova que Aristoteles da para Camestres. Ele diz:

Se M pertence a todo N, mas ndo a nenhum X, entdo N
também nao pertenceré nenhum X. Pois se M néo pertence
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a nenhum X, entdo X n&o pertence a algum M; mas M
pertence a todo N; Portanto, X ndo pertenceré a nenhum N
(pois surgiu a primeira figura). E dado que a privativa se
converte, tampouco N pertencera a algum X. (Analiticos
Anteriores 1.5,2729-12)

Desse texto podemos extrair uma prova formal exata, tal como segue:

Passo Justificagao Texto de Aristoteles

1. MaN Se M pertence a todo N

2. MeX mas néo a nenhum X

Aser entéo N pertencera a nenhum X

provado: NeX

3. MeX (2, premissa) Pois se M ndo pertence a nenhum X

4. XeM (3, conversao de e) | entdo X néo pertence a algum M

5 MaN (1, premissa) mas M pertence a todo N

6. XeN (4,5, Celarent) Portanto, X ndo pertencera a nenhum
N (pois surgiu a primeira figura)

7. NeX (6, conversao de e) | E dado que a privativa se converte,
tampouco
N pertencera a algum X

Um ‘completamento’ ou prova “pelo impossivel” mostra que certa
conclusdo segue-se de um par de premissas ao assumir como uma terceira
premissa a negagdo dessa concluséo, e fornecendo uma dedugéo dela e outra
das premissas originais, a negacao (ou contraria) das outras premissas. Essa € a
dedugdo de um “impossivel’, e a prova de Aristoteles termina nesse ponto. Um
exemplo é a sua prova de Bocardo em 27236-b1:
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Passo Justificagao Texto de Aristoteles

1. MaN Seguindo, se M pertencer a todo N,

2. MoX mas a henhum X,

A ser provado: entéo é necessario que N ngo pertenga
NoX a algum X

3. NaX Contraditéria da| pois se pertencer a todo,

concluséo desejada

4. MaN Repeticdo da e M é predicado de todo N,
premissa 1
5. MaX (3, 4, Barbara) entéo é necessario que M pertenga a
fodo X.
6. MoX (5 é a contraditéria| Mas foi assumido que néo pertence a
de 2) algum.

5.3. Desaprovagao: Contraexemplos e Termos

Aristételes prova a invalidade construindo contraexemplos. Isso vai ao
encontro do espirito da teoria Idgica contemporanea: tudo que é necessario para
mostrar que certa forma € invélida é uma instancia singular dessa forma com
premissas verdadeiras e uma conclusdo falsa. Contudo, Aristoteles enuncia seus
resultados ndo dizendo que certas combinagdes de premissas-concluséo séo
invalidas, mas dizendo que certos pares de premissas néo “silogizam”: isto &, dado
0 par de premissas em questdo, exemplos podem ser construidos nos quais as
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premissas dessa forma sdo verdadeiras e a conclusao de qualquer uma das quatro
formas possiveis é falsa.

Quando possivel, ele faz isso por um método sagaz e econdmico: ele
fornece duas triplas de termos, uma das quais torna as premissas verdadeiras ao lado
de uma “concluséo” universal afirmativa verdadeira, e a outra torna as premissas
verdadeiras junto com uma “conclusdo” universal negativa verdadeira. A primeira
€ um contraexemplo de um argumento com conclusdo em E ou em O, e a segunda
€ um contraexemplo para um argumento com conclusdo em A ou em |.

5.4. As Dedugoes nas Figuras (“Modos”)

Nos Analiticos Anteriores 1.4-6, Aristteles mostra que a combinagao de
premissas dada na tabela a seguir produz dedugdes e que todas as demais
combinagdes de premissas falham em produzir uma dedug&o. Na terminologia,
tradicional desde a idade média, cada uma dessas combinagdes é conhecida
como um modo (do Latim modus, “maneira”, que por sua vez € a tradugéo do
Grego tropos). Aristoteles, contudo, néo usa essa expressao e refere-se, em vez
disso, como “os argumentos nas figuras”.

Nesta tabela, “+" separa as premissas da concluséo e pode ser lido como
“portanto”. A segunda coluna lista os nomes mnemdnicos medievais associados
com a inferéncia (estes ainda sdo muito usados, e cada um &, na verdade um
mnemdnico para a prova aristotélica do modo em questdo). A terceira coluna
resume brevemente o procedimento de Aristoteles para demonstrar a deducéo.

Tabela das Dedugdes nas Figuras

Forma Mnemonico [Prova
Aab, Abc - Aac Barbara Perfeita
Eab, Abc I Eac Celarent Perfeita
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Aab, Ioc I lac Darii Perfeita; também por impossibilida)

Eab, Ibc - Oac Ferio Perfeita; também por impossibilida)

SEGUNDAFIGURA
Eab, Aac FEbc |Cesare

(
Aab, Eac - Ebc [Camestres |

Eab, lac  Obc |Festino  |(Eab, lac)—(Eba, lac)rer Obc
(

Aab, Oac + Obc [Baroco |(Aab, Oac +Abc)rsar (Aac, Oac)Himp Obe
TERCEIRA FIGURA
Aac, Abc +lab |Darapti  |(Aac, Abc)—(Aac, Icb)Fpar lab
Eac, Abc - Oab |Felapton  |(Eac, Abc)—(Eac, Icb)rer Oab
lac, Abc + lab |Disamis  |(lac,Abc)—(Ica,Abc)=(Abc,Ica)Fpar Iba—lab

Eab, Aac)—(Eba, Aac)Fce Ebc
Aab,Eac)—(Aab,Eca)=(Eca,Aab)ceEcb—Ebc

Aac, Ibc - lab  |Datisi (Aac, Ibc)—(Aac, Ich)par lab
Oac, Abc + Oab|Bocardo  |(Oac,+Aab, Abc)tsar (Aac, Oac)timp Oab
Eac, Ibc - Oab |Ferison  |(Eac, Ibc)—(Eac, Icb)rer Oab

5.5. Resultados Metalégicos

Tendo estabelecido quais dedugdes s&o possiveis nas figuras, Aristoteles
extrai varias conclusdes metateéricas, incluindo:

1. Nenhuma dedugéo tem duas premissas negativas;

2. Nenhuma dedugao tem duas premissas particulares;

3. Uma dedug&do com uma concluséo afirmativa tem de ter duas premissas
afirmativas;

4. Uma deducdo com uma conclusdo negativa tem de ter uma premissa
negativa;
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5. Uma dedugéo com uma concluséo universal tem de ter duas premissas
universais.

Ele também prova o seguinte metateorema:

Todas as deducgdes podem ser reduzidas a duas dedugdes universais da
primeira figura.

Sua prova disso € elegante. Inicialmente, ele mostra que duas dedugdes
particulares da primeira figura podem ser reduzidas, através da prova por
impossibilidade, a dedugdes universais na segunda figura:

(Darii) - (Aab, Ibc, +Eac)t camestres (EDC, Ibc)mp lac
(Ferio)  (Eab, Ibc, +Aac)cesare(EDC, IbC)FimpOac

Ele entdo observa que, dado que ele ja mostrou como reduzir todas as
dedugdes particulares nas outras figuras, com excegéo de Baroco e Bocardo, para
Darii e Ferio, essas dedugdes podem assim ser reduzidas a Barbara e Celarent.
Essa prova é notavelmente similar, tanto em estrutura quanto em contetdo, a
provas contemporaneas de redundancia de axiomas em um sistema.

Muitos outros resultados metateéricos, alguns deles muito sofisticados,
sao provados nos Analiticos Anteriores 1.45 e nos Analiticos Anteriores Il. Como
se nota abaixo, alguns resultados metateoricos de Aristoteles sdo referidos nos
argumentos epistémicos dos Analiticos Posteriores.

5.6. Silogismos com Modalidades

Avristoteles segue seu tratamento dos “argumentos nas figuras” com uma
discussao muito mais longa e problemética sobre o que acontece com esses
argumentos nas figuras quando adicionamos as qualificagdes “necessariamente”
e “possivelmente” &s premissas, de varias maneiras. Em contraste com a propria
silogistica (ou, como os comentadores gostam de chama-la, a silogistica
assertorica), essa silogistica modal aparenta ser muito menos satisfatéria e
certamente é de interpretagao muito mais dificil. Aqui apenas esbogo o tratamento
de Aristoteles desse assunto, e observo alguns dos pontos principais de
controvérsias interpretativas.
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5.6.1. As Definigoes de Modalidades

A légica modal contemporanea trata necessidade e possibilidade como
interdefiniveis: “necessariamente P” é equivalente a “ndo possivelmente ndo P”, e
‘possivelmente P” a “ndo necessariamente ndo P”. Aristdteles fornece essas
mesmas equivaléncias em Da Interpretagdo. Contudo, nos Analiticos Anteriores,
ele faz uma distingdo entre duas nogdes de possibilidade. Na primeira, que ele
toma como sua nogdo preferida, “possivelmente P” é equivalente a “ndo
necessariamente P e ndo necessariamente ndo P”. Entdo ele reconhece uma
definicio alternativa de possibilidade de acordo com a equivaléncia
contemporanea, mas isso cumpre apenas um papel secundario em seu sistema.

5.6.2. A Abordagem Geral de Aristoteles

Aristételes constroi seu tratamento de silogismos modais tendo por base
seus silogismos ndo modais (assertoricos): ele perpassa silogismos que ele ja
provou e considera as consequéncias da adi¢do de qualificagdes modais em uma
ou ambas as premissas. Assim, grande parte das vezes a questdo explorada
possui a forma: “Aqui ha um silogismo assertérico; se eu adicionar essas
qualificagbes modais as premissas, entdo que forma modalmente qualificada de
conclus@o (se alguma) se segue?’. Uma premissa pode ter uma de trés
modalidades: ela pode ser necesséria, possivel ou assertérica. Aristoteles elabora
a combinagdo dessas na seguinte ordem:

Duas premissas necessarias;

Uma premissa necessaria e outra assertorica;

Duas premissas possiveis;

Uma premissa assertorica e uma possivel;

Uma premissa necessaria € uma possivel.

Embora ele geralmente considere apenas combinagdes de premissas
que silogizam em suas formas assertéricas, as vezes ele faz uma extenséo; de
modo semelhante, as vezes ele considera conclusdes adicionais a aquela que se
seguiria de premissas puramente assertoricas.

Uma vez que esse é seu procedimento, é conveniente descrever
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silogismos modais em termos de seus correspondentes silogismos ndo modais,
adicionando uma tripla de letras indicando as modalidades de premissas e
conclusdes: N = “necessariamente”, P = “possivelmente”, A = “assertorica”. Assim,
“Barbara NAN” significaria “A forma Barbara com uma premissa maior necessaria,
premissa menor assertérica, e conclusdo necessaria”’. Também uso as letras “N”
e “P” como prefixos; uma premissa sem prefixo é assertorica. Assim, Barbara
NAN, seria NAab, Abc - NAac.

5.6.3. Conversoes Modais

Como no caso dos silogismos assertoricos, Aristdteles faz uso de
conversdes e regras para provar a validade. As regras de conversdo para
premissas necessarias sdo exatamente analogas aquelas para premissas
assertoricas:

* NEab—NEba

* Nlab—NIba

* NAab—NIba

Premissas possiveis comportam-se de modo diferente, no entanto. Dado
que ele define “possivel” como “nem necessario nem impossivel”, disso resulta
que x é possivelmente F acarreta, e é acarretado por, x é possivelmente néo F.
Aristoteles generaliza isso para o caso de frases categéricas como segue:

* PAab—PEab

* PEab—PAab

* Plab—POab

* POab—Plab

Além disso, Aristoteles usa o principio intermodal N—A: isto €, uma
premissa necessaria implica a correspondente assertorica. Contudo, por causa de
sua definicdo de possibilidade, o principio A—P n&o vale em geral: se valesse
entdo N—P valeria, mas em sua definicdo “necessario P” e “possivel P’ sdo na
verdade inconsistentes (“possivel P” implica “possivel ndo P”).

Isso leva a uma complicacdo adicional. A negagéo de “possivel P” para
Aristételes é “ou necessario P ou necessario ndo P”. A negagéo de “necessario P
€ ainda mais dificil de expressar em termos de combinagé@o de modalidades: “ou
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possivel P (e assim, possivel ndo P) ou necessario ndo P”. Isso é importante
devido aos procedimentos de prova de Aristoteles, que incluem provas por
impossibilidade. Se dermos uma prova por impossibilidade na qual assumimos
uma premissa necessaria, entdo a conclusdo que estabelecermos ao final é
simplesmente a negacdo dessa premissa necessaria, ndo uma concluséo
“possivel’ no sentido de Aristoteles. Tais proposicdes ocorrem em seu sistema,
porém exclusiva e exatamente desse jeito, isto &, como conclusdes estabelecidas
por provas através da impossibilidade, a partir de suposi¢des necessarias. De
modo um pouco confuso, Aristoteles chama tais proposicdes de “possiveis” mas
imediatamente acrescenta “ndo no sentido definido” nesse sentido, “possivel
Oab” é simplesmente a negacdo de “necessariamente Aab”. Tais proposicdes
aparecem apenas COmMo premissas, nunca como conclusdes.

5.6.4. Silogismos com Premissas Necessarias

Aristételes sustenta que um silogismo assertérico permanece valido se
“necessariamente” é acrescido a suas premissas e sua conclusdo: o modelo
padrdo NNN é sempre valido. Ele n&o trata isso como uma consequéncia trivial,
ao invés, oferece provas; em todos, exceto dois casos, elas sao paralelas aquelas
oferecidas nos casos assertdricos. As excecdes sdo Baroco e Bocardo, que ele
provou no caso assertérico por impossibilidade: tentar usar esse método aqui
exigiria que ele tomasse a negagdo de uma proposi¢do necessaria O como
hipdtese, suscitando a complicagao notada acima, e ele é levado a recorrer a uma
forma diferente de prova.

5.6.5. Combinag6es NA/AN: O Problema das “Duas Barbaras” e
Outras Dificuldades

Dado que uma premissa necessaria implica uma premissa assertérica,
toda combinagao de premissas AN ou NA implicara o par AA correspondente, e
assim a correspondente conclusao A. Desse modo, os silogismos ANA e NAA s&o
sempre validos. Contudo, Aristoteles sustenta que algumas, mas néo todas,
combinagdes ANN e NAN s3o validas. Especificamente, ele aceita Barbara NAN,
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mas rejeita Barbara ANN. Quase desde o tempo de Aristdteles, interpretes tém
considerado suas razfes para essa distingdo como sendo obscuras, ou nao
persuasivas, ou ambas. Teofrasto, por exemplo, adotou a regra mais simples de
que a modalidade da conclusdo de um silogismo sempre é a modalidade “mais
fraca” encontrada em alguma das premissas, onde N € mais forte que Ae A é mais
forte que P (e onde P provavelmente tem de ser definida como “ndo necessario
nao”). Outras dificuldades seguem-se do problema das “Duas Barbaras”, como
muitas vezes é chamado, e muitas vezes se tem sustentado que a silogistica
modal é inconsistente.

Este assunto rapidamente torna-se complexo demais para ser resumido
neste breve verbete. Para uma discussdo mais profunda, veja Becker, McCall,
Patterson, van Rijen, Striker, Nortmann, Thom, e Thomason.

6. Demonstragdes e Ciéncias Demonstrativas

Uma Demonstragdo (apodeixis) € “‘uma dedugdo que produz
conhecimento”. Os Analiticos Posteriores de Aristoteles contém seu tratamento de
demonstragcbes e seu papel no conhecimento. De uma perspectiva
contemporanea, poderiamos pensar que esse assunto nos levaria para fora da
l6gica e para dentro da epistemologia. Da perspectiva de Aristételes, contudo, a
conexao da teoria do sullogismoi com a teoria do conhecimento é especialmente
préxima.

6.1. As Ciéncias Aristotélicas

O assunto dos Analiticos Posteriores é a epistémé. Essa € uma das
varias palavras gregas que podem razoavelmente ser traduzidas por
“conhecimento”’, mas Aristételes esta preocupado apenas com o conhecimento de
certo tipo (como sera explicado abaixo). Ha uma longa tradigdo em traduzir
epistémé nesse sentido técnico como ciéncia, e aqui seguirei essa tradi¢do.
Contudo, leitores ndo devem se confundir com o uso dessa palavra. Em particular,
a teoria da ciéncia de Aristdteles ndo pode ser considerada uma contraparte da
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filosofia da ciéncia contemporanea, ao menos ndo sem qualificagdes substanciais.

Segundo Aristoteles, temos conhecimento cientifico quando sabemos: a
causa pela qual a coisa &, isto é, a causa disso, € que essa nao pode ser de outra
forma. (Analiticos Posteriores 1.2)

Isso implica duas condicbes fortes naquilo que pode ser o objeto de
conhecimento cientifico:

1. Apenas o que é necessariamente o0 caso pode ser conhecido

cientificamente

2. Conhecimento cientifico € conhecimento de causas

Assim ele passa a considerar em que a ciéncia, assim definida, consiste,
comegando com a observacdo de que, de qualquer modo, uma das formas de
ciéncia consiste na posse de uma demonstragao (apodeixis), que ele define como
uma “dedugao cientifica”.

por “cientifica” (epistémonikon), me refiro aquilo que, em virtude de
possuirmos, temos conhecimento

O restante dos Analiticos Posteriores | é ocupado, em grande medida,
com duas tarefas: detalhar a natureza da demonstragdo e da ciéncia
demonstrativa e responder a um desafio importante a sua prépria possibilidade.
Aristoteles inicialmente nos diz que uma demonstragao é uma dedugao na qual as
premissas sao:

1. verdadeiras

2. primarias (prota)

3. imediatas (amesa, “sem um meio”)

4. melhor conhecidas ou mais familiares (gndrimétera) que a

concluséo

5. anteriores a concluséo

6. causa (aitia) da conclusdo

Ainterpretacao de todas essas condigdes, com exceg¢ao da primeira, tem
sido objeto de muita controvérsia. Aristételes claramente pensa que ciéncia é
conhecimento de causas e que em uma demonstracdo, o conhecimento das
premissas é o que produz o conhecimento da concluséo. A quarta condigdo mostra
que aquele que conhece uma demonstragdo tem de estar em uma condi¢éo
epistémica melhor em relagdo a elas, de modo que interpretes contemporaneos
muitas vezes supdem que Aristoteles definiu aqui um tipo de justificagdo
epistémica. Contudo, como notado acima, Aristoteles esta definindo uma
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variedade muito especial de conhecimento. Comparagdes com discussdes de
justificac@o na epistemologia contemporanea podem, por isso, ser enganadoras.

O mesmo pode ser dito dos termos “primario”, “imediato” e “melhor
conhecido”. Interpretes contemporéneos as vezes tomam ‘“‘imediato” como
significando “autoevidente”. Aristoteles de fato diz que uma proposigao imediata é
uma proposi¢ao “em relagdo a qual nenhuma outra é anterior”, mas (como sugiro
na proxima se¢do) a nogdo de anterioridade envolvida provavelmente é uma
nogéo de anterioridade ldgica que é muito dificil de separar das préprias teorias
l6gicas de Aristoteles. “Melhor conhecida” tem sido interpretada, por vezes,
simplesmente como “previamente conhecida a aquele que conhece a
demonstragéo” (isto €, ja conhecida antes da demonstragéo). Contudo, Aristoteles
distingue explicitamente entre o que é “melhor conhecido a aquele que conhece a
demonstracdo” do que é “melhor conhecido em si” ou “por natureza”, e diz que se
refere a estas em sua definicdo. De fato, ele diz que o processo de aquisicdo de
conhecimento cientifico € um processo de mudar do que é mais bem conhecido
“para nos”, até chegarmos a uma condigao na qual o que é mais bem conhecido
em si mesmo é também melhor conhecido para nos.

6.2. O Problema do Regresso

Nos Analiticos Posteriores 1.2, Aristételes considera dois desafios a
possibilidade da ciéncia. Um grupo comega (chamado de “agnéstico” por Jonathan
Barnes) com as seguintes premissas:

1. O que quer que seja conhecido cientificamente tem de ser

demonstrado.

2. As premissas de uma demonstragdo tém de ser cientificamente

conhecidas.

Ent&o ele argumenta que a demonstragao é impossivel, com o seguinte

dilema:

1. Se as premissas de uma demonstragdo s&@o conhecidas

cientificamente, entdo elas tém de ser demonstradas.

2. As premissas, das quais cada premissa é demonstrada, tem de ser

conhecidas cientificamente.

3. Ou esse processo continua para sempre, criando um regresso infinito
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de premissas, ou ele para em algum ponto.

4. Se ele continua para sempre, entdo ndo ha premissas primeiras a partir
das quais as subsequentes sdo demonstradas, e assim nada é
demonstrado.

5. Por outro lado, se param em algum ponto, entdo as premissas em que
ele para ndo sdo demonstradas e, portanto, ndo s&o conhecidas
cientificamente; consequentemente, também n&o o sdo as outras
deduzidas a partir delas.

6. Portanto, nada pode ser demonstrado.

Um segundo grupo aceitou a concepgdo dos agndsticos de que o
conhecimento cientifico provém apenas da demonstragdo, mas rejeitou sua
conclusdo, rejeitando o dilema. Em vez disso, eles sustentaram:

A demonstragéo “em um circulo” é possivel, de tal modo que é possivel
que todas as premissas também sejam conclusdes e, portanto, sejam
demonstradas.

Aristoteles ndo nos fornece muita informagdo sobre como as
demonstragdes circulares deveriam funcionar, mas a interpretagao mais plausivel
seria supor que a0 menos para algum conjunto de principios fundamentais cada
principio poderia ser deduzido de outros. (Alguns interpretes contemporaneos
comparam essa posigdo com uma teoria coerentista do conhecimento.)
Independente de como funcione a posicdo deles, os demonstradores circulares
afirmaram ter uma terceira alternativa, evitando o dilema agnéstico, dado que
demonstracdes circulares nos fornecem um regresso que é tanto infinito (no
sentido de que nunca alcanga as premissas em que ele para) quanto finito (pois
ele gira ao redor do circulo finito de premissas).

6.3. A solugao de Aristételes: “Em algum momento isso chega ao
fim”,

Aristételes rejeita a demonstragao circular como uma nogao incoerente,
alegando que as premissas de qualquer demonstracdo tém de serem anteriores
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(em sentido apropriado) a conclusédo, enquanto que uma demonstragéo circular
tornaria as mesmas premissas tanto anteriores como posteriores umas as outras
(e na verdade, toda premissa seria anterior e posterior a si mesma). Ele concorda
com a andlise dos agnosticos do problema do regresso: as Unicas opgdes
plausiveis sdo que ele continua indefinidamente ou que ele “para” em algum ponto.
Contudo, ele pensa que tanto os demonstradores agnésticos quanto os circulares
estdo errados ao sustentar que o conhecimento cientifico s6 & possivel por
demonstracdo de premissas cientificamente conhecidas: em vez disso, ele afirma,
ha outra forma de conhecimento possivel para as premissas primeiras, e isso
fornece o ponto inicial para as demonstragdes.

Para resolver esse problema, Aristoteles tem de fazer algo bem
especifico. Ndo é suficiente, para ele, estabelecer que possamos ter
conhecimento de algumas proposi¢bes sem demonstra-las: a menos que seja
possivel, por sua vez, deduzir delas todas as outras proposi¢des de uma ciéncia,
ndo teremos solucionado o problema do regresso. Ademais (e obviamente), para
Aristoteles ndo € uma solugdo para esse problema simplesmente asserir que
temos conhecimento sem demonstragao de alguns pontos de partida apropriados.
Ele realmente diz que é a posigdo dele, que temos tal conhecimento (Analiticos
Posteriores 1.2), mas fica nos devendo uma explicagdo do por qué isso deveria ser
assim.

6.4. O Conhecimento dos Primeiros Principios: Nous

O tratamento de Aristoteles do conhecimento das premissas primeiras
indemonstraveis das ciéncias encontra-se nos Analiticos Posteriores 11.19, ha
muito considerado como um texto de dificil interpretacdo. Resumidamente, o que
ele diz ali é que ha outro estado cognitivo, nous (traduzido de varias formas, como
“insight”, “intuicao”, “inteligéncia”), que os conhece. Ha muita discérdia entre os
comentadores sobre a interpretagdo da sua concepgdo de como esse estado é
alcangado. Oferecerei uma interpretag@o possivel. Primeiro Aristételes identifica
seu problema como o de explicar como os principios podem “se tornar familiares
para nés”, usando o mesmo termo “familiar” (gndrimos) que ele utilizou ao
apresentar o problema do regresso. O que ele esta apresentando ndo é um
método de descoberta, mas um processo de tornar-se sabio. Segundo, ele diz que
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para que seja possivel o conhecimento de premissas imediatas, temos que ter um
tipo de conhecimento delas sem as termos aprendido, mas esse conhecimento
néo precisa ser tdo “preciso” quanto o conhecimento que um possuidor de
conhecimento cientifico tem de ter. O tipo de conhecimento em questio revela-se
uma capacidade ou poder (dunamis) que Aristételes compara a capacidade de
percep¢do sensorial: dado que nossos sentidos séo inatos, isto €, desenvolvem-
se naturalmente, de certo modo é correto dizer que sabemos, por exemplo, como
todas as cores se parecem antes de vé-las: temos, por natureza, a capacidade de
vé-las, e quando vemos uma cor pela primeira vez exercitamos essa capacidade
sem antes ter aprendido como assim o fazer. Do mesmo modo, sustenta
Aristoteles, nossas mentes possuem por natureza a capacidade de reconhecer 0s
pontos iniciais das ciéncias.

No caso da sensacdo, a capacidade de percepgdo no 6rgdo sensorial é
atualizada pela operagdo do objeto perceptivel sobre ele. De modo semelhante,
Aristételes sustenta que chegar ao conhecimento das premissas primeiras é uma
questdo de uma potencialidade sendo atualizada na mente por meio das
experiéncias de seus objetos proprios: “A alma é de tal natureza que é capaz de
experimentar isso”. Desse modo, embora ndo possamos vir a conhecer as
premissas primeiras sem a experiéncia necessaria, assim como nao podemos ver
cores sem a presencga de objetos coloridos, nossas mentes ja estdo constituidas
de tal modo que séo capazes de reconhecer os objetos corretos, assim como
nossos olhos estdo assim constituidos para serem capazes de perceber as cores
que existem.

E consideravelmente menos claro o que esses objetos sd0 e como é que
a experiéncia atualiza as possibilidades relevantes na alma. Aristételes descreve
uma série de estagios da cognigdo. Inicialmente é o que & comum a todos 0s
animais: percepcdo do que esta presente. Em seguida a memoria, que ele
considera como uma retengao de uma sensagao: apenas alguns animais possuem
essa capacidade. Um numero ainda menor possui a capacidade seguinte, de
formar uma experiéncia singular (empeiria) a partir de muitas repeticdes da mesma
memoria. Finalmente, muitas experiéncias repetidas fazem surgir conhecimento
de uma um universal Unico (katholou). Essa ultima capacidade esta presente
apenas em humanos.

Ver a se¢do 7 do verbete da psicologia de Aristételes para detalhes sobre
sua concepgao de mente.
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7. Definigoes

A definigao (horos, horismos) foi um assunto importante para Platdo e
nos anos iniciais da Academia. A preocupacdo em responder a questdo “O que é
tal-e-tal?” esta no centro da maioria dos Dialogos de Platdo, alguns dos quais
(mais elaboradamente, O Sofista) propdem métodos para encontrar definigdes.
Fontes externas (as vezes observagbes satiricas de comediantes) também
refletem essa preocupagdo da Academia com definigdes. O proprio Aristoteles
remonta a busca por defini¢do de volta a Sécrates.

7.1. Definigoes e Esséncias

Para Aristoteles, uma defini¢do € “uma explicagdo que significa o que é
ser algo” (logos ho to ti én einai sémainei). A expressao “o que é ser” e suas
variantes sdo cruciais: dar uma defini¢do ¢ dizer, de algo existente, 0 que isso &,
nao simplesmente especificar o significado de uma palavra (Aristoteles reconhece
defini¢des de ultimo tipo, porém possui pouco interesse nelas).

Anogao de “o que é ser” para alguma coisa é tao difundida em Aristételes
que se ela se torna formular: 0 que uma definigdo expressa € “o que-é-ser” (fo i
én einai). Tradutores romanos, aborrecidos com essa expressao grega estranha,
criaram uma palavra para ela, essentia, da qual nossa “esséncia” descende.
Assim, uma defini¢do aristotélica € uma explicagéo da esséncia de algo.

7.2. Species, Genus, e Differentia

Dado que uma definicdo define uma esséncia, apenas o que possui
esséncia pode ser definido. O que, entdo, possui uma esséncia? Essa é uma das
questdes centrais da metafisica de Aristdteles; mais uma vez, temos de deixar os
detalhes para outro artigo. Em geral, contudo, ndo séo individuos, mas sim
espécies (eidos: a palavra € uma das que Platdo utiliza para “Forma”) que
possuem esséncias. Uma espécie é definida fornecendo-se seu género (genos)
e sua diferenga (diaphora): o género é o tipo sob o qual a espécie cai, e a
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diferenga diz 0 que caracteriza a espécie dentro do género. Como exemplo,
humano pode ser definido como animal (o género) tendo a capacidade de
raciocinar (a diferenca).

Predicagao Essencial e os Predicaveis

Subjacente ao conceito de definicdo em Aristételes esta o conceito de
predicagao essencial (katégoreisthai em tdi ti esti, predicagdo naquilo que é). Em
qualquer predicagéo afirmativa verdadeira, o predicado ou “diz o que 0 sujeito &
ou ndo, isto &, o predicado ou é ou ndo é uma resposta aceitavel para a questdo
“O que é isto?” perguntado de um objeto. Bucéfalo € um cavalo, e um cavalo é um
animal; assim “Bucéfalo é um cavalo” e “Bucéfalo € um animal” sdo predicagbes
essenciais. Contudo, “Bucéfalo é marrom”, embora verdadeiro, ndo diz o que
Bucéfalo é, mas apenas diz alguma coisa a seu respeito.

Dado que a definicdo de uma coisa diz 0 que ela ¢, definigdes sao
predicadas essencialmente. Contudo, nem tudo essencialmente predicado € uma
definigdo. Uma vez que Bucéfalo € um cavalo, e cavalos sdo um tipo de mamifero,
e mamiferos sdo um tipo de animal, “cavalo”, “mamifero” e “animal” s&o todos
predicados essenciais de Bucéfalo. Além disso, uma vez que um cavalo € um tipo
de mamifero, “mamifero” é um predicado essencial de cavalo. Quando um
predicado X é um predicado essencial de Y, mas também de outras coisas, entao
X é um género (genos) de Y.

Uma definicdo de X tem de ndo apenas ser predicada essencialmente
dele, mas também ser predicada apenas dele: para utilizar um termo dos Tdpicos
de Aristoteles, uma definicdo e o que ela define tém de ser “contrapredicativas”
(antikatégoreisthai) uma com a outra. X contrapredica com Y se X se aplica ao que
Y se aplica e vice-versa. Embora a definicio de X tenha de contrapredicar com X,
nem tudo que contrapredica X é sua definicdo. “Ser capaz de rir”, por exemplo,
contrapredica com “humano”, mas falha em ser sua definigéo. Tal predicado (néo
essencial, mas contrapredicando) é uma propriedade peculiar ou propria (idion).

Finalmente, se X é predicado de Y, mas ndo é nem essencial nem
contrapredicado, entdo X é um acidente (sumbebékos) de Y.

Aristoteles as vezes trata género, propriedade peculiar, defini¢do, e
acidente como incluindo todas as possiveis predicagdes (por exemplo, nos
Tépicos |). Comentadores posteriores listaram essas quatro e a diferenga como
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os cinco predicaveis, e como tais eles foram de grande importéncia para a
filosofia antiga tardia e para a filosofia medieval (por exemplo, Porfirio).

7.3. As Categorias

A nogdo de predicacdo essencial estd conectada aquilo que é
tradicionalmente chamado categorias (katégoriai). Em resumo, Aristoteles é
famoso por ter mantido a “doutrina das categorias”. O que exatamente foi essa
doutrina, e 0 que de fato € uma categoria séo questdes consideravelmente mais
complicadas. Elas rapidamente nos tiram da sua légica e colocam em sua
metafisica. Tentarei aqui dar um panorama muito geral aqui, comegando com a
questdo um pouco mais simples “Que categorias existem?”.

Podemos responder essa questdo listando as Categorias. Aqui temos
duas passagens contendo tais listas:

Deveriamos distinguir os tipos de predicacéo (fa gene katégorién) nas quais as quatro
predicagdes mencionadas sé&o encontradas. Em nimero, sdo dez: esséncia [0 que é],
quantidade, qualidade, relac&o, espacgo [onde], tempo [quando], posicdo [estar em],
estado, agao [fazer], paixao [sofrer]. Um acidente, um género, uma propriedade particular
e uma definicdo sempre estardo em uma dessas categorias. (Topics 1.9, 103b20-25)

Das coisas ditas sem qualquer combinagdo, cada uma significa ou substancia ou
quantidade ou qualidade ou um relativo ou onde ou quando ou estar-em-uma-posi¢éo ou
estado ou fazer ou passar por. Para dar uma ideia aproximada, exemplos de substancia
sdo homem, cavalo, de quantidade: quatro pés, cinco pés; de qualidade: branco,
alfabetizado; de relativo: dobro, metade, mais largo; de onde: no Liceu, no mercado; de
quando: ontem, ano passado; de estar-em-uma-posi¢éo: sentado, deitado; de estado:
calgado, armado; de fazer: cortar, queimar; de passar por: ser queimado, ser cortado.
(Categorias 4, 1b25-2a4, tr. Ackrill, tradugdo levemente modificada)

Essas duas passagens fornecem listas de dez itens, idénticas no primeiro
membro. Sobre 0 que sdo as listas? Aqui estdo trés maneiras nas quais elas
podem ser interpretadas:

A palavra “categoria” (katégoria) significa “predicacdo”. Aristoteles
sustenta que predicagdes e predicados podem ser agrupados em varios “tipos de
predicagdo” mais amplos (gene ton katégorion). Ele frequentemente se refere a
essa classificagdo, chamando os “tipos de predicagdo” simplesmente de “as
predicagdes”, e isso (por meio do Latim) leva a nossa palavra “categoria”.
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Primeira, as categorias podem ser tipos de predicado: predicados (ou,
mais precisamente, expressdes predicativas) podem ser divididos em dez classes
separadas, onde cada expressao pertence apenas a uma. Isso se adequa bem ao
significado original da palavra katégoria (“predicagdo”). Nessa interpretagéo, as
categorias surgem ao considerar os tipos de questdes mais gerais que podem ser
feitas de algo: “O que é iss0?”; “Quanto é isso?”; “De que tipo ele €?”; “Onde fica
iss0?”; “O que isso esta fazendo?”. Respostas apropriadas a uma dessas
perguntas para outras sdo absurdas (“Quando é isso?” “Um cavalo”). Assim, as
categorias podem excluir certos tipos de perguntas como sendo mal formadas ou
confusas. Isso desempenha um papel importante na metafisica de Aristoteles.

Segunda, as categorias podem ser vistas como classificagbes de
predicagdes, isto é, tipos de relagdo que podem ser mantidas entre um predicado
e 0 sujeito da predicagao. Dizer de Sécrates que ele € humano é dizer que ele é,
enquanto dizer que ele ¢ alfabetizado ndo é dizer o que ele é, mas sim dar uma
qualidade que ele possui. Para Aristételes, a relagao do predicado com o sujeito
nessas duas frases é bem diferente (a esse respeito, ele difere tanto de Platéo
quanto dos ldgicos contemporaneos). As categorias podem ser interpretadas
como dez modos diferentes pelos quais um predicado pode ser relacionado com
0 sujeito. Essa ultima divisdo tem importéncia para a logica de Aristoteles, bem
como para sua metafisica.

Terceira, as categorias podem ser vistas como fipos de entidades, como
0s mais altos géneros ou tipos de coisas que existem. Uma dada coisa pode ser
classificada sob uma série de géneros progressivamente mais amplos: Sécrates
€ um humano, um mamifero, um animal, um ser-vivo. As categorias séo 0s
géneros mais elevados. Cada uma cai sob nenhum outro género, e cada uma é
completamente separada das outras. Essa distingéo € de importancia crucial para
a metafisica de Aristoteles.

Qual dessas interpretagdes se encaixa melhor as duas passagens
acima? A resposta aparenta ser diferente nos dois casos. Isso fica mais evidente
se notarmos o ponto em que elas diferem: as Categorias listam substéancia (ousia)
em primeiro lugar, enquanto os Topicos listam esséncia (ti esti). Uma substancia,
para Aristoteles, € um tipo de entidade, sugerindo que a lista das Categorias é
uma lista de tipos de entidades.

Por outro lado, a expresséo “esséncia [0-que-isso-€]” sugere um tipo mais
forte de predicacéo. De fato, os Tdpicos confirmam isso dizendo-nos que podemos
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“dizer 0 que isso €” de uma entidade que cai sob qualquer das categorias:

uma expressao significando esséncia [0-que-isso-€] as vezes significara
uma substancia, as vezes uma quantidade, as vezes uma qualidade, e as vezes
uma das outras categorias.

Como explica Aristoteles, se digo que Socrates € um homem, entéo terei
dito 0 que Socrates &, e significado uma substancia; se digo que branco é uma
cor, entdo terei dito que branco ¢ e significa uma qualidade; se digo que uma
distancia possui um pés de comprimento, entéo terei dito que ela é, e significa uma
quantidade; e assim por diante para as outras categorias. Esséncia [0-que-€],
desse modo, designa aqui um tipo de predicacéo, ndo um tipo de entidade.

Isso pode nos levar a concluir que as categorias nos Topicos devem ser
interpretadas apenas como tipos de predicado ou predicagdo, e aquelas nas
Categorias como modos de ser. Mesmo assim, ainda poderiamos querer
perguntar qual a relacdo entre essas duas listas de termos quase idénticas, dadas
essas interpretacdes distintas. Contudo, a situagdo é bem mais complicada.
Primeiro, h& dezenas de outras passagens nas quais as categorias aparecem. Em
nenhum outro lugar encontramos uma lista de dez, mas encontramos listas
menores, contendo oito, ou seis, ou cinco, ou quatro delas (com
substancia/esséncia, qualidade, quantidade, e os relativos sendo os mais
comuns). Aristoteles descreve aquilo de que essas listas tratam de modos
diferentes: elas nos dizem “como o ser é dividido”, ou “de quantas maneiras o ser
é dito”, ou “as figuras da predicagdo” (fa schémata tés katégorias). A designagéo
da primeira categoria também varia: ndo encontramos apenas “substancia” e
‘esséncia’, mas também as expressdes “isto” ou “o isto” (tode i, to tode, to ti).
Essas Ultimas expressdes sdo intimamente associadas com, mas ndo séo
sindnimas, a de substancia. Ele chega a combinar a ultima com “esséncia [0-que-
iss0-€]” (Metafisica Z 1, 1028a10: “... um sentido significa o que isto € e o isto,
outro significa qualidade...”).

Ademais, para Aristdteles as substancias s@o fundamentais para a
predicagdo e metafisicamente fundamentais. Ele nos diz que tudo que existe,
existe por que substancias existem: se ndo houvesse substancia, ndo haveria
nada. Ele também concebe a predicagdo como refletindo uma relagdo metafisica
(ou talvez mais do que uma, dependendo do tipo de predicagéo). A frase “Sécrates
é branco” obtém sua verdade de um estado de coisas consistindo de uma
substancia (Sdcrates) e uma qualidade “brancura”, que esta nessa substancia.
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Nesse ponto, afastamo-nos muito da légica de Aristoteles adentrando em sua
metafisica, cuja questdo fundamental, de acordo com Aristételes, € “O que é uma
substancia?’. (Para discussdes adicionais desse topico, ver o verbete da
metafisica de Aristoteles, e em particular, a Segao 2 do verbete das categorias)

Ver Frede 1981, Ebert 1985 para uma discussao adicional sobre as listas
de categorias de Aristoteles.

Por conveniéncia de referéncia, inclui uma tabela de categorias, junto
com exemplos de Aristételes e os nomes tradicionais frequentemente utilizados
para elas. Pelas razbes expressas acima, tratei o primeiro item da lista bem
diferente, dado que um exemplo de substancia e um exemplo de esséncia [0-que-
€] estdo necessariamente (como alguém poderia notar) em categorias diferentes.

Nome Literalmente | Grego Exemplos
Tradicional
(Substancia) | Substancia | ousiatodetiti | homem, cavalo
“isso” esti Sécrates
Esséncia [o- “Sécrates é um
que-isso-€] homem”
Quantidade | Quanto Poson quatro pés,
cinco pés
Qualidade | Que tipo Poion branco,
alfabetizado
Relagéo Relativo a pros ti dobro, metade,
que maior
Lugar Onde Pou no Liceu, no
mercado
Tempo Quando Pote ontem, ano
passado
Posigdo Estando keisthai sentado,
situado deitado
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Estado Tendo, Echein calgado,
possuindo armado
Acéo Fazendo poiein corta, queima
Paixdo Através paschein cortado,
queimado

7.4. O Método de Divisao

No Sofista, Platdo introduz um processo de “Divisdo” como método para
descobrir definigdes. Para encontrar uma definigdo de X, primeiro encontre a maior
classe de coisa sob a qual X cai; a seguir, divida essa classe em duas partes, e
decida em qual das duas X cai. Repita esse método com a classe até que X esteja
completamente localizado.

Esse método ¢ parte do legado platdnico de Aristoteles. Sua atitude frente
a isso, contudo, é complexa. Ele adota uma concepgao da estrutura prépria das
definigdes que esta intimamente aliada a isso: uma definigdo correta de X deveria
fornecer o género (genos: classe ou familia) de X, que diré que tipo de coisa X é,
e a diferenca (diaphora: diferenga) que identifica X de modo Unico dentro daquele
género. Algo definido dessa maneira é uma espécie (eidos: o termo é um dos
termos de Platdo para “Forma”), e a diferenga é, desse modo, “diferenga que
produz uma espécie” (eidopoios diaphora, “diferenga especifica”). Nos Analiticos
Posteriores 11.13, ele fornece sua propria explicagdo do uso da Divisdo para
encontrar defini¢es.

Contudo, Aristoteles é fortemente critico da concepgdo Platonica da
Divisdo como um método para estabelecer definicdes. Nos Analiticos Anteriores
.31, ele contrasta Divisdo com o método silogistico que acabara de apresentar,
argumentando que a Divisdo na verdade ndo pode provar nada, mas sim assume
exatamente aquilo que deveria ser provado. Ele também acusa os partidarios da
Divisao de falharem em entender o que seu proprio método seria capaz de provar.
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7.5. Definigao e Demonstragao

Intimamente ligado a isso estéd a discusséo, nos Analiticos Posteriores
11.3-10, da questdo de se pode haver tanto definicio quanto demonstragio da
mesma coisa. Dado que as definicdes nas quais Aristoteles esta interessado sao
declaragdes de esséncias, saber uma definicdo é saber, de alguma coisa, 0 que
ela é.

Consequentemente, a questdo de Aristdteles equivale a questdo de
saber se definir e demonstrar podem ser vias alternativas de adquirir o mesmo
conhecimento. Sua resposta é complexa:

1. Nem tudo que é demonstravel pode ser conhecido pela descoberta de
definicbes, uma vez que todas as definicbes sdo universais e
afirmativas, enquanto que algumas proposi¢des demonstraveis séo
negativas.

2. Se uma coisa € demonstravel, entdo conhecé-la equivale a possuir sua
demonstracdo; portanto, ela ndo pode ser conhecida apenas por
defini¢&o.

3. Contudo, algumas definicbes podem ser compreendidas como
demonstragdes organizadas de formas diferentes.

Como exemplo do caso 3, Aristoteles considera a definigéo “O trovao é a
extingdo do fogo nas nuvens’. Ele vé isso como uma forma comprimida e
rearranjada desta demonstragao:

¢ O som acompanha a extingéo de fogo.
¢ O fogo é extinto nas nuvens.
o Portanto, um som ocorre nas nuvens.

Podemos ver a conexdo ao considerarmos as respostas para o par de
questdes: “O que é o trovao?” “A extingdo de fogo nas nuvens” (defini¢éo). “Por
que troveja?” “Porque o fogo é extinto das nuvens” (demonstragéo).

Como em suas criticas da Divis&o, Aristoteles esta argumentando em
favor da superioridade de seu proprio conceito de ciéncia com relagdo ao conceito
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Platénico. Conhecimento é composto de demonstragdes, mesmo que também
possa incluir definicdes; o método da ciéncia € demonstrativo, mesmo que
também possa incluir o processo de definir.

8. Argumentos Dialéticos e a Arte da Dialética

Aristoteles  frequentemente contrasta argumentos dialéticos com
demonstragdes. A diferenca, ele nos diz, esta no carater de suas premissas, ndo
em sua estrutura logica: se um argumento é um sullogismos é apenas uma
questdo de se sua conclus@o resulta necessariamente de suas premissas. As
premissas das demonstracfes tém de ser verdadeiras e primarias, isto é, ndo
apenas verdadeiras, mas também anteriores as suas conclusdes, no sentido
explicado nos Analiticos Posteriores. As premissas de dedugbes dialéticas, em
contraste, devem ser aceitas (endoxos).

8.1. Premissas Dialéticas: O Significado de Endoxos

Estudiosos contemporaneos tém proposto interpretagdes diferentes do
termo endoxos. Aristételes frequentemente utiliza esse adjetivo como um
substantivo: fa endoxa, “coisas aceitas”, “opinides aceitas”. Uma compreenséo
disso descende do trabalho de G. E. L. Owen e foi mais plenamente desenvolvida
por Jonathan Barnes e especialmente Terence Irwin, onde as endoxa sdo uma
compilagéo de visdes defendidas por varias pessoas com uma ou outra forma de
entendimento: “as concepgbes de pessoas razoavelmente reflexivas”, nas
palavras de Irwin. Assim a dialética € simplesmente “um método de argumentagao
a partir das crengas comuns sustentadas por essas pessoas”. Para Irwin, entéo,
endoxa sé@o “crengas comuns”. Jonathan Barnes, notando que endoxa séo
opinides acompanhadas de certo entendimento, traduz por “respeitavel”.

Meu proprio ponto de vista é que os textos de Aristételes embasam uma
compreens&o um pouco diferente. Ele também nos diz que premissas dialéticas
diferem das demonstrativas na medida em que aquelas sdo questdes, enquanto
estas sao suposicbes ou assergdes: “o demonstrador ndo pergunta, mas assume”,
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ele diz. Isso se encaixa mais naturalmente com a concepgao da dialética enquanto
argumento dirigido para outra pessoa através de perguntas e respostas e,
consequentemente, tomando por premissas as concessdes da outra pessoa.

Qualquer um que argumente dessa maneira, a fim de ser bem sucedido,
precisa requerer premissas que o interlocutor esta disposto a aceitar, e a melhor
maneira de fazer isso € possuir um inventario de premissas aceitaveis, isto &,
premissas que sdo de fato aceitaveis para diferentes tipos de pessoas.

De fato, podemos discernir nos Tépicos (e na Retdrica, que Aristoteles
diz depender da arte explicada nos Tdpicos) uma arte da dialética para ser usada
em tais argumentos. Minha reconstrugéo dessa arte (que ndo sera aceita por todos
os estudiosos) € como segue.

8.2. Os Dois Elementos da Arte da Dialética

Dada a imagem acima, sobre o argumento dialético, a arte dialética
consistira de dois elementos. Um serd um método de descobrir premissas a partir
das quais uma dada conclusao se segue, enquanto o outro serd um método para
determinar quais premissas um interlocutor dado estara inclinado a conceder. A
primeira tarefa é realizada pelo desenvolvimento de um sistema para classificagéo
de premissas de acordo com sua estrutura logica. Poderiamos esperar aqui que
Aristételes se valesse da silogistica, mas na realidade ele desenvolve uma
abordagem bem diferente, que parece menos sistematica e se assenta sobre
varios termos “comuns”. A segunda tarefa é realizada através do desenvolvimento
de listas de premissas que sdo aceitaveis para varios tipos de interlocutores.
Entdo, uma vez que sabemos com que tipo de pessoa estamos lidando, é possivel
escolher as premissas adequadas. Aristételes salienta que, como em todas as
artes, o dialético tem de estudar ndo o que é aceitavel para esta ou aquela pessoa
especifica, mas o que é aceitavel para este ou aquele tipo de pessoa, assim como
0 médico estuda o que é saudavel para diferentes tipos de pessoas: “a arte € do
universal’.
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8.2.1. O “Sistema Logico” dos Topicos

O método para classificacdo de argumentos apresentado nos Tépicos
assenta-se na presenca de termos “comuns” (koina) na conclus@o — comuns no
sentido de que eles ndo s&o peculiares a nenhum assunto, mas podem cumprir
um papel em argumentos sobre qualquer outra coisa. Encontramos enumeragdes
de argumentos envolvendo esses termos, em uma ordem varias vezes
semelhante.

Tipicamente elas incluem:

. Opostos (antikeimena, antitheseis)

1. Contrarias (enantia)

2. Contraditérias (apophaseis)

3. Possessao e Privagao (hexis kai sterésis)
4. Relativos (pros ti)

Il. Casos (pt6seis)

[1l. “Mais e Menos e Do Mesmo Modo”

Os quatro tipos de opostos sdo os melhor representados. Cada um
designa um tipo de par de termos, isto &, um modo no qual dois termos podem ser
mutuamente opostos. Contrarios sdo opostos polares ou extremos opostos, tais
como quente e frio, seco e molhado, bom € mau. Um par de contraditérios
consiste em um termo e sua negagdo: bom, ndo-bom. Uma possessao (ou
condi¢do) e uma privagdo sdo ilustradas pela visdo e cegueira. Relativos séo
termos relativos em sentido contemporaneo: um par consiste de um termo e seu
correlativo, por exemplo, grande e pequeno, pais e filhos.

Os padrdes argumentativos de Aristdteles associados a casos
geralmente envolvem inferir uma frase que contém advérbios ou formas
declinadas de outra frase, que contém formas diferentes do mesmo radical: “se o
que é util é bom, entdo o que é feito de modo Util & bem feito e a pessoa Uutil é
boa”. No uso gramatico helenistico, ptdsis significaria “caso” (por exemplo,
nominativo, dativo, acusativo).

0O uso de Aristoteles aqui é obviamente uma forma inicial disso.

Sob o titulo mais e menos e do mesmo modo, Aristételes agrupa uma
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variedade um tanto heterogénea de padrdes argumentativos envolvendo, de
algum modo, os termos “mais”, “menos”, e “do mesmo modo”. Exemplos: “Se o
que quer que seja A é B, entdo 0 que quer que seja mais (menos) A é mais (menos)
B”; “Se A é mais provavelmente B do que C é, e An&o ¢ B, entdo C também nao
0 ¢&”; “Se A é mais provavelmente B e B é 0 caso, entdo A é o caso”.

8.2.2. Os Topoi

No coragao dos Tépicos se encontra uma colecdo daquilo que Aristoteles
chama topoi, “lugares” ou “localizagdes”. Infelizmente, embora esteja claro que ele
entenda a maior parte dos Tdpicos (Livros II-VI) como uma colegéo desses, ele
nunca definiu esse termo explicitamente. Discussdes podem ser encontradas em
Brunschwig 1967, Slomkowski 1996, Primavesi 1997, e Smith 1997.

8.3. Os Usos de Dialético e Argumento Dialético

Uma arte da dialética serd Util onde um argumento dialético for til.
Aristoteles menciona trés desses usos; cada um merece um comentario.

8.3.1. Dialética da Ginastica

Primeiramente, parece ter havido uma forma de troca argumentativa
estilizada praticada na Academia, no tempo de Aristételes. O principal indicio para
isso é simplesmente os Tdépicos de Aristoteles, especialmente o Livro VIII, que
frequentemente faz referéncia a procedimentos regrados, aparentemente
tomando-os como de entendimento certo por parte do publico. Nessas trocas, um
participante assumia o papel de respondente, o outro de questionador. O
respondente iniciava asserindo alguma proposi¢do (uma tese: “posigdo” ou
“aceitacdo”). O questionador entéo fazia questdes ao respondedor na tentativa de
assegurar concessdes das quais uma contradigdo pudesse ser deduzida: isto &,
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refutar (elenchein) a posi¢édo do respondedor. O questionador era limitado as
questdes que poderiam ser respondidas com sim e ndo: geralmente, o
respondedor apenas podia responder com sim e ndo, embora em alguns casos 0s
respondentes pudessem objetar em forma de pergunta. Respondentes poderiam
tentar responder de acordo com pontos de vista de um tipo particular de pessoa,
ou de uma pessoa participante (por exemplo, um filésofo famoso), ou poderiam
responder de acordo com suas proprias crencas. Aparentemente havia juizes
arbitros no processo. Concursos de ginastica dialética algumas vezes tiveram,
como o0 nome sugere, a finalidade de exercitar o desenvolvimento da habilidade
argumentativa, mas também podem ter sido exercidos como parte de um processo
investigativo.

8.3.2. Dialética que P6e a Prova

Aristoteles também menciona uma “arte de fazer julgamento”, ou uma
variedade de argumento dialético que “pde a prova” (a palavra Grega é o adjetivo
peirastiké, no feminino: tais expressdes frequentemente designam artes ou
habilidades, por exemplo, rhétoriké, “a arte da retdrica”). Sua fungéo é examinar
as afirmagdes daqueles que dizem possuir algum conhecimento, e ela pode ser
praticada por alguém que néo possui o conhecimento em questdo. O exame € um
meio de refutacdo, baseado no principio que aquele que sabe um assunto deve
ter crengas consistentes sobre ele: desse modo, se vocé pode mostrar-me que
minhas crengas sobre algo levam a uma contradig&o, entdo vocé tera me mostrado
que nao tenho conhecimento sobre isso.

Isso € uma reminiscéncia forte do estilo de interrogagao de Sdcrates, do
qual é descendente praticamente certo. De fato, Aristételes muitas vezes indica
que argumentos dialéticos s&o refutativos [refutative] por natureza.

8.3.3. Dialética e Filosofia

A refutacdo dialética ndo pode por si s estabelecer qualquer proposigéo
(exceto talvez a proposicdo de que alguns conjuntos de proposigdes séo
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inconsistentes). Mais especificamente, embora deduzir uma contradi¢do de
minhas crengas possa mostrar que elas ndo constituem conhecimento, falhar em
deduzir uma contradi¢do delas ndo é uma prova de que elas sao verdadeiras. Ndo
surpreende que Aristoteles muitas vezes insista que “a dialética ndo prova nada”
€ que a arte dialética ndo é um tipo de conhecimento universal.

Nos Topicos 1.2, contudo, Aristételes diz que a arte da dialética é util em
conexdo com “as ciéncias filosdficas”. Uma razdo que ele fornece para isso segue
de perto a fungéo refutativa: se submetemos nossas opinides (e as opiniées dos
nossos colegas, e dos sabios) a uma analise refutativa minuciosa, estaremos em
uma posi¢do muito melhor para julgar o que mais facilmente é verdadeiro e falso.
De fato, encontramos tal procedimento no comego de muitos dos tratados de
Aristételes: uma enumeracéo das opinides correntes sobre o assunto junto com
uma compilagdo de “problemas” suscitados por essas opinides. Aristoteles possui
um termo especial para esse tipo de revisdo: uma diaporia, um “através de uma
problematizag&o”.

Ele acrescenta um segundo uso que € mais dificil de compreender e mais
intrigante. Os Analiticos Posteriores argumentam que se alguma coisa pode ser
provada, entdo nem tudo que é conhecido é conhecido como resultado de prova.
Que meios alternativos existem pelos quais os primeiros principios s&o
conhecidos? A propria resposta de Aristételes como encontrada nos Analiticos
Posteriores 1119 é dificil interpretar, e fildsofos recentes frequentemente a
acharam insatisfatéria, dado que (como frequentemente € interpretado) ela parece
comprometer Aristételes com uma forma de apriorismo ou racionalismo, ambas
indefensaveis em si mesmas e ndo consoantes com sua propria insisténcia sobre
a indispensabilidade da investigacdo empirica na ciéncia natural.

Contra esse pano de fundo, a seguinte passagem nos Topicos 1.2 pode
ter importancia especial:
também é util uma ligagdo com as coisas primeiras concernentes a cada ciéncia. Pois é
impossivel dizer qualquer coisa sobre a ciéncia que esta sob consideragdo com base em
seus proprios principios peculiares, dado que os principios sao anteriores a tudo, e temos
de lidar com eles por meio do que é geralmente aceito sobre cada um. Mas isso é peculiar,
ou mais préprio, a dialética: pois dado que ela é investigatéria com respeito aos principios
de todas as ciéncias, ela possui um modo de proceder.

Vérios interpretadores (comegando com Owen 1961) sustentam a partir
dessa passagem e outras que a dialética esta no coragdo do método filoséfico de
Aristoteles. Uma discusséo adicional desse problema nos levaria para muito além
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do assunto desse artigo (0 desenvolvimento mais completo esta em Irwin 1988;
ver também, Nussbaum 1986 e Bolton 1990; para criticas, Hamlyn 1990, Smith
1997).

9. Dialética e Retorica

Aristételes diz que a retdrica, isto é, o estudo do discurso persuasivo, é
uma “contraparte” (antistrophos) da dialética e que a arte retérica € um tipo de
“desenvolvimento” (paraphues ti) da dialética e o estudo dos tipos de carater. A
correspondéncia com o método dialético é direta: discursos retéricos, tal como
argumentos dialéticos, buscam persuadir outros a aceitar certas conclusdes com
base em premissas que eles ja aceitaram. Portanto, as mesmas medidas Uteis em
contextos dialéticos serdo, mutatis mutandis, Uteis aqui: saber em quais premissas
uma plateia de certo tipo esta inclinada a acreditar, e saber como encontrar
premissas das quais as conclusdes pretendidas se sigam.

A Retérica ndo se encaixa nessa descricdo geral: Aristoteles inclui tanto
as discussdes de tipos de pessoas ou audiéncias (com generalizagdes sobre
aquilo em que cada tipo tende a acreditar) quanto uma verséo resumida (em 11.23)
dos padrbes de argumento discutidos nos Tépicos. Para uma discussao adicional
de sua retorica, ver a retdrica de Aristoteles.

10. Argumentos Sofisticos

Demonstracdes e argumentos dialéticos sédo, para Aristoteles, formas de
argumentos validos. Contudo, ele também estuda o que ele chama de
controversos (eristikos) ou argumentos sofisticos: esses ele define como
argumentos que estabelecem suas conclusdes apenas aparentemente. De fato,
Aristoteles define esses dialectical sullogismoi como aparentes (mas néo
genuinos). Eles podem ter a aparéncia de duas formas:

1. Argumentos nos quais a conclus@o apenas parece que Se segue
necessariamente das premissas (sullogismoi aparentes, mas nao
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genuinamente).
2. Sullogismois genuinos, onde apenas as premissas sao aparentes, mas
nao genuinamente aceitaveis.

Argumentos do primeiro tipo, em termos contemporaneos, aparentam ser
validos, mas na realidade séo invalidos. Argumentos do segundo tipo s&o,
inicialmente, mais dificeis de entender: dado que aceitabilidade tem a ver com o
que as pessoas acreditam, poderia parecer que aquilo que parece ser endoxos na
verdade deve ser endoxos. Contudo, Aristoteles provavelmente tem em mente
argumentos com premissas que podem, a primeira vista, parecer aceitaveis, mas
que, com maior reflexdo, rapidamente notamos que ndo sao aceitaveis. Considere
este exemplo da época de Aristételes:

* Tudo que vocé nao tiver perdido vocé ainda tem.
* Vocé ndo perdeu chifres.
* Portanto, vocé tem chifres.

Isso é claramente um argumento ruim, mas o problema n&o é que é
invalido: em vez disso, o problema é que a primeira premissa, embora
superficialmente plausivel, é falsa. De fato, qualquer um com um pouco de
habilidade para acompanhar um argumento perceberé isso imediatamente ao ver
esse argumento.

O estudo de Aristoteles de argumentos sofisticos estad contido nas
Refutagdes Sofisticas, que na verdade € uma espécie de apéndice aos Tdpicos.

Em uma notavel extensdo, discussdes contemporaneas sobre falacias
reproduzem as proprias classificagbes de Aristoteles. Veja Dorion 1995 para
discussoes adicionais.

11. Nao Contradigao e Metafisica

Dois temas frequentes no tratamento da ciéncia por Aristételes séo (1)
que os primeiros principios das ciéncias ndo sdo demonstraveis e (2) que ndo ha
uma unica ciéncia universal incluindo todas as outras como suas partes. “Todas
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as coisas nao estdo em um unico género”, ele diz, “e mesmo se estivessem, todos
0s seres ndo poderiam cair sob 0s mesmos principios” (Refutagdes Sofisticas 11).
Assim, é exatamente a aplicabilidade universal da dialética que o leva a negar-lhe
o status de uma ciéncia.

Na Metafisica IV (I'), contudo, Aristdteles parece expressar uma
concepgao diferente. Inicialmente, ele argumenta que ha, em certo sentido, uma
ciéncia que tem o ser como o género (seu nome para isso € “filosofia primeira”).
Segundo, ele argumenta que os principios dessa ciéncia serdo, de certo modo, 0s
principios de todas (embora ele ndo sustente que os principios das outras ciéncias
podem ser demonstrados a partir deles). Terceiro, ele identifica um dos seus
primeiros principios como o “mais seguro” de todos os principios: o principio da
ndo contradicdo. Como ele coloca,

E impossivel que a mesma coisa pertenca e ndo pertenca
simultaneamente & mesma coisa, no mesmo sentido.

Esse é o mais seguro de todos os principios, nos diz Aristoteles, porque
“é impossivel estar errado sobre ele”. Dado que ele é um primeiro principio, ndo
pode ser demonstrado; aqueles que pensam o contrario sdo “ndo educados na
analitica”. Contudo, Aristételes entdo fornece o que ele chama de uma
“demonstragéo refutativa” (apodeixai elenktik6s) desse principio.

Uma discussdo adicional sobre esse principio € 0os argumentos de
Aristoteles sobre ele pertencem a um tratamento de sua metafisica (ver metafisica
de Aristoteles). Contudo, deve ser notado que: (1) esses argumentos dependem
das concepgoes de Aristoteles sobre Iégica em uma extensao maior que qualquer
outro tratado fora das proprias obras légicas; (2) nas obras logicas, o principio da
nao contradicdo é uma das ilustragbes prediletas de Aristoteles dos “principios
comuns” (koinai archai) que subjazem a arte da dialética.

Ver metafisica de Aristételes, Dancy 1975, Code 1986 para maiores
discussoes.

12. Tempo e Necessidade: A Batalha Naval

A passagem na obra légica de Aristoteles que talvez tenha recebido a
discussao mais intensa nas décadas recentes esta em Da Interpretagéo 9, onde
Aristételes discute a questdo se toda proposicdo sobre o futuro tem de ser
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verdadeira ou falsa. Embora essa seja uma discussdo um pouco secundaria nesse
contexto, a passagem suscita um problema de maior importancia para os quase
contemporaneos de Aristoteles (e talvez para os contemporaneos).

Uma contradicao (antiphasis) € um par de proposigdes, uma das quais
afirma o que a outra nega. Um dos objetivos principais de Da Interpretagéo é
discutir a tese de que, de toda contradicdo, um membro tem de ser verdadeiro e 0
outro falso. No decorrer dessa discussao, Aristoteles permite algumas excegoes.
Um caso é o que ele chama de proposicdes indefinidas como “um homem esta
caminhando”: nada impede tanto essa proposi¢do quanto esta “‘um homem néo
estd caminhando” sejam simultaneamente verdadeiras. Essa exce¢do pode ser
explicada em termos relativamente simples.

Uma excegdo diferente surge por razdes mais complexas. Considere
estas duas proposigoes:

1. Havera uma batalha naval amanha
2. N&o havera uma batalha naval amanh3

Parece que exatamente uma dessas duas tem de ser verdadeira e a outra
falsa. Mas se (1) for verdadeira agora, entdo tem de haver uma batalha naval
amanha, e ndo pode deixar de haver uma batalha naval amanha. O resultado, de
acordo com esse problema, é que nada é possivel exceto o que realmente
acontece: nao existem possibilidades ndo atualizadas.

Tal concluséo, como Aristételes aponta rapidamente, é um problema
tanto para suas proprias concepgdes metafisicas sobre potencialidades quanto
para a nogdo comum de que algumas coisas dependem de nossa escolha. Por
isso ele propde outra exce¢do a tese geral sobre pares contraditorios.

Isso seria muito provavelmente aceito pela maioria dos intérpretes. O que
arestricdo é, contudo, e o que exatamente a motiva € um tema de muita discérdia.
Foi proposto, por exemplo, que Aristoteles adotou, ou ao menos flertou com, uma
l6gica trivalente para proposi¢des sobre o futuro, ou que ele admitiu lacunas de
valores de verdade, ou que sua solugéo inclui um raciocinio ainda mais abstruso.
Aliteratura é demasiada complexa para ser resumida: ver Anscombe, Hintikka, D.
Frede, Whitaker, Waterlow.

Historicamente, ao menos, é provavel que Aristteles esteja respondendo
a um argumento originado na Escola Megérica. Aos Megaricos na Metafisica IX

61



(©), ele atribui a concepgéo de que apenas aquilo que acontece € possivel. O
problema com o qual ele esta preocupado lembra bastante o “Argumento do
Dominador” de Diodoro Crono, especialmente em alguns detalhes adicionais. Por
exemplo, Aristoteles imagina que a frase sobre a batalha naval de amanhé tenha
sido proferida ha dez mil anos. Caso era verdadeira, entdo sua verdade era um
fato sobre o passado; se o passado agora é imutavel, entdo assim também é o
valor de verdade sobre a expressdo passada. Isso relembra a premissa do
Argumento Dominador de que “o0 que é passado € necessario”. Diodoro Crono
esteve ativo um pouco depois de Aristoteles, e ele era um megarico (ver Dorion
1995 para uma critica da tentativa de David Sedley de rejeitar isso). Parece-me
razodvel concluir que o alvo de Aristételes aqui é algum argumento Megaérico,
talvez uma versao anterior ao Dominador.

13. Glossario da Terminologia Aristotélica

Aceitar: tithenai (em um argumento dialético)
Aceito: endoxos ( também ‘respeitavel’ ‘crenga comum’)
Acidente: sumbebékos (ver incidental)
Acidental: kata sumbebékos
Afirmagao: kataphasis
Afirmativo: kataphatikos
Assergao: apophansis (frase com valor de verdade, frase declarativa)
Assuncdo: hupothesis Pertence: huparchein
Categoria: katégoria (ver discussao na secéo 7.3).
Contradizer: antiphanai
Contradig&o: antiphasis (no sentido de “par de frases contraditérias” e também no
sentido “negacgéo de proposi¢éo”)
Contraria: enantion
Deduc&o: sullogismos
Defini¢do: horos, horismos
Demonstragao: apodeixis
Negagao (de uma proposigao): apophasis
Dialética: dialektiké (a arte da dialética)
Diferenga: diaphora; diferenca especifica, eidopoios diaphora
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Direto: deiktikos (de provas; oposto de “através do impossivel”)
Esséncia: to ti esti, to ti én einai

Essencial: en tdi ti esti (de predicagdes)

Extremo: akron (do termo maior € menor de uma proposigao)

Figura: schéma

Forma: eidos (também ver espécie)

Geénero: genos

Imediato: amesos (“sem um meio”)

Impossivel: adunaton; “através do impossivel” (dia tou adunatou), de algumas
provas.

Incidental: ver Acidental

Inducéo: epagdgé

Médio, termo médio (de uma dedugéo): meson

Negagao (de um termo): apophasis

Objecao: enstasis

Particular: en merei, epi meros (de uma proposi¢éo); kath'hekaston (de individuos)
Peculiar, Propriedade Peculiar: idios, idion

Possivel: dunaton, endechomenon; endechesthai (verbo: “ser possivel”)
Predicado: katégorein (verbo); katéegoroumenon (‘o que é predicado”)
Predicacao: katégoria (ato ou efeito de predicar, tipo de predicagao)
Primério: préton

Principio: arché (ponto de partida de uma demonstragéao)

Qualidade: poion

Reduzir, Reduc&o: anagein, anagdgé

Refutar: elenchein; refutagdo, elenchos

Ciéncia: epistémé

Espécie: eidos

Especifico: eidopoios (de uma diferenga que “cria a espécie”, eidopoios diaphora)
Sujeito: hupokeimenon

Substancia: ousia

Termo: horos

Universal: katholou (ambas as proposi¢des de individuos)
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(I) Légica Classica®

Autor: Stewart Shapiro e Teresa Kouri Kissel
Tradugo: Danilo Jose Ribeiro de Oliveira (UNIFAP) e Rodrigo Reis Lastra Cid (UNIFAP)
Revisédo: Danilo Fraga Dantas (UFSM)

Tipicamente, uma logica consiste em uma linguagem formal ou informal
junto com um sistema dedutivo e uma semantica formal. A linguagem tem
componentes que correspondem a uma parte de uma lingua natural como o
portugués ou o grego. O sistema dedutivo busca capturar, codificar ou
simplesmente registrar argumentos que séo validos para tal linguagem, e a
semantica busca capturar, codificar ou registrar os significados, ou condi¢des de
verdade para ao menos parte da linguagem.

A segao a seguir fornece a base de uma logica tipica, as vezes chamada
“logica classica elementar” ou “légica classica de primeira-ordem”. A se¢&o 2
desenvolve uma linguagem formal, com uma sintaxe e gramatica rigorosa. Uma
linguagem formal é uma sequéncia ou cadeia de caracteres definida
recursivamente a partir de um alfabeto. Como tal, ela ndo tem significado, ou
melhor, o significado de suas formulas é dado pelo sistema dedutivo e pela
semantica. Alguns dos simbolos possuem contrapartes na linguagem comum. Nés
definimos um argumento como sendo uma colegéo néo-vazia de sentengas em

*Tradugdo do verbete "Classical Logic” de Stewart Shapiro and Kouri Kissel, Teresa
publicado pela Stanford Encyclopedia of Philosophy (Edicdo da Primavera de 2018),
edicdo de Edward N. Zalta, publicado com a autorizagdo do editor Prof. Dr. Edward Zalta.
URL = <https://plato.stanford.edu/archives/spr2018/entries/logic-classical/>.

The following is the translation of the entry on Classical Logic by Stewart Shapiro and
Teresa Kouri Kissel, in the Stanford Encyclopedia of Philosophy. The translation follows the
version of the entry in the SEP’s archives. This translated version may differ from the
current version of the entry, which may have been updated since the time of this translation.
The current version is located at https://plato.stanford.edu/entries/logic-classical/. We'd like
to thank the Editors of the Stanford Encyclopedia of Philosophy, mainly Prof. Dr. Edward
Zalta, for granting permission to franslate and to publish this entry.
https://plato.stanford.edu/archives/spr2018/entries/logic-classicall
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linguagem formal, uma das quais € designada para ser a conclusdo. As outras
sentencas (se houver) em um argumento s&o suas premissas. A se¢é@o 3 busca
configurar um sistema dedutivo para a linguagem, no espirito da dedug&o natural.
Um argumento é derivavel se houver uma deducdo de algumas ou de todas as
suas premissas para sua conclusdo. A Secdo 4 oferece uma semantica de
modelos. Um argumento é valido se ndo houver interpretagéo (na semantica) em
que suas premissas sdo todas verdadeiras e sua conclusdo falsa. Isso reflete a
visdo de longa data de que um argumento valido preserva a verdade.

Na secdo 5, vamos ver a relagéo entre o sistema dedutivo e a seméntica,
e em particular, a relagdo entre a derivagéo e a validade. N6s mostraremos que
um argumento é derivavel apenas se este é valido. Esta agradavel caracteristica,
chamada corre¢édo, implica que nenhuma deducéo leva de premissas verdadeiras
para uma conclusdo falsa. Portanto, a deducéo preserva a verdade. Entdo, nos
estabelecemos a tese a conversa, chamada de completude, de que um argumento
é valido apenas se este for derivavel. Isto estabelece que o sistema dedutivo é rico
o suficiente para fornecer uma dedugdo para todo argumento valido. Assim, ha
dedugdes o suficiente: todos e somente os argumentos validos s@o derivaveis.
Nés brevemente indicamos outras caracteristicas da logica, algumas
(caracteristicas) das quais s&o corolarios da corre¢do e da completude.

A secio final, secdo 6, é dedicada a um exame breve da posicao filoséfica
de que a ldgica classica é “a Unica logica certa”.

1. Introdugao

Atualmente, a logica é um ramo da matemética e um ramo da filosofia.
Na maioria das grandes universidades, ambos os departamentos oferecem cursos
de logica, e geralmente ha muita sobreposicéo entre eles. Linguagem formal,
sistemas dedutivos, e semantica formal sdo objetos matematicos e, como tal, o
l6gico esta interessado em suas propriedades e relagdes matematicas. Corregéo,
completude, e a maioria dos outros resultados relatados abaixo sdo exemplos
tipicos. Filosoficamente, a l6gica € no minimo fortemente relacionada ao estudo
do raciocinio correto. O raciocinio € uma atividade epistémica, mental. Desta
forma, a logica é, no minimo, aliada com a epistemologia. A Légica, além disso, é
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um ramo central da ciéncia da computagao, devido, as relagdes computacionais
interessantes em sistemas légicos, e, em parte, & estreita conexao entre
argumentagdo dedutiva formal e raciocinio (veja os verbetes sobre fungdes
recursivas, computabilidade e complexidade, e filosofia da ciéncia da
computagao).

Isso levanta questdes referentes a relevancia filoséfica dos varios
aspectos matematicos da légica. Como dedutibilidade e validade, como
propriedades de linguagens formais — conjuntos de sequéncias de caracteres
sobre um alfabeto fixo — se relacionam com um raciocinio correto? O que os
resultados matematicos relatados abaixo possuem em comum com as questdes
filosdficas relativas ao raciocinio valido? Esta é uma instancia do problema
filosdfico de explicar como a matematica se aplica a realidade ndo-matematica.

Tipicamente, um raciocinio dedutivo comum tem um lugar numa
linguagem natural, ou possivelmente numa mesma linguagem natural expandida
com alguns simbolos matematicos. Desta forma, nossa questdo comega com a
relagdo entre uma linguagem natural e uma linguagem formal. Sem tentar ser
exaustivo, pode ajudar esbocar vérias opgdes sobre este assunto.

Um ponto de vista é a de que as linguagens formais exibem
acuradamente caracteristicas de certos fragmentos de uma linguagem natural.
Alguns filésofos afirmam que sentencas declarativas da linguagem natural
possuem formas l6gicas subjacentes e que essas formas s@o expressas por
formulas de uma linguagem formal. Outros escritores sustentam que sentengas
declarativas (bem-sucedidas) expressam proposigoes; e que as formulas de
linguagens formais, de alguma forma, exibem as formas dessas proposi¢des. Em
uma vis@o como essa, 0s componentes de uma ldgica oferecem as estruturas
profundas subjacentes do raciocinio correto. Um “pedago” de ‘um raciocinio’ em
linguagem natural é correto se a formas subjacentes as sentengas constituem um
argumento valido ou dedutivel. Veja, por exemplo, Montague [1974], Davidson
[1984], Lycan [1984] (e o verbete sobre forma ldgica).

Outro ponto de vista, mantido, a0 menos em parte, por Gottlob Frege e
Wilhelm Leibniz, é o de que porque as linguas naturais s&o carregadas de
imprecis@o e ambiguidade, estas deveriam ser substituidas pelas linguagens
formais. Uma visdo semelhante, sustentada por W. V. O. Quine (ex, [1960],
[1986]), € que uma linguagem natural deveria ser arregimentada, limpa, para um
trabalho cientifico e metafisico sério. Um desiderato desse empreendimento é que
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as estruturas logicas na linguagem arregimentada devem ser transparentes. Deve
ser facil “apreender” as propriedades logicas de cada sentenga. Uma linguagem
arregimentada é semelhante a uma linguagem formal em relagdo, por exemplo,
ao rigor explicitamente apresentado em sua sintaxe e suas condigdes de verdade.

Em uma visdo como esta, a dedugdo e a validade representam
idealizagbes do raciocinio correto na linguagem natural. Um raciocinio é correto
na medida em que corresponde ou pode ser arregimentado por um argumento
valido ou dedutivo em uma linguagem formal.

Quando matematicos e outros filosofos se engajam no raciocinio
dedutivo, eles ocasionalmente invocam férmulas em uma linguagem formal para
ajudar a desambiguar ou, de outra forma, clarificar o que eles querem dizer. Em
outras palavras, algumas vezes, férmulas em uma linguagem formal séo usadas
no raciocinio comum. Isto sugere que alguém poderia pensar uma linguagem
formal como um adendo a linguagem natural. Entdo nossa presente questdo
passa a ser relativa a relagéo entre este adendo e a linguagem original. O que a
dedutibilidade e a validade, conforme bem definidas no adendo, nos dizem sobre
o raciocinio dedutivo correto em geral?

Outro ponto de vista é que uma linguagem formal é um modelo
matematico de uma linguagem natural, mais ou menos no mesmo sentido que,
digamos, uma colegao de massas pontuais & um modelo de um sistema de objetos
fisicos, e que a construgdo de Bohr é um modelo de um atomo. Em outras
palavras, uma linguagem formal apresenta certas caracteristicas de uma
linguagem natural, ou idealizagdes dela, ignorando ou simplificando outras
caracteristicas. O objetivo dos modelos matematicos é langar luz sobre o que eles
modelam, sem afirmar que o modelo é acurado em todos os aspectos ou que deva
substituir aquilo que é modelado. Em uma viséo como essa, a dedutibilidade e a
validade representam modelos matematicos de (talvez diferentes aspectos do)
raciocinio correto em linguagens naturais. Raciocinios dedutivos correspondem,
aproximadamente, a argumentos validos ou dedutiveis; Raciocinios incorretos
correspondem, aproximadamente, a argumentos invalidos ou nao dedutiveis. Veja
por exemplo, Corcoran [1973], Shapiro [1998] e Cook [2002].

N&o ha necessidade de julgar este assunto aqui. Talvez a verdade esteja
em uma combinagdo das opgdes acima, ou talvez alguma outra opgéo seja a
correta, ou mais esclarecedora. Nés levantamos a questao apenas para emprestar
alguma perspectiva filoséfica para o tratamento formal que se segue.
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2. Linguagem

Aqui nds desenvolvemos o basico de uma linguagem formal, ou para ser
preciso, de uma classe de linguagens formais. Como dito, uma linguagem formal
é definida como um conjunto recursivamente definido de sequéncias de caracteres
a partir de um alfabeto fixo. Alguns aspectos das linguas formais correspondem a,
ou tém contrapartes em linguas naturais, como o portugués. Tecnicamente, essa
“relacdo de contraparte” ndo faz parte do desenvolvimento formal, mas a
mencionaremos em certos momentos, para motivar algumas das caracteristicas e
dos resultados.

2.1. Blocos Constitutivos

Comegamos com analogos dos termos singulares, itens linguisticos cuja
fungdo € denotar uma pessoa ou objeto. Nés os chamamos termos. Assumimos
um estoque de constantes individuais. Estas estao em letras minusculas, perto do
comego do alfabeto, com ou sem subscritos numéricos: a, a1, by , ¢, d2 ,efc.

No6s consideramos um nimero potencialmente infinito de constantes
individuais. Dentro do sistema presente, cada constante é um Unico caractere, e
desta forma, as constantes individuais ndo possuem sintaxe interna. Assim, temos
um alfabeto infinito. Isto poderia ser evitado tomando uma constante, como dx,
por exemplo, como consistindo de trés caracteres, um “d” seguido por um par de
“2” subscrito.

Também assumimos um estoque de variaveis individuais. Estas séo
representadas pelas letras minUsculas, préximas ao final do alfabeto, com ou sem
subscritos numéricos:

W, X, Y12, Z , Zs, etc.

Em raciocinio matematico comum, ha duas fungdes que termos precisam
ser cumprir. Precisamos ser capazes de denotar objetos especificos, porém nédo
especificados (ou arbitrarios) e, as vezes, precisamos expressar a generalidade.
Em nosso sistema, usamos constantes para o papel de referéncia nao
especificada e variaveis para expressar generalidade. Ambos 0s usos s&o
recapitulados no tratamento formal abaixo. Alguns Iégicos empregam simbolos
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diferentes para objetos ndo especificados (as vezes, chamada, “pardmetros
individuais”) e usam variaveis para expressar generalidade.

Constantes e variaveis sdo os Unicos termos em nossa linguagem formal,
portanto todos 0s nossos termos séo simples, correspondendo a nomes proprios
e a alguns usos de pronomes. Nés chamamos um termo de fechado se ele néo
contém variaveis. Em geral, ndés usamos v para representar variaveis e f para
representar um termo fechado. Alguns autores também introduzem letras
funcionais, que permitem termos complexos que correspondem a: “7+4” e “a
esposa de Bill Clinton”, ou a termos complexos contendo variaveis, como “o pai
de x" e “x/y”. Os livros de l6gica voltados para matematicos provavelmente contém
letras funcionais devido a centralidade das fungdes em um discurso matematico.
Livros destinados a um publico mais geral (ou a estudantes de filosofia) podem
deixar de lado as letras funcionais, pois simplificam a sintaxe e a teoria. Nos
seguimos a Ultima rota aqui. Este é um exemplo de escolha de apresentar um
sistema com recursos expressivos maiores, ao custo de tornar seu tratamento
formal mais complexo.

Para cada numero natural n, introduzimos um estoque de letras
predicativas de n-posicdes. Sdo letras mailsculas do comego ou do meio do
alfabeto. Um sobrescrito indica o nimero de posicdes, e pode ou ndo pode haver
um indice subscrito. Por exemplo,

A3, B3, P8, etc.

sao letras predicativas de trés posigdes. Nos frequentemente omitimos o
sobrescrito, quando nenhuma confus&o resulta. Também adicionamos um simbolo
de predicado especial de duas posicdes “="para a identidade.

As vezes, as letras predicativas de zero posicBes sdo chamadas de
“letras sentenciais”. Elas correspondem a sentencas independentes das quais a
estrutura interna ndo importa. Letras predicativas de uma posigao, chamadas
“letras predicativas monéadicas”, correspondem a itens linguisticos que denotam
propriedades, como “ser um homem”, “ser vermelho” ou “ser um numero primo”.
As letras predicativas de duas posicbes, chamadas de “letras predicativas
binarias”, correspondem a itens linguisticos que denotam relagbes binérias, como
“ser um pai de” ou “ser maior que”. As letras predicativas de trés posi¢des
correspondem a relagdes de trés posicdes, como “ficar em linha reta entre”. E
assim por diante.

A terminologia néo logica da linguagem consiste em suas constantes
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individuas e letras predicativas. O simbolo “=", para identidade, néo é um simbolo
ndo légico. Ao considerar a identidade como ldgica, nds fornecemos um
tratamento explicito para ela no sistema dedutivo e na semantica formal. A maioria
dos autores faz 0 mesmo, mas ha alguma controvérsia sobre o assunto (Quine
[1986, capitulo 5]). Se K é um conjunto de constantes e letras predicativas, entéo
damos os fundamentos de uma linguagem L1K= construida sobre este conjunto
de terminologia n&o logica. Pode ser chamada de linguagem de primeira ordem
com identidade em K. Uma linguagem similar que ndo possui o simbolo para
identidade (ou que toma a identidade como n&o légica) pode ser chamada de L1K,
a linguagem de primeira ordem sem identidade em K.

2.2. Formulas Atomicas

Se V é uma letra predicativa de n-posigdes em K, e ,,...,t, s&o termos
de K, entdo Vi, ...t, é uma formula atémica de L1K=. Observe que os termos
t,,...,th ndo precisam ser distintos. Exemplos de férmulas atdmicas incluem:

P4xaab, C'x, C'a, D°, A%abc.

O dltimo é um anélogo de uma declaracéo de que uma certa relagéo (A)
se mantém entre trés objetos (a, b, ¢). Se t, e t, sd0 termos, entdo ; =t, é também
uma férmula atémica de L1K=. Ela corresponde a uma afirmagao de que  é idéntico
a tz-

Se uma férmula atdmica nédo possui varidveis, entdo esta é chamada de
sentenca atémica. Se tiver variaveis, ela é chamada aberta. Na lista de exemplos
acima, a primeira e a segunda estdo abertas; as demais s&o sentencas.

2.3. Formulas Compostas

Agora apresentamos os itens finais do Iéxico:
-I’&’V’_)lvial(’)
Damos uma definigdo recursiva de uma férmula de L1K=:
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1. Todas férmulas atémicas de L1K= s&o férmulas de L1K=.

2. Se 6 é uma féormula de L1K=, entdo 76 também o é.

Uma férmula correspondente a 76 diz que nao é o caso que 6. O simbolo
“=” é chamado “negacéo”, e & um conectivo unério.

3. Se Be w sdo férmulas de L1K=, entdo também o é B &y).

O simbolo “&” corresponde ao portugués “e” (quando “e” é
usado para conectar as sentengas). Entdo (6 & ) pode ser lido como ” 6
e @". Aférmula (6 & w) é chamada de “conjuncéo” de B e w.

4. Se O e y sao formulas de L1K=, entdo (OV y) também é.

A cunha “V” corresponde a “ou ... ou um... ou ambos”, entdo (6 V y)
pode ser lido “ 6 ou . Aférmula (6 v ) é chamada de “disjungéo” de B e .

5.5. Se O e y séo formulas de L1K=, entdo também 0 é (6 — y).

A seta ¥ —” corresponde aproximadamente a “ se ... entéo ...”, entdo
(6 — ) pode ser lido como “se 6, entdo w”, ou * 6 somente se .

Os simbolos “&”, "V’ e " —" s&o chamados de “conectivos
binarios”, ja que eles servem para “conectar” duas férmulas em uma.
Alguns autores introduzem (6 < ) como uma abreviagéo de ((6 —
W) & (@ — 6)). O simbolo " <" é um analogo da locugéo "se e somente
se”.

6. Se 6 € uma férmula de L1K= e v é uma variavel, entdo vv6 é uma
formula de L1K=.

O simbolo “v” é chamado de quantificador universal e € um analogo de
“para todos”; entdo Vv8 pode ser lido como “para todos os v, 6”.

7. Se 6 € uma formula de L1K= e v é uma variavel, entdo 3v6 é uma
formula de L1K=

O simbolo "3” é chamado de quantificador existencial, e € um analogo
de "existe” ou “ha”, entdo 3vO pode ser lido como “existe um v, tal que 6.

8. Isso é tudo, pessoal. Ou seja, todas as formulas sdo construidas de
acordo com as regras (1)-(7).

A clausula (8) nos permite fazer indugdes sobre a complexidade das
férmulas. Se uma certa propriedade se mantém nas féormulas atdmicas e é
fechada sob as operagdes apresentadas nas clausulas (2) - (7), entdo a
propriedade se mantem para todas as formulas. Aqui esta um exemplo simples:

Teorema 1. Cada formula de L1K= tem 0 mesmo nimero de parénteses
esquerdo e direito. Além disso, cada paréntese a esquerda corresponde a um
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paréntese a direita Unico, que ocorre a direita do paréntese a esquerda. Da mesma
forma que cada paréntese direito corresponde a um paréntese esquerdo Unico,
que ocorre a esquerda do dado paréntese direito. Se um paréntese ocorrer entre
um par combinado de parénteses, entdo o posicionamento do seu par também
ocorrera dentro desse par correspondente. Em outras palavras, parénteses que
ocorrem dentro de um par combinado s&o eles mesmos combinados.

Prova: pela clausula (8), toda férmula é construida a partir de formulas
atébmicas usando as clausulas (2)-(7). As féormulas atdmicas néo possuem
parénteses. Os parénteses sao introduzidos apenas nas clausulas (3)-(5) e, a
cada vez, séo introduzidos como um conjunto combinado. Entao, em qualquer
estagio da construgdo de uma formula, os parénteses séo pareados.

Em seguida, definimos a nogcdo de uma variavel ocorrer livre ou
vinculada em uma foérmula. Uma variavel que segue imediatamente um
quantificador (como em “v,” e “ 3y”) nédo & livre nem vinculada. Nés nao
pensamos nisso como ocorréncias da variavel. Todas as variaveis que ocorrem
numa férmula atébmica séo livres. Se uma variavel ocorre livre (ou ligada) em 6
ou em , entdo essa mesma ocorréncia € livre (ou ligada) em 76, (6 & ), (6
V ) e (6 — ). Ou seja, os conectivos (unarios e binarios) ndo alteram o
status das variaveis que ocorrem neles. Todas as ocorréncias da variavel v em
6 estdo ligadas em Vv8 e 3v6. Qualquer ocorréncia livre de v em O esta ligada
pelo quantificador inicial. Todas as outras variaveis que ocorrem em 6 sao livres
ou ligadas em Vv8 e 3v6, como em 6.

Por exemplo, na formula (Vx(Axy VBx) & Bx), as ocorréncias de “x”
em Axy e no primeiro Bx séo ligadas pelo quantificador. A ocorréncia de "y” e
a ultima ocorréncia de “x” séo livres. Em Vx(Ax— 3xBx), 0 “x” em Ax é ligado
pelo quantificador universal inicial, enquanto a outra ocorréncia de x é ligada
pelo quantificador existencial. A sintaxe acima permite essa “ligagdo-dupla”.
Embora néo criem quaisquer ambiguidades (ver abaixo), nds vamos evitar tais
férmulas, por uma questéo de gosto e clareza.

A sintaxe também permite a chamada vinculacdo vacua, como em
VxBc. Estes também seréo evitados no que se segue. Alguns tratamentos da
légica excluem a ligacdo vacua e a dupla ligagdo como uma questdo de
sintaxe. Isso simplifica alguns dos tratamentos abaixo, e complica outros.

Variaveis livres correspondem a guardadores de posi¢ao [place-
holders], enquanto variaveis ligadas sdo usadas para expressar generalidade.
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Se uma férmula n&o tiver variaveis, ela sera chamada de sentenga. Se uma
formula contiver variaveis livres, ela sera chamada de aberta.

2.4. Caracteristicas da Sintaxe

Antes de voltarmos para o sistema dedutivo e para a semantica,
mencionamos algumas caracteristicas da linguagem, conforme desenvolvidas
até agora. Isso ajuda a apresentar o contraste entre linguagens formais e
linguagens naturais, como o portugués.

N6s assumimos desde o inicio que todas as categorias séo disjuntas.
Por exemplo, nenhum conectivo é também um quantificador ou uma variavel,
e os termos néo légicos também n&do sao parénteses ou conectivos. Também,
os itens dentro de cada categoria sdo distintos. Por exemplo, o sinal para a
disjuncdo néo faz dupla fungéo, tal como o simbolo da negagéo e, talvez mais
significativamente, nenhum predicado de duas posigdes é também um
predicado de uma posigao.

Uma diferenga entre linguagens naturais como o portugués e as
linguagens formais, como L1K= é que as ultimas ndo devem ter ambiguidades.
A politica de que as diferentes categorias de simbolos ndo se sobrepdem, e
que nenhum simbolo realiza dupla fung&o, evita o tipo de ambiguidade, as
vezes chamado de “equivoco”, que ocorre quando uma Unica palavra tem dois
significados: “encontro vocé no banco”. Mas hé outros tipos de ambiguidade.
Considere a frase em portugués:

John é casado e Mary é solteira ou Joe é louco.

Isso pode significar que John é casado e ou Mary é solteira ou Joe é
louco, ou entdo pode significar que tanto John é casado quanto Mary é solteira
ou entdo Joe é louco. Uma ambiguidade como esta, devido a diferentes
maneiras de analisar a mesma sentenga, é chamada por vezes de
“anfibologia”. Se nossa linguagem formal ndo tivesse parénteses, ela contera
anfibologia Por exemplo, haveria uma “férmula” A & B v C. Essa formula seria
(A& B) v C)ou (A & (B V C))? Os parénteses resolvem o que seria uma
anfibologia.

Podemos ter certeza de que ndo existem outras anfibologias em
nossa linguagem? Ou seja, podemos ter certeza de que cada formula de L1K=
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pode ser expressa de apenas uma maneira? Nossa proxima tarefa é responder
a essa pergunta.

Vamos usar temporariamente o termo “marcador unario” para o
simbolo de negagéo (=) ou um quantificador seguido por uma variavel (por
exemplo Vx, 32).

Lema 2. Cada férmula consiste em uma cadeia de caracteres de zero
ou mais marcadores unarios seguidos por uma formula atdmica ou uma
férmula produzida usando um conectivo binario, através de uma das clausulas

(3)-(5).

Prova: Nés procederemos por indugdo sobre a complexidade da
férmula ou, em outras palavras, sobre o nimero de regras de formagéo que
sdo aplicadas. O Lema claramente se aplica a formulas atdbmicas. Seja n um
numero natural, e supunha que o Lema seja valido para qualquer férmula
construida a partir de n ou menos instancias das clausulas (2) - (7). Tomemos 6
como uma férmula construida para n + 1 insténcias. O Lema se sustenta se a
Ultima clausula usada para construir 6 for (3), (4), ou (5). Se a Ultima clausula
usada para construir 8 foi (2), entdo 6 é ~w. Como  foi construido com n
instancias da regra, o Lema se mantém para  (pela hipétese de indugao) e,
assim, vale para 6. Um raciocinio semelhante mostra que o Lema é valido para 6,
se a Ultima clausula usada foi (6) ou (7). Pela clausula (8), isso exaure todos 0s
casos €, portanto, 0 Lema vale para 6 por indugo.

Lema 3. Se uma formula 6 contiver um paréntese a esquerda, entdo ela
também tem um paréntese a direita, que pareia com o paréntese mais a esquerda
em 6.

Prova: Aqui também procedemos por indu¢do no numero de instancias
de (2) — (7) usadas para construir a férmula. Claramente, o Lema vale para
féormulas atémicas, ja que elas néo tém parénteses. Suponha, entédo, que o Lema
se aplica a formulas construidas com n ou menos instancias de (2) - (7) e que seja
6 construida com n + 1 insténcias. Se a Ultima clausula aplicada foi (3) - (5), entéo
0 Lema se mantém, dado que 6 comega com um paréntese esquerdo e termina
com o paréntese direito correspondente. Se a Ultima clausula aplicada foi (2),
entdo 6 é 7y, e a hipdtese de induglo se aplica a . Similarmente, se a Ultima
clausula aplicada foi (6) ou (7), entdo 6 consiste em um quantificador, uma
variavel, e uma férmula aos quais podemos aplicar a hipétese de indugéo. Segue-
se que o Lema vale para 6.
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Lema 4. Cada férmula contém pelo menos uma formula atémica.

A prova procede por indugdo no nimero de instancias de (2) - (7)
usadas para construir a formula, e nés deixamo-la a como um exercicio.

Teorema 5. Sejam a, B sequéncias nédo vazias de caracteres em
nosso alfabeto, de modo que ap (isto é, a seguida por ) seja uma formula.
Entdo a néo é uma férmula.

Prova: Pelo Teorema 1 e Lema 3, se a contém um paréntese a
esquerda, entdo o paréntese a direita que corresponde ao paréntese a
esquerda em aB vem no final de aB, e assim o paréntese a direita
correspondente esta em B. Entdo, a tem mais parénteses a esquerda do que
parénteses a direita. Pelo Teorema 1, a ndo é uma férmula. Entdo agora
suponha que a ndo contém nenhum paréntese a esquerda. No Lema 2, a3
consiste de uma cadeia de zero ou mais marcadores unarios seguidos por
uma férmula atémica ou uma férmula produzida usando um conectivo binario,
via uma das clausulas (3) - (5). Se a ultima formula foi produzida através de
uma das clausulas (3) - (5), entéo ela comega com um paréntese a esquerda.
Como a ndo contem parénteses, deve ser uma cadeia de marcadores unarios.
Mas entdo a néo contém nenhuma férmula atémica, e entdo pelo Lema 4, a
ndo é uma formula. O Unico caso restante é onde a consiste em uma cadeia
de marcadores unarios seguidos por uma férmula atémica, seja na forma t, =

t,ou Pt, ... t. Novamente, se a consistisse apenas de marcadores unarios,

n&o seria uma formula, e assim a deve consistir dos marcadores unarios que
iniciam a8, seguidos ou por t,, t, =, ou pela letra predicativa P, e talvez, alguns
(mas ndo todos) termos t,..., t. Nos dois primeiros casos, a ndo possui uma
féormula atdmica, pela politica de que as categorias ndo se sobrepdem. Como P é
uma letra predicativa de n-posi¢oes, pela politica de que as letras predicativas séo
distintas, P ndo é uma letra predicativa de M-posi¢des para qualquer m # n.
Portanto, a parte de a que consiste em P seguida pelos termos ndo € uma férmula
atdbmica. Em todos esses casos, entdo, a ndo contém uma férmula atémica. Pelo
Lema 4, a ndo é uma formula.

Estamos finalmente em posicéo de mostrar que n&o ha anfibologias em
nossa linguagem.

Teorema 6. Seja 6 qualquer formula de L1K=. Se 6 ndo é atémica,
entdo ha um e apenas um entre (2) — (6) que foi a Ultima clausula aplicada para
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construir 6. Ou seja, 6 ndo poderia ser produzida por duas clausulas diferentes.
Além disso, nenhuma férmula produzida pelas clausulas (2) - (7) é atémica.
Prova: Pela Clausula (8), ou 6 ¢ atdmica ou foi produzida por uma das
clausulas (2) — (7). Assim, o primeiro simbolo em 6 deve ser uma letra predicativa,
um termo, um marcador unario, ou um paréntese a esquerda. Se 0 primeiro
simbolo em 6 € uma letra ou termo de predicado, entdo 6 é atdmica. Nesse caso,
6 néo foi produzida por nenhuma das clausulas (2) - (7), pois todas essas formulas
comegam com algo diferente de uma letra ou termo de predicado. Se o primeiro
simbolo em 6 é um sinal de negagdo “~”, entdo 6 foi produzida pela clausula (2),
e ndo por qualquer outra clausula (dado que as outras clausulas produzem
formulas que comegam com um quantificador ou um paréntese esquerdo).
Similarmente, se 6 comega com um quantificador universal, entdo ela foi
produzida pela clausula (6), € ndo por qualquer outra clausula, e se 6 comega com
um quantificador existencial, entdo foi produzida pela clausula (7), e ndo por
qualquer outra clausula. O Unico caso que resta é aquele em que 8 comega com
um paréntese a esquerda. Neste caso, esta deve ter sido produzida por uma das
clausulas de (3) - (5), e ndo por qualquer outra. Nés s6 precisamos descartar a
possibilidade de que 6 tenha sido produzido por mais de uma dentre (3) - (5), e
ndo por qualquer outra clausula. Para usarmos um exemplo, suponha que 6 foi
produzida por (3) - (4). Entao 6 & (y, & w,) e 6 também € (w, V ,), em que

W, Wy Wy, € W, sdo elas mesmas formulas. Ou seja, (¥ & W) € @ mesma
formula que (w, v w,). Pelo Teorema 5, w, néo pode ser uma parte propria

de W5 nem W pode ser uma parte propria de W;. Entdo, ¥; deve ser a mesma
formula que ¥s;. Mas entdo “&” deve ser 0 mesmo simbolo que “V”, e isso
contradiz a politica de que todos os simbolos sao diferentes. Entdo, 6 néo foi
produzido pelas clausulas (3) e (4). Raciocinio semelhante da conta das outras
combinagdes.

Este resultado é as vezes chamado de “legibilidade unica”. Isso
mostra que cada férmula é produzida a partir das formulas atdbmicas, através
das varias clausulas, de exatamente uma maneira. Se 6 foi produzida pela
clausula (2), entdo seu conectivo principal € o “~" inicial. Se 6 foi produzida
pelas clausulas (3), (4) ou (5), entdo seu conectivo principal € 0 “&”, “v” ou
“—" introduzido respectivamente. Se 6 foi produzida pelas clausulas (6) ou
(7), entdo seu conectivo principal é o quantificador inicial. Pedimos desculpas
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pelos detalhes tediosos. Nés os incluimos para indicar o nivel de precisdo e
rigor da sintaxe.

3. Deducao

Nos introduzimos agora um sistema dedutivo, D, para nossas
linguagens. Como acima, definimos um argumento como uma colegéo nao
vazia de sentengas em uma linguagem formal, dentre as quais uma é
designada como a conclusdo. Se existem outras frases no argumento, elas
sao suas premissas. Por convencgdo, usamos “I”, “T"”, “ I'y", efc, para versar
sobre os conjuntos de formulas, e usamos as letras “@”, “w’, “6", mailsculas ou
mindsculas, com ou sem subscritos, para variar sobre formulas singulares.
Escrevemos T, " " para a unido entre I e I, e “T, ¢” para a unido entre I" e {¢}.

Escrevemos um argumento na forma (I, ¢), onde I' € um conjunto de
sentencas, as premissas, e ¢ é uma Unica sentenca, a concluséo. Lembre-se
que I pode ser vazio. Escrevemos I ¢ para indicar que ¢ é dedutivel de T,
ou, em ouras palavras, que o argumento (I,¢) é dedutivel em D. Podemos
escrever [ +p ¢ para enfatizar o sistema dedutivo D. Escrevemos ¢ ou +p
¢ para indicar que ¢ pode ser deduzido (em D) do conjunto vazio de
premissas.

As regras em D sdo escolhidas para combinar relagdes logicas
relativas aos anélogos portugueses da terminologia légica na linguagem.
Novamente, definimos a relacdo de dedutibilidade por recursdo. Comegamos
com a regra de premissas:

(Pre)  Se ¢ é um membro de I, entao I - ¢p.

Portanto, temos assim que {¢} + ¢; cada premissa se segue de si
mesma. Em seguida, apresentamos duas clausulas para cada conectivo e
quantificador. As clausulas indicam como introduzir e eliminar frases nas quais
cada simbolo é o principal conectivo.

Primeiro, lembre-se que “&” € um analogo do conectivo portugués “e”.
Intuitivamente, pode-se deduzir uma sentenca da forma (6 & ) se 6 ja foi
deduzido e se y ja foi deduzido. Conversamente, pode-se deduzir 6 de (6 & )
e pode-se deduzir  de (6 & y):
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&) Sel+6Oely,entdol,MF(6&y).

(&E) SelH(B&y)entdol-6;esel - (O&yw)entdo I - .

O nome “&I” significa “&-introducéo”; “&E” significa “&-eliminagao”.

Como o simbolo “V” corresponde ao portugués “ou”, (8 Vv ) deve ser
dedutivel de B e (6 Vv ) também deve ser dedutivel de y (6 V ):

(vl) Selr6Bentdol-(BVvy);sel-wentdol - (6V ).

A regra de eliminagdo € um pouco mais complicada. Suponha que é
verdade que "6 ou . Suponha também que ¢ segue de 6 e que ¢ segue de .
Pode-se raciocinar que se 6 é verdadeiro, entdo ¢ é verdadeiro. Se, em vez disso,
w for verdadeiro, ainda temos que ¢ ¢ verdadeiro. Entdo, de qualquer forma, ¢
deve ser verdadeiro.

(VE) Seli1+(6Vy),2,0+¢pelswr ¢, entdolN, MM+ ¢.

Para as proximas clausulas, lembre-se de que o simbolo, “—”, é um
analogo da construgéo “se... entdo...” em portugués. Se alguém sabe, ou assume
(6 — ) e também sabe, ou assume 6, entdo pode-se concluir .
Conversamente, se deduzirmos  de uma suposi¢do 6, entdo podemos concluir
que (6 — y).

(—!l) Sel,6Fyw,entéol (68— ).

(—E) SelikH(@—w)el2+06,entéol, N+ y.

Esta regra de eliminacdo é as vezes chamada de “modus ponens”.
Em alguns textos l6gicos, a regra é provada como um “teorema de deducdo”.

Nossas proximas clausulas sdo para o sinal de negagédo “”. A ideia
subjacente é que uma sentenga  é inconsistente com a negagao . Ambas néo
podem ser verdadeiras. Chamamos um par de sentengas , =y contraditorias.
Se podemos deduzir tal par de uma suposicdo 6, entdo podemos concluir que 6
é falso, ou, em outras palavras, podemos concluir que 6.

(1) Sel,0Fwel, 0Fw,entdol, M +6.

Por (Pre), temos que {A, "A} -+ A e {A,7A}  ~A. Entdo, por -l eu
tenho que {A} - 7A. No entanto, ainda ndo temos a conversa. Intuitivamente,
=76 corresponde a “ndo é 0 caso que ndo € o caso que”. Alguém poderia
pensar que este Ultimo é equivalente a 6, e nds temos uma regra para esse
efeito:

(EDN) Sel 16, entdol + 6.

O nome EDN significa “eliminagdo de dupla negacdo”. Ha alguma
controvérsia sobre esta inferéncia. Ela é rejeitada por fildsofos e matematicos
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que néo sustentam que toda sentenca significativa seja ou verdadeira ou ndo
verdadeira. A l6gica intuicionista ndo sanciona a inferéncia em questéo (ver,
por exemplo Dummett [2000], ou o verbete sobre a ldgica intuicionista, ou a
sobre a historia da légica intuicionista), mas, novamente, a logica classica
sanciona.

Para ilustrar as partes do sistema dedutivo D apresentadas até agora,
mostramos que (A V 7A):

{7(A v -A), A} - (A v -A), por (Pre).

i. {7(Awv-A), A}~ A, por(Pre).

jii. {~7(AVv-A), A} (AV-A), por (V) de (i).

iv. {7(A Vv -A)} A, por (7l), de (i) e (iii).

V. {7(AV -A), "A} (A Vv DA), por (Pre).

vi. {7(A v 1A), 7A} A, por (Pre).

vii. {7(A v 1A), "A} - (A v 1A), por (VI), de (vi).
viii.{"(A v "A)} F =2A , por (7l), de (v) e (vii).

iX. = 77(A v -A), por ("I) de (iv) e (viii).

X. (A Vv 7A), por (EDN), de (ix).

O principio (6 v —6) é as vezes chamado de lei do terceiro excluido. Este
ndo é valido na ldgica intuicionista.

Seja 6, "6 um par de contraditorias, e  seja qualquer sentenga. Por
(Pre) temos {6, 76, ~y} + B e {6, 76, ~y} + 6. Entéo por ("), {6, 76} + .
Entéo, por (EDN) temos {6, 76} - w.

Isto é, tudo segue de um par de contraditérias opostas. Alguns l6gicos
introduzem uma regra para codificar uma inferéncia similar:

Sel +6eTl, + 16, entdo para qualquer sentenga w, 1, - .

A inferéncia é algumas vezes chamada de ex falso quodlibet ou, de
modo mais colorido, exploséo. Alguns chamam isso “7-eliminag&o”, mas talvez
isso amplie um pouco a nogao de “eliminagdo”. Nés ndo incluimos oficialmente o
ex falso quodlibet como uma regra separada em D, mas como sera mostrado
abaixo (Teorema 10), cada instancia dele é derivavel em seu novo sistema D.

Alguns légicos objetam ao ex falso quodlibet, alegando que a sentenga
W pode ser irrelevante para qualquer das premissas em I'. Suponha, por exemplo,
que alguém comece com algumas premissas " sobre a natureza humana e fatos
sobre certas pessoas, e entdo deduza tanto a sentenga “Clinton teve relagbes
sexuais extraconjugais” quanto “Clinton ndo teve relagbes sexuais
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extraconjugais”. Pode-se talvez concluir que h& alguma coisa errada com as
premissas I. Mas devemos ser autorizados a deduzir qualquer coisa de I?
Deveriamos estar autorizados a deduzir “A economia é correta”?

Uma pequena minoria de logicos, chamados dialeteistas, sustentam que
algumas contradi¢des sdo atualmente verdadeiras. Para eles, o ex falso quodlibet
n&o preserva a verdade.

Sistemas dedutivos que respeitam o ex falso quodlibet sdo chamados
paraconsistentes. A maior parte das légicas relevantes (um tipo de ldgica) sdo
paraconsistentes. Veja os verbetes sobre légica da relevancia, logica
paraconsistente, e dialeteismo. Ou veja Anderson e Belnap [1975], Anderson,
Belnap, e Dunn [1992], e Tennant [1997] para visdes gerais mais completas
da légica da relevancia; e Priest [2006], [2006a] para o dialeteismo. Questdes
filosoficas profundas sobre a natureza da consequéncia légica sdo complexas.
Longe de ser um artigo em uma enciclopédia de filosofia que evita problemas
filoséficos, mas consideracdes de espaco impedem um tratamento mais
completo desta questdao aqui. Nos basta notar que a inferéncia ex falso
quodlibet é sancionada nos sistemas da logica classica, objeto deste artigo. E
essencial estabelecer o equilibrio entre o sistema dedutivo e a semantica (ver
§5 abaixo).

As préximas partes de D sdo as clausulas para os quantificadores.
Seja 6 uma formula, v uma variavel e t um termo (i.e. ou seja, uma variavel ou
uma constante). Entdo, definimos 6(v|f) como sendo o resultado da
substituicdo de t em cada ocorréncia livre de v em 6. Entdo, se 6 é (Qx &3
xPxy), entdo 6(x|c) é (Qc &3 xPxy). A ultima ocorréncia de x néo é livre.

Uma sentenga da forma Vv6 é um analogo do portugués “para todo v,
6 se mantém”. Entéo, deve-se ser capaz de inferir 6(v|t) de VvB para qualquer
termo fechado t. Lembre-se de que os Unicos termos fechados em nosso sistema
s8o constantes.

(VE) SeT + vv6, entdo I' - 6(v|t), para qualquer termo fechado t.

A ideia aqui é que, se VvO é verdade, entdo 6 deve se manter com ¢,
n&o importa o que t seja.

A clausula de introdugdo para o quantificador universal € um pouco
mais complicada. Suponha que uma sentenga 6 contém um termo fechado ¢, e
que 6 tenha sido deduzida de um conjunto de premissas I. Se o termo fechado ¢
ndo ocorrer em nenhum membro de I', entdo 6 se mantera nao importando a qual
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objeto t denota. Isto &, Vv se segue.

(V1) Para qualquer termo fechado ¢, se I' + 6(v|f), entdo ' + Vv,
dado que t ndo estejaem I ou 6.

Essa regra (V1) corresponde a uma inferéncia comum em matematica.
Suponha que um matematico diga “seja n um numero natural” e prossiga
mostrando que tem n uma certa propriedade P, sem assumir nada sobre n
(exceto que &€ um nUmero natural). Ele entdo lembra ao leitor que n &
“arbitrario” e conclui que P é valido para fodos os nimeros naturais. A
condigdo de que o termo ndo ocorra em nenhuma premissa € o0 que garante
que é de fato “arbitrario”. Poderia ser qualquer objeto, e entdo qualquer coisa
que concluissemos sobre isso vale para todos os objetos.

O quantificador existencial € um analogo da expressao portuguesa
“existe”, ou talvez “ha”. Se tivermos estabelecido (ou assumido) que um
determinado objeto t tem uma dada propriedade, entdo segue-se que ha
alguma coisa que tem essa propriedade.

(31) Para qualquer termo fechado ¢, se I' + 6(v|f) entédo [ - 3v6.

Aregra de eliminagéo para 3 néo é tao simples:

(3E) Para qualquer termo fechado t, se 't - 3vB e 2, B(v|) - ¢,
entdo I't, 2 + ¢, desde que n&o t ndo ocorra em ¢, [, ou 6.

Essa regra de eliminagdo também corresponde a uma inferéncia
comum. Suponha que um matematico assuma ou, de alguma forma, conclua
que existe um numero natural com uma dada propriedade P. Ele entéo diz
“seja n tal numero natural, de modo que Pn”, e prossiga para estabelecer uma
sentenca ¢, que ndo menciona 0 numero n. Se a derivagao de ¢ néo invocar
nada sobre n (exceto a suposi¢do de que ele possui a propriedade P dada),
entdo n poderia ter sido qualquer nimero que possuisse a propriedade P. Ou
seja, n € um numero arbitrario com propriedade P (aqui € onde invocamos
constantes que “"denotam” objetos arbitrarios). Nao importa qual o nimero n é.
Como ¢ ndo menciona n, segue-se da afirmacdo de que algo tem a
propriedade P. As condigbes adicionadas a (IE) sdo para garantir que ¢ é
“arbitrario”.

Os itens finais sdo as regras para o sinal de identidade "=". A regra
de introdugéo é bastante simples:

(=l) T'=t=t,onde té qualquer termo fechado.

Essa “inferéncia” corresponde ao truismo de que tudo € idéntico a si

85



mesmo. A regra de eliminacdo corresponde a um principio de que se a é
idéntico a b, entdo qualquer coisa verdadeira de a é também verdadeira de b.

(=E)  Paraqualquer termo fechado tiet,,sel1 Fti=thel 6,
entdo 1,2 - 6', onde €' é obtido de 6 substituindo uma ou mais ocorréncias
de ty por tz .

A regra (=E) indica uma certa restricdo nos recursos expressivos de
nossa linguagem. Suponha, por exemplo, que Harry seja idéntico a Donald (ja que
seus pais travessos lhe deram dois nomes). De acordo com as intuigdes da
maioria das pessoas, ndo se segue disso e “Dick sabe que Harry é mau” que “Dick
sabe que Donald é mau”, porque Dick talvez ndo saiba que Harry é idéntico a
Donald. Contextos como esse, nos quais os idénticos ndo podem ser
substituidos com seguranga uns pelos outros, sdo chamados de “opacos”.
Assumimos que nossa linguagem L1K= n&do possui contextos opacos.

Uma clausula final completa a descri¢cdo do sistema dedutivo D:

(*) Isso é tudo pessoal, ' - 6 somente se 6 segue dos membros de I
pelas regras acima.

Novamente, esta clausula permite provas por inducéo nas regras usadas
para estabelecer um argumento. Se uma propriedade de argumentos se mantém
em todas as instancias de (Pre) e de (=I), e se as outras regras preservam a
propriedade, entdo cada argumento que é dedutivel em D tem a propriedade em
questéo.

Antes de passarmos para a teoria dos modelos de L1K=, n6s faremos
uma pausa para observar algumas caracteristicas do sistema dedutivo. Para
ilustrar o nivel de rigor, comegamos com um lema de que, se uma sentenga nao
contém um termo fechado particular, podemos fazer pequenas alteragdes no
conjunto de sentengas de onde o provamos sem problemas. Nés nos permitimos
a liberdade aqui de estender uma nogao anterior: para qualquer termo te t', e
qualquer formula 6, nos falamos que 6 (f|t’) € o resultado da substituicdo de todas
as ocorréncias livres de t em 6 por t.

Lema 7. Se Iy e I'; diferem apenas em que 't contém 6, ', contem 6
(t]t), entdo, para qualquer sentenga ¢ néo contendo tou t’, se ['1 - ¢ entdo I
- .

Prova: A prova procede por indugao sobre 0 nimero de passos ha prova
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de ¢. Crucial para esta prova é o fato de que 6 = 6 ({|t’) sempre que 6 néo
contém t ou t. Quando o nimero de etapas na prova de ¢ é um, isso significa que
a ltima (e unica) regra ¢ aplicada (Pre) ou (=). Ent&o, como ¢ nao contém t ou
t', se I'1 - ¢, nds simplesmente aplicamos a mesma regra ((Pre) ou (=1)) a I, para
obter I'; - ¢». Suponha que existam n > 1 passos na prova de ¢, e que o Lema 8
vale para qualquer prova com menos de npassos. Suponha que a enésima regra
aplicada 'y seja (&I). Entdo ¢ € w& x,el1 ¢ &x. Mas sabemos que as etapas
anteriores da prova incluem ' el 1), e por indugéo, temos M -wel2k,
jaque nem wnem x contém tou t'. Entdo, simplesmente aplicamos (&l) a "2 para
obter I'; - w & x conforme necessario. Suponha agora que o Ultimo passo
aplicado na prova de 't ¢ seja (&E). Entdo, em um passo anterior, na prova de
¢, sabemos que ' - ¢ &  para alguma sentenca . Se  nao contém t, entéo
simplesmente aplicamos (&E) a ', para obter o resultado desejado. A Unica
complicagdo é se  contiver t. Entdo nés teriamos que Iz (¢ &y)({|t). Mas, ja
que (dp &y)(tlt) € p(t|t) & w(l|t), e ¢p(t|t) € apenas ¢, podemos apenas aplicar
(&E) para obter I'; - ¢, como requerido. Os casos para as outras regras sao
semelhantes.

Teorema 8. A regra do enfraquecimento. Sel1 ¢ el S, entdo
M- qb

Prova: De novo, procedemos por inducdo sobre o nimero de regras que
foram usadas para chegar a 't - ¢. Suponha que n > 0 seja um niimero natural,
€ que o teorema seja valido para qualquer argumento derivado usando menos que
n regras. Suponha que 'y - ¢ usando exatamente n regras. Se n = 1, entéo a
regra é (Pre) ou (=I). Nesses casos, I, - ¢ pela mesma regra. Se a Ultima regra
aplicada foi (&I), entéo ¢ tem a forma (6 & ), e temos T3 + B e 4 + , com T4
=T3,I'4. Aplicamos a hipdtese de inducdo as dedugdes de 6 e y, para obter I';
el + . E entdo aplique (&) ao resultado para obter ', - ¢. A maioria dos
outros casos € exatamente como este. Ligeiras complicagdes surgem apenas nas
regras (V1) e (3E), porque nelas temos de prestar atengéo as condigdes para as
regras.

Suponha que a Ultima regra aplicada para obter 't - ¢ seja (V1). Entéo
¢ € uma sentenca de forma VvO, e nds temos que 'y - 6(v|t) e t ocorre em
qualquer membro 't ou em 6. O problema é que t pode ocorrer em um membro
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de I, e, portanto, ndo podemos simplesmente invocar a hipdtese de
inducdo e aplicar (VI) ao resultado. Entéo, seja ' um termo que ndo ocorre em
nenhuma sentenga em I,. Seja " o resultado de substituir por t' todo t em I,
Entéo, ja que t ndo ocorre em [y, Iy S ™. Desta forma, a hipdtese de indugéo
nosdar" + 6(v|f), e sabemos que I ndo contém t, de modo que podemos aplicar
(V1) para obter I”" +Yv6. Mas v¥v6 n&o contem t ou t’, logo I, + yvO pelo lema 7.

Suponha que a ultima regra aplicada tenha sido (3E), e que temos I3+
3v6 e l4,0(v|t) ¢, com 'y sendo 3,4, e com ¢ ndo estando em ¢, ' ou 6. Se
t ndo ocorrer livre em Iy, aplicamos a hip6tese de indugao para obter I'; -
3v6, e entdo (IE), para terminar com 2+ ¢ . Se t ocorrer livre em [, entdo
seguimos um procedimento semelhante ao VI, usando o Lema 7.

Teorema 8 nos permite adicionar as premissas a vontade. Segue-se que
I - ¢ se e somente se houver um subconjunto I’ € T tal que I + ¢. Alguns
sistemas de légica relevante ndo tem enfraquecimento, 0 mesmo vale para ldgica
sub-estrutural. (veja os verbetes sobre logica da relevancia, logica sub-estrutural
e l6gica linear).

Pela clausula (*), todas as derivagdes sdo estabelecidas em um nimero
finito de etapas. Entdo nds temos

Teorema 9.T - ¢ se e somente se houver um ' S T finito, tal que I
- .

Teorema 10. A regra do ex falso quodlibet € uma “regra derivada” de
D:sel1+6el, "6, entdo M, I - , para qualquer sentenga .

Prova: suponha que 't - B e I, - 6. Entdo pelo teorema 8 'y, "y
F6,el, "Wk 16.Entao por (7l), Ty, T2 = 77. Por (EDN), 'y, 2 - .

Teorema 11. Aregrado Corte. Se ' - we ', wH 6, entdo Iy, I
+ 6.

Prova: Suponha T+ we Iy, y + 6. Procedemos pela indugéo sobre
0 numero de regras usadas para estabelecer I';, @ - 6. Suponha que n € um
numero natural, e que o teorema seja valido para qualquer argumento
derivado usando menos de n regras. Suponha que 2, @ + 6 foi derivado
usando exatamente n regras. Se a ultima regra usada foi (=), entdo 'y, 2 -
6 é também uma instancia de (=I). Se I';, @ - 6 é uma instancia de (Pre),
entdo ou 6 é y, ou B € um membro de I,. No primeiro caso, temos 1 - 6 por
suposigéo, e obtemos I'y, ' - 6 por enfraquecimento (Teorema 8). No ultimo
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caso, I'1, [2 - 6 é em si uma instancia de (Pre). Suponha que Iz, w + 6 foi
obtido usando (&E). Entdo nds temos Iz, @ + (6 & ¢). A hipétese de indugao
nosdaly, 2 (B & ¢), e (&E) produz Iy, I'2 - 6. Os casos restantes séo
semelhantes.

O Teorema 11 nos permite encadear inferéncias. Isso se encaixa na
pratica de estabelecer teoremas e lemas e depois usar esses teoremas e
lemas mais tarde, a vontade. O principio do corte, segundo alguns, € essencial
para o raciocinio. Em alguns sistemas logicos, o principio do corte & um
teorema profundo; em outros é invalido. O sistema aqui foi projetado, em parte,
para tornar clara a prova do Teorema 11.

Se I +p 6, entdo dizemos que a sentenca 6 é uma consequéncia
dedutiva do conjunto de sentengas I, e que o argumento ([, 6) &
dedutivamente valido. Uma sentenga 6 é um teorema l6gico, ou uma verdade
légica dedutiva, se p 6. Isto é, 6 é um teorema logico, se € uma consequéncia
dedutiva do conjunto vazio. Um conjunto I de sentencas é consistente, se nao
houver sentenga 6tal que I -p B e I p 6. Isto €, um conjunto é consistente
se ndo implicar um par de sentenga contraditorias.

Teorema 12. Um conjunto I' é consistente se e somente se houver
uma sentenga 6 tal que ndo_sejao casode I' - 6.

Prova: Suponha que I seja consistente e seja 6 qualquer sentenca.
Entdooundo éocasoquel + Boundoéocasoquel 6. Paraaconversa,
suponha que I é inconsistente e seja  qualquer sentenga. Temos que ha
uma sentenca tal que ambos ' - 8 e I - 6. Pelo ex falso quodlibet (Teorema
10), T + w.

Defina um conjunto I de sentengas da linguagem L1K= como sendo
maximamente consistente, se I for consistente e, para cada sentenca 6 de
L1K=, se @ ndo estiver em I, entdo I', B é inconsistente. Em outras palavras,
I € maximamente consistente se I é consistente, e adicionar qualquer
sentenca na linguagem que ainda nao esteja em I' o torna inconsistente. Note
que se ' é maximamente consistente, entdo I' - 6 se e somente se 6 esta em
r.

Teorema 13. O Lema de Lindenbaum. Seja ' qualquer conjunto
consistente de sentengas de L1K=. Entdo ha um conjunto I'" de sentencgas de
L1K=tal que I = " e ' é maximamente consistente.

Prova: Embora esse teorema seja valido em geral, assumimos aqui
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que o conjunto K da terminologia néo légica é ou finito ou enumeravelmente
infinito (isto €, o tamanho dos numeros naturais, geralmente chamados o).
Segue-se que ha uma enumeragao 6y, 6;, ... das sentencas de L1K=, de modo
que cada sentenga de L1K= eventualmente ocorre na lista. Defina uma
sequéncia de conjuntos de sentencas, por recursdo, da seguinte maneira: 'y
é I"; para cada numero natural n, se ', 6, é consistente, entdo tome 1 = Iy,
6,. Caso contréario, deixe I,+1 = ;. Seja [ a uni@o de todos os conjuntos I.
Intuitivamente, a ideia é passar pelas sentengas de L1K=, jogando cada uma
em [, se isso produzir um conjunto consistente. Observe que cada ', é
consistente. Suponha que " é inconsistente. Entdo ha uma sentenga 6tal que
" 6Oel" 6. Pelo Teorema 9 e pelo Enfraquecimento (teorema 8), existe
um subconjunto finito ™ de M tal que ™ + @e ™ + =6. Como " é finito, existe
um numero natural n tal que todo membro de ™ estd em I, Entéo, pelo
Enfraquecimento novamente, ', - 6 e ', + 76. Entdo I, é inconsistente, o
que contradiz a construgéo. Entéo I é consistente. Agora suponha que uma
sentenga 6 néo esteja em . Temos que mostrar que I, 6 é inconsistente. A
sentenga 6 deve ocorrer na lista de sentengas mencionada anteriormente;
diga que 6 é 6,. Como 6, ndo esta em [, entdo nédo estd em [,+1. Isso
acontece apenas se I'm, B € inconsistente. Assim um par de contraditérias
pode ser deduzido de Iy, 8,. Pelo Enfraquecimento, um par de contraditorias
pode ser deduzido de I, 8,. Entdo I, 8, é inconsistente. Assim " &
maximamente consistente.

Observe que esta prova usa um principio correspondendo a lei do
terceiro excluido. Na construcdo de I, assumimos que, em cada estagio, ou
I, é consistente ou ndo é. Os intuicionistas, que se opde ao terceiro excluido,
n&do aceitam o lema de Lindenbaum.

4. Semantica

Seja K um conjunto de terminologia ndo légica. Uma interpretagéo para
a linguagem L1K= ¢ a estrutura M = (d, I), onde d é um conjunto néo vazio,
chamado de dominio-do-discurso, ou simplesmente dominio, da interpretacao, e /
€ uma fungéo de interpretagéo. Informalmente, o dominio é aquilo sobre o qual
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interpretamos que a linguagem L1K= fala. E aquilo sobre o qual as variaveis
versam. A funcdo de interpretacdo atribui extensdes apropriadas aos termos
n&o légicos. Em particular,
Se ¢ é uma constante em K, entéo /(c) € um membro do dominio d.
Assim, assumimos que toda constante denota algo. Sistemas onde
isso ndo é assumido séo chamados ldgicas livres (veja o verbete sobre légica-
livre). Continuando,

Se P’ ¢ uma letra predicativa de zero posi¢des em K, entdo /(P) é um
valor de verdade, a verdade ou a falsidade.

Se Q' é uma letra predicativa de uma posi¢do em K, entdo /(Q) € um
subconjunto de d. Intuitivamente, /(Q) é o conjunto de membros do dominio do
qual o predicado Q é valido. Se Q representa “vermelho”, entdo /(Q) € o
conjunto de membros vermelhos do dominio.

Se R? é uma letra predicativa de duas posi¢des em K, entdo /(R) € um
conjunto de pares ordenados de membros de d. Intuitivamente, /[(R) é o
conjunto de pares de membros do dominio que a relagdo R mantém. Se R
representa “amor”, entéo I(R) € um conjunto de pares ordenados (a, b) tal que
a e b sdo os membros do dominio para o qual a ama b.

Em geral, se S" é uma letra predicativa de n-posi¢des em K, entao /(S)
€ um conjunto de énuplas ordenadas de membros de d.

Defina s como sendo uma atribuigdo de variavel, ou simplesmente
uma atribui¢do, em uma interpretacdo M, se s € uma fungdo das variaveis para
o dominio d de M. O papel da atribuicdo de variaveis é atribuir denotacdes as
variaveis livres de formulas abertas. (Num certo sentido, os quantificadores
determinam “significado” das varidveis ligadas.)

Seja t um termo de L1K=. Definimos a denotagdo de t em M sob s,
em termos da fungdo de interpretacao e atribuicio de variaveis:

Se t é uma constante, entdo Dus (f) € /(f), e se t &€ uma variavel, entdo
Duis (£) € s(f)

Ou seja, a interpretagdo M atribui denotagdes as constantes,
enquanto a atribui¢do de variaveis atribui denotagdes as variaveis (livres). Se
a linguagem contiver simbolos funcionais, a fungdo de denotagédo seria
definida por recurséo.

No6s agora definimos a relagéo de satisfagdo entre interpretagdes,
atribuicdes de variaveis e formulas de L1K=. Se ¢ é uma formula de L1K=, M
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€ uma interpretacao para L1K=, e s € uma atribuigdo de variavel em M, entao
escrevemos M, s = ¢ para M satisfaz ¢ sob a atribui¢do s. A ideia é que M,
S = ¢ é um analogo de “¢ é verdadeiro quando interpretado como M via s”.

No6s procedemos por recursdo na complexidade das formulas de
L1K=.

Se t1 e t sdo termos, entdo M,s = t, = t, se e somente se Dus (f;) é
0 mesmo que D (t,).

Isso € tdo simples quanto parece. Uma identidade t, = t, é verdadeira
se e somente os termos t; e f,denotam a mesma coisa.

Se PY é uma letra predicativa de zero posi¢es em K, entdo M, s =P
se e somente se /(P) for verdade.

Se S"éumaletra predicativa de n-posicdes em Ke t,,...,tsdo termos,
entdo M,s = St, ...ty se e somente se aénupla (Dus (t,),...,Dus(t )) esta em
I(S).

Isso da conta das férmulas atdbmicas. Passamos agora para as formulas

compostas da linguagem, seguindo mais ou menos os significados das
contrapartes portuguesas da terminologia logica.

M, s & 76 se e somente se néo for o caso que M, s = 6.

M, s = (6 & w) se e somente ambos M, s = 6e M, s = .

M,s = (6V y)seesomenteseouM, s =60uM,skE y.

M, s = (6 — ) se e somente se ou ndo € o caso que M, s = 6, ou
M sEw.

M, s £ VvO se e somente se M, s’ = 6, para cada atribuicdo s’ que
concorda com s, exceto possivelmente na variavel v.

Aideia aqui é que V6 é verdadeiro se e somente se 8 for verdadeiro,
n&do importando o que for atribuido a variavel v. A clausula final € semelhante.

M, s = 3vO se e somente se M, s' = 6, para alguma atribuigéo s' que
esteja de acordo com s, exceto possivelmente na variavel v.

Entdo 3vO sai verdadeiro se houver uma atribuicdo a v que torne 6
verdadeiro.

O teorema 6, a legibilidade Unica, nos assegura que essa defini¢do é
coerente. Em cada estagio da quebra de uma formula, ha exatamente uma
cladusula a ser aplicada, e assim nunca obtemos veredictos contraditérios
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sobre a satisfagéo.

Como indicado, o papel das atribuigcdes de variaveis é dar denotagdes
as variaveis livres. Mostraremos que as atribuicdes de variaveis nao
desempenham outro papel.

Teorema 14. Para qualquer formula 6, se s1 e s; concordarem nas
variaveis livres em 6, entdo M, s1 = 6 se e somente se M, s, = 6.

Prova: Procederemos por indugdo na complexidade da formula 6. O
teorema se mantém claramente se 6 € atdmico, pois nesses casos apenas 0s
valores das atribuicbes de variaveis nas variaveis em 6 figuram na definigao.
Suponha, entdo, que o teorema se mantenha para todas as formulas menos
complexas que 6. E suponha que s1 e s, concorda nas variaveis livres de 6.
Suponha, primeiro, que 6 é uma negagdo ~w. Entdo, pela hipdtese de
indugdo, M, s1 &=  se e somente se M, s; = . Entao, pela clausula da
negacdo, M, s1 = 7y se e somente se M, s; = . Os casos em que 0
conectivo principal 6 € binario também sao claros. Suponha que 6 é Avy, e
que M,s1 = Jvy. Entdo ha uma atribuicdo s que concorda com sy exceto
possivelmente em v tal que M,s's = . Seja s'; a atribui¢do que concorda com
S2 nas variaveis livres ndo presentes em { e concorda com s'y nas outras.
Entao, pela hipotese de indugéo, M, s, = . Observe que s'; concorda com
$2 em cada variavel exceto possivelmente v. Entdo M,s; = Jvy. A conversa é
a mesma coisa, e 0 caso em que 6 comega com um quantificador universal é
semelhante.

Pelo Teorema 14, se 6 € uma sentenca, e S1, Sz, 0 quaisquer duas
atribuicdes de variaveis, entdo M,s, £ 6 se e somente se M, s, = 6. Entao,

podemos apenas escrever M = 6se M, s = 6 para algumas ou todas, atribuigdes
de variaveis s. Entdo definimos

M &= 6 onde 6 é uma sentenca apenas no caso de M, s = 6 para
todas as atribuicdes de variaveis s.

Neste caso, chamamos M um modelo de 6.

Suponha que K' < K séo dois conjuntos de termos néo légicos. Se M
= (d, Iy € uma interpretagdo de L1K=, entdo nés definimos a restricdo de M
para L1K' como sendo a interpretacdo M ' = (d, I') tal que ' seja a restri¢do de
I para K'. Ou seja, M e M’ tm o mesmo dominio e concordam na terminologia
n&o légica em K'. Uma inducéo direta estabelece o seguinte:
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Teorema 15. Se M’ é a restrigdo de M a L1K’, entdo para toda
sentenca 6de L1K’, M = B se e somente se M' = 6.

Teorema 16. Se duas interpretagdes M e M, tiverem o mesmo
dominio e concordarem com toda a terminologia ndo logica de uma sentenca
6, entédo M, = 6 se e somente se M, = 6.

Em suma, a satisfacdo de uma sentenga 6 apenas depende do dominio
do discurso e da interpretagéo da terminologia n&o I6gica em 6.

Dizemos que um argumento ([,0) é semanticamente valido, ou
apenas valido, escrito I' =6, se para toda interpretagdo M da linguagem, se M
E , paratodo membro wde T, entio M = 6. Se T = 6, também dizemos
que 6 é uma consequéncia l6gica, ou consequéncia semantica, ou
consequéncia na semantica de modelos de I'. A definicdo corresponde a ideia
informal de que um argumento € valido se néo for possivel que todas as suas
premissas sejam verdadeiras e sua conclus&o seja falsa. Nossa defini¢do de
consequéncia légica também sanciona a tese comum de que um argumento
valido preserva a verdade — na medida em que a satisfagdo representa a
verdade. Oficialmente, um argumento em L1K= é valido se sua conclus&o der
verdadeira sob toda interpretacdo da linguagem em que as premissas s@o
verdadeiras. A validade é a contraparte semantica da dedutibilidade.

Uma sentenga 6 é logicamente verdadeira, ou valida, se M= 0 para
toda interpretagdo M. Uma sentenga é logicamente verdadeira se e somente
se for uma consequéncia do conjunto vazio. Se 6 é logicamente verdadeiro,
entdo para qualquer conjunto I de sentengas, [ =6. A verdade légica é a
contraparte formal de o que é ser um teorema.

Uma sentenca 6 é satisfativel se houver uma interpretacdo M tal que
M= 6. Isto é, 6 é satisfativel se houver uma interpretagao que a satisfaga. Um
conjunto I' de sentengas é satisfativel se houver uma interpretagéo M, tal que M
= 6, para toda sentenga @ em I'. Se ' é um conjunto de sentengas e se M =6
para cada sentenca 8 em I', entdo dizemos que M é um modelo de I. Portanto,
um conjunto de sentengas é satisfativel se ele tiver um modelo. A satisfatibilidade
€ a contraparte da semantica da consisténcia.

Note que ' = 6 se e somente se o conjunto ', 76 nédo é satisfativel.
Segue-se que se um conjunto I ndo € satisfativel, entdo se 6 é qualquer sentenca,
I = 6. Esta € uma contraparte seméantica do modelo ex falso quodlibet (ver
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teorema 10). Temos o0 seguinte, como um analogo ao teorema 12:

Teorema 17. Seja [ um conjunto de sentengas. As seguintes afirmagdes
sdo equivalentes: (a) I é satisfativel; (b) ndo ha sentenga 6 tal que ambos I = 6
el &= 6; (c) ha alguma sentenga  tal que ndo é o caso que I = .

Prova: (a)=(b): suponha que I' é satisfativel e seja 6 qualquer
sentenga. Ha uma interpretacao M, tal que M= @ para cada membro  de I'.
Pela clausula para as negagdes, ndo podemos ter ambos M =6 e M =-6. Entéo,
ou (I,6) néo é valido ou entdo (,6) ndo é valido. (b)=(c): Isso é imediato.
(c)=(a): Suponha que néo é o caso que I = . Entdo ha uma interpretacdo Mtal
que M =6, para toda sentengca 8Bem T, e ndo é o caso que M = . Afortiori,
M satisfaz todos os membros de T, e, portanto, I é satisfativel.

5. Meta-Teoria

Apresentamos agora alguns resultados que relacionam as nogdes
dedutivas as suas contrapartes semanticas. O primeiro é provavelmente o
mais simples. N6s motivamos as vérias regras do sistema dedutivo D e as
varias clausulas na definicdo de satisfagdo em termos do significado das
contrapartes portuguesas a terminologia légica (mais ou menos, com as
mesmas simplificagdes em ambos 0s casos). Assim, seria de se esperar que
um argumento seja dedutivel, ou dedutivamente valido, somente se for
semanticamente valido.

Teorema 18. Corregdo. Para qualquer sentenca 6 e conjunto " de
sentengas, se I p 6, entdo ' = 6.

Prova: Procedemos por indugdo no niimero de clausulas usadas para
estabelecer '-0. Portanto, seja n um numero natural e assuma que o teorema
vale para qualquer argumento estabelecido como dedutivamente valido com
menos n passos. E suponha que '8 tenha sido estabelecido usando
exatamente n passos. Se a Ultima regra aplicada foi (=1), entdo 6 é uma
sentenga da forma t = t, e assim 6 é logicamente verdadeira. A fortiori, T =8.
Se a ultima regra aplicada foi (Pre), entdo 6 é um membro de I', e entdo é claro
que qualquer interpretacdo que satisfagca cada membro de I' também satisfaz 6.
Suponha que a Ultima regra aplicada foi (&I). Entdo 6 tem a forma (¢ & ), e
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néstemos M+ - ¢p e M2 - w, com I = Iy, 2. Ahipétese de indugéo nos da
v E ¢ e 2 E . Suponha que M satisfaz todo membro de I. Entdo M
satisfaz todo membro de I'1, e assim M satisfaz ¢p. Da mesma forma. M satisfaz
todos os membros de I, e, portanto, M satisfaz . Assim, pela clausula de “&”
na definico de satisfagéo, M satisfaz 8. Entao I = 6.

Suponha que a Ultima clausula aplicada seja (3E). Ent&o nos temos I’
F3avgel, @ (v|t) -6 ondel =Ty, I, etndoocorre em ¢, 6, ou em qualquer
membro de .

Precisamos mostrar que ' = 6. Pela hipotese de indugao, temos que
M =3vgpel, ¢ (v|t) = 6. Seja M uma interpretagao, tal que M torne cada
membro de I verdadeiro. Entdo, M faz com que todos os membros de ', e I,
sejam verdadeiros. Entdo M, s = v, para todas as atribuicbes de variaveis
s, de modo que exista um s', tal que M, s' = ¢. Seja M’ diferente de M apenas
nesse | » (f)=s'(v). Entdo, M',s" = (v|t) e M',s’ =T, dado que tn&o ocorre
em ¢ ou I'2. Entdo, M', s' = 6. Como t ndo ocorre em 6 e M’ difere de M apenas
emrelagdo a |, (t), M,s’ = 6. Como 6 é uma sentenca, s’ ndo importa, e entao
M & 6, conforme desejado. Observe aqui o papel das restricdes sobre (IE). Os
outros casos séo tao diretos quanto.

Corolario 19. Seja ' um conjunto de sentengas. Se T ¢ satisfativel,
entdo I" é consistente.

Prova: Suponha que I ¢ satisfativel. Entdo seja M uma interpretagéo
tal que M satisfaz todos os membros de I'. Suponha que I é inconsistente.
Entdo ha uma sentenga 6, tal que ' + B e [ + 6. Pela correg¢do (Teorema
18), [ = O el & 16. Entdo nds temos que M = 6 e M = 6. Mas isso é
impossivel, dada a clausula da negagéo na definicdo de satisfagéo.

Mesmo que o sistema dedutivo D e a semantica formal de modelos
tenham sido desenvolvidos com os significados da terminologia légica em
mente, ndo se deve esperar automaticamente que a conversa da corregéo (ou
Corolario 19) se sustente. Por tudo que sabemos até agora, podemos néo ter
incluido regras de inferéncia suficientes para deduzimos todos os argumentos
validos. As conversas a corre¢ao e ao Corolario 19 estdo entre os resultados
mais importantes e influentes da légica matematica. N6s comegamos com 0
ultimo.
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Teorema 20. Completude. Godel [1930]. Seja [ um conjunto de
sentencas. Se I é consistente, entdo I é satisfativel.

Prova: A prova de completude é um tanto complexa. Nés apenas a
esbogamos aqui. Seja [ um conjunto consistente de sentengas de L1K=.
Novamente, assumimos por simplicidade que o conjunto K da terminologia ndo
ldgica é ou finito ou contavelmente infinito (embora o teorema seja valido
mesmo se K for incontavel). A tarefa é encontrar uma interpretagao M, tal que
M satisfaca todos os membros de I'. Considere a linguagem obtida de L1K=
adicionando um estoque enumeravelmente infinito de novas constantes
individuais ¢, ,c,,... Nés estipulamos que as constantes, c,,c; , ..., s@0 todas
diferentes umas das outras e nenhuma delas ocorre em K. Uma caracteristica
interessante desta construcédo, devida a Leon Henkin, é que nds construimos
uma interpretacdo da linguagem a partir da propria linguagem, usando
algumas das constantes como membros do dominio de discurso. Seja ,(x),
6,(x),...uma enumeragdo das formulas da linguagem expandida com, no
maximo, uma variavel livre, de modo que cada férmula com, no maximo, uma
variavel livre ocorra na lista eventualmente. Defina uma sequencia 0.l +,... de
conjuntos de sentencas (da linguagem expandida) por recursdo da seguinte
forma: o =T; e [ =T,,(3X8, — B:(X|c;)) , onde ¢; € a primeira constante na
lista acima que n&o ocorre em 6, ou em qualquer membro de [, A ideia
subjacente aqui € que se 3x6,é verdadeiro, entdo c; sera um tal x. Seja I a uniéo
dos conjuntos .

No6s esbocamos uma prova de que I é consistente. Suponha que I
seja inconsistente. Pelo teorema 9, ha um subconjunto finito de I que é
inconsistente, e portanto, um dos conjuntos T, é inconsistente. Por hipotese,
o =T é consistente. Seja n o menor nimero tal que [, é inconsistente, mas
[ne1 = T, (3X8, — Bn(X|C))) € consistente. Por (7l), temos que (1) M = 7(3X6, —
Bn(x]c;)). Por ex falso quodlibet (Teorema 10), [y, “3x6,, X6, - B4(x|ci) . Entdo
por (—l), [y, 73X6, + (Ix6, — B4(x]ci)) . A partir disso e (1), temos ', - 773x6,,
por (7l), e por (EDN) temos (2) I'y + 3x6,.

Por (Pre), ',,6,(X|c;),3X6, F O,(X|c;). Entdo por (—), [, 6,(X|ci) +
(3x6, — B4(x|c)). A partir disso e (1), temos [, - 6x(x|ci), por (7I). Seja t um
termo que n&o ocorra em 6, ou em qualquer membro de ,. Pela substituicao
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uniforme de tpor ¢i, podemos transformar a derivagéo de ', -76,(x|ci)em [,
F6a(x|t). Por (V1), temos (3) 'y - Yv16,(X|v).

Por (Pre) temos {¥v6,(x|v),0,} F 6, € por (VE) temos {¥v6,(x|v),0,}
F0,. Assim, {vv0,(x|v),8,} é inconsistente. Seja ¢ qualquer frase da
linguagem. Por ex falso quodlibet (Teorema 10), temos que {vv-6,(x|v),6.} + ¢
e {Vv0,(x|v),6n} F ¢. Entdo com (2), temos que [y, Vv8,(x|v) + ¢ e T,
YVv16,(x|v) - ¢ , by (IE). Pelo Corte (Teorema 11), T, - @ e, - 7¢. Entdo I,
é inconsistente, contradizendo a suposi¢édo. Entdo I" é consistente.

Aplicando o Lema de Lindenbaum (Teorema 13), seja " um conjunto de
sentengas maximamente consistente (da linguagem expandida) que contenha
I". Entdo, é claro, " contém I'. Podemos agora definir uma interpretagéo M,
tal que M satisfaz todos os membros de ' "

Se n&o tivéssemos um sinal para a identidade na linguagem,
deixariamos o dominio de M ser a colegéo de novas constantes {c,c,,...} . Mas
como tal &, pode haver uma sentenga da forma ¢; =c¢;, com i #j, em ™. Se for
assim, n&o podemos ter ambos ¢; e ¢; no dominio da interpretagao (por elas
sao constantes distintas). Entdo definimos o dominio d de M como sendo o
conjunto {ci |ndo ha j <i tal que ci=c; estd eml }. Em outras palavras, uma
constante c¢iestd no dominio de M, se ' "n3o a declara como idéntica a uma
constante anterior da lista. Note que para cada nova constante ci, existe
exatamente um j < i tal que ¢ esta em d e a sentenca ¢; = ¢j esta em .

No6s agora definimos uma fungédo de interpretagdo. Seja a uma
constante na linguagem expandida. Pelo (=I) e (31), ™ I 3x x = a, e assim 3x
x =a € l". Pela construgdo de I, ha uma sentenga da forma. (Ixx=a — ¢; =
a) em . Temos que ¢; = a esta em . Como acima, h& exatamente um c; em
d tal que ¢; = ¢; esta em ™. Seja I(a) = ¢; Note que se ¢;€ uma constante no
dominio d, ent&o | (c;)-¢;. Isto €, cada c;em d denota a si mesmo.

Seja P uma letra predicativa de zero posi¢es em K. Entdo I(P) é
verdade se Pestaem [ e [(P) é uma falsidade de qualquer outra forma. Seja
Q uma letra predicativa de uma posicdo em K. Entdo /(Q) é o conjunto de
constantes {c;|c; estd em d e a sentenga Qc é em '"}. Seja R uma letra
predicativa binaria em K. Entdo I(R) é o conjunto de pares de constantes {{c;,
C;)|ci esta em d,c; esta em d, e a sentenga Rc;c; é em I}, Predicados de trés
posicdes, etc. sdo interpretados de forma semelhante. Com efeito, / interpreta
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a terminologia n&o tal I6gica como elas estdo em ™.

As atribuigdes de variaveis sdo semelhantes. Se v é uma variavel,
entdo s(v)=c;, onde c;é a primeira constante em d, tal que ¢;= vestaem .

O item final nesta prova é um lema que para cada férmula 6 na
linguagem expandida, M & 6 se e somente se B esta em . Isto prossegue
por indugdo na complexidade de 6. O caso em que 6 é atdmico decorre das
definigbes de M (isto é, o dominio d e a fungdo de interpretacado /, e a atribuigao
de variavel s). Os outros casos decorrem das varias clausulas na definigdo de
satisfagéo.

Dado que F =1, temos que M satisfaz todos os membros de I". Pelo
Teorema 15, a restricdo de M a lingua original L1K= e s também satisfaz
todo membro de I'. Assim, [ é satisfativel,

Uma conversa da Corregéo (Teorema 18) é um colorario direto:

Teorema 21. Para qualquer sentenga 6 e conjunto I de sentengas,
sel =6, entéol p 6.

Prova: Suponha que I = 6. Entdo ndo ha interpretagdo M tal que M
satisfaca todo membro de I' mas ndo satisfaga 6. Entdo o conjunto I, =6 néo é
satisfativel. Por Completitude (Teorema 20), I', =6 é inconsistente. Portanto, ha
uma sentenga ¢ tal que I', "0 - p e I, 76 - ¢. Por (7l), I - 776, e por (EDN)
M+ 6.

Nosso proximo item € um corolario do Teorema 9, Corregéo (Teorema
18) e Completude:

Corolario 22. Compacidade [compactness]: Um conjunto I de
sentencas € satisfativel se e somente se todo subconjunto finito de I for
satisfativel.

Prova: Se M satisfizer todos 0os membros de I, entdo, M satisfaz todos
membros de cada subconjunto finito de I'. Pela conversa, suponha que I ndo seja
satisfativel. Entdo mostramos que alguns subconjuntos finitos de I ndo s&o
satisfativeis. Pela completude (Teorema 20), I € inconsistente. Pelo Teorema 9 (e
Enfraquecimento), existe um subconjunto finito I" =T tal que " é inconsistente.
Pelo corolario 19, I néo é satisfativel.

Correcdo e Completude juntos implicam que um argumento &
dedutivel se e somente se for valido, e um conjunto de sentengas € consistente
se e somente for satisfativel. Assim podemos ir e voltar entre nogdes de teoria
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dos modelos e de teoria da prova, transferindo propriedades de uma para a
outra. A Compactagdo [ou Compacidade] se mantém na teoria dos modelos,
porque todas as derivagdes usam apenas um numero finito de premissas.

Lembre-se de que, na prova de Completude (Teorema 20), fizemos a
suposigéo simplificadora de que o conjunto K de constantes nao légicas é ou
finito ou enumeravelmente infinito. A interpretacdo que produzimos foi ela
mesma ou finita ou enumeravelmente infinita. Assim n6s temos o seguinte:

Corolario 23. Teorema de Léwenheim-Skolem. Seja [ um conjunto
satisfativel de sentencas da linguagem L1K=. Se I é finito ou enumeravelmente
infinito, entdo ' tem um modelo cujo dominio é ou finito ou enumeravelmente
infinito.

Em geral, seja [ um conjunto satisfativel de sentengas de L1K=, e seja
K 0 maior tamanho de I e enumeravelmente infinito. Entdo " tem um modelo cujo
dominio € em grande parte K.

Ha uma vers&@o mais forte do Corolario 23. Seja My = {d1,l1) e M, = {d,,
I,y interpretagdes da linguagem L1K=. Defina My como um submodelo de M,
se di S dy,11(c)=12(c), para cada constantec, e /1 é a restrigéo de I, para di. Por
exemplo, se R € uma letra de relagéo binaria em K, entao para todos a,b em
di, 0 par (a, b) esta em /1 (R) se e somente se (a, b) esta em , (R). Se
tivéssemos incluido letras funcionais entre a terminologia ndo légica, também
exigiriamos que d1 fosse fechado sob suas interpretagdes em M,. Observe que se
M1 é um submodelo de M2, entdo qualquer atribuicdo de variavel em M+ é também
uma atribuicdo de variavel em My,

Digamos que duas interpretagdes M 1 = {di,h), M2 = (do, k) s&o
equivalentes se uma delas € submodelo de outra, e para qualquer férmula da
linguagem e qualquer atribuicdo de variavel s no submodelo, Mi, s = 6 se e
somente se M, ,s E 6. Observe que se as duas interpretacdes sdo equivalentes,
elas satisfazem as mesmas sentengas.

Teorema 25. Teorema de Léwenheim-Skolem. Descendente. Seja M =
(d, /) uma interpretagéo da linguagem L1K=. Seja ¢ qualquer subconjunto de d,
e seja k o tamanho méaximo de K, o tamanho de d+, e enumeravelmente infinito.
Entdo ha um submodelo M’ =(d’,/+') de M tal que (1) o’ ndo é maior que e (2)
Me M’ sdo equivalentes. Em particular, se o conjunto K da terminologia ndo logica
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for ou finito ou enumeravelmente infinito. Entdo, qualquer interpretagdo tem um
submodelo equivalente cujo dominio € ou finito ou enumeravelmente infinito.

Prova: Como a completude, essa prova é complexa, e nos resta nos
contentarmos com um esboco. O teorema descendente de Léwenheim-Skolem
invoca o axioma da escolha e, de fato, é equivalente ao axioma da escolha
(veja o verbete sobre axioma da escolha). Ent&o seja C uma fungéo de escolha
sobre o0 conjunto poténcia de d, de modo que para cada subconjunto ndo vazio e
C d,C(e) € um membro de e. Estipulamos que se e € o conjunto vazio, entéo
C(e) € C(d).

Seja s ser uma atribuicao variavel em M, seja 6 uma férmula de L1K=,
e seja v uma variavel. Defina a v-testemunha de 6 sobre s, escrito w,(6, s),
como se segue: Seja q o conjunto de todos os elementos ¢ € d, tal que exista
uma atribuicdo de variavel s em M que concorda com s em cada variavel
exceto possivelmente v, tal que M, s' = 6, e s' (v) = c. Entdo wy(6, s) = C(q).
Observe que se M, s = 3v6, entdo q é o conjunto de elementos do dominio
que podem substituir v em 6. De fato, M, s = 3vE se e somente se q for ndo
vazio. Entdo se M, s = 3vB, entdo w\(6, s) (isto é, C(q)) € um elemento
escolhido do dominio que pode substituir v em 6. Em certo sentido, € uma
“testemunha” que verifica M, s = 3v6.

Se e é um subconjunto ndo vazio do dominio d, entdo defina uma
atribuicdo de variavel s como sendo uma e-atribuicdo, se para todas as
variaveis u, s(u) esta em e. Isto é, s € uma e-atribuigéo se s atribui um elemento
de e para cada variavel. Defina sk(e), o Envoltéria de Skolem [Skolem-hull] de
e, como sendo o conjunto:

e U {wy(6, s)| 6 é uma formula em L1K=,

v é uma variavel, e

S é uma e-atribuicéo}.

Isto é, o Envoltoria de Skolem-Hull de e € o conjunto e junto com todo
v-testemunha de cada formula sobre cada e-atribuigdo. A grosso modo, a ideia
€ comegar com e e, em seguida, incluir elementos suficientes para tornar cada
formula quantificada existencialmente verdadeira. Mas ndo podemos nos
contentar com o Envoltéria de Skolem-Hull. Uma vez que langcamos as
“testemunhas” no dominio, precisamos lidar com as atribuigdes sk(e). De fato,
precisamos de um conjunto que seja seu proprio Envoltoria de Skolem-Hull, e
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também contenha o dado subconjunto d.

Definimos uma sequéncia de conjuntos ndo vazios €y e1,.. COMO Se
segue: se o dado subconjunto d, de d for vazio e ndo houver constantes em K,
entdo tome eq como sendo C(d), a fungéo de escolha aplicada a todo dominio;
De outro modo, seja eo a unido de d; com as denotagdes sob / das constantes
em K. Para cada numero natural n,e, +1 € sk(e,). Finalmente, seja ¢’ a unido
dos conjuntos e,, € seja I’ a restricdo de | para ¢’. Nossa interpretacao é M’ =
() I).

Claramente, d; € um subconjunto de ¢, e entdo M’ € um submodelo
de M. Seja k 0 tamanho méximo de K, o tamanho de d;, € enumeravelmente
infinito. Um calculo revela que o tamanho de ¢’ €, no maximo, «, baseado no
fato de que existem, no maximo, nimero « de férmulas e, portanto, no maximo
0 numero « de testemunhas em cada estagio. Observe, incidentemente, que
este calculo se baseia no fato de que uma unido enumeravel de conjuntos de
tamanho no maximo « é, ela mesma no maximo, «. Isso também depende do
axioma da escolha.

O item final é mostrar que M’ é equivalente a M: para cada féormula 6
e cada atribuicao de variavel s em M,

M, s = O se e somente se M, s = 6.

A prova procede por indugdo na complexidade de 6. Infelizmente, as
restricdes do espago exigem que deixemos este passo como um exercicio.

Outro corolario da Compacidade (Corolario 22) é o oposto do teorema
de Lowenheim-Skolem:

Teorema 26. Teorema Lowenheim-Skolem Ascendente. Seja I
qualquer conjunto de sentengas de L1K=, tal que para cada numero natural
n, ha uma interpretacédo M, = (dy, I»), € uma atribui¢do s, em M,, tal que d,
tenha pelo menos n elementos, e M,,s, satisfaz todos os membros de . Em
outras palavras, I é satisfativel e ndo ha um limite superior finito para o
tamanho das interpretagcdes que satisfazem todo membro de I'. Entdo para
qualquer cardinal infinito K, ha uma interpretacdo M =(d,/) e atribuigdo sem
M, tal que o tamanho de d é pelo menos K, e M, s satisfaz todo membro de I".
Em particular, se T é um conjunto de sentencas, entdo ele possui modelos
arbitrariamente grandes.

Prova: Adicione uma colegéo de novas constantes {c.| @ < k} de
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tamanho k, a linguagem, de modo que se ¢ € uma constante em K, ent&o ¢, é
diferente de ¢, e se a < B < K, entéo ¢, € uma constante diferente de cg.
Considere o conjunto de féormulas I consistindo de I juntamente com o
conjunto {~ca = cB |a # B}. Isto é, I consiste em I junto com declaragdes no
sentido de que quaisquer duas novas constantes diferentes denotam objetos
diferentes. Seja ™ qualquer subconjunto finito de ", e seja m o nimero de
novas constantes que ocorrem em ™. Em seguida, expanda a interpretacdo
M., para uma interpretagdo M’, da nova linguagem, ao interpretar cada uma
das novas constantes em " como um membro diferente do dominio d,,. Por
hipétese, ha membros suficientes de d,, para fazer isso. Pode-se interpretar
as outras novas constantes a vontade. Entéo M,, € uma restricdo de M’,. Por
hipétese (e pelo Teorema 15), M',,, s, Satisfaz todo membro de I'. Também M,
Sm satisfaz os membros de {7 ¢ = cgla # B} que estdo em ™. Entdo My, sp
satisfaz todos os membros de . Pela Compactagéo, ha uma interpretagdo M
= (d, Iy e uma atribuigdo s em M, tal que M, s satisfaz cada membro de I".
Como " contém todos os membros de {~ ¢4 =¢s |a # B}, 0 dominio d de M
deve ser o tamanho pelo menos de k, uma vez que cada uma das novas
constantes deve ter uma denotacgéo diferente. Pelo Teorema 15, a restricao de
M & linguagem original L1K= satisfaz todos os membros de I, com a atribuigéo
de variavel s.

Combinadas, as provas dos teoremas de LOowenheim-Skolem
descendente e ascendente mostram que, para qualquer conjunto [ satisfativel
de sentengas, se ndo ha um limite finito nos modelos de I, entéo para qualquer
cardinal infinito, ha um modelo cujo dominio tem exatamente o tamanho de «.
Além disso, se M é qualquer interpretagdo cujo dominio é infinito, entdo para
qualquer cardinal infinito «, ha uma interpretagdo M’ cujo dominio tem exatamente
o tamanho de «, tal que M e M’ s&o equivalentes.

Estes resultados indicam uma fraqueza nos recursos expressivos de
linguagens de primeira ordem como L1K=. Nenhum conjunto satisfativel de
sentencas pode garantir que seus modelos sejam todos enumeravelmente
infinitos, nem qualquer conjunto satisfativel de sentengas pode garantir que seus
modelos sejam incontaveis. Entdo, em certo sentido, as linguagens de primeira
ordem ndo podem expressar a nogéo de “enumeravelmente infinito” pelo menos
ndo na semantica dos modelos. (Veja o verbete sobre I6gica de segunda ordem e
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sobre l6gica de ordem superior.)

Seja A qualquer conjunto de sentengas em uma linguagem de primeira
ordem L1K=, onde K inclui a terminologia para aritmética, e assuma que todo
membro de A é verdadeiro para os numeros naturais. Podemos até tomar A como
sendo o conjunto de todas as sentengas em L1K= que sdo verdadeiras sobre 0s
numeros naturais. Entdo A tem incontaveis modelos, na verdade modelos de
qualquer cardinalidade infinita. Tais interpretagdes estdo entre aqueles que as
vezes sdo chamados modelos aritméticos ndo pretendidos ou nédo classicos.
Seja B qualquer conjunto de sentengas de primeira ordem que sejam verdadeiras
para 0s numeros reais, e seja C qualquer axiomatizagdo de primeira ordem da
teoria dos conjuntos. Entdo, se B e C séo satisfativeis (em infinitas
interpretagdes), entdo cada um deles tem modelos enumeravelmente infinitos. Ou
seja, qualquer teoria dos conjuntos dos numeros reais ou teoria de primeira ordem
satisfativel tem modelos (n&o pretendidos), na quantidade dos nimeros naturais.
Isso ocorre apesar do fato de que uma sentenga que (aparentemente) afirma que
0 universo ¢ incontavel e demonstravel na maioria das teorias de conjuntos. Essa
situagdo, conhecida como paradoxo de Skolem-Hull, gerou muita discussao,
mas devemos remeter o leitor a outro lugar, para uma introdugdo sobre ele (veja
o verbete sobre o paradoxo de Skolem-Hull e Shapiro, 1996).

6. A Unica Logica Certa?

Logica e raciocinio andam de méos dadas. Dizemos que alguém
raciocinou pobremente sobre algo, se ndo raciocinou logicamente, ou que um
argumento é ruim porque ele nao é logicamente valido. Até hoje, pesquisa tem
sido dedicada exatamente a quais tipos de sistemas ldgicos s&o apropriados para
orientar nosso raciocinio. Tradicionalmente, a légica cléssica tem sido a légica
sugerida como a ideal para guiar o raciocinio (por exemplo, veja Quine [1986],
Resnik [1996] ou Rumfitt [2015]). Por esta razéo, a légica classica tem sido
frequentemente chamada de “a logica certa”. Veja Priest [2006a] para uma
descrigdo de como ser a melhor l6gica para guiar o raciocinio poder fazer de uma
l6gica a ldgica certa.

Que a ldgica classica tem sido dada como a resposta para qual légica
deve guiar o raciocinio, isso ndo ¢ inesperado. Ela tem regras que s&o mais ou
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menos intuitivas, e é surpreendentemente simples pelo quao forte ela €. Além
disso, ela é ao mesmo tempo correta e completa, o que é um boénus adicional.
Existem alguns problemas, no entanto. Conforme indicado na segdo 5, existem
certas limitagbes expressivas a logica classica. Assim, muita literatura foi escrita
desafiando este status quo. Esta literatura em geral deriva de trés posigdes. A
primeira é que a légica ndo é orientadora de raciocinio, porque alguma outra logica
especifica 0 é. Exemplos desse tipo de argumento podem ser encontrados em
Brouwer [1949], Heyting [1956] e Dummett [2000], que argumentam que a logica
intuicionista é correta, e Abderson e Belnap [1975], que argumentam que a logica
da relevancia é correta, entre muitos outros. Além disso, algumas pessoas
propdem uma extensdo da logica classica que possa expressar a nogdo de
“enumeravelmente infinito” (veja Shapiro [1991]). A segunda obje¢&o a afirmagéo
de que a ldgica classica € a logica certa vem de uma perspectiva diferente: os
pluralistas l6gicos afirmam que a ldgica classica ndo € a Unica ldgica certa, porque
ha mais de uma légica certa. Veja Beall e Restall [2006] e Shapiro [2014] para
exemplos desse tipo de visdo (veja também o verbete sobre pluralismo l6gico).
Finalmente, a Gltima objecéo a alegacédo de que a ldgica cléssica ¢ a logica certa
é que a(s) légica(s) ndo é um guia para o raciocinio, e portanto, ndo ha uma légica
certa.

E suficiente dizer que, embora a légica classica tenha sido
tradicionalmente considerada “a ldgica certa”, isso nao é aceito por todos. Uma
caracteristica interessante desses debates, porém, é que eles demostram
claramente os pontos fortes e fracos de varias l6gicas (incluindo a ldgica classica)
quando se trata de capturar o raciocinio.

Referéncias

Anderson, A. & N. Belnap [1975]. Entailment: The logic of relevance and necessity
I. Princeton: Princeton University Press.

Anderson, A. & N. Belnap, & M. Dunn [1992]. Entailment: The logic of relevance
and necessity Il. Princeton: Princeton University Press.

Beall, Jc and G. Restall [2006]. Logical Pluralism. Oxford: Oxford University Press.

105



Brouwer, L.E.J. [1949], “Consciousness, Philosophy and Mathematics”. Journal of
Symbolic Logic, 14(2): 132-133.

Cook, R. [2002]. “Vagueness and mathematical precision”. Mind, 111: 227-247.

Corcoran, J. [1973]. “Gaps between logical theory and mathematical practice”. The
methodological unity of Science. Ed. M. Bunge, Dordrecht: D. Reidel, 23-50.

Davidson, D. [1984]. Inquiries into truth and interpretation, Oxford: Clarendon
Press.

Dummett, M. [2000]. Elements of intuitionism. 22 Ed., Oxford: Oxford University
Press.

Godel, K. [1930], “Die Vollstandigkeit der Axiome des logischen
Funktionenkalkuls”. Montatshefte fiir Mathematik und Physik 37, 349-360;
traduzido como “The completeness of the axioms of the functional calculus of
logic”. In van Heijenoort [1967], 582-591.

Heyting, A. [1956]. Intuitionism. Amsterdam: North-Holland Publishing.

Lycan, W. [1984]. Logical form in natural language. Cambridge, MA: The MIT
Press.

Montague, R. [1974]. Formal philosophy. Ed. R. Thomason. New Haven: Yale
University Press.

Priest, G. [2006]. In contradiction, a study of the transconsistent. 2a Ed. rev.
Oxford: Clarendon Press.

— [2006a], Doubt truth to be a liar, Oxford: Clarendon Press.

Quine, W. V. O. [1960], Word and object, Cambridge, MA: The MIT Press.

— [1986], Philosophy of logic, 22 Ed, Englewood Cliffs: Prentice-Hall.

Resnik, M. [1996], “Ought there to be but one true logic”, sobre Logic and Reality:
Essays on the Legacy of Arthur Prior, J. Copeland (ed.), Oxford: Oxford
University Press, 489-517.

Rumfitt, I. [2015], The Boundary Stones of Thought: An Essay in the Philosophy of
Logic, Oxford: Oxford University Press.

Shapiro, S. [1991], Foundations without Foundationalism, Oxford: Clarendon
Press.

— [1996], The limits of logic: Second-order logic and the Skolem paradox, The
international research library of philosophy, Dartmouth Publishing Company,
1996. (Uma antologia contendo muitos dos documentos posteriores
significativos sobre o paradoxo de Skolem.)

106



—[1998], “Logical consequence: models and modality”, sobre The philosophy of
mathematics today, editado por M. Schirn, Oxford: Oxford University Press,
131-156.

— [2014], Varieties of Logic, Oxford: Oxford University Press.

Tennant, N. [1997], The taming of the true, Oxford: Clarendon Press.

Van Heijenoort, J [1967], From Frege to Gddel, Cambridge, Massachusetts:
Harvard University Press. Uma antologia contendo muitos dos principais
documentos histéricos sobre ldgica matematica nas primeiras décadas do
século XX.

Leitura Adicional
Héa muitos livros didaticos bons sobre ldgica matematica. A seguir, uma amostra.

Boolos, G., J. P. Burgess, e R. Jeffrey [2007], Computability and logic, 52 Edigao,
Cambridge, England: Cambridge University Press. Nivel elementar e
intermediério.

Bergmann, M., J. Moor and J. Nelson [2013], The logic book, 62 Ed., New York:
McGraw-Hill. Nivel elementar e intermediario.

Church, A. [1956], Introduction to mathematical logic, Princeton: Princeton
University Press. Livro Classico.

Enderton, H. [1972], A mathematical introduction to logic, New York: Academic
Press. Livro didatico sobre logica matemética, destinada a um publico
matematico.

Forbes, G. [1994], Modern Logic, Oxford: Oxford University Press. Livro didatico
elementar.

Mendelson, E. [1987], Introduction to mathematical logic, 32 Ed., Princeton: van
Nostrand. Intermediario.

107



(1) Légica Modal

Autor: James Garson
Tradugéo: Heitor Hedler Siqueira Campos
Revisdo: Marcio Moretto Ribeiro & Jodo Marcos

Um modal € uma expressao (como 'necessariamente' ou possivelmente')
que é usada para qualificar a verdade de um juizo. A légica modal &, estritamente
falando, o estudo do comportamento dedutivo das expressdes 'é necessario que'
e 'é possivel que'. Entretanto, o termo 'l6gica modal' pode ser usado de forma mais
abrangente para uma familia de sistemas similares. Estes incluem logicas
doxasticas, logicas para expressdes temporais, ldgicas para expressoes dednticas
(morais) tais como 'é obrigatério que' e 'é permitido que', e muitas outras. O
entendimento das I6gicas modais é particularmente valioso na anélise formal do
argumento filosofico, onde expressdes da familia modal sdo tanto comuns quanto
ambiguas. A logica modal também possui importantes aplicagbes na ciéncia da
computagao.

* Tradugdo do verbete "Modal Logic" de James Garson publicado pela Stanford
Encyclopedia of Philosophy (Edi¢do da Primavera de 2013), edicdo de Edward N. Zalta,
URL = <https://plato.stanford.edu/archives/spr2013/entries/logic-modal/>. Publicado com a
autorizagdo do editor Prof. Dr. Edward Zalta. Tradugdo primeiramente publicada em:
Investigagéo Filosofica: vol. 5, n. 2, 2014, Disponivel em:
<https://periodicos.unifap.br/index.php/investigacao filosofica/article/view/4897>.

The following is the translation of the entry on Modal Logic by James Garson, in the
Stanford Encyclopedia of Philosophy. The translation follows the version of the entry in the
SEP’s archives at https://plato.stanford.edu/archives/spr2013/entries/logic-modal/ This
translated version may differ from the current version of the entry, which may have been
updated since the time of this translation. The current version is located at
https://plato.stanford.edu/entries/logic-modal/. We'd like to thank the Editors of the Stanford
Encyclopedia of Philosophy, mainly Prof. Dr. Edward Zalta, for granting permission to
translate and to publish this entry.
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1. O que é a Légica Modal?

Interpretada de forma estrita, a logica modal estuda o raciocinio que
envolve o uso das expressdes 'necessariamente’ e 'possivelmente’. Entretanto, o
termo 'logica modal' é usado de forma mais abrangente para cobrir uma familia de
ldgicas que possuem regras similares e uma diversidade de simbolos diferentes.

Segue uma lista descrevendo as logicas mais conhecidas desta familia.

Logica Simbolos  Expressdes Simbolizadas

E necessario que...

E possivel que...

E obrigatorio que...

E permitido que....

E proibido que...

Sera sempre 0 caso que...
Sera o caso que...
Sempre foi 0 caso que...
Foi o caso que...

x acredita que...

Logica Modal

Logica Dedntica

Ldgica Temporal

T I MO T U o<cO

o
<

Logica Doxastica

2. Logicas Modais

As logicas mais conhecidas na familia modal s&o construidas a partir de
uma logica mais fraca K (em homenagem a Saul Kripke). Na leitura mais estrita,
alégica modal se preocupa com a possibilidade e a necessidade. Uma diversidade
de simbolos diferentes pode ser desenvolvida para tais l6gicas utilizando K como
fundamento. Os simbolos de K incluem '~' para 'ndo', '—' para 'se...entdo', e '0'
para 0 operador modal 'é necessario que'. (Os conectivos '&', 'V' e '«>' podem ser
definidos a partir de '~' e '—' como na légica proposicional.) K resulta da adigéo
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aos principios da logica proposicional o seguinte.

Regra da Necessitagdo: Se A é um teorema de K, entdo oA também o é.
Axioma de Distribuicdo: o(A — B) — (0A — 0B)

(Nesses principios utilizamos 'A" e 'B' como metavariaveis sobre formulas
da linguagem.) De acordo com a Regra da Necessitagéo, qualquer teorema da
ldgica € necessario. O Axioma da Distribuigdo diz que se é necessario que se A
entdo B, entdo se necessariamente A ento necessariamente B.

O operador ¢ (para 'possivelmente’) pode ser definido a partir de o
tomando OA = ~o~A. Em K, os operadores o e ¢ comportam-se de forma muito
semelhante aos quantificadores V (todo) e 3 (algum). Por exemplo, a definigéo
de ¢ a partir de o reflete a equivaléncia de VxA com ~3x~A na ldgica de
predicados. Por conseguinte, o(A&B) implica oA&oB e vice-versa; enquanto
oAvoBimplica o(AvB), mas ndo vice-versa. Isso reflete os padrées exibidos pelo
quantificador universal: Vx(A&B) implica VxA&VxB e vice-versa, enquanto VxA
vV VxB implica ¥X(AvB) mas néo vice-versa. Paralelos similares entre ¢ e 3
podem ser tragados. A base para essa correspondéncia entre os operadores
modais e os quantificadores ira emergir mais claramente na segdo sobre
Semantica de Mundos Possiveis.

O sistema K é muito fraco para prover uma explicagdo adequada da
necessidade. O seguinte axioma ndo é demonstravel em K, mas é claramente
desejavel.

(M) A—A

(M) enuncia que 0 que quer que seja necessario é o caso. Note que (M)
seria incorreto se o fosse lido 'deve ser o caso que' ou 'era 0 caso que'. Entdo a
presenga do axioma (M) distingue a ldgica modal correspondente de outras logicas
na familia modal. Uma légica modal M resulta da adi¢do de (M) a K. (Alguns
autores chamam esse sistema de T.)

Muitos l6gicos acreditam que M ainda é fraca demais para formalizar
corretamente a légica da necessidade e da possibilidade. Eles recomendam
ulteriores axiomas para governar a iteragao, ou repeticao, dos operadores modais.
Seguem os dois mais famosos axiomas de iteragéo:

(4) oA — ooA

(5) OA — o0A
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$4 é o sistema que resulta de adicionar (4) a M. De forma similar, 85 & M
adicionado de (5). Em S4, a sentenga ooA é equivalente a oA. Como resultado,
qualquer cadeia de quadrados pode ser substituida por um unico quadrado, e o
mesmo ocorre para cadeias de losangos. Isso equivale & ideia de que a iteragao
de operadores modais é supérflua. Dizer que A € necessariamente necessario é
considerada uma maneira inutimente longa de dizer que A é necessario. O
sistema S5 possui principios ainda mais fortes para simplificar cadeias de
operadores modais. Em S4, uma cadeia de operadores do mesmo tipo pode ser
substituida por aquele operador; em 85, cadeias contendo tanto quadrados quanto
losangos sdo equivalentes ao Ultimo operador na cadeia. Assim, por exemplo,
dizer que é possivel que A seja necessario € 0 mesmo que dizer que A é
necessario. Segue um sumario dessas caracteristicas de $4 e S5.

S4:o0.0=0e00..0=9

$5:00..0=0¢€00...0 =9, onde cada 0 é um o ouum ¢

Pode-se se engajar em infindaveis discussdes sobre a corre¢do ou
incorrecdo desses e outros principios de iteragao para o e 9. A controvérsia pode
ser parcialmente resolvida pelo reconhecimento de que as palavras
'necessariamente’ e 'possivelmente’ possuem muitos usos diferentes. Entdo, a
aceitabilidade dos axiomas da logica modal depende de quais desses usos temos
em mente. Por esse motivo, ndo ha uma légica modal, mas ao invés disso uma
familia inteira de sistemas construidos a partir de M. O relacionamento entre esses
sistemas € diagramado na Segdo 8, e sua aplicagdo a diferentes usos de
'necessariamente’ e 'possivelmente’ podem ser mais profundamente entendida
estudando sua semantica de mundos possiveis na Sec¢ao 6.

O sistema B (em homenagem ao l6gico Brouwer) é formado adicionando
o0 axioma (B) a M.

(B)A — o0A

E interessante notar que S5 pode ser formulado de forma equivalente
adicionando (B) a S4. O axioma (B) levanta um ponto importante sobre a
interpretagdo das férmulas modais. (B) diz que se A é 0 caso, entdo A é
necessariamente possivel. Pode-se sustentar que (B) deveria sempre ser adotado
em qualquer logica modal, pois certamente se A € o caso, entao é necessario que
A seja possivel. Entretanto, ha um problema com essa assertiva que pode ser
exposto notando que 0nA — A é demonstravel a partir de (B). Entdo 0oA — A
deveria ser aceitavel se (B) o for. Todavia, 0nA — A diz que se A é possivelmente

M



necessario, entdo A é o caso, e isso esta longe de ser 6bvio. Por que (B) parece
6bvio, enquanto uma de suas consequéncias parece nao ser realmente dbvia? A
resposta é que hd uma ambiguidade perigosa na interpretacdo em portugués de
A — 00A. Frequentemente utilizamos a expressao 'Se A entdo necessariamente
B' para expressar que o condicional 'se A entdo B' é necessario. Essa
interpretagéo corresponde a o(A — B). Em outras ocasides, queremos dizer que
se A, entdo B é necessario: A — oB. Em portugués, 'necessariamente’ € um
advérbio, e ja que advérbios sdo usualmente empregados proximos a verbos, néo
possuimos nenhuma maneira natural de indicar se o operador modal se aplica a
todo o condicional, ou a seu consequente. Por tais motivos, ha uma tendéncia de
confundir (B): A — oA com (A — 0A). Mas o(A — 0A) ndo é 0 mesmo que
(B), pois (A — OA) j& é um teorema de M, enquanto (B) n&o o é. E preciso tomar
um cuidado especial para que nossa reagao positiva a o(A — OA) ndo afete nossa
avaliagdo de (B). Uma maneira simples de nos protegermos é formular B de
maneira equivalente utilizando o axioma ¢oA — A, onde essas ambiguidades de
€SCopo ndo aparecem.

3. Légicas Dednticas

As logicas dednticas introduzem o simbolo primitivo O para 'é obrigatorio
que', a partir do qual os simbolos P para 'é permitido que' e F para 'é proibido que'
s&o definidos: PA = ~O~A e FA = O~A. O analogo dedntico do axioma modal (M):
OA — A é claramente ndo apropriado para a légica dedntica. (Infelizmente, o que
deve ser nem sempre é o caso). Entretanto, um sistema basico D de légica
deontica pode ser interpretado adicionando o axioma mais fraco (D) a K.

(D) OA— PA

O axioma (D) garante a consisténcia do sistema de obrigagdes insistindo
que quando A é obrigatorio, A é permissivel. Um sistema que nos obriga a A, mas
ndo nos permite fazé-lo, coloca-nos numa situacgdo dificil. Apesar do fato de que
alguns sustentardo que tais conflitos de obrigagdo sdo ao menos possiveis, a
maioria dos l6gicos dednticos aceita (D).

O(OA — A) é outro axioma deontico que parece desejavel. Apesar de
ser equivocado dizer que se A é obrigatdrio entdo A é o caso (OA — A), ainda
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assim, essa condicional deveria ser o caso. Alguns légicos dednticos acreditam
que D precisa ser suplementado com O(OA — A) também.

A controvérsia a respeito da iteragdo (repeticdo) de operadores surge
novamente na logica dedntica. Em algumas concepgdes de obrigagdo, OOA
coincide com OA. 'deve ser 0 caso que deve ser o caso' é tratado como uma
espécie de repeticdo desnecessaria, os 'deve's adicionais ndo adicionam nada de
novo. Axiomas entdo s&o adicionados para garantir a equivaléncia entre OOA e
OA. A politica de iteragdo mais abrangente incorporada em S5 também pode ser
adotada. Entretanto, ha concepgdes de obrigagao nas quais a distingdo entre OA
e OOA é preservada. A ideia é de que ha diferenga genuina entre as obrigagoes
que nos realmente temos e as obrigagdes que nds deveriamos adotar. Entéo, por
exemplo, 'deve ser o caso que deve ser o caso que A' comanda a adogao de
alguma obrigacéo que pode néo estar de fato estabelecida, resultando no fato de
que OOA pode ser verdadeiro mesmo quando OA é falso.

4. Logicas Temporais

Na légica temporal, ha dois operadores basicos, G para o futuro, e H para
o passado. G ¢ lido 'sera sempre o caso que' e o operador definido F (lido 'sera o
caso que') pode ser introduzido por FA = ~G~A. De forma similar H ¢ lido: 'sempre
sera o caso que' e P (para 'foi 0 caso que') é definido por PA = ~H~A. Um sistema
bésico para l6gica temporal chamado Kt resulta de adotar os principios de K tanto
para G quanto H, juntamente a dois axiomas para governar a interagdo entre 0s
operadores do passado e do futuro:

Regras de “Necessitacdo™

Se A & um teorema entdo GA e HA também o séo.

Axiomas de Distribuicéo:

G(A — B) —» (GA — GB) e H/A — B) — (HA — HB)

Axiomas de Interagao:

A— GPAe A— HFA

Os axiomas de interagao levantam questdes a respeito das assimetrias
entre o passado e o futuro. Uma intuicdo padrdo é a de que o passado esta fixo,
enquanto o futuro ainda esta em aberto. O primeiro axioma de interagéo (A —
GPA) esta em conformidade com essa intuigdo em relatar que o que é o caso
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agora (A), ird em todos os tempos futuros, estar no passado (GPA). Entretanto, A
— HFA pode parecer possuir carater inaceitavelmente determinista, pois afirma,
aparentemente, que o que é verdade agora (A) sempre foi de tal forma que ira
ocorrer no futuro (HFA). Entretanto, a semantica de mundos possiveis para a
l6gica temporal revela que essa preocupacgao resulta de uma simples confuséo, e
que os dois axiomas de interacdo séo igualmente aceitaveis.

Note que o axioma caracteristico da légica modal, (M): oA—A, nédo &
aceitavel nem para H nem para G, ja que A ndo se segue de 'sempre foi 0 caso
que A', nem de 'sempre sera o caso que A'. Entretanto, é aceitavel numa logica
temporal aparentada na qual G é lido como 'é e sempre sera o caso que', e H é
lido como 'é e sempre foi 0 caso que'.

Dependendo de quais suposicdes sdo feitas a respeito da estrutura do
tempo, axiomas ulteriores precisam ser adicionados as logicas temporais. Segue-
se uma lista de axiomas comumente adotados nas logicas temporais. Uma
explicagdo de como eles dependem da estrutura do tempo sera encontrada na
secdo Semantica de Mundos Possiveis.

GA — GGA e HA — HHA

GGA — GAe HHA — HA

GA— HAe HA — PA

E interessante notar que certas combinages de operadores de passado
e futuro podem ser utilizadas para expressar sentengas complexas na lingua
portuguesa. Por exemplo, FPA corresponde a sentenca A no futuro do presente
composto do indicativo, (como em 'daqui a 20 segundos a iluminagéo tera
mudado'). Similarmente, PPA expressa 0 pretérito-mais-que-perfeito.

5. Légicas Condicionais

O fundador da légica modal, C. |. Lewis, definiu uma série de logicas
modais que ndo possuiam o como simbolo primitivo. Lewis estava ocupado em
desenvolver uma logica dos condicionais que estivesse livre dos chamados
Paradoxos da Implicagdo Material, a saber os teoremas classicos A — (~A — B)
e B — (A — B). Ele introduziu o simbolo -3 para “‘implicagdo estrita” e
desenvolveu légicas onde nem A-3(~A-3B) nem B-3(A-3B) sdo demonstraveis.
A pratica moderna tem sido a de definir A-3B como o(A—B), e usar as légicas
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modais governando o para obter resultados similares. Entretanto, a
demonstrabilidade de férmulas tais como (A&~A) -3B em tais logicas parece ir de
encontro @ preocupagdo com os paradoxos. Anderson e Belnap (1975)
desenvolveram os sistemas R e E (para Ldgica Relevante) que foram
desenvolvidas para superar tais dificuldades. Esses sistemas requerem a revisdo
dos sistemas padrao de légica proposicional. (Para uma discussao mais detalhada
da Logica de Relevancia, veja o verbete Logica Relevante).

David Lewis (1973) desenvolveu lgicas condicionais especiais para lidar
com expressdes contrafatuais, isso €, expressdes da forma 'se A acontecesse,
entdo B aconteceria'. (Kvart (1980) é outro 6timo recurso sobre o topico). Logicas
contrafatuais diferem daquelas baseadas na implicagdo estrita porque as
primeiras rejeitam enquanto as Ultimas aceitam a contraposicao.

6. Semantica de Mundos Possiveis

O propdsito da logica é caracterizar a diferenga entre argumentos validos
e argumentos invalidos. Um sistema lgico para uma linguagem é um conjunto de
axiomas e regras designado para demonstrar exatamente os argumentos validos
enunciaveis na linguagem. Criar tal ldgica pode ser uma tarefa dificil. O l6gico
precisa ter certeza de que o sistema é correto, isto é, que cada argumento
demonstrado utilizando as regras e axiomas é de fato valido. Além disso, o sistema
precisa ser completo, isto é, cada argumento vélido deve possuir uma
demonstracdo no sistema. Verificar a correcdo e completude de sistemas formais
€ uma preocupacao central dos légicos.

Tal verificag@o ndo pode ser realizada até que o conceito de validade seja
definido rigorosamente. As semanticas formais para uma ldgica fornecem uma
defini¢ao de validade caracterizando o comportamento da verdade das sentencas
do sistema. Na légica proposicional, a validade pode ser definida utilizando tabelas
de verdade. Um argumento vélido é simplesmente um argumento em que cada
linha da tabela de verdade que torna suas premissas verdadeiras também torna
sua conclusdo verdadeira. Entretanto, tabelas de verdade ndo podem ser
utilizadas para fornecer uma explicagdo da validade nas légicas modais porque
n&o ha tabelas de verdade para expressdes como 'é necessario que', 'é obrigatorio
que', e similares. (O problema é que o valor de verdade de A ndo determina o valor
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de verdade de oA. Por exemplo, quando A é 'Caes sdo caes', 0A é verdadeira,
mas quando A é 'Cées séo animais de estimagdo', oA é falsa.) Nao obstante,
semanticas para logicas modais podem ser definidas introduzindo mundos
possiveis. Iremos ilustrar a semantica de mundos possiveis para uma légica da
necessidade contendo os simbolos ~, — e 0. Em seguida iremos explicar como
a mesma estratégia pode ser adaptada para outras légicas da familia modal.

Na légica proposicional, uma valoragéo para sentengas atdbmicas (ou uma
linha na tabela de verdade) atribui um valor de verdade (V ou F) para cada variavel
proposicional p. Dai os valores de verdade das sentencas complexas sao
calculados com tabelas de verdade. Nas seménticas modais, um conjunto M de
mundos possiveis € introduzido. Uma valoragdo entdo da um valor de verdade
para cada variavel proposicional em cada mundo possivel de M. Isso quer dizer
que o valor atribuido a p para 0 mundo m pode diferir do valor atribuido a p para
outro mundo m".

O valor de verdade da sentenca atdbmica p no mundo m dado pela
valoragdo v pode ser escrito como v(p,m). Dada esta notagéo, os valores de
verdade (V para verdadeiro, F para falso) de sentengas complexas da l6gica modal
para uma dada valoragao v (¢ 0 membro m do conjunto de mundos M) pode ser
definida pelas seguintes clausulas de verdade. ('sse' abrevia 'se somente se'.)

(~) v(~A, m)=V sse v(A, m)=F.

(—) (A— B, m)=V sse v(A,m)=F ou v(B,m)=V.

(5) v(oA,m)=V sse para cada mundo m'em M, v(A,m')=V.

As clausulas (~) e (—) simplesmente descrevem o comportamento
padrao da tabela de verdade para a negacdo e a implicacdo material,
respectivamente. De acordo com (5), oA é verdadeiro (em um mundo m)
exatamente quando A é verdadeiro em fodos os mundos possiveis. Dada a
defini¢do de 9, (a saber, 0A= ~o~A) a condigéo de verdade (5) garante que 0A é
verdadeiro no caso de A ser verdadeiro em algum mundo possivel. Ja que as
clausulas de verdade para o e ¢ envolvem os quantificadores 'todo' e 'algum'
(respectivamente), os paralelos entre 0 comportamento I6gico entre o e Vx, e
entre ¢ e 3x ressaltados na Secdo 2, sdo esperados.

As clausulas (~), (—) e (5) nos permitem calcular o valor de verdade de
qualquer sentenga em qualquer mundo possivel numa dada valoragdo. Uma
defini¢do de validade esta agora muito proxima. Um argumento é 5-valido para um
dado conjunto W (de mundos possiveis) se e somente se cada valoragdo das
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sentengas atdmicas que atribui V as premissas num mundo em M também
atribuem V & concluséo no mesmo mundo. Um argumento é dito 5-valido sse é
valido para cada conjunto ndo-vazio M de mundos possiveis.

Mostrou-se que S5 é correto e completo para 5-validade (por isso nosso
uso do simbolo '5'). Os argumentos 5-validos sdo exatamente os argumentos
demonstraveis em S5. Esse resultado sugere que S5 é a forma correta de formular
uma légica da necessidade.

Entretanto, $5 ndo € uma logica razoavel para todos os membros da
familia modal. Na ldgica debntica, na logica temporal, e outras, o analogo da
condi¢do de verdade (5) claramente ndo é apropriado; além disso ha até mesmo
outras concepgdes de necessidade para as quais (5) também deveria ser
rejeitada. O ponto é mais facil de entender no caso da légica temporal. Aqui, 0s
membros de M sd&o momentos do tempo, ou mundos “congelados”, por assim
dizer, em um instante. Por questdes de simplicidade vamos considerar uma légica
temporal do futuro, uma logica onde oA € lido 'serd sempre 0 caso que'.
(Formulamos o sistema usando o ao invés do tradicional G para que as conexdes
com outras légicas modais sejam mais facilmente apreciadas.) A clausula correta
para o deveria dizer que oA é verdadeira no momento m sse A é verdadeiro em
todos os momentos no futuro de m. Para restringir a ateng&o ao futuro, a relagéo
R (precedéncia temporal) precisa ser introduzida. Assim, a clausula correta pode
ser formulada como se segue.

(K) v(oA, m) = V sse para cada m', se mRm', entéo v(A,m')=V.

Isso diz que oA é verdadeira em m somente no caso de A ser verdadeira
em todos os momentos depois de m.

Avalidade para este tipo de logica temporal pode agora ser definida. Um
enquadramento <M,R> & um par consistindo de um conjunto néo-vazio M (de
mundos) e uma relagdo binaria R em M. Um modelo <E, v> consiste num
enquadramento E, e uma valoragéo v que atribui valores de verdade a cada
sentenca atdmica em cada mundo de M. Dado um modelo, os valores de todas as
sentengas complexas podem ser determinados utilizando (~), (—) e (K). Um
argumento é K-valido caso cada valoragdo das sentengas atémicas que atribui V
as premissas num mundo também atribui V a conclus@o no mesmo mundo. Como
o leitor pode ter adivinhado a partir do nosso uso de ‘K’, mostrou-se que a logica
modal mais simples K é tanto correta quanto completa para K-validade.
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7. Axiomas Modais e Condi¢des sobre Enquadramentos

Pode-se assumir nesta discussédo que K é a logica correta quando o o é
lido como ‘serd sempre o caso que’. Entretanto, ha razdes para pensar que K seja
fraca demais. Uma caracteristica logica 6bvia da relagdo R (precedéncia temporal)
é a transitividade. Se wRv (w precede temporalmente v) e vRu (v precede
temporalmente u), entdo se segue que wRu (w precede temporalmente u). Vamos
definir entdo um novo tipo de validade que corresponde a essa condicéo sobre R.
Seja um 4-modelo qualquer modelo cujo enquadramento <M,R> é tal que R é uma
relacdo transitiva em M. Entdo um argumento é 4-vélido sse todo 4-modelo cuja
valoragao atribui V as premissas em um mundo também atribui V & conclusao no
mesmo mundo. Usamos ‘4’ para descrever tal modelo transitivo porque a logica
que é adequada (tanto correta quanto completa) para 4-validade é K4, a légica
que resulta da adi¢éo do axioma (4): A — oA a K.

A transitividade néo ¢ a Unica propriedade que poderiamos querer exigir
do enquadramento <M,R> se R é lido como ‘precedéncia temporal’ e M é um
conjunto de momentos. Uma condigdo (que € apenas levemente controversa) é
que nao ha um ultimo momento no tempo, i.e. para cada mundo m ha algum
mundo n tal que mRn. Essa condigdo sobre os enquadramentos é chamada
serialidade. A serialidade corresponde ao axioma (D): oA — OA, da mesma
maneira que a transitividade corresponde a (4). Um D-modelo é um Kmodelo com
um enquadramento serial. A partir do conceito de D-modelo a nogéo
correspondente de D-validade pode ser definida, exatamente como fizemos no
caso da 4validade. Como vocé provavelmente adivinhou, o sistema que é
adequado com relacdo a Dvalidade é KD, ou K adicionado de (D). N&o apenas
isso, mas o sistema KD4 (isso ¢, K adicionado de (4) e (D)) é adequado a respeito
da D4-validade, onde um D4-modelo € um modelo no qual <M,R> é serial e
transitivo.

Outra propriedade que poderiamos desejar na relagdo de precedéncia
temporal é a densidade, a condi¢do que diz que entre dois momentos quaisquer,
podemos sempre encontrar outro. A densidade seria falsa se o tempo fosse
atémico, isto &, se houvesse intervalos de tempo que nao pudessem ser divididos
em partes menores. A densidade corresponde ao axioma (C4): coA — oA, a
reciproca de (4). Entdo, por exemplo, o sistema KC4, o qual corresponde a K
adicionado de (C4), é adequado com relagdo aos modelos cujo enquadramento
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<M,R> ¢é denso, e KDC4, adequado a respeito dos modelos cujos
enquadramentos s&o seriais e densos, e assim por diante.

Cada um dos axiomas da logica modal que discutimos anteriormente
corresponde da mesma maneira a uma condi¢do sobre os enquadramentos. O
relacionamento entre condicdes sobre os enquadramentos e os axiomas
correspondentes € um dos tdpicos centrais no estudo das légicas modais. Uma
vez que a interpretagdo do operador intensional o foi decidida, as condigdes
apropriadas sobre R podem ser determinadas para se ajustarem as
correspondentes nogdes de validade. Por sua vez, isto nos permite selecionar o
conjunto certo de axiomas para aquela légica.

Por exemplo, considere uma logica dedntica, na qual o é lido como ‘é
obrigatério que’. Aqui a verdade de oA n&o requer a verdade de A em fodos 0s
mundos possiveis, mas apenas num subconjunto desses mundos onde as
pessoas fazem o que devem. Entdo também desejaremos introduzir a relagdo R
para este tipo de légica, e iremos utilizar a clausula de verdade (K) para avaliar
oA em um mundo. Entretanto, nesse caso, R nao é ‘precedéncia temporal’. Ao
invés disso, mRm’ vale caso 0 mundo m’ seja uma variante moralmente aceitavel
de m, isto €, um mundo no qual nossas agdes podem realizar o que é moralmente
correto, ou certo, ou justo. Sob tal leitura, seria para ficar claro que os
enquadramentos relevantes deveriam obedecer a serialidade, a condigdo que
requer que cada mundo possivel possua uma variante moralmente aceitavel. A
andlise das propriedades desejadas para R torna claro que uma légica dedntica
basica pode ser formulada adicionando o axioma (D) a K.

Mesmo na logica modal, pode-se desejar restringir o leque de mundos
possiveis que sao relevantes para determinar se oA é verdadeiro num dado
mundo. Por exemplo, posso dizer que é necessario para mim pagar minhas
contas, mesmo que eu saiba perfeitamente que ha um mundo possivel no qual eu
falho em pagé-las. No discurso ordinério, a assertiva de que A é necessario néo
requer a verdade de A em todos os mundos possiveis, mas apenas numa
subclasse de mundos que eu tenho em mente (por exemplo, mundos onde evito
as sangdes por falhar em pagar as contas). Para fornecer um tratamento genérico
da necessidade, precisamos dizer que oA é verdadeira em m sse A é verdadeira
em todos os mundos que estdo relacionados a m da maneira adequada. Assim,
para um operador o interpretado como necessidade, introduzimos a
correspondente relagdo R no conjunto de mundos possiveis M, tradicionalmente
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chamada relagéo de acessibilidade. A relagao de acessibilidade R vale entre os
mundos me m’sse m’ é possivel dados os fatos de m. Sob essa leitura de R, deve
ficar claro que enquadramentos para logicas modais deveriam ser reflexivos.
Segue-se que as ldgicas modais deveriam ser fundamentadas em M, o sistema
que é resultado da adigdo de (M) a K. Dependendo de como a relagdo de
acessibilidade é entendida, a simetria e a transitividade também podem ser
desejaveis.

Uma lista de algumas das mais comumente discutidas condigbes sobre
o0s enquadramentos e seus correspondentes axiomas, juntamente com um mapa
mostrando a relagdo entre as varias logicas modais pode ser encontrada na
préxima secao.

8. Mapa das relagoes entre l6gicas modais

O seguinte diagrama mostra o relacionamento entre as logicas modais
mais bem conhecidas, a saber as logicas que podem ser formadas adicionando
alguma combinagéo dos axiomas (D), (M), (4), (B) e (S) a K. Uma lista desses (e
outros) axiomas, e das correspondentes condigdes sobre enquadramentos pode
ser encontrada abaixo do diagrama.

.//////"54=m4 //;?f'55 =M3
=MBS
=M4BS
i 4 =145
D4 MB =M4B
D4s =D4B
=D4BS
DS =DBS
M D 905
4
é :5 K4 KBS=K4B5S
= K45 =K4B
K
KS
K KB

Neste diagrama, os sistemas sdo dados pela lista de seus axiomas.

Assim, por exemplo, M4B é o resultado de adicionar (M), (4) e (B) a K. Em negrito,
indicamos os nomes tradicionais de alguns desses sistemas. Quando o sistema S
aparece abaixo efou a esquerda de S’ conectado por uma linha, entdo §’ é uma
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extensdo de S. Isso significa que cada argumento demonstravel em S é
demonstravel em §’, mas S é mais fraco que §’, i.e. nem todos os argumentos
demonstraveis em S’ sdo demonstraveis em S.

A lista a seguir indica os axiomas, seus nomes, e as correspondentes
condigdes sobre a relagdo de acessibilidade R para os axiomas até agora
discutidos neste verbete da enciclopédia.

Nome Axioma Condigédo sobre os Enquadramentos Ré...
(D) oA—0A JumRo Serial
M) oA-A mRm Reflexiva
(4) oA—noA (mRn&nRo) = mRo Transitiva
(B) A—n0A mRn = nRm Simétrica
(5) OCA—O0A (mRn&mRo) = nRo Euclidiana
(CD) 0A—DA (mRn&mRo) = n=0 Funcional
(aM) o(oA—A) mRn = nRn Reflexiva Deslocada
(C4) ooA—CA mRn = 30(mRo&oRn) Densa
(C) OoA—o0A  mRn&mRp = Jo(nRo&pRo) Convergente

[JFUS RIS B )

Na lista de condicdes sobre os enquadramentos, as variaveis ‘m’, ‘n’, ‘0’
‘v’ e o quantificador ‘30’ tém como dominio M. ‘& abrevia ‘e’ e ‘=’ abrevia
‘se...entdo’.

A nocdo de correspondéncia entre os axiomas e condicdes sobre
enquadramentos que estd em questdo aqui foi explicada na secdo anterior.
Quando S ¢é uma lista de axiomas e F(S) é o conjunto correspondente de
condigbes sobre enquadramentos, entdo S corresponde a F(S) precisamente
quando o sistema K+S é adequado (correto e completo) para F(S)-validade, isso
€, um argumento é demonstravel em K+S sse ele é F(S)-valido. Varias nogdes
mais fortes de correspondéncia entre axiomas e condi¢des sobre enquadramentos
emergiram da pesquisa sobre l6gica modal.
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9. O Axioma Geral

A correspondéncia entre axiomas e condi¢des sobre enquadramentos
pode parecer um mistério. Um belo resultado de Lemmon e Scott (1977) explica
muito bem esse relacionamento. O teorema deles diz respeito aos axiomas que
possuem a seguinte forma:

(G) O"O'A — D/OFA

Utilizamos a notagdo ‘0™ para representar uma cadeia de n losangos.
Assim, por exemplo, ‘0° abrevia uma cadeia de trés losangos: ‘00¢’. De forma
similar, ‘0" representa uma cadeia de n quadrados. Quando os valores de h, i, j e
k s&o todos 1, temos o axioma (C):

(C) 0oA— o0A=0'0'A—n'0'A

O axioma (B) resulta de atribuir 0 a he a i, e atribuir 1 aj e a k:
(B) A— 00A=00°A—0'0'A

Para obter (4), podemos atribuir 0 a he a k, atribuir 1aie2aj:
(4) DA — opA=0"0'A— o?0°A

Muitos (mas n&o todos) os axiomas da légica modal podem ser obtidos
dando os valores corretos aos parametros em (G).

Nossa proxima tarefa sera dar as condigdes sobre enquadramentos que
correspondem a (G) para uma dada selegéo de valores para h, i, j € k. Para fazé-
lo, vamos precisar de uma definigdo. A composicdo de duas relagbes Re R’ ¢
uma relagdo RoR’ que é definida como se segue:

mRoR'v sse para algum u, mRu e uR'v.

Por exemplo, se R é a relagdo de ser um irm&o, e R’ é a relacédo de ser
um pai ou mae, entdo RoR’ ¢ a relagdo de ser um tio ou tia, (pois m € o tio de v
sse para alguma pessoa u, € 0 caso que m é o irmdo de u € u é pai ou mée de v).
Uma relagdo pode ser composta consigo prépria. Por exemplo, quando R é a
relacdo de ser um pai ou mae, entdo RoR ¢é a relagio de ser um avd ou avo, e
RoRoR é a relagdo de ser um bisavd ou bisavé. Sera util escrever ‘R, para o
resultado de compor R consigo propria n vezes. Entdo R’ é RoR, e R* é
RoRoRoR. Vamos considerar que R' é R e R é a relagao de identidade, isto ¢,
mR°v sse m=v.

Podemos agora enunciar o resultado de Scott-Lemmon. Ele nos diz que
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a condicdo sobre enquadramentos que corresponde exatamente a um axioma
arbitrario da forma (G) € a seguinte.

(hijk-Convergéncia) mR"v & m'Ru = 3x (VR'x & uR*x)

E interessante notar como as condicées familiares em R resultam de se
atribuir valores para h, i, j e k de acordo com os valores no axioma correspondente.
Por exemplo, considere (5). Nesse caso i=0, e h=j=k=1. Assim, a condi¢do
correspondente é

mRv & mRu = 3x (VR°x & uRX).

Explicamos que R° é a relagao de identidade. Assim, se VR’ ent&o v=x.
Mas 3x (v=x & uRXx), é equivalente a uRv, e desta forma a condicéo Euclidiana é
obtida:

(WRv & wRu) = uRv

No caso do axioma (4), h=0, i=1, j=2 e k=0. Assim a correspondente
condigao sobre 0 enquadramento é
(m=v & mRu) = 3x (VRx & u=x).

Resolvendo as identidades obtemos:

VR?u = vRu

Pela definigdo de R?, vR?u sse 3x (VRx & xRu), entdo isso leva a:

IAx(vRx & xRu) = vRu,

0 que pela ldgica de predicados, é equivalente a transitividade.

VRx & XRu = vRu.

O leitor pode achar um exercicio aprazivel verificar como as condigdes
correspondentes saem da hijk-Convergéncia quando os valores dos parametros
h, i, j e k s&o dados por outros axiomas.

Os resultados de Scott-Lemmon fornecem um método rapido para
estabelecer resultados sobre o relacionamento entre os axiomas e as
correspondentes condigdes sobre os enquadramentos. Dado que eles mostraram
a adequagéo de qualquer logica que estende K pela adi¢do de uma combinagéo
de axiomas da forma (G) com relagdo aos modelos que satisfazem o conjunto
correspondente de condigdes sobre os enquadramentos, eles forneceram
demonstracdes de adequagdo “no atacado” para a maioria dos sistemas na familia
modal. Sahlqvist (1975) descobriu generalizagdes importantes do resultado de
Scott-Lemmon, cobrindo um escopo muito mais amplo de axiomas.
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10. Légicas da demonstrabilidade

A légica modal foi util para clarificar nosso entendimento de resultados
centrais a respeito da demonstragdo nos fundamentos da matematica (Boolos,
1993). As logicas da demonstrabilidade s&o sistemas onde as varidveis
proposicionais p, g, , etc. dizem respeito a formulas de algum sistema matematico,
por exemplo, o sistema PA de Peano para a aritmética. (O sistema escolhido para
a matematica pode variar, mas assuma que é PA para essa discussdo). Godel
mostrou que a aritmética possui forte capacidade expressiva. Utilizando cddigos
numéricos para sentengas aritméticas, ele foi capaz de demonstrar uma
correspondéncia entre sentengas da matematica e fatos sobre quais sentengas
s80 e quais ndo sdo demonstraveis em PA. Por exemplo, ele demonstrou que ha
uma sentenga C que é verdadeira exatamente quando nenhuma contradicdo é
demonstravel em PA e ha uma sentenga C (a famosa sentenga de Godel) que é
verdadeira exatamente quando ela ndo é demonstravel em PA.

Nas logicas da demonstrabilidade, op é interpretada como uma formula
(da aritmética) que expressa que o que p denota é demonstravel em PA. Usando
essa notagéo, as sentengas das logicas da demonstrabilidade expressam fatos
sobre demonstrabilidade. Suponha que L seja uma constante na légica da
demonstrabilidade denotando uma contradi¢do. Entdo ~oLl diz que PA é
consistente e oA—A diz que PA é correto no sentido de que quando PA
demonstra A, A é de fato verdadeira. Por conseguinte, o quadrado pode ser
iterado. Assim, por exemplo, o~o L faz a dibia a asser¢do de que PA é capaz de
demonstrar sua prépria consisténcia, € ~oL — ~o~oL afirma (corretamente
como Gddel provou) que se PA é consistente entdo PA ¢ incapaz de demonstrar
sua propria consisténcia.

Apesar das Idgicas da demonstrabilidade formarem uma familia de
sistemas aparentados, o sistema GL ¢ de longe o mais conhecido. Ele resulta de
adicionar o seguinte axioma a K:

(GL) o(oA—A)—DA

O axioma (4): oA—ooA é demonstravel em GL, portanto GL € na
verdade mais forte que K4. Entretanto, axiomas como (M): cA—A, e mesmo o
mais fraco (D): oA—0A néo estéo disponiveis (nem séo desejaveis) em GL. Na
logica da demonstrabilidade, a demonstrabilidade n&o deve ser tratada como uma
forma de necessidade. O motivo é que quando p € demonstravel em um sistema
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arbitrario para a matematica S, ndo se segue que p seja verdadeiro, ja que S pode
ser incorreto. Além disso, se p é demonstravel em S (op) néo precisa nem mesmo
seguir-se disso que ~p ndo possua uma demonstragdo (~o~p = Op). S pode ser
inconsistente e, portanto, demonstrar tanto p quanto ~p.

O axioma (GL) captura o conteudo do Teorema de Loeb, um resultado
importante nos fundamentos da aritmética. nA—A diz que PA é correto para A,
isto &, que se A fosse demonstrada, A seria verdadeira. (Tal assertiva poderia ndo
estar assegurada para um sistema S arbitrariamente escolhido, ja que A poderia
ser demonstravel em S e ser falsa.) (GL) afirma que se PA consegue demonstrar
a sentenca que postula a corre¢do para uma dada sentenca A, entdo A ja é
demonstravel em PA. O Teorema de Loeb denuncia um certo tipo de modéstia por
parte de PA (Boolos, 1993, p. 55). PA nunca insiste (demonstra) que uma
demonstracdo de A implica na verdade de A, a ndo ser que PA ja possua uma
demonstracdo de A para dar suporte a tal afirmagao.

Ja foi demonstrado que GL é adequado para a demonstrabilidade no
seguinte sentido. Digamos que uma sentenca GL & sempre demonstravel
exatamente quando a sentencga da aritmética que ela denota é demonstravel, ndo
importando quais valores sdo atribuidos as sentencas de PA. Entdo as sentencas
demonstraveis de GL sdo exatamente as sentencas que si3o sempre
demonstraveis. Esse resultado de adequagao tem sido extremamente (til, ja que
questdes gerais a respeito da demonstrabilidade em PA podem ser transformadas
em questdes mais faceis sobre o que pode ser demonstrado em GL.

GL também pode ser caracterizada com uma semantica de mundos
possiveis correta e completa. Uma condicdo correspondente sobre o
enquadramento para caracterizar GL-validade é a de que 0 enquadramento seja
transitivo, finito e irreflexivo.

11. Légica Modal Avangada

As aplicagbes da logica modal & matemética e a ciéncia da computagao
tém crescido em importancia. Alogica da demonstrabilidade € apenas um exemplo
dessa tendéncia. O termo “légica modal avangada” se refere a uma tradi¢éo em
pesquisa na loégica modal que é particularmente bem representada em
departamentos de matematica e ciéncia da computagéo. Essa tradicdo tem se
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entrelagado & histéria da logica modal desde seu inicio (Goldblatt, 2006). A
pesquisa sobre seus relacionamentos com topologia e algebras representa alguns
dos primeiros trabalhos técnicos em ldgica modal. Entretanto, o termo ‘légica
modal avangada’ geralmente se refere a um segundo campo de trabalho
desenvolvido desde a metade dos anos 70. Alguns exemplos dos muitos topicos
interessantes tratados neste campo incluem resultados sobre a decidibilidade (se
é possivel computar se uma férmula de um dado sistema modal é um teorema) e
complexidade (os custos em tempo € meméria necessarios para computar tais
fatos sobre l6gicas modais).

12. Bissimulagao

A Bissimulacdo fornece um bom exemplo das relagdes frutiferas que
foram desenvolvidas entre a logica modal e a ciéncia da computagédo. Na ciéncia
da computagéo, Sistemas de Transicdo Rotulados (STRs) s&o comumente
utilizados para representar vias computacionais possiveis durante a execugédo de
um programa. STRs s&@o generalizagbes dos enquadramentos de Kripke,
consistindo de um conjunto M de estados, e uma cole¢do de relagdes de i-
acessibilidade R;, uma para cada processo computacional i. Intuitivamente, mR.im’
vale exatamente quando m’ é um estado que resulta da aplicagdo do processo i
ao estado m.

A linguagem da légica polimodal ou dindmica introduz uma colegéo de
operadores modais i, um para cada programa i (Harel, 1984). Nesse caso, 0;A
afirma que a sentenga A vale em toda execugéo do processo i. Assim ideias como
a corretude e a terminagdo bemsucedida de programas podem ser expressadas
nesta linguagem. Modelos para uma tal linguagem s&o como os modelos de
Kripke, exceto que STRs s&o usados no lugar de enquadramentos. Uma
bissimulagdo é uma relacdo de contraparte entre estados de dois desses modelos
tal que exatamente as mesmas varidveis proposicionais sdo verdadeiras em
estados contrapartes, e sempre que 0 mundo n é i-acessivel a um dos estados
contrapartes, entdo a outra contraparte possui a relagdo de j-acessibilidade a
alguma contraparte de n. Em resumo, a estrutura de i-acessibilidade que alguém
pode “ver” a partir de um dado estado imita o que se vé a partir de uma contraparte
deste estado. A Bissimulagéo é uma nog&o mais fraca que o isomorfismo (uma
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relagdo de bissimulagdo n&o precisa ser bijetiva), mas é suficiente para garantir
equivaléncia em termos de processamento.

Na década de 70, uma vers&o da bissimulac&o j& havia sido desenvolvida
por ldgicos modais para ajudar a entender melhor o relacionamento entre axiomas
de logica modal e as condigbes correspondentes sobre os enquadramentos de
Kripke. A semantica de Kripke fornece uma base para traduzir axiomas modais em
sentencas de uma linguagem de segunda ordem na qual a quantificagdo é
permitida sob letras predicativas P com um argumento. Substitua as metavariaveis
A por sentengas abertas Px, traduza oPx como Vy(Rxy — Py), e feche as
variaveis livres x e as letras predicativas unarias P com quantificadores universais.
Por exemplo, a traducéo na logica de predicados do axioma esquematico oA—A
é VP vx[Vy (Rxy — Py) — Px]. Dada esta tradug@o, é possivel instanciar a
variavel P por um predicado unario arbitrario, por exemplo o predicado Rx cuja
extens&o € o conjunto de todos os mundos m tais que Rxm para um dado valor de
x. Dai é possivel obter VX[Vy(Rxy — Rxy) — Rxx], 0 que se reduz a VxRxx, ja
que Vy(Rxy — Rxy) é uma tautologia. Isso ilumina a correspondéncia entre
oA—A e a reflexividade dos enquadramentos (VxRxx). Resultados similares
valem para muitos outros axiomas e condicdes de enquadramento. O “colapso”
das condigbes axiomaticas de segunda-ordem em termos de condi¢bes de
primeira-ordem sobre enquadramentos € muito Util para obter resultados de
completude para légicas modais. Por exemplo, essa é a ideia central por tras dos
elegantes resultados de Sahlqvist (1975).

Mas quando é que a tradugdo em segunda ordem de um axioma se reduz
desta maneira a uma condigao de primeira ordem sobre R? Na década de 70, van
Benthem mostrou que isso acontece sse a validade da tradugdo em um modelo
implica na sua validade em qualquer modelo bissimular, onde dois modelos séo
bissimulares sse ha uma bissimulagao entre eles no caso especial no qual ha uma
Unica relagé@o de acessibilidade. Esse resultado é generalizado facilmente para o
caso polimodal (van Benthem 1996, p. 88). Isso sugere que a logica polimodal
esta no nivel exato de abstracao para descrever, e raciocinar sobre a computacdo
e outros processos. (Afinal de contas, o que realmente importa ali é a preservagéo
dos valores de verdade das formulas em modelos, ao invés de detalhes mais
sofisticados sobre a estrutura dos enquadramentos.) Além disso a tradugéo
implicita dessas logicas em termos de fragmentos bem compreendidos da légica
de predicados fornece uma riqueza de informagdes de interesse para a ciéncia da
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computagdo. Como resultado, uma frutifera area de pesquisa na ciéncia da
computacdo tem sido desenvolvida tendo a bissimulagdo como sua ideia central
(Ponse et al. 1995).

13. Quantificadores na Légica Modal

Pareceria uma questéo simples introduzir os quantificadores V (todo) e 3
(algum) na ldgica modal. Poder-se-ia simplesmente adicionar as regras padréo
(classicas) para quantificadores aos principios de qualquer logica proposicional
modal. Entretanto, a introdug&o de quantificadores em légica modal envolve certas
dificuldades. Algumas dessas sdo filosoficas. Por exemplo, Quine (1953)
notoriamente sustentou que a quantificagdo em contextos modais é simplesmente
incoerente, uma visao que originou uma gigantesca literatura. As reclamagdes de
Quine ja ndo carregam o peso que carregavam. (Veja Barcan 1990 para um bom
resumo.) Nao obstante, a visdo de que ha algo errado em “quantificar-se em” é
ainda vastamente compartilhada. Um segundo tipo de complicagéo é técnico. Ha
uma grande variedade de escolhas que se pode fazer na semantica para logicas
modais quantificadas, e a demonstracdo de que um sistema de regras é
apropriado para uma dada escolha pode ser dificil. Os trabalhos de Corsi (2002)
e Garson (2005) avangam em dire¢do a trazer unidade neste terreno, mas a
situacdo permanece desafiadora.

Uma outra complicagdo € a de que alguns logicos acreditam que a
modalidade requer abandonar as regras de quantificagéo classica em prol das
regras mais fracas da logica livre (Garson 2001). Os principais pontos de
divergéncia no que diz respeito as regras de quantificagdo podem ser de fato
ligados as decisbes sobre como lidar com o dominio de quantificagéo. Aalternativa
mais simples, a abordagem do dominio fixo (as vezes chamada de possibilista),
assume um dominio unico de quantificagdo que contém todos os objetos
possiveis. Por outro lado, a interpretagao relativa ao mundo (ou atualista) assume
que o dominio da quantificacdo muda de mundo para mundo, e contém apenas os
objetos que séo atuais em um dado mundo.

A abordagem do dominio fixo ndo requer grandes ajustes no maquinario
classico dos quantificadores. As ldgicas modais que sdo adequadas para uma
semantica de dominio fixo podem normalmente ser axiomatizadas adicionando
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principios de uma légica modal proposicional as regras classicas de quantificagéo,
juntamente com a Formula de Barcan (BF) (Barcan 1946). (Para uma explicagéo
de algumas excegdes interessantes ver Cresswell (1995)).

(BF) YxoA — oVxA.

A interpretagéo do dominio fixo possui as vantagens da simplicidade e
familiaridade, mas nao fornece uma explicagdo direta da semantica de certas
expressdes quantificadas da linguagem natural. Nés ndo pensamos que ‘Existe
um homem que assinou a Declaracao de Independéncia dos EUA' seja verdadeira,
pelo menos ndo se lermos ‘existe’ no tempo presente. Ndo obstante, essa
sentenca foi verdadeira em 1777, o que mostra que o dominio para a expressao
da linguagem natural ‘Existe um homem que’ muda para refletir quais homens
existem em diferentes tempos. Um problema relacionado é o de que na
interpretagdo do dominio fixo, a sentenga Vyo3x(x=y) é valida. Entretanto,
assumindo que 3x(x=y) seja lido como: ‘y existe’, entdo VyoIx(x=y) diz que tudo
existe necessariamente. No entanto, parece ser uma caracteristica fundamental
das ideias mais comuns sobre a modalidade que a existéncia de muitas coisas é
contingente, e que diferentes objetos existem em diferentes mundos possiveis.

O defensor da interpretagdo do dominio fixo pode responder a essas
objegdes insistindo que em sua leitura dos quantificadores o dominio da
quantificagdo contém fodos os objetos possiveis, ndo apenas os objetos que
existem num dado mundo. Assim o teorema Vyo3x(x=y) faz a assertiva indcua de
que todo objeto possivel é necessariamente encontrado no dominio de todos 0s
objetos possiveis. Além disso, as expressdes quantificadas da linguagem natural
cujo dominio € relativo ao mundo (ou momento) podem ser expressadas utilizando
o quantificador de dominio fixo x e uma letra predicativa E com a leitura
‘atualmente existe’. Por exemplo, ao invés de traduzir ‘Existe algum Homem que
Assinou a Declaragédo de Independéncia dos EUA' por

Ix(Hx & Ax)

O defensor dos dominios fixos pode escrever:

Ix(Ex & Hx & Ax),

assegurando assim que a tradugéo é falsa no tempo presente. Cresswell
(1991) faz a interessante observagdo de que a quantificagéo relativa ao mundo
possui poder expressivo limitado em relagdo a quantificacdo de dominio fixo. A
quantificagdo relativa ao mundo pode ser definida com quantificadores de dominio
fixo e E, mas ndo ha maneira de expressar plenamente quantificadores de dominio
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fixo com quantificadores relativos ao mundo. Apesar disso argumentar a favor da
abordagem classica para a logica modal quantificacional, a tatica de tradugéo
também aponta para algo como uma concessao em prol da légica livre, pois 0s
quantificadores relativos a0 mundo assim definidos obedecem exatamente as
regras da logica livre.

Um problema com a estratégia de tradugéo utilizada por defensores da
quantificagdo de dominio fixo é que interpretar a linguagem natural na logica é
algo menos direto, ja que E precisa ser adicionado a todas as tradugdes de todas
as sentengas cujas expressdes quantificadas possuem dominios dependentes do
contexto. Uma objegéo mais séria a quantificagédo de dominio fixo é que ela retira
do quantificador um papel que Quine recomendou para ele, a saber, representar
um comprometimento ontolégico robusto. Nesta visdo, o dominio de 3x precisa
conter apenas entidades que sd@o ontologicamente respeitaveis, e objetos
possiveis s@o abstratos demais para assim merecer tal qualificagdo. Atualistas
desta estirpe vao querer desenvolver a légica de um quantificador 3x que reflete
comprometimento com o que é atual em um dado mundo, ao invés do que é
meramente possivel.

Entretanto, os trabalhos recentes sobre o atualismo tendem a solapar tal
objegdo. Por exemplo, Linsky e Zalta (1994) sustentam que ao quantificador de
dominio fixo pode ser dada uma interpretacdo que é perfeitamente aceitavel aos
atualistas. Atualistas que empregam seméanticas de mundos possiveis
rotineiramente quantificam sobre mundos possiveis em sua teoria semantica da
linguagem. Pareceria entdo que mundos possiveis s&o atuais a luz do atualismo.
Povoando o dominio com entidades abstratas ndo mais objetaveis que as aceitas
pelos atualistas, Linsky e Zalta mostram que a Férmula de Barcan e os principios
classicos podem ser justificados. Note, entretanto, que atualistas podem
responder que ndo estdo comprometidos com a atualidade dos mundos possiveis
dado que é entendido que os quantificadores utilizados em suas teorias da
linguagem carecem de forte comprometimento ontoldgico. De qualquer forma, é
uma questdo aberta para os atualistas (e ndo atualistas também) investigar a
ldgica dos quantificadores com dominios mais robustos, por exemplo dominios
excluindo mundos possiveis e outras entidades abstratas do género, e contendo
apenas os particulares espacgo-temporais encontrados num dado mundo. Para
quantificadores desse tipo, dominios relativos ao mundo sao apropriados.

Tais consideragdes motivam interesse nos sistemas que reconhecem a
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dependéncia do contexto na quantificagdo pela introdugdo de dominios relativos
ao mundo. Aqui cada mundo possivel possui seu proprio dominio de quantificagdo
(o conjunto de objetos que atualmente existem no mundo), € os dominios variam
de um mundo para o outro. Quando tal decis&o é feita, surge uma dificuldade para
a teoria classica da quantificagdo. Note que a sentenga 3x(x=t) € um teorema da
ldgica classica, e, portanto, o3x(x=f) € um teorema de K pela Regra da
Necessitacdo. Suponha que o termo t denote Saul Kripke. Entdo o teorema
anterior diz que € necessario que Saul Kripke exista, e, portanto, que ele esta no
dominio de cada mundo possivel. Toda a motivagdo da abordagem relativa ao
mundo era a de refletir a ideia de que objetos em um mundo podem néo existir em
outro mundo. Se as regras de quantificagdo padrdo sédo utilizadas, entretanto,
cada termo t precisa se referir a algo que exista em todos os mundos possiveis.
Isso parece incompativel com nossa pratica ordinaria de usar termos para nos
referirmos a coisas que existem apenas contingentemente.

Uma resposta a essa dificuldade é simplesmente eliminar termos. Kripke
(1963) deu um exemplo de um sistema que usa interpretagao relativa ao mundo e
preserva as regras classicas. Entretanto, os custos sdo pesados. Primeiramente,
a sua linguagem é artificialmente empobrecida, e em segundo lugar, as regras
para a légica modal proposicional precisam ser enfraquecidas.

Presumindo que desejamos uma linguagem que inclui termos, e que
regras classicas sejam adicionadas aos sistemas tradicionais da légica modal
proposicional, um novo problema surge. Em tal sistema, é possivel provar (CBF),
a reciproca da Férmula de Barcan.

(CBF) oVxA—VxoDA

Esse fato possui sérias consequéncias para a semantica dos sistemas.
Nao é dificil mostrar que todo modelo relativo ao mundo de (CBF) precisa cumprir
a condi¢do (ND) (de ‘Dominios aNinhados’).

(ND) Se mRn entéo o dominio de m é um subconjunto do dominio de n.

Entretanto (ND) entra em conflito com a ideia de introduzir dominios
relativos ao mundo. Aideia afinal era de que a existéncia de objetos é contingente
e, portanto, ha mundos possiveis acessiveis onde algumas coisas no nosso
mundo hdo existem.

Uma solugdo direta para esses problemas é abandonar as regras
classicas dos quantificadores e ao invés disso adotar regras para ldgica livre (FL).
As regras de FL coincidem com as regras classicas, com excegao de que as
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inferéncias de VxRx (tudo é atual) para Rp (Pégaso € atual) séo bloqueadas. Isso
é feito introduzindo o predicado ‘E’ (de ‘atualmente Existe’) e modificando a regra
da instanciagao universal. De VxRx é permitido obter Rp apenas se também ja se
obteve Ep. Assumindo que o quantificador universal Vx é primitivo, e o0

quantificador existencial 3x é definido por IxA =¢f ~Vx~A, entdo FL pode ser
construida adicionando os dois principios seguintes as regras da logica
proposicional

Generalizagéo Universal. Se B — A(y) € um teorema, entdo B —VXA(x)
também o é.

Instanciagdo Universal. (VxA(x) & En) — A(n)

(Aqui é assumido que A(x) € uma formula bem formada arbitréria da
l6gica de predicados, e que A(y) e A(n) resultam de substituir cada ocorréncia de
x em A(x) por y e n, de forma apropriada.) Note que o principio da generaliza¢do
universal é padrao, mas que o axioma da instanciacéo é restrito pela mencgéo de
En no antecedente. Em FL, as demonstragdes de férmulas como Ixa(x=t), Vyo
Ax(x=y), (CBF), e (BF), que parecem incompativeis com a interpretacéo relativa
ao mundo, s&o blogueadas.

Uma objecéo filosofica a FL é que E parece ser um predicado de
existéncia, e muitos iriam sustentar que a existéncia ndo é uma propriedade
legitima como ser verde ou pesar mais que dois quilos. Assim, os fildsofos que
rejeitam a ideia de que a existéncia é um predicado podem objetar a FL. Contudo,
na maioria (mas ndo todas) as légicas modais quantificadas que incluem
identidade (=) essas preocupagdes podem ser contornadas definindo E como se
segue.

Et =4f Ix(x=t)

A maneira mais geral de formular a l6gica modal quantificada é criar FS
adicionando as regras de FL a uma dada légica modal proposicional S. Nas
situagdes onde a quantificagdo classica é desejada, pode-se simplesmente
adicionar Et como um axioma a FS, de modo que os principios classicos tornam-
se regras derivaveis. Os resultados de adequagéo para tais sistemas podem ser
obtidos para a maioria das escolhas da légica modal S, mas ha excegdes.

Uma complicagéo final na semantica para légica modal quantificada
merece ser mencionada. Ela surge quando expressdes nao-rigidas tais como ‘o
inventor das bifocais’ sdo introduzidas na linguagem. Um termo é néo-rigido
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quando se refere a diferentes objetos em diferentes mundos possiveis. O valor
semantico de tal termo pode ser dado pelo que Carnap (1947) chamou de conceito
individual, uma funcdo que escolhe a denotagdo de um termo para cada mundo
possivel. Uma abordagem para lidar com termos n&o-rigidos & empregar a teoria
de Russell das descricdes definidas. Entretanto, em uma linguagem que trata
expressdes naorigidas como termos genuinos, acontece que nem as regras de
quantificagdo da logica classica, nem as da légica livre so aceitaveis. (O problema
ndo pode ser resolvido enfraquecendo a regra da substituicdo pela identidade.)
Uma solugdo para esse problema é empregar um tratamento mais geral dos
quantificadores, no qual o dominio da quantificagdo contenha conceitos individuais
ao invés de objetos. Essa interpretagéo mais geral fornece um ajuste melhor entre
o tratamento dos termos e o tratamento dos quantificadores e resulta em sistemas
que sdo adequados para regras classicas ou regras de légica livre (dependendo
da escolha entre dominios fixos ou dominios relativos ao mundo).
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