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iniciativa se une a otras (como las bolsas de viaje
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cion innovadora y critica de la investigacion
mas joven en los campos tematicos de interés
de la SLMFCE. Lo que es mas importante, cabe
constatar que quienes recibieron el premio en
afos anteriores han continuado sus carreras
con logros destacados, como contratos de
investigacion pre- y posdoctorales y la incorpo-

TMF SLMFCE 2 para la asistencia a congresos internacionales, el racion a la plantilla docente de departamentos
congreso de posgrado y los premios a mejores universitarios.
Segundo comunicaciones en el congreso general de la )
premio TFM Sociedad) con las que desde la Junta directiva de No querriamos finalizar esta breve nota edito-
SLMECE 14 la SLMFCE confiamos en impulsar ese objetivo. rial sin agradecer muy sinceramente, en nom-
bre de la Junta directiva de la SLMFCE, la valio-
Los trabajos presentados al premio debian haber- sa colaboracion de los y las especialistas que
se defendido en el curso 2020-202| y haber ob- han prestado sus conocimientos y su tiempo
Evaluadores y tenido una calificacion de 9 o superior. Podian en el proceso de evaluacion de los trabajos
evaluadoras de estar escritos en espafiol, inglés o cualquiera de presentados. En este nimero se incluye por
los Premios las lenguas oficiales en Espafia. En esta convoca- ello la lista de su nombres, incluyendo todas las
TFM SLMFCE 37 toria, el procedimiento de resolucion introdujo convocatorias que van desde los primeros
cambios respecto a las anteriores. Se desarrollé Premios Mejor TFM 2014-2015 hasta la pre-
en dos fases: una primera fase eliminatoria me- sente edicion de TFM 2020-2021. Asi mismo,
diante evaluacion anénima por especialistas en el agradecemos a los y las participantes su interés
tema especifico de cada trabajo, y una segunda en concurrir a esta convocatoria, y hacemos
fase en la que los cinco trabajos con mejor valo- llegar nuestra enhorabuena a los dos premia-
racion fueron estudiados por un comité que dos.
acordé el fallo final. Este comité estuvo formado
por: José Martinez (UB, presiente del comité y 1°) On the Axiom of Limitation of Size
vicepresidente de la SLMFCE), Arantza Etxebe-
rria (UPV/EHU, vocal de la SLMFCE), Sergi Oms Autor: Alfredo Peifia Castafio
(UB, vocal de la SLMFCE), Maria Cerezo (UCM) Master interuniversitario en Logica y
y Carl Hoefer (UB). La Junta de la SLMFCE nom- Filosofia de la Ciencia (USAL).
bré al comité respondiendo al criterio de cubrir Directora: Mara Manzano Arjona.
las especialidades de los cinco trabajos finalistas.
Editan: El nuevo modelo de evaluacién ha ayudado a que 2°) La interpretacion modal de Ia

Cristina Corredor
Lanas
David Pérez Chico

la decision final pueda estar basada en una vision
mas global y comparativa de los trabajos, comple-
mentando la asignacion de puntuaciones con una

valoracion cualitativa por especialistas.

Importa destacar la alta calidad de los trabajos

mecanica cuantica: de la Loégica
cuantica al problema de la medida

Autor: José Alejandro Fernandez
Cuesta
Master interuniversitario en Logica y

Maqueta: que se presentaron al concurso, asi como su Filosofia de la Ciencia (USAL).
Patricia Garcia diversidad tematica y pluralidad de enfoques. En Directores: Fernando Soler Toscano
Rodriguez esta ocasion ademas, los dos trabajos premiados y Adan Sus Duran.

se sitian en el ambito de la logica formal y la
mecanica cuantica con un enfoque légico, lo que
habla a favor del estado de la investigacion en las
ciencias formales en nuestro pais. Asi mismo, una
mirada a los premios de los Ultimos afios pone de
manifiesto la amplitud de intereses y la orienta-

Maria José Garcia Encinas y
Cristina Corredor




Revista de la SLMFCE: Especial VI Premio Trabajos Fin de Master

Pagina 2

PRIMER PREMIO: On the Axiom of Limitation of Size

A Mara Manzano, por su ayuda y dedicacion

CONTENTS
I. INTRODUCTION ....ontiiiiiiiiiiiiiiiieeeneeenienaenans 2
1. 1. Origins: the Limitation of Size doctrine ....ccovvveneenennn 2
1.2, Original Lim ...o.oeeiiiiiiiiiiiiiii i 3
1.3. NBG: proper classes, proper extension .......................3
1.4. The universe and the ordinals. ........c..cccoeveiieiinien.e 4
2. THE AXIOM OF LIMITATION OF SIZE ...........ccuvuuennnn 4
200 LM 4
2.2. Main implications of Lim .........ccoevevveevenennnccn. 5
2,210 SeES cninii e 5
2.2.2. Axiom of Replacement ..........c..ccceieiiinnnia.. 5
2.2.3. Well-ordering of V' .....ccoooiiiiiiiiiiiiiiiiiinnn 5
2.2.4. Axiom of Global Choice .............ccoveuinniennn 5
3. NEW CONCLUSIONS .........cc.oouniiniiiiniiniineininane 6
3.O0D coii 6
3.2.HOD ..o 7
3.3. Large Cardinals ......c.ccooiiiiiiiiiiii 7
B4 Lo 8
4. Lim AND PROPER CLASSES. .......c.tvtitintineeneeneeneeneen o 9
4.1. Problems: contradictions and illegal classes .......... 9
4.2. Solutions: the multiverse ...............c.coveienenene. 10
4.2.1. The multiverse V™ .................... Il
5. CONCLUSIONS ....o0tiiiiiiiitetiatent et e ene e e e 12
6. ANINEX .oontitiiiit ettt ettt e e et e e enrnre e 12
6.1. Original Lim .........cccooiiiiiiiiii 12
7. BIBLIOGRAPHY ..ovuniiiiniiiiiniiiiiiiiiie e 13
ABSTRACT

The Axiom of Limitation of Size is an axiom of set theory
that states that a class is a proper class iff there is surjection
from it onto V', the set-theoretical universe. And although
nowadays it is no longer part of standard set theory (not
even NBG), many results can be derived from it. Following
this, this work has two objectives. First, analysing the axiom,
its history and some well-known results, such as its relation
to the ordinals, the Axiom of Choice or the Well- Ordering
of V . Second, and perhaps more importantly, showing why
and how it implies some new results. The first result is that
it implies that V' = HOD, this is, that the universe of sets is
equal to the class of hereditarily ordinal definable sets.
Then | will try to show why from this we can derive the
existence of measurable cardinals, a type of large cardinal
with remarkable properties, and why this means that the
Axiom of Constructibility would be false. Finally, in the last
section, | will discuss the possibility of a set theoretical mul-
tiverse, as a solution for certain problems and contradic-
tions that can also be derived from the Axiom of Limitation
of Size. For that, | will describe a possible picture of that
multiverse, as a structure in which different models of set
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class. Although this picture of the multiverse is just a sketch,
we can nevertheless derive from it a number of results con-
cerning the Axiom of Limitation of Size, the different multi-
verses, and the very notion of proper class. The work ends
with a historical annex, in which | try to disentangle the origi-

nal formulation of the Axiom of Limitation of Size.
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I.INTRODUCTION

Set theory is grown-up field: what began as a very intuitive
formalization of mathematical objects and the infinite, is now-
adays a complex theory about the mathematical universe.
However, set theory is not a theory as such, but rather a
family of theories revolving around certain axiomatizations.
For instance, mainstream set theory is mainly done within the
framework of Zermelo-Fraenkel’s axiomatic system, and per-
haps the second most well-known is the one of Neumann-
Bernays-Godel (NBG). But the history of NBG hasn’t been
static either: it has experienced some deep changes since its
beginnings, adding some new axioms and ruling out others
that seemed key. This work examines one of those axioms:
Von Neumann’s axiom of Limitation of Size (Lim). Roughly,
Lim states that a class is a proper class if and only if there is a
mapping from it onto V. Following this, | will not only analyse
it, but also try to show why and how Lim leads to the follow-
ing consequences:

(1): Lim =V =0D, and V = HOD. Thisis, the universe
of all sets is equal to the class of all ordinal definable
sets (OD) and the class of hereditarily ordinal definable
sets (HOD).

(2): Limis a large cardinals axiom, since it implies the exist-
ence of measurable cardinals.

(3): Lim implies V' # L, the class of all constructible sets.

(4): Lim is either contradictory (and must be amended)
or needs of a set theoretical multiverse.

In this section | will introduce Lim’s conceptual and historical
framework.

I. 1. Origins: the Limitation of Size doctrine

Georg Cantor, set theory’s grandfather, not only developed a
new understanding of the infinite, but also managed to find
some immediate paradoxes. Perhaps the most important
one is what is been known as Cantor’s Paradox: which is the
cardinality of the set of all cardinals? This problem is the seed
from which the Limitation of Size doctrine comes out, as
well as Lim and the very notion of proper class [I].




In short, Cantor’s Paradox shows that there can be no set
of all cardinals. This result comes from his conclusion that
there is no greatest cardinal number: if it were, then it would
be equal to the cardinality of its power set, which by Can-
tor’s Theorem is impossible. Hence, there can be no set of
all cardinals (call it X), for it would have a certain cardinality
that would be equal to the cardinality of P(X).

This result implied a problem for Cantor and the naive un-
derstanding of sets. The set of all cardinals is clearly a defin-
able collection of objects, and therefore had to be a set.
However, as we've seen, the existence of that set was in-
consistent with primitive set theory. This is what led Cantor
to state the Limitation of Size doctrine: some collections of
objects were ’too big’ for those collections to be a set. The
obvious question is what exactly 'too big’ means. And here
is where Burali-Forti’s paradox appears.

Burali-Forti’s paradox, first developed in 1897 but not well
known until the result was included in Russell’s The Principles
of Mathematics (1903), shows that the collection of all ordinals
is not a set. Although at the time the notion of ordinal was-
n’t as formal as it is now (we will go later on to it), Burali-
Forti realised that, since ordinals can be well-ordered, the
set of all ordinals would be well-ordered. Explained in mod-
ern terms, this implies that given that every ordinal is de-
fined as a well-ordered set, and the set of all ordinals is a
well- ordered set, the set of all ordinals would itself be an
ordinal. Therefore, the set of all ordinals would include it-
self, which is impossible, and hence the set of all ordinals
cannot be a set.

When Cantor knew this result, rapidly connected it with his
own, and realised that there can be a bijection between the
ordinals and cardinal numbers. After that, he concluded that
a collection of objects is too big to be a set if it can be
mapped onto the ordinals. This is what we can coin as Can-
tor’s Limitation of Size. But that didn’t settle the question.

In 1925, Von Neumann published his article

éﬁ An Axiomatization of Set Theory [4]. The arti-

cle is somewhat difficult for the modern read-

7 er, for instead of talking of sets or classes,
9

Von Neumann states his axioms in terms of
functions’, ’arguments’ and ’function-
arguments’. Nevertheless, it is an article of great im-
portance: in it we find the initial axiomatization from which
NBG comes from, as well as a new Limitation of Size con-
ception. Von Neumann didn’t use the ordinals to define
what ’too big’ is, but introduced what we can call the
"mathematical universe’'. The mathematical universe (call it
U) can be defined as the collection of all mathematical ob-
jects, ie. every set. Following this, Von Neumann’s Limitation
of Size implies that a set is too big if there is a mapping from
itonto U.

1. Again, this explanation is done in modern terms. Von Neumann’s
doesn’t talk about a mathematical universe: as shown in the annex,
his notation (which had the aim of clarifying set theory) is quite
difficult to follow.
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There is another substantial difference between Cantor’s and
Von Neumann’s notion of Limitation. In his article, Von
Neumann not only made it explicit, but included it as an
axiom. That axiom is Lim.

1.2. Original Lim

Probably due to how complicated is Von Neumann’s article,
many textbooks and online sources are slightly mistaken
when it comes to Lim. It is easy to find examples (some: [1],
[2]) in which it is said that Lim asserts that a set is too big if
there is a bijection between the class and U. But this is not
actually correct. Three pages before the axiom, and refe-
rring to the Limitation of Size notion, Von Neumann says
([41, p. 397):

“(The function) must be single-valued, but it need not
be one-to-one”.

What Von Neumann means is that the function from the
class to U only needs to be surjective: every element of U
must be in the range of the function, but there can be more
elements in the class from which we define the mapping.
This aspect is important, and necessary for the fourth con-
clusion listed at the beginning of this work. The explanation
of the article in which Lim was first introduced can be found
at the end of this work, in the Annex

1.3 NBG: proper classes, proper extension

Von Neumann’s axiomatization marked the beginning of NBG,
but did not finish it; so to speak, Von Neumann’s work is just
the 'N’. After that, first Bernays (the 'B’) and then Godel
(the ’G’), refined and changed the axiomatization, until a
definite NBG was reached.

However, it wasn’t Bernays or Godel who took Lim out of
NBG, but Yon Neumann himself. Von Neumann found some
of the consequences of Lim (that we will study after this
introduction), and thought that Lim was a too powerful axi-
om: it implied the Axiom of Replacement, Separation, the
well-ordering theorem and the more metaphysical notion
that any class not as big as the universe is a set [3]. Von
Neumann found that this last consequence departed too
much from the Cantorian Set Theory that he had strived for
with his first axiomatization, although it is not entirely clear why.

At any rate, in his 1929 paper [5] On the Consistency of
an Axiomatic Set Theory, Von Neumann got rid of Lim, and
included both the axiom of Replacement and an axiom of
choice from which one can derive the well-ordering theorem.
After that, it would be Bernays turn: he translated Von
Neumann’s axiomatization to mainstream notation, includ-
ing as primitives two types of objects: sets and classes. Sets
belong to either other sets or classes; classes belong to no
other class. Each object worked with a different inclusion
operator, so to simplify the situation, in 1940 Godel devel-
oped the ’final’ version of NBG: an axiomatization similar to
Bernay’s, but with only one type of object: classes. Both sets
and proper classes were classes, the difference being that
sets are classes that belong to other classes, and proper
classes are those classes that belong to none. Equally, he
included what he called the axiom of global choice: an axiom
of choice that also applies to proper classes.
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Godel not only coined the modern concept of proper class,
but also proved a great result for the study of NBG: that
NBG is a proper extension of ZFC. Hence, any discovery
within ZFC would also apply to NBG, what allows us to
investigate set theory from a more unified point of view. Of
course, there is a2 major difference between the two, namely
proper classes. Any result in NBG about proper classes
does not apply to ZFC, since in ZFC everything is a set;
therefore, NBG is consistent with ZFC up to proper clas-
ses, and that is the reason why it a proper extension: it
allows us to prove more things than ZFC, but anything
provable in ZFC is also provable in NBG.

What does this all mean for this work? Since we are investi-
gating Lim, we are not studying neither modern NBG nor
ZFC. However, since Lim is related with proper classes, all
the results shown in this article can only be incorporated
within NBG. This is: this article assumes NBG as a frame-
work for Lim (what we could call NBG + Lim), but without
studying NBG itself or paying attention to certain minor
problems. For instance, Lim implies the axiom of Replace-
ment, which is already in NBG, and hence the axiomatiza-
tion NBG + Lim would be redundant. But | will oversee
this kind of issues.

In short, the conclusions of this article could apply to NBG
(and any other axiomatization with proper classes) iff it
included Lim, but not to ZFC.

1.4. The universe and the ordinals

In previous sections | have talked quite freely about the no-
tion of universe and the notion of ordinal. Both are of great
importance for Lim, so to fully understand Lim’s scope it is
necessary to grasp them correctly.

The most common definition of the class of ordinals (Ord) is
simple: the class of all sets that are both transitive and well-
ordered by €, where each ordinal is the well-ordered set of
all previous ordinals.

Some important properties of ordinals are (proofs can be
found in [6]):

« Ifa, B are ordinals, then either a € or  Ca.

« <isa linear order over Ord.

« Every well-ordered set is isomorphic to a unique
ordinal number.

A bit more intuitively, the ordinals correspond to positions
within an order: first, second, third, etc. Ordinals are denot-
ed with lower case Greek letters.

Thanks to the ordinals we are able to develop a more formal-
ized notion of universe: V. Named after Von Neumann but
first introduced by Zermelo, V' (also known as the cumulative
hierarchy of sets) is the structure that includes every x that is
a class. More concretely, it is the class of all well-founded
sets (and since all classes are well-founded in NBG and ZF, it
includes all sets). Of course, if we understand V' as a class, it
will be a proper class. However, the role of proper classes
within V7 will be investigated at the end of this article.

V' is generated step by step by transfinite recursion, using the

ordinals:

For any limit ordinal v, let 7, be the union of all previous
ordinals:

e Vo=g

« For any ordinal a, let Vo, be: Vo, = P (V)

« For any limit ordinal v, let V, be the union of all
previous ordinals: V, =U (V3), when  <v.

Being each V, a ’stage’ or ’step’, the class V' is the union of
all stages:

V= LaJVa

Any existing set in the universe will be within a certain V.
But what happens with proper classes? The answer to this
question might lie within Lim.

2. THE AXIOM OF LIMITATION OF SIZE
In this section | will state Lim formally, as well as its main
consequences. These results can be found in [3] and [7].

2.1. Lim

As said, Lim states that a class is a proper class iff there is
a function from it onto V. This is equal to saying that
there is a function from it to every set there is. Following
this, we could formalize Lim as (when uppercase letter de-
note classes and lowercase letters, sets):

Lim: VC[-3D(C € D) ® 3R (V,3Y(y €Y) > Ix(x €C
A(xy) ER)AVYV,Y, ([xy) ERA(2)ER] =y=12) ]

Analyzing the axiom part by part, what it says is: for any class
C, there is no class to which it belongs to (and therefore C is
a proper class) iff there is a relation R such that:

« The range of R is the totality of sets: any set y that
belongs to at least one class Y.

« For any set y, there is at least an element x in C
such that (x, y) € R. Therefore, R is surjective, and its
domain is a subset of C

« Ris a function.

« It is not specified whether R is one-to-one. Therefore,
it can be many-to- one.

Since V' is the union of every set there is, Lim can be stated
as:

Simplified Lim: a class C is a proper class iff there is a
function from a subset of C onto V.




2.2. Main implications of Lim
2.2.1. Sets
Thanks to stating what a proper class is, Lim allows to define

what a set is: any class that cannot be surjected onto V.

Lemma 2.2.1: If ais a class and there is no surjective
function F from aonto V, then a is a set.

Proof: Assume for the contrary that there is such an F.
Then, for every elementy €V, there is an element x € a such
that (x,y) € F. Then, by Lim, it is a proper class.

Note that this is only serves to define what a class is in
a very general way. Anything smaller than a proper class
would be a set, and for example, by Lim alone a non-well-
founded set would be a perfectly acceptable set. This is, oth-
er axioms are required to fully define what a set is, at least
for mainstream axiomatizations.

2.2.2. Axiom of Replacement

Roughly, the Axiom of Replacement states that the image of
any set under any definable function is also a set. Following
this:

Lemma 2.2.2: Lim = Replacement

Proof: Replacement says that if ' is a function and ais a
set, then F'[a] is a set. Assume for the contrary that F [d] is
not a set, and therefore it is a proper class. Then there is a
function R from F [a] to V' . Being R ° F the composition
between the function from F' [a] to } and the function from a
to F [a], we know that R ° F'is a function from a to V. The
reason is that the domain of R ° F'is the domain of F', namely
a. Hence, since there is a function from a to V', a is a proper
class, which contradicts a being a set.

We know that the Axiom of Replacement implies the Axiom
of Separation, what means that Lim implies the Axiom of
Separation.

2.2.3. Well-ordering of V'

A well-order over V' means that V' is totally ordered and that
every non-empty subset of it has a least element. In main-
stream set theory such as ZF or NBG without the Axiom of
Global Choice, V' is not well-ordered. This seems counterin-
tuitive given that V is built using the ordinals, and ordinals can
be well- ordered. But consider the following case: take a
certain V; and V within V. By the ordinals, we know that
either a <P or B <a. But this does not mean V,and Vare
well-ordered, for we can define two different well-orderings,
one in which we have ¥, <V and other in which we have I3
<V,. Hence, V is not well-ordered because we can define
infinitely many well-orderings.

For V to be well-ordered, we need to define a definite well-
ordering function from outside, that determines for every V,
whether 7, < Vg or V<V, With Lim we can define such a

function.

Lemma 2.2.3: Lim = well-ordering of V.
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Proof: As we have seen, Ord is a proper class. By Lim,
there is a function F' from Ord onto V. Following this, we
can define a subclass R of F' (assuming F is a function that is
correctly defined) such that:

R={(ax) EF|Vy((y =) AP x) EF) 2a<p)}

This is, to R belong all the ordered pairs (a, x) such that ais
the least ordinal in F, for any x in V. Therefore, for any x € V/,
there will be a a € Ord such that (a,x) ER, and a is the least
ordinal such that (a,x). Hence, R is a bijection between a
subset of Ord and V. The reason is that there will be an ordi-
nal for any set in 7, and since that ordinal will be the least
possible, there will be a unique ordinal for any set.

Following this, we can prove that x <y iff R”'(x) < R™'(y)
(R™' being the inverse function of R). Consider for the con-
trary that we have x <y, but not R"'(x) < R™'(y). Be R™'(x)
= a and R™'(y) = PB. Since it is not true that R™'(x) <R™
(y), then B < a (for ordinals are well-ordered). By how we
have defined R, we know that given the function (o, x) ER,
is the least ordinal for x, and the same happens with §§ and
(B,y). Therefore, if B < a, then the function Ry corresponds
to a set (y) smaller than the one that corresponds to the
function R, (in this case, x). If it wasn’t like this, then § would
not be the least ordinal that relates to y, and therefore it
would relate to x (for either x >y or y > x). Therefore, we
have that y < x. We have reached a contradiction.

We find that the function R defines a well-ordering over V-
every element of V' is ordered by the functions in R . The
functions in R are ordered by Ord, and since Ord is well-
ordered, then V' is well-ordered.

Note that this is different from the many well-orderings we
can define from V" alone. Here, V' has a certain well-order:
the one that R determines. This is, given any V, or any Vg,
R gives us an outward criteria to decide whether V, <V}
or not.

2.2.4. Axiom of Global Choice

From the well-ordering theorem we can derive that Lim im-
plies the Axiom of Global Choice. The Axiom of Global
Choice is equal to the Axiom of Choice, but applying also to
proper classes. More concretely, a choice function is a func-
tion f such that, for every set x within a certain collection
of sets, f(x) is an element of x. Following this, the Axiom of
Choice states that we can define a choice function f for any
set of nonempty sets X, such that for any x € X, f(x) € x.

Lemma 2.2.4: Lim = Axiom of Global Choice.

Proof: take R, the function we have used to prove the well
-ordering theorem. Since R implies that V' is well-ordered,
any class x in V' will have a least element. If we name that
element Least(x), we have that for every x, Least(x) € x.
Therefore, it is possible to define a choice function over V'
such that f(x) = Least(x), and since Least(x) € x, we would
have that f(x) € x. As we have seen, this is a choice function.
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In conclusion, the well-ordering of V" allows us to derive the
Axiom of Global Choice. In fact, both the well-ordering prin-
ciple and the Axiom of Choice are known to be equivalent
between each other and to Zorn’s Lemma [6].

From all these conclusions we extract what we can call V;;,.
It differs from the usual V' in the sense that it is well-ordered
thanks to Lim. Vi, is the universe | will work with from now
on, althought calling it V' for simplicity.

3. NEW CONCLUSIONS

Now | move to the first part of the novel conclusions listed at
the beginning of this work.

3.1.0D

A class A4 is said to be ordinal —definable [8]" iff there exists a

formula ¢ such that g%

This is, a class A4 is ordinal-definable if, for any object u de-
scribed by a formula ¢, u has an ordinal as a witness in A.

We call OD to the class of all ordinal definable classes.

A={u: 0 (y a, .., a,)}

From this, we can deduce that the property “4 is ordinal
definable” is in fact definable by a first order-formula. But, to
understand why, we need to introduce the Reflection Principle.

Definition 3.1.1: Reflection Principle [6]: The Reflection
Principle, some- what similar to Lowenheim-Skolem’s theo-
rem, says that for any finite number of formulas, there is a set
M that works as an elementary submodel of the universe.
This is: for that set of formulas, it gives us a framework for
any formula to be true in the universe. More formally, the
Reflection Principle says that given a formula y(x,, ..., x,), in a
certain M, we have that for each M,, there exists a set M

such that M, € M and:
g

This states that y is true in M iff y is valid, this is, it is true in
any possible model. We say that M reflects y. The com-
plete proof can be found in [6]. Broadly, the reason is that
one can prove that if Ixy(u,, .., u,, x), then (3x € M )y(u,, ..,
u,, x), in at least one M (for, if a formula is valid, then it
will be true in at least one model). On the other hand, if v is
true in M and v is an atomic formula, then it will be absolute: it
will hold in any model of the universe of sets. This is: since
atomic formulas are derived from the same axioms, each
atomic formula will have the same truth conditions in all the
models of set theory. There will be models with less or more
atomic formulas (with different sizes), but given that set theo-
ry is a theory bounded by certain axioms, one cannot derive a
contradiction from them. Therefore, we know that for any
valid atomic formula, there will be a model in which it is true,

\VM(XII e Xn) < ‘V(XI’ e Xn)

and viceversa.

2. The notion of definability, although not expressible as a prop-
erty in first order logic, can be formalized as an operation. See
[8], chapter V.

After proving this, we extrapolate this result to the rest of
finite formulas by transfinite induction, and hence we know
that they will be valid in the universe iff they are true in a
certain M.

Now we have the Reflection principle, and given the defini-
tion of ordinal definable class, we can prove the following
lemma:

Lemma 3.l1.1: A set x is ordinal definable iff there is
some a such that x is ordinal definable in ¥, [8].

Proof : assume that a set x is ordinal definable and x = y(u,
ay, .., a,). Since it is a set, it will be within a certain V,. Now,
we can identify V, with M, such that by the Reflection
Theorem, there is an M that reflects X and M, c M. M
can also be identified with a certain V3, and since M, c M,
we have that o < B. Therefore, also by the Reflection
Principle:

VU{(V[; |= \V(ur Qs an)) < \V(u’ Qs an)}

Hence, we have that X is ordinal definable in the universe iff it
is ordinal definable within a certain V.

Also, one can prove a corollary that will be vital for our
proof that Lim implies that V' = HOD:

Corollary 3.1.1: If X'is a class and there exists a function
F: Ord v— X, then every element of X is ordinal definable [6]

Proof: As said, a class X is ordinal definable if any u € X
has an ordinal as a witness. If there is a function from Ord
to X, then there is a @ € Ord such that, for every u €X,
there is a F'(@) = u. Therefore, every u € X has an ordinal
as a witness, and hence is ordinal definable. And by Lemma
3.1.1, then y(y, a, .., a,)¢ < y(u, @, .., a,). This is, every u
€ X is ordinal definable not only in X but also within the
whole structure in which X is in, this is, V.

From this, we can get to:

Theorem 2: Lim =V = 0D

Proof: OD is the class of all ordinal definable classes. As
we just have seen, by Corollary 3.1.1. we can now that if
there is a function Ord +> X, then every element in X is
ordinal definable. Be X = V. Since by Lim there can be
afunction Ord V> X, every elementin V is ordinal definable.
Therefore, V' = OD

Now we prove that Lim =V = HOD.




3.2. HOD

Once we have defined OD, we have the tools to define HOD:
the class of all hereditarily ordinal definable sets [8]. It con-
tains all the ordinal definable sets whose transitive closure is
also an ordinal definable set. The transitive closure of x
(denoted TC{x}) is the smallest transitive class that contains x.

ik

Lemma 3.2: Given Lim, any set in V is transitive.

We can formally define HOD such that:
x € HOD < TC{x} c OD

Now we prove that V' = HOD.

Proof : At the introduction we have seen that every well-
ordered set is isomorphic to a unique ordinal number. We
have also seen that there is a well-ordering of V', and there-
fore that every set can be well-ordered. An ordinal is defined
as a class that is transitive and well-ordered. Since every well
-ordered set is isomorphic to an ordinal, then every well-

ordered set is transitive.

Proof : We know that, thanks to Lim, V = OD. To prove
V = HOD, assume for the contrary that there is an X in OD
that it is not in HOD. If X is not in HOD, that means that 7C
(X) is not in OD. Now, from this we can deduce that X is
not included in any transitive class, for if it was included in at
least one transitive class (call it M ), then M would be the
smallest transitive class that includes X, and therefore M =
TC(X). Every X in V is transitive, and V' = OD, so, given
that X € OD, X must be in a certain transitive class. We
have reached a contradiction.

From this, we prove:

Theorem 3: Lim =V = HOD

From this we can also extract the conclusion that given
Lim, OD = HOD, which under certain circumstances is not
necessarily true (see [8], page 160)

3.3. Large Cardinals

Large cardinals is the name by which we refer to certain
transfinite cardinals. Not all large cardinals are equal, not
only in terms of size but also of properties. In fact, there is a
wide range of options when it comes to large cardinals:
from weakly inaccesible cardinals to Woodin cardinals, most of
the research in modern set theory has been focused on dis-
covering new large cardinal properties [9].

However, the proofs concerning large cardinals are usually
consistency proofs. This is, one can prove that a certain large
cardinal is consistent with a set of axioms (such as ZFC or
NBG), but it cannot be proved from those axioms that the
large cardinal exists. To prove the direct existence of a
large cardinal, we need a large cardinals axiom. Large cardi-
nals axioms are usually intended and developed to prove the
existence of a certain large cardinal, and here lies the im-
portance of Lim when it comes to large cardinals: despite
Lim was not first thought as a large cardinals axiom, it
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actually allows to prove the existence of some large cardi-
nals. Hence, Lim can also be thought as a large cardinals
axiom.

To show how, | will prove that Lim implies the existence of
a type of large cardinal known as measurable cardinals.
Probably, Lim implies other large cardinals, but measurable
cardinals are enough to prove a conclusion that will come
afterwards: that Lim implies V' # L.

Before explaining what a measurable cardinal is we need
to grasp what exactly we mean with measure. A measure
over a class is a function that assigns a number to every
one of its subsets. This is, if we have a class X = {x, {x, y},
{x,y, z}}, a measure would be a function f(X) such that f

®) = L f(xyh) =2, and f({x y,2}) = 3.

Following this, a measurable cardinal is an uncountable car-
dinal for which we can define a special type of measure.
This measure is two-valued: given a certain cardinal k > w,
the two-valued measure {0, 1}is a way of dividing the sub-
sets of 2% (k's powerset) between ’large’ (we represent it
with 1) and ’small’ (we represent it with 0). The conditions
for deciding which subsets are to be considered large or not
must be stated formally:

Definition 3.3.1 : measurable cardinal [6]: a cardinal k >
w is a measurable cardinal iff there is a measure function A :
2 +—{0, I} that is:

I: k —additive: for any family of disjoint sets X, with
a < k, we have: A(U X;,) = 3A(X,). This is, there is
no difference between the measure over the union
of all X, and all the A functions over X,.

2: Ak) =1

3: A(s) = 0 for every bounded subset of k.

From this we can also extract the conclusion that the comple-
ments of small sets (value 0) will be large, this is, of value I.
The reason is that anything that is not small (a bounded sub-
set) will be large. In other words, unbounded subsets of k will
be large.

From here, we prove using Lim that any cardinal in V is
measurable.

Lemma 3.3.1: given Lim , any cardinal k > w can be
measurable.

Proof : Be k a cardinal such that k > w. Since it exists, it is
ordinal definable, and therefore it is transitive and well-
ordered.

First we prove that we can always define, for any subset x
C k, whether A(x) = | or A(x) = 0. Be r the first large sub-
set (A(r) = 1), such that, if x >rwe have A(x) = I, and if x <
r, A(x) = 0. Since k will be well-ordered due to Lim , for any x
€ k we will always be able to know whether x > ror r > x, for
any subset of k. Therefore we could define a measure A : 2
—{l, 0}.
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Now we prove that A is k — additive. Assume for the contrary
thatitis not, and therefore A(U X,) # ZA(X,). Since every
subset has an ordinal as a witness, we would then have that,
for all the {a,, .., a,}attached to the disjoint subsets, U{a,, ...,
a,}# ¥{a,, .., a,} But given that each ordinal corresponds to

just one subset and how ordinals are defined, this is impossi-
ble.

We have proven that we can define a measure over any car-
dinal, but for a cardinal to be measurable and to exist, we
need to actually define a measure function from the axioms.
This is what we do now:

Theorem 3.3.1 Lim = measurable cardinals

Proof : for proving it we need to define a measure func-
tion. Be k a cardinal such that k > w. Be S a function from
all the bounded subsets within 2% to 0. Be R a function from
all the complements of the bounded subsets within 2% to I.

More formally:

We define the function S +— 0. And given the class:

R={x 2|y (y €S —>x -y)}

Given the class:
S= {x € 2" x is bounded}

We define the function R +—1. Of course, k itself will
fall under R, for k € 2% and as we saw, k is big.

Now, we define our measure function A, such that A(k) =
R ~S. And as we have previously seen, this measure func-
tion will be k — additive. Hence, we have shown that k is a
measurable cardinal, and that Lim is a large cardinals axiom.

34.L

In 1931, Kurt Godel introduced a concept that would
change set theory for the subsequent years: inner models [8].
Basically, an inner model is a transitive class that works as a
model of a certain axiomatization and contains all ordinals.
HOD, V and OD are in fact inner models. However, the first
inner model to be developed was L: the constructible universe.

The importance of L lies in the reason why it was developed:
proving that the generalized Continuum Hypothesis is con-
sistent with ZFC. However, after that result, a great deal of
research on inner models arose, and most of it, on L. Now
| define it a bit more exactly:

Definition 3.4.1: L [8]: the universe of all constructible sets is
formed in a similar way as V' (by transfinite recursion), but
limiting the sets that can be formed to those that are con-
structible. A set is constructible if it is definable by a formula ¢
with parameters from previous stages. This is, a set is con-
structible iff it is based in sets previously constructed. Many
results are consistent or implied by L. For our proof, we
need to have in mind three:

« L is an inner model of set theory.

e V =L (known as the Axiom of Constructibility) is con-
sistent within L

« L is the smallest inner model possible

Proofs can be found in [6].

Interestingly, L also implies that V' = HOD, but one of the
few direct im- plications within modern set theory, due to
Dana Scott, is that the existence of measurable cardinals
implies the negation of V' = L [6]. This is: measurable
cardinals imply that ' # L. And since Lim implies measurable
cardinals, Lim = V # L. This is what | will show. But for
proving it we need to introduce what an embedding is.

Definition 3.4.1: elementary embedding [8]: An elementary
embedding is a function f : M V>N such that, for every formu-
la ¢ and all (a,, .., a,) € M, then:

ME©¢((@,..a)<=NFE ¢(f(a)-fl(a)

We prove now that Lim implies that ¥ # L. The original
proof involves a manifold of concepts, such as ultrafilters,
ultrapowers, Mostowkski’s Collapse Theorem, etc. However,
these concepts are for defining the necessary background
for working with a measurable cardinals. Since we have seen
that, thanks to Lim, measurable cardinals actually exist, we
can skip those steps, and move directly to why measurable
cardinals imply that ¥ # L. The proof itself can get quite
complex (the unabridged version can be found in [6], page
285), so | will try to simplify it.

Lemma 3.4.1: If there is a measurable cardinal, then
there is a non-trivial elementary embedding to the universe [6].

Proof : Be M an inner model from which there is an elemen-
tary embedding onto the universe such that f=M +— V. As
we have seen, for any formula ¢, V' E (@) iff M E ¢. This
implies that a < f iff f(a) < f(B).

Now, be k a measurable cardinal within M. Since it is measur-
able, there is a measure function r = {0, |} that differentiates
between ’big’ and ’small’ subsets of 2, such that if a certain
subset x is small then r(x) = 0, and if big, r(x) = I. As we saw,
k is big, and the rest are small.

Now, we define a function d over k such that: d(a) = a, for
any o < k.

Now comes the key step in the proof. Remember bounded
sets are 0 and unbounded, |. If & <k, then a can be either |
or 0. In uncountable cardinals, the vast majority of subsets
will be unbounded, and hence the majority of a will be I.
This is, be y the class of all @ = 0, and be [d] the class of the
rank of the function d. Then, we will have [d] >y, for the
majority of elements in [d] will be big, and in y, small.

0




It is important to bear in mind that in this proof we are
working with only two types of measure: big and small.
Hence, even if there is a difference in the size of two differ-
ent big a, it does not matter, for both will be |I. Thisis the
trick of the proof: unifying all the big subsets, such that all
big subsets are ’equal’ in their size. Now, remember that k
itself is |. Therefore, since [d] >, then k < [d]. Why!? Again,
there are just two types of measure: big and small. y is small,
and k big, so y < k. Since there is no other measure, there
can be nothing between the small (y) and the big (k). We
also know that [d] > v. Since [d] cannot in between y and k,
therefore [d] is either equal or bigger to k. We only know
that it cannot be smaller, and therefore k < [d].

Now, we go back to our elementary embedding f. Since
we defined our o such that @ < k and we have not ap-
plied the d function over f(k), then a <f (k). But since k <
[d], then we have that k < f (k). Note that d is a tool for
dividing between big and small subsets by their measure,
without paying attention to its actual size. Since we have not
used it with f (k), then every o will be smaller than k in
terms of its size. In short, with k we work in terms of its
measure, and with f (k), in terms of size. This proof shows
that size and measure are not equal, despite both are closely
related.

Therefore, there is an elementary embedding from M onto V'
that is non- trivial, this is, that does not imply a = f(a) for all
of its elements.

Of course, we could apply the same procedure over f (k),
and define a d function over the embedding. But that would
not sort out the situation, for then we could do another
embedding to another inner model, and get to the same
result. The only solution could come from defining a func-
tion all over every possible inner model. But that would
mean that we could not define an embedding function from
that collection of all inner models to any other model. There-
fore, there would be a great 'unique’ model of set theory,
which due to the incompleteness, we know that cannot hap-
pen.

Theorem 3.4.1: If there is a measurable cardinal, then
VL ([6] p- 287)

Proof : Let us assume V' = L, and be k the least measurable
cardinal. Be f : M V>V the embedding we have seen, such

that k < f(k).
Since V= L, then the only inner model that exists is V' itself,
for as we have seen, L is the smallest. Therefore, V' =L =

M, for M is an inner model. Therefore, we have that:

V' E "f(k) is the least measurable cardinal” iff M [ "k is the

least measurable cardinal”

But this is not true, since we have that k < f(k).

Corollary 3.4.1: Lim implies V = L
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The importance of this result lies in realising that Lim implies
that there cannot be just one inner model. If there was, there
would be a great inner model of set theory in which we would
not have k < f (k). However, we have seen that HOD =V,
and HOD is an inner model. What does this mean? This
problem opens the door to a great deal of new questions,
closely related to the notion of proper class and the philo-
sophical conception of set theoretical multiverse.

4. LIM AND PROPER CLASSES

Until now, | have presented some of the results that can be
deduced from Lim. But Lim has other implications, more
philosophical, that | will try to address in this section. In
general terms, | will try to show that Lim allows us to see
that the notion of proper class presents some clear prob-
lems, that can only be amended if we understand the set
theoretical universe as a collection of structures with differ-
ent truth conditions. In fact, | will try to show that Lim
should be amended in light of certain well-known conclu-
sions, but also that Lim, in fact, might give us the clue to

solve those problems.

4.1. Problems: contradictions and illegal classes

Lim gives us a tool to decide when a class Cis a proper
class: if there is a surjective function from it onto V, then
it is a proper class. In fact, this is just a formalization of
the well-known notion that a proper class is a class that
belongs to no class.

As we saw in the first section, Lim has been often under-
stood as an axiom that states that a proper class is a class
from which there is a bijection to V. If this were the case,
then all proper classes would have the exact same size: that
of V. This, in fact, is an assertion that is found often, and
that is probably due to a result first developed by Von
Neumann: that there is a bijection from every proper class
to the ordinals. And since there is a bijection from the ordi-
nals to ¥, then all proper classes are equal to the ordinals
and V. However, as we saw, this is strange, since the func-
tion in Lim is surjective, what opens the door to the
thought that maybe there can be proper classes bigger than
others.

Now, given this, | will show Von Neumann’s result that
there is bijection from the ordinals to every proper class, as
stated by Kanamori citing von Neumann [3]. The rest are
novel.

Lemma 4.1.1: A class is a proper class iff it can be put
in a bijection with Ord.

Proof : Be A a class. A is within V', and will be in a
certain V, defined by A N (Va, — Vo). Assume 4 is a
proper class; then, for any y < a, V, will include a set. This
is: anything inferior to A4 will be a set. Since every V, can
be well-ordered, then the union of all stages previous to V,
can be well-ordered (i.e.,U V, can be well-ordered.). There-
fore, V, can be well-ordered. Hence, 4 can be well-ordered,
and there is a bijection from 4 to Ord.
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The reason why there is a bijection (following this argument,
which | will try to show that is not necessarily correct) be-
tween C and Ord is that C belongs to no other class.
Hence, there is no Vj superior to the V, in which Cis in,
and therefore, it is the ’biggest’ a class can get. Therefore, it
is the size of Ord.

If this is so, then, why state Lim as a surjective function,
instead of a bijective one? In fact, this argument shows why
Lim can be considered contradictory:

Theorem 4.1.1.: If there is a bijection from every prop-
er class to Ord, then Lim is contradictory.

Proof: Assume a proper class C from which there is a sur-
jective function onto V. Now, assume another proper class
T, such that T < C. This is consistent with Lim, since the
functions onto V' only need to be surjective.

Now, if 7 < C, T will be in a V, inferior to the V,, in which C
will be, as we have seen previously. Hence, T will belong to a

class: V,, . Therefore, it cannot be a proper class.

What to do? There is one immediate solution: to amend
Lim and state formally that the function from the proper
class to /' must be bijective. This change is quite straightfor-
ward and intuitive, and does not affect the conclusions that |
have listed: measurable cardinals, V' # L, etc., would remain.

However, this change could have two motivations: fixing
Lim and, more importantly, maintaining the current defini-
tion of proper class. But perhaps, the definition and role of
proper classes within set theory should be reconsidered.

Consider again L, the class of all constructible sets. L, intui-
tivey, is a proper class. Since it is formed out of all the
constructible classes, it itself will be a constructible class,
and therefore should include itself. On the other hand, we
have seen that Lim — V # L, and therefore L is not the only
inner model there is. It will be inferior to other inner mod-
els, such as HOD, and according to the proper class defini-
tion, it would not be a proper class, since there would not be
a surjective function from L to V. Does this mean we
should consider L to be an 'illegal' class? That given Lim it
cannot exist?

What this example shows is that we could have many col-
lections of objects perfectly definable by a formula, that
would be proper classes if we rule out the condition that
every proper class bijects to Ord. However, this is not a
condition, but a proof, and seems to say that not only we
should assume that L cannot exist, but also that Lim is
contradictory.

In short, there seems to be a problem: many classes that,
to some degree, could be proper classes, cannot exist due
to the very definition of proper class. Furthermore, accord-
ing to the definition of proper class, Lim is contradictory.
Hence, either Lim is amended and L is ruled out (as we as
any other similar classes), or we try to find an alternative.
This is what | will do in the following subsection.
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4.2. Solutions: the multiverse

The word 'multiverse’ is dangerous. Leaving aside its science
fiction scent, some- times looks like a ’trick’ for solving al-
most any issue: “x is false, but in another universe it would
be true” seems as trivial as saying “if x wasn’t false then it
would be true”. However, perhaps as in physics, the idea of
multiverse might not be that far-fetched, for it is a possible
hypothesis to explain the different independence proofs.
And although the concept of a set theoretical multiverse
seems to be still between actual set theory and philosophy
of mathematics [9], it could work as a formal solution for
the situation we have encountered with Lim.

The set theoretical view first arose out of the different inde-
pendence results found in set theory, and specially with the
Continuum Hypothesis (CH). First, Godel proved that CH is
consistent within L, but years later Cohen proved that one
can develop a model of ZF in which =CH is consistent.
This implied that CH is independent from the axioms of
ZF, since there is no way of proving a definite result for
CH. This is when the multiverse view comes in: it is not
that CH is not provable from ZF, but that, given certain
conditions, from ZF one can prove both CH and —CH.
Both will be consistent with ZF in different structures.

Here arises a question. One can accept the view that CH
and “CH will be both true. But why using the word
‘universe’ instead of 'model’? After all, a universe is a struc-
ture with certain truth conditions that satisfies certain axioms,
which is very much the same as saying that a universe is a
model. However, probably the reason why the word
‘universe’ is used is that albeit one can have many models of
set theory due to the incompleteness, those models are not
contradictory between themselves, for all depend on the
same axioms of set theory. Hence, the definition of universe
that | will follow will be:

Definition 4.2.1: universe: a universe is a model of set
theory that is contradictory with at least other model of set
theory.

This is equivalent to claiming that a universe is a model of set
theory to which we have added some additional rules or
axioms, for it is from those new axioms from which we de-
duce the different contradictions. Following this, we could
argue that there are two universes of set theory concerning
CH: one in which it is consistent and other in which it is
inconsistent.

But how does this relate to the problems we have seen with
proper classes?

It all depends on how the multiverse is defined.




4.2.1. The multiverse V'

We can define V" as the collection of all universes V", when
each superscript (symbolized with lower case letters for
simplicity) denotes a specific universe.

Each V' ™is created as normal V': recursively, using the power
set operation. Therefore, each 7" will be layered in different
V4" However, given the definition of universe, we have
that V"= V", but not necessarily V"= V,". The reason,
again, is that there will be contradictions between the two.

Now we go to proper classes. Given Lim, a proper class will
be a class from which there is a surjection to the universe.
But now we have many universes. Of course, Lim does not
specify to which V'™ there is a surjection. But in fact we do
not need to do it: a class will be a proper class iff it surjects
to at least one universe V™. Since Lim allows for proper
classes bigger than others (for instance, Ord is bigger than the
class of all finite classes), there will be universes to which more
than one proper class surjects.

To understand this situation, we need to introduce a concept:
that of upper bound

Definition 4.2.1: upper bound; given a universe V", | will
call the upper bound of V'™ any proper class C from which
there is a bijection to V.

It will be a bijection because in this way we make sure that the
upper bound of a universe is the least proper class from
which there is a function onto that universe. Obviously there
cannot be a smaller proper class, because then it would not
be a mapping from it to the universe. Hence, the universe
will have the size of its upper bound, even if there are bigger
proper classes from which there is a surjection to it.

Now, consider again the proper classes | mentioned in the
previous section. L, for instance, will biject with a certain uni-
verse V!, and hence will be its upper bound. This is: how we
have defined the multiverse allows classes such as L to exist.
They are the limits of the different universes, no matter how
large or how small.

However, there is a very important issue. How do we rec-
oncile this view in which the different proper classes can
exist, with the proof that every proper class can be bijected
to Ord? Consider a proper class C that bijects with a certain
V“. Now, be T another proper class such that 7> C. Now
we prove some important results to fully understand our
multiverse:

Lemma 4.2.1: If T > C and there is a bijection from C
to M¢, then there is a bijection from T to another universe
/48

Proof : assume for the contrary there is not. Since T
> C, then there is a surjective function from 7 to M.
Then, as in Lemma 4.1.1, then anything inferior to T will be
a set. Therefore C is a set and not a proper class.

Corollary 4.2.1: All the proper classes that have a func-
tion onto a certain universe must be of the same size.
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Lemma 4.2.2: Given T > C and a bijection T —V '/,
then C & V'

Proof : assume for the contrary that C € V'". Then it is a
set. But we have defined C as a proper class.

From this we get to a very important result:
Theorem 4.2.3: There can be no class of all classes (V)

Proof : assume it can. Then it will be the collection of all
the classes that belong to all the universes: ¥ *. Then there
will be a proper class M that will biject with ¥ . Since it
includes many universes, there will be other proper clas-
ses C € M such that C < M. But we have seen this is
impossible.

Does this mean that the multiverse ¥ * we have introduced is
contradictory? Is this a proof of the impossibility of a multi-
verse! Instead of thinking as it, we can also understand it as
a description of how it looks like. Precisely because we have
defined a universe as a model of set theory that is contra-
dictory with other models, then, from the beginning, it was
impossible to define a class ¥ . We can say it is a collec-
tion, or a structure, but we do not have the means within
set theory to define what ¥ "is formally.

It is a strange situation, but not necessarily
contradictory. Given the multiverse, we know
by Lim that different proper classes can exist,
despite their different sizes. This, in fact, is
what allows us to have proper classes such as
C, L, etc. On the other hand, we also know
that there can be no class to which all classes belong, and
hence the universes within the multiverse are disconnected.
And this is precisely how we must imagine it: the multi-
verse has no within, and classes do not belong to the multi-
verse but to each of the universes. Nevertheless, by how
Lim is defined, Lim works for any universe, since it does not
specify to which universe there is a function from the differ-
ent proper classes. It can be applied to any.

S

Also, it is important to see that now the result that a class is
a proper class iff there is a bijection to Ord is consistent
with Lim. That is because the proof is within just one uni-
verse, that of V. Therefore, since we can do a function
from Ord to V, then by Corollary 4.2.1, then any proper
class must be of the same size as Ord. But this is not neces-
sarily so concerning other universes. In fact, Lim implies that
not all universes allow for a function (not a bijection, a
function) from Ord to it.

Lemma 4.2.3: following Lim, there can be a universe V"
with no function from Ord to V™.

Proof : assume a universe 7 such that there is a proper
class X from which X +— 7" Assume X < Ord. If there is a
function Ord +— V%, then, by corollary 4.2.1, X will be of

the same size as Ord. This is a contradiction.
)
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What this means is that Lim makes V' (our ¥, so to speak)
well-ordered, but gives a fantastic richness when it comes
to other universes. It opens the door to a fascinating field, in
which we can investigate and formalize the notion of multi-
verse. If not, as we have seen, the other option is fixing Lim
and ruling out a great number of quite intuitive classes. As
said, the reason is that with only one universe, Lim is con-
tradictory. But with more universes, it is not.

To my mind, the multiverse option is much better than the
one of fixing Lim. Lim has demonstrated to be an axiom
with a power far greater than what it looks at first, despite
being, at the same time, very intuitive. Hence, from multi-
verses to the different proper classes we have investigated, |
believe that the richness that Lim implies should not be
rejected, but treasured.

5. CONCLUSIONS

Lim is an axiom with a great range of action. On one hand,
it modifies the general picture of our mathematical universe
(with its well-ordering, its large cardinals, its ordinals), and
opens the door for understanding an hypothetical multi-
verse and the very concept of proper class. However, these
conclusions are probably just a few of all the possibilities
that Lim grants us, and further investigation in the field
would probably lead to fascinating results. The aim of this
work was to walk that path.

6. ANNEX

6.1. Original Lim

This subsection is an explanation of the original article in
which Lim was introduced. The reason why it is an annex is
that the original article is very cumbersome, since it is writ-
ten with a terminology that is quite alien to modern logic.
Hence, first | will explain Von Neumann’s notation, and
after then introduce the original Lim.

As said, Von Neumann does not use sets, but explains every-
thing in terms of functions. Hence, there are two types of
objects: functions and arguments, when for an operation [x,
y], x is the function and y the argument. Quite confusingly,
the object formed by it is also called an argument, with the
form [x, y].

There is also a third object: sometimes x and y overlap, cre-
ating argument- functions. Concerning this, Von Neumann
says:

“What ’'functions’ are at the same time ’arguments’?
Obviously the most convenient answer is: all of them.
(...) But this would again entangle us in the antinomies
of naive set theory”

This fragment gives us the clue to understand Von Neu-
mann’s notation. A function is simply an object (or collection
of objetcs) definable by a property, as in naive set theory. An
argument is the object formed by those objects, this is, a
class. A function-argument is a class that includes all the ob-
jects definable by a property, what we would call a set.
Hence, proper classes will be just arguments, but not func-
tion-arguments, since they will be classes but will not include

all the possible function values, given the problems we have
already seen (as in the class of ordinals: it would include
itself).

In fact, this distinction between arguments and function-
arguments is explained immediatly by Von Neumann, intro-
ducing Lim before stating it formally. He defines an argument
(a class) 4, and claims that a function a is not also an argu-
ment (is not a set) iff, within [g, x], it does not take too many
arguments x differing from A. More concretely, 'too many’
means that the totality of arguments x such that [a,x] # 4
can be mapped onto the totality of all arguments. VWhat does
this mean? Here, 4 works as any set. If there is a class so big
that all the x that do not belong to 4 ([a, xX] N4 = @) can be
mapped to all the rest of sets in the universe, then it is not a
set. However, it will still be a class. In other words, what
Von Neumann is doing is saying that a class is not a set iff
there is a mapping from it to all the sets. And, as said, this
mapping needs not to be one-to-one.

Just for the sake of the explanation, why Von Neumann in-
troduces the set 4 is not easy to understand, but it is in fact
important. Since he has not introduced an universe U in
which all the sets exist, he needs Ato define it: the universe is
everything that is different from 4, whatever 4 is (of course,
A itself cannot be the universe, since it is a set). Without 4,
the structure of all sets cannot be formally defined, at least
without making explicit a structure such as V.

Once we understand this, we can move to the
axiom. For his axiomatization, Von Neumann
does not use the words function or argument,
but ’'l-objects’ for arguments, ’ll-objects’ for
functions’ and ’I-ll-objects’ for argument-
functions. Given this, the original axiom reads:

Original Lim: “IV.2: A Il-object a is not a I-Il-object if
and only if there exists a II-object b such that for every I-object
x there exists a y for which both [q, y] # 4 and [b,y] = x.”

Which, given what we have seen, we could translate to:

"Translated’ Original Lim: “IV.2: A collection of objects a
is not a set if and only if there exists a collection of objects b
such that for every class x there exists a y for which both [q,
yl #Aand [b,y] = x.”

This is: a has an argument y such that it is not in A, and at the
same time, y is the argument of a function b, such that the
result of [b, y] is every single set. In other words: A is not the
argument of [q, y], and there is a mapping b from y to all the
rest of sets x that exist. This is a formal way of stating what
| explained before: a collection of objects is a class and not a
set iff there is a function from it to all the universe sets, A
being here a tool for defining what the universe is.

Clearly, it is much easier to get rid of A and Von Neumann’s
notation, and define what the universe is. Then, one can
claim that a class is a proper class iff there is a mapping from
it to the universe. This is the modern form of Lim.
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RESUMEN

El presente trabajo pretende explicitar que los operadores
modales, como construcciones logicas, insertos en las in-
terpretaciones modales (MI) de la mecanica cuantica son
usados de manera informal sin una semantica modal ade-
cuada. Primero se estudiaran en detalle los motivos por los
que ninguna légica cudntica puede ofrecer una base apropia-
da para formalizar estos operadores en contextos mecani-
co-cuanticos. A continuacién, se presentara el enfoque de
las historias cuanticas como una nueva légica cudntica
(NQL) intrinsecamente booleana como posible herramien-
ta para formalizar operadores modales en el contexto de
las MI. Tras comentar brevemente las principales M], se
propondra abordar un estudio de las modalidades presen-
tes en ellas desde esta NQL prestando siempre especial
atencion al problema de la medida como hilo conductor.
Finalmente, se pretende senalar cudles han de ser los pri-
meros pasos necesarios para ofrecer una exposicion |6gi-
camente consistente de las modalidades en contextos
cuanticos relevantes con NQL como herramienta, asi co-
mo sefalar las ventajas que esta perspectiva podria llegar a
ofrecer.

Palabras clave: mecanica cuantica, interpretaciones mo-
dales, logica cuantica, historias consistentes, logica modal,
problema de la medida, hamiltoniano, conectiva logica.

ABSTRACT

The present dissertation intends to specify that modal
operators, as logical constructs, inserted in modal in-
terpretations of quantum mechanics (MI) are infor-
mally used without any adequate modal semantics.
First, the reasons why any quantum logic cannot pro-
vide an appropriate basis for formalising these opera-
tors in quantum-mechanical contexts will be explored
in detail. Then, the approach of quantum histories as
an intrinsically Boolean new quantum logic (NQL) will
be presented as a possible tool to formalise modal
operators in the context of MI. After briefly outlin-
ing the main MI, it will be proposed to approach a
study of the modalities presented in them from this
NQL, always paying special attention to the measure-
ment problem as a guiding thread. Finally, the aim is
to point out the first steps needed to offer a logically
consistent exposition of modalities in quantum relevant
contexts with NQL as a tool, as well as to point out
the advantages that this perspective could offer.

Keywords: quantum mechanics, modal interpreta-
tions, quantum logic, consistent histories, modal logic,
measurement problem, hamiltonian, logical connective.




Revista de la Sociedad de Logica, Metodologia y Filosofia de la Ciencia en Espafia Pagina |5

SEGUNDO PREMIO: La interpretacion modal de la mecanica cuantica:

de la Légica cuantica al problema de la medida

1. INTRODUCCION
En el presente trabajo se abordara el problema de las inter-

pretaciones modales de la mecanica cuantica (QM) desde una
perspectiva eminentemente légica. Tras introducir breve-
mente el formalismo mecanico-cuantico no relativista mas
habitual, en la tercera seccion se estudiara el proyecto logico
-cuantico iniciado por Birkohff y von Neumann (1936) y sus
principales limites. La cuarta seccion se centrara en exponer
la aproximacion de las historias cuanticas como base para la
construccion de una nueva logica cuantica compatible con un
marco modal —tanto semantico como cuantico. La quinta
seccion resumira la exposicion canénica de las interpretacio-
nes modales mas relevantes asi como los retos particulares
de cada una de ellas tratando de explicitar que el uso de los
operadores modales en tales interpretaciones es eminente-
mente informal y que, por lo argumentado en las secciones
anteriores, las viejas logicas cuanticas no permiten solucionar
este limite, mientras que la nueva logica cuantica se presenta
como un formalismo prometedor al respecto. En la sexta
seccion se desarrollara esto ultimo intentando sefalar los
primeros pasos para generar un formalismo basado en las
historias cuanticas compatible con las interpretaciones moda-
les, tal vez, capaz de dotar de consistencia logica a los opera-
dores modales insertos en estas mismas interpretaciones.
Esta propuesta consistira en el estudio de la compatibilidad
metafisica entre las MI y la aproximacion de las historias
consistentes y, posteriormente, en la definicion de cada uno
de los términos necesarios para tomar NQL como un célculo
modal (normal).

El objetivo principal del presente trabajo es, por tanto, el de
proponer una via alternativa, eminentemente logica, para
abordar el estudio de las nociones de posibilidad y necesidad
en contextos cuanticos, basada en la formalizacion de estas
categorias propias de las interpretaciones modales a través
de una nueva logica cuantica —basada en las familias de histo-
rias consistentes. Se sefalaran las ventajas de esta posible
nueva aproximacion, especialmente sobre el proyecto logico-
cuantico anterior, y se concluira la posibilidad de interrela-
cionar distintos problemas filosoficos aparentemente desco-
nectados en las exposiciones canodnicas desde este posible
nuevo enfoque —entre los que destacan los relativos a los
compromisos ontoldgicos discutidos en el seno de la filosofia
de la légica modal, ausentes en las interpretaciones modales
de la mecanica cuantica salvo que se utilice en su exposicion
un formalismo modal de manera consistente.

Para poder alcanzar los objetivos anteriormente descritos se
ha optado por realizar un analisis eminentemente logico de la
categorizacion de los operadores modales en el contexto de
las interpretaciones modales prestando siempre especial
atencion al problema de la medida. Esta metodologia es la
que se ha seguido, igualmente, tanto para ofrecer argumen-
tos de peso en contra del proyecto légico-cuantico tradicio-
nal como para resumir las interpretaciones modales mas
relevantes y, en ultimo término, para construir una nueva
légica cuantica potencialmente modalizable.

2.EL FORMALISMO MECANCO-CUANTICO
El formalismo en que se expone QM', la teoria fisica actual

con mayor éxito empirico’ , ha permitido demostrar que es
equivalente a un calculo probabilistico no-clasico, es decir, no
reducible a la definicion de Kolmogorov (1933). Von Neu-
mann (1932) propuso que un sistema fisico fuera interpreta-
do, grosso modo, como un espacio de Hilbert (H), ofreciendo
asi un formalismo capaz de capturar todos los posibles esta-
dos fisicos de un sistema cuantico. Esta propuesta parte de la
asuncion de que podemos interpretar como observables los
operadores autoadjuntos y como valor esperado el producto
interno; dos operadores seran conmensurables si, y solo si
(syss), conmutan. Esta formalizacion ha resultado ser enor-
memente fructifera, no solamente por su alto grado de preci-
sion a la hora de estudiar sistemas cuanticos concretos —
incorporando el estudio de numerosos experimentos— sino
por su versatilidad tanto matemdtica como interpretativa® .
Las funciones de onda —interpretadas como estados de siste-
mas cuanticos— se abordan, a su vez, como vectores abstrac-
tos, mientras que los operadores —observables— lo hacen
como transforémaciones lineales entre estos vectores* . La
coleccion de todas las funciones, que constituye un espacio
vectorial suele ser demasiado grande para operar con ella® .
Para representar un estado fisico posible se normaliza la
funcion de onda del modo habitual,

) I |¥Pdx =1

El espacio de Hilbert es un espacio vectorial con producto in-
terno completo® mientras que la coleccién de todas las funcio-
nes integrables es solo una instancia concreta de dicho espa-
cio de Hilbert. Sin embargo, en fisica se operara con esta
coleccion, por lo que habitualmente esta recibe también el

I. Seguiremos en esta exposicion, especialmente a Griffiths (2017) y
a Zetilli.

2. Exito que, obviamente, justifica el interés de un estudio que apun-
te hacia la interconexion con debates metodolégicos, ontoldgicos y
epistemoldgicos, en sentido amplio Wdx = (¥|QW).

3. Aunque tal vez, esta ultima sea, precisamente, consecuencia de un
cierto margen de ambigiiedad terminoldgica derivada de la caracteri-
zacion de nociones como sistema u observable en contextos extra-
teoricos.

4. Es probablemente, esta base algebraico-lineal, la fuente de la ver-
satilidad antes mencionada (por cuanto nos permite realizar aproxi-
maciones topoldgicas y, especialmente, reticulares, de los valores
que hemos interpretado como relativos a un sistema.

5. En lo que a manipulacion de su cardindlidad se refiere, se trata de
un criterio practico relativo a su operabilidad y, especialmente a su
interpretacion por analogia a un marco fisico clasico (lo que, sin
embargo, no excluye que sea posible abordarlo desde una considera-
ciéon ordinal).

6. Que sea completo significa que toda serie de Cauchy de funciones
en el propio espacio de Hilbert converge en una funcién que también
esta en él. Aqui completo, al contrario de su significado habitual en
contextos logicos, significa continuo en el mismo sentido en que se
dice que el conjunto R es continuo o que Q no lo es. Podriamos
decir que es cerrado bajo la solucién de toda serie que de la forma
{xn} : Vo3,V m>z(|Xm + X,| < €) con € como infinitesimal arbitraria-
mente pequeno.
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nombre de espacio de Hilbert” . El conjunto, de cardinalidad
mucho menor, de las funciones cuadradas integrables en un
intervalo especifico sera

@) {f6): [ [P dx <=0}

Yy, por tanto, se dice que las funciones de onda viven en el espa-
cio de Hilbert. El producto interno de dos funciones f(x) y g(x)
se define del modo habitual:

B)  (flg):=1° () gkx)dx

donde el asterisco indica el complejo conjugado — y aplicado
a un producto interno de dos vectores es la traspuesta—
también en el sentido habitual: V¢ (C=a+b,Aa,bERAI
=V-l) > c'=a—-b:c c=(a+b)a—b)=a>+b>=|c
por lo que suele abreviarse y se escribe directamente en la
notacion vectorial.

Los observables se hacen corresponder con los operadores
hermiticos. Un valor esperado de un observable Q(x,p) pue-
de expresarse satisfactoriamente en notacién de producto
interno:

4) Qv = (¥Qy)

donde Q es el operador construido desde Q sustituyendo p

por p := (h/i)d/dx. Ademas estas operaciones son linea-
les en el sentido de que

(5) VfVgVa,b € C(Qaf(x)+bg(x)] = aQf(x)+bQg(x))

y constituyen transformaciones lineales sobre el espacio de
todas las funciones. El resultado de una medida tiene que ser
real y, por tanto, se toma en realidad la media de muchas
medidas

© Q=

pero el complejo conjugado de un producto interno invierte
el orden, por lo que

(M (riQy) [=(Qyy)

para toda funcion de onda V. Los operadores tienen, por
tanto, la propiedad de que

®) V() (F1Qf) = (Qflf)

que es, precisamente, la definicion de operador hermitico —
como operador autoadjunto®- que estard a la base del forma-
lismo propuesto por von Neumann.

7. En matematicas, la distincion se mantiene siempre.

8. Matricialmente hablando es exactamente lo mismo un conjugado
hermitico y un operador adjunto y, por tanto, el traspuesto conjuga-
do: T =T :af =3 = (a7 a,".. 2,).

La fuerza de este formalismo reside en su posible expansion
topoldgica. Un subconjunto M < H es una variedad lineal M*
si para todo vector |0) € M se cumple que aja) € M’y para
todos los vectores |a) A |B) € MZ, se cumple (aja) + b|B)) €
MZ*. Una variedad lineal, M, es cerrada syss para toda se-
cuencia de vectores con un vector limite, este vector limite
pertenece a M y se llama subespacio de Hilbert. Los subes-
pacios de Hilbert forman, ademas, un reticulo complejo bajo
inclusion conjuntista’ en la que se definen las operaciones

Meet := infimo
Join := supremo

Desgraciadamente, la notacion habitual empleada para estas
dos operaciones es «/A» y «V» respectivamente, idéntica a las
de la conjuncion y la disyuncion loégicas en la notacion canéni-
ca. Salvo que especifiquemos lo contrario, reservaremos esta
notaciéon exclusivamente para las conectivas légicas y usare-
mos A y V para referirnos a las operaciones meet y join res-
pectivamente. Ademas, estas dos operaciones se hacen co-
rresponder con la interseccion y la unién conjuntistas res-
pectivamente (es decir, en ZF y sus ampliaciones, por ejem-
plo, se introducen, respectivamente a partir del axioma de la
union y del esquema de axiomas de separacion respectiva-
mente). Mas adelante volveremos a esta cuestion.

Por otro lado, como un subespacio cerrado tipico tiene una
pluralidad de subespacios cerrados complementarios, el re-
ticulo correspondiente a los subespacios cerrados de Hilbert
—que también son espacios de Hilbert— sera no-distributivo,
aunque si ortocomplementado. Lo relevante es que, dada
esta correspondencia entre subespacios cerrados y proyec-
tores'® en la estructura del reticulo ortocomplementario se
cumple que

(9) P <Q:rang (P) < rang (Q) A P'=I-P = = rang (P')= rang (P)*

A partir de aqui se establecen las correspondencias habituales
entre las operaciones vectoriales propias del algebra lineal —
en cualquiera de sus exposiciones— y las operaciones reticula-
res:

P & (PQ = QP = P)
(PQ=QP) - (PQ=P AQ)
(PVQ)=(P+Q-PQ)

Recordemos que el producto interno de dos vectores (a|B)
es el nimero complejo (alp) =a", b, + a’, b, + ... + a",n;; que
dos funciones son ortogonales si su producto interno es 0 y
que un conjunto de funciones {f,} es ortonormalsi estin

9. Cfr. Svorzil (1998, pp. 186-187).

10. Dirac propuso la notacion bracket para poder partir el producto
interno, (a|B), lo que permite tratar la primera parte, bra, como una
funcion lineal de vectores. Si |a) es un vector normalizado, el opera-
dor P = |a){a| permite extraer la parte de cualquier otro vector que
se encuentre a lo largo de |0) y P|B) = (a/B)|a) es el operador de
proyeccion en el subespacio unidimensional cubierto por |a).
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normalizadas y son mutuamente ortogonales: (f_[f.) = 3.
La ortogonalidad se define ahora como PLQ & P =< Q' &
PQ = QP = 0. Si Py Q son ortogonales, entonces la opera-
cion join es escribe como sumaP @ Qde Ha I.

Sin poder entrar en mas detalle, lo que a nosotros nos in-
teresa es que Birkhoff y von Neumann (1936) intentaron ir
un paso mas alla y propusieron una nueva conexién a partir
del formalismo de la QM: el de interpretar las operaciones
join y meet como las conectivas disyuncion y conjuncion respec-
tivamente.

Si bien es cierto que la correspondencia entre las operacio-
nes reticulares y conjuntistas de union e interseccion es rela-
tivamente clara, el salto que supone su lectura como conecti-
vas logicas no lo es tanto —ver seccién 3.2. En primer lugar, la
conexién con las operaciones conjuntistas no es problemati-
ca cuando se tiene en cuenta la lectura de las operaciones
reticulares como infimo y supremo asi como el hecho de que
el reticulo en cuestion esté construido como cerrado bajo la
relacion de inclusion —conjuntista por excelencia— debido a
que, en Ultimo término, todos los espacios topologicos vec-
toriales pueden ser definidos sin excesivo problema como
conjuntos —de vectores, productos entre estos, etc.—, algo
que se deja ver en las definiciones algebraico lineales de cual-
quier manual estandar de fisica cuantica en las que se usan
cuantificadores sobre dominios predefinidos —intensiva o
extensivamente —y, como ya hemos senalado, desde cual-
quier axiomatica estandar de conjuntos incluimos las opera-
ciones en base a una interpretacion axiomatica que permite
sefalar, perfectamente, abreviaciones de expresiones de pri-
mer orden mediante simbolos consistentes en las estructuras
del modelo de nuestra teoria; en este caso, A y V. Sin em-
bargo, la construccion de una conectiva en cualquier calculo
légico veritativo-funcional ha de hacerse via tablas de verdad:
en la construccién reticular —desde una fundamentacion con-
juntista— ya hemos definido las conectivas estandar en el
lenguaje de primer orden —o en el que queramos exponer
nuestra axiomatica conjuntista.

El presente trabajo se centrara en el estudio de los formalis-
mos que se pretenden construir como sistemas logicos a
partir de la incorporacion de las operaciones reticulares de
QM como operadores légicos y no entenderemos por ldgicas
cudnticas los desarrollos reticulares de los estudios de los
subespacios de Hilbert en si ni las definiciones de ciertas
operaciones matriciales dentro del dlgebra lineal usadas en la
formulacién de la QM''. Tampoco comentaremos los célcu-
los construidos con independencia de QM pero llamados
cudnticos porque se intentasen aplicar a esta como, por ejem-
plo, los ensayos propuestos por Reichenbach (1944) de for-
malizar la mecanica cuantica con una légica trivalente (L3) o
el mas reciente de Dickson (2001) mediante las conocidas
como arrow logics.

I 1. Dichos desarrollos han recibido a menudo el nombre de logicas
cuanticas en un sentido puramente informal. Entre ellos destacan
Goldblatt (1974), Mittelstaedt (1978) o Svozil (1998) entre otros.

3. LOGICAS CUANTICAS: CONSTRUCCION Y
LiIMITES

En primer lugar, Birkhoff y von Neumann (1936) propusieron
la lectura de los formalismos mecanico-cuanticos como una
QL buscando estudiar cual era «la estructura légica que uno
podria esperar hallar en las teorias fisicas que, como la meca-
nica cuantica, no se ajustan a la légica clasica» (p. 823). Pero
el estudio de las cargas metafisicas y epistemoldgicas de di-
cho proyecto —ya presentes en este enunciado—, explicitadas
por Finkelstein (1963, 1972) y popularizadas de manera mu-
cho mas radical por Putnam (1969), llevaron finalmente a mas
problemas que soluciones. Bacciagaluppi (2007, p. 2) resume
asi el proyecto de Putnam:

1) QM nos fuerza a revisar nuestra logica clasica (CL) en
favor de una QL. Putnam, utilizando una analogia respec-
to de lo que sucedié con la geometria —cuando se revisa-
ron las geometrias euclideas en favor de las riemanianas
tras la relatividad general— propuso revisar la légica clasi-
ca en favor de la logica cuantica.

2) Esta revision, ademas, no habria de ser local sino global.
La QL se erigiria como la autentica o verdadera logica
desterrando a todas las demas.

3) Finalmente, con dicho formalismo, se conseguiria resol-
ver las famosas paradojas de la QM; especialmente las
relativas al problema de la medida.

Putnam (1969, p. 174) se preguntd si «pueden algunas de las
“verdades necesarias” de la logica volverse falsas por razones
empiricas» y su respuesta fue rotunda: si'’. Asi, siguiendo la
propuesta de Birkhoff y von Neumann (1936), dicha logica
cuantica simplemente se extraeria de la estructura reticular de
los subespacios cerrados de Hilbert en QM. Para Putnam
(1969, pp. 188-9 y 191-2), es preferible un cambio sutil en la
logica a utilizar que las asunciones de una metafisica incom-
prensible o de la existencia de variables ocultas. Sin embargo,
y aunque no podamos detenernos en analizar este proyecto
con excesivo detalle, debemos mencionar una serie de pro-
blemas relevantes que no ha superado:

1) Una cosa es adaptar y descartar formalismos y otra bien
distinta asumir que la logica sea un conocimiento empiri-
co. Como bien senalaron Bell y Hallet (1982, p. 357)
«parece, por tanto, claro que el ejemplo que Putnam
ofrece no sirve para instanciar la tesis radical de Quine
acerca de la naturaleza empirica de la légica. Las dificulta-
des metafisicas asociadas con el cambio de QM podrian,
es verdad, conducir a un rechazo de LC, pero esto es
algo completamente distinto de proclamar que los resul-
tados de un experimento conducen directamente a tal
rechazoy.

12. Argumenté que asi lo demostraria en su articulo aunque nume-
rosos autores, especialmente Dummett (1976) y Bell y Hallet (1982),
han demostrado que nunca llega a establecerse o fundamentarse
dicha conclusion.
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2) Aun cuando la légica fuera eminentemente a posteriori,
parece dudoso que se basaria en un conocimiento fisico-
tedrico. QL, tal y como la entendieron Finkelstein y
Putnam, ha servido de ejemplo para «mostrar que la
légica es revisable en el sentido de que es refutable por
la experiencia» Martinez Vidal (2007, p. 95), pero tal y
como apunta Bacciagaluppi (2007, p.4), si la logica tuvie-
ra una constitucion empirica, parece aceptable pensar
que esta se basard antes en las «consideraciones en
torno al uso empirico y practico del lenguaje» que en los
«resultados experimentales obtenidos en ciertas ramas
de la fisica»"?.

3) Existen ambigiiedades terminoldgicas serias en el plan-
teamiento —y desarrollo— del debate. Al margen de to-
dos los problemas anteriores, encontramos una serie de
ambigliedades en el uso de términos no triviales cuyo
esclarecimiento es necesario y que, sin embargo, adole-
cen de fundamentacién o de desarrollo en el contexto
de discusion de la légica cuantica en los textos fundacio-
nales de dicho debate. Entre estas nociones destacan: (i)
conocimiento a priori y empirico', (ii) logica cldsica'® (iii)
ley logica'® .

&
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13. Para una panoramica general del debate actual en torno a la
caracterizacion de la légica como a priori y las diferentes posturas a
favor y en contra, cfr. Martinez Vidal (2007).

14. Ejemplo relevante de la ambigliedad de estos términos es la
distincion ente la nocion de a priori débil y fuerte de Boghossian y
Peacocke (2000). La caracterizacion fuerte, que es a la que parecen
referirse Finkelstein y Putnam, asumiria que el conocimiento a priori
es independiente de la experiencia en cuanto que no-refutable por
evidencia empirica alguna.

I5. Ya que parecen, la mayoria de contextos, referirse a logica cldsica
en cuanto que algebra de Boole, esta consideracion es historicamen-
te discutible. Habitualmente, se suelen tomar o interpretar como
logica clasica o bien el célculo estandar de primer orden con igualdad
—como ldgica operativa de fondo en las demostraciones presentes
en los Elementa de Euclides cfr. Beeson, M. et al. (2019)—; o la silogis-
tica de Aristoteles como proto-logica de clases; o bien el calculo
discutido por los estoicos como proto-logica de enunciados; o un
célculo de orden cero estandar que, si bien es interpretable como un
algebra de Boole, no todo algebra de Boole se reduce a un célculo
de orden cero.

16. Habitualmente en el contexto de QL se usa para referirse a
ciertas propiedades de las conectivas y, especialmente, a la propie-
dad distributiva de la conjuncion y la disyuncion —debido a que, en
mecanica cuantica, como veremos, si forzamos la traduccion logico-
reticular, habria que abandonar dicha propiedad. Esta claro que,
desde cualquier perspectiva no relevantista, estas propiedades deben
tomarse como meras etiquetas de combinaciones de férmulas que,
instrumentalmente, han mostrado ser mas Utiles a lo largo de distin-
tos contextos justificados historicamente, pero no formalmente.

3.1. La légica cuantica como légica formada por
conectivas clasicas: el argumento de la invarian-
za de Putnam y el fracaso del proyecto Finkels-
tein-Putnam

En linea con la critica dibujada por Dummett (1976) al pro-

grama Finkelstein-Putnam, el nucleo de las criticas a QL, se

centré en el estudio de las conectivas cudnticas. Si tenemos
dos enunciados:

e  S:la posicion del electrédn e en el instante t es P.
e T: el momento del electrén e en el instante t es Q.

para Putnam, de acuerdo con QL, SAT es una contradiccion
logica. En palabras de Bell y Hallet (1982, p. 358) esto serviria
a Putnam para mostrar «por qué nunca podemos en la prdcti-
ca asignar el valor de verdad “verdadero” a SAT »". Si S,
representa un enunciado sobre la posicion de una particula y
t;, .., t, el posible momento de dicha particula, entonces, en
palabras de Putnam (1969, p. 180):

«lLa idea [inaceptable] de que la medida del momento
“produce” el valor obtenido surge con mucha naturalidad
si uno no aprecia la logica empleada en mecanica cuantica.
Si yo sé que S, es verdadera, entonces sé que para toda t;,
la  conjuncion S, A t es falsa. Es natural concluir
(“sumergido en” logica clasica) que S, A (t, Vt,V ..V t) es
falsa y por tanto rechazar (t,V t, V ... V t,) —es decir, dire-
mos que “la particula no tiene momento”. Entonces uno
mide el momento y obtiene el momento —digamos que
uno lo halla en t,. Claramente, la particula ahora tiene un
momento —y la medida ha tenido que ser “producida”. Sin
embargo, el error se encuentra en el paso de la falsedad de
SAt, VS, At,V ..V S, At alafalsedadde S, A (t, V¢,
V ... V t,). Este Ultimo enunciado es verdadero (asumiendo
S,); por lo que es verdad que “la particula tiene un mo-
mento” (incluso si es también verdad que “la posicion es
r;”); y la medida del momento simplemente halla este mo-
mento (a la vez que perturba la posicion); no lo crea, ni lo
perturba en ningun sentido. Es asi de simpley.

El esquema del argumento de Putnam completo seria el si-
guiente:

I. S A T= 1 pero para justificarlo manteniendo la posibili-
dad de realizar conjunciones, debemos remarcar en qué
momento se vuelve logicamente falsa dicha conjuncion.

2.4(S, = S, At).

3.5, A (S, A t) por la definicion de —.

4. ((S, A t) V...V (S,A t,)) simplificando A.

5. Perosi S,A (t,V ... V t,) que es la aplicacion de la propie-
dad distributiva.

6. Por tanto, la propiedad distributiva falla.

17. Aunque esta afirmacién parece demasiado fuerte:
que de una imposibilidad material asi se pueda derivar
una contradiccion logica no es, ni mucho menos, obvio.
En ciertas logicas epistémicas, por ejemplo, el hecho de
que un agente no pueda conocer puede ser verdadero.

0
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Sin embargo, debemos destacar dos cosas: (i) esta claro que
la caracterizacion de la contradiccion generada por la prime-
ra conjuncion depende, exclusivamente, del significado de los
términos —extraldgico—, (i) este es el motivo para considerar
que la légica es empirica'®.

Lo que Putnam propone para evitar el problema anterior es
un uso informal de las conectivas. Si, por ejemplo, en el argu-
mento anterior, asumimos que (S, — S,At) = S, A (S, At),
tenemos la expresion completa de la enunciacion de la con-
tradiccion S, A T derivada del primer condicional negado'.
De ambos enunciados, légicamente equivalentes, no se pue-
den deducir ninguna de las dos versiones a las que se aplica la
propiedad distributiva de la conjuncién sobre la disyuncion.
Putnam parece estar usando una interpretacion linguistica
extra-logica de una de las dos formulas —equivalentes— por la
que esta si que regiria mientras que la otra no. Esto es un
limite del calculo.

Pero, en ninglin caso se puede privilegiar una de las dos ex-
presiones sobre la otra cuando son légicamente equivalentes
—por definiciéon— de forma que, entonces, se pase a argumen-
tar que han dejado de serlo. El argumento de Putnam -y la
fundamentacioén de la construccién de una légica cuantica—
debe hacer frente, de entrada, a tres problemas:

1) El primero hace referencia a la idea subyacente a la in-
terpretacion empirica de la légica y es la imposibilidad de
determinar en un contexto puramente formal ciertas
preferencias y jerarquizaciones sobre expresiones abso-
lutamente equivalentes —con base en criterios puramente
externos. ;Cual es el limite de este procedimiento? ;Con
qué criterio privilegiaremos unas sobre otras? ;Podemos
forzar la introduccion de nuevas conectivas ante cual-
quier resultado empirico aparentemente paradojico o
meramente sorprendente?

2) Ademas, si tomamos dos expresiones que sean logica-
mente equivalentes pero determinamos, empiricamente,
que una es verdadera mientras que la otra no, ;Qué ha-
cemos con la ristra infinita de expresiones que sean equi-
valentes a ambas cuyo significado extra-lingliistico no sea
evidente —por ejemplo, por no estar habituados a su uso
en el lenguaje natural? La disyuncion de conjunciones es
falsa mientras que la conjuncion de disyunciones es ver-
dadera. ;Y la expresion 7(7(S,A t, )— (S,) A...A (=(S,
At,) — 1S, es verdadera o falsa mecanico-cuanticamente
hablando? Es equivalente a una expresion verdadera y a
otra falsa al mismo tiempo. Renunciar a la propiedad
distributiva sera renunciar, en ultimo término, al calculo
de enunciados: se renuncia a la equivalencia légica de dos
expresiones, lo que implica renunciar a sus definiciones
mediante tablas de verdad y, por tanto, a la definicion
estandar de toda conectiva logica veritativo-funcional.

18. Una vez se ha ofrecido un argumento empirico en contra de la
distributividad parece que solamente quedaria abandonarla. Pero
dichas propiedades son inherentes a las definiciones de conjuncion y
disyuncion.

19. Se asume que T es la disyuncion de las t.

3) Al margen de todo lo anterior, sin negar la mayor, pare-
ce razonable pensar que no es la disyuncion inclusiva sino
la disyuncion exclusiva la conectiva correcta para formali-
zar ambas expresiones. Ya que, aunque los términos
disyuntos de las dos expresiones, de hecho, solamente
sean verdaderos cuando al menos uno de los términos lo
sea, es obvio que una particula no podra tener dos mo-
mentos angulares distintos en un mismo instante t.

El problema de la construccion de la légica cuantica termina-
ra centrandose, en Gltimo término, en el problema de la
caracterizacion de sus conectivas. En este punto Putnam
ofrecié dos argumentos. El primero es que no existe una
necesidad real de explicar las conectivas cuanticas porque, de
hecho, son las mismas que las conectivas clasicas; este es el
llamado argumento de la invarianza del significado. El segundo
argumento, basado en Finkelstein (1963, 1972), buscé ofre-
cer una caracterizacion operacionalita de las conectivas 6gi-
cas cuanticas.

El primer argumento se centra en la idea de que QM ha de
poder compatibilizarse, de algiin modo, con el «realismo del
sentido comuny, tal y como apuntan Hallet y Bell (1982, p.
359). Para Putnam, las conectivas cuanticas formadas a partir
de la supresion de la propiedad distributiva seguiran siendo
clasicas. Asi, no seria necesario justificar la aceptabilidad de
QL mientras que, al mismo tiempo, se configura una conti-
nuidad —invarianza de significado— que permitiria asegurar
dicho realismo clasico —por ejemplo, a través del manteni-
miento del principio de contradiccion o del tercio excluso.
Putnam (1969, p. 177) compara las conectivas cuanticas con
las geodésicas continuando con la equiparacion entre la logica
y la geometria como analogia «perfecta» (1969, p. 190):

«Podemos decir que las geodésicas son rectas porque
satisfacen al menos lo que siempre se han reconocido
como restricciones operacionales a la nocion de linea
recta; sin embargo no obedecen a la vieja geometria.
En una palabra, o bien afirmamos que las geodésicas
son a lo que siempre nos hemos referido con “linea
recta”, o bien decimos que no esta nada claro a lo que
nos soliamos referir con esa expresion».

Sin embargo, Bell y Hallet (1982) mostraron que si todos los
principios son deducidos y operan exactamente igual que en
una légica clasica, entonces la propiedad distributiva se
sigue de ellos —o, al menos, se sigue de las mismas
definiciones de conectivas de las que dichas leyes clave se
siguen. Son inseparables— y el argumento falla. Fine (1971)
demostré que los diferentes significados de las conectivas en
CL y QL obedecen a una razén mas profunda. Regresé a la
propuesta original de Birkhoff y von Neumann (1936) para
determinar que la estructura a partir de la cual se construye
QL, los subespacios cerrados de Hilbert, se identifica con un

)
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reticulo correspondiente a un algebra no-booleana®. El se-
gundo argumento, por el que las conectivas cuanticas se
definiran en base a una traduccion de las operaciones reticu-
lares, se erige como la Unica via para poder construir un
calculo légico-cuantico pero teniendo presente que la estruc-
tura que se quiere traducir no podra incorporarse en un
calculo booleano. Por todo esto se asumié que las conectivas
cuanticas, fueran lo que fueran, no podian ya ser clasicas, de
manera que los calculos cuanticos tampoco. Finalmente, se
abandono el proyecto metafisico de sustitucion de CL por
QL desde el momento en que se asumié que QL, en cuanto
que no-clasica, no podia ofrecer una sustitucion satisfactoria
de CL.

3.2. Reformulaciones y limites de las l6gicas cuanticas
Toda propuesta de légica cuantica, por tanto, se hara a partir
de los fallos de Putnam y desde la perspectiva original de
Birkhoff y von Neumann (1936) por la que simplemente se
estipula una traduccién directa entre operaciones reticulares
y conectivas légicas. Pero, ;como llevamos a cabo dicha tra-
duccion? Aqui las propuestas varian en cada autor. Menciona-
remos las mas relevantes para, finalmente, concluir que estas
propuestas, aun cuando se separen del proyecto de Finkels-
tein-Putnam, contintian incorporando el fallo estructural mas
profundo de la construccion del calculo légico-cuantico: su
imposibilidad de incluir tablas de verdad.

1) Bell y Hallet (1982): asumieron que las operaciones en
un ortorreticulo como el formado por los subespacios cerra-
dos de Hilbert son traducibles a conectivas légicas y que el
fallo de Putnam fue, precisamente, el de no construir su QL
desde una traduccion de las operaciones ortorreticulares.
Las operaciones meet y join se corresponderian directamente
con la conjuncién y disyuncién respectivamente y la relacion
< con el condicional. Asi, establecieron que se puede ofrecer
una definicion conjuntista de la conjuncion y la disyuncion en
términos de < aun cuando el ortorreticulo no sea un algebra
de Boole ni, por tanto, una estructura distributiva:

(10) aAb=ceo{x:xsc=>{x:x<a}N{x:x<b}
(I) avb=co{x:csx}=2>{x:asx}N{x:b=sx}

Sin embargo, la conjuncién y la disyunciéon no forman un
conjunto adecuado de conectivas. Necesitamos la negacion.

20. Por otra parte, Bell y Hallet (1982) argumentaron que la cons-
truccion de un calculo légico-cuantico incorporara conectivas esen-
cialmente distintas a las clasicas por otro motivo. Para ellos, dadas
dos estructuras con una serie de elementos primitivos comunes, si
en una de ellas, a partir de dichos elementos, se puede definir t
mientras que en la otra estructura, con esos mismos elementos, no
se puede, entonces t habra cambiado de significado. Sin embargo no
seguiremos esta linea de critica ya que supone la asuncién de una
tesis que tal vez sea demasiado fuerte. Mas alla del eco constructivis-
ta de esta definicion de cambio de significado, su asuncién puede ser
problematica en ciertos contextos. Piénsese en el 0 como elemento
neutro en {N", +} y en el mismo 0 en {N”, -} donde no opera como
elemento neutro; ;Puede decirse que existe un genuino cambio de
significado?

Y aqui es donde se dan cuenta de que se debe introducir una
modificacion respecto del calculo booleano para construir un
calculo légico-cuantico analogo. Aun cuando no asumamos
que el cambio de definicion de un item concreto en dos es-
tructuras distintas implique su cambio de significado®, la
negacion no sera incorporable en este nuevo cilculo. La
operaciéon de ortocomplementacion es definible en un alge-
bra de Boole en términos de A por:

(12) a=b"o {x:x<a}={x:bAx=0}

pero, como apuntan Bell y Hallet (1982, p. 365), en el caso
de la logica clasica «la negacién es (conjuntistamente) defini-
ble en términos de la relacion basica <» a través de la defini-
cién anterior, mientras que «en logica cuantica la negacién no
es definible en estos términosy. Putnam consideré que la
negacion era definible en estos términos —aunque no ofrecio
tal definicién—, pero Bell y Hallet demostraron que no lo es —
para ellos, su significado cambiaba respecto del de la logica
clasica. Sin embargo, lo que debemos destacar es que la defi-
nicién ad hoc de una nueva conectiva que se llame negacion
no implica ni permite que el nuevo calculo sea, de nuevo,
veritativo-funcional. Este es el limite de la construccion de
una QL: que la estructura algebraica reticular de base blo-
quea, via traduccion, la constitucion de un calculo légicamen-
te consistente.

Bell y Hallet (1982) intentaron solucionar esto interdefinien-
do la negacion clasica a partir de la ortocomplementacion
junto a la ortogonalidad. Siguiendo a Dummett (1976) y su
critica a Putnam (1969), propusieron, ademas, abandonar el
realismo bivalente clasico en todo contexto mecanico-
cuantico. Sin embargo, las asunciones y los compromisos de
partida son demasiados como para poder considerar que
este calculo permita una aplicabilidad mas alla de la mera
traduccion ortorreticular.

2) Dummett (1976): propuso que la logica que deba ser
tomada como correcta para una determinada clase de enun-
ciados debe decidirse determinando, en primer lugar, el mo-
delo de significado correcto de dichos enunciados. Es decir,
hay que desarrollar primero una semantica guiada por
«principios fundamentales concretos sobre el significa-
do» ( pp.287-9). Dummet propuso relacionar la légica cuanti-
ca con la logica intuicionista (Li): en el caso intuicionista, lo
anterior se hace en calidad de pruebas de proposiciones
matematicas y en QL en calidad de medidas de cantidades
fisicas. Bell y Hallet (1982) trataron de construir su calculo
l6gico-cuantico compatibilizando esta exigencia dummettiana
con la supresion de la negacion clasica.

21. Cfr. supra, nota a pie de pag. 20.
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3) Gibbins(1987, pp.128 y ss.): si que insistio en distinguir
claramente entre la estructura reticular y cualquier posible
traduccion logica. Subrayo las dificultades de realizar dicha
traduccion sin pagar altos precios. Ademas de uno de los
analisis mas detallados en lo que a filosofia de la QL y filoso-
fia de la fisica se refieren, fue de los primeros autores en
ofrecer una construccion sistematica de QL a partir de la
definicion de su sintaxis, semantica y metaldgica. Sin embar-
go, al contrario que los autores que hemos visto hasta ahora,
para Gibbins, el caracter no-clasico de QL derivaba principal-
mente del condicional y, subsidiariamente, de la disyuncion.
Gibbins (1987, p.128) construyo una exposicion del calculo
en deduccion natural y diferencié las nuevas conectivas como
el condicional cuantico anhadiendo restricciones en las reglas
de introduccion y eliminacion. No obstante, las restricciones
que anadié para definir las nuevas conectivas cuanticas las
caracterizaron como equivalentes a las de un calculo légico
estandar —de forma que su calculo cuantico se volveria, en el
mejor de los casos, operacionalmente trivial. Gibbins (1987,
p. 134) afirma, respecto de la definicion de prueba, que

«de acuerdo con la regla clasica uno puede inferir ' - a
— de T, a F b. La regla légico-cuantica exige que I' esté
vacio. Esto impide que uno demuestre secuencias clasi-
camente validas como - P — (Q — P)y (P — 0),
(O — R) F (P — R). Una restriccion equivalente sirve
para VE y para reductio ad absurdumy.

Si estudiamos las expresiones mediante tablas de verdad en
los tres casos, veremos que para I' = (¢ obtenemos el mismo
resultado con ILakb)-a—bycon(ar-b)Fa—b.Yla
equivalencia cuantico-clasica de dicha restriccion se extiende
a las nuevas definiciones de condicional y bicondicional: a —
b := (na Vv (a A b)): si construimos una tabla de verdad del

condicional clasico

p g | pog
[ |
I 0 0
0 1 |
0 0 |

vemos que es equivalente al condicional cuantico de Gibbins.
Los dos disyuntos de la nueva definicion no pueden ser am-
bos verdaderos a la vez porque entrariamos en una contra-
diccion a partir de la negacion de a. Y lo que nos indica es
que el condicional sera verdadero o bien cuando a sea falso —
las dos ultimas filas—, o bien cuando ambas, a y b, sean verda-
deras —la primera fila— y en el resto de casos —la segunda fila
restante— el condicional sera falso. Las pruebas de correc-
cion y completitud para QL ofrecidas por Gibbins funcionan
porque su calculo es equivalente a un calculo de enunciados.

4) Dickson (2001): propuso revisitar la construccion del
calculo incluyendo como condicional la flecha de Sasaki, (p <
q) = (P* V (p A q)) que Hardegree (1979) demostré que es la
Unica conectiva en un otrorreticulo que satisface

modus ponens y otra serie de condiciones propias de la impli-
cacion material clasica. Sin embargo, concluyé la no-
operacionalidad de QL siguiendo a Gibbins (1987). Dickson
ha revitalizado, sin duda, la lectura de QL, pero entendiendo
por esta una remodelacion interna a la propia estructura
reticular —capaz de incluir variables temporales.

5) Mackey (1957) y especialmente todos los que continua-
ron con su programa, entre quienes destacan Finkelstein
(1963), Mittelstaedt (1978), Greechie (1981) o Foulis y Ben-
nett (1994), partieron de la asuncién de que una teoria fisica
% determina una clase de sistemas de eventos-estado formada
por la dupla (&£, S) en la que £ contiene los eventos que
ocurren en el sistema y S los estados que ha de asumir el
sistema descrito por la teoria. Aqui, tal y como se preguntan
Dalla Chiara y Giuntini (2001, p. 9), «;Cuales son las condi-
ciones abstractas que se deberian postular para cualquier par
(€, S) ». En QM y asumiendo el modelo del espacio de Hil-
bert se consideraron restricciones naturales:

Que £ sea una abstraccién de la estructura de todos
los subespacios cerrados de Hilbert y, como conse-
cuencia, sea al menos un reticulo ortomodular o
—completo no distributivo.

® Que S sea una buena abstraccion de los operadores
estadisticos en un espacio de Hilbert que represente
los posibles estados de cada sistema fisico y, por tanto,
todo estado se comporte como una medida probabilis-
tica que asigne a cada evento en E un valor en el inter-
valo [0, I7.

Pero esto, tal y como senalan Dalla Chiara y Giuntini (2001,
pp. 9-10) genera, principalmente, dos retos:

1) «;Es posible capturar, a través de ciertas condiciones
abstractas requeridas para cualquier par de eventos-
estado (€, S) el comportamiento de pares de espacios
de Hilbert concretos?».

2) «;Hasta qué punto debe ser absolutamente vinculante
el modelo del espacio de Hilbert?y.

El primer problema dio lugar a una gran cantidad de intentos
fallidos por demostrar un teorema de representacién que cam-
biaron la pregunta a «;Cuales son las condiciones necesarias
y suficientes para un par evento-espacio genérico (&, S) que
hagan a € isomorfa al reticulo de todos los subespacios ce-
rrados de un espacio de Hilbert?». La falta de dicho teorema
de representacion hizo que la Unica alternativa posible fuera
una algebraizacion realizada en los términos propuestos por
Dalla Chiara y Giuntini (2001) que veremos en el siguiente
punto.

El segundo problema, sin embargo, solamente se pudo su-
perar a partir de la definicion de estructuras cada vez mas
generales que, finalmente, no han podido ofrecer una res-
puesta satisfactoria a ninguna de las siguientes criticas:
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2.1) Primero, que los subespacios cerrados de Hilbert re-
presentan propiedades fisicas en un sentido intensional y,
al mismo tiempo, extensional. La incapacidad de formali-
zaciéon de dicho sentido intensional ha generado lo que
Foulis y Bennett (1994) llamaron «el desastre metafisi-
co» de la logica cuantica estandar.

2.2) En segundo lugar, el reticulo de los subespacios cerra-
dos exige que los sistemas extensionales —conjuntistas—
se hallen cerrados bajo interseccién —por meet-y, por
tanto, una traduccién logica directa implicaria que los
sistemas proposicionales se hallasen cerrados bajo
conjuncioén logica, algo a lo que no parece correspon-
der ninguna interpretacion fisica. De hecho, y en linea
con las restricciones ya mencionadas de la constitucion
de toda légica cuantica, es habitual -y recomendable—
imponer restricciones semanticas que recojan que la
conjuncién de ciertas proposiciones no pueda ser tes-
tada experimentalmente. Esto, para Dalla Chiara y
Giuntini (2001, p.10), apunta a que «la estructura pro-
posicional reticular parece ser demasiado fuertey.

6) Bacciagaluppi (2007) y Dalla Chiara y Giuntini
(2001): realizaron las dltimas sistematizaciones mas comple-
tas de todas las posibilidades que QL —entendidas como un
conjunto de posibles calculos diferentes— ofrece junto al
estudio de sus limites.

Bacciagaluppi argumenté que es legitimo, y nada polémico,
desarrollar un calculo en que se definan nuevas conectivas tal
y como hizo Kolmogorov (1931) con Li. Y propone crear
una nueva disyuncion cuantica:

«La disyuncion clasica de dos proposiciones experimentales
P Y g, correspondiente a la unién conjuntista de dos subespa-
cios, no es en si un subespacio en general, por lo que no es
tampoco una proposicién experimental. Sin embargo, la
proposicion correspondiente al esparcimiento (cerrado) de
dos subespacios Py Q (el subespacio cerrado mas pequeno
que contiene los subespacios P y () es una proposicion
experimental y podemos introducir una disyuncién légico-
cuanticay Bacciagaluppi (2007, p. 9).

Esa nueva conectiva recoge, otra vez, el

é&é fallo de la propiedad distributiva. Bacciagalu-
ppi asume que toda ldgica cuantica sera
siempre, a lo sumo, un lenguaje semi-

”’I! . 22 . .
” interpretado™ . Con este matiz desarrolld

una metaldgica muy elegante sobre una
definicion cuantica de validez logica y una
funcion de evaluacion basada en un homomorfismo con fil-
tros y ultrafiltros reticulares. Ademas, puso el acento en la
caracterizacion de las proposiciones elementales como
enunciados de propiedades cuanticas.

22. van Fraassen (1970).

Dalla Chiara y Giuntini (2001, p.96), de manera parecida,
concluyeron que «las logicas cuanticas son, sin ninguna duda,
légicas» ya que «satisfacen todas las condiciones candnicas
que la comunidad de logicos exige para que un objeto abs-
tracto sea llamado una légicay». Sin embargo, la base de la
l6gica cuantica que proponen se construye en base a la alge-
braizacion —y posterior inclusién de una semantica de Kripke
— de un ortorreticulo. Se construye una estructura general
algebraizada y, a partir de ahi, se construyen semanticas con-
sistentes. Dalla Chiara y Giuntini (2002, p.32)% demuestran
una generalizacion algebraica de QL que se corresponderia,
en concreto, con el calculo modal B. Excede los propésitos
del presente trabajo el estudio de esta semantica modal.
Pero Dalla Chiara y Giuntini (2001) deben hacer frente, alin
asi, a dos problemas:

1) La inclusién del condicional: en conexion con la propuesta
de Dickson (2001) se incluye una nueva conectiva logico-
cuantica que permita operar como condicional. Esto se
hace, esencialmente, para preservar la validez del modus
ponens; piedra angular de todo calculo légico.

2) Anomalias metaldgicas: se deben definir, mas alla de la
nociones habituales de verdad, verdad légica y consecuen-
cia légica, una consecuencia débil, una cuasiconsecuencia o la
realizabilidad de modelos y cuasi-modelos para que se satis-
fagan —en las traducciones modales— un nimero aceptable
de teoremas metaldgicos —especialmente completitud o
compacidad.

Finalmente, debemos mencionar que ambas

ézé propuestas, la de Dalla Chiara y Giuntini
(2001) y la de Bacciagaluppi (2007), logran

2% generar calculos que, con una serie apropia-
KA da de restricciones y definiciones ad hoc,

efectivamente, configuran calculos ldgicos
genuinos. Pero, la pregunta ante calculos de
estas caracteristicas® no es ya si pueden llamarse o no légicas
tanto como si pueden apellidarse cudnticas. Es cierto que la
mayoria de estas propuestas no han de generar, en sus expo-
siciones como construcciones semanticas completas, duda
alguna respecto de su naturaleza logica pero, jguardan aun
alguna clase de interpretacion fisica, en concreto, mecanico-
cuantica? Si bien es cierto que los pseudo-calculos que con-
forman la mayoria de las propuestas que hemos llamado
viejas légicas cudnticas llegaron a tomarse como cdlculos semi-
interpretados para asi poder salvaguardar su utilidad aplicativa
en contextos fisicos —pagando el precio de su veritativo-
funcionalidad—, ahora encontramos la expresion contraria.

23. Siguiendo a Goldblatt (1974), uno de los primeros en explorar
esta via de modalizacion a partir de la inclusion de una semantica de
Kripke en QL por analogia a la légica intuicionista.

24. Como construcciones desde las generalizaciones algebraicas en
las que se insertan, a su vez, los ortorreticulos, ortomarcos y orto-
complementos reticulares en los que se definen los conjuntos de
subespacios cerrados de Hilbert.
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Las estructuras susceptibles de ser tomadas como logicas®

han forzado una generalizacion de estructuras no-booleanas
que no parecen ofrecer dicha posibilidad de manera directa.
Al menos, respecto de una logica clasica de enunciados o
predicados® .

En concreto, la propuesta de Chiara y Giuntini (2001) asigna
una interpretacion fisica especifica a cada uno de los elemen-
tos que sirven para construir el calculo modal. Sin embargo,
el problema mas grave que presenta es el de que el significa-
do fisico de cada uno de los elementos de un marco de Kripke
se estipula Unica y exclusivamente ad hoc. Asi, por ejemplo, la
relacion de accesibilidad se sustituye por una relacion de no-
ortogonalidad y la funcion veritativa necesariamente no-cldsica
se determina a partir de una proposicion que contiene todos
los estados puros que asignan a una proposicion cualquiera
un valor de probabilidad igual a I. Aun asi, esto es problema-
tico debido a que se bloquea, de entrada, cualquier estado
mixto; lo que impedira cualquier formalizacion posible de un
proceso de medida que, en Ultimo termino, es lo que nos
interesa” .

Esto Ultimo podria decirse que es la maldicion de todas las
viejas logicas cuanticas: cuanto mas solido logicamente ha-
blando sea el calculo, tanto mas debe alejarse de su significa-
do mecanico-cuantico y viceversa.

Por tanto, si entendemos por ldégica cudntica el resultado de
la traduccién de la teoria de reticulos subyacente a QM a
partir de la equiparacion de operaciones reticulares con
conectivas logicas —ya sea de manera directa o a partir de un
proceso de construccion de estructuras algebraicas generali-
zadas—, vemos que las logicas cuanticas se enfrentan a varios

25. De hecho, susceptible de hacerlo en sentido amplio, pues estos
calculos propuestos por Dalla Chiara y Giuntini (2001) y Bacciagalu-
ppi (2007), asi como las propuestas mas ligadas a las exposiciones
reticulares de Mittelstaedt (1978) y Svozil (1998), son insertables en
un proyecto de traduccién a una Many-Sorted Logic (MSL): cfr.
Manzano (1996).

26. Igual que podemos generalizar la definicion de reticulo mecanico
-cuantica y tomar dicha generalizacion como una légica, o bien tra-
ducirla a una, los tres formalismos son susceptibles de ser incorpora-
dos en una MSL, pero para que se pueda traducir en sentido técnico
el formalismo original, de nuevo, habremos de afadir operaciones
booleanas.

27. De hecho, cuando Giuntini (1991) introduce por primera vez la
traduccion de ciertos calculos cuanticos a una semantica modal, lo
hace como prueba de la independencia de estos respecto de la teo-
ria fisica. Giuntini (1991, p. 119) busca consolidar cierta versién de
QL como una légica indiscutible emancipandola, precisamente, de su
interpretacion fisica. Si se demuestra que es equivalente a un calculo
modal, queda demostrado que existe, en cuanto que dicho calculo,
en el reino de la légica independientemente de los resultados de la
fisica y asi afirma: «El objetivo principal de este capitulo es mostrar
que la légica cuantica tiene significado légico independientemente del
hecho de que sus origenes se remonten al reticulo de todos los
subespacios de Hilbert (...). Es una logica “real” que resulta que tiene
un estatus preciso como otras tantas logicas no-clasicas, por ejem-
plo, la légica intuicionistax.

problemas serios. Y que un numero relevante de dichos pro-
blemas no depende tanto de la metodologia concreta con
que se lleve a cabo dicho proceso de traducciéon como de la
propia pretension de realizar una traduccion de manera —
l6gicamente— consistente y —mecanico-cuanticamente— rele-
vante.

Podemos resumir brevemente el conjunto de problemas que
nacen de la construccion de las viejas logicas cuanticas asi:

I. Los proyectos metafisico, epistemoldgico e interpretativo
de QM fracasan: la logica cuantica termina generando mas
interrogantes que respuestas como posible interpretacion
de MQ y el proyecto por el cual sustituir la logica clasica
in totum con una légica cuantica se vuelve inviable. Desta-
can las criticas de Kripke —en Martinez Vidal, C. (2007,
p.96)—, quien afirma que si la metalégica de QL es clasica
el proyecto de sustitucion no tiene sentido —y que si no lo
es, no entendemos en qué consiste QL- y las de
Dummett (1976), Popper (1968), Bell y Hallet (1982),
Schurz (2011, 2013) y Dapprich y Schister (2016) entre
otras muchas.

La construccion de los calculos cuanticos como traduccion
de la estructura reticular de los subespacios cerrados de
Hilbert también tiene problemas:

N

2.1. Existe una serie de expresiones logicamente equiva-
lentes que han de tomarse como incompatibles y no
existen criterios fisicos ni logicos para tomar dichas
decisiones salvo ad hoc. Esto focaliza en problema de
QL en el problema de las conectivas.

2.2. Los cdlculos, cuando pretendan formalizar de manera
directa las estructuras mecanico-cuanticas no distri-
butivas, no podran ser —al menos por el momento—
veritativo-funcionales. Se renuncia a las tablas de
verdad, a la interdefinicion de conectivas e incluso, a
veces, al modus ponens. Hellman (1980) demostré que
ningun célculo légico-cuantico podra ser veritativo-
funcional.

2.3. Cada una de las propuestas logicas que pretenden
superar estos problemas presenta, a su vez, otros o
bien derivados de los anteriores o bien nuevos. Des-
tacan los dos fallos del programa de Mackey (1957)
asi como las anomalias metaldgicas y los problemas
de las conectivas de cada generalizacion.
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Para cada uno de los cdlculos cuanticos que hemos mencio-
nado, existen, a su vez, otras muchas criticas en las que tam-
poco hemos podido profundizar por falta de espacio® .

Por todo lo anterior, vemos que existe un limite serio a la
hora de incluir operadores modales — formalismo logico-
semantico y veritativo-funcional— en un contexto cuantico, al
menos, via viejas logicas cuanticas. Solamente tenemos tres
posibilidades de hacer esto:

® Incorporando operadores modales en calculos de
enunciados inconsistentes de forma que dichos calculos
sean, a su vez, inconsistentes.

® Incorporando operadores modales a través de la tra-
duccion de ciertas estructuras reticulares a algebras
con semanticas de Kripke, tal y como propusieron
Chiara y Giuntini (2001). Pero siendo conscientes de
que dichos operadores modales careceran de interpre-
tacion fisica concreta.

e Mediante un trato puramente informal®® de dichos ope-

radores. Esto es, grosso modo lo que encontraremos en

la mayoria de interpretaciones modales.

A continuacion expondremos la interpretacion de las historias
cudnticas como posible formalismo capaz de constituir una
nueva légica cudntica (NQL) o, al menos, un formalismo lo
mas parecido posible a una logica cuantica que sea suscepti-
ble, a su vez, de permitirnos incluir operadores modales de
manera semanticamente consistente en contextos mecanico-
cuanticos.

4. NUEVA LOGICA CUANTICA

Una NQL es posible a partir del formalismo de las familias de
historias consistentes cuanticas y no simplemente del, por asi
decir, espacio de Hilbert en bruto forzado a encajar con una
sintaxis y semantica construidas ad hoc. Esto permitiria, so-
bre todo, que se eliminen, al menos, dos de los principales
limites de las anteriores légicas cuanticas que, puesto que ya
casi ha pasado un siglo desde la publicacion de Birkhoff y von

28. Dapprich y Schuster (2016) ofrecen un resumen muy claro so-
bre los problemas derivados de las viejas logicas cuanticas. No se
centran especialmente en la gravedad de renunciar a un trato verita-
tivo-funcional, pero ofrecen otras criticas tanto a las propuestas de
Birkhoff y von Neumann (1936) como de Putnam (1969) que no
hemos podido mencionar. Destacan entre todas estas criticas dos.
En primer lugar, Popper (1968) terminara criticando que también
existen ejemplos en el lenguaje natural referidos a contextos no-
cuanticos que permiten legitimar la construccién de calculos como
los aqui mencionados de forma que todo proyecto de construccion
de una légica cuantica sera ad hoc. En segundo lugar, Schurz (2011,
2013) reformulara las formulaciones del experimento de la doble
rendija de Birkhoff, von Neumann y Putnam deteniéndose en analizar
las inconsistencias de su fundamentacion en base al abandono de la
propiedad distributiva de la disyuncion. La especificidad de estas
criticas y el tiempo que tomaria explicarlas con el merecido detalle
nos han llevado a omitirlas y limitarnos a comentarlas.

29.Es decir, no-légico.

Neumann, hemos convenido en llamar viejas: la no veritativo-
funcionalidad y la imposibilidad de incluir operadores moda-
les l6gicamente bien definidos. Y, sobre todo, permitiria con-
siderar la posibilidad de incluir operadores modales
(normales) genuinos y abordar el formalismo desde una pers-
pectiva eminentemente formal.

4.1. La légica clasica de enunciados como formalismo
adecuado

Veremos ahora el analisis de la teoria de las familias de histo-
rias consistentes cuanticas que es formalizable —en ciertos
aspectos— como logica clasica en cuanto que orden cero
booleana. En esta seccién propondremos una aproximacion a
la interpretacion de la mecanica cuantica basada en las histo-
rias cuanticas desde un calculo estandar de enunciados apun-
tando a su posible generalizacion a un calculo modal normal
—normal— en el contexto de las MI. La interpretacion de las
historias se basa principalmente en las propiedades cudnticas
que, en un contexto légico, convendria caracterizar mas bien
como proposiciones cudnticas elementales, ya que una propie-
dad, en sentido estricto, ha de formalizarse como un predica-
do y para ello se requeriria de cuantificacion y un calculo de
primer orden. Esto tal vez pudiera servir para solucionar los
problemas relativos a la aproximacién via formalizaciones ad
hoc. Una propiedad —proposicién— fisica se define® bivalente-
mente como aquella unidad proposicional susceptible de ser
verdadera o falsa, es decir, como el contenido proposicional
elemental —entendido en sentido amplio®'. Se representa,
como antes, por el subespacio cerrado P de un espacio de
Hilbert, con la salvedad de que ahora se limitara la capacidad
de formalizaciéon —lo cual suponia un fallo en los calculos
anteriores e introducia en contextos modales los problemas
de composicion de sistemas. Siendo mas precisos, una pro-
posicion se correspondera con un proyector P u operador
de proyeccion ortogonal en dicho subespacio®. De la forma
habitual, cualquier ket positivo |y) corresponder3, en el espa-
cio de Hilbert, a un subespacio unidimensional formado por
todos sus multiplos de la forma c|y) con ¢ € C*. Ademas,
cuando |y) se normalice, se representara el proyector sobre
el subespacio como [y] = [w)(y|. Griffiths (2013, p. 5) rela-
ciona este uso del ket o funcién de onda con una interpreta-
cién ontoldgica, pero debe matizarse que esto es asi ya que
constituye el referente atomico del contenido proposicional
basico, es decir, que al no haber asumido una postura filosofi-
ca previa, aun estaria por esclarecer si incorporamos una
correlacion entre unidades proposicionalmente elementales,
elementos del dominio y un compromiso ontoldgico en sentido
quineano.

30. Seguimos principalmente en este andlisis a Griffiths (2013). 31Sin
comprometernos con ninguna filosofia de la logica concreta, al me-
nos, de entrada.

32. Lo cual abre, a su vez, una nueva via consistente de aproxima-
cion al problema de la caracterizacion del término informacion, antes
bloqueada por tomar como proposiciones enunciados complejos del
lenguaje natural.

33. Es pertinente recordar que la exigencia de detalle de estudio del
formalismo fuerza, al menos, en este estado embrionario de la inves-
tigacion, a limitar el analisis a una exposicion no relativista.
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En un sistema clasico, podemos tomar un espacio fase I' con
un punto v representando el estado fisico real de una parti-
cula. En QM se procedera de manera analoga. Una coleccion
de puntos P en I representa una propiedad clasica que es
verdadera respecto de un sistema syss el punto y representa
su estado fisico en el conjunto P. Se establece, entonces una
correspondencia entre el subconjunto P y el indicador de
funcion P(y) que sera | paray € Py 0 en cualquier otro
caso. El indicador clasico es andlogo al proyector cuantico
cuyos valores propios seran, precisamente, | y 0. Ademas, en
mecanica clasica las variables fisicas se pueden representar
como funciones sobre el espacio de fase —como el momento
angular o la energia— y en cuantica, hemos visto que una
variable fisica referira a un observable, representado por el
operador hermitico de la forma:

(13) 4=%ap, P=P'=P,, 3YP=1I

P es la coleccion de proyectores que formanJ la descomposi-
cion proyectiva del operador identidad, /. Pues bien, con
estos elementos podemos comenzar a definir los elementos
constitutivos del calculo légico:

1) Funcion veritativa: La proposicion de una variable fisica
toma un valor a; tal que 4 = 3, corresponde al proyector P; —
o al subespacio P; sobre el que se proyecta P, Y, esto se
vera mas adelante, la medida de un observable corresponde-
ra a la medida de la descomposicion de I, determinando asi
qué propiedad P;, o qué P, es, de hecho, verdadero. Es
decir, que podemos definir una asignacién funcional de valo-
res de verdad al modo cldsico v(P; ) que mapee el conjunto
{l, 0}. Esto es relevante porque, aunque no se engloba direc-
tamente dentro de los calculos cuanticos que hemos mencio-
nado anteriormente, numerosos autores® propusieron la
posibilidad de estudiar logicas trivalentes, generando calculos
no clasicos, para aproximarse a una formalizacion adecuada
de la mecanica cuantica. Sin embargo, esto no seria necesario
—el intento de aproximacion a partir de un rango con n valo-
res de verdad fue, en Gltimo término, una reformulacion de
la ruptura de la distributividad de las conectivas clasicas: pue-
do eliminar ciertas condiciones de distributividad en las ta-
blas de verdad a partir de la adicion de n tipos de negacion
que permitan introducir n valores de verdad en el calculo.

2) Negacion: La negacion de una propiedad clasica P se
corresponde con el subconjunto complementario P y el
espacio de puntos en I que no estan en P. La conectiva de la
negacion =P o P*se define como verdadera en caso de que P
sea falsa y falsa en caso de que P sea verdadera. En otras
palabras, podemos afirmar que se corresponde a / — P, sien-
do I(y) = 1 para toda y € I'. Von Neumann y Putnam propu-
sieron, como hemos visto, que la negacion no se represen-
tase por el complemento de teoria de conjuntos del corres-
pondiente subespacio de Hilbert, sino por el complemento

0

ortogonal: la coleccion P* de todos los kets ortogonales a
cada ket en P. Esto es un subespacio con proyector [ — P.
Veamos un ejemplo a partir de la propuesta de Griffiths
(2013, p.6). Para un espacio bidimensional de Hilbert repre-
sentando un spin-medio de una particula, los subespacios
unidimensionales correspondientes a los kets ortogonales
|z +) y |z =), up y down, se asocian con los proyectores

(19 [27] = |z'%7| %%

(15) [z]1=1z)z] '

Como suman /, son la negacion de la otra y juntas forman la
descomposicion proyectiva de la identidad. Si el spin no esta

en estado down, lo estd en up®. Entonces v(S, = +1/2) = |
syss v(S,;=—1/2) = 0.

3) Conjuncion: Birkhoff y von Neumann definian la conjun-
cion o interseccion de dos propiedades —proposiciones— a
partir de la interseccion conjuntista de dos subespacios to-
mada en si como otro subespacio cerrado —igual que en la
mecanica clasica donde la conjuncion de dos propiedades se
representa como la interseccién de dos subconjuntos. Sin
embargo, el indicador de la conjuncién clasica es el producto
de dos indicadores y en la mecanica cuantica el producto de
dos proyectores es otro proyector syss dicho producto es
conmutativo: P A Q <> PQ = QP. En caso de que haya pro-
ducto conmutativo, se dice que los proyectores —y por tanto
los enunciados cuanticos o propiedades— son compatibles.
Para dos enunciados compatibles, el producto PQ de los
proyectores proyecta sobre el subespacio P A O, pero cuan-
do no conmutan, ni PQ, ni QP son proyectores y simplemen-
te no existe relacion entre ellos y el subespacio formado por
la interseccion de Py Q. Al contrario que con la logica cuan-
tica clasica, ahora no se define la conjuncién cuando no hay
conmutacion, es decir, cuando la mecanica cuantica no asigna
significado a la conjunciéon de las dos propiedades —
proposiciones— involucradas. Esto encaja, ademas, con la idea
de Frege por la que la conjuncién simplemente recoge la

mera compatibilidad entre conceptos® .

4) Disyuncion: Hasta ahora la disyuncién P V Q se definia
como la expansiéon de P U Q que, en general, no es un subes-
pacio. El indicador clasico es P + Q — PQ y esta misma ex-
presion regira cuando PQ = QP. Igual que en el caso ante-
rior, la conectiva solamente estara definida para el caso en
que los operadores conmuten.

La aplicacion de la exigencia de la conmutacion es una tra-
duccion de la regla del marco Unico, central en la exposicion
de las familias de historias consistentes, algo que usaremos
para definir el estado de valor en las interpretaciones moda-
les. Esta restriccion se aplica a la combinacion de contenido
proposicional para formar expresiones bien formadas y
permite conservar un marco logico puramente clasico.
En mecanica cuantica debemos limitarnos a la restriccién por

34. Sobre todo a partir de tukasiewicz (1929).

SLMFCE

35. Esto es consistente con los experimentos de Stern y Gerlach.
36. Para un estudio actualizado al respecto, Frapolli (2021).
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conmutacion —por lo demas extrapolable también a otros
contextos no-cuanticos pero cuya explicitaciéon es crucial
para poder separarnos de los fallos de la vieja l6gica cuantica.
Es mas, las expresiones que se basen en conceptos cuya
conmutacion no se dé seran, simplemente, expresiones mal
formadas. En el caso de la negacioén y la privacion seria como
si escribiésemos —p-. De igual manera, debe tenerse claro
que no es lo mismo una expresion mal formada que una falsa.
Una expresion falsa, en QM, sera aquella cuya funcion verita-
tiva devuelva cero y, por tanto, cuya negacion sea igual a 177 .
Volviendo al ejemplo anterior, si definimos

(16) 12 = (11\2) (1) + |2)) |
a7 2) =(\2) ()~ 12)) &

siendo [x'] y [x] los proyectores de las propiedades

S, = £1/2, es ficil comprobar que no conmutan con [z'] y
[z ]- En la légica cuantica anterior, el enunciado

(18)  S,=+I/2AS,=+I2

se corresponde al operador 0 o L que siempre es falso —
habitualmente identificado con una contradiccién— y es con-
sistente con el hecho de que su negacion, por aplicacion de
las leyes de De Morgan, resulta en una expresion de la forma

(19) S,=-112vS,=-112

siendo verdadera. Pero esto ultimo no tiene ningun significa-
do fisico e incluso podria acarrear problemas serios. Antes
era necesario modificar las reglas del razonamiento ordinario
renunciando a la propiedad distributiva en la que se basan las
reglas de De Morgan. Pero ahora esta modificacion no es
necesaria. De hecho, Gardner (1976) ya mostré que la distri-
butividad rige en el experimento de la doble rendija incluso
bajo la interpretacion de Finkelstein-Putnam.

Puesto que S, = +1/2 A S, = +1/2 es una expresion mal for-
mada, su negacion también lo es y no genera ninguna contra-
diccion que nos fuerce a abandonar la propiedad distributiva
de la disyunciéon y la conjuncién. Lo habitual es afirmar que S,
y S, simplemente no pueden medirse simultineamente. Pero
ahora se justifica a partir de una carencia epistemoldgica vy,
en (ltimo término, ontoldgica: no existe objeto formal que
tomar en cuanto que tal.

Se mantienen las tablas de verdad de todas las conectivas y
se permite una aproximacion veritativo-funcional. Antes no
podiamos incluir la nocidn de conjunto adecuado de conecti-
vas como aquella combinacién de conectivas tal que, a partir
de ella, se puedan Interdefinir el resto de conectivas existen-
tes —cuya construccion esta tasada. Ahora, sin embargo, no
necesitamos recurrir a una teoria reticular para generar una

relaciéon de buen orden que hagamos corresponder con la
figura del condicional —o subconjunto. Simplemente podemos
interdefinirlo a partir de la negacién y la conjunciéon como
aquella relacion que es falsa siempre que el antecedente sea
verdadero y el consecuente falso y verdadera en el resto de
casos. Un ejemplo tal vez pudiera ser el del estudio de una
propiedad concreta de una particula en movimiento con un
spin determinado.

4.2. La regla del marco Unico

En el formalismo de las historias cudnticas, en cuyo seno regi-
ria una logica clasica de enunciados, el desarrollo del sistema
cuantico es entendido como un proceso estocastico, por lo
que no estamos tanto ante una interpretacion alternativa a la
de Copenhague como ante una forma distinta de presentarla.
Pero el desarrollo se entiende estocasticamente siempre y no
solamente cuando se realiza una medida. De hecho, las pro-
babilidades en cuestion obedecen a las reglas basicas de la
probabilidad. Tal como senala Griffiths (2013, p. 7), se parte
de una tripla:

e Un espacio de muestreo (S): de todas las posibilidades
mutuamente excluyentes de las que una y sélo una sera
verdadera. Un espacio de muestreo es siempre una des-
composicion proyectiva de | y toda proyeccién puede
servir como espacio de muestreo.

e Un algebra de Boole de eventos (£): consistente en
todos los proyectores que sean sumas de alguno de los
proyectores en el espacio de muestra —incluidos 0 e I*®,

e Una medida de probabilidad (M): que asigne probabi-
lidades a los elementos de £.

Tomaremos espacios de muestreo que sean numerables por
mor de la simplificacion. Y el algebra de Boole podra consis-
tir en todos los subconjuntos de S, incluidos S y @. Y, al
igual que Griffiths (2013), llamaremos marco tanto a € como
a S debido a la estrecha relacion entre ambos.

Dos marcos de espacios de muestra, {P} y {O,}, seran com-
patibles syss todo P, conmuta con todo (), y, en cualquier
otro caso, seran incompatibles. En el caso de dos marcos
compatibles existe un refinamiento comin minimo de los dos
marcos con el espacio de muestra que consiste en todos los
productos de la forma P,Q, positivos con los duplicados eli-
minados y el algebra del refinamiento incluye todos los pro-
yectores en las dos algebras originales. Si son incompatibles,
no habra refinamiento y sus dlgebras no se podran compatibi-
lizar. Para asignar probabilidades se empieza por la coleccion
de {p} positivos, se asigna uno a cada proyector en S de
forma que su suma sea |. Las probabilidades se calculan al
modo habitual:

(20)  Pr(P,+ P)=p,+p, gji%

37. Esta construccion parece encajar perfectamente con las nocio-
nes fregeanas de proposicion, compatibilidad de conceptos —con la
inclusion de la conjuncion y, en general el trato de las conectivas—y,
finalmente, los vacios referenciales: cfr. Frapolli (2021).

38. Puesto que todos los elementos de la descomposicion proyecti-
va de la identidad conmutan con el resto, también lo haran los pro-
yectores de &.
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En un modelo de probabilidad clasico, los indices para las p;
son simplemente parametros elegidos por tanteo o como
resultado de un experimento. Lo mismo sucedera en el pre-
sente contexto cuantico con la salvedad de que para el desa-
rrollo temporal de un sistema cerrado regira la regla de

La regla del marco Unico serd, por tanto, un proceso central
en la caracterizacion de la formalizacion cuantica. Por ella un
cdlculo probabilistico —o una deduccién logica— habra de reali-
zarse usando un Unico marco, es decir, una Unica algebra
generado por el espacio de muestreo, una Unica descomposi-
cion proyectiva de la identidad. Operar usando un Unico
marco y luego transferir el resultado a otro diferente para
seguir calculando no esta permitido. La razén es que todos
los proyectores conmutan en un marco entre si, por lo que
no se podran generar nuevas combinaciones de proyectores
no conmutativos a partir de la introduccion de nuevas conec-
tivas.

Griffiths (2013, p. 8) sintetiza cuatro principios que compac-
tan lo que la regla del marco "Unico permite y no permite
hacer:

1) «El fisico tiene perfecta Libertad para construir diferen-
tes marcos, tal vez incompatibles, cuando analiza y des-
cribe un sistema cuantico. Ninguna ley de la naturaleza
obliga a leer un marco concreto como el
“correcto”(...)».

2) «Existe una perfecta Igualdad entre las diferentes posi-
bilidadesy.
«Sin embargo, el principio de Incompatibilidad prohi-
be combinar marcos incompatibles en una sola descrip-
cién, o implementarlos en una unica argumentacion logi-
ca para entender una situacion fisica o anadir otras cues-
tiones cientificasy.
«El dltimo principio es la Utilidad: no todo marco es util
para comprender una situacion fisica concreta o para
ahadir nuevas cuestiones cientificas. Por el contrario, es
importante no olvidar que la eleccion del marco por
parte del fisico influye, en algln sentido, a la realidad. En
este sentido, la realidad cuantica nos provee de una va-
riedad de descripciones alternativas, Gtiles para distintos
propositos, que cuando son incompatibles no pueden
combinarsey.

3

N

4

N

Estos ultimos dos puntos, seran la clave a la hora de ofrecer,
en ultimo termino, un esclarecimiento en lo que a algunas de
las paradojas de la mecanica cuantica —al menos las relativas a
problemas de medida y, por tanto, no localidad— se refiere: la
ruptura de la regla del marco Unico y la evaluacion simulta-
nea de familias de historias inconsistentes.

39. Segln esta regla dado un sistema puro que se halle en un estado |‘P), la
probabilidad Pr(a = M‘P)) de hallar el valor propio Ai de a cuando a se mida es
Pr(a = M[¥)) = |(e, |¥))P . Por tanto, si [¥) = ¥ ce, con ¥, |c|? , entonces P(a
= MIE) = [e

4.3. Evolucion temporal estocastica

La propuesta de von Neumann consistié en diferenciar dos
tipos de evolucion temporal cuantica: una unitaria a partir de
la ecuacion de Schrodinger y otra estocastica separada relati-
va a las medidas. Sin embargo, la interpretacién de Muchos-
mundos propuesta por Everett (1957) y ampliada por De
Witt y Graham (1973) solamente toma un desarrollo de
tiempo unitario, en concreto, una funcion de onda unitaria
universal: es la conocida como uniwave. Pero ambas posturas
plantean problemas serios, especialmente la segunda, que
tendra que explicar el comportamiento probabilistico de los
sistemas cuanticos observados en laboratorios. La propuesta
de las historias cudnticas propone exactamente lo contrario:
todo desarrollo temporal cuantico es estocastico y la ecua-
cion de Schrodinger determinista se usa para calcular estas
probabilidades. De hecho, esto encaja con la exposicion habi-
tual de la mecanica cuantica en la interpretacion ortodoxa a
partir de la determinacion de los sistemas desde el cuadrado
de los médulos vector de las amplitudes.

Una evolucion temporal estocastica requiere un espacio de
muestreo cuyos eventos se especifiquen en instantes sucesi-
vos. Cada evento se tomara como una propiedad cuantica.
Asi, para una secuencia temporal, t,< t, < ... < t; definimos —
al fin— una historia como una secuencia de propiedades

@1 Y=FROFO 0OFf

donde cada Fjes un proyector. Bajo ciertas condiciones, a la
historia se le podra asignar una probabilidad. En este contex-
to el producto tensorial se escribe © y no ®. Finalmente, Y
es un proyector en un subespacio de la historia espacio de
Hilbert,

(22) H=HOHO - OH, gji%

formado a partir del producto tensorial de las copias del
espacio de Hilbert que describen el sistema en un momento
determinado. La interpretacion fisica es que el evento cuanti-
co F, sucede o, lo que es lo mismo, que la propiedad F; es
verdadera en el instante t;. Y es precisamente por esto por
lo que resulta interesante incluir una aproximaciéon modal a
este enfoque: no porque cada instante se tome, en si, como
un estado concreto cuya relacion de accesibilidad sea enton-
ces meramente temporal —y correspondiente a una sucesion
—, sino porque el espacio de muestreo S consistira en la co-
leccion de todos los proyectores ortogonales como los que
encontramos en la definicion de historia. Estas historias ele-
mentales sumaran la historia identidad

(23) T=I010..0I gji%

y constituirn la descomposicion proyectiva de I. El lgebra €
estara formada por los proyectores que sean suma de algu-
nas de las proyecciones que forman S y la probabilidad de
una historia en € sera la suma de las probabilidades de las
historias elementales de las que estara compuesta.
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Entonces, y de nuevo siguiendo a Griffiths (2013, p.9), la
expresion familia de historias se empleara como sinénimo de
marco y dependiendo del contexto se aplicaraa Soaé&. Y la
bivalencia se respetara ya que, al igual que en cualquier mo-
delo probabilistico, una y solo una de las historias elementa-
les mutuamente excluyentes podra determinarse experimen-
talmente.

El formalismo, en nuestra version no relativista, es relativa-
mente sencillo. Como en la mecanica cuantica estandar pre-
sentada en la primera seccion del presente trabajo, tomamos
un espacio de Hilbert —separable— y los operadores hermiti-
cos como observables. Una familia de historias simple, pero
enormemente Util, empleard un conjunto de historias ele-
mentales:

24) Y. =[y] O P"OP” O - QP

con [yo] = [WoXWwo| fijado como estado inicial en t, y P,*"
siendo am una etiqueta, no un exponente, perteneciendo a la
descomposicién de la identidad tal que

(25) > P =1L
om
La etiqueta para la historia Y sera la secuencia o=(04,0p, ..., 0).

4.4. Marcos semiclasicos y el problema de la medida
Omnes (1999a, 1999b) y Griffiths (2002, cap.26) abordan la
aproximacion de las historias consistentes como herramienta
interpretativa del problema de la medida. Rechazaran, igual
que haran las interpretaciones modales, el postulado del
colapso. Una de las versiones mas relevantes del problema
de la medida es la que plantea qué mide una medida cudntica.
Esto sera relevante, como veremos mas adelante, para poder
compatibilizar las metafisicas propias de MI y de las historias
consistentes.

Dado un sistema —pongamos por caso, una particula en su
espacio de Hilbert— Hs, o simplemente S, supongamos que
las medidas de sus propiedades se realizan en un aparato H,,
o directamente M, con H, ® H,, como espacio de Hilbert
de la combinacién de ambos. Y sea el estado inicial de la parti-
cula

(26) s} = %cj Is') gé%

donde {|s j )} es la base ortonormal de Sy |m,) el estado
inicial del aparato de medida en t,. Durante el intervalo [t,,
t,] ambos sistemas no interactuan, por lo que sabemos que T'
(t), to) = I, @ I,. Durante el intervalo en que si interaccionan
asumimos que

(27)  T(t t)(Is') ® Imo)) = |s') & |m)

Por lo que, durante la evolucion unitaria de tiempo, el estado
inicial | W) = |so) @ |m,) con |m') normalizadas y mutuamente
ortogonales pasa a ser, en los instantes t, y t,, respectiva-
mente

(28) Y1) = T(t), t)|'¥o) = [Yo)

(29) ¥} =Tt t)|¥1) =35 ) ® Im')

Ahora consideremos varias familias de historias de la forma
que hemos visto mas arriba, Y, =[yo] © P, © P2 O
® P con estado inicial [¥y] = [¥o){¥| en t, dadas por [y]
= |wo){wo|- Una posibilidad es el desarrollo unitario de tiempo

(30) Fu: [Po] O {[¥1], I - 1]} © {[¥a], I - [¥2]}

para t; < t, < t, y con diferentes historias en el espacio de
muestreo —construido eligiendo uno de los proyectores den-
tro de las llaves en cada uno de los instantes anteriores. Co-
mo [/ —[¥1]y I — [¥.] ocurren con probabilidad 0, se cance-
lan y la historia aislada [¥y] © [¥;] © [¥.] ocurre con pro-
babilidad 1.

No obstante, mientras que Fu podra ser tomado como una
familia de historias, no podra ser usado como conjunto de
posibles resultados de una medida porque no incluye proyec-
tores {[m’ ]} para t, ni pueden incluirse ya que [¥,] no con-
mutaréa con algunos [m' ]. El enfoque de las historias, sin em-
bargo, propone solucionar el problema relativo a los resulta-
dos de la medida reemplazando Fu por la familia

@Bl FL:[¥%] O[]0 {m]}

es decir, por las distintas historias de acuerdo con t, y t,
pero correspondientes a diferentes posiciones en t,. Esto
sera lo que permita compatibilizar el formalismo con la res-
puesta que ofrecen las MI: NQL permite definir una evolu-
cion estocastica.

5. INTERPRETACIONES MODALES DE LA MECANICA
CUANTICA

5.1. Interpretaciones modales

Las interpretaciones modales (MI)® nacen en los afios 70 a
partir del estudio del problema de la medida —igual que las
QL~- centrandose en el postulado de proyeccion: el estado
de un sistema cuantico tras la medida colapsa —proyectado—
en un estado que corresponde, precisamente, al de la medida
obtenida. Van Fraassen (1972, 1974, 1991) propone eliminar
directamente el postulado de proyeccién*' y distinguir —esta
es la novedad- entre:

)40

e Estado dinamico: aquel que indica qué deberia ser el

caso. El estado dinamico sefala qué propiedades fisicas
deberia poseer el sistema —en un instante t; .
Se corresponde con el estado cuantico candnico: el vec-
tor o matriz de densidad en el espacio de Hilbert que, en
cuanto que sistema aislado, siempre evolucionara con la
ecuacion de Schrodinger por lo que un sistema dinamico
nunca colapsa durante su evolucion*? .

40. Seguiremos principalmente a Lombardi y Dicks (2017) asi como
a Dieks y Vermaas (1998).

41. Al igual que habian hecho ya otras interpretaciones de QM an-
tes: especialmente Bohm (1952), Everett (1957) y De Witt y Graham
(1973).

42. Asi es como se introduce la nocion de posibilidad en MI. El
apellido modal hace alusion a la relacion entre estas interpretaciones
y los célculos que incluyan operadores tipo diamante, ¢, entendidos
como operadores de posibilidad. Sin embargo vemos que aqui el
trato es, desde el principio, informal.
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e Estado de valor: aquel que senala cudl es realmente el
conjunto de propiedades definidas para el estado en t,.
Esto fuerza que un sistema fisico posea, en cada instante,
un nimero de propiedades bien-definidas*. Mientras que
un estado cuantico solamente especifica cudles son las
posibilidades, este estado se incluye para «representar
cudl es realmente el caso» tal y como senalan Dieks y
Vermaas (1998, p.3).

A partir de esta distincion, un sistema tendra valor de obser-
vable, aunque su estado dinamico no sea un estado-propio
(eigenstate)**. Es decir, que si un sistema tiene un estado
dinamico que es el estado-propio del observable correspon-
diente al valor-propio, entonces el sistema tiene un estado
valor correspondiente al valor-propio dado de un observa-
ble. Ya no es necesario el contrapuesto: poseer un estado de
valor —correspondiente a un valor-propio— no implicara que
su estado dindmico sea un estado-propio.

Van Fraassen (1991) subrayé que las proposiciones sobre
sistemas fisicos no pueden ser verdaderas salvo que sean
representadas por observables que conmutan y estipuld esta
condicion como criterio de determinacion de los posibles
estados de valor. La no conmutatividad de observables se
constituyé como el limite de la compatibilidad de propieda-
des —y no la posibilidad de su conocimiento. Esto encajara
con NQL.

Pero la adecuacién empirica requiere que el valor tras la
medida coincida con el resultado de definido de la medida.
Esta fue una de las principales criticas que se hicieron a la
propuesta de van Fraasen, sobre todo por parte de Ruetsche
(1996). A partir de este y otros problemas se fueron perfi-
lando diferentes propuestas de MI.

Desde los anos 80 proliferan distintas interpretaciones mo-
dales con una serie de caracteristicas comunes: (i) asuncion
del formalismo estandar a excepcion del postulado de la
proyeccion; (ii) ontologia susceptible de ser tomada como
realista; (iii) inclusion de un estado dindmico para caracterizar
las propiedades posibles de un sistema; (iv) por lo anterior,
inclusién de operadores modales —aunque sin una caracteri-
zacion logico-formal— y (v) interpretacion del proceso de
medida como una interaccién ordinaria, rechazo al postulado
del colapso y lectura basada en su evolucion unitaria.

En palabras de Dieks y Vermaas (1998, p. 3), «La idea nove-
dosa mas importante tiene que ver con la exacta relacion
entre el estado cuantico y lo que realmente es el caso. Se
asume que esta relacion contiene un elemento de modalidad
en el siguiente sentido: el estado cuantico nos dice qué po-
dria ser el caso, es decir, qué propiedades fisicas podria po-
seer el sistemay.

43. La adecuacion empirica exige que este estado genere una fre-
cuencia de Born correcta para cada cantidad observable.

44. En toda interpretacion modal se viola el conocido eigenstate-
eigenvalue link por el que un sistema solamente puede poseer un
valor definido.

5.2. Distintas aproximaciones modales

5.2.1. Interpretacion modal atomica

Desarrollada por Bacciagaluppi y Dickson (1999) esta inter-
pretacion propone tomar un espacio de Hilbert universal
factorizable, H'"™ = H' ® H? ® .., de forma que cada estado
valor —propiedad— de cada sistema cuantico se defina en
términos de trazos parciales respecto al resto del universo.
Esto entra en contradiccion con el teorema Bell-Kochen-
Speker® tal y como mostré Bacciagaluppi (1995). Una solu-
cion fue asumir que existe en la naturaleza un conjunto fijo
de sistemas cuanticos atdbmicos mutuamente excluyentes y
que, por tanto, existe una factorizacion privilegiada, algo que
encaja con el modelo estandar pero plantea dos retos:

¢ Justificar la asuncién de que existe una particiéon del uni-
verso ofreciendo una caracterizacion de como ha de ser
dicha particion.

¢ Clifton (1995, 1996) y Dieks (1998) destacaron otra serie
de problemas conceptuales derivados especialmente de la
incorporacién de sistemas cuénticos compuesto™®.

5.2.2. Interpretaciones modales de descomposicion

biortogonal y descomposicién espectral
Propuestas por Kochen (1985) y Dieks (1988) y por Ver-
maas y Dieks (1995) respectivamente, estas dos modificacio-
nes parten del teorema de descomposicion biortogonal?’.
Para abordar el problema de la medida a partir de una medi-
da ideal de von Neumann esta propuesta es muy apropiada:
una medida es una interaccién entre el aparato de medida,
M, y el sistema cuantico, |¢) que introduce una correlacion
de estados propios del observable 4 y el puntero P

(32) |yo) = IZ ¢ la) ® [po) — lw) = .Z ¢ la) ® Ip;)

de manera que el contexto prefijado del sistema medido
se define por {|a)} y el del aparato de medida por {|p)}*.
De esta propuesta existen, a su vez, dos versiones:

¢ La primera asume una metafisica en la que toda propiedad
se halla relacionada con el resto y la pregunta acerca de
qué interpretacion se restringe a subsistemas de dos
componentes ya no es un problema. El sistema no posee
las propiedades: solamente cuando es presenciado por
otro sistema se le atribuyen. Esta metafisica, sin embargo,
termina generando problemas analogos a los del postula-
do del colapso que se pretendia suprimir.

45. Kochen y Specker (1967).

46. Un sistema no atomico no tiene por qué tener propiedades que
se correspondan con los resultados de las medidas: Clifton (1996)
argumento que existen propiedades disposicionales ademas de ordina-
rias mientras que Dieks (1998) concluyé que ciertos sistemas no
atémicos podrian tomarse como uno atémico en ciertos contextos
descriptivos.

47. Este teorema afirma que, dado un vector |¢) en un producto
tensorial H' ® H?, existen bases {|a)}, {|p))} para H' y H? tales que
|w) se puede escribir como combinacién lineal |a;) & |p;)-

48. Y la posicion del puntero es una propiedad bien definida del
aparato.
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+ La segunda parte de que las propiedades adscritas a un
sistema no tienen caracter relacional. Pero se generan
problemas de consistencia para esta lectura. Piénsese, por
ejemplo, en un sistema compuesto de tres componentes
offy descompuesto en a(By), B(ya), y(ap) con P(a) =1, O
B) =1y R(p) = 1: ;Como definimos las propiedades
individuales de a y B en aff? Para of} ;Qué predicados son
verdaderos? ;P A O, R, (P A Q) A R o todos?;Cémo se
sistematiza esto?, etc.

Aqui irrumpe la descomposicion espectral como generaliza-
cion de la anterior para estados mixtos. Se basa, como indica
su nombre, en la descomposicion espectral del operador de
densidad reducido. En otras palabras, las propiedades con
valor definido, I1; de un sistema y sus probabilidades corres-
pondientes P, estan dadas por los elementos diagonales
positivos de la descomposicion espectral del estado del siste-
ma:

(33) p=2all
(34) P=T(pll)

y asi se aplica a la medida de manera que se determinen dos
contextos privilegiados: uno del sistema S definido por pro-
yectores Il,'y otro de M definido por I1,':

(35)  p’ = T lwwl= Z lci* la)ail = Zii |eil* IT?

(36) prM =Ty [WXw| = Z i |Ci|2 [PXpi| = Zii |ci|2 ITP

por lo que los observables 4 de S'y P de M adquieren valores
definidos reales con probabilidades dadas por la diagonal de
los elementos de los estados diagonalizados. Pero tenemos el
mismo problema que con la descomposicion —biortogonal—
no relacional: un sistema se puede descomponer de muchas
maneras distintas. Bacciagaluppi (1995) demostré que esta
propuesta también se halla en contradiccion con el teorema
Bell-Kochen-Speker —por desgracia su demostracion es de-
masiado larga como para incluirla en detalle—, lo que supuso
uno de los mayores retos. Ademas, se tendria que desarro-
llar una teoria plausible de relaciones entre sistemas com-
puestos. Otros problemas, sefalados por Clifton (1995),
derivan del mantenimiento de propiedades definidas en un
instante concreto asi como del hecho de que dichas propie-
dades tengan un valor definido en t; .

Finalmente, ambas propuestas solamente ofrecen una solu-
cion a la medida ideal de von Neumann con estados-propios
|ai) de un observable 4. Y esto es un limite serio por cuanto
una medida ideal no es implementable en la practica®”: la
interaccion entre S y M nunca introduce una correlacion
perfecta. De hecho, existen dos tipos de medidas no ideales
interdefinibles®’:

49. Ruetsche (1995).

50. Estas medidas también son llamadas, a menudo, destructivas. En
palabras de Griffiths (2001, p.200): «en las medidas destructivas, la
propiedad de interés es alterada durante el proceso de medida, a
menudo de manera no controlada, de forma que, tras la medida, la
particula ya no posee dicha propiedady.

+ Medida imperfecta:

@a37) Z ¢ la) ® [po) — Z_di] [a) ® |Pj ) con dij #0:i#]
i ij

+ Medida alterada:

(38) Z ¢ la) ® [po) — Zci |aid) ® |p;) con (aidlajd> * 8ij

Las medidas imperfectas suponen un reto para toda aproxi-
macién descomposicional porque sus reglas para seleccionar
propiedades con valor definido no sirven para las propieda-
des de un aparato en un contexto de medidas imperfectas®'.
Este ha sido un argumento critico para todas las MI. Muchos
intentos de salvarlas de este tipo de criticas han pasado por
apelar al principio de decoherencia pero esto termina retro-
trayendo las interpretaciones a problemas previos incluso a
la eliminacion del postulado del colapso® .

5.2.3. Interpretacion modal hamiltoniana

Es la interpretacion mas extendida actualmente y ha sido
defendida preminentemente por Olimpia Lombardi*’. Bub
(1997) se dio cuenta de que, para la mayoria de las MI, el
contexto privilegiado de observables con valor definido de-
pende del estado del propio sistema. Sin embargo, la mecani-
ca bohmiana supone una excepcion relevante: un contexto
privilegiado se define previa medicion del observable posi-
cion. Una interpretacion modal hamiltoniana toma el hamilto-
niano de un sistema como determinante en

¢ La definicion de sistemas y subsistemas —solucionando
uno de los problemas que antes mencionabamos.
¢ La seleccion del contexto privilegiado.

Definiéndose en los siguientes postulados:

P.l. Postulado de los sistemas: un sistema cuantico S es
representado por un par (O, H) tal que:

I.1. O es el espacio de operadores autoadjuntos en un H
que representa los observables.

1.2. H € O es el hamiltoniano independiente del tiempo en
S.

1.3. Si pg € O, donde Ox representa el espacio dual de O,
es el estado inicial de S, entonces su evolucion sigue la
ecuacién de Schrodinger.

Es decir, todo sistema cuantico es descomponible de muchas
maneras distintas en otros sistemas cuanticos syss las com-
ponentes son dinamicamente independientes —cuando no hay
interaccion entre los subsistemas.

51. Elby (1993) desarroll6 esta critica con un experimento Stern-
Gerlach y una funcién de onda con la variable z.

52. Otros dos problemas serios para estas MI, pero que se alejan de
la argumentacion principal del presente trabajo son: el estudio de las
propiedades en sistemas compuestos o la necesidad de generar una
dindmica de propiedades que acerca el realismo modal al de las teorias
de variables ocultas clasicas.

53. En Lombardi (2010), Lombardi y Dieks (2016), Lombardi y Fortin
(2015) y en Lombardi, Fortin y Lopez (2015).
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P.2. Postulado de los sistemas compuestos: un sistema
cuantico S: (O, H) con estado inicial py € O' es compuesto
si se puede dividir

(39) S':(O',H )AS: (O H): g
(40) 0=0'Q® O W
4l) H=H' QP+ @ H'

y 'y S’son subsistemas de S = S'A S’y en otro caso S es
elemental. El hamiltoniano define la actualizacion y todo ob-
servable que no tenga simetrias en ‘el no podra adquirir un
valor real porque su actualizacién romperia la simetria arbi-
trariamente.

P.3. Regla de actualizacién: dado un sistema elemental S:
(O, H), los observables con valor real de S seran H y todo
observable que conmute con H con, al menos, las mismas
simetrias que H. El hamiltoniano se toma como el observable
privilegiado y en las medidas no ideales ofrece un criterio de
distincion entre aquellas realizables y no-realizables. Ya no es
necesaria una dinamica debido a que el contexto privilegiado
es invariante en el tiempo. Los observables con valor defini-
do siempre conmutan con él. Este es el mayor triunfo de las
interpretaciones modales. Aqui radica el éxito de esta inter-
pretacion.

6. ACOTANDO LA NOCION DE MODALIDAD EN
MI ViA NQL

Como hemos visto, cada una de las distintas MI se enfrenta a
una serie de retos. En cualquier caso, las nociones modales —
especialmente la nocién de posibilidad— se incluyen en toda
interpretacion modal como légicamente informales, es decir,
no-definidas en un marco logico-modal. Esto es relevante
porque limita, de entrada, el estudio de la inclusion de cua-
lesquiera operadores modales en un contexto cuantico con
un rigor formal apropiado. Lo interesante, y esta es nuestra
propuesta, es que existe la posibilidad de estandarizar dichas
nociones en un contexto modal via formalizacién a partir de
NQL. Ha debido quedar patente —seccion 3— la imposibilidad
de homologacion de dichas nociones a través de QL. De
hecho, Arntzenius (1998), siguiendo a Reeder (1998), explici-
t6 una serie de problemas para las MI** en base a su relacion
con QL.

Como ya hemos mencionado®, las MI adoptaron su nombre
a partir de su estrecha relacién con el manejo de ciertas
nociones modales eminentemente légicas. Sin embargo, sus
exposiciones no han ofrecido ain —en parte debido a los
limites de QL— una caracterizacion légica de los operadores
modales —necesidad posibilidad. Bueno (2014), por ejemplo,
senald la aparente contradiccion entre el empirismo cons-
tructivo de van Fraassen y el realismo modal, sin embargo
debemos realizar tres matizaciones:

54. Los relativos a la relacion entre sistemas y
subsistemas cuanticos, en cuyo detalle no
podemos entrar por falta de espacio.

55. Cfr. nota a pie de pag. 34.

1) El uso de calculos modales no implica, necesariamente, un
compromiso realista como el asumido por Lewis(1986) ni
la asuncién de un esencialismo aristotélico de entrada®® .

2) El realismo modal que se pudiera derivar de la considera-
cion de la légica modal como un célculo que genera con-
textos opacos —y especialmente la asuncién de modalida-
des de re— se construye en un contexto en el que realismo
adopta un significado distinto al que adopta en el debate
en filosofia de la ciencia frente al empirismo constructivo.

3) Si se lograsen formalizar las modalidades cuanticas de MI
en una semantica modal estandar, ambos debates podrian
confluir en un mismo contexto, pero hasta entonces no
podemos hablar de aparentes compatibilidades ni incompati-
bilidades.

{Es factible el proyecto de formalizar las modalidades de MI
via NQL?

En principio contamos con dos antecedentes historicos a

favor:

¢ El primero, negativo, se basa en que la Unica alternativa
que tendriamos a dia de hoy para llevar a cabo dicha for-
malizacién logica es a través de QL y ya hemos visto que
este proyecto parece generar mas interrogantes y retos
que respuestas y soluciones. De hecho, Reeder (1998)
demostroé que no se puede ofrecer una exposicion consis-
tente de MI en QL. Lo hizo para MI descomposicionales,
sin embargo, su critica es extensible a otras Ml ya que se
basé en la prueba arriba mencionada®” de Hellman (1980)
por la que no es posible conservar veritativo-funcionalidad
en MQ con la construccion directa de QL: «no hay hay
manera de asignar valores de verdad en un reticulo de
oraciones elementales mecanico-cuanticas (...)» (p. 157) y
tras ensayar como posible solucion la inclusién de un
algebra de Boole parcial (PBA) «antes que un reticuloy,
concluyé que «esta estrategia falla (...), no existen dos
homomorfismos bivalentes de PBAs en PBAs de oracio-
nes realistas mecanico-cuanticas» (p. 158).

¢ El segundo, positivo, lo ofreci6 Hemmo (1996, 1998)
reconstruyendo ciertas partes de MI con el formalismo
de las historias cuanticas consistentes. Hemmo (1996)
ofrece una definicion de mundo posible a la que mas ade-
lante volveremos. Hemmo (1998) generalizé este forma-
lismo y logré construir una version de MI descomposicio-
nal no-generalizada formalizada mediante el uso de histo-
rias consistentes que ya no necesitaria de dinamicas sub-
yacentes —recordemos que este era el principal problema
de estas interpretaciones® .

56. Cfr. MacFarlane (2021, pp.80 y ss.), Hughes y Cresswell (1968) o
Priest (2001, p.32 y ss.) para introducciones a las distintas posturas
frente al significado de los mundos posibles y, especialmente, Black-
burn, de Rijke, y Venema (2001) para una construccion de calculos
modal libre de cualquier compromiso ontoldgico en sentido qui-
neano.

57.Cfr.p. 16

58. Ruetsche (2003) argumentd en contra de estas MI al afirmar
que se acercaban mucho a ciertas teorias de variables ocultas cuando
se hacia patente la necesidad de incluir una dinamica.
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Sin embargo, Hemmo no llegé a interpretar el formalismo de
las familias consistentes como la posible base de una semanti-
ca modal a partir de la cual acotar légicamente las nociones
modales presentes en MI. Hemmo no llegé siquiera a propo-
nérselo, como es comprensible, ya que la lectura del forma-
lismo de las familias como posible ldgica cudntica es posterior
y Griffiths (2013) no lo llega a exponer como calculo canéni-
co —via construccion de semantica, sintaxis, metalogica, etc.
Pero el antecedente esta asentado: las metafisicas subyacen-
tes 2 Ml y al formalismo de las historias consistentes son, a
priori, compatibles.

Arntzenius (1998) se dio cuenta de que en el contexto de
MI no solamente importa la compatibilidad logica a la hora
de estudiarla desde distintos enfoques sino, principalmente,
la metafisica. Esto es algo comprensible dado que él tenia en
mente el proyecto légico-cuantico de la seccion anterior —en
concreto en sus generalizaciones reticulares— pero no es
baladi que el formalismo con que nos propongamos formali-
zar los operadores modales, ademas de ser logicamente
consistente y empiricamente adecuado —como cuando defi-
niamos las proposiciones sobre la nocion de propiedad de un
sistema— sea metafisicamente compatible con las MI. Es de-
cir, que no se incorporen —explicita o implicitamente— el
postulado del colapso o compromisos con variables ocultas®.
Esto es lo que estudiaremos a continuacion antes de pasar a
ofrecer una posible via de caracterizacion logica de los ope-
radores modales: la compatibilidad metafisica o interpretativa
del formalismo de las historias cuanticas y las MI. Nos cen-
traremos, en concreto, en la compatibilidad de incorporacion
del hamiltoniano en una lectura estocastica de la evolucion
del sistema y en la posibilidad de formalizar medidas no-
ideales en NQL. Estos eran dos puntos cruciales para las MI
hamiltoniana y descomposicionales respectivamente.

En primer lugar, respecto del hamiltoniano®, H, podemos
tomarlo ahora en NQL independiente en t de forma que

(42) T (tt') =exp[-i(t' —t) HIR]

Sea la familia de historias F = {Y a} para un sistema cerrado,
dada una coleccion finita de instantes posibles t;, t;, - - -, t;.
Bajo ciertas condiciones podemos usar 7 (t', t) para asignar
—a través de una generalizacion multi-temporal de la regla de

59. Lo primero ya hemos visto que se rechaza, por definicién, tanto
en MI como en NQL. Respecto de las teorias de variables ocultas,
es pertinente traer a colacion la propuesta de Griffiths (2013, p.12)
por la que aunque «a veces se confunde con ciertas clases del enfo-
que de variables ocultas estudiado por Bell y sus seguidores. Sin
embargo, la hipotesis basica subyacente a la mayoria de esquemas de
variables ocultas es que toda propiedad que podria medirse realmen-
te “existe” en algiin sentido en la particular previa medida (...). El
enfoque de las historias elude la paradoja Bell-Kochen-Speker usan-
do la regla de marco Unico». No podemos entrar en el presente
trabajo en la discusion acerca del significado, alcance o actualidad de
las interpretaciones de variables ocultas. No obstante, baste por el
momento con sefialar que ni MI ni NQL son susceptibles de subsu-
mirse en este tipo de interpretaciones mecanico-cuanticas.

60. Incorporado por Griffiths (2019).

Born— probabilidades a las historias en F de manera consis-
tente. Restringiéndonos a situaciones en que las historias
comiencen con el mismo estado puro inicial normalizado

|¥o) en t, < t, de forma que

donde [¥y] = |¥o)(¥o| y de forma que la suma de todos los
proyectores sea | sobre H¥Y = Hy, ® H, ® - - - para definir
una coleccion de kets, |® ) para toda historia o

(43) V'=[¥]OP“"1OP?20 - QP

y anadimos una historia extra

(44) Y=(-¥)DOI OI’O - -

(45) [© o) =P T(t,, )P Tt tr) ~ - P T(,, t)[Wo)
Siempre que se cumpla la condicién de consistencia

(46) Vo, o' (aza — (o |d a')=0)
cuando a,, # @, — a # o para al menos un valor m € [I, f],
se asigna a la historia Y* la probabilidad®' .

(47) Pr (Y*) # (D |D%)

y si f = |, la condicién de consistencia se satisface automati-
camente porque los proyectores son mutuamente ortogona-
les en t, y las probabilidades (®a |® o) estan dadas de la
manera habitual por la regla de Born. Con f = 2, la condicion
de consistencia provee una generalizacion no trivial de la
regla de Born cuando se satisfaga.

En segundo lugar, es posible hacerse cargo de medidas des-
tructivas a partir de la aplicacién con procesos de medida
alterados -y, por tanto, también imperfectos®. Griffiths
(2002, p. 209) genera una descripcion generalizada de un
proceso de medida idealizado para sistemas, S, que

interactian con el aparato de medida M. Con la proposicion
de la medida correspondiente a una base ortonormal {|s*)},
k=1,2, -, ndeS se asume que el proceso de medida
corresponde a un desarrollo de tiempo unitario t, > t, > t,
tal que

(48) [s9® [Mo) — [s) ® M) — [N

en el que |M,) y |M,) son los estados del aparato en los dos
primeros instantes antes de su interaccién con S y {|N*)} los
estados ortonormales sobre S @ M que seran la base del
puntero. Asumiendo como estado inicial

61. Griffiths (2019), especifica que la ecuacion @
(47) se adscribe, a veces, a Wigner (1963) y, a
veces, a Aharonov, Bergmann y Lebowitz
(1964).

62. Recordemos que son interdefinibles. Tal y
como apuntan Lombardi y Dieks (2017), «las
medidas alteradas pueden reescribirse como
medidas imperfectas (y viceversa)».

SLMFCE
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(49) [Yo) = Iso) & |Mo) : |so) = gcklsk) con %Ick)2= |

la evolucion unitaria de tiempo resultara ser en t2

(50) [¥2) = Tley ©)I¥0) = T V) &

por lo que,

7

97
Gl) YWOION N, -}

Y esto es generalizable para medidas no-ideales a partir de®
(52) F=3s

k
que permite centrarse en una variable concreta:

(53) V=3V

Con una compatibilidad interpretativa de partida podemos,
entonces, ofrecer finalmente una caracterizacion logica de la
formalizacion de los operadores modales presentes en MI a
partir de NQL. Un calculo modal no es mas que una tripla
formada por un conjunto de estados, una relacion de accesi-
bilidad —dibujada como aplicaciéon matematica— entre dichos
estados y una funcion veritativa. El formalismo de las logicas
modales estandar se agota ahi y el resto de implicaciones
filosoficas acerca de como leamos cada uno de sus elementos
se traslada al ambito interpretativo de la filosofia de la logica
y la metafisica —modales. En este contexto tomaremos el
célculo como mero formalismo y, tal y como hemos sefialado
mas arriba, esto es algo no acarrea ninguna clase de compro-
miso ontolégico con los estados o mundos posibles® .

¢ Funcién veritativa: para un marco de Kripke esta
funcion no es nada mas que la definicion del mapeo
entre las proposiciones y el conjunto de valores de
verdad. En este caso, v(P; ) — {l, 0} tal y como vimos
en la seccion 2.

¢+ Conjunto de estados o mundos posibles: podre-
mos caracterizar tanto S como £ como el conjunto
total de estados. Esto se debe a que el término familia
de historias se podra aplicar, tal y como se hace habitual-
mente en fisica, tanto a £ como a S dependiendo del
contexto. La idea es que el conjunto de estados, habi-
tualmente W, ahora operara como lo que antes llamaba-
mos marco.

Otra via de construccion de los mundos posibles con inclu-
sién de hamiltoniano, siguiendo a Hemmo (1996)%, es la de
definirlos probabilisticamente:

63. Griffiths (2002, p. 201).

64. Lo cual es relevante, ademas, debido a que la regla de marco
Unico podria leerse como una propuesta radicalmente contradictoria
con la asuncién de existencia fisica de los mundos posibles.

65. Hemmo (1996) desgraciadamente solamente propuso esta defi-
nicion de mundo o estado posible: no llegd a caracterizar el resto de
la semantica modal.

+ Evento de Schmidt: proyecciones que determinan el
conjunto de estados que definen los estados fisicamente
accesibles a un instante dado —posibles— para cada t. Son
proyecciones P,(t)p(t) del estado universal p(t) diagona-
lizable desde el operador densidad en cada sistema. Las
probabilidades para cada evento de Schmidt de suceder
en cada instante es Tr (p(t) P,(t))

¢ Familia: como las hemos venido usando, en cuanto
que secuencia finita ordenada discreta de proyecciones
definida ahora sobre p como estado inicial tal que

(54) Gi=<p:PiI’...Pin(tn))

de manera que una historia con probabilidad asignada se

defina como

(55) Pro(o) =Tr Py, - - Py (t) pPi(t), -~ -5 Py (t)

que vuelve a coincidir con la generalizacion de la regla de

Born.

¢ Condicion de consistencia: en sustitucion equivalen-
te a la decoherencia, un conjunto de historias es consis-
tente si, siendo / el hamiltoniano global, para todo i, #
"
i':

(56) Dyri (o1, 0)=Tr (Piy (ta)* o Pu(ti) pPri(t), - -, Pro (£))= 0

¢ Historia de Schmidt: asumiendo que el estado uni-
versal es puro®, definimos una historia de Schmidt como

(57) G =(p: Py (t), Pa(t), **y Pi (8)

y asumimos que Unicamente las historias de Schmidt seran
mundos posibles.

Debido a que los eventos verdaderos son dados por la ecua-
cion de Schrodinger por los proyectores dependientes del
tiempo, en realidad la propuesta de Hemmo (1996) se puede
entender como una subclase de mundos posibles. Es intere-
sante, sin duda, preguntarse ahora, con esta definiciéon de
mundo posible, si el conjunto de todas las historias de Sch-
midt genera o no, tal y como apunta Hemmo, la «clase infini-
ta de los mundos fisicos posibles» (1996, p. 332) y si dicho
formalismo se limita a aquellos estados accesibles a los siste-
mas actuales.

66.Y que, por tanto p(t) : |¥(t))('¥(t)|. De

ser mixto, esto cambiaria. La otra formula-

cion de mundo posible es lo suficiente gené-

rica como para no conllevar demasiados
problemas a la hora de suprimir esta asun-
cion. Sin embargo, hay que conceder que
esta decision es arbitraria: clarificar qué
podra significar que un estado universal sea
mixto probablemente nos lleve, de nuevo, al
problema de MI respecto de las relaciones
entre subsistemas cudnticos —en el mejor de
los casos.
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Relacién de accesibilidad entre estados: en la vertiente de
definicion de los mundos posibles como eventos de Schmidt,
en verdad ya la hemos definido. La relacion de accesibilidad,
en concreto, va mas alld de la mera determinacion de accesi-
bilidad: se tomara como la determinacion probabilistica de lo
que en NQL llamabamos M; esto podemos hacerlo solamen-
te porque hemos implementado previamente una condicion
de conmutatividad. No solamente se permite estipular si
existe una relacion de accesibilidad o no. También se especi-
fica la probabilidad de que en un instante dado el estado w;,
accesible desde el actual w, pasara, de hecho, a ser actual o
no®.

7. CONCLUSIONES

El problema de la medida en QM es, sin duda, uno de los
mayores interrogantes fisicos, logicos, metafisicos, epistemo-
l6gicos, matematicos y, en general, filosoficos actuales. He-
mos visto que frente a dicho problema, QL falla a la hora de,
siquiera, construirse como formalismo consistente. Por otro
lado, NQL ofrece una alternativa capaz de hacerse cargo del
problema de la medida desde una perspectiva, en principio,
compatible —metafisica y l6gicamente— con las interpretacio-
nes modales hamiltonianas y descomposicionales a través del
uso de las historias consistentes.

Uno de los principales retos de las MI es el de no haber
incluido definiciones légicamente consistentes de los opera-
dores modales via construccion de una tripla formada por
una funcién veritativa, un conjunto de mundos posibles y una
relacion de accesibilidad. Las MI no pueden construir tal
formalismo por si mismas: necesitan incluir un nicleo seman-
tico basico. NQL parece posicionarse como una herramienta
prometedora a la hora de construir este marco desde la
lectura de las propiedades cuanticas en las historias cuanticas
como proposiciones elementales. Que, ademas, se pueda
exponer en un algebra booleana facilita la inclusion de opera-
dores modales y la exposicion de una parte de la mecanica-
cuantica en un dlgebra de Boole con operadores.

Sin duda, quedan alin muchos interrogantes abiertos acerca
de la construccion logico-matematica del formalismo expues-
to asi como de las implicaciones metafisicas derivadas de
este. Si lograsemos estructurar este calculo e investigar qué
restricciones se podrian imponer a la relacién de accesibili-
dad —restricciones, por lo demas, ahora fisicas—, entonces, se
abriran numerosos interrogantes: ;Qué calculo modal obten-
driamos? ;Qué significado podria tener esto! ;Se podria,
acaso, reabrir el debate en torno a si la légica es o no empiri-
cal Y, respecto de todos los debates puramente metafisicos
acontecidos en contextos logico-modales, tendriamos que
preguntarnos si podriamos, ahora, incorporar las discusiones
en torno a las modalidades de re en un contexto cuantico o

67. Cuando se elimina el colapso, este es uno de los puntos comu-
nes con la interpretacion de Muchos-mundos. Es relevante, ademas,
porque permite construir mundos posibles determinando su caracte-
rizacion probabilistica y no meramente cualitativa.

qué significaria aqui una postura necesitista. ;La regla del mar-
co Unico es compatible con la asuncién de la existencia fisica
de mundos posibles?

Desde una perspectiva mas practica, las familias consistentes
han demostrado ser de enorme utilidad a la hora de formali-
zar evoluciones temporales en interferémetros Mach-
Zehnder. Una exposicion de MI en NQL poderia usarse en la
formalizacion de resultados experimentales que tradicional-
mente se han usado para argumentar a favor de otras inter-
pretaciones como la de Muchos-mundos. Este es el caso de
las medidas sin interaccién en los detectores de bombas Elitzur
-Vaidman que incorporan nociones eminentemente modales
como contrafdcticos cudnticos®® .

La riqueza de los calculos modales, asi como de todas las
discusiones aun hoy abiertas en torno a sus relaciones e
implicaciones, permearian, de esta manera, en las MI en
cuanto se definiesen operadores en una nueva légica cudntica
modal. De esta manera, tal vez las preguntas anteriores pue-
dan llegar a servir, no solamente para revisar debates metafi-
sicos pasados —al tiempo que se inauguran nuevas problema-
ticas—, sino también —y sobre todo— para arrojar algo de luz
sobre senderos, si bien no nuevos, si hasta ahora ocultos,
que aln debemos recorrer. Caminos trazados por lineas de
investigacion que hemos de transitar desde disciplinas aleja-
das solamente en apariencia por una distancia forzada, y cuya
confluencia parece ser, por mucho que nos empefiemos,
practicamente inevitable una vez se haya arrojado algo de luz
sobre el inicio de los mismos.
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