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Y SUS FUNDAMENTOS

Resumen: El objetivo de este articulo es presentar dos tépicos de Logica ma-
tematica y sus fundamentos: El primer topico es una actualizacion de la de-
mostracion de Church del Teorema de completitud de Gddel para la Logica
de primer orden, la cual aparece en su texto “Introduction to Mathematical
Logic” (1956) y usa el procedimiento efectivo de Forma normal de Skolem;
el segundo tépico es una demostraciéon de que la propiedad de particion
(tipo Ramsey) del espacio de Baire llamada “Propiedad de particién polari-
zada” es falsa en el Modelo basico de Cohen.
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TWO TOPICS OF MATHEMATICAL LOGIC
AND FOUNDATIONS

Abstract: The aim of this paper is to present two topics of mathematical
logic and foundations: The first topic is an update of the Church’s dem-
onstration of the Go6del’s completeness Theorem for First-Order Logic,
which appears in his text “Introduction to Mathematical Logic” (1956) and
uses the effective procedure of Skolem normal form; the second topic is a
demonstration that the partition property (Ramsey type) of the Baire space
called “polarized partition property” is false in the basic Cohen model.
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1. Introduccion

El objetivo de este articulo es presentar dos tépicos de Logica
matematica y sus fundamentos: (1) El primer tépico es una actuali-
zacién de la demostracion de Church del Teorema de completitud
de Gédel para la Légica de primer orden, la cual aparece en su texto
“Introduction to Mathematical Logic” (1956) y usa los procedimien-
tos efectivos de Forma normal prenexa y Forma normal de Skolem.'
La demostracién de Church se patece a la prueba original de Godel?
y es distinta en varios aspectos a la de Henkin (que usa la técnica de
construccion de modelos a partir de nuevos simbolos constantes),’
y a la que se hace usando Tablas (arboles) semanticas,’ por ejemplo
es menos general que ambas, y ademas la prueba Henkin se puede
generalizar para lenguajes de cualquier cardinalidad Xy permite de-
mostrar el Teorema de Lowenheim-Skolem-Tarski hacia arriba,’® lo
cual no se puede hacer con la de Church; sin embargo, la técnica de
Forma normal prenexa que utiliza Church ha sido y continua sien-
do de gran utilidad en la investigacién de problemas abiertos sobre
fragmentos decidibles o indecidibles de la Légica de primer orden,® y
adicionalmente, desde un punto de vista pedagbgico, estudiar la prue-
ba de Church puede ayudar a interiorizar sobresalientes leyes de la
Légica de primer orden y el Principio de induccién matematica para
los nimeros naturales. También es importante destacar que el Teore-
ma de completitud de Gédel sigue siendo fundamental en Filosofia
de la légica y Filosoffa de la matematica (entre otros).” Vale la pena
resaltar que en la prueba de Church se usa una “asignaciéon maestra”

! Church, A., Introduction to mathematical logic, Princeton, Princeton University Press,

1996.

Godel, K., “La suficiencia de los axiomas del célculo 16gico de primer orden”,
en Obras Completas, Alianza, 1981.

Henkin, L., “The completenes of first-order lenguages”, en The Journal of Symbo-
Jic Logic, (1949), N° 14, pp. 159-166.

¢ Nerode, A., and Shore, R., Logic for Applications, Springer, 1997.

5 Chang, C., Keisler, H., Model Theory, Dover Publications, 2012.

Mosterin J., E/ Problema de la decision en la 1.dgica de predicados, Departamento de
Logica y Filosofia de la Ciencia, Universidad de Barcelona.

Moore, G., “The emergence of First-Order Logic”, en Aspray, W, y Kitcher, P.
(Eds.), History and Philosophy of Modern Mathematics, Vol. X1, (1988), Minneapolis,
University of Minesota Press.
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la cual juega un papel equivalente al “conjunto maximal consisten-
te” y al “camino no contradictorio” de las demostraciones de Hen-
kin y por Tablas semanticas, respectivamente. La actualizacién de la
prueba de Church fue realizada por el autor de este articulo y no ha
sido publicada anteriormente. (2) El segundo tépico es una demos-
traciéon de que la propiedad de particion (tipo Ramsey) del espacio
de Baire llamada “Propiedad de particién polarizada” (PPP) es falsa
en el Modelo basico de Cohen (MBC), es importante destacar que
tal modelo fue construido por Cohen (usando el método de forcing
y automorfismos, 1963-64) para probar que el Axioma de eleccion
(AE) es independiente del resto de los axiomas estandar de la Teoria
de conjuntos (ZF),® y el mismo ha sido y continua siendo muy va-
lioso en la investigaciéon de problemas abiertos de independencia o
consistencia relativa en la Teorfa de conjuntos,’ por eso es relevante
para la Filosoffa de la matematica. También vale la pena resaltar que
el método de forcing es importante para realizar pruebas de teore-
mas de la Teorfa de conjuntos. La PPP es una propiedad del espacio
topologico de Baire que es una consecuencia estricta de la Propiedad
" pero es compatible con ZF
si existe un cardinal inaccesible."" Es un problema abierto de la Teoria
de conjuntos determinar si la hipétesis de la existencia de un cardinal
inaccesible es necesaria o no, es decir, la pregunta ¢Se puede construir
un modelo de ZF + PPP usando sélo la Teorfa axiomatica de con-
juntos de Zermelo-Fraenkel (ZFC)? todavia no ha sido respondida.
Un tratamiento mdas completo sobre propiedades de particion del
espacio de Baire y modelos de ZF puede encontrarse en el articulo
“Perfect set properties in models of ZF”,'? entre otros. Una de las im-
portancias de la PPP es que su negacion es una consecuencia estricta

de Ramsey, es incompatible con el AE,

8 Cohen, P, Set Theory and The Continuum Hypothesis, Dover Publications, 2008.

) Jech, T., Sez Theory, Springet, 2006.

Bernstein, F, “Zur Theorie der Trigonometrischen Reihe™, en Berichte iiberdie
Verhandlungen der Koniglich Sdchsischen gesellschaft der Wissenschaften zun Leipgig Mathe-
matisch-Physiche Klasse, N°60, (1908), pp. 325-338.

' Mathias, A. R. D., “Happy families”, en Amnals of Pure and Applied 1.ogic, N°12,
(1977), pp. 59-111.

Di Prisco, C., Galindo, F, “Perfect set properties in models of 7Y en Funda-
menta Mathematicae, N° 208, (2010), pp. 249-262.
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del AE, y el estudio del AE y sus versiones débiles representa uno
de los mayores focos de investigacion (y discusion) en la Teoria de
conjuntos desde su apaticién hasta la actualidad.” Otra importancia
de la PPP es que ella es una propiedad de particiéon tipo Ramsey, y
la Teoria de Ramsey tiene muchas aplicaciones en diversas ramas de
las matemiticas' y es muy estudiada en la Teotia de conjuntos, uno
de sus resultados clasicos es el famoso Teorema de Ramsey."” La de-
mostracién de que la PPP es falsa en el MBC ha sido realizada por el
autor de este articulo con la ayuda del Profesor Carlos Di Prisco y la
misma no ha sido publicada anteriormente.

El orden de la exposicion es el siguiente: En la segunda seccion
se presenta la actualizaciéon de la demostracion de Church del
Teorema de Completitud de Gédel para la Légica de primer orden
(la cual usa Forma normal de Skolem), y para dicha presentacién se
suponen conceptos basicos de la Teorfa de Modelos, por ejemplo la
definicién de la sintaxis y la semantica de la Logica de primer orden
y el Principio de induccién matematica, tal como aparecen en los

textos citados,!®

entre otros. Esta segunda seccién se divide en cuatro
subsecciones: En la subseccion 2.1. se presenta el Sistema axiomatico
para la Légica de primer orden con identidad que se encuentra en el

texto de Enderton,'” también se presenta en dicha subseccion algunos

13 Moore, Zermelos Axion of Choice. s Origins, Development, and Influence, Dover Pu-

blications, 2013. Howard P., Rubin, |., Consequences of the Axiom of Choice, Ame-
rican Mathematical Society, 1998. Jech, The Axiom of Choice, Dover Publications,
2008.

Di Prisco, C., Combinatoria: Teoria de Ramsey, Notas no publicadas para un curso
en la Universidad Simén Bolivar, Venezuela, 2006.

Ramsey, F, “On a problem of formal logic”’, en Proceedings of the London Mathe-
matical Society, N°30, (1930), pp. 264 -286.

Di Prisco, Introduccion a la 1dgica Matemdtica, Emalca Amazonia, 2009. Enderton,
H., Una Introduccion Matemitica a la Idgica, Universidad Nacional Auténoma de
México, 2004. Mendelson, E., Infroduction to Mathematical Logic, Chapman and
Hall/CRL, 2009. Nerode, A., Shore, R., Logic for Applications, Springer,1997.
Manzano, M., Teoria de Modelos, Alianza, 1989. Ebbingahaus, H., Flum, J.,
Thomas, W., Mathematical 1.ggic, Springer, 1996. Chang, C., Keisler, H., Mode/
Theory, Dover Publications, 2012.

Enderton, H., Una Introduccion Matemdtica a la Ldgica, Universidad Nacional Auté-
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de los metateoremas principales de dicho Sistema axiomatico. En la
subseccion 2.2, se formula el concepto de Forma normal prenexa y
se demuestra que existe un procedimiento efectivo para transformar
cualquier férmula ¢ en una formula ¢', en Forma normal prenexa,
tal que |- ¢ <> ¢". Tal prueba se realiza siguiendo (principalmente)
la prueba que se encuentra en el texto de Mendelson.”® En la
subseccion 2.3. se formula el concepto de Forma normal de Skolem
y se demuestra que existe un procedimiento efectivo para asignar a
cada férmula ¢ otra férmula ¢', en Forma normal de Skolem, tal que
I- @ siy solo si |- ¢". Tal prueba se hace siguiendo (principalmente)
las demostraciones que se encuentran en el texto de Mendelson.” En
la subseccién 2.4. se realiza la demostracion de Church del Teorema
de Completitud de G6del para la Logica de primer orden, la cual usa
Forma normal de Skolem, dicha prueba se encuentra en Infroduction
to mathematical logic,’" y la misma se hace siguiendo (principalmente)
a dicho libro, aunque en algunos casos se reescribe para adaptarla
al sistema axiomatico del texto de Enderton® y a la notacién
semantica contemporanea. Vale la pena resaltar que esta prueba de
completitud es para el Sistema axiomatico de la Logica de primer
orden sin identidad (pero se puede extender al Sistema axiomatico
de la Légica de primer orden con identidad®). En la tetcera seccion
se presenta una demostracion de que la PPP es falsa en el MBC. Tal
demostracién se realiza suponiendo los conceptos basicos de Teorfa
de Modelos, ZFC, el método de forcing, la clase de los conjuntos
constructibles de Gédel y la técnica de constructibilidad relativizada,
tal como aparecen en los textos citados,” entre otros. Esta seccion
se divide en cuatro subsecciones: En la subseccion 3.1.se ofrece

noma de México, 2004.

Mendelson, Introduction to Mathematical..., cit.

Ibidem. También fue muy valiosa la informacion encontrada en: [Blog: especula-
cionpura.blogspot.com.ar. Entrada: La forma normal de Skolem, segunda parte. 12-
10-2012.

Church, Introduction to mathematical..., cit.

Enderton, Una Introduccion Matematica..., cit.

Church, Introduction to mathematical..., cit.

Chang, Keisler, Model Theory, cit. Di Prisco, Introduccion a la Ldgica..., cit. Kunen,
K., Set Theory. An Introduction to Independence Proofs, College Publications, 2011.
Jech, Sez Theory, cit. Jech, The Axiom of..., cit.
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una definicién informal del MBC usando la clase de los conjuntos
constructibles de Godel, el forcing de Cohen que agrega una
cantidad infinita numerable de reales genéricos (X nuevos numeros
reales) y la técnica de constructibilidad relativizada, en la subseccion
3.2. se presentan algunas propiedades del MBC relevantes para este
trabajo, en la subseccion 3.3. se ofrece una definicion de la PPP, y en
la subseccion 3.4. se realiza la demostracion de que PPP es falsa en
el MBC.

2. La demostracion de Church del Teorema de Completitud de Gidel para la
Ldgica de primer orden que usa el procedimiento efectivo de Forma normal de
Skolem

2.1. Un Sistema axiomatico correcto y completo para la Légica de pri-
mer orden

¢La Logica de primer orden es axiomatizable? La respuesta es que
si, al igual (por ejemplo) que la Légica proposicional® y algunos sis-
temas de la Logica modal (proposicional y de primer orden),” pero
diferente (por ejemplo) a la Aritmética,” a la Teorfa de Conjuntos, a la
Légica de Segundo orden, a las Logicas con cuantificadores generali-
zados y a las Logicas infinitarias, las cuales no son axiomatizables.”” Y
existen varios sistemas axiomaticos completos y correctos para la Lo-
gica de primer orden, a continuacion se presenta uno ellos, el estudiado
en el texto de Enderton.®

AXIOMAS LOGICOS (ESQUEMAS DE AXIOMAS)

Los Axiomas légicos son todas las generalizaciones de férmulas
de las formas siguientes, donde x, son variables y ¢ y x son férmulas
(Definicion: ¢ es una generalizacion de y si ¢ es Ve, ..., x x, para va-
riables x, ..., x):

2 Mendelson, Introduction to Mathematical..., cit.

» Hughes, G., Creswell, M., Introduccion a la 1.dgica modal, Madrid, Tecnos, 1973.

* Godel, “Sobre sentencias formalmente indecidibles de Principia Mathematica y
sistemas afines”, en Obras Completas, cit.

Z Ebbingahaus, Flum, Thomas, Mathematical Loge, cit.

3 Enderton, Una Introduccién Matemitica..., cit.
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(1) Todas las instancias de tautologias de la Logica proposicional.

(2) Vx 0 — 60X, donde 7 es substituible por x en ¢.

3) Vx(® — ) = (Vap—Vogy).

4) ¢ — Vx ¢, donde x no ocutrre libre en ¢.

®) y =0

0) (x =) = © — ¢"), donde ¢ es una férmula atémica y ¢’ se
obtiene de ¢ al reemplazar x por y en cero o mas lugares (aun-
que no necesariamente en todos).

REGLA DE INFERENCIA
Modus Ponens: A partir de O—y y ¢ se puede inferir y.

Definicion 2.1.1. Sea I' un conjunto de férmulas y @ una formunla. Se dice
gue O se deduce de I o que O se demnestra a partir de U, lo que se denota por,
rlo
si existe una sucesion finita o , ..., & de formulas tales que 6 = 0, y cada o,
es un axioma, o es un miembro de U, o se obtiene de dos formulas anteriores en la
sucesion por la regla de inferencia Modus Ponens. Si I' = O, entonces se escribe |-

O en lngar de @ |— 0.

SE INTRODUCEN EL RESTO DE LAS CONECTIVAS Y EL
CUANTIFICADOR EXISTENCIAL POR DEFINICION

O Ay por =(0 — =), OV y por = 0 — x, & < y por (0 — 1) A
(ot — 0), Jvd por— Vv = ¢.

2.1.1. Algunos Metateoremas del Sistema Axiomatico

A continuacién se enuncian algunos teoremas (metateoremas)
muy utiles sobre el sistema axiomatico que se presento anteriormente,
una prueba de los mismos puede encontrarse en la bibliografia citada®
(en algunos casos hay que hacer las adaptaciones pertinentes para que
la demostracion se pueda hacer en el sistema presentado en el texto de
Enderton™):

» 1bidem. Di Prisco, Introduccion a la Ldgica..., cit. Mendelson, Introduction to Mathema-

tical..., cit. Hamiltom, A., Ldgica para Matematicos, Paraninfo, 1981.

0 Enderton, Una Introduccion Matematica..., cit.
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Teorema 2.1.1.1. 2. |- O iy sélo 51y, O {Axiomas} |= O, donde 2.
U {Axiomas} |= O es la relacion de consecuencia logica de la 16gica
proposicional.

Teorema 2.1.1.2. (Teorema de Generalizacion). S7 2 |— Oy xno
ocurre libre en ninguna formula de 2., entonces 3. |— Vx 0.

Teorema 2.1.1.3. (Teorema de la deduccion). 572 U {x} |— O sy
solo si Y. |— 0 — o).

Teorema 2.1.1.4. (Contraposicion). 2 U {y} |-—| O 57y slo 5i 2O
0} b

Para enunciar el siguiente teorema se necesita una definicion pre-
via. Definicién: Sea 2 un conjunto de férmulas para un lenguaje £. 2

es inconsistente (0 contradictorio) si para alguna férmula @ se tiene que 2. |-
Oy |-—| 0. 2 es consistente si no es inconsistente.

Teorema 2.1.1.5. (Reduccién al absurdo). (7) 2 U {x} es inconsis-
tente siy silo 5i Y b= y. (2) U {= ) es inconsistente si y silo i3 F y.

Teorema 2.1.1.6 (Leyes de la relacion de identidad =). () Vy(y =)

@) DOV =3—3=))

(@) YV =33 =0) =y =)

() YNy = 2= (00) © OR), para cualguier formmla §.

Teorema 2.1.1.7. (Teorema de existencia de vatiables alfabéticas

(Cambio de variables ligadas)). Sea O wna formula, t un término y x una

variable. Entonces se puede encontrar una férmmla O, gue difiere de § sélo en la
eleccion de las variables cuantificadas, tal gue:

1 Foe o

Q) tes sustitnible por x en .

Teorema 2.1.1.8. (Generalizacion sobre constantes). S 2. |-¢ yC
es un simbolo constante que no ocurre en Y., entonces existe una variable y que no

ocurre en O tal que . |- vy ¢3€ . Ademas, existe una dednccion de Ny d)}c; a partir

de 2 en la gue no ocurre C.

Teorema 2.1.1.9. (Corolario del Teorema de Generalizacion de
constantes). S7 2. |— OX y C es un simbolo constante que no ocurre en 2. ni en
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O, entonces Y, | NI, y exciste una deduccion de N'x O a partir de’S. en la gue

7o ocurre C.

Teorema 2.1.1.10. (Instanciacion existencial). Supongamos que el sim-
bolo constante C no ocurre en O, ni en y, ni en 35 y ocurre gue, 2.\J {OX} |- ba

entonces, 2. \J {Ix0} |- X

Teorema 2.1.1.11. (Introduccién de existencial). ¢(?) |- A (x), don-
de t es un término sustituible por x en Q.

Teorema 2.1.1.12. (Regla de reemplazo). Sean O y 0 dos formmulas, y
supongamos y' resulta de y sustituyendo O por 0 (en una o mds apariciones de O en
). Por lo tanto: Si |—(]) < 0, entonces, -y < x"

2.2. Forma normal prenexa

A continuacion se introduce el concepto de forma normal prenexa,
un concepto muy importante para estudiar (por ejemplo) problemas de
decidibilidad de la Logica de primer orden (por el Teorema de indeci-
bilidad de Church (1936), es conocido que dicha Légica es indecidible
en forma general®).

Detinicion 2.2.1. Una férmula de la forma Q,y, 0.y, ... O, ¢, donde
cada Q y. es Ny, 0 Jy., 3, F 3 siiF j, 5 p no contiene cnantificadores, se dice
que estd en forma normal prenexa. La formula ¢ se llama matriz de la formula y
la secuencia de cuantificadores Q. y, Q,y, .. Oy, se llama el prefijo de la formunla.

Uno de los resultados principales sobre forma normal prenexa
que tiene muchas aplicaciones es el siguiente Teorema:

Teorema 2.2.2. (Teorema de Forma normal prenexa). Existe un
procedimiento efectivo para transformar cualquier fdrmmla ) en una formula ' en
Sforma normal prenexa tal que ) <> P’

La demostracion del Teorema se hace por induccién y requiere
de un Lema previo cuya prueba se puede hacer sin ninguna dificultad
haciendo uso de los axiomas del sistema axiomatico, y en especial, uti-
lizando los metateoremas del mismo que se presentaron en la seccién

31

Davis, M., The Undecidable. Basic papers on undecidable propositions, nnsolvable problems
and computable function, Raven Press, 1965.
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anteriot, una prueba de algunas cldusulas del Lema puede encontrarse
en el texto de Mendelson:*
Lema2.2.3. (Leyes de negacién y distribucion delos cuantificadores)
(1) = Vap(x) > Ixemp()
D = Fpx) © Vamp)

Las siguzentes proposiciones valen si la variable x no estd libre en @:

O) (A Vo)) < Vx(p A (%)

@ oV Vax(x)) < Vx(p Vv x())

O) I (p A Fxx(%) < Inlp A ()

©) I (pV Fox()) <> Ixp v 1(x)

) | (p = V(%) <> Vax(p — x())

&) T (p = () > Ix(p — 1))

@) | (Vo) = 9) > Ix(x) — 9)

(10) | Goorx) = ) > Vay(x) = 9)

Una vez que se cuenta con el Lema se procede a demostrar el
teorema por induccién:

Demostracion del Teorema:* Se realizara la prueba por induccion
en el rango = numero de conectivas y cuantificadores. Se demostrard
que V7 € N Vy € FORM(rango(y) = n — P(x)), donde FORM es el
conjunto de las formulas del lenguaje y P es la propiedad que describe
el Teorema. Caso base: n = 0. Se probatrd que Vy € FORM(rango(y) = 0
— P(y)). Sea una férmula o tal que rango(o) = 0. Entonces o es una
féormula atémica ¢’ = 0. Lo que se quetia probat. Caso inductivo: Sea
m €N, m >0,y supéngase que para toda s < 7 se cumple que Vy €
FORM(rang(y) = s — P(x)). Se debe probar que Yy € FORM(rang(y) =
m —> P())). Sea ¢ una férmula de rango . Por definicion 6 = — a0 o
=a—f o0 = Vxa.Caso 1: ¢ = = a. Entonces como rango(a) < m, se
tiene por Hipotesis inductiva que existe una férmula en forma normal
prenexa a' tal que |- a < o' Entonces I-—| a <> — a'. Luego, sustitu-
yendo se tiene que |- 6 <> — a'. Entonces aplicando reiteradamente las
leyes de negacién de cuantificadores a — a' se tiene una férmula p en
forma normal prenexa tal que |— 6 <> 7. Caso 2: ¢ = a — f. Entonces

2 Mendelson, Introduction to Mathematical..., cit.

» Thidem.
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como rango(0) < m'y rango(ff) < m, se tiene por Hipotesis inductiva
que existen férmulas en forma normal prenexa a'y f’ tal que |- a
—a'y |— B < B Por lo tanto, |- (a — p) <> (o' — p"). Entonces |—
6 <> (a'" — B"). Luego, aplicando reiteradamente las leyes distribu-
ciéon de cuantificadores para la implicacion se le exteriorizan todos
los cuantificadores de la férmula " — B’y queda una férmula y en
forma normal prenexa tal que |- o <> 7. Caso 3: 0 = Vxa. Entonces
como rango(a) < m, se tiene por Hipétesis inductiva que existe una
férmula en forma normal prenexa o' tal que |— a <> a'. Por lo tanto,
por la regla de generalizacién se concluye que |- Vx(a <> a'). En
consecuencia, por la ley de distribucién de cuantificadores, |- V(A
— 1) <> (Vxd <> Vi), se concluye que |-an < Vxa'. Entonces,
sustituyendo se tiene que [ 6 <> Vxa'. Y como Vxa'estd en forma
normal prenexa ha finalizado la prueba del Teorema. O

Ejemplos de calculos de forma normal prenexa pueden en-
contrarse en el texto de Nerode. VaINuIz{P(n, v) v = O 3) y
VuN' w33 Pw, ) v = O(x, 3)] es una forma normal prenexa de
VadyP(x;, ) v = IxVy0(x, ).

2.3. Forma normal de Skolem

Definicion 2.3.1. Una formula en Forma normal prenexa se dice que esti
en Forma normal de Skolem si todos sus cuantificadores existenciales preceden a
todos sus cuantificadores universales, es decir, si ella tiene la signiente:

AuFu, ... A Nw N, o Nw M, 1y s u, w0, o ), donde m >
0,7=0.

El siguiente Teorema de Forma normal de Skolem se demuestra
pata el Calenlo de predicados puro como se hace en el texto de Mendelson,”
es decir, se prueba para lenguajes de primer orden que tienen una
cantidad infinita de predicados poliddicos de cualquier aridad, pero no
tienen simbolos funcionales, ni constantes, ni la relacion de identidad.

Teorema 2.3.2. (Forma normal de Skolem). Existe un procedinziento

¢fectivo para asignar a cada formmula ¢ otra formula @' en Forma normal de Skolem
tal gue |— @ 51y solo si I- 7

34 Nerode, Shote, Lagic for Applications, cit.

» Mendelson, Introduction to Mathematical..., cit.
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Demostracién:™ Como toda férmula es demostrable si y sélo si

su clausura universal lo es, y también, por el Teorema antetior, toda
férmula tiene una férmula equivalente en forma normal prenexa, en-
tonces se puede demostrar el teorema considerando sélo férmulas ce-
rradas en forma normal prenexa. Sea y una férmula de dicha clase (x
estd en forma normal prenexa y no tiene variables libres), entonces se
define el Rango(y) = ntimero de cuantificadores universales que prece-
den cuantificadores existenciales. La prueba se realizara por induccion
en el Rango(x), se demostrard que V7 € N V ¢ € FORM(Rango(®) = »
— P(0)), donde P es la propiedad que describe el Teorema. Caso base:
7= 0. Se debe demostrar que V ¢ € FORM(Rango(®) = 0 — P(®)). Sea
o tal que Rango(o) = 0. Entonces o ya esta en Forma normal de Skolem.
Caso inductivo: Sea £ € N, £ > 0, y supongamos que para cada s < £
se cumple que V ¢ € FORM(Rango(®) = s — P(®)). Se probara que V
O € FORM(Rango(®) = £ — P(})). Sea o una férmula de Rango £, o se
puede escribir de la siguiente forma Jx; ... dx Vyf(x,, ..., x , ), donde
O(x,, ..., x , y) esta en forma normal prenexa, tiene sélo como variables
libres a x,, ..., x , 5, y su prefijo tiene al menos un cuantificador exis-
tencial, pues de lo contrario ¢ tendria Forma normal de Skolem. Sea .§
una vatiable de predicado » + 1-aria que no aparezca en 0(x,, ..., x , ).
Y sea ff la formula,

A, A (32O, o0y x, R ATS(x o x, DTV VIS(, s X, )

Se demostrard que |-ﬁ si y sélo si |— o: (= )Sea |—ﬂ Entonces
sustituyendo S(x,, ..., x , 3) por O(x,, ..., x , 3) se tiene una férmula que
se llamard S

|—E|>c1 v {300, s x, ) A TOC, oy X, NV VYO, oy X, 9) )

Por otro lado, puede probarse que:

F {3:00A~0R) VR < R}

Entonces sustituyendo se tiene que:

F {32000, - 5, D) A= O, o X, )V V90, o X, )] ©
Vyl(x, n X, ) }

3 Ibidem. Blog: especulacionpura.blogspot.com.ar. Entrada: La forma normal..., cit.
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Entonces aplicando la regla de generalizacion y distribucion del
cuantificador universal en bicondicional (Vx|[D(x) «> A(x)] — [IxD(x)
<> dxeA(x)]) reiteradamente m veces, se obtiene:

I-Elx1 W 300, b x, AT O, o x, TV VO, . X
e {3 Ax Vb, .. x,0))

Entonces aplicando MP de esta altima proposicion con S’ se ob-
tiene que:

|-E|x1, wdx My, .. x )

Es decir, |— o. Por lo tanto: Si I— [, entonces |— 0. Lo que se queria
demostrat.

Se probara ahora la otra direccién: (<) Sea I- 0. Sean los siguien-
tes dos teoremas:

| )1B0) — AG) — [¥yB0) — V2A0)]
FR = (T — 8 — [T — (“RVS)
Entonces aplicando el segundo en el primero se obtiene:
| Y)[BO) — AG)] — [VyBO) — VrAG)| —
VyB() — [~ Vy(B() — Ap)) V VyAQ)]
En consecuencia, aplicando MP, se tiene que:
[ VyBO) — [~ Vy(BG) = Ap) v VrA0)]
Como,
| = V3(B0) = AG) < = Yy =(Bo) A~ Ap))
Y,
[ =¥y = BO) A= A0)) < F(BO) A~ A)
Entonces se concluye que:
FVyBO) = [BBO) A= Ap) v VpAQ)]

Entonces sustituyendo las variables de predicados tenemos,

|—Vyz9(x1, . X, ) =
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[HOCx, r x, ) A= 80, oy x, ) V V9S(x, oy x, 9)]

Luego, aplicando la regla de generalizacion y la ley de distribucion
del universal en implicacion,

[ Y)1BG) — A0 — [FBO) — HAG)),
Reiteradamente 7 veces, se concluye que,
I—Elxl, wdxe Vyl(x, ...y x, 9) —
A, T [ DO, ooy ¢, ) AT Sy ey X, 9)) V VIS(x,, s X, )]

En consecuencia, como el antecedente de este condicional es la
formula o, usando la hipotesis de que o es un teorema, se aplica MP y
se obtiene,

|—E|x1 WA [By Oy s x, DATS(x oy x,9)) V VS (0, oy L 9)]
De la cual se obtiene f sustituyendo la variable y por z,

|-E|><1 Wi [ 3200k, o x, ) A= S, o x, )V S, L X, )]

Por lo tanto, Si |— o, entonces I—,B Lo que se querfa demostrar.
Se ha demostrado que |-,B si y s6lo si |— 0. La férmula f obteni-
da de dltima se puede poner en forma normal prenexa utilizando
las leyes de distribucion de cuantificadores de modo que su prefijo
empiece por dx, ... dx , luego venga el cuantificador dz, después
los cuantificadores del prefijo de O(x, ..., x , 3), y por ultimo el
cuantificador Vy. De modo que esta nueva férmula tiene Rango exac-
tamente un numero menor que el Rango(o) = 4, por lo tanto, por
Hipétesis inductiva, existe una formula #7 en Forma norma de Skolen
tal que |-,B si y sélo si |- n. Entonces: |- G siy sélo si |- 7. Se ha
conseguido la férmula en Forma normal de Skolen con la propiedad
buscada. Fin de la demostracién. O

Un ejemplo de calculo de Forma normal de Skolem puede encon-

trarse en el texto [25]. IpduAV VY {{[[00n 2, ) A= Aw)] V A(X)] A=
B(w )} V B(y, w) } es una forma normal de Skolem de VxVy3dz d(x; y, 3).
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Corolario 2.3.3. (Corolatio). Sea ¢ una férmmula y ' su formula en For-
ma normal de Skolem correspondiente. Entonces: (1)  es verdad en una estructura
iy 56l si @' también es verdad en dicha estructura expandida a los nuevos sintbo-
los relacionales de ¢". Y (2) @ es vdlida si y sélo si p' es valida.

Demostracion: La prueba es el paralelo semantico de la demos-
traciéon que se hizo en el teorema anterior: |- B siy sélo si |- o. En
dicha prueba se puede apreciar claramente que se pasaba de teorema a
teorema hasta llegar a la conclusion que se queria, y los teoremas son
verdad en cualquier estructura y el Modus Ponens transfiera a verdad de
las premisas a la conclusion, es decit, si ¢ — y y ¢ son verdad en una
estructura W, entonces y es verdad en A. O

2.4. La demostracion de Church del Teorema de Completitud de Godel
para la Légica de primer orden que usa Forma normal de Skolem

Teorema 2.4.1. (Teorema de Correccion). Todo teorema es una formm-
la vdlida. Es decir, para cualquier formula o,

Fo= Fo

Demostracion:

Si I- p entonces por definicion existe una sucesion g, ..., o, de for-
mulas tales que 6 = ¢, y cada 0,es un axioma, o se obtiene de dos for-
mulas anteriores en la sucesion por la regla de inferencia Modus Ponens.
Sea Wuna estructura para el lenguaje de p. Hay que probar que W es un
modelo de . Esto se realiza probando que U es un modelo de 7, para
cada 7 € . La prueba se hace facilmente por induccién en 7 utilizando
dos hechos: (1) Todo axioma es una férmula Logicamente valida; y (2)
El Modus Ponens transfiere la verdad de las premisas a la conclusion. O

Teorema 2.4.2. (Teorema de Completitud de Gédel, 1930).Toda
formmula vilida es un teorema. Es decir, para cada formmla ¢,

Fo=to

Demostracion: (Version de Church?) Sea ¢ una férmula vélida
v ¢’ su férmula correspondiente en Forma normal de Skolem. Por el
Corolario del Teorema de Forma normal de Skolem ¢’ es valida. Y por

i Church, Introduction to mathematical..., cit.
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el Teorema de Forma normal de Skolem es suficiente con demostrar
que ¢’ es un teorema. ' tiene la siguiente forma:

>
Au3u, ... A Nw Nw, .. Nw M, .. u, w, w,, ..., w ), donde m 2 0,
n 20,y M es una férmula sin cuantificadores.

Se probara que: (1) ¢’ es un teorema o (2) ¢’ no es valida.

Si en el prefijo se tiene que 7 = 0, entonces ¢’ es una férmu-
la universal. Y como se conoce el siguiente hecho; Hecho: Vw Vi,
...VwﬂM(wl, W,y .., w ) es vélida siy solo si M(w,, w,, ..., ) es vilida; se
puede decidir qué tipo de férmula es M(w,, w,, ..., w ) usando proce-
dimientos efectivos de la Logica proposicional como lo son Tablas de
verdad o Forma normal conjuntiva. Si en el analisis resulta que M(w,, w,, ...,
w ) es una tautologfa, entonces por el Axioma 1, se concluye que ella
es un teorema, y por la regla de generalizacion aplicada reiteradamente
se concluye que ¢’ es un teorema. Si en el analisis resulta que M(w,, ,,
., # ) no es tautologia, entonces se puede construir un modelo que
tiene exactamente 7 individuos donde M(w,, w,, ..., w ) no es verdadera,
usando la informacién que brinda su tabla de verdad (por ejemplo).
Por lo tanto, M(w,, w,, ..., w,) no es vilida. En consecuencia, p' no es
valida. Para continuar con la demostracién del Teorema se asumird que
m 2 1. Considérese el buen orden del conjunto de las z-tuplas de {N \
{0} }7 definido ast: (7, 2, oy 2 ) < (i fiy vy £) L2, FiFoHi <Gitj o 4i
O sl i, +oti = 74y, ti entonces 4= /i, 4, o s 8,7 Jis Ly Toirs
es decir, cuando la suma de las coordenadas de dos z-tuplas dan el
mismo numero, se decide cuil es menor entre ellas usando el orden
lexicografico de izquierda a derecha. Segtn el buen orden antetior la
primera z-tuplaes (1, 1,1, ..., 1, 1, 1), lasegunda es (1, 1, 1, ..., 1, 1, 2),
laterceraes (1,1,1,..,1,2,1),lacuartaes (1,1, 1, ..., 2, 1, 1), y asf suce-
sivamente. Notar que si £ 2 1, entonces no ocurren en la &-ésima tupla
coordenadas (nimeros naturales) mayores que £. La k-ésima tupla se
expresa asi ([£], [£)], .., [£]) v se dice que la coordenada (el nimero
natural) [£] es la /-ésima coordenada de dicha &-tupla. Ahora se define
a B, (£ €N\ {0}) como sigue:

my My, W "y W, M

Xie1] 22a2) Nt N2 NigA]nt3 N ka1
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Es decir, B, es la formula que resulta de sustituir las variables libres
de la matriz M, correspondientes a los cuantificadores existenciales,
por variables indizadas con los valores de la £-tupla del buen orden
que se ha definido anteriormente, y las variables libres de M corres-
pondientes a los cuantificadores universales se sustituyen por variables
cuyos subindices son de la forma (4 — 1)» + z donde siempre se co-
mienza con / = 2. Con B, definido ahora se define C, (¢ € N \ {0})
como sigue: C, es la siguiente disyuncion:

B,VB,\V..VB,

Es decir, C, es la disyuncion de los & primeros B,. Ahora con C,
definido, se define D (£ € N\ {0})como sigue: D, es la siguiente f6r-

mula universal:
Vx Vx, ... kaﬂHCk

Notar que las variables Xtypa? Xtyurs? x, . sustituidaspor las
vatiables w,, w,, ..., w son todas distintas a las variables X Xyap
sustituidas por las variables #,, #,, ..., # . Ademas las variables Xy
pi2 Xty o Xy 4 g SO distintas (dos a dos) entre ellas mismas, y
difieren de todas las variables que ocurren en B, B,, .., B,_,. Pero to-
s x, . ocurren libres .en C - Notar que por la
definicion de Forma normal de Skolem es posible que # = 0, pero este

caso especial no se genera ninguna dificultad, lo que podrian es quedar

X[/em]
Xk

das las variables x, x,, ...,

algunas variables libres en D . En el caso de , se estd considerando
que siempre 7 = 1. Dado que la matriz M no tiene cuantificadores, se
infiere que B, y C, tampoco tienen cuantificadores. Y, excepto en el
caso de 7 = 0, la lista completa de variables libres de C, es exactamente
Xy, Xy ey X, ., €0 consecuencia, si # > 0, entonces D, es la clausura
universal de C,.

Lema 2.4.3. Para cnalguier & : D, |- 7

Demostracion: (Por induccién en £)
Se asume que ninguna de las variables x,, x, ..., x, .,
guna de las variables #,, #,, ..., # _w, w, ..., w , esto es posible asumirlo

es igual a al-

porque se puede aplicar un cambio de variable (Teorema de cambio
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de variable ligada 2.1.1.7.) en la Forma normal de Skolem ¢’ si fuera

necesario.
Caso base: &£ = 1. Se debe probar que de D, |- 78
= 1 1"
D7 VX1VXZVX3"'VXn+1‘fX1 X1 X’f Xy X3 X‘Z_HM

Por el Teorema de cambio de variable ligada (2.1.1.7.) se tiene que:

U wy W, I, M |_

m

u u
1 2
VX1VXZVX3"'vﬂ+1 J‘X] X1 X Xy X3 .‘.X”Jrl

XpXp Xy W W W
1N 17 2 n
Vﬂ1Vw1Vw2 "‘v”jﬂ ‘S‘h1 uyoo.ny Wy, W, M

Entonces por Descenso cnantificacional |- Vaih(x) — Ixgh(x) vy la

regla Modus Ponens se tiene que:
1 w M 2 M |_
AN EAL vxnﬂ‘f»q XN X, X X

X X X w. w. v/
1 1 1 1 2 n
A NwNw, Nw S w' ' w w M

Entonces aplicando Duplicacion del existencial ( I- Fh(x, %) —
IxTyih(x, y)) reiteradamente (2 — 1 veces) y Modus Ponens se obtiene lo

que se quiere probar:
Vx VoV, ...Vx §71 2 M > ' M|—
1 VX VX VXX LN X, X X4
1 1" )
M

X
1
Fu3n,.3u V0V, Nw 5,00

p'= 3%73112...ﬂﬂ’”le‘V’wz...Vwﬂfﬁ ;;1 o Z} "
Paso inductivo: Sea £ € N, &£ > 1; y supongase que D, _, |— p'. Se
debe probar que D, |— @' Por las leyes de distribucion de cuantificadores
(Lema 2.2.3. (4)) reiterada #-veces se tiene que:

Vx, [C, VB] F

knt1

Pues
2 n
M

VX(/e—nwz vx(k—mws

Ck—l V Vx, vx(/e—l)nﬂ VX/e;z+lB/e

(e=1yn+2
En consecuencia, como C,_, V B, es la férmula C,, se concluye,
aplicando el Axioma 2 (eliminacién del generalizador) (4—1)» + 1 ve-

ces y la regla Modus Ponens, que:
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D, b
C_,VVx v

(k=D)n+2 X(/e*l);#ﬁ vx/sﬂ+lB/e
Por lo tanto, realizando un cambio de variable ligada 7 veces, se

tiene que:

D, b
C/afl v VW1VW2... Yoy s "2 -y

n X X e2) k]
Se tiene también que por la regla de Introduccion del cuantificador
existencial (Teorema 2.1.1.11.) » veces, se concluye que:
Vo Nw, .. Vw s 2 =l M— o
I_ 1772 Nk Nje2] k] v

En consecuencia:
!
D, FC Ve

Entonces, aplicando la regla de Introducciéon del generalizador
para todas las variables libres de C_, es decir, hasta la variable X s>
y usando la ley de distribucion de cuantificadores (en disyuncion), se

obtiene que:
D, kD V')

Como por Hipotesis inductiva se tiene que D _, |— ', entonces por
el Teorema de la deduccion (2.1.1.3.) se concluye que D, | — ¢" Y
en consecuencia (considerando *) se obtiene lo buscado: D, | ¢". Fin
de la prueba del lema.

Para continuar con la prueba del teorema se consideraran dos ca-
sos (se usa aqui el Principio del tercero excluido, Church resalta este
hecho en un pie de pagina de su prueba,™ esto significa que dicha de-
mostracién no es totalmente constructiva.):

Caso 1: Para algin £, C, es un teorema. Caso 2: Para cualquier £,
C no es un teorema. Caso 7: Para algun £, C es un teorema. Entonces
por generalizacion reiterada (kz+1 veces), D, es un teorema. En conse-
cuencia, por el Lema anterior ¢’ es un teorema. Caso 2: Para cualquier £,
C, no es un teorema. Entonces, C, no puede ser instancia de una tauto-
logia de la Logica proposicional, pues toda instancia de tautologia es un

» Thidem.
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axioma y por lo tanto es un teorema. En consecuencia considerando a
C, como una férmula de la Logica proposicional donde sus férmulas
atomicas son letras proposicionales se tiene que existen asignaciones
de valores de verdad para sus féormulas atomicas tal que toda valuacion
que se construya respetando dichos valores hace falsa a C,. Dichas
asignaciones de valores de verdad para las férmulas atémicas de C, que
hacen falsa a C siempre son finitas, pues no exceden en numero a la
cantidad de filas de su tabla de verdad. Sea E , E,, E,, ... una lista de las
subformulas atémicas de los C, £ € N\ {0} (C,, C, C, ...) definida
de la siguiente manera: Primero van todas las diferentes subformulas
atémicas de C en el orden de su primera ocurrencia(de izquierda a
derecha) en C,. Después van todas las subférmulas atémicas de C, que
no aparecen en C, ordenadas segtin su orden de primera ocurrencia en
C,. Luego van todas las subférmulas atémicas de C, que no ocurren en
C,y Cordenadas segun su primera ocurrencia. Y asf sucesivamente.
Ahora se define una asignacion maestra b: {E} o {V, F}como
sigue: Si E| recibe el valor de verdad V en una cantidad infinita de
asignaciones de valores de verdad para las férmulas atomicas de los C.
que falsean a C, entonces se define /(E)= 1 en caso contrario (si es
finito), entonces E, debe tomar el valor F en una cantidad infinita de
asignaciones de valores de verdad para las férmulas atomicas de los C.
que falsean a C, en este caso se define /(E|) = F. Ahora para definir
H(E,) se considera la cantidad infinita de asignaciones de valores de
verdad para las férmulas atémicas de los C; que permitieron definir a
H(E,). Si en dichas asignaciones de valores de verdad para las férmulas
atomicas de los C que falsean a C; E toma el valor V en una cantidad
infinita de veces, entonces se define 4(E,) = I en caso contrario se
define A(E,) = F. Para definir /(E,) se considera la cantidad infinita de
asignaciones de valores de verdad para las férmulas atémicas de los
C. que falsean a C donde E, y E, toman el mismo valor que /(E)) y
H(E,) (tal cantidades infinita porque contiene al conjunto de todas las
que permitieron definir a 4(E)). Si E toma el valor V en una cantidad
infinita de ellas, entonces se define A(E,) = 17, en caso contrario A(E))
= F. Asf sucesivamente.

Proposicion: Para cada £ € N\ {0}: 4(C) = F
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Demostracion: Por reduccion al absurdo. Supdngase que es falsa
la proposicién. Es decir, supdngase que existe un &£ € N\ {0}tal que
WC)=V.Sean E,E,E,, .., E todas las subférmulas atdmicas de C,.
Y sean H(E), i(E,), (E,), ..., H(E ) sus valores respectivos por la asig-
nacidn maestra. Entonces tomando en cuenta que las C son disyun-
ciones, y también a la tabla de verdad de la disyuncién, se concluye
que para todo j > k, no existen asignaciones de valores de verdad para
las formulas atémicas de los € que falsen a C y preserven los valores
WE), i(E), h(E,), ..., h(E ). Esto contradice la definicion de la asigna-
cién maestra 4. Por lo tanto, para cada £ € N \{0}: 4(C,) = F. Fin de
la prueba de la Proposicion.

Ahora, con la ayuda de la asighacién maestra, definimos una es-
tructura W donde ¢’ serd falsa, el universo de Wes N\ {0} y tendrd un
relacién 7-aria por cada simbolo relacional 7-atrio de ¢'. Supdngase que
@' tiene 7 simbolos relacionales:

A=(N\ {0}, R*, R* RY¥ .,R¥)
Si R es un simbolo relacional 7—ario de @' entonces definimos:
(s, 1,y ey 1) € Ru51 y s6lo si /7(R( Xy X ey X)) = VY sl /9(R/.(xﬂ1,
X 5 e X )) no esta deﬁnlda es dec1r Rix
E, entonces (1, ty .y ) € RY.

Ahora se deﬁne una a51gnac1on 5: VAR — N\ {0} de la siguiente
manera: s(x )= #, para todo #» € N \{0}. Se cumple que para todo £
€N\ {0}, A ¥ C [5]. Porque por la Proposicic’)n antetior se tiene que

h(C)= F, para todo &£ €N \{0}. Notar que "sy 4 le asignan el mismo
valor a todas las subférmulas atémicas de C,": U |= R, %, o X,)

X5 X ey X)) DO €8 Ninguna

[¢] si y s6lo si(s(x, ), s(x), .y 5(x,)) € R¥siy solo si (ﬂ o ) € RQI
si y s6lo si AR (x w X e X)) = V. Por lo tanto, "s y /9 le asignan el
mismo valor a C . En consecuencia, como €, = C_, , se concluye

que W # B [4], para todo £ € N \ {0}. Por lo tanto, por deﬁmclon de
satifacibilidad, se tiene que:

W NV NV, Nw sz Jeoms T M)
Es decir, reescribiendo la expresion anterior:

WHENwVw, Nws Xkl] 2o M

g2y N
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Como esto ocurte para todo £ € N '\ {0}, todas la z-tuplas de va-
riables (Xl ey Xap 0 X :
55 (5G4 )s $C )5 - 502,,0) = (K] (&) - [£,]), €5 decir, con s quedan
consideradas todas las z-tuplas de naturales.

Por lo tanto:

) son consideradas, entonces, por definicion de

W Ju T, ... Ju Vo Nw, .. Now M(uy, hyy ooy 11, w5 0, ey )[5]

Lo que se querfa demostrar. Con esto termina la demostracion del
teorema. [

El siguiente corolario es relevante porque conecta la “validez” de
la Logica de primer orden con la “tautologicidad” de la Logica propo-
sicional, en cierta medida se puede afirmar que “reduce el problema de
la validez a un problema de tautologicidad™:

Corolatio 2.4.4. $i ¢" es una formunla en Forma normal de Skolem:
¢'=3uTu, ... Ju NwNw, .. NwMu, n, . n,w, w, ., ),

donde M es nna férmula sin cuantificadores. Si B, es la siguiente formula sin
cuantificadores:

noty ., W w, L,
NUe1) N e2) X[k X2 X3 N

5t C, es la siguiente formnla disynntiva BN B,V ...V B, entonces ¢" es un

teorema (y es vdlida) si’y slo si existe algin entero positivo k tal gne C, es una

instancia de sustitucion de una tantologia.

Demostracion: O

Nota sobre la demostracién del Teorema de Completitud: Aunque
la prueba anterior se realiz6 para un Sistema axiomatico de la Logica de
primer orden sin identidad, la misma se puede extender para un Siste-
ma axiomatico de la Logica de Primer orden con identidad.*

3. La Propiedad de Particion Polarizada es falsa en el Modelo Bdsico de Coben

¥ Ibidem. Nerode, Shore, Logic for Applications, cit.
40 Ibid., p.283. Gédel, “La suficiencia de... cit., p.18
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En esta seccion se ofrece una demostracion de que la PPP es falsa
en el MBC. En la demostracion se usa un resultado que prob6 Jech:*! La
version débil del Axioma de eleccion *“Cualguier familia de conjuntos no vacios y bien
ordenables tiene una funcion de eleccion’” es verdad en el NIBC.

3.1. Definicién del Modelo bésico de Cohen como un L(A)

A continuacion se define informalmente el MBC utilizando la clase
de los conjuntos constructibles de Gédel, el forcing de Cohen que agre-
ga una cantidad infinita numerable de reales genéricos, y la técnica de
constructibilidad relativizada, definiciones formales del mismo (en ZF)
pueden encontrarse en los textos de Jech:*

(1.1) Constructibilidad relativizada: Sea ~4 un conjunto cualquiera.
Se define el modelo L(A) por induccién transfinita sobre los ordinales
de la siguiente manera:*

(Definiciones previas: Un conjunto D es transitivo si V(3 € D — 3
€ D). Dado un conjunto B, la clansura transitiva de B es el menor conjunto
(respecto a €) transitivo y que contiene a B. Se denotara por C/(B)).

LyA) = d (A3
L. (A)={X<L (A): Xes definible en la estructura
(L, ), € (¢ dEL, (D)}

LA = ﬁUX L, (A), A limite
LA =Ur,
aeOrd
Lema 3.1.1. L.(A) es el menor modelo transitivo de ZF que contiene los ordi-
nales y A € 1(A).

Una prueba de este resultado puede encontrarse en los textos men-
cionados.*

(1.2) Sea L. [{a,: n < w}] el modelo genérico de Cohen que se ob-
tiene agregando X reales genéricos con el método de forcing al modelo
1 Jech, The Axciom of..., cit.

2 Ibidem. Jech, Set Theory, cit.

B Ibidem.
Y Ibidem. Jech, The Axiom of.., cit.
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base L (la clase de los conjuntos constructibles de Godel [15]). Sea A = {a,
:n<w}. Entonces el MBCes I(A) en L. [{a : n < w}].

3.2. Algunas propiedades del Modelo basico de Cohen

Lema 3.2.1. () MBC es un modelo transitivo de ZF que contiene los ordinales.

() ASMBCy A€MBC.

(i) MBC ¥ AE.

() Ene M BCvale gue: (C (0, WO)) Cualgquier fanmilia de conjuntos no vacios
'y bien ordenables tiene una funcion de eleccion.

Una prueba de este tesultado puede encontrarse en los textos citados.®

3.3. Definicién de la Propiedad de Particién Polatizada

El Espacio topoldgico de Baire es el par (N”, ), donde N* = { / : f/: N —
N} y 7es la topologia generada por los abiertos basicos U= { f € N*: s
C / }, donde s es una sucesion finita de naturales. En otras palabras, 7 es la
topologifa producto de N* que resulta de dotar a N con la topologfa discre-
ta. Es conocido que el espacio de Baire es homeomorfo a los irracionales
considerados como un subespacio del conjunto de los nimeros reales R.*

Propiedad de Particion Polarizada (PPP): La expresion

- N - N
® 0
(O] n,
(O] — 1,

- J - J

significa que para toda (particion) IF: N*— 2 existe una sucesion de con-
juntos {H } _ tal que:

“HCo, |H|=n,y

e Fes constante en I, Hl .

 Ibidem. Jech, Set Theory, cit.
6 Ibidem.
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3.4. Prueba de que la Propiedad de Particién Polarizada es falsa en el Mo-
delo Basico de Cohen

Teniendo presente las secciones anteriores para probar que la PPP es
falsa en el MBC es suficiente con demostrar el siguiente teorema:

Teorema 3.4.1 (E Galindo - C. Di Prisco). S7 C(0, WO), entonces

®) (2
0] 2
w — 2
~ 7 ~ Y

es falsa.

Demostracion: Se usa ([0, WO) para definir una particién de N” en
dos pedazos que no admite homogéneo de la forma IT_ H , donde H, &
oy |H| = 2, para todo / € w.

En N se define la siguiente relacion de equivalencia:

x ~y <> An <V = n|x(m) = y(m)).

Para cada x € N” su clase de equivalencia X es numerable, pues el con-
junto de las sucesiones finitas de numeros naturales es numerable. Enton-
ces para cadax € N” su clase de equivalencia X es un conjunto bien ordena-
ble. En consecuencia, por C(o0, WO), existe una funcion de eleccion f para
la familia {¥: x € N*}.

Con la funcién f se define la particion G: N* — 2 de la siguiente
manera: G(X) = 0 si el menor natural 7 tal que Vi = njx(m) = [X)(m)] es
par.Y G(X)= 1 si el menor natural 7 tal que V2 = nlx(m) = f%)(m)| es impar.
G no admite homogéneo de la forma IT_ H_, pues para cadax € I1_ H,
definimos x" € I _ H., ast: X" () = X(m), si m # n'y n es el menor natural
tal que Vo 2 n|x(m)= fiX)(m)]. Y x' (1) = &, donde &£ € H \ {x(n)}. Es
claro que x' € X y que G(x)=0si sélo si G(x) = 1. O
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