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Resumen

Es conocido que el método de forcing es una de las técnicas de construccion
de modelos mds importantantes de la Teoria de conjuntos en la actualidad,
siendo el mismo muy util para investigar problemas de matemdtica y de fun-
damentos de la matemdtica. El objetivo del siguiente trabajo es estudiar tal
método, describir algunas de sus aplicaciones y ofrecer una aproximacion a
sus fundamentos metamatemdticos. Se aspira que este texto sirva de apoyo
para aprender dicho método.
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1 Introduccién

La teoria de conjuntos que se usara en este trabajo es la de Zermelo-Fraenkel
con el axioma de eleccién (ZFC) tal como es desarrollada en [D1], [K] y [J1].

Sea T una subteoria de ZFC; por ejemplo la misma ZFC, o ZF(=ZFC—
Axioma de eleccién), o ZF~ (=ZF— Axioma de fundamentacién). Sea ¢ una
proposicién del lenguaje de T. (a) Se dice que ¢ es independiente de T (o es
indecidible en T) si y sélo si T I ¢ y T I/ =p. (b) Se dice que T + ¢ es
consistente relativa a T si y sélo si:

Si T es consistente, entonces T + ¢ es consistente.

Si T es inconsistente es facil responder a la pregunta de si ¢ es indepen-
diente o no de T, la respuesta es que NO. Pero si T es consistente no es tan
facil dar una respuesta a esta interrogante, pues para decir que SI hay que
probar que T I ¢ y que T I/ =, y para decir que NO hay que probar que T
F ¢ o que T'F —y; vy en ambos casos tales pruebas pueden ser muy dificiles.
En el transcurso de la historia el intento por responder que SI a la pregunta
en cuestioén para casos especificos ha permitido la creacion de varios métodos,
los cuales hoy en dia representan un apoyo para la investigacion y una mo-
tivacion para la invencion. Uno de tales métodos es el de forcing, la técnica
de construccién de modelos que inventé Cohen (1963-64) para hacer pruebas
de consistencia relativa, y con la cual demostré que ZFC + la negacién de la
Hipo6tesis de continuo (= HC) es consistente relativa con ZFC; y que ZF + la
negacién del Axioma de eleccién (— AE) es consistente relativa con ZF. Lo
cual permitié culminar la prueba de la independencia de ambas proposiciones
de ZFC y ZF, respectivamente, pues ya Gdodel habia probado (1938-40) que
ZF 4+ HC + AE es consistente relativa con ZF, construyendo la clase de los
conjuntos constructibles (L), otra importante técnica para probar consisten-
cia relativa la cual hoy en dia se ha generalizado (por ejemplo a L(A) o L[A])
y tiene multiples aplicaciones [G-D].

Otros métodos para construir modelos de la teoria de conjuntos son, por
ejemplo, HOD(A) y Ultraproductos [J1], [Ch-Ke].

Actualmente el método de forcing es una de las técnicas de construccion



de modelos méas importantantes de la Teoria de conjuntos, siendo el mismo
muy util para investigar problemas de matematica y de fundamentos de la
matematica.

El método de forcing es la técnica que se estudiard en este trabajo y
segin Kunen [K] existen al menos dos maneras de interpretarlo: “forcing con
modelos transitivos numerables” y “forcing con modelos sintacticos o forcing
sobre V7. Aqui se usara el forcing con modelos transitivos numerables tal
como se desarrolla en [K], siendo la idea basica del mismo la siguiente: Si
se quiere probar que ZFC + ¢ es consistente relativa a ZFC se supone la
existencia de un modelo transitivo y numerable M (llamado modelo base) de
ZFC y luego se extiende M a otro modelo transitivo y numerable M[G] de
ZFC + ¢ tal que M][G] es el menor modelo transitivo de ZFC que contiene
a M U{G}, y M|G] y M tienen los mismos ordinales. M|[G]| se llama la
extension genérica de M correspondiente a G, donde G es un P-genérico
sobre M, es decir, G cumple con (a) y (b): (a) G es un filtro sobre un orden
parcial con un mayor elemento (P, <, 1), orden parcial que pertenece a M.
Y (b) G intersecta a cualquier subconjunto denso D de (P, <,1) que este en
M. En sintesis, dado un (P, <,1) € M y un G P-genérico sobre M se define
M|G] = {r¢ : 7 € M?}, donde M? es el conjunto de todos los P-nombres
de M y 7¢ es la interpretacion(o el valor) de 7 en G. La idea que se usa
para extender M a M[G] puede recordar el Teorema de Kronecker [F] en
algebra sobre extension de cuerpos: Dados un cuerpo F'y un polinomio f(x)
no constante en el anillo de polinomios en = con coheficientes en F', F|x];
existe un cuerpo F que extiende a F'y existe a € F tal que f(a) =0.

La siguiente figura sugiere la idea de la extension de M a M|[G] usando
forcing con modelos transitivos numerables:

M MI=]
(p,<,2)
CERY

&~




Ademas de los modelos M, los ordenes parciales (P, <, 1), los conjuntos
densos D, los G P-genéricos sobre M, los P-nombres y las extensiones M |[G];
en el forcing con modelos transitivos numerables se utiliza la relacién de for-
cing plk ¢ (p fuerza a ), donde p € P. Esta relacién y los otros componentes
mencionados en el parrafo anterior se definiran en la seccién siguiente (2).

Este trabajo contiene a mi tesis de maestria llamada “Forcing y reales
genéricos” [Gal] y algunos resultados y reflexiones posteriores que he reali-
zado sobre el tema.

La exposicion se realizara en el siguiente orden: En la siguiente seccién (2)
se presentaran algunos conceptos preliminares, incluyendo la descripcién de
ZFC y del método de forcing con modelos transitivos numerables; luego en la
seccién 3 se ofreceran algunas aplicaciones del método de forcing, incluyendo
la prueba de Cohen de que la negacion de la hipotesis del continuo es consis-
tente con ZFC; y por tultimo, en la seccién 4, se expondra una aproximacion
a los fundamentos metamatematicos del método de forcing.



2 ZFC, el Método de forcing con modelos
transitivos numerables y otros conceptos
preliminares

2.1 Introduccion

La finalidad de esta seccion es presentar la Teoria Axiomaética de conjuntos de
Zermelo-Fraenkel con el Axioma de eleccién (ZFC), el Método de forcing con
modelos transitivos numerables y algunos otros conceptos preliminares nece-
sarios para desarrollar este trabajo. Entre ellos estan: Ordinales, cardinales,
Aritmética transfinita, la clase de los conjuntos constructibles de Gadel, car-
dinales inaccesibles, los Teoremas de incompletitud de Gaodel, arboles perfec-
tos, los espacios topolégicos de Baire y Cantor, etc.

2.2 ZFC

Sea L¢ el lenguaje de primer orden con identidad que tiene como tnico
simbolo no constante en su alfabeto al relacional binario €. Como es usual,
dada una férmula ¢ de L y dada una secuencia finita de variables distintas,
Vo, . .-, Uy del alfabeto de Le, la expresién ¢(vy, ..., v,,) significa que las
variables libres de ¢ son a lo sumo vy, ..., v,. ZFC es el siguiente conjunto
de axiomas (en L¢) para la teoria de conjuntos, entendiendo (intuitivamente)
por teoria de conjuntos a la coleccion de todas las sentencias verdaderas en
el UNIVERSO DE LOS CONJUNTOS:

1. AXIOMA DE EXTENSIONALIDAD: Si dos conjuntos tienen los mismos
elementos, entonces ellos son iguales.

VaVy(Vz(z €x > 2 €y) > x =)

2. AXIOMA DEL CONJUNTO VACIO: Existe un conjunto que no tiene ele-
mentos.

JaVy(y & x)
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El conjunto sin elementos es tinico y se denotard por ().

. AXIOMA DE PARES: Dados dos conjuntos x e y existe un conjunto z
cuyos elementos son exactamente x e y.

VaVydzVr(re z — (r=xzV r=y))

El conjunto z es unico y se denotard por {z,y}.

. AXIOMA DE LA UNION: Si z es un conjunto, entonces existe un con-
junto y cuyos elementos son los elementos de los elementos de .

VedyVz(z € y < Jw(w € z A 2z € w))

El conjunto y es tnico y se denotara por Uzx.

Para comentar el siguiente axioma es conveniente introducir una defini-

cién: Se dice que una férmula ¥ (x1, ..., x,, z,y) es una relacion fun-
cional en x,y con pardmetros py, ..., p, si la formula ¢ (py, ..., pn, 2, y)
que se obtiene fijando los valores de x1,...,x, en py,...,p, cumple

que: VaVyVz (¥ (p1, .oy Pr, T, Y) AV(P1y .o Pny T, 2) — Y = 2).

. AXIOMA (ESQUEMA) DE REEMPLAZO:
Para cada férmula ¢(x1,...,x,,z,y) la siguiente proposicién es un
axioma(de reemplazo):
V.. Ve, [VaVyVz(e(z, ..., Tn, 2, y) ANe(X1, .o Ty T, 2) — Y = 2)
— YuduVy(y € v« Jx(z € u AN (T1,...,20,2,Y)))]

Es decir, si la férmula obtenida de ¢(z1,...,z,, x,y) fijando valores
para las variables x1, ..., x, es una relacién funcional en x, y; entonces,
dado un conjunto wu, existe un conjunto v cuyos elementos son las
imagenes de los elementos de u por esa relacién funcional. FEl con-

junto v es tnico y se denotard por {y : Ix € up(p1, ..., Pn, T, y)}, si
los conjuntos p1,...,p, son los valores que se le fijaron a las variables
T1y-e-yTp.



6. AXIOMA (ESQUEMA) DE SEPARACION O DE COMPRENSION:

Para cada férmula ¢(z1, ..., x,, =) la siguiente proposicién es un axio-
ma(de separacién):

V.. Ve,VzayWw(w € y — w € z A p(x1, ..., Tn,w))

Es decir, dada la propiedad obtenida de ¢(xy, ..., x,, ) fijando valores
para las variables x4, ..., x,, por ejemplo py,...,p,, y dado un conjunto
z, existe un conjunto y cuyos elementos son los elementos de z que
satisfacen ¢(p1, ..., pn, ).

El conjunto y es tnico y se denotard por {z € z : ¢(p1,...,Pn,x)} O
por{z:x€2Np{pP1,-- ,Dn,T)}

7. AXIOMA DEL CONJUNTO DE PARTES: Dados dos conjuntos w y u se
dice que w es un subconjunto de v (w C u) si Vz(z € w — z € u). El
axioma de partes dice que para todo conjunto x existe un conjunto y
cuyos elementos son los subconjuntos de x.

VedyVz(z € y < z C x)

El conjunto y es unico y se denotara por P(x).

El resto de los axiomas se enunciaran después de las siguientes defini-
ciones: (I) {z} ={z,z}. (II) 2Uy = U{x,y}. (III) s(z) = zU{x}. (IV)
(z,y) = {{a} {z, y}). (V) o xy ={(z,w): zexrwey}. (V) zes
una relacionen rxysi z C xxy. Si z esunarelacion en zxy a veces se
escribird vzw en vezde (v, w) € z. SizesunarelacibnenzXxy y x =y
se dice que z es una relacién en = .(VII) dom(z) = {z : Jy((x,y) € 2)}.
(VIII) rango(z) = {y : Jz((z,y) € 2)}. (IX) f es una funcion de x
en y(f :x — y) si f es una relacién en = X y, y para cada v € z
existe un unico w € y tal (v,w) € f. A veces se escribird f(v) = w
en vez de (v,w) € f. (X) f es sobreyectiva si rango(f) = y. (XI)
[ es inyectiva si: Yv,w € dom(f)(f(v) = f(w) — v = w). (XII) f
es biyectiva si f es inyectiva y sobreyectiva . (XIII) Si w C x, en-
tonces flw = {(v, f(v)) : v € w}y ffw = {f(v) : v € w}. (XIV)
={f:fry—za} XV)z—y={z€z:2&y}. (XV)Sixz =0,
Nx=0.Six#0,Nzx={z:Yy€ax(zey)} (XVI)vnNnw=n{v,w}.
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8.

10.

AXIOMA DEL INFINITO: Un conjunto z es inductivo si ) € x y para
todo conjunto z, si z € x entonces s(z) € x. El axioma del infinito dice
que existe un conjunto inductivo.

Jz(x es inductivo)

AXIOMA DE FUNDAMENTACION: Para cualquier conjunto z, no vacio,
existe un elemento y con el cual x no tiene elementos en comun. Esto
quiere decir que y es minimal en x con respecto a €.

Voe(r £ 0 — Jy(lyex Aynax =0)

AXIOMA DE ELECCION: Dado un conjunto z se dice que la funcién
f es una funcién de eleccién (o una funcién selectora) para = si el
dom(f) = x — {0} y para todo z € dom(f), se tiene que f(z) € z. El
axioma de eleccion dice que todo conjunto tiene un funcién selectora.

Vx3f( f es una funcién de eleccién para x)

Sea F la relacion de demostrabilidad en el calculo de predicados de primer
orden con identidad correspondiente al lenguaje L [E2], [Me]. Sea ¢ una
proposicién de Le. ¢ es un teorema de ZFC si ZFCF .

2.3 Ordenes parciales, anticadenas, conjuntos densos

y filtros

Definicién 2.3.1. Sea A un conjunto y R una relacion en A(es decir,
RCAXxA)

1.

R es reflexiva si y solo si Vo € A(xRx)

2. R es simétrica si y solo siVr,y € A(xRy — yRx)
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3. R es transitiva si y solo siVr,y,z € A(xRy NyRz — zRz)
4. R es antisimétrica si y solo siVr,y € A(xRy NyRx — x =y).

Definicién 2.3.2. 1. Un orden parcial es un par (P, <) donde P es un
congunto no vacio y < es una relacion en P que es reflexiva y tran-
sitiva. Los p € P se llaman condiciones y cuando p < q se dice que p
extiende a q. (P, <) es un orden parcial propio si y sélo si < es anti-
simétrica. En este caso se define, p < q < p < qAp#q, y decimos
que (P, <) es también un orden parcial (estricto). Es claro que en el
orden parcial (P, <) la relacion < es transitiva y Vp € P(p £ p).

2. El par (P, R) es un orden total (o lineal) si el par (P, R) es un orden
parcial, y la relacion R satisface la propiedad de tricotomia: Vx,y €
P(zRy VvV yRx VvV z = y). Si Vp € P|=(pRp)], se dice que (P, R) es un
orden total estricto.

3. Un o.p.m es un orden parcial con un mayor elemento. FEs decir, es
una terna (P, K, 1) tal que (P, K) es un orden parcial y 1 es un mayor
elemento de P, es decir, 1 € P yVx € P(xK1).

Definicién 2.3.3. 1. Sean (P, R) un orden parcialy D C P. x € P es
un elemento minimal (mdximal) de D st x € D A no existe ningun
y € D tal quey # x N yRx (xRy). x es una cota inferior (superior) de
D siVy € D(xRyVy =x) (yRxVy =z). z es un infimo (supremo) de
D si x es cota inferior (superior) de D N para todo y € P, si y es una
cota inferior (superior) de D, entonces yRxVy =z (xRyVy=1). x
es un menor (mayor) elemento de D six € D N Yy € D(zRy V y =
z) (yRx Vy=ux).

2. El par (P, R) es un buen orden si (P, R) orden parcial y cualquier sub-
conjunto no vacio de P tiene un menor elemento. Si (P, R) es un orden
parcial estricto,se dice que (P, R) es un buen orden estricto (Notar que
si R es un buen orden, entonces R es un orden total).

(En algunos casos, cuando hablemos de un orden en cualquiera de sus
variantes escribiremos solo su universo omitiendo la relacion, por ejem-
plo, escribiremos P en lugar de (P, R)).
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Un importante resultado sobre conjuntos bien ordenados es el Principio
de Inducciéon transfinita, a continuacion se enuncia y una prueba del mismo
puede encontrarse en [D1]:

Teorema 2.3.4 (Principio de Induccién transfinita (1)). Sea (A, R)
un congunto bien ordenado y p(x) una formula del lenguaje de la Teoria de
Conguntos. Entonces:

(Vo € AlVy € A(yRz — ¢(y)) — ¢(x)]} — Vo € Ap(z).

Otros resultados importantes para este trabajo que ya se pueden enunciar
son el Principio del Buen Orden, Todo conjunto se puede bien ordenar, y el
Lema de Zorn. Es conocido que dichas proposiciones son equivalentes al
Axioma de eleccién, una prueba de ello puede encontrase en [D1]. También
se sabe que existen muchas otras proposiciones equivalentes a estas tres, un
tratamiento de ellas puede encontrase [H-R] y [J2]. A continuacién se enuncia
el Lema de Zorn:

Teorema 2.3.5 (Lema de Zorn). Sea (A, R) un conjunto parcialmente
ordenado tal que cada X C A totalmente ordenado tiene una cota superior
en A. Entonces A tiene un elemento madximal.

Vale la pena enunciar ahora el Principio de Eleccion Dependiente (DC),
una versién débil del Axioma de eleccion que implica eleccién numerable: “Toda
familia numerable de conjuntos no vacios tiene una funcién selectora”. Eleccién
numerable es muy utilizada, por ejemplo, en el anélisis mateméatico [J1]:

Teorema 2.3.6 (Principio de eleccién dependiente (DC)). Si E es una
relacion binaria sobre un conjunto no vacio A, y si para cualquier a € A existe
un b € A tal que bEa, entonces existe una secuencia ag,ay,as, ..., 0y, ... €N
A tal que: any1Fay,, para todo n € N.
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Definicién 2.3.7. Sea (P, <) un orden parcial . Una cadena en P es un
conjunto C' C P tal que ¥p,q € C(p < qVq < p). p yq son compatibles (p|q)
sty solo si Ir € P(r <pAr <gq). pyq son incompatibles ( pLq ) siy sdlo
st ~dr € P(r <pAr <gq). Una anticadena en P es un subconjunto A C P
tal que Vp,q € A(p # q — pLq).

Definicién 2.3.8. Sea (P, <) un orden parcial. D C P es denso en P siy
solo si¥p € Pag € D(q <p). Si D C P yp¢€ P, entonces D es denso bajo
p en P siy solo si para cualquier ¢ € P tal que q < p, existe un r € D tal
quer < q. G C P es un filtro sobre P si y solo si:

1.VpqeGIreGir<pAr<yq)

2.VpeGVqeP(p<q—qei).

El siguiente Teorema es muy 1til y su prueba es inmediata:

Teorema 2.3.9. Sean (P, <) un orden parcial y p € P. El conjunto {q €
P:q<pVqlp} es denso en P.

2.4 Clases, ordinales, cardinales, los conjuntos bien
fundamentados, los conjuntos constructibles de Godel,
cardinales inaccesibles

Dada una férmula ¢ (x) decimos que la coleccién {x : ¢(x)} es una clase. Mas
generalmente, dada una férmula ¢(z,xy,...,x,) decimos que la coleccion
{z : o(z,p1,...,pn)} es una clase, donde los pi,...,p, son conjuntos que
sirven como parametros para la definiciéon. Hay clases que son conjuntos, en
particular todo conjunto es una clase pues si x es un conjunto, entonces la
clase {z : z € © A z = z} es un conjunto por el axioma de separacién, y
x={z:2 €€ x Az =2z} por el axioma de extensionalidad. Sin embargo,
hay clases que no son conjuntos (clases propias), ya que el suponer que son
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conjuntos implica una contradiccion, cinco ejemplos importantes de ellas son
los siguientes:

(a) Los ordinales (Ord) : Se dice que un conjunto x es transitivo si Vz(z €
x — z C x). Un conjunto « es un ordinal si es transitivo y estd
estrictamente bien ordenado por €, es decir, si es transitivo y el par
(ar, €4) es un buen orden estricto, donde €,= {(v,d) € a x a : y € §}.
Ord = {z : x esun ordinal}. Ord estd estrictamente bien orde-
nada por €. Sean « y (8 dos ordinales. Se define o < # < a €
(. La clase de los ordinales la podemos definir intuitivamente asi:
0=0,1={0},....m=40,...,n—1},..., w = {0,1,2,3,...} = N,
w+1={0,1,2,3,...;w}, w+2=1{0,1,2,3,.. ;w,w+ 1}, w+ 3 =
{0,1,2,3,.. ;w,w+l,w+2},...,wtw={0,1,2,. . .;w,w+1,w+2,w+
3,...1 (w+w)+1={0,1,2,.. ;w,w+1lL,w+2,w+3,...,w+w},....
De esta forma se ve claramente que cada ordinal es igual al conjunto
de los ordinales que lo preceden. Un ordinal « es sucesorsi a = 3+ 1,
para algin ordinal 3. Por ejemplo: 5, w + 1 y w+ 2. Un ordinal es
limite si no es cero ni sucesor. Por ejemplo, w y w + w.

Un resultado muy importante que se cumple para cada ordinal «a y
para la clase Ord, que se deriva de su buen orden, es el Principio de
induccién transfinita, es decir, el Principio de induccion transfinita vale
para cada ordinal « y para la clase Ord, y es una herramienta muy
util para hacer demostraciones sobre propiedades de los ordinales y
también para realizar definiciones. A continuacion se plantea la versién
mas utilizada para el caso de Ord, la prueba de la misma se hace
por reduccion al absurdo de manera analoga a como se hace para los
conjuntos bien ordenados (A, R) en [D1]:

Teorema 2.4.1 ( Principio de induccién transfinita modificado
para Ord). Sea ¢(x) una formula con una variable libre del lenguaje
de la Teoria de conjuntos. Entonces:

{#(0) AVa € Ord(p(a) — (') A

Va € Ord[(alimite A V3 < ap(B)) — ¢(a)]} — Ya € Ord p(«).
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Aritmética ordinal:

Un resultado bien importante que permite asignarle a cada conjunto
bien ordenado un tnico nimero ordinal se expresa a continuacién, una
prueba del mismo puede encontrarse en [D1] y usa el Axioma de reem-
plazo:

Teorema 2.4.2 (Teorema del Tipo de Orden). Para todo conjunto
bien ordenado (A, R) existe un tinico ordinal isomorfo a €l. Tal ordinal
se denomina “el tipo de orden de (A, <)”.

A continuacion se definen las operaciones de suma, producto y poten-
ciacién ordinal, dichas operaciones satisfacen algunas propiedades de la
aritmética de los nimeros reales, pero otras no. Una presentacion de

los resultados bésicos de las mismas puede encontrarse en [D1], [E1] y
[H-J]:

Suma y producto:

Sean a y (3 dos ordinales y (A, R) y (B,S) dos buenos ordenes cuyos
tipos de orden son « y [3, respectivamente, y tales que AN B = {):

(1) Se define av+ 3 como el tipo de orden del buen orden (AUB, R®.5),
donde R@ S =RUSU (A x B). Es decir, R® S es el buen orden que
se obtiene poniendo B con su orden a continuacién de A.

Usando el Principio de induccién transfinita (modificado) « + 5 puede
definirse por inducciéon en [ de la siguiente manera:

a+0=«a

at+(y+1)=(a+7)+1
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at+ A= J{a+d:0 <A} (\limite).

(2) Se define .3 como el tipo de orden del buen orden (A x B, R*S),
donde R* S se define de la siguiente manera: (aq, 51)R * S(ag, B2) siy
s6lo si ($1532) o (B1 = Py as Raz). Es decir, a.f3 es el tipo de orden
que se obtiene si se toma un orden de tipo « y se repite [ veces.

Usando el Principio de induccién transfinita «.f puede definirse por
induccién en [ de la siguiente manera:

a.0=0
a.(y+1)=(ay)+a

ad=|J{e.6:6 <A} (\limite).

Potenciacion:

Usando el Principio de induccién transfinita o puede definirse por
induccién en ( de la siguiente manera:

=1
ot =a.a

ot = U{a5 :0 < A} (A limite).
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(b) Los cardinales (Card): Dos conjuntos v y w son equipotentes si existe
una funcién f : v — w que sea biyectiva. Un conjunto k es un
cardinal si es un ordinal y no es equipotente a ningin ordinal menor
(es decir, si no es equipotente a ninguno de sus elementos). Card =
{z : x es un cardinal}. Cada cardinal infinito tiene la forma R, (0 w,),
para algin ordinal «, donde los X, se definen por induccién transfinita
en los ordinales de la siguiente forma:

N(] =W
Nor1 = (Ry)™ = {3 € Ord : Bes equipotente a algiin subconjunto de R, }

N, = U N3, siyes limite
B<y

Un cardinal es sucesorsi es de la forma X, para algin ordinal o. Por
ejemplo Ny, Ry y N3. Y es limite si es de la forma R, para algin ordinal
limite 7. Por ejemplo N, y N, 1,.

Sean k,n dos cardinales. k < 1 < existe una funcion f : Kk — 7 que
sea inyectiva. Sea z un conjunto. Se denotard por |z| al inico cardinal
k equipotente con x. Tal cardinal existe por el Axioma de eleccion.
x es finito si existe un n € w tal que |x| = n. = es infinito si no es
finito. x es numerable si |z| < Ng.  Sean (P, <) un orden parcial y
k un cardinal. P tiene la condicion de k-cadena si y sélo si cualquier
anticadena en P tiene cardinal < k. Si Kk = N; se dice que P tiene la
condicion de cadena contable.

Aritmética cardinal:

A continuacion se definen las operaciones de suma, producto y poten-
ciacién cardinal, dichas operaciones satisfacen algunas propiedades de
la aritmética de los numeros reales, pero otras no. También tienen
similitudes y diferencias con la aritmética ordinal. Una presentacion
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de los resultados bésicos de las mismas puede encontrarse en [D1], [E1]
y [H-JJ:

Sean k y 0 dos cardinales y dos conjuntos A y B tales que k =| A |,
0=|B|y AnB=4.

k+0=|AUB|.
k.0 =| Ax B|
W =] A7

Una vez definida la potencién cardinal se puede explicar cudl es la
Hipdtesis del continuo de Cantor:

Cantor conocia que | R |= 2%, Y también demostrd, usando la famosa
prueba de la diagonal [Mos], que | R |>| N |= Ry. Entonces, surge
la interrogante ; Qué R, es 2%0? ;2% =8, 7 ;2N =R, ?
Mo = N7 ;2% =N, 7 ete.. ; Existird algin cardinal intermedio
entre | N |y | R | ?. Cantor conjeturé que NO, es decir, que 2% = Xy,
pero nunca logré probar tal conjetura. La afirmacién 2% = X; es lo
que se llama Hipdtesis del continuo. Mas adelante (en la seccién 3)
se comentard algunos resultados relevantes sobre este tema que se han
obtenido después de Cantor.

Los conjuntos bien fundamentados WF: Se define por induccién trans-
finita en los ordinales asi:

Ry =10
Ra—l—l = P(Ra)

Ry = UMRB, A limite.
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WF = U R..

acOrd

Si z € WF entonces el rango de x, p(z), es el menor ordinal « tal que
x € Ra+1.

El universo (V):

V={z:x=uz}

Por el Axioma de Fundamentacion se tiene que V. = WF.

Nota: Muchos textos denotan a los conjuntos R, anteriores asi: V,. Y
la secuencia creciente de los R, se le llama: “Jerarquia acumulativa de
conjuntos de J. von Neumann”.

Los conjuntos constructibles de Gédel (L):

Antes de dar la definiciéon introduciremos la definicion de definibili-
dad en una estructura [Ch-Ke|, [D2]: Sea una estructura 21 = (A, <
R%‘ > By, < ff‘ > ues, < c?l >¢ep) Para un lenguaje £. Decimos que un
subconjunto B C A es definible en 2 si existe una férmula ¢(x) del
lenguaje £ tal que B = {z € A: A = ¢[z]}. Se dice que B es definible
en 2 con pardmetros si existe férmula ¢(x, z1,. .., z,) del lenguaje £
y existen ay,...,a, € Atal que: B={z€ A: A = p[z,a1,...,a,]}.

L se define por induccién transfinita en los ordinales de la siguiente
manera:

Lo=10
Loy ={X C L, : X es definible en la estructura
(Lo, €,(b:b€ Ly))}
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Ly=|JLs, Xlimite.
BEA

L:ULQ

aceOrd

Es claro que en el paso sucesor la expresiéon “X es definible en la estructura
(Lo, €,(b:b € L,))” supone que se tiene un lenguaje de primer orden
con identidad, cuyos simbolos no légicos son: Una constante b para
cada b € L, y un simbolo relacional binario € para la relaciéon de
pertenencia €. Formalizaciones (en ZF) de la definicién intuitiva de L
pueden encuentrarse en [K] y [J1].

El concepto de clase transitiva es andlogo al de conjunto transitivo. Es
decir, una clase C es transitivasi Vz(z € C — z C C). Las clases Ord,
WEF, V y L son transitivas. Importantes propiedades de las clases
transitivas se mencionaran méas adelante.

Cardinales regqulares e inaccesibles:

Sea a un ordinal limite.Decimos que § < « es cofinal con « si existe
una funcién creciente f :  — « tal que para todo £ < «, existe un
d < [ tal f(0) > & (es decir, la imagen de f es no acotada en «).

Dado «, la cofinalidad de «, cof(a), es el menor ordinal cofinal con
a. Con respecto a la cofinalidad se cumple lo siguiente: cof(«) es el
menor cardinal § tal que existe una particion de a en 3 pedazos cada
uno de los cuales tiene cardinalidad estrictamente menor que a.

Un cardinal infinito k es regular si es igual a su cofinalidad. Decimos
que es singular en caso contrario. Ejemplos: w es regular y R, es
singular. Se puede demostrar que para cada ordinal «, el cardinal N,
es regular [D1].
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Un cardinal x es un limite fuerte, si para todo cardinal a < kK se
tiene que 2% < k. Un cardinal k > w es fuertemente inaccesible (o
simplemente inaccesible) si es regular y limite fuerte. Decimos que &
es débilmete inaccesible si es regular y limite.

Con respecto a los cardinales inaccesibles es conocido que: (1) Si k es un
cardinal inaccesible, entonces R, (o V};) es un modelo de ZFC [J3], (2) a
partir de ZFC no se puede demostrar que existan cardinales inaccesibles
[J3], ¥ (3) no se puede construir un modelo con ZFC donde valga ZFC
+ “Existe un cardinal inaccesible” [K]. Una prueba de estos resultados
puede encontrarse en las referencias mencionadas. El Segundo Teorema
de Incompletitud de Gddel (1931) es fundamental en la prueba de (3),
es decir, si ocurre (3) se usa (1) y se obtiene una contradiccién con
dicho teorema. Una prueba de los Teoremas de Incompletitud de Godel
(primero y segundo) puede encontrarse en [Me] y [E2]. A continuacién
se enuncian todos estos resultados mencionados en dos teoremas, uno
de los teoremas utiliza el término recursivo, una nociéon compleja de
definir, se entendera intuitivamente como “efectivamente calculable”
(Tesis de Church, 1936), una definicién rigurosa de recursivo puede
encontrarse en [Me]:

Teorema 2.4.3 (Teoremas de Incompletitud de Gdédel). Sea S
un sistema axiomdtico recursivo y suficientemente fuerte como para
deducir en él la Aritmética de Peano. Entonces:

(1) Primer Teorema: Si S es consistente, entonces S es incompleto (es
decir, S tiene proposiciones indecidibles, es decir, existe al menos una

proposicion p tal que St o y S —p).

(2) Segundo Teorema: Si S es consistente, entonces St/ “S es consis-
tente”.

Teorema 2.4.4 (Cardinales inaccesibles). (1) Si k es un cardinal
wnaccesible, entonces V. es un modelo de ZFC.

(2) Si ZFC es consistente, entonces ZFC't/ “Existe un cardinal inacce-
sible”.
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(3) ZFC'tf Si ZFC es consistente, entonces ZFC + “Eziste un cardinal
inaccesible” es consistente.

La proposicién “Existe un cardinal inaccesible” es un ejemplo de axi-
oma de grandes cardinales.

Ahora definiremos tipos de cardinales inaccesibles que nos permitiran
dar dos ejemplos adicionales de “axiomas de grandes cardinales”: Los
cardinales medibles y los cardinales supercompactos. Primero debemos
dar una definicion previa de la Teoria de Modelos de inmersion ele-
mental entre estructuras:

Sean dos estructuras para un lenguaje L£: A = (A < R%‘ > By, <
f2 >ues, < 2 >een), ¥ B = (B, < RP >pey, < X >ues, < €& >een)-
Se dice que una funcién h : A — B es una inmersion elemental de 24
en B si y solo si:

(1) h es una inmersion de 24 en B, es decir:
(1.1) h es inyectiva.

(1.2) Para cada simbolo relacional Rg de L, si n es la aridad de Rg,
entonces para cada (ai,...,a,) € A"

R?(al, ce ) S R?(h(al), oy h(ay)).

(1.3) Para cada simbolo funcional f, de £, si n es la aridad de f,,
entonces para cada (ai,...,a,) € A" :

W(f2ar, ., a0) = fB(R(ar), ..., h(an)).

(1.4) Para cada simbolo constante c¢ de L:
h(c?) = c?.
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(2) Para cada férmula p(zxy, ..., x,) de £ y para cada (aq, . .., a,) € A™

A = plar,...,an] < B |= ¢plh(ar), ..., h(an)].

Se dice que A esta inmersa elementalmente en B si existe una inmersion
elemental de 2 en B. En otras palabras esto significa que 8 contiene
una subestructura € que es isormorfa a 2 (Ver definicién de subestruc-
tura e isomorfismo entre estructuras en el capitulo 3). La estructura de
los racionales con su orden usual (Q, <) estd inmersa elementalmente
en (R, <).

Un cardinal x es medible si existe una inmersion elemental no trivial
j V. — M del universo V' en una clase transitiva M que continene
todos los ordinales tal que & es el primer ordinal movido por la inyeccién
J [D3]. Kunen probé que la clase M no puede ser el universo completo.
Es conocido que si £ es medible, entonces k es inaccesible, y que
la implicacién inversa no vale [D1]. Y més todavia: Si x es medible,
entonces existen k cardinales inaccesibles menores que x [D3] . En
consecuencia el axioma “Existe un cardinal medible” es mas fuerte que
“Existe un cardinal inaccesible”.

Hay axiomas de grandes cardinales méas fuertes que los dos anterio-
res, por ejemplo el que afirma “Existe un cardinal supercompacto”.
Donde cardinal supercompacto se define asi: Un cardinal x es A\ —
supercompacto si existe una inmersion elemental j : V. — M del
universo V' en una clase transitiva M que contiene todos los ordinales
tal que k es el primer ordinal movido por la inyeccién j, j(k) > A, y
M?* C M (es decir, todas las A-secuencias de elementos de M son ele-
mentos de M) [D3]. Un cardinal k se dice que es supercompacto si es
A-supercompacto para cualquier A. Es conocido que si x es supercom-
pacto, entonces k es medible y existen s cardinales medibles menores
que x [D3], [Ba2].

Antes de terminar esta subseccién se formulara el concepto de cardinal
de una estructura, isomorfismo entre estructuras y subestructura:
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Sea 2 siguiente estructura:

A = (A, < R >pey, < [ >pes: < Cg >een)

., Cudl es la cardinalidad de la estructura A7 La cardinalidad de 2A es
la cardinalidad de su universo A.

Isomorfismo entre estructuras:

Sean A = (A, < RY >pey, < [ >pes, < & >een), v B = (B, <
R? >geqy, < f“% > s, < c? >e¢ep) dos estructuras para un lenguaje £. A
y B son isomorfas (A = B) si existe una inmersién h : A — B que es

sobreyectiva, es decir, si h es una biyeccién tal que:

(1) Para cada simbolo relacional Rg de £, sin es la aridad de Rg, entonces
para cada (ay,...,a,) € A"

R?(al, ceay) & R?(h(al), oy h(ay)).

(2) Para cada simbolo funcional f,, de £, si n es la aridad de f,, entonces
para cada (ay,...,a,) € A" :

W2 ar, . a0) = fB(R(ar), .., h(an)).

(3) Para cada simbolo constante c¢ de £ se tiene que:

h(c?) = c?.

Subestructuras:

Sean 20 y B dos estructuras para un lenguaje L. Se dice que 2l es una
subestructura de 2B si y sélo si:

(1) AC B
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(2) Para cada simbolo relacional n-ario R de L,
R¥*=R®NA".

(3) Para cada simbolo funcional n-ario f de L,
=gy an

(4) Para cada simbolo constante ¢ de L se tiene que:

c =cCc .

Otras relaciones entre estructuras, por ejemplo inmersion elemental, ya
se ha definido anteriormente a los fines de definir ciertas clases de cardinales
inaccesibles como por ejemplo cardinales medibles y cardinales supercom-
pactos.

2.5 Topologia y Medida

Definicién 2.5.1. Sea S un conjunto no vacio.

1. Un dlgebra de conjuntos (o un cuerpo de conjuntos) sobre S es una
coleccion A de subconjuntos de S, con las siguientes propiedades:

(a) Se A
(b) Si Ae A, entonces S — A€ A.
(c) Si A,B € A, entonces AUBe A y ANB € A.

El conjunto S — A se llama el complemento de A y se denota por A°.

2. Si ademds de (a),(b) y (c) A satisface (d) se dice que A es una o-
algebra de conjuntos sobre S:

(d)Si{A;:1ew}CA entoncesUAiEA ymAiEA.

1EW S
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3. Sea Z CP(S). o(Z)=({A: Z AN Aes o — dlgebra}.

El conjunto o(Z) definido en la clausula (3) es una o-dlgebra de conjuntos
sobre S, y es la menor o-algebra de conjuntos sobre S que contiene a Z.

Definicién 2.5.2. El par (X, d) es un espacio métrico si X es un conjunto
no vacio y d: X x X — R tal que para todo x,y,z € X se cumplen (a),

(b), (c)y (e):
(a) d(z,y) =0
(b) d(z,y
(¢) d(z,y
(¢) d(z,2) < d(z,y) +d(y,2)

sty solo st x =y

0
d(y,x)
d

)
)
)
)
Se dice que d es una métrica de X.

Definicién 2.5.3. 1. Un espacio topoldgico es un par (X,7T) donde X
es un conjunto no vacio, T C P(X) y se cumple (a),(b)y (c):

(a) XeT,DeT
(b) Si Oy €T yOy €T, entonces, O NOy €T
(c) Si Z C T, entonces, UZ € T .

Se dice que T es una topologia para X. Los elementos de T se llaman
abiertos. 'Y C X es cerrado < X — Y es abierto. Sea W C X.
El interior de W, W°, es el mayor subconjunto abierto de X que esta
contenido en W. La clausura de W, W, es el menor subconjunto cerrado
de X que contiene a W. W es denso en X si W = X. X es separable
st tiene un subconjunto denso numerable.

2. Sea (X,7T) un espacio topolégico. Sean A C X yx € X. z es un
punto de acumulacion (o punto limite o punto derivado) de A si y sdlo
st para todo conjunto G C X: Si G es abierto y x € G, entonces
G —{x}NA#(. El conjunto de los puntos de acumulacion de A (o el
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conjunto derivado de A) se denota por A'. x es un punto aislado de A
si y sélo si x € A y existe un abierto G (xt € G NG—{xz}NA=0). A
es perfecto si A es distinto de vacio, cerrado y no tiene puntos aislados.
A es nunca denso si el interior de la clausura de A es vacio ((A)° = 0).
En otros términos, si X \ A es denso en X. Un subconjunto D C X
es magro si es la union numerable de conjuntos nunca densos. Un
conjunto A tiene la propiedad de Baire si existe un abierto G tal que
AAG es magro (AANG = (A\G)U(G\A) ). La sucesion {ay : k € w} C
X converge a un a € X (lo cual se denota por limg_, ar, = a) si y solo
si para todo congunto abierto G tal que a € G In € WWm > n (a,, € G).

Si (X,7) es un espacio topoldgico y W C X es denso en X, entonces
para todo abierto no vacio G( W NG # 0).

Sea X un conjunto. Obviamente P(X) es una topologia para X. Esta
topologia se llama la topologia discreta de X.

Definicién 2.5.4. Sea (X,7T) un espacio topolégico y H C T.
1. H es una base de T st todo O € T es la union de elementos de H.

2. H es una subbase de T si el conjunto de todas las intersecciones finitas
de elementos de H es una base de T .

Teorema 2.5.5. Sean X un conjunto no vacio y H C P(X). H es una base
de alguna topologia de X si y solo si X = UH y para todo Hy,Hy, € H: Si
x € Hy N Hy entonces existe un Hy € H tal que x € H3 C H; N Hs.

Una prueba del teorema anterior se encuentra en [Ro].

Teorema 2.5.6. Si X es un conjunto no vacio y D C P(X) tal que D # ()
y X = U{d : d € D}, entonces D es una subbase de una topologia tinica T
de X. FEs decir, las intersecciones finitas de los elementos de D determinan

una base de la topologia T de X. En este caso se dice que T es generada por
D.
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Sea A un subconjunto no vacio de X y (X, 7) un espacio topoldgico . La
clase T4 de todas las intersecciones de A con los subconjutos 7 -abiertos de
X es una topologia de A. Esta topologia se conoce como la topologia relativa
(0 inducida) de A o la relativizacién de 7 de A. El espacio topoldgico (A, Ty)
es un subespacio de (X, 7).

Sean (X,77) vy (Y,75) dos Espacios Topoldgicos. Sea una funcién f :
X — Y . Sedice que f es continua siy sélo si: Si A € Ty, entonces f~1(A) €
T;. Se dice que (X,77) v (Y,73) son homeomorfos (o topolégicamente equi-
valentes) si y sélo si existe una funcién biyectiva h : X — Y tal que h
y h™! son continuas. Un espacio topoldgico (X,7) es metrizable, si existe
una métrica d de X que genera a 7. Un espacio topolégico métrico (X, 7T)
es completo si toda sucesion de Cauchy converge. Un espacio topoldgico es
un espacio polaco si es métrico, separable y completo. Ejemplos de espacios
polacos son R con la topologia usual y el intervalo [0, 1] con la topologia usual.
También los espacios de Baire y Cantor que definiremos méas adelante.

Sea {Y; : i € I} una familia de conjuntos. Y sea Y el producto cartesiano
de tales conjuntos. Es decir,

Y=[[Yvi={f:f:1—JYi AViel(f(i)eY)}
iel iel

Para cada i € I se define la proyeccion p; : Y — Y; del siguiente modo:
pl(f(5) : j € D)) = £(0).

Con estas proyecciones se define la topologia producto de la siguiente
manera: Sea {(Y;,7;) : ¢ € I} una coleccién de espacios topologicos. Y
sea F' = Uiel{pi_l(A) : A € 7;}, donde p; es la i-ésima proyeccion del pro-
ducto cartesiano de los Y; (Y). FF C P(Y). Entonces la Topologia producto
de Y es la topologia generada por F' segun el Teorema anterior (2.5.6). Esta
topologia es la menor topologia de Y respecto de la cual las proyecciones son
continuas.

Un espacio topoldgico (X, 7) es compacto si todo cubrimiento abierto de
X admite un subcubrimiento finito. Donde un cubrimiento abierto de X es
una familia de conjuntos abiertos {A; : i € I'} tal que X C J,;.; Ai. Es decir:
Si (X,T) es compacto y X C J,c; Ai, entonces existen una cantidad finita
de elementos de I, ig, ..., %1, tal que X C 4;, U...UA

Tg—1*
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Definicién 2.5.7. Sea (X,7) un espacio topoldgico. o(Abiertos de X) es la
o-dlgebra de Borel de X (o los conjuntos Borelianos de X). o(Abiertos de X)
se denotard por B(X).

El siguiente teorema muestra que se puede definir por induccién trans-
finita a B(X):

Teorema 2.5.8. Sea (X, T) un espacio topoldgico. Si {3 0(X):a < Ny)
y (TI2(X) : a < X)) son dos R;-secuencias de subconjuntos de X que se
definen por induccion tranfinita asi:

o S )(X) = El conjunto de los subconjuntos abiertos de X

° H(I](X) = FEl conjunto de los subconjuntos cerrados de X

o o(X) ={A=UA: Vnew3p < a(A, € [T3(X))}

o [IL(X)={B=X-A:A€ ¥ (X)}

Entonces, B(X) = Uy, Xo(X) = Unay, TI2(X).

Cuando o = 2, los elementos de 30(X) tradicionalmente se llaman F, y
los elementos de []5(X) tradicionalmente se llaman G.
Una prueba del Teorema anterior se encuentra en [J3] y [D-U].

Definicién 2.5.9. Sea (X, d) un espacio métrico.

1. La sucesion {ay : k € w} C X es de Cauchy si y solo si Ve > 03n € w,
tal que Ym,p >n
d(ay, an) < €.

2. Seana € X y re€R(r>0). La bola abierta de centro a y radio r, es
el conjunto
B(a,r)={x € R:d(z,a) <r}.

3. La topologia métrica de X es la topologia que tiene como base a las bolas
abiertas de X.
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4. Otra formulacion de sucesion convergente es la siguiente: La sucesion
{ag : k € w} C X converge a un a € X (limy_, ar = a ) si y sdlo si
Ve > 0dn € w tal que Ym > n

d(a,any) < €.

Definicion 2.5.10. Sean X un conjunto no vacio y A una o-dlgebra de
conjuntos sobre X. Una funcionn: A — {z € R: 2z > 0} es una medida
sty solo si se cumple (a) ,(b) y (c):

(a) n(A) > 0,VA e A

(b) n(®) = 0.
(¢) (c-aditividad) Si{A;:icw} CA y ANA; =0, sii#j; entonces

w

n(lJA) = ZU(Ai)-

=0

Un ejemplo de medida es la medida de Lebesgue, la cual se denotara por
i La manera estandar de definir p es definiendo primero la medida exterior
de un conjunto A C R, u*(A) , como el infimo de todas las posibles sumas
> HA{lU(I,) : n € w} donde A C | J{I, : n € w}, I, es un intervalo finito de R
y (I,) es la longitud de I,,, es decir, {(I,,) = |b — a|, donde | | es la funcién
valor absoluto, a y b son los extremos de I,, y a < b. Para cada A, u*(A) < w
o p*(A) = co. Un conjunto A C R es medible Lebesgue si y sélo si para cada
B CR,

pH(B) = p (BNA)+ p*(BNAY).

La coleccién de todos los subconjuntos de R medibles lebesgue, M, es
una o-algebra de conjuntos sobre R y u = p*|M. Sea B(R) los Borelianos
de R con respecto a la topologia usual de R, es decir, la topologia que tiene
a los intervalos abiertos de R como una base. Se cumple que B(R) C M.
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2.6 Los espacios de Baire y Cantor, Arboles y la Propiedad
de Ramsey

El Espacio topoldgico de Baire es el par (N*° t), donde N* ={f: f: N —
N} y ¢ es la topologia generada por los abiertos bésicos Uy = {f € N*© : s C
f}, donde s es una sucesion finita de naturales. t es la topologia producto
de N*° que resulta de dotar a N con la topologia discreta.

Es conocido que el Espacio de Baire es homeomorfo a los irracionales,
considerados como un subespacio del conjunto de los nimeros reales R. [J1]

En la literatura especializada también se usa Ny w* para denotar al
Espacio de Baire.

El Espacio topoldgico de Cantor es el par (2V,¢), donde 2V = {f : f :
N — 2} y t es la topologia generada por los abiertos basicos Us = {f €
2N 1 s C f}, donde s es una sucesién finita de ceros y unos. t es la topologia
producto de 2% que que resulta de dotar a 2 con la topologia discreta. Obvi-
amente el espacio de Cantor es un subespacio del Espacio de Baire.

También se usa 2“ para denotar al Espacio de Cantor.

A continuacién se presentard a dichos espacios usando drboles, una pre-
sentacion que es muy util, y luego se mencionaran algunos resultados impor-
tantes sobre dichos espacios:

Definicién 2.6.1. El par (T, <) es un drbol si y sélo si (T, <) es un orden
parcial débil propio y para cada x € T el par ({y € T :y < x}, <) es un buen
orden estricto. Los elementos de T se llaman nodos.

Definicién 2.6.2. Sea (T, <) un drbol.

1. Six €T, la altura de x en T, h(x,T), es el tipo de orden de {y € T :
y < x}, es decir, h(x,T) el unico ordinal isomorfo a {y € T :y < x}.
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2. Para cada ordinal o, el a-ésimo nivel de T, Niv(a,T), es

{r €T :h(x,T)=a}.

3. La altura de T, h(T), es el menor « tal que Niv(a, T) = ().

4. Un subdrbol de T es un subconjunto T C T con el orden inducido tal
que,
VeeTVyeT(ly<z—yeT).

Dos ejemplos de arboles son:

(1) ElI conjunto 2 = J, ., 2" con el orden s < t si y sélosi s C ¢ (¢
extiende a s). (2<%, <) se denomina el drbol binario completo, y tiene altura
w.

(2) EI conjunto N< = |J,., N con el orden s < t si y sélo si s C t.
(N<¥ <) tiene altura w.

Sean s = (Sg, ..., Sm—1)yt = (to,...,tn,—1) dos secuencias finitas. s ~t es
la secuencia concatenacién de sy t, es decir, s ~t = (8o, ..., Sm—1,t0, - - -, tn_1)-

Es claro que un subconjunto T' C N<¥ (o T' C 2<¥) es un drbol si es
cerrado hacia bajo, es decir, sit € Ty s C t, entonces s € T'.

Sea un arbol T' C 2<%, decimos que T es uniforme si para cada s,t € T,
que tengan la misma longitud (supongamos que la longitud es n), se cumple:

s~{((n,0) €T «—t~{(n,0)eTy s~{(n1)eT «——t~{(n1)eT

Un drbol T' C N<“ es llamado perfecto si para cualquier ¢ € T existen
dos sucesiones s1,80 € T tal t C s; yt C s3 v 51y So son incompatibles,
es decir, ni s; C $9, ni s C s1. En el caso del arbol binario completo esta
propiedad podemos expresarla asi: Un arbol T' C 2<“ es llamado perfecto si
para cualquier ¢t € T existe una s € T tal que t C sy s ~ ((n,0)) € Ty
s ~{(n,1)) € T (suponemos que el dominio de s es n).
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La siguiente figura suguiere la idea de arbol binario perfecto:

También en el caso de un arbol binario se dice que si p es perfecto, entonces
p es uniforme siy sélo si Vs, t € p que esten en el mismo nivel, se tiene que,

t0ep—s0cpAtilecp—s'lcy.
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La siguiente figura suguiere la idea de arbol binario perfecto uniforme:

(Coh'“'ﬁﬂa.)
AN\

Una rama de un drbol 7" C 2<% es sucesién infinita ¢ € 2V tal que para
todo nimero natural n, ¢ [ n € T. Denotamos al conjunto de las ramas de T
por [T]. Anélogamente, una rama de un édrbol 7' C N<“ es sucesion infinita
¢ € N tal que para todo numero natural n, ¢ [ n € T. Y su conjunto de
ramas se denota por [T]. El Espacio de Cantor es el conjunto de ramas del
arbol binario completo, es decir, 2 = [(2<¥ <)]. Y el Espacio de Baire es el
conjunto de ramas del arbol (N<*, <)/ es decir, N* = [(N<¥, <)].
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En el Espacio de Baire la convergencia de una sucesion se puede describir
asi: La sucesién {a; : i € w} C N> converge a un a € N* si y sdlo si
Vnewdk e wVm >k,

am [Mm=aln.

Es conocido que los espacios de Cantor y Baire son métricos, es decir,
existe una métrica que induce su topologia (comin). Tal métrica se define
ast: Sean z,y € 2V (o x,y € N®). Si 2 = y, entonces d(z,y) = 0. Siz # y,
entonces d(z,y) = n—}rl, donde n es el menor natural tal que z(n) # y(n).
También ambos espacios son separables (un subconjunto denso numerable
es el conjunto de las sucesiones constantes a partir de algin n) y completos
(toda sucesién de Cauchy converge). Una diferencia entre ellos es que el
Espacio de Baire no es compacto, mientras que el Espacio de Cantor si lo es

[D-U].

Si p es un subarbol del arbol binario completo, entonces el didmetro del
conjunto de las ramas de p, diam([p]), se define asi:

diam([p]) = Sup{d(z,y) : =,y € [p},

donde Sup es el supremo.

Con el siguiente Teorema se presentan algunas propiedades de los con-
juntos cerrados y perfectos en el Espacio de Baire (y en el de Cantor), una
prueba del mismo puede encontrarse en [D-U] (La prueba de la clausula (6)
puede encontrarse en [J3|, pag 285] y usa la (3) y la (4)):

Teorema 2.6.3. 1. FF CN* es cerrado si y sdlo si F' = [Pr], donde,

Pe={fIn:feFAncuw}
2. Un congunto cerrado F C N> es perfecto si y sélo si Pr es perfecto.
3. Si A C N> es perfecto, entonces |A| = 280,

4. (Cantor-Bendizson) Si A C N* es cerrado no numerable, entonces
existe un conjunto perfecto P y un conjunto numerable C tal que A =

PUC.
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5. (Bernstein) FEziste un subconjunto de N*° totalmente imperfecto, es
decir, un congunto A tal que ni A ni N>\ A contienen un subconjunto
perfecto.

6. Si A, B C 2N son perfectos no vacios, entonces, AN B tiene un subcon-
jJunto perfecto no vacio o A— B y B — A tienen subconjuntos perfectos
no vacios. ]

El Espacio topoldgico (NI t):

Sea N>/ ]a familia de todos los subconjuntos infinitos de N y ¢ la topologfa
generada por los conjuntos bésicos de la forma U, = {X € N*l : ¢ = X},
donde a es un subconjunto finito de N y C es la relacién de segmento inicial.
De esta manera queda definido el espacio topolégico (N[> #).

Es conocido que los espacios N® y N> son homeomorfos [D4].

Los espacios N, 2Y NI*! y R tienen la misma cardinalidad (2%), y son
métricos, separables y completos (son espacios polacos). A a los elementos
de los espacios N, 2N y N[> también se les llama nimeros reales.

Propiedad de Ramsey:

Para toda (particién) F : NI*l — 2 existe un conjunto infinito H C
N tal que F es constante en H!*! donde HI* es la familia de todos los
subconjuntos infinitos de H. La Propiedad de Ramsey se denota asi:

w— (w)”.
Como H!™! es el conjunto de ramas del drbol perfecto Py, entonces

por el Teorema anterior (2.6.3), clausulas 2 y 3, se puede concluir que HI>]
es un conjunto perfecto en el Espacio de Baire.

Es conocido que el resultado de Bernstein (clausula 5 del Teorema anterior

2.6.3) implica que la Propiedad de Ramsey es falsa (recordemos que H™! es
un perfecto). Y como el resultado de Bernstein se demuestra usando el
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Axioma de eleccion, entonces la Propiedad de Ramsey es incompatible con el
Axioma de eleccion. Sin embargo, se conoce que la Propiedad de Ramsey es
compatible con ZF si existe un cardinal inaccesible [Mat], y es un problema
abierto de la Teoria de conjuntos si se puede eliminar la hipdtesis de la
existencia del cardinal inaccesible en esta prueba de la consistencia relativa,
es decir, ; se puede construir un modelo de ZF + “Propiedad de Ramsey”
sin usar la hipotesis “existe un cardinal inaccesible” 7 es una pregunta que
todavia no se ha respondido. Este problema es mencionado en [Kaj.

Existen otras propiedades de particién (tipo Ramsey) de los espacios de
Baire y NIl que postulan la existencia (en una de las partes de la particién)
de un conjunto (llamado homogeneo) que es un conjunto perfecto. Ejemplo
de ello son la Propiedad de Bernstein y la Propiedad de Particion Polarizada
que se definirdn en la secciéon 3. Para mas detalles sobre este asunto ver el
articulo [D-G]J, entre otros.

2.7 Modelos transitivos, P-genéricos y féormulas abso-
lutas

Definiciéon 2.7.1. Sea M una clase. Entonces para toda formula ¢ nosotros
definimos o™, la relativizacién de ¢ a M :

L. (x=yMesz=y

2. (zreyMeszey

3. (X NP)M es xMAPM
4. ()M es ~(x™)

5. (

Jrx)M es Jx(x € M A M),

Definicién 2.7.2. Sea M una clase.

1. Para cada proposicion ¢, “p es verdad en M” (“M es un modelo de
©”) es una abreviatura de ™
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2. Para cada conjunto de proposiciones A, “A es verdad en M” (“M es

un modelo de A”) es una abreviatura de: § es verdad en M, para cada
deA.

NoTA: Con respecto a la definicién anterior se haran a continuacién tres
comentarios, donde el segundo de ellos contiene (apréximadamente de la
mitad hacia bajo) una pequena reflexién: (I) “ ¢ es verdad en M” es una
abreviacién de una proposicién del lenguaje formal: ™. Mientras que “A
es verdad en M” no abrevia una proposicién del lenguaje formal, sino mas
bien a la conjuncién infinita A{é : § € A}. (II) Si se esta trabajando con
una subteoria T de ZFC y se quiere probar que ¢ es verdad en M, hay que
demostrar ™ con los axiomas de T. Si al contrario se quiere probar que §
no es verdad en M, hay que demostrar -¢™ con los axiomas de T. Pero,
si esto es asi, como consecuencia de que hay proposiciones indecidibles para
T( si T es consistente y suficientemente fuerte para desarrollar la aritmética.
Godel,1931); puede pasar que no exista una respuesta acerca de si ¢ es verdad
o no en M. Sin embargo, si uno entiende intuitivamente(como de hecho se
hace) que ¢ es verdad en M significa que ™ es verdad en V, entonces, a
pesar de que no se pueda decidir con el instrumento que se esta usando(los
axiomas de T') si ¢ es verdad o no en M, se tiene la conviccién de que alguna
de las dos cosas debe ocurrir porque en V la proposicién ¢™ es verdadera,
o falsa. (III) Si se quiere probar que A es verdad en M, hay que demostrar
oM con los axiomas de T, para cada § € A.

Dos ejemplos de modelos se expresaran mediante el siguiente teorema,

teniendo presente que Va € Ord(2Na = N,41) es la Hip6tesis Generalizada
del Continuo (HGC):

Teorema 2.7.3. 1. (ZF~) WF es un modelo de ZF.
2. (ZF) L es un modelo de ZFC + Va € Ord(2% = R, 41).

Una prueba de este Teorema se encuentra en [K].

Dado un conjunto M la expresion “M es un m.t.n de ZFC” se usara para
abreviar: M es un modelo transitivo y numerable de ZFC.
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Definiciéon 2.7.4. Sean M un m.t.n de ZFC y P € M un o.p.m. G es P-
genérico sobre M si y solo si G es un filtro sobre P y para todo denso D C P:
SiDe M— GnND#() .

Es conocido que si G es P-genérico sobre M, entonces G intersecta a
cualquier abierto denso de P y a cualquier anticadena méximal de P, donde
una anticadena es maximal si no esta contenida propiamente en otra antica-
dena.

El siguiente Teorema establece dos importantes propiedades de los P-
genéricos sobre M. Una prueba del mismo se encuentra en [K]:

Teorema 2.7.5. Sean M un m.t.n. de ZFC, P € M un o.p.m, E C P,
E e M y G un P-genérico sobre M. Entonces,

1. O GNE#D o Jqe GVr € E(qlLr).

2. Sipe Gy E es denso bajo p, entonces G N E#).

El siguiente Teorema es fundamental para el forcing con modelos tran-
sitivos numerables, pues garantiza la existencia de un P-genérico sobre M,

para cada p € P, si M es numerable. Una prueba del mismo se encuentra en
[K]:

Teorema 2.7.6. Sea M un m.t.n de ZFC , P€ M un o.p.m y p € P.
Entonces existe un G que es P-genérico sobre M tal que p € G.

Definicién 2.7.7. Sean M,N clases, o(z1, ..., %,) una formula y F(xq, ..., z,)
una funcion definida.

1. SiM C N, se dice que p(x1,...,T,) es absoluta para M y N si y sélo
S,
Vay... Vo, € M(eM(21, ..., 2,) < O (21, ..., 20))
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2. Se dice que (x4, ...,x,) es absoluta para M si y sélo si o(x1,...,xy,)
es absoluta para M y 'V ; es decir, si y solo si,

Vo, .. Vo, € M(eM(z1, ... 2,) < o1, ..., 2,)).

Notar que si una formula ¢ es absulta para una clase M, es absoluta
para otra clase N, y M C M, entonces ¢ es absulta para M, N.

3. Si M C N se dice que F(xy,...,x,) es absoluta para M y N si y sdlo
st la formula F(xy,...,x,) =1y lo es.

Definicién 2.7.8. 1. Un cuantificador en la situacion Yx € y o dx €
y, se llama cuantificador acotado. Una formula que tiene todos sus
cuantificadores acotados se llama Ag-formula .

2. Las Ao- formulas se pueden definir inductivamente asi,

(a) z € z y x =2z son Ag-formulas.
(b) Si oy son Ag-formulas, entonces también lo son ¢ y ¥ N p.
(c) Si es Ag-formula, entonces también lo es Ix(x € y A\ ).

Teorema 2.7.9 (Primer teorema de absoluticidad). Sean M y N mo-
delos transivos de ZFC tal que M C N. Entonces,

1. Las Ay formulas son absolutas para M y N.

2. St ¢ y 1 son absolutas para M |, N; entonces = y @ A son absolutas
para M, N.

3. Si ¢ es absoluta para M, N; entonces Jz(x € y A @) es absoluta para
M, N.

Una prueba del teorema anterior se encuentra en [K].
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Teorema 2.7.10 (Segundo teorema de absoluticidad). Las nociones
absolutas son cerradas bajo composicion. Fs decir, supongase que M y N
son dos clases tal que M C N y que la formula p(xy, ..., x,) y las funciones
F(xy,...,x,) y Gi(z1,...,xm) (1 = 1,...,n) son absolutas para M y N;
entonces, también lo son la formula

o(Gi(z1, .. s xm), o, Gul(T, ..o Ty))

y la funcion
F(Gi(x1, ... xm), ., Gu(xr, . ).

Una prueba del teorema anterior se encuentra en [K].

Consideremos la siguiente férmula ¢(z1, ..., zm, 1,...,T,) con exacta-
mente m + n variables libres. Si py, ..., p, son conjuntos la férmula

Sp(p1>"'7pm>x1>'-->In)

determina una relacién n-daria R CV x ... x 'V,
—_—— ——

n—veces

R={(z1,...,zn) s 0(D1,- -, Pms T1, - -, ) }-
También, si para todo zy,...,z,_1 existe un unico y tal que
O(P1y -+ s Dy Ty e ooy T, Y)
la formula anterior determina una funcién F (n — 1)-aria

F:Vx...xV—YV.
—_—— ——

n—1—veces

Definicién 2.7.11. Sean R y A dos clases, donde R es una relacion binaria
sobre A.

1. La relacion R es bien fundamentada si y sdlo si se cumple (i) y (ii): (i)
Para todo conjunto X C A : X #0 — Jye X(Vz € X((z,y) € R)).
El y anterior se llama R-minimal en X. (i) pred(A,z,R) = {y €
A : (y,z) € R} es un conjunto, para toto x € A.
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2. La relacion R es extensional si y solo si (A, R) satisface el Azioma
de extensionalidad, es decir, si y solo si Vx,y € A[Vu € A(uRx <
uRy) — = =y].

3. La clase A es extensional siy solo si Vx,y € AVu € A(u € x — u €
y) — x =1y, es decir, siy sélo si (A, €) es un modelo del Azioma de
extensionalidad.

La teoria ZF~ —{Axioma 7} se denota por ZF~ — P. Y la teoria ZFC —
{Azioma 7} se denota por ZFC — P.

Teorema 2.7.12 (Principio de induccidn transfinita (2)). (ZF~—P).
Sea R una relacion bien fundamentada y semejante a un conjunto sobre A.
Entonces cualquier subclase no vacia X de A tiene un R-elemento minimal.

Una prueba del teorema anterior se encuentra en [K].

Teorema 2.7.13 (Teorema de recursién transfinita). (ZF~ — P). Sea
R una relacion bien fundamentada y semejante a un conjunto sobre A. Si
F: A XV — 'V, entonces existe un unica G : A — 'V tal que

Vo € A[G(z) = F(z, Glpred(A, z,R))].

Una prueba del anterior teorema se encuentra en [K].
El siguiente teorema afirma que si una funcion es absoluta para un mo-
delo transitivo M, y se define otra funcién a partir de ella usando recursién

transfinita, la nueva funcién también es absoluta para M. Una prueba del
mismo se encuentra en [K].

Teorema 2.7.14 (Tercer teorema de absoluticidad). Sea R una relacion
bien fundamentada y semejante a un conjunto sobre A yF : A XV — V.,
Sea G : A — 'V tal que G se define como en el teorema anterior, es decir,

Vo € A[G(z) = F(z, Glpred(A, z,R))].
Sea M un modelo transitivo de ZFC-P y supdngase que,

41



1. F es absoluta para M.

2. R y A son absolutas para M, (R es semejante a un conjunto sobre A)M,
y Vo € M(pred(A,z,R) C M).

Entonces, G es absoluta para M.

2.8 Cobdigos de Borel

Existe una funcién que codifica a B(R), usando como c6digos(cédigos de
Borel) a elementos de N*°. La idea es que cada A € B(R) puede ser construi-
do a partir de los intervalos abiertos de extremos racionales, en una cantidad
numerable de pasos, usando complemento y uniones numerables (Teorema
2.5.8), y entonces la informacién de la construccién de A puede ser registrada
en una funciéon de N en N. Por ejemplo, si Iy, I3, Io, I3, . . . es una enumeracién
de los intervalos abiertos de extremos racionales, entonces cualquier abierto
O de R queda completamente descrito por el conjunto {n : I,, C O}. A con-
tinuacién se presenta la definicién del conjunto de los cédigos de Borel(BC),
de la funcién codificadora (5 : CB — B(R)), y las propiedades bésicas
de los cédigos de Borel, la prueba de las propiedades que se mencionan se
encuentran en Jech [J3], paginas 537-541.

Definicién 2.8.1. Definicion del conjunto de los codigos de Borel, BC' C
Nee:
1. Sea la funcion u : N*° — N tal que para cada ¢ € N*°, u(c)(n) =

cin+1), Vn € N.

2. El buen orden candnico de N x N es el siguiente: (n,m) < (p,q) si
y solo si (1) mdzx{n,m}<mdx{p,q} ¢ (ii) mdx{n,m}=mdz{p,q} y
n<pd (i) mdz{n,m}=mdx{p,q}, n=p ym <q.

3. Sea © : N x N — N la biyeccion canonica de N X N en w, es decir,
para cada (n,m) € N x N: O(n,m) = Tipo de orden{(p,q) : (p,q) <

(n,m)}.
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4. Para cada i € N: Sea la funcion v; : N*° — N tal que para cada
ce N> v(c)(n) =c(O(i,n)+1), Vn € N.

5. Se definen dos Ny-secuencias (), o < Ry) y ([[, : o < Ry), tal que
Yo ©N>® y [, € N, usando induccion transfinita:

e a=1
Yo ={ceN*:¢0) >1}
[[,={ceN>®:¢c(0)=0Au(c)e> }

o o >1
Yo=1ceN*:3<alce I sU[l) 6c(0)=1AView:
vi(c) € Upea (225 UIIp)}
ga}: {ee N*: 38 <alce Y z3Ullz) 6¢(0) =0 A ulc) €

BC = Ua<N1 Za = Ua<N1 Ha‘

La propiedad de ser codigo de Borel es absoluta para modelos transi-
tivos,es decir, (c es c6digo de Borel)« ¢ es c6digo de Borel.

Definicién 2.8.2. Sea (I, : n < Ng) una Ng-secuencia de los intervalos
abiertos de extremos racionales de R. La funcion codificadora

B:CB — B(R)
se define por induccion transfinita asi:

o =1
Sice ), entonces B(c) =
Si c € [[,, entonces B(c)

U{I, :¢(n) =1}
R — B(u(c))

e a>1
Siced , Ne(0) =1, entonces B(c) = U{B(vi(c)) : i € w}
Sice [, Ne(0) =0, entonces B(c) =R — f(u(c)).
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Teorema 2.8.3. La funcion (3 es sobreyectiva y las siguientes clausulas se
cumplen si M es un modedo transitivo de ZFC, {c, :n € R} C M yc,d,e €
M: (Las cldusulas siguientes expresan propiedades absolutas de codigos de
Borel)

1.8

OIS N T S T
@

/N /N /N /N /N I/
\_/\_/@/\_/\_/
I
@

2.9 EIl Método de forcing con modelos transitivos nu-
merables

2.9.1 P-nombres y extensiones genéricas M |G|

Definicién 2.9.1.1. Sea P un o.p.m. 7 es un P-nombre si y solo si 7 es
una relacion yV (o,p) € 7[(c es P—nombre) A (p € P)].

La definicion anterior se hace por induccion transfinita. Notese que en la
misma no se hace mencién a ningin modelo.

Definicién 2.9.1.2. Sea P un o.p.m. V¥ es la clase de los P-nombres. Si
M esun m.t.n de ZFC y P &€ M, entonces MY = VI N M.

44



Definicién 2.9.1.3. Sean M un m.t.n de ZFC', P un o.p.m en M, G un
P-genérico sobre My o un P-nombre:

1. val(o,G) = {val(0,G) : Ip € G((6,p) € 0)}. Algunas veces se escribird
Te en vez de val(t,G).

2. M|G) = {r¢ : 7 € M"}.
3. SixeM, t={(y,1p) :y €x}. (Sizesun conjunto cuya expresion
es muy grande, como por ejemplo z= (w*)M, entonces & se escribird

\

/. /\
asi: “x ).

4. T'={,p):p e P}.
5. up(o,7) ={(0,1),(,1)}
6. op(o,7) = up(up(o,o),up(c,7)).

En la definicién anterior val(o,G) y & se definen por inducccién trans-
finita.

El siguiente Teorema dice que & y I' son P-nombres candnicos para x y
G, respectivamente. También dice el Teorema que los up y op son P-nombres
candnicos para (respectivamente) pares y pares ordenados en M|[G].

Teorema 2.9.1.4. Sean M un m.t.n de ZFC , P un o.p.m en M, G un
P-genérico sobre M, € M y o, 7€ M". Entonces,

1. tg==x
2.Tqg =G
3. up(o,7) € M¥ yup(o,7)y ={0c,7¢}
4. op(o,7) € MY yop(o,7)g = (0g, 0q).

El siguiente Teorema da una condicién suficiente ( del orden parcial) para
obtener extensiones propias de M:
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Teorema 2.9.1.5. Sea M un m.t.n de ZFC' , P un o.p.m en M tal que
Vpe Pdgre Plq<pAr<pAqlr), y G un P-genérico sobre M;
entonces G & M.

2.9.2 Las relaciones de forcing IF y IF*

En esta subseccién se definira la relacién de forcing (plF ¢) con una férmula
que tiene como pardmetros a M, a (P,<,1), a p y a una cantidad finita de
P-nombres; y ademas menciona a todos los modelos M|[G], donde G es P-
genérico sobre M (Esto implica que la relacion I- no se puede decidir dentro
de M con tal férmula). Después se definird la relacién de forcing™ (p IF* ¢)
con una férmula que no tiene como pardametro a M ( si tiene a (P, <,1), a p
y a una cantidad finita de P-nombres), y no menciona a los modelos M|[G].
Luego se vinculara ambas relaciones con un Teorema: pl-p < (p IF* o).
Tal resultado muestra que la relacion |- se puede decidir dentro de M. Para
culminar se enunciara el Teorema del forcing el cudl vincula la relacién I- con
las extensiones genéricas M[G], y se presentard un listado de las propiedades
bésicas de la relacion IF.

Definicién 2.9.2.1. Sean p(x1,...,x,) una formula , M un m.t.n de ZF'C
,PunopmenM, r,...,7, € MP y peP. Entonces,
plEo(r,..., ) siysélosi

VG[(G es P—genérico sobre M Ap € G) — QDM[G](ﬁG, e Tog)]-

Definicién 2.9.2.2. Sean p(zy, ..., x,) una formula , P un o.p.m , 1y,..., T,
€ MP y peP. Entonces, se define inductivamente p IF* o(71,...,7,):

1. plF*m =7y siy sdlo st (a) y (b):

(a) ¥(m1,81) € 71 el conjunto,

{g<p:q<s — Amys2) Em(g< saNqglF T =m)}
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es denso bajo p.

(b) ¥ (7o, s2) € o el conjunto,

{g<p:q<sy—Am,s1) €< siNqlt m =m)}

es denso bajo p.
2. plE*m € 75 si y sdlo si el conjunto,

{g:3(m,s) eEm(g<sAnqglFm=m)}

es denso bajo p.
3. plEo(r, ..oy ) ANWU(T1,. .., ) sty sdlo si,
p I o(r, ... ) ¥y pIF (T, ...
4. pIF" = o(m, ..., ) sty solo si no existe un ¢ < p tal que q IF*
(Tt oy Th)-

5 plE* Jxp(x,7,...,7) sty solo si el conjunto,

{r:3ccVI(riFe(o,m,...,m)}

es denso bajo p.

Teorema 2.9.2.3. Sean p(xy,...,x,) una formula, M un m.t.n de ZFC'
PunopmenM, m,...,7, € MY y pEP. Entonces,

plEp(r,...,m) < (pIF o, ... ,Tn))M.

Una prueba del Teorema anterior se encuentra en [K].

Teorema 2.9.2.4 (Teorema del forcing(TF)). Sean ¢(x1,...,z,) una
férmula, M un m.t.n de ZFC', P un o.p.m en M, 7,...,7 € M? y G un
P-genérico sobre M. Entonces,

M[G]

O(Tigy -3 Tng) —Ip e GplFo(r, ..., T)).
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Una prueba del teorema anterior se encuentra en [K| y [J3].

Teorema 2.9.2.5. Sean ¢(x1,...,x,) una formula , M un m.t.n de ZFC
,PunopmenM,,...,7, € MY, y p,q€P . Entonces,

1. Siplk p(m,...,7) yq <p, entonces qlF o(11,..., 7).
2. plko(r,...,m) ANWU(T1,...,Tm) sty sdlo si,

p “_SD(TIV")TTL) Yy p “_w(Tla"')Tn)‘

3. {pe P:(prp(r, ..., 7))V (pF-@(r,...,m))} es denso.
4. plE = o(r,...,m) siysdlosi =3 q<ptal que q - o(T1,...,Tn).
5 plk Jzp(x,m,...,7) iy solosi el conjunto,
{r<p:3oe M"(riro(o,m,...,7))}
es denso bajo p.
6. Siplt3Jx(xeonp(x,m,...,7)) entonces,

dg < pam € dom(o)(q Fo(m, 71, . .., Th))-

7. Principio mdzimal o M¥ es full: p - 3wp(x, 11, ..., 7,), entonces existe
un ™ € MF tal que pl- p(m, 1, ..., 7).

8. pl-Yrp(x,m,...,17) siy solo si plko(m,m,...,7), para todo ™ €
MP.

Las clausulas (1), (2) y (8) son consecuencia directa de la la definicién de
la relacién de forcing. Las pruebas de las clausulas 3-7 se encuentran en [K].

48



2.9.3 El valor booleano de una férmula

Veamos algunos conceptos y resultados basicos sobre los érdenes parciales
que son algebras booleanas.

Definicién 2.9.3.1. Un dlgebra booleana es un conjunto B con al menos dos
elementos, 0y 1(cero y uno), dotado de dos operaciones binarias (suma)+
y (producto) ., y una operacion unaria (complemento), las cuales satisfacen
las siguientes propiedades:

a+b=b+a; a.b=b.a

(a+b)+c=a+(b+c); (a.b)uc=a.(b.c)
a.(b+c)=(asb)+(avc); a+(bec)=(a+b).(a+c)
at+ta=a; a.a=a
a.(a+b)=a; a+(a.b)=a
a+l=1;a.1=a
a+0=a;a.0=0
a+(d)=1;a.(d)=0
(a') =a

(a+b) =d.b; (a.b) =d +V.

El orden parcial de B se define asi,

p<qgepagd =0

Si a,b € B, entonces: a + b es el supremo de a y b, a.b es el infimo
de a y b, a’ es el inico ¢ € B tal que a +c¢ =1y a.c = 0. También:
a<b< a+b=b< a.b=a. Dos elementos a,b de B son incompatibles
siysélosia.b=0. a—b=a.b. DCBesdensoen BsiDCB—-{0}y
D es denso en B — {0}. B es completa si el supremo de S (>_5) y el infimo
de S (J]S) existen en B, para cualquier S C B. Sea x un cardinal regular
no numerable. B es r-completa si > X y [[X existen en B, para todo
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subconjunto X de B tal que | X| < k. Si B es wi-completa se dice que B es
o-completa. B tiene la condicién de cadena contable si cualquier subconjunto
de B, de elementos incompatibles dos a dos, es numerable.

Definicién 2.9.3.2. Sea B un dlgebra booleana.
(1) Un ideal sobre B es un subconjunto I C B tal que,

()0l 11
(b) Sizelyzel, entonces x + z €1
(c) Six,ze B,z el yz<uz, entonces z € I.

(2) Si B es k-completa, un ideal I sobre B es k-completo si

Z{u:ueX}EI

para todo X C I y|X| < k.

( Si I es Xy-completo, se le dice o-completo).

Definicién 2.9.3.3. Sea B un dlgebra booleana.
(1) Un filtro sobre B es un subconjunto F C B tal que,

(a) 1€ F,0¢F
(b) Sixze FyzeF, entonces v.z € F
(c) Sixz,z€ B,z € F yx <z, entonces z € F.

(2) Sea F un filtro sobre B. F es un ultrafiltro siNx € B:x € F V 2’ € F.

(8) Si B es k-completa, un filtro F sobre B es k-completo si

H{u:uEX}EF

para todo X C F y | X| < k.

( Si F es Ny-completo, se le dice o-completo).
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(4) Sea M un m.t.n para ZFC'y supongase que B pertenece a M. Un ultra-
filtro F sobre B es genérico sobre M si y solo si,

XQF/\XEM—>HX€F.

Dado un ideal I de un algebra booleana B la relacién x ~ y <« xAy € I,
donde xAy = (x — y) + (y — x), es una relacién de equivalencia. Es decir, ~
cumple con:

o Vr € B(x~ux)
o Vz,y€ Bz ~y —y~ux)

o Vr,yzeBx~yNy~z—x~2)

El conjunto cociente B/I = {[x] : x € B} es un algebra booleana con
las siguientes las operaciones y elementos destacados: [z] + [y] = [z + y],

2]yl = eyl o) =[], 1={1] y 0=10].

Teorema 2.9.3.4. Si B es una o-dlgebra e I es un o-ideal sobre B, entonces
B/I es una o-dlgebra.

Una prueba del anterior teorema se encuentra en [Ha].

Teorema 2.9.3.5. Una o-dlgebra booleana que satisface la condicion de ca-
dena contable es completa.

Una prueba del teorema anterior se encuentra en [Ha].

Sean A y D dos édlgebras booleanas. Una funciéon f : A — D es un
homomorfismo de A en D si Vx,y € A las siguientes tres condiciones son
satisfechas:

o flx+1y) = f(x)+P fly)
o f(zty) = f(2)Pf(y)
o f(a) = f(z)”
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Sean A y D dos édlgebras booleanas. Una funciéon f : A — D es un
isomorfismo de A en D si f es un homomorfismo de A en D y ademads f es
biyectiva.

El siguiente teorema muestra como asociar a cualquier orden parcial P
una unica (salvo isomorfismo) algebra booleana completa 3. Una prueba del
mismo puede encontrarse en [K] y [J3].

Teorema 2.9.3.6. Sea P un orden parcial. Entonces existe una unica dlgebra
booleana completa (la completacion de P), B = a.r(P), y una funcion i :
P — B\ {0} tal que:

1. Vp,q € P(p < q—i(p) < i(q))
2. Vp,q € P(pLq < i(p).i(q) =0)
3. {i(p) : p € P}es denso enB\ {0}.

Una de las més importantes propiedades de B = a.r(P) es que los ordenes
parciales (B — {0}, <) y P producen las mismas extensiones. Esto queda es-
tablecido a partir del Teorema2.10.9 que se enunciara luego de una definicion
y un lema previos. El Lema ademas de usarse en la prueba del Teorema es
muy util para trabajar con P-genéricos sobre M, por eso se explicita.

Definicién 2.9.3.7. Sean P y QQ dos drdenes parciales. i : P — Q es una
immersion densa si y solo si satisface las siquientes 3 propiedades:

1. V¥p,q e P(p <q—i(p) <i(q))

2. Vp,q € P(pLq — i(p)Li(q)).

3. {i(p) : p € P}es denso en@Q.

Lema 2.9.3.8. Si P € M, G,,Gy son P-génericos sobre M y G; C Ga;
entonces G = Gy.
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Una prueba del Lema anterior se encuentra en [K].

Teorema 2.9.3.9. Sean P y Q) dos ordenes parciales en M e 1: P — @
una inmersion densa también en M. St G C P, sea i(G) ={¢€ Q :Ip €
G(i(p) < )}

1. Si H C Q es Q-genérico sobre M, entonces i~ (H) es P-genérico sobre
My H=i(i""(H)).

2. Si G C P es P-genérico sobre M, entonces i(G) es Q-genérico sobre
M yG=1i"1(i(Q)).

3. En (1) o (2), si G = i '(H)( o, equivalentemente, si H = i(QG)),
entonces M[G] = M[H].

Una prueba del Teorema anterior se encuentra en [K] o en [J3].

Se define ahora ( en un algebra booleana completa ) el valor booleano de
una férmula:

Definicién 2.9.3.10. Sean M un m.t.n de ZFC , B un dlgebra booleana
completa en M, o(z1,...,2,) una formula y 11, ..., 7, € MB1% . El valor
booleano de o(11,..., 1), |lp(T1,....,7) ||, se define asi:

lo(r, . om)ll = {p € B—{0} : plbp_qoy o(m1, ..., 7))}

La cldusula (1) del siguiente Teorema dice que el valor booleano de una
formula es la mayor condicién que la fuerza. El resto de las cldusulas resaltan
la relacion existente entre conectivas, cuantificadores y valor booleano:

Teorema 2.9.3.11. Sean M un m.t.n de ZFC , B un dlgebra booleana com-
pleta en M, o(x1,...,2,) una formula y 71, ..., 7, € MB~10},

1. Vp € B—A{0}(p lkp—fo p(71, - 70) = p < [lo(71, ..o 7))

2. le(r, ) AU(T, )l = el m) e (s )l
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3. e, )| = (i, - m)l
4. 1 Fzo(z, 7, om)ll = S {le(o,m, .| : o € MB0H}

Una prueba para las clausulas (1) y (2) y sugerencias para las cldusulas
(3) v (4) se encuentran en [K].

2.9.4 M[G] = ZFC

El siguiente Teorema establece que M[G] es el menor modelo transitivo de
ZFC que contiene a M U {G}, y sus ordinales son los mismos de M. Una
prueba del mismo se encuentra en [K] y [J3]:

Teorema 2.9.4.1 (Teorema del modelo genérico(TMG)). Sean M un
m.t.n de ZFC', P un o.p.m en M y G un P-genérico sobre M. FEntonces,

1. MI[G] es un modelo transitivo de ZFC.
M C M[G] y G € M[G].
Ord"“) = Ora".

Si R es un modelo transitivo de ZFC tal que M C R y G € R, entonces
MI|G] C R.

Observacién : Ante la pregunta ; como se prueba que una féormula ¢ es
verdad en M [G]?, hay al menos una respuesta: Usando el Teorema del forcing
(2.9.2.4). La idea es probar la parte derecha del mismo usando conjuntos
densos o densos bajo p, con p € G, que este en M (Teorema 2.7.5). En
general, para demostrar que una condicion g € P con determinada propiedad
esta en G la idea es usar los densos o densos bajo p, con p en GG, que esten
en M.
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2.9.5 Forcing Producto

Sean dos o.p.m (P, <p,1p) y (Q,<g,1lg). El forcig producto (P,<p,1p) X
(Q,<0,1g) = (P x @Q,<,1) se define de la siguiente manera:

(p,Q)S(’f’,S) = PSPQ/\T’ SQS

1=(1p,1q)

El siguiente Teorema presenta una importante relacién sobre los los filtros
genéricos de los ordenes parciales P, () y P x () mencionados anteriormente,
una prueba del mismo puede encontrarse en [K] y [J1]:

Teorema 2.9.5.1. Si M es un modelo interno de ZFC, P,QQ € M, G C P y
H C @Q; entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(1) G x H es P x Q-genérico sobre M.
(2) G es P-genérico sobre M y H es Q-genérico sobre M/G].
(3) H es Q-genérico sobre M y G es P-genérico sobre M/[H].
Adicionalmente:
Si 1-3 ocurre, entonces M |G x H| = M[G][H] = M[H]|G].

El forcing producto se puede generalizar de forma tal que se preserva la
propiedad descrita en el Teorema anterior, a continuacién se describe como
se hace basandose en [J1] y [J2]:

Forcing Producto infinito:

Sea {(P;, <;,1;) : i € I} una coleccién de o.p.m. El producto P := X,/ P,
es el conjunto de todas las funciones p : I — U, P; tal que p(i) € P;, para
todo i € I, que tienen la siguiente condicién: p(i) # 1; a lo sumo en una
cantidad finita de 4, en el resto de los 7, p(i) = 1;. El orden de P, <, se define
cordenada a cordenada asi:

p < q < p(i) <iq(i), para todoi € I

Es claro que el mayor elemento de P (el 1 de P) es la r € P tal que
r(i) = 1; para todo i € I.
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Para cada p € P el conjunto finito sop(p) = {i € I : p(i) # 1;} es llamado
el soporte de p. Por lo tanto P consiste de todas las funciones del producto
cartesiano de los P;, [[,; P , que tienen soporte finito.

Sea M un modelo interno de ZFC. Si G es un P-genérico sobre M, en-
tonces para cada ¢ € I el conjunto,

Gi={p(i) : p € G},

es P-genérico sobre M[G | (I \ {i})]. Donde para cualquier subconjunto
Ade I, G A={p| A:peG}.
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3 Algunas aplicaciones del Método de forcing

3.1 Introduccion

El objetivo de esta seccion es describir algunas aplicaciones del método de
forcing. En la primera subseccién se presentan el forcing de Cohen, el forcing
aleatorio, el forcing de Mathias, el forcing de Sacks y el forcing de Silver, en
particular se estudiardan algunos reales que dichos forcing agregan: real de
Cohen, real aleatorio, real de Mathias, real de Sacks y real de Silver, respec-
tivamente. En la segunda subseccién se presenta el forcing de Cohen que
agrega una cantidad infinita o > N de reales genéricos, en particular se de-
mostrara el Teorema de Cohen: Si ZF C' es consistente, entonces ZFC+-HC
es consistente. En la tercera subseccién se presentara otra version del for-
cing de Cohen, forcing que agrega un drbol perfecto uniforme, y ademas se
formulara un problema abierto de la Teoria de conjuntos que tiene que ver
con cardinales inaccesibles y la Propiedad de Particion Polarizada. Y en la
cuarta y ultima subseccién se presentaran los conjuntos cerrados y no acota-
dos, los conjuntos estacionarios, algunos forcing que preservan estacionarios
y un forcing que destruye estacionarios agregando un conjunto cerrado y
no acotado; se finalizard esta subseccién formulando el Axioma de Martin
Méximo, un conocido axioma de forcing que es candidato a nuevo axioma de
ZFC y que decide el cardinal del continuo.

3.2 Cinco forcing que agregan reales genéricos
3.2.1 Introduccion

Cuando se aplica forcing con un orden parcial (P, <, 1) a un modelo transitivo
y numerable M de ZFC, se pueden agregar a M nuevos numeros reales.
Donde por “agregar a M” se entiende pertenecer al conjunto M[G] — M =
{z:2 € M[G] Nz ¢ M}, y por nimero real se entiende (como se dijo en la
seccién 2) a un elemento de cualquiera de los siguientes conjuntos: R, N> |
2N v Nlool,
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Ejemplo de reales que se agregan a M son los denominados reales genéricos
(sobre M), los cuales se definen a partir del G' (P- genérico sobre M) que se
use para hacer la extensién. El objetivo general de este subseccién es estu-
diar cinco tipos de estos reales genéricos: Los de Cohen, los aleatorios, los de
Mathias, los de Sacks y los de Silver; que se obtienen usando,respectivamente,
los ordenes parciales de Cohen(C), aleatorio(3,,), de Mathias (M), de Sacks
(Sa) y de Silver (S;). Una pequena introduccién a ellos es la siguiente:

1. C es el conjunto de las sucesiones finitas de naturales con el orden
p < q < p2q. Sean M un modelo transitivo y numerable de ZFC y
G un C-genérico sobre M. La funcién f : N — N tal que f = UG es
un real de Cohen sobre M.

C es un caso particular del siguiente orden parcial:

Sean I,J dos conjuntos. Fn(l,J) = {p : pes funcién A |p| < Rg A
dom(p) € I Aran(p) € J}. p<q<qCq.

Ya que C =Fn(w,w). En la siguiente subseccién se estudiard el or-
den parcial F'n(/,J) de una marera més general y se relacionard con
la Hipotesis del continuo, pues con un caso particular de Fn(I,J),

Fn(Ry X w,w), se demuestra el resultado de Cohen (1963) [J1]: ZFC
+ — HC es consistente realativa a ZFC.

2. A B, lo us6 Solovay en 1970 [So|] para probar que la teoria ZF +
“Principio de eleccién dependiente” (DC) + “Todo conjunto de reales
es medible Lebesgue” + “Todo conjunto de reales tiene la propiedad de
Baire” + “Todo conjunto de reales no numerable tiene un subconjunto
perfecto” es consistente relativa a ZFC + “Existe un cardinal inaccesi-
ble” [J1]. B, es el algebra cociente de la o-algebra de los Borelianos de
[0,1] médulo el ideal de los Borelianos de [0,1] de medida de Lebesgue
cero, con el orden: [p] < [¢] < pu(p —¢q) = 0. Sean M un modelo
transitivo y numerable de ZFC y G un B,-genérico sobre M. El z € R
tal que © = sup{r : resracional A [(r,1]] € G} es un real aleatorio
sobre M.

3. A M lo usé Mathias (1977) para probar que la teoria ZF + DC +
“Propiedad de Ramsey” (w — (w)*) es consistente relativa a ZFC +
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“Existe un cardinal inaccesible” [J1]. Tal prueba la hizo mostrando
que w — (w)“ vale en el modelo que Solovay construyé para probar
el resultado referido en (2). M es el conjunto de todos los pares (s, S)
donde s y S son subconjuntos de naturales, s es finito, S es infinito
y el max(s)<min(S). El orden es: (s,5) < (r,B) <+ S C BAr C
sANs—r € B.Sean M un modelo transitivo y numerable de ZFC y G
un M-genérico sobre M. El X € NI*! tal que X = |J{s: JA(s, A) € G}
es un real de Mathias sobre M.

4. Con S, Sacks [J1] construyé (1971) una extensiéon minimal con respec-
to a los conjuntos de ordinales, es decir, si G es un S,-genérico sobre
M y X € M|G] es un conjunto de ordinales, entonces: M[X]| = M
o M[X] = M[G], donde si z € M[G], M[z] es el menor modelo
transitivo y numerable de ZFC que tiene los mismos ordinales que M
y contiene a M U {z}, o sea,

M[X] = ﬂ{A : A es transitivo A |A| =Ry A Aes modelo de ZFC A
ANOrd=MnNOrd A ADMU{X}).

S, es el conjunto de los subarboles perfectos y no vacios del arbol binario
completo, con el orden de la inclusion. Sean M un modelo transitivo y
numerable de ZFC y G un S,-genérico sobre M. La funcion f: N — 2
tal que f = J{s:Vp € G(s € p)} es un real de Sacks sobre M.

5. S; es el conjunto de los subarboles perfectos, no vacios y uniformes del
arbol binario completo, con el orden de la inclusién. Sean M un modelo
transitivo y numerable de ZFC y G un S;-genérico sobre M. La funcién
f:N—2talque f =|J{s:Vp € G(s € p)} es un real de Silver sobre
M. Aligual que S, también S; permite construir una extensién minimal
con respecto a los conjuntos de ordinales [J4].

Los reales de Cohen, aleatorios, de Mathias, de Sacks y de Silver sobre M
tienen entre sus propiedades comunes generar la extension M[G] correspon-
diente. Es decir, si v es alguno de ellos, entonces

Mo} = M[G]. (1)



Otras propiedades, no comunes a todos éstos tipos de reales genéricos, se
presentan luego de las siguientes definiciones,

Definicién 3.2.1.1. Sean g, f € N*© y F, H C N*°.
1. g domina a f (f <*g) <3InVm = n(f(m) < g(m)).
2. g domina a F < Vf e F(f <*qg).

3. F domina a H— Vfe€ H3ge F(f <*g).

Definiciéon 3.2.1.2. Sean M un modelo transitivo y numerable de ZFC y v
un numero real que se agrega a M en una aplicacion de forcing.

1. v es N®— dominante < Jh € N*° N Mv]( h domina a N*NM).

2. v es N*°— dominado«— N*N M domina a N> N M][v].

Se sabe lo siguiente:

(a) Un real de Cohen sobre M no es N*— dominante, ni N*°—dominado.

(b) Un real aleatorio sobre M es N*°—dominado (por lo tanto no es
N*°—dominante).

(c) Unreal de Mathias sobre M domina a N*° N M ( por lo tanto es N*©°—
dominante y no es N*°—dominado).

(d) Un real de Sacks sobre M es N*—dominado ( por lo tanto no es
N*°—dominante).

(e) Un real de Silver sobre M es N*°-dominado (por lo tanto no es N*>°-
dominante).

El objetivo especifico de esta subseccion es demostrar la afirmacién (1) y
las clausulas (a), (b),(c),(d) y (e) anteriores. La principal bibliografia que se
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usa para ello es [K], [J3] , [J4], [Bar] y [D4]. Adicionalmente se demostrara
que el real de Cohen no es “eventualmente diferente” mientras que el real
de Mathias si [Br], donde la propiedad de ser “eventualmente diferente” se
define més adelante.

3.2.2 Forcing de Cohen

Se inicia esta subseccién definiendo el orden parcial de Cohen (C, <,1). Des-
pués se presenta el concepto de real de Cohen sobre M , éstos reales seran
elementos de N*°. Luego se demuestra que si G es un C- genérico sobre M y
f es el real de Cohen sobre M definido por G, entonces : (1) M[G] = M[f]
y (2) f no es N*°—dominante, ni N*°— dominado. Para finalizar se define la
nocién de real eventualmente diferente y se demuestra que el real de Cohen
no es eventualmente diferente y ademas, que el forncig de Cohen no agrega

reales eventualmente diferentes. La bibliografia principal que se usa es [J3]
y [Bar].

Definicién 3.2.2.1. El orden parcial de Cohen (C,<,1) se define como
sigue:
1. C={p:p es funcion A |p| < Vg A dom(p) C w A ran(p) C w}
2.p<qeqlp
3. 1=10.

Notar que C satisface el Teorema 2.9.1.5 y en consecuencia C produce
extensiones propias de M.

Definicion 3.2.2.2. Sean M un m.t.n para ZFC, C en M y
f e€N>®. fes un real de Cohen sobre M si y solo si existe un G tal que G
es C-genérico sobre M y f = UG.

Veamos porqué la f tal que f = UG es una funcién de N en N:
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. No existe un n € w tal que (n,i) € fy (n,j) € fyi#j, yaque G es

un filtro y si p, ¢ € G entonces existe un r € G tal que p Cr Ag Cr.

. dom(f) = w: Para cada n € w el conjunto E, = {p € C:n € dom(p)}

es denso. Entonces, E, NG # () y asi n € dom(f).

Teorema 3.2.2.3. Sean M un m.t.n de ZFC' , C en M, G un C-genérico so-
bre M y M|G] la extension genérica correspondiente a G. Sea f = UG el real
de Cohen sobre M definido por G y sea M[f] = ({N : N es un m.t.n de ZFC
A N tiene los mismos ordinales que MA M U{f} C N}. Entonces,

1.

2.

M[f] = M[G],

f no es N*—dominante, ni N°— dominado.

Demostracién.(1)

1.1

1.2

MIf] € MI[G]: Es suficiente con ver que f = UG € M|G] y esto
se cumple ya que por el TMG se tiene que G € M|[G] y sabemos por
absoluticidad que la unién es absoluta para modelos transitivos de ZFC.
Otra forma de ver que f = UG € M[G] es considerando que f tiene,
un C-nombre : & = {(op(n,m),p) : p € CAn € dom(p) A p(n) =m}.

MI|G]| € M[f]: Basta ver que G € M[f] y esto se prueba verificando la
siguiente igualdad,

G={peC:pCf} (2)

pues como la féormula p C f tiene sus parametros en M, C € M y M|f]
es un modelo del axioma de comprensién tenemos que G' € M|f]. La
justificacién de (2) la hacemos como sigue: (C) es inmediata. (2): Si
p C f, entonces para todo par (n,m) € p existe un qgu,m) € G tal que
(n,m) € qnm)- Entonces como G es un filtro y p es finita, existe un
s € G tal que s < q(,m), para todo par (n,m) € p. En consecuencia
p C s. Luego, s < py como G es un filtro, tenemos que p € G.

(2)
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2.1 f no es N*—dominante: Sea h € N*° N M[G]. Se probara que existe
una funciéon g € N*° N M que h no domina. Por el TF existe un p € G
tal que,

p lFc 7es una funcién de w en w,

donde 7¢ = h. Sea py,...,pn,... una enumeracion de las condiciones
de C que extienden a p. La funcién g € N> N M se define asi:

Para cualquier n,
g(n) =min{k € w:3q < palqlFc 7(R) = k)}

~~

An

(a) g esta bien definida: Para cualquier n, A, no es vacio pues p, IFc
T:w — wy por lo tanto, p, IFc Im(m € @ A 7(R) = m). Asi
que(por Teorema 2.9.2.5-6) existe un ¢ < p,, y existe un k € w tal
que ¢ k¢ 7(R) = k.

(b) También g € M, pues

g={(n,m) €wxw:m=min{k € w:3¢g<p,lqlrc7(n) =k)}

T

y por el Axioma de comprensién en M, T estd en M.

Para probar que g £* h es suficiente con demostrar que 3*°n(h(n) <
g(n)), donde el cuantificador 3°n significa “existen una cantidad in-
finita de n”, pues si 3%°n(h(n) = g(n)) se define ¢ € N> N M asf:
Vn € w(g'(n) = g(n) +1). Se probard que 3*°n(h(n) < g(n)) por ab-
surdo. Supodngase que existe un ng € w tal que Vn > ny(g(n) < h(n)).
Entonces ( como se estd en M[G]), por el TF, existe un s € G tal
que s lFc VYn > np(g(n) < 7(n)). Sea p, < s tal que m > ng(
Tal p,, siempre se puede encontrar pues como p,s € G y G es fil-
troexiste v € G(u < s Au < p). Como u es una extensién de
p, u tiene infinitas extensiones en la lista pi,...,p,, ..., en especial,
H{uU{(mazx dom(u)+1,7)} : r € w} = V). Considerando la definicién
de g se tiene que existe un g < p,, tal que ¢ IFc 7(m) = g(rh). Entonces
qlkc 7(m) = g(m) A g(m) < 7(rm). Una contradiccién.
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2.2 Probaremos que f no es N*°—dominado probando que ninguna g €
(N>)M domina a f: Sea g € (N*°)*. Se debe probar que g no domina
a f. Para cualquier n € w el conjunto A,, = {g € C: Im > n(g(m) <
q(m))} es denso y esta en M. De manera que para cualquier n, A,NG #
(). Por lo tanto, 3*°n(g(n) < f(n)). Es decir, f£*g. O

Antes de terminar esta subseccién se presentara otra importante propiedad
que tienen los reales de Cohen (Brendle, [Br]):

Definicién 3.2.2.4. Sean M un modelo interno de ZFC y M[G] una ez-
tension genérica de M. Un real x € M|G] es eventualmente diferente si
y solo si para cada y € N*° N M existe un k € w tal que para cualquier

i = klx(i) # y(i)].

Observacién 1: Sean M un modelo interno de ZFC y M|g] una extensién
genérica de Cohen, donde g es el real genérico determinado por un filtro G
C-genérico sobre M. Entonces g no es eventualmente diferente. En efecto:
Dado y € NNM y k € N, el conjunto Dy, = {p : Ji > k[p(i) = y(i)]}
es denso. Mas todavia, para cualquier y € N N M yv k € N, el conjunto
Ey, =A{p: 3 > klpi) = y(i) AN p(i +1) = y(i + 1)]} es también denso,
y por lo tanto, para cualquier y € N*° N M, el conjunto {i € N : ¢(i) =
y(i) AN g(i+1) =y(i+ 1)} es infinito.

Observacién 2: En la extensién M[g| no se adicionan reales eventualmente
diferentes. En efecto: Sea r € N> tal que r € M|[g]\ M, y sea 7 un C-nombre
para r en M. Sea pg, p1, P2, D3y - - -5 P, - - - Una enumeracion de condiciones del
forcing de Cohen C que extienden a una condicién que fuerce que r es una
funcién de w en w (por el Teorema del Forcing tal condicién esté en el genérico
correspondiente a g). Definimos z € N* de la siguiente manera:

z(n) == min{k : 3¢ < p.(q - 7(n) = k)}.
Por su definicién, z € M. Veamos que {i € N : r(i) = z(i)} es infinito.

Supongamos que no ocurre esto. Es decir, 3d € w[Vn > d(r(n) # z(n))].
Entonces por el Teorema del Forcing existe una condicién p (en el genérico)
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tal que p IF Vn > d(t(n) # &(n)). Tomamos m > d tal que Pm < p. Si
x(m) = k, entonces (por definicién) existe ¢ < py,[q IF 7(m) = k]. Entonces
q - 7(m) = @(m)]. Esto es una contradiccion.

Una vez que sabemos que Vx € M|g|dy € Mtal que{i € N : z(i) =
y(7)} es infinito, podemos obtener un resultado adicional: Para cualquier x €
M]g] existe un y € M tal que el conjunto {i € N: z(i) = y(i) A z(i+1) =
y(i+1)} esinfinito. En efecto: Sea r; € N* tal que r; € M[g]\ M. Entonces
consideramos al real 7 que codifica los pares consecutivos de r1, y a ry le
aplicamos el resultado anterior. En consecuencia, existe en M un real r3
tal que {i € N : (i) = r3(7)} es infinito. Entonces descodificando a 73 (
considerandolo como una secuencia de pares consecutivos) obtenemos un real
rs* en M tal que el conjunto {i € N:ry(i) =r3*(i) A ri(i+1) =r3*(i + 1)}
es infinito.

Observacién 3: Si la extension genérica M|G]| es obtenida utilizando el
forcing de Cohen que agrega N; reales de Cohen (Cy,), (ver subseccién xyz
mas adelante donde se trata el forcing que agrega una cantidad infinita
de reales genéricos) , entonces ningun real eventualmente diferente es adi-
cionado, porque cualquier nuevo real es adicionado por una cantidad numer-
able de reales genéricos de Cohen (ver Lema de Lévy en la subseccién 3.3),
por lo tanto, es adicionado por un real Cohen genérico.

3.2.3 Forcing aleatorio

Se inicia esta subseccion definiendo el orden parcial aleatorio B;,. Después se
definird real aleatorio sobre M apoyandose en la funcién § que codifica a los
borelianos(Teorema 2.8.3), éstos reales serdn elementos de [0,1]. Por dltimo
se prueba que si G es un Bj-genérico sobre M, entonces (1) y (2): (1) Si x
es el real aleatorio sobre M correspondiente a G, M[G] = M(z]. Y (2) x es
N>-dominado. La bibliografia principal que se usa es [J3] y [J4].

Definicion del orden parcial aleatorio:

Sea B([0, 1]) los borelianos del intervalo cerrado cero-uno, correspondi-
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entes a la topologia usual de R. Sea I, = {B € B([0,1]) : u(B) = 0} el
conjunto de los Borelianos del intervalo cerrado cero-uno cuya medida de
Lebesgue es cero(I, es un ideal sobre 5([0,1]) ).

Dados B, D € B(|0, 1]) se define la relacién ~: B~ D < BAD € I,.
~ es una relacion de equivalencia.
Consideremos el algebra cociente

B([0,1])/1, = {[B] : B € B([0, 1)},

donde
[B]+[D] =[BUD], [B].[D] = [BnND|

[B]'=1[0,1] = B], 1 =[[0,1]] y 0 = [0].

A B([0,1])/1, se le denotara por B,,.
V[B],[D] € By,

[B) < [D] = [B]. D) = [0] = u(B — D) = 0.

Como I, es un o-ideal sobre B, se concluye, por el Teorema 2.9.3.4, que
B,, es una o-algebra. En especial,

Definicién 3.2.3.1. El orden parcial aleatorio es (B, — {0}, <), y el mismo
se denotard por B},

Notar que B}, satisface el Teorema 2.9.1.5 y por lo tanto produce exten-
siones propias de M( Tal satisfaciéon ocurre porque la medida de Lebesgue
i 1o es atémica, es decir, para cada boreliano A C [0, 1] tal que pu(A) > 0,
existen dos conjuntos B,C C A tal que BNC =0, A=BUC, u(B) >0
y u(C) > 0. Esto se puede probar considerando que la funcién f :[0,1] —
0, u(A)] tal que f(x) = wu([0,2] N A), es continua y en consecuencia existe
un z € A tal que 0 < f(z) < u(A)).

66



Definicion del real aleatorio:

Sean M un m.t.n de ZFC, BY, B([0,1))" y BM™ € B([0,1)). Por el
Teorema 2.8.3 BM tiene un cédigo ¢ € M, BM = p(c)M, y ocurre que
B(e)M = B(c) N M, donde §(c) es el Boreliano codificado por ¢ en V . Si
B = f(c), B = BN M.

Lema 3.2.3.2. 5 G es un (B;)M-geném'co sobre M, entonces existe un unico
x € [0,1] tal que para cualquier BM € B([0,1])M,

reB— [BMea (3)

Demostracién. (I) Unicidad: Supongamos que existen distintos x,y €
[0, 1] que satisfacen (3) y que z < y. Entonces existe un racional r tal que
r<r <y SeaZM = {w e [0,1JM : r<w} vy la diferencia [0, 1]¥ — ZM
( donde [0,1]™ =[0,1] N M). Como G es un ultrafiltro sobre (B,)M, [ZM]
o [[0,1]M — ZM] pertenece a G. Si [ZM] € G, entonces por (3), z € Z.
Contradiccién. Si [[0,1]Y — ZM] € G, entonces (por (3)) y € [0,1] — Z.
Contradiccion.

(II) Existencia: Tal x es,

x = sup {r : res racional A [(r, 1]M] € G}

>

~~

A

Como [0,1] es un espacio métrico completo, 0 € Ay 1 es una cota superior
de A, entonces el supremo x de A existe. Falta ver que x satisface (3). Esto
se hard por induccién en los cédigos de Borel de M: BCM =, ., u M=

M
Ua<N1M Ha .

Caso base: c€ Y, ,NM y c e [[,NM.
Subcaso: ¢ € Y, NM

Primero se trabaja con los codigos ¢ que codifican intervalos abiertos de
extremos racionales, es decir, los ¢ tal ¢(n) = 1 en un sélo n. Supéngamos
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que ¢ es uno de ellos y que (a,b) es el intervalo que el codifica, es decir,
B(c) = (a,b). Entonces el argumento es el siguiente:

r€(a,b) e a<z<be a<sup{r:[(r,JM eG} <b < [(a,1]M] €
G Ab1)]¢€G < [(a,b)] €G.

Ahora se considera el caso de que B(c¢) = U{l, : ¢(n) = 1} y ¢(n) =1 en
mas de un n.

T € Upeolp & Incw@el,) « Inecw(lMecq) « >
G — [UnewInM] e d.

new [InM] €

Subcaso: ¢ € [[;NM. En este caso ((c) = [0, 1] — B(u(c)).

z € 0,1 = B(u(c)) < x ¢ Bulc)) < [Bu(c)¥] ¢ G « [0, -
Blu(e)] € G.

Caso inductivo: Yy [],- (Més exactamente: Y NM y > NM).

Supoéngase que V(3 < «a todo cddigo de Borel ¢ tal que ¢ € Zﬁ oceE Hg
cumple con (3). Se debe probar que todo ¢ € Y o ¢ € [, cumple con (3).

Subcaso: Y.
c€Xyc0) =1y B(c) = U, Bluilc)).

2 € Uie, Bui0) < Fi € w(x € Bui(c)) < Fi € w([Bvi(0)"] € G) «
S8 € G = [Use, Bui(e)M] € G.

Subcaso: 1],

Al igual que ) es muy parecido al caso base ), [], es muy parecido

all,- O

Definicién 3.2.3.3. Un numero real x es aleatorio sobre M si y solo si existe
un G que es (BS)M-genérico sobre My x satisface (3) con G.

Teorema 3.2.3.4. Sean M un m.t.n de ZFC', (B,)™ , G un (BS)" -genérico
sobre M y M|G] la extension genérica correspondiente a G. Entonces:

68



1.

2.

Si z es el real aleatorio definido por G, M[G]=M|x].

z es N*®-dominado.

Demostracién.(1)

(a)

(b)

Mlz] € M[G]: z € M[G], pues A € MI|G], por el Axioma de com-
prensién en M|[G], y [0, 1]MI¢] es un espacio completo. Entonces, M[z] C
MI[G].

M|G] € Mlz]: Para cada BM € B([0,1])” se cumple que BM C

BMIel C B. Sea el siguiente conjunto,

{[BM] : x € BME A BMEleg un Boreliano de M[z] con cédigo en M} .

Y

Prueba de G=Y: (G CY) Si [BM] € G, entonces por (3) z € B. Asi
que € Bl y por lo tanto [BM] € Y. (Y C G) Si [BM] € Y,
entonces © € BM*l donde BM1#] es un Boreliano con cédigo en M. Por
lo tanto € By por (3) [BM] € G. Como, por comprensién en M][x],
Y pertenece a M[x], se cocluye que G € M[z]. Asi que M[G] C M|z].

Para demostrar la segunda parte del Teorema necesitamos el siguiente
resultado previo:

Sea p la medida de Lebesgue. Se define la funcién m, m : B, — [0, 1]

asi,

Es facil verificar que m esta bien definida.

Lema 3.2.3.5. La funcion m satisface las siquientes propiedades,

1.

2.

m([0]) =0 ; y m([X]) >0, si u(X) > 0.

Si [X1] <g, [Xz], entonces m([X1]) < m([X3]).
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3. Sea {[X;] : i € w} C By, donde los [X;] son incompatibles dos a dos,
entonces,

Demostracién del Lema. Las cldusulas (1) y (2) son directas a partir
de las propiedades de la medida de Lebesgue ([Ro], capitulo 3). Lo mismo
ocurre con la cldusula (3) pues B, satisface la igualdad,

> X =[x

i=0 i=0
En esta tltima clausula para aplicar la o-aditividad de p hay que disjuntizar
los borelianos usando que [X;] .+ [X;] = [0], Vi,j € w (i # j). Es decir, que
w(X;NX;)=0,Vi,j € w(i#j). Vi cwsetoma X=X, —|J{XinX,:j#
i}. Entonces, Vi,j € w (i # j) se cumple X; N X7 =0 y m([Xi]) = m([X]]).
0]

(Se dice que una &lgebra booleana A es medible si existe una funcién
g: A —[0,1] con las propiedades (1),(2) y (3) de m. Asi que B, es un
algebra medible)

Como m es finita, es decir, V[A] € B,(m([A]) < Ny), se tiene que B,
tiene la condicién de cadena contable. Luego, aplicando el teorema 2.9.3.5
se concluye que B, es completa. Ahora podemos definir el valor Booleano de
una férmula y demostrar la clausula dos del Teorema.

(2) ( Para simplificar llamaremos a B por B5, y a [B]™ por [B]).

Sea h € (N*)MICG], Existe un [B] € G tal que
[B]lFps 710 — w,

donde 7¢ = h.

Para demostrar lo que se quiere es suficiente con probar que el conjunto
D definido a continuacién es denso bajo [B],

\
—

D = {[E] < [B] : [E] IFs, 3a(z € (N°)M AT <*2)},
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ya que esto implica que G N D # (), pues D € M, y entonces, por el TF,
(Fz(z € (NM A (16 <F 2))MIE,
lo que se quiere demostrar.

Sea [E] € B, tal que [E] < [B]. Hay que encontrar una [U] € B, tal que
Ul <[E]y [U] € D.

Se define una funcién g € (N*)M asf: Vn € w,
, 5 y 1
g(n) = min{k: m([E]. |[7(7) 2 k[l) < 5z - m((E])}

(. S

An

La funcién g esta bien definida y pertenece a M. En efecto,

(a) g esta bien definida: Para cada n € w el conjunto A, # (), pues el
conjunto Y = {||7(n) = j||« [E] : 7 € w} es una particién de [E] , es
decir, sus elementos son disjuntos dos a dos y [E] = > Y. Entonces
por las propiedades de m,

m([E]) = Zm(llf(ﬁ) =l - [E])

De manera que dado € = #m([E]) se tiene que existe un r € w tal
que,

(Z m(||7(n) = jl| - [E])) < e

Por lo tanto, j € A, ,Vj > r.

(b) g € M : Se hace un argumento analogo para la g del caso Cohen.
La condicién [U] buscada se define asi,
U] =[E]. [T =) < g
n=0
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Para probar que [U] # [] (y por lo tanto que [U] € B,) se demostrara que
m([U]) > 0:

(Comentario sobre la motivacién de la definicién de la funcién g: Puede
ser que la eleccién de [U] (con las propiedades requeridas) sugiera la definicién
de g y no a la inversa, pues para que [U] sea distinta de 0 bastaria que el
segundo miembro de la siguiente igualdad sea menor que m([E]): m([E]) =
m(E]- T2 7)< GOl +m((E] . 5, () > g(i)). Y es probable

que por eso Jech [J3] haya definido g de la forma como lo hace)

Usando la propiedad distributiva de B, se tiene,

lefﬁ > g()ll) = (Z[ [« llm(n) > g(A)])

Considerando la propiedad (3) de m,
m(O>_[E]|I7(2) > g)]) <> m((E].||7(7) > g(n)]])

Entonces por la definicién de g y propiedades de m,

Zm nwmwwm<2;gmmha;mwzmm>

De las desigualdades anteriores se obtiene,
Z Im(1) > g(n)[]) < m([E])

Como m([E]) > 0y m([E]) satisface,

m([E H||m§ A)l)) + ml(| le7h>ghll>
Se concluye, m([U]) > 0.
Ahora bien, como
[U] IFgs g € (N)
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pues g es una funcién w en w en M. Entonces,

V

—
[U] IFpe 3z(x € (N)YM AT <*2).

Por lo tanto, [U] € D . O

Una pregunta extra sobre el real aleatorio: ; El real aleatorio es eventual-
mente diferente?. La respuesta a esta interrogante no la conoce quien escribe
este trabajo.

3.2.4 Forcing de Mathias

Se inicia esta subseccién definiendo el orden parcial de Mathias (M, <, 1).
Después se presenta el concepto de real de Mathias sobre M, éstos reales van
a ser subconjuntos infinitos de N. Por ultimo se demuestra que si G es un M-
genérico sobre M y X es el real de Mathias sobre M definido por GG, entonces:
(1) M[G] = M[X], y (2) la funcién f € N> definida por la enumeracién
creciente de X domina a (N*)M (por lo tanto X es N*-dominante). La
bibliograffa principal que se usa es [J3] y [D4].

Se denota por NI<*I al conjunto de todos lo subconjuntos finitos de N.

Definicién 3.2.4.1. El orden parcial de Mathias (M, <,1) se define ast,
1. M={(s,A) : s € NI<®l A A € N> A ma(s) < min(A)}.
2. (s,A)<(r,B)~> ACBArCsAs—re€B.
3. 1=(0,w).

Notar que: (a) M satisface el Teorema 2.9.1.5 y por lo tanto produce
extensiones propias de M. Y (b) Si (s, A) < (r, B), entonces r C s. Donde
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si F' es un conjunto bien ordenado por R, decimos que D T F ( D es un
segmento inicial de F') siy sélosi D C FyVe,ye Flr e DANy<x —y €
D).

Definicién 3.2.4.2. Sean M un m.t.n de ZFC, M el orden de Mathias en M
y X un subconjunto infinito de N. X es un real de Mathias sobre M si y solo
si existe un G tal que G es M-genérico sobre M y X = U{s: JA(s, A) € G}.

Teorema 3.2.4.3. Sean M un m.t.n de ZFC , M en M, G un M-genérico
sobre M y M|G] la extension genérica correspondiente a G. Sea X = U{s :
JA(s, A) € G} el real de Mathias sobre M determinado por G. Entonces,

1. M[X] = M[G].

2. La f € N*® tal que f(n)= el n-ésimo elemento de X domina a (N*°)M
(por lo tanto X es N*-dominante).

Demostracién. (1) Se debe probar que M[G] = M[X]. Es suficiente
con probar la siguiente igualdad,

G={(s,4):sCXC sUA}

T

Pero para realizar la prueba se requiere de un lema previo,

Lema 3.2.4.4. Sean (s,A),(r,B) € M. (s,A) y (r,B) son compatibles si y
sélo si |ANB| =Ry y[(sCrAr—sCAV(IrEsAs—rCB).

Demostracién de Lema. (<). SisCryr—s C A, entonces el par
(r,ANB) € My es menor que (s,A)y (r,B). Sir C sy s—r C B, entonces
el par (AN B,s) € M y es menor que (s,A) y (r,B). (=) Por la hipétesis
existe una condicién (¢,7) € M tal que (¢t,7) <wm (s, A) y (t,T) <wm (r, B).
En consecuencia:

(1) sCtANt—sCA
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(i) rCtANt—rCB
(iid) TC ANB

Por (iii) se obtiene una parte de la conclusién: |A N B| = Ny. Y por
(i)(sCt)y (ii) (r Ct) se concluye que,

sCrorCs

Consideremos ambos casos:
Casol: SisCr, entoncesr —sCt—sC A. (Por (i)t—sC A)

Caso2: r C s,entonces s —r Ct—r C B. ( Por (ii) t —r C B)

Por lo tanto, se tiene la parte de la conclusion que faltaba:

(sCrAr—sCA)V(rCsAs—rCB).O

Una vez demostrado el Lema se prueba que G =T. G C T Sea (s, A) €
G. Lainclusion s C X es inmediata por la definicién de GG. Para la inclusion
X C sU A basta probar que X —s C A: Si z € X — s entonces existe
un a, y existe un 7, tal que z € a, y (a,,T,) € G. Entonces (s, A) y
(a,T,) son compatibles, pues G es un filtro. Por lo tanto (usando el Lema
anterior)tenemos que, (s C a, Aa, —s C A)o(a, E sAs—a, CT,). La
segunda opcion no se cumple ya que a, C s no puede ocurrir pues z € a,
pero z ¢ s. De manera que se cumple es la primera opcién y esta implica
que z € A. La prueba de que T' C G se hace como sigue: Sea (s, A) € T.
Entonces por el Teorema 2.3.9 el conjunto

D ={(t,B):(t,B) <m (s,A) V (t, B) L(s, A)},

es denso. Entonces, G N D # (). Por lo tanto, existe un (¢, B) € G tal que
(t,B) <m (s,A) o (t,B)L(s, A). Luego, como (t, B)L(s, A) no puede ocurrir
porque ambos estan en 7'y T es filtro en M. Entonces, (¢, B) <m (s, A). En
consecuencia, (s, A) € G. Lo que se queria probar.
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(2) Prueba de que f domina a (N*)M: Sea g € (N*°)™. Se debe probar
que g <* f. Es suficiente con demostrar que el siguiente conjunto F es denso
en M,

E={(s,A4):(s,A) IFm Vn > |5](g(n) < el n-ésimo elemento de ©)},
donde © es un M-nombre canénico para X, definido asi:

O={(n,(s,4):(s,A) e MAn€EwAnE€ s}

( La féormula Vn > |§[(g(n) < el n-ésimo elemento de ©) abrevia la si-
guiente: Vn > |5|3y € O(g(n) < y A |pred(0,y, €)| =n — 1)

Sea (s, A) una condicién. Entonces existe un conjunto infinito 7" C A, tal
que Vn > |s|, el n-ésimo elemento de s U T, t,, es mayor que g(n) y que los
t; anteriores. Asi que (s,7T) IFm Vn > [5/(g(n) < el n-ésimo elemento de ©),
porque para todo H que es M-genérico sobre M tal que (s,T) € H se tiene
que sC X C sUT, donde X es el real de Mathias correspondiente a H que
nombra ©. En consecuencia, como (s,7T") < (s, A), se tiene lo deseado. [

Para finalizar esta subseccién vale la pena resaltar que se infiere de la
demostracion de que el real de Mathias es N*°-dominante que el mismo es
eventualmente diferente, se resaltara este hecho mediante el siguiente teo-
rema:

Teorema 3.2.4.5. El real de Mathias es eventualmente diferente. [

3.2.5 Forcing de Sacks

Se inicia esta subseccién definiendo el orden parcial de Sacks (S,, <,1). Des-
pués se da el concepto de real de Sacks sobre M , éstos reales seran elementos
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de 2V, Por tltimo se demuestra que si G es un S,-genérico sobre M, entonces
(1) y (2). (1) Si f es el real de Sacks sobre M definido por G, M[G] = M|f].
Y (2) f es N*-dominado. La bibliografia principal que se usa es [J3] y [J4].

Definicién 3.2.5.1. El orden parcial de Sacks (S,, <,1) se define ast,
1. Sy = {p: p es subdrbol perfecto y no vacio del drbol binario completo}.
2.p<qeopCq

3. 1= El drbol binario completo.

Notar que S, satisface el Teorema 2.9.1.5 y por lo tanto produce exten-
siones propias de M.

Definicién 3.2.5.2. Sean M un m.t.n de ZFC, S, en My f € 2. fes un
real de Sacks sobre M si y solo si existe un G tal que G es S,-genérico sobre

My f=U{s:VpeG(sep)}

Veamos porqué una f tal que f = |J{s: Vp € G(s € p)} es una funcién
de N en 2:

1. Unicidad: Sea n € w. Si (n,k1) € fy (n,ky) € f, entonces existen s;
y s2 tal que Vp € G(s1 € pAsa €p)y (n, k1) € s1 A (n, k) € s9. Por
otro lado, en G hay un érbol ¢ tal diam([q]) < n—}rz, es decir, las s1y s9

de ¢ satisfacen s;(n) = sp(n). En consecuencia, k; = ko. El argumento

que permite apreciar que G tiene arboles cuyo conjunto de ramas tiene

didmetro arbitrariamente pequeno es el siguiente(En otras palabras, G

tiene arboles de tronco arbitrariamente altos, siendo el tronco la parte

que va desde el arranque de la raiz hasta el de las ramas (Ver (*)):

Para cada n € w el conjunto E, = {p € S, : diam([p]) < +} es denso,

pues si p € S,, entonces, como el didm([p]) = ﬁ, donde k es el menor

natural donde el p se ramifica, podemos encontrar un g <s, p tal que

q € E, ast: Si el diam([p]) < %, entonces ¢ = p. Si no, entonces “Le

quitamos todas las ramas a p hasta el nivel n” y ¢ sera el subarbol que

resulta de tal poda.
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(*) La siguiente figura sugiere la idea de tronco:

r ‘l‘ronco

2. dom(f) = w : Sea n € w, entonces existe(porque los E, de (1) son
gy 1 : n+1

densos) un p € G tal que didm([p]) < ;5. p tiene una sola s € 2.
Entonces, como para cualquier ¢ € G existe un r € G tal quer < py

r < g, se concluye que s € ¢ para cualquier ¢ € G. Asique, n € dom(f).

Teorema 3.2.5.3. Sean M un m.t.n de ZFC, S, en M, G un S,-genérico
sobre M y M[G] la extension genérica correspondiente a G. Sea f = J{s :
Vp € G(s € p)} el real de Sacks sobre M determinado por G. Entonces,

1. M[f] = M|G] .

2. fes N®-dominado.
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Demostracién. (1) Evidentemente M|[f] C M[G]. Para M[G] C M]|f]
basta con probar que

G:\{qesa:fe[q]k
A

(a) G C A: Seaq € Gyn € w. Secumple que f [ n = {(k, f(k): k€
n)} € q. En efecto, para cualquier par (k, f(k)) existe una s, € 2<“ tal
que (k, f(k)) € sk y Vp € G(si € p). Luego, como en G hay un arbol

r tal que didm([r]) < n+r2, se tiene que f [n € r. Y como para r y ¢

existe una extensiéon de ambos en G(G es un filtro)), se concluye que

fIneq

(b) A C G: (Por contraposicién) Si p ¢ G, entonces por el Teorema 2.7.5
existe un ¢ € G tal que ¢Lp. Entonces el conjunto,

Dy ={reSa:[r]n[p] =0}

es denso bajo ¢. En efecto: Sea s < ¢. [s] N [p] no contiene un subcon-
junto perfecto distinto de vacio ya que lo tendria [¢] N [p], y serian p y
g compatibles, contradiciendose la hipotesis. Entonces, por el Teorema
2.6.3(6), existe un subconjunto perfecto no vacio [r] < [s] — [p], y como
[r] N [p] = 0 se concluye que r € D,. Como r < s se infiere que D, es
denso bajo q.

Como D, es denso bajo ¢, existe un s € G tal que s < ¢y [s]N[p] = 0.
Como s € G, s € Ay entonces f € [s]. Entonces f ¢ [p], es decir,
p & A. Lo que se queria probar.

(2) La prueba de esta clausula usa la técnica de fusién la cual se expone
a continuacion:

Definicién 3.2.5.4. 1. Sea n € w tal que n > 1 y sea p un subdrbol
del arbol binario completo. Un nodo u € p es un n-ésimo punto de
ramificacion de p si y sdlo si u™0 € p y ul € p y existen exactamente
n nodos t C u tal que t"0 € p y t"1 € p.

( Un subdrbol perfecto tiene exactamente 2"~ n-ésimos puntos de rami-
ficacion)
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2. Sean p ,q subdrboles del drbol binario completo. p <o q si y solo si
p<q. Sin >0 entonces; p <, q si y solo si p < q y cualquier n-ésimo
punto de ramificacion de q es un punto de ramificacion de p.

3. Una secuencia {p; : i € w} C S, es una secuencia de fusion si y sdlo
s,
Po =0 P1=>1P2 =2D3 -

Hecho 3.2.5.5. Una consecuencia inmediata de la definicion de <,, es que
st p <, 1 entonces todo n-ésimo punto de ramificacion de p es un m-€simo
punto de ramificacion de r.

La propiedad fundamental de las secuencias de fusién se enuncia a conti-
nuacion:

Lema 3.2.5.6. Si {p; : i € w} C S, es una secuencia de fusion, entonces

g=(Hpi:i€ew}teS, vy q<,pn Vnew.
( q se denomina la fusion de {p; 11 € w} )

Demostracién del Lema. (a) Sean € w. ¢ <,, p,, ocurre fundamental-
mente por dos razones: (a.l) Vk > n, p, y pr considerados hasta sus nodos
s"0y s"1 (donde s es un n-ésimo punto de ramificacién de p,,) son idénticos.
(a.2) pn < pi, 0 <i<n—1. (b) Para probar que ¢ € S, hay que probar que
q es un perfecto no vacio: (i) ¢ no es vacio,pues () € ¢, ya que Vn € w() € p,).
(ii) Veamos que Vs € ¢3t D s tal que t"0 € q y t"1 € ¢: Sea k € w tal que
E>0yseaz €2"Ngq. x esta en el nivel k en todos los p, v tiene k pre-
decesores en ellos: o [0 =0,z [ 1,...,z | kK — 1. En todos los p, existe un
u O z tal que "0 y u”1 estan en p, y el menor de esos u, en cada p,, es
a lo sumo un k£ + 1-ésimo punto de ramificacién de p,, pues z es a lo sumo
un k + 1-ésimo punto de ramificacién de p,. Como q¢ <gy1 pr+1 ( ¢ Y Prs1
son idénticos hasta los nodos s"0 y s"1, donde s es un k + 1-ésimo punto de
ramificaciéon de py41), se tiene lo buscado. [

Ahora se procede a probar la cldusula (2) del Teorema: Sea h € (N*°)M[C]
ysea stalques e Gyslks, 7: 0 — &, donde 7¢ = h. Hay que probar

80



que existe una funcién de N en N que pertenece a M y domina a h. Basta
con demostrar que el conjunto,
\Y

—
D={peS,:pls, Jz(z € (N AT <*2)},

es denso bajo s. (Basta por la misma razén que se expuso en el caso del real
aleatorio ).

Sea p € S, tal que p < s. Se debe probar que existe un ¢ < p tal que
q € D. Para ello se define una secuencia de fusiéon a partir de p,

To 2071 2172 2273 ...
y una secuencia de conjuntos en M
A0> A1> A2> A37 cee

usando induccién y amalgamacion.

Caso base
To=uy AOZ{EO}
donde u < p , u ls, 7(0) = ko v ko € dom(w). Tal u y ko se obtienen
aplicando la cldusula 6 del Teorema 2.9.2.5 a p Is, Im(m € @ A 7(0) = m).

Caso inductivo
Sea n > 0 y supdngase que para cada m < n se ha definido r,,. Se define
rn v A, asi: Sean
S1y...,S9n-1
todos los n-ésimos puntos de ramificacién de r,_;. Se toman los sucesores

inmediatos de los s;, t; = sfw, donde w = 0 0 w = 1. La cantidad de ¢; es
2" .

Para cada ¢ < 2" existe un ¢; < r,,_1 [ t; y algin l%ﬁl € dom(w) tal que,
qi ks, 7(n) = kjﬁl

(Los ¢; y los kjﬁl se obtienen como en el caso base aplicando la clausula 6
del Teorema 2.9.2.5)

Sea A, = {ki : i < 2"}. Se define r, como la amalgamacion de {g; : i <
2"} en r,—1. Es decir, r, = [J{¢: : © < 2"}. Entonces, por construccién:
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(a) Tngn—lrn—l

(b) 7 lFs, 7(R) = KO V...V 7(7) = k2", donde ki € A,.

La clausula (a) no requiere comentario adicional, pero (b) si: j Por qué
(b) ocurre para r,, n > 07. La razén es que existe un i € 2" tal que ¢; € G,
pues el conjunto

D={peS.;:p<qV...Vp<qgn}

es denso bajo .

Asi que se ha definido la secuencia de fusién {r;},., y la secuencia de
conjuntos {A;}icw. Sea r = ({r; : i € w} su fusion.

Veamos que,
\Y

—
rlks, 3z(z € (WM AT < 2). (4)

Sea U un S,-genérico sobre M tal que r € U. Se define una funcién
g € (N)M tal que 7y <* g asi,

donde rq IFs, 7(0) = ko
Y para cada n > 0,

g(n) = max{k! € w: ki € An}.

La funcién ¢ esta bien definida y pertenece a M.
Tomando x = gy = g y considerando la cldusula (b) se cumple (4). O

Una pregunta extra sobre el real de Sacks: ; El real de Sacks es eventual-
mente diferente?. La respuesta a esta interrogante no la conoce quien escribe
este trabajo.
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3.2.6 Forcing de Silver

Se inicia esta subseccién definiendo el orden parcial de Silver (o de Prikry-
Silver), (S;, <,1). Luego se da el concepto de real de Silver(o de Prikry-
Silver) sobre M , éstos reales seran elementos de 2V. Y por tltimo se de-
muestra que si G es un S;-genérico sobre M, entonces (1) y (2). (1) Si f
es el real de Silver sobre M definido por G, M[G] = M[f]. Y (2) f es N*-
dominado. La bibliografia principal que se usa es [J4].

Ahora bien, como S; se parece mucho a S,, no es necesario hacer las
pruebas mencionadas pues sus analogas relizadas en S, se puden reescribir
para S; sin ningun inconveniente. Lo 1inico que si es necesario hacer aca es
precisar como se eligen los ¢; para amalgamar en el orden de Silver y construir
los 7, de la secuencia de fusién que se requiere para probar la cldusula (2)
mencionada anteriormente. La eleccién de los ¢; en S; difiere del caso S,
porque en S; los r,, ademas de perfectos, deben ser uniformes.

Definicién 3.2.6.1. El orden parcial de Silver (S;, <,1) se define ast,

1. S;={p: p es un subdrbol perfecto, uniforme y no vacio del drbol

binario completo}
2. p<qepiyq

3. 1= El drbol binario completo.

Notar que S; satisface el Teorema 2.9.2.5, por lo tanto produce extensiones
propias de M.

Definicién 3.2.6.2. Sean M un m.t.n de ZFC, Si en My f € 2Y. fes un
real de Silver sobre M si y solo si existe un G tal que G es Si-genérico sobre

My f=U{s:VpeG(sep)}

Teorema 3.2.6.3. Sean M un m.t.n de ZFC , S; en M, G un S;-genérico
sobre M y MIG| la extension genérica correspondiente a G. Sea f = |J{s :
Vp € G(s € p)} el real de Silver sobre M determinado por G. Entonces,
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1. M[f]=M[G] .
2. fes N®-dominado.

Demostracién. (1) Ver S, para este caso especifico.

(2) Sea h € (N®)MIGl y sea s tal que s € Gy s ks, 7: @ — & , donde
T = h. Hay que probar que existe una funcién de N en N que pertenece a
M y domina a h. Basta con demostrar que el conjunto,

\

—
D={peS:pls Ix(x e (N AT <* 1)},
es denso bajo s.

Sea p € S; tal que p < s. Se debe probar que existe un ¢ < p tal que
q € D. Para ello se define una secuencia de fusién a partir de p,

To 2071 2172 2273 ...
y una secuencia de conjuntos en M |
A0> A1> A2> A37 cee

usando induccién y amalgamacion.

Caso base
ro se define exactamente igual al rq de S,.
Caso inductivo

Definicién 3.2.6.4. 1. Sean Ao, ..., A, conjuntos totalmente ordenados.
Se define un orden total (lexicogrdfico) en Ag X ... X A, asi:

(ao,al, R ,an) < (bo,bl, .. ,bn) — & < n[(az < bz) AV < z'(aj = bj)]

2. Sean p y q dos subdrboles del drbol binario completo. Se dice que p es
una copia de q si para cada n € w las condiciones (2.1) y (2.2) son
satisfechas:

(2.1) |Niv(n,p)| = [Niv(n, q)|
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(2.2) Sing(p),...,nan-1(p) son los nodos de p que pertencen a Niv(n,p),
ordenados lexicogrdficamente, y no(q),...,non-1(q) son los nodos
de q que pertencen a Niv(n, q), ordenados también lexicogrdficamente,
entonces para cada i, 0 < i < 2" se cumple (2.2.1) y (2.2.2) :

(2.2.1) ni(p)"0 € Niv(n+ 1,p) < ni(q)"0 € Niv(n+1,q).

(2.2.2) ni(p)"1 € Niv(n +1,p) < ni(q)"1 € Niv(n+ 1,q).

El procedimiento que se realizard para elegir los ¢; que se van a amalga-
mar, se ejemplifica a continuacion definiendo a ry y Aj:

Sea s el 1-ésimo punto de ramificaciéon de ryg. Se toman los sucesores
inmediatos de s, tg = s"0 y t; = s1. Se define r, = ¢y U ¢; , donde:

G <70 lto A qolrs 7(0) = k2 A KD € dom(w)
@ <rolti Aqlks 7(0) =k} Ak} € dom().

El o y el ¢; con los cuales se define a r; se obtienen asi (Ver la matriz
AS(1)): El primer paso es obtener a qoo < 1o | to tal que qoo IFs, 7(0) = 158.
Por las razones dadas en el caso de S,, se sabe que esto siempre se puede
hacer. Luego, como r( es uniforme, existe un subarbol de r¢ [ t; con la misma
forma de ggo ( existe una copia de qoo en ro | t1). Esta copia se denota por
qoo®. Entonces, se obtiene un ¢11 < qoo® tal que g1 IFs, 7‘(()) = k% Por ultimo
(también por la uniformidad de ), se considera la copia de ¢i; que estd en
qoo, la cual se denota por ¢11°. Entonces se define: ¢ = q11° v ¢1 = q11.

rolto rolth
AS(1) = oo qoo®
qi1° q11

Sea n > 1 y supdngase que para cada m < n se ha definido r,,. Se define
rn v A, asi: Sean
S0y ...y Son—2
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todos los n-ésimos puntos de ramificacién de r,_;. Se toman los sucesores
inmediatos de los s;, t; = sfw, donde w = 0 o w = 1. La cantidad de ¢; es
2",

Extendiendo el procedimiento anterior se contruye una matriz para amal-
gamar en el orden de Silver, caso n (Ver AS(n)): Se define gy a partir de
T(n—1) | toy luego se consigue una copia qg, de goo en cada uno de los restantes
r(n-1) | t;. Cada copia es colocada debajo de su correspondiente r¢,_1 [ ;.
Luego, se define ¢ a partir de la copia de ggo que estd en un puesto anterior
en su columna, g5y < r—1) | t1. Y se coloca una copia de ¢i1, ¢7; en cada una
de las columnas restantes (por su puesto la copia depende de la columna).
Luego, se define ¢o2 a partir de la copia de g1 que lo precede en su columna,
q71 < @00 < T(n—1) | t2. Y se coloca una copia de g2, g3, en cada una de
las columnas restantes. Asi sucesivamente. El procedimiento términa en 2"
pasos.

Tin-1) [ to Tn=1) [ t1 Tn=1) [ 2=+ Tuo1) [ tan

qoo 400 Q0" 400

a1 q11 a - a1

A - [ [ [

S(n) q22 QQQ goo - - q22
qgnflznfl qgnflznfl qgnflznfl e q2”*12”*1

Entonces, para cada i € 2", se define ¢; como la copia ¢5,._1,,—1 correspon-
diente a la columna 4 (la cual a su véz corresponde al subarbol r¢,—1) [ t;).

Sea A, = {ki :i < 2"}. Se define r, = |J{g; : # < 2"}. Entonces, por
construccion:

(a) Tngn—lrn—l

() 7 lrs 7(7) = KOV ...V 7 () = k™, donde K € A,.O

Una pregunta extra sobre el real de Silver: ; El real de Silver es eventual-
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mente diferente?. La respuesta a esta interrogante no la conoce quien escribe
este trabajo.

Para finalizar esta subsubseccion (3.2.6) y la subseccion 3.2 (Cinco forcing
que agregan reales genéricos) se presenta a continuacién un cuadro que re-
sume los resutados de N*-dominado y N*°-dominante de los reales genéricos
estudiados:

N>*.dominante N“’-dbminado

Reales de Cohen NO NO g
Reales de Mathias SI NO
Reales de Sacks NO SI
Reales de Silver NO S1
[Reales aleatorios NO N |

3.3 Forcing que agrega una cantidad infinita a > N
de reales de Cohen. Prueba de la consistencia de
JFC +—-HC

Teorema 3.3.1. ZFC es consistente — ZFC+ —-HC es consistente.

Demostracién: La prueba de este teorema se realiza siguiendo (princi-
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palmente) los textos [K], [J1] y [J3]:
El forcing de Cohen que agrega una cantidad infinita de reales genéricos:

Sea M un m.t.n de ZFC. Sea M|[G] la extensién genérica que se obtiene
utilizando el forcing de Cohen que agrega a > R reales genéricos (o un
ordinal). Es decir, M[G] es la extensién genérica de M que se obtiene usando
un filtro G C C, que es C,-genérico sobre M, donde C, es el orden de Cohen
que se define como sigue:

Co=A{p:|p|< Ny A dom(p) Caxw Arango(p) C 2}.

p<q<—qCp

Tal forcing agrega la funcién F := |JG = a X w — 2. La cual permite
definir o nuevos reales genéricos (distintos y que no estan en M, ver [K],
pagina 205) de la siguiente forma: Para cada § < a definimos la funcién
fo:w— 2asi: fg(n) = F(B,n), para cada n € w.

Los a nuevos reales genéricos también pueden ser definidos de la siguiente
manera: Sea 3 € a. Se define,

ag={m e€w:3Ipe G(p(B,m)=1)}

Los ag ast definidos son subconjuntos de w y estan en M[G]. Obviamente
los fs son las funciones caracteristicas de los ag.

Cada real genérico ag y el conjunto A tienen un C,-nombre candnico.
Denotamos a estos C,-nombres por ag y A, respectivamente. Se definen asi:

ap ={(m,p) : p(8,m) = 1}.
A={(as1): B € a}.
La extension M|[G] se denota a veces por M[{ag : f < a}] para resaltar

los reales genéricos que se agregan. Esta extension genérica se puede obtener
usando forcing producto, el cual se definié en la seccion 2 y se mencionaron
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alguna de sus propiedades: Por ejemplo que cada real genérico es genérico
sobre la extension obtenida con el resto, es decir, a,, es genérico sobre M [{ag :
B < a\ {v}}], para cualquier ordinal v < a.

Entonces, para probar que M[G] = =HC se considera el forcing F'n(Ry X
w,2) que agrega a M N, nuevos reales. Es decir, Si Xy € M y G es Fn(RNy X
w, 2)-genérico sobre M, entonces (2% > Ry)MICGl Pero no hay seguridad de
que (N2)M siga siendo (Ry)MI¢l pues existen forcing que colapsan cardinales,
por ejemplo hay forcing que hacen que cardinales no numerables en M sean
ordinales numerables en M[G]. Entonces hay que asegurarse que Fn(Ry x
w,2) preserva cardinales para tener que (o)™ = (X)MICl v esto concluye
la prueba de que (2% > Ry)MICl es decir, M[G] = ~HC. Lo que permite
concluir:

ZFC es consistente — ZFC + —HC(C' es consistente.

Los siguientes resultados permiten concluir que F'n(Xy X w,2) preserva
cardinales:

Se empieza enunciando y demostrando un resultado de combinatoria in-
finita, el A-Lema, demostrado por Shanin en 1946 (Dicho resultado después
(1960) fue generalizado a grandes cardinales por Erdds y Rado, asumiendo
la HGC [J1)):

Lema 3.3.2 (Shanin). Sea W es una familia no numerable de conjuntos
finitos. Entonces existe un conjunto no numerable Z C W, y un conjunto
finito S tal que X NY = S para cualquier dos elementos distintos X,Y € Z.
(El conjunto Z es llamado A-sistema).

Demostracion: Como W es no numerable, es claro que existen una
cantidad no numerable de X € W que tienen el mismo tamano. Por lo tanto
se puede suponer que existe un n € w tal que | X |= n, para todo X € W.
Se utilizara este hecho para probar el lema por induccion en n. Caso base:
n = 1. Este caso es trivial pues S = (). Caso inductivo: Sea k € w y
supongase que el lema ocurre para k. Se debe probar que el lema se cumple
para k+ 1. Sea W tal que | X |= k 4 1 para todo X € W.
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Si existe un elemento a tal que a pertenece a una cantidad no numerable
de elemetos X de W, entonces se aplica la Hipodtesis Inductiva al siguiente
conjunto {X \ {a} : X € W A a € X}, y se obtiene el conjunto Z con la
propiedad buscada.

Si no ocurre el caso anterior, es decir, si cada elemento a pertenece a lo
sumo a una cantidad numerable de elementos X de W, entonces se construye
una coleccién disjunta (dos a dos) Z = {X, : @ < Ny} por induccién en «
como sigue: Si {Xp : f < a} han sido definidos, entonces X, = X tal que
X € Wy X es disjunto a todos los anteriores Xz, 3 < a. Siempre se puede
encontrar X porque « es numerable, W es no numerable y los elementos de
W son finitos. [

Lema 3.3.3. Si [ es arbitrario y J es numerable, entonces Fn(l,J) tiene la
c.c.c.

Demostracién: Sea p, € Fn(I,J) tal que a < X; y sea a, = dom(p,).
Entonces por el Teorema anterior de A-sistema anterior se conscluye que
existe un conjunto no numerable X C ¥, tal que {a, : @ € X} forma un A-
sistema con raiz r. Como J es numerable, entonces J” también es numerable.
Por lo tanto existen solamente una cantidad numerable de posibilidades para
Pa | 7. En consecuencia existe un conjunto no numerable Y C X tal que
todas las p, | r para a € X son iguales. Entonces todas las p, para a € Y son
todas compatibles. Por lo tanto no puede existir un conjunto {p, : a € N;}
de condiciones incompatibles. [

Lema 3.3.4. Suponga que P € M, (Pesc.c.c)™, y A, B € M. Sea G un
P-genérico sobre M, y f € M[G] tal que f : A — B.Entonces eziste una
funcion F: A — P(B) tal que F € M, Ya € A(f(a) € F(a)) y Ya € A((]
F(a) |< w)™).

Demostracién: Sea 7 € M¥ tal que f = 7¢. Por el Teorema del Forcing
se tiene que existe un p € G tal que

p Ik 7es una funcién de A en B.

Ahora se define:
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F(a)={be B:3q¢<p(qlFr(a)=0)}.

F € M porque I es definible en M.

Sea a € A. Para demostrar que f(a) € F(a), sea b = f(a). Entonces
existe un r € G tal que r IF 7(d) = b). r y p tienen una extensién comuin
en G,sea ¢ dicha extensién. En consecuencia ¢ IF 7(a) = b). Por lo tanto,
be Fla).

Para demostrar que (| F(a) |< w)™ se aplica el Axioma de eleccién en
M para encontrar una funcién @ en M tal que @ : F(a) — P, y para
be F(a), Qb) < py QD) IFr(a) =0b). Sib¥ € F(a) y b# b, entonces
Q(b) L Q). (En efecto, si Q(b) y Q(b') fueran compatibles existe un filtro
genérico H que las contiene a ambas y en M[H] , ty(a) = by mu(a) =V
Contradiccion.). En consecuencia, {Q(b) : b € F(a)} es una anticadena en
P. Dado que Q € M y (Pesc.c.c)™, se cocluye que (| F(a) |<w)M. O

Se define o(M) = M N Ord.

Antes del siguiente resultado se introduciran dos definiciones previas para
demostrar la relevancia de la condicién c.c.c. con la absolutes de cardinales.

Sea P € M. P preserva cardinales si y solo si para cada G que sea
P-genérico sobre M se cumple que,

VG € o(M)[(Bes cardinal)™ «— (Bes cardinal)M<]].

Como w es absoluto y todo cardinal en M [G] es un cardinal en M entonces
se cumple que P preserva cardinales si y sélo si,

VB € o(M)[f>w A (Bes cardinal) — (Bes cardinal)MI“]].

Sea P € M. P preserva cofinalidades si y sélo si para cada G que sea
P-genérico sobre M y ~ un ordinal limite en M se cumple que,

cf(M = cf ()M,
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Lema 3.3.5. 5@ P preserva cofinalidades, entonces P preserva cardinali-
dades.

Demostracion: Supdéngase que P preserva cofinalidades. Si o > w es
un cardinal regular de M, entonces cf(a)Ml¢ = cf(a)™ = a. Por lo tanto
a es un cardinal regular en M[G]. Si § > w es un cardinal limite de M,
entonces los cardinales regulares (sucesores) en M que son no acotados en (3
siguen siendo regulares en M[G], en consecuencia (3 sigue siendo un cardinal
limite en M[G]. Dado que cualquier cardinal es regular o limite (o ambos),
se cocluye que cualquier cardinal infinito de M es un cardinal de M[G]. O

Lema 3.3.6. Suponga que P € M, G es un P-genérico sobre M y que si
Kk es un cardinar reqular no numerable de M, entonces (kes regqular)MICl,
Entonces P preserva cofinalidades.

Demostracién: Sea v un ordinal limite en M y sea (k = cf(y))M.
Entonces existe un f € M tal que f : Kk — 7 estrictamente creciente y no
acotada. Entonces como la cofinalidad de un ordinal limite es un cardinal
regular ([K]) se concluye que (kes regular). En consecuencia, por hipétesis,
(kes regular)M(@ Luego, como f € M][G], se infiere que (k = cf(y))M
(porque si « es un ordinal limite y g : @« — [ estrictamente creciente y no
acotada, entonces cf(a) = cf(0), [K]). O

Lema 3.3.7. Si P € M y (P es c.c.c)M, entonces P preserva cofinalidades
(y también cardinales).

Demostracion: Supéngase que P no preserva cofinalidades. Entonces
por el lema anterior existe un cardinal k € M tal que k > w, (k es regular)™
v (k no es regular)™(®. Entonces existe un o < x y una funcién cofinal f :
a — k en M|G]. Usando el Lema 3.4.3, sea F' en M tal que ' : « — P(k),
VE < a(f(§) € FI(E) vy ¥ < a((l F(§) [<w)™). Sea S =U{F(E) : £ < a}.
Entonces S € M y S es un subconjunto no acotado de k. Aplicando en M el
hecho de que la unién de | o | conjuntos numerables tiene cardinalidad | « |,
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se concluye que (| S |=| a |< x)M. Esto contradice la regularidad de x en
M.O

Con esto termina la prueba del Teorema 3.3.1: ZFC es consistente —
ZFC + —HC es consistente. [

Para continuar con esta subseccién se enunciara un importante resultado
sobre el forcing de Cohen que agrega una cantidad infinita de reales genéricos,
el Lema de Lévy [Le]:

Sea M[G] la extensién de Cohen obtenida con C, que se describi6 anterior-
mente. Sea A € M, A C a. Sea Cy4 el subconjunto de C, cuyos elementos
son todas las condiciones p que tienen el dominio incluido en A X w. Sea
Ga:={peCa:peG}. Sea Fy:=|JG4: AXxw — 2. Se cumple que
Fp=F]Axw.

Teorema 3.3.8 (Lema de Lévy). Para cualquier nimero real a € M[G],
existe un conjunto A € M, A C «, el cual es numerable en M, y tal que
a € M[GA] |

Una prueba de este Teorema puede encontrarse en [Le], pagina 138.
También puede encontrarse en (K], pagina 256.

Para finalizar esta subseccién se enunciard un resultado que afirma que
el forcing de Cohen que agrega una cantidad de reales genéricos se puede
factorizar, una prueba del mismo puede encontrarse en [K], pagina 255:

Teorema 3.3.9. Sea M[G] la extension de Cohen obtenida con el forcing
Co que se describio anteriormente. Sea A € M, A C «. Entonces Gy
es Ca-genérico sobre M, Gona es Co\a-genérico sobre M[G4] y M|G] =
M[G4][Gaa]l. O

93



3.4 Otra version del forcing de Cohen: Forcing que
agrega arboles perfectos uniformes

Un forcing que genera la misma extension que el de Cohen es el de los arboles
uniformes finitos con el orden de la extension final (méas adelante se definird
al mismo). En general, vale el suguiente resultado para el forcing de Cohen
(ejercicio C4 de [K], pagina 242):

Definicion previa: Un forcing P es no atomico si no tiene atomos, donde
p € P esun dtomosi =3q,r € P(g<pAr <pAqlr).

Teorema 3.4.1. Sea P un forcing numerable y no atémico. Entonces existe
una inmersion densa del forcing de Cohen (el de las sucesiones finitas de
numeros naturales) en P. [

Del Teorema anterior se puede inferir que el forcing de las sucesiones fini-
tas de ceros y unos, el forcing de las sucesiones finitas de nimeros naturales,
el forcing de los arboles uniformes finitos (que se definira a continuacién) y el
forcing que agrega una cantidad numerable de reales genéricos (que se definié
en subseccién anterior) generan las mismas extensiones. Este hecho es muy

util (por ejemplo) para hacer pruebas de consistencia relativa con el forcing
de Cohen.

Sea UNF el forcing de los drboles T' C 2<“ uniformes finitos ordenados por
extension final. Es decir, T) < Ty siy sélosi Ty 2O T y 11 | Altura(Ty) = To.
Donde Altura(Ty) es la longitud de cualquiera de las ramas de 7 (todas las
ramas de un arbol uniforme finito tienen la misma longitud).

Dado que UNF es numerable y no es atomico, entonces por el Teorema
anterior UNF es el forcing de Cohen C. Sea G un UNF-genéricos sobre M,
entonces en M[G], |JG es un drbol T" C 2<% perfecto uniforme. Es decir
UNF agrega nuevos arboles perfectos uniformes a M, y se puede considerar

que el real genérico a € N> que se agrega a M usando C es un codigo de
dicho arbol.

Teniendo en cuenta la relacién expresada en el parrafo anterior, entre
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otras técnicas como por ejemplo la de los constructibles de Godel generalizada
(L(A) que permite construir el Modelo de Feferman, [D-G]) y los reales de
Cohen eventualmente diferentes, se puede demostrar [D-G| que la Propiedad
de Bernstein (se definird a continuacién), no implica la Propiedad de Par-
ticién Polarizada (se definird a continuacion), la implicacién inversa si ocurre,
es decir, la Propiedad de Particién Polarizada si implica a la Propiedad de
Bernstein.

Definicion de las Propiedades de Bernstein y polarizada:
Propiedad de Bernstein: Para toda (particiéon) F : N*° — 2 existe
un conjunto perfecto P C N* tal F' es constante en P. La Propiedad de

Bernstein se denota en [D5] asi: w — (per fecto)“.

Propiedad de Particion Polarizada: La expresién

w Un

W n1

w ns
ﬁ

significa que para toda (particién) F' : N> — 2 existe una sucesién de
conjuntos {H; }ie. tal que:

b ngw>|Hl |:ni> y

e F es constante en [[,. Hi.

i€w Tt

Vale la pena resaltar que (al igual que la Propiedad de Ramsey men-
cionada en la seccién 2) la Propiedad de Particién Polarizada (PPP) y la
Propiedad de Bernstein (PB) no son compatibles con el Axioma de Eleccién
[Bes], pero son consistentes con ZF, si ZFC + “ Existe un cardinal inaccesi-
ble” es consistente [Mat]. Detallando un poco més este asunto hoy en dia se
conoce una prueba de la consistencia de ZF + PB que no usa la hipdtesis de
la existencia de cardinales inaccesibles (Shelah construyé un modelo de ZF
donde vale PB sin usar la hipodtesis de la existencia de cardinales inaccesi-
bles en su construccién [Sh]). Pero no se ha podido probar lo mismo con la
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PPP, es decir, es un problema abierto de si la hipotesis de la existencia de
cardinales inaccesibles es necesaria o no para la consistencia de la PPP con
ZF.

3.5 Forcing, conjuntos estacionarios y el Axioma de
Martin Maximo

Sea k > w un cardinal regular. Se dice que un subconjunto C' C k es no
acotado (en k) si para todo o < k existe un # € C' tal que § > «. Se dice que
un subconjunto C' C k es cerrado si toda sucesion (ap < o < ... <ag <...)
(£ < 0) de elementos de O, si § < k, entonces el supremo de la sucesion,
U{ae | € < &}, también pertenece a C. Un subconjunto C' C & es cerrado y
no acotado (CNA) en « si es a la vez cerrado y no acotado en . Un conjunto
S C k es estacionario si S N C # () para todo CNA C C .

Consideremos el cardinal regular X;. Dos ejemplos de conjuntos cerrados
y no acotados en X; son: Nj (trivialmente) y A = {a € R : a eslimite}. Y
tres ejemplos de conjuntos estacionarios (en Ny) es N; (trivialmente), todo
conjunto C' C N; que sea CNA, pues los conjuntos CNA forman una familia
cerrada bajo intersecciones finitas [D1], y EX' = {a < ®; : cof(a) = w}
[J1].

Se dice que un orden parcial (P, <) preserva estacionarios si cualquier
subconjunto estacionario de ¥; en el modelo base M sigue siendo estacionario
en la extension genérica M[G].

Ejemplos de ordenes parciales (forcing) que preservan estacionarios son
el forcing de Cohen, el forcing de Sacks y el forcing de Mathias [J1]. A
continuacién se define un forcing que no preserva estacionarios [J4] agregando
un genérico CNA disjunto al estacionario respectivo:

Para cualquier conjunto estacionario S existe un forcing Py que preserva
a N y agrega un conjunto (genérico) CNA C' tal que C' C S. Entonces si S
y —S (el complemeto de S) son estacionarios, se tiene que Py destruye esta-
cionarios pues en M[G] se cumple que C'N(—S) = 0. Y existen subconjuntos
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estacionarios de Ny cuyo complemeto es estacionario (como consecuencia del
Axioma de eleccién [J1]). Py se define como sigue:

Sea S un conjunto estacionario.

1. Ps= El conjunto de todos los conjuntos cerrados de ordinales p tal que
pCsS.

2. p < ¢ siy solo si p es una extension final de ¢, es decir, para algin
ordinal @ : g =pNa.

Sean M un m.t.n de ZFC y G un Py -genérico sobre M, entonces el
conjunto CNA C' (C C 5) que agrega P, es C = JG.

El axioma de Martin Maximo (MM) es un axioma de forcing que fue
formulado por Foreman, Magidor y Shelah en 1988 [F-M-S] y es la siguiente
proposicién:

Axioma de Martin Maximo 3.5.1. Si (P, <) es un orden parcial que
preserva estacionarios y D es una familia de Xy subconjuntos densos de P,
entonces existe un filtro ' D-genérico sobre P, es decir, F N D # 0 para
cada D € D.

Es conocido que MM es un candidato a nuevo axioma de ZFC que im-
plica que | R |= Ny, (es decir que la hipétesis del continuo es falsa) y que
él es consistente con ZFC si existen cardinales supercompactos, y como él
no es constructivo y la existencia de cardinales supercompactos no se puede
demostrar a partir de ZFC como consecuencia del Segundo Teorema de in-
completitud de Godel, entonces se ha dificultado su aceptacion definitiva
como nuevo axioma [D3], [A], [J1], [J4].
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4 Una apréximacion a los fundamentos meta-
matematicos del método de forcing

4.1 Introduccion

El objetivo de esta seccion es estudiar los fundamentos metamatematicos
de dos maneras de aplicar el método de forcing: (1) Forcing con modelos
transitivos numerables, el usado en este trabajo siguiendo el texto de Kunen
K] v (2) Forcing con modelos sintdcticos o forcing sobre V, que no se usé
en este trabajo pero es utilizado en los textos [J1],[J2], [J4] y [Bel], por
ejemplo. El forcing con modelos sintécticos o Forcing sobre V tiene a su
vez al menos dos maneras de aplicarlo: (2.1) Con la relacion de forcing
estrella IF* y (2.2) Con modelos a valores booleanos. Se tratard de explicar
metamatematicamente (usando ideas de Kunen [K] y Jech [J3], entre otras)
por qué se pueden hacer pruebas de consistencia relativa en la Teoria de
conjuntos con dichos métodos.

Vale la pena resaltar algo que se podra apreciar en el desarrollo de esta
seccion, las tres presentaciones del forcing referidas se definen en el contexto
de la Loégica de primer orden con identidad, es decir, en el contexto de la
Teoria de conjuntos escrita en primer orden. Esto no deberia de sorpren-
der pues la légica de primer orden se consolidd, a pesar de sus limitaciones
expresivas, como la légica base para las matematicas (en los anos 1930-40)
gracias a su propiedad de completitud y a su simplicidad [Mool], [Moo4].

El orden expositivo sera el siguiente: En la primera subseccién se enun-
ciaran algunos teoremas relevantes para desarrollar el tema, en la segunda
trataremos al forcing con modelos transitivos numerables; en la tercera al
forcing con modelos sintédcticos o forcing sobre V, con la relacion de forc-
ing estrella IF*; y en la cuarta y iltima subseccién trataremos al forcing con
modelos sintdcticos o forcing sobre V, con modelos a valores booleanos.
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4.2 Algunos teoremas relevantes para el tema

A continuacién se enuncia el Teorema de Completitud de Godel (1930) [G3],
una demostracién del mismo puede encontrase en [E2], [Me] y [Ch-Ke] :

Teorema 4.2.1 (Teorema de Completitud de Gdadel). Sea ¥ un con-
junto de setencias de un lenguaje de primer orden con identidad L, entonces,

Y es consistente «—— X tiene un modelo. [

Es conocido que en la direccién «— se llama Teorema de Correcciony en
la direcciéon — se llama propiamente Teorema de Completitud.

A continuacién se enuncia el Teorema de Reflexién (Montague, 1960-
Lévy, 1961), este Teorema es una version del Teorema de Lowenheim-Skolem-
Tarski hacia abajo (1956) de la Teoria de Modelos, una prueba del mismo
puede encontrarse en [J1] y [K]:

Teorema 4.2.2 (Principio de Reflexién). (1) Sea p(z1, ..., x,) una formula.
Para cada conjunto My existe un conjunto M 2O My tal que,
)M

(1, T0)" — (T, ..., Tp),

para cada Ty, ...,x, € M. (Se dice que M refleja a ¢.)

(2) Mas todavia, eziste un conjunto transitivo M O My tal que M refleja
a . Y mas todavia, existe existe un ordinal a tal que V, O My y V,, refleja

ap.
(8) Si se asume el Azioma de eleccion, entonces existe un congjunto M 2O

My tal que M refleja a @ y| M |< mdx(] My |,No). En particular, existe un
conjunto numerable M que refleja a p. [
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A continuacion se enuncia el Teorema del Colapso Transitivo de Mostowski
(Mostowski, 1949-Montague, 1955), una demostracién del mismo puede en-
contrarse en [J1] y [K]:

Teorema 4.2.3 (Teorema del Colapso Transitivo de Mostowski). (1)
St E es una relacion bien fundamentada y extensional sobre una clase P,
entonces existe una clase transitiva M y un isomorfirmo m entre (P, E) y
(M, €). La clase transitiva M y el isomorfismo m son unicos.

(2) En particular, cualquier clase extensional P es isomorfica a una clase
transitiva M. La clase transitiva M y el isomorfismo m son unicos.

(8) En el caso (2), si T C P es transitiva, entonces w(x) = x para todo
xeT. U

4.3 Forcing con modelos transitivos numerables

El forcing con modelos transitivos numerables que se considerara en esta
subseccién es el forcing que se describié y usé en este trabajo (secciones 2
y 3), es decir, el forcing con modelos transitivos numerables tal como es
desarrolla por Kunen [K], siendo la idea bdsica del mismo la siguiente: Si
se quiere probar que ZFC + ¢ es consistente relativa a ZFC se supone la
existencia de un modelo transitivo y numerable M (llamado modelo base) de
ZFC y luego se extiende M a otro modelo transitivo y numerable M[G] de
ZFC + ¢ tal que M[G] es el menor modelo transitivo de ZFC que contiene
a M U{G}, y M[G] y M tienen los mismos ordinales. M|[G] se llama la
extension genérica de M correspondiente a G, donde G es un P-genérico
sobre M, es decir, G cumple con (a) y (b): (a) G es un filtro sobre un orden
parcial con un mayor elemento (P, <, 1), orden parcial que pertenece a M.
Y (b) G intersecta a cualquier subconjunto denso D de (P, <,1) que este en
M. En sintesis, dado un (P, <,1) € M y un G P-genérico sobre M se define
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MI|G] ={rg : 7 € MP}, donde MP es el conjunto de todos los P-nombres de
M y 7¢ es la interpretacion (o el valor) de 7 en G.

Pero j Por qué si se hace el procedimiento expresado anteriormente se
puede concluir que es verdad la siguiente proposicion,

ZFC es consistente — ZFC + ¢ es consistente?.

A continuacion se trata de responder esta interrogante.

En el contexto de la Teoria de Modelos se denotara por ZFC a la Teoria de
conjuntos informal de Zermelo-Fraenkel constituida por los axiomas usuales
y las reglas de inferencia de deduccién natural. Se supone que esta teoria es
consistente y se usara para investigar la metateoria del sistema axiomético
ZFC (el sistema axiomético formal de Zermelo-Fraenkel con que se ha venido
trabajando y que se defini6 al inicio de este trabajo). Se quiere responder
la siguiente pregunta Metamatemética de consistencia relativa ; Cdémo se
prueba (con ZFC) la siguiente proposicion,

ZFC es consistente — ZFC + ¢ es consistente,

usando el forcing con modelos transitivos numerables?.

Supongamos que se ha demostrado (con ZFC ) que ZFC tiene un modelo,
es decir,

ZFC I+ Existe un modelo de ZFC.

Entonces por el Teorema de Correccion,

ZFCF ZFC es consistente.

Esto contradice el Segundo Teorema de Completitud Godel, por lo tanto
la hipétesis del método de forcing con modelos transitivos numerables, “Exis-
te un modelo transitivo y numerable de ZFC”, no se puede realizar (en ZFC),

101



no se puede demostrar la existencia de un tal modelo en (ZFC) ; y cémo
se supera este inconveniente? Este problema se resuelve considerando “frag-
mentos finitos suficientemente grandes de ZFC” teniendo presente que en la
construccién de M[G] y en la prueba de que < M[G], e>= ZFC + ¢ solo se
utilizaron una cantidad finita de axiomas que son verdad en M. Sea ZFC*
un fragmento finito sufientemente grande de ZFC de tal modo que se pueda
aplicar el método de forcing para la férmula ¢ ().

Entonces, puede demostrarse (en ZFC) que existe un modelo transitivo
y numerable de ZFC* aplicando El Principio de Reflexién y el Teorema del
Colapso Transitivo de Mostowski, es decir,

ZFC + dM (M es transitivoA | M |=Ro A < M,e>|= ZFC™). (o)

(Notar que en la expresién < M, e> ZFC* se debe considerar la con-
juncién finita de los axiomas de Z F'C*, esto es posible porque ZFC* es finito)

Ahora bien, considerando () y () se puede obtener:

ZFC F dM[G]{M]|G]es transitivo A | M[G] |=Rg A
< M[G],e>= ZFC* N ¢}. (o)

Entonces, por el Teorema de la deduccién se concluye que:

ZFC F {3M (M es transitivoA | M |=RgA < M,e>= ZFC")} —

AM[G{ M[G]es transitivo A | M[G] |= Ry A
< M[G],e>= ZFC* A ¢}. (W)

102



Entonces usando (#) y aplicando el Teorema de la deduccién, el Principio
de Refleccidn, el Teorema del Colapso Transitivo de Mostowski y el Teorema
de Correccién, se concluye que,

ZFC + ZFC* es consistente — ZFC* + ¢ es consistente. (&)

Entonces,

ZFC F ZFC es consistente — ZFC + ¢ es consistente.

En efecto, para probar dicha implicacién aplicamos el Teorema de la de-
duccion y el Método de reduccion al absurdo. Supongamos que ZFC es
consistente y que ZFC + ¢ es inconsistente. Entonces existen una cantidad
finita de axiomas de ZFC, v1,...,1,, tal que a partir de ellos y de ¢ se
obtiene una contradiccién. Luego, se toma otro fragmento finito suficiente-
mente grande de ZFC que incluya los axiomas 11, ...,%, y se pueda aplicar
(nuevamente) el argumento de forcing correspondiente a ¢ que se supone re-
alizado en (). Tal fragmento se denotard por ZFC**. Entonces, se concluye
un resultado analogo a &, es decir,

ZFC  ZFC** es consistente — ZFC** + ¢ es consistente.

Como ZFC** + ¢ es inconsistente (consecuencia de la hipdtesis de ab-
surdo y la eleccion de ZFC**), se infiere que ZFC** es inconsistente (apli-
cando Moduns Tollens en la implicacién anterior).

Entonces, ZFC es incosistente ya que ZFC** C ZFC.
De modo que se tiene una contradiccion: ZFC es consistente y ZFC es
inconsistente. Por lo tanto no puede ocurrir la hipdtesis de absurdo (ZFC

+ ¢ es inconsistente). En consecuencia: ZFC + ¢ es consistente. Entonces
ahora cerramos el Teorema de la deduccién inicial y se tiene:

ZF¥C I ZFC es consistente — ZFC + ¢ es consistente. [
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4.4 Forcing con modelos sintacticos o Forcing sobre V:
Con la relacion de forcing estrella IF*

En esta subseccion no se usan en absoluto modelos que son conjuntos,es decir,
modelos en el sentido usual de la Teoria de Modelos estandar.

En la seccién 2 se definié inductivamente (en V| sin considerar ningin
modelo M) la relacién p IH* (7, ..., 7,), donde p € (P, <, 1), p(x1,...,x,)
una férmula y 71, ..., 7, € VP. Y luego se enuncié el Teorema,

p I SO(TM s 77-“) = (p - SO(TM s 7Tn))M>

para mostrar que la relacién I es definible en el modelo base M. Luego
se trabajo con IF en todas las aplicaciones que se hicieron en este trabajo.
Sin embargo, se puede haber aplicado forcing sélo con esta relacion IH* sin
considerar para nada modelos en el sentido usual de la Teoria de Modelos.
Si uno optard por esta via, para responder la pregunta Metamatematica de
consistencia relativa ; Cémo se prueba (con ZFC) que

ZFC es consistente — ZFC + ¢ es consistente?,

se procederia asi:

(a) Primero se demuestra que 1 IF* ¢, para todo axioma 1 de ZFC. (Esto
ya estd demostrado, ver Kunen [K].)

(b) Después se demuestra que 1 IF* . (Esto si se debe demostrar.)

(c) Luego se demuestra que la relacién de IF* se preserva bajo deducibi-
blidad (I-), es decir,

Si Oy,....0, vy plF6,...,plF* 0, entonces pl-*~. (Estoya
estd demostrado, al final de esta subseccion se ofrecera una prueba.)

Supongangase que se cumplen (a), (b) y (c), entonces por qué vale la
proposicion,

ZFC es consistente — ZFC + ¢ es consistente.
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Supongamos que no vale, es decir, ZFC es consistente y ZFC + ¢ es
inconsistente. En consecuencia, existen una cantidad finita de féormulas de
ZFEC + ¢, ¢1,..., ¢, tal que ¢1,...,0, & § A =d. Entonces por (a), (b) y
(c) se cumple que 1 IF* 6 A =d. Esto contradice la definicién de IF* (relacién
que se ha definido con ZFC consistente). Por lo tanto se cumple que:

ZFC es consistente — ZFC + ¢ es consistente.

.. Y cémo se prueba la cldusula (c)? Por la definicién del sistema axio-
matico ZFC y especialmente la definicién de deducibilidad F es suficiente con
demostrar que la relacion IF* se preserva bajo la regla Moduns Ponens: De
n — & yn, podemos inferir £&. Supongamos que p l-*n — £ y que p IF* n. Se
debe probar que p IF* £. Por el siguiente Lema:

Lema 4.4.1. Las siguientes proposiciones son equivalentes:

1. plE*p(m, ..., )
2. <p(rl-o(r,...,m))

3. Ar riF o(r,...,m)} es denso bajo p. O

Donde una prueba del mismo se encuentra en Kunen [K], pagina 197,
basta con demostrar que el conjunto {r : r IF* £} es denso bajo p. Sea q < p.
Entonces g IF* n — & En consecuencia, definiendo las conectivas, se tiene
que ¢q IF* =(n A =¢§). De modo que,

-3t < q(t I np A =E).

Es decir,
-3t < q(tIF ny tIE* =€).
Entonces, como ¢ IF* 1 se concluye que ¢ [F* =£. En consecuencia, existe

un s < q(slkF*¢). s<qg<pyse{r:rit*&. O

Observacion: Vale la pena resaltar que para realizar una prueba de consis-
tencia relativa usando la relacién I-* sélo hay definir el orden parcial a utilizar
y demostrar la cldusula (b) antes mencionada porque ya las cldusulas (a) y
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(c) se sabe que valen para cualquier orden parcial entonces no hace falta
probarlas.

4.5 Forcing con modelos sintacticos o Forcing on V:
Con modelos a valores booleanos

Al igual que en la subseccién anterior en esta subseccién no se usan en ab-
soluto modelos que son conjuntos, es decir, modelos en el sentido usual de
la Teoria de Modelos estandar. Aqui se trabaja también con V. Pero una
diferencia con el caso anterior es que aqui se trabaja (necesariamente) con
ordenes parciales que son algebras booleanas completas.

Se empezara respondiendo la siguiente interrogante ; Qué es un modelo
a valores booleanos del lenguaje de la Teoria de conjuntos?.

Sea B un algebra booleana completa. Un modelo a valores booleanos del
lenguaje de la Teoria de conjuntos 26 = (U, I, E) consiste de un universo
booleano U y dos funciones binarias I y E sobre U con valores en B. En vez
de I(z,y) vy E(z,y) se escribird ||z = y|| v ||z € y||, respectivamente. (Los
valores booleanos de = y €). I y E deben satisfacer las siguientes cuatro
clausulas:

L lr=z] =1
2. [le =yl = lly = =
3. Ml =yl lly = 2l < llz = =]

4z eyl flv =zl lw =yl < [lvewl]

Después de definir el modelo a valores booleanos 2 = (U, I, E) se define
el valor booleano de cada férmula del lenguaje de la Teoria de conjuntos
usando induccién en la complejidad de la féormula (Notar que esta forma de
definir el valor booleano de una férmula es distinto a como se hizo en la
seccion 2 de este trabajo, en la seccion 2 se definio el valor booleano usando
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la relacion de forcing, aqui no se usa la relacién de forcing en la definicion,
pero después de definido el valor booleano de una férmula si se define, con
dicho valor booleano, una relacion de forcing. Son procedimientos inversos,
sin embargo en ambos casos el valor booleano y la relacién de forcing tienen
las mismas propiedades [K]|,[J3]:

Sea ¢(x1,...,x,) una formula y ai,...,a, € U. El valor booleano de
olay, ... ay), ||elal,...,a,)l, es el siguiente:

(a) Si ¢ es atémica:

la = b] = 1(a,b)
la € bl| = E(a, b)

(b) Si ¢ es una negacién o una conjuncién o una disyuncién o un condi-
cional o un bicondicional:

||_'w(a1> s >an)|| = ||w(a1> SR an)H/

||w A X(a1> s >an)|| = ||w(a1> .- '>an)|| . ||X(Cl1, .- '>an)||
||w \ X(a1> s >an)|| = ||w(a1> .- '>an)|| + ||X(Cl1, .- '>an)||

[ = x(a, ... an)l| = [[79 V x(as, . .., an)]]
[ < x(ar, ... @)l = [[(¥ = x) A (x = ¥)(ar,.. ., an)|
(c) Si ¢ es Jarp o Varh:
1Bz (z, a1, an)ll =D {llv(a, 7, .., 7)] s a € U}

IVze(e, ar,.. a0 = [[{I0(a,m,. .., 7))l - a € U}

Ha finalizado la definicién del valor booleano de ¢. Se dice que ¢(ay, . .., ay)
es vdlida en U si y solo si ||p(a,...,a,)|| = 1. Notar que un condicional
1 — x es valido exactamente cuando ||¥|| < ||x]|-
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EL MODELO A VALORES BOOLEANOS V5

Sea B un algebra booleana completa. Se define VB por induccién trans-
finta en los ordinales de la siguiente manera:

VE =1

VZ_ | = El conjunto de todas las funciones z tal que

dom(z) C V5 y rango(x) C B
VE=J{V§:o <A} (A limite)
V5 = U{VS ra € Ord}

A cada x € V5B se le puede asignar un rango en V? de la siguiente manera:
rango(x) = el menor « tal que z € V5.

Ahora falta definir sobre V5 las funciones I y E. Ellas se definen por in-
duccidn sobre los pares (rango(z), rango(y)) usando el buen orden canénico.

Se hace de la siguiente manera:

( Notacién auxiliar: Se define una operacién booleana u = v = v’ + v
considerando la equivalencia ¢ — x si y sélo si = V x.)

lz eyl =Y {(lz=t].y(t)): t € dom(y)}
lz €yl = [[{=@) = It € yl) : t € dom(x)}
lz =yl =llz Cyll-lly < ]l

Entonces (VF, 1, E) es un modelo a valores booleanos. Una prueba de ello
puede encontrarse en Jech [J3]. También en dicho texto esta la demostracion
que todo axioma ¢ de ZFC es vélido en V5 es decir, ||¢] = 1.
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Ahora bien, en este contexto ; Cémo se prueba (con ZFC) que
ZFC es consistente — ZFC + ¢ es consistente?,

se procede de manera parecida a como se hizo con la relacion forcing estrella
de la subseccién anterior:

(a) Primero se demuestra que [[¢)|| = 1, para todo axioma 1 de ZFC.
(esto ya estd demostrado y una prueba puede encontrarse en Jech [J3].)

(b) Después se demuestra que ||¢|| = 1. (Esto si se debe demostrar.)
(c) Luego se demuestra que:

Si 0y,...,0, F v, entonces ||01| « ...« ||0n]] < |IV||- ( esto ya estd
demostrado y una prueba de ello se ofrecera al final de esta subseccion.)

Supongangase que se cumplen (a), (b) y (c), entonces por qué vale la
proposicion,

ZFC es consistente — ZFC + ¢ es consistente.

Supongamos que no vale, es decir, ZFC es consistente y ZFC + ¢ es
inconsistente. En consecuencia, existen una cantidad finita de féormulas de
ZEC + ¢, ¢1,...,0n, tal que ¢1,..., ¢, F d A=d. Entonces por (a), (b) y (c)
se cumple que ||[§ A =d|| = 1. Esto contradice la definicién de valor booleano
(|[6 A=d|| = 0), relacion que se ha definido con ZFC consistente. Por lo tanto
se cumple que:

ZFC es consistente — ZFC + ¢ es consistente.

., Y cémo se prueba la clausula (c)? Por la definicién del sistema axio-
matico ZFC y especialmente la definicién de deducibilidad  es suficiente
con demostrar que la relaciéon < se preserva bajo la regla Moduns Ponens:
Den — & yn, podemos inferir £&. Se debe probar que || — &« |0l < [[£]]-
Prueba: [|n — &[[.[|nll = [[(=nVE) Anll = [[(=nAn)l[+[I€An]l = 0+[IEAn] =
€l Il < € B
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Observacion: Vale la pena resaltar que para realizar una prueba de consis-
tencia relativa usando modelos a valores booleanos V? sélo hay que definir el
algebra booleana completa a utilizar y demostrar la clausula (b) antes men-
cionada porque ya las cldusulas (a) y (c) se sabe que valen para cualquier
algebra booleana completa entonces no hace falta probarlas.

Para culminar esta subseccion también vale la pena resaltar que esta
manera de aplicar el método de forcing (con modelos a valores booleanos)
permite trabajar con ordenes parciales (P, <,1) que no necesariamente son
algebras booleanas completas. La relacién auxiliar de forcing I que se define
tiene las mismas propiedades que la relacién usada en este trabajo (secciones
2y 3). Se procede asi: Dado un orden parcial (P, <, 1) se busca su com-
pletacion, es decir, el algebra booleana completa asociada al mismo segun el
Teorema 2.9.3.6: B = a.r(P). Sea ¢(x1,...,z,) una formula, ai,...,a, €
VEypeP,

p I Qp(ah s >an) AN Z(p) < ||Q0(a17 s >an)||‘
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