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Resumen

Es conocido que el Teorema de completitud de Godel, el Teorema del Co-
lapso Transitivo de Mostowski y el Principio de Reflexion son resultados
muy utiles en investigaciones de Logica Matemdtica y de los Fundamentos
de la Matemdtica. El objetivo de estas notas es presentar algunas demostra-
ciones cldsicas de los mismos: Dos del Teorema de completitud de Godel,
una del Teorema del Colapso Transitivo de Mostowski y una del Principio
de Reflexion. Se aspira que estas notas sean de ttiles para estudiar dichas
pruebas.
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1 Introduccién

Es conocido que el Teorema de completitud de Gaodel, el Teorema del Co-
lapso Transitivo de Mostowski y el Principio de Reflexién son resultados
muy utiles en investigaciones de Logica Matemética y de los Fundamentos
de la Matematica. El objetivo de estas notas es presentar algunas demostra-
ciones clasicas de los mismos: Dos del Teorema de completitud de Godel,
una del Teorema del Colapso Transitivo de Mostowski y una del Principio
de Reflexién. Se aspira que estas notas sean de ttiles para estudiar dichas
pruebas.

El orden de la exposicion es el siguiente:

El la siguiente seccién (2) se estudia una demostracién de Church del
Teorema de Completitud de Godel para la Logica de Primer Orden, la cual
usa Forma normal prenexa y Forma normal de Skolem, vale la pena resaltar
que esta prueba se parece a la demostracion original de Gédel [G3]. El orden
de la exposicién es el siguiente: En la subseccién 2.2 se presenta a la Légica
de Primer Orden con identidad, describiendo su sintaxis y su semantica, para
dicha presentacién se siguen (principalmente) los textos [D2], [E2], [Me],[Ch-
Ke] y [J1], incluyendo la notacién. En la subseccion 2.3 se presenta el Sistema
Axiomatico para la Légica de Primer Orden con identidad que se encuentra
en [E2], también se presenta en dicha subseccién algunos de los metateo-
remas principales de dicho Sistema Axiomaético. En la subseccion 2.4 se
formula el concepto de Forma normal prenexa y se demuestra que existe un
procedimiento efectivo para transformar cualquier formula ¢ en una férmula
1', en Forma normal prenexa, tal que - 1 < 1'. Tal prueba se realiza
siguiendo (principalmente) la prueba que se encuentra en el texto [Me]. En
la subseccion 2.5 se formula el concepto de Forma normal de Skolem y se
demuestra que existe un procedimiento efectivo para asignar a cada féormula
@ otra féormula ', en Forma normal de Skolem, tal que F ¢ si y sélo si b ¢'.
Tal prueba se hace siguiendo (principalmente) las demostraciones que se en-
cuentran en [Me| y [EP]. Y en la subseccién 2.6 se realiza la demostracion
de Church del Teorema de Completitud de Godel para la Légica de Primer
Orden, la cual usa Forma normal prenexa y Forma normal de Skolem, dicha
prueba se encuentra en el texto [Ch], y la misma se hace siguiendo (prin-
cipalmente) a dicho libro, aunque se reescribe adaptandola (en pequenos



detalles) al sistema axiomético de [E2]| presentado anteriomente, y a la no-
tacion semantica contemporanea. Vale la pena resaltar que esta prueba de
completitud es para el Sistema Axiomaético de la Légica de Primer Orden
sin identidad (pero se puede extender al Sistema Axiomatico de la Légica de
Primer Orden con identidad, segin [Ch]).

En la tercera seccion se describe a la Teoria Axiomética de Conjuntos
de Zermelo-Fraenkel con el Axioma de eleccién (ZFC), y se presentan dos
demostraciones: Una del Teorema del Colapso Transitivo de Mostowski y
otra del Principio de Reflexion. El orden de la exposiciéon es el siguiente:
Desde la subseccién 3.2 hasta la subseccién 3.9 se describe a ZFC. Dicha
presentacion se realiza siguiendo (principalmente) las fuentes [D1],[D3], [D4],
[E1], [H-J], [K] y [J1], incluyendo la notacién. Luego, en la subseccién 3.10
se enuncia y demuestra el Teorema del Colapso Transitivo de Mostowski,
siguiendo (princialmente) la prueba que se encuentra en el libro [J1]. Y en la
subseccion 3.11 se enuncia y demuestra el Principio de Reflexién, siguiendo
(principalmente) la prueba que se consigue en el texto [J1].

Y en la cuarta (iltima) seccién se se describe una demostracién del Teo-
rema de Completitud de Godel para la Légica de primer orden con lenguajes
de cualquier cardinalidad, la cual se debe a Henkin (1949) [He]. La versién
que aqui se realiza utiliza ideas (principalmente) de [Ch-Ke],[E2] y [D2], y
la misma consiste fundamentalmente en la demostracion de tres lemas. Es
importante resaltar que esta prueba usa el Axioma de elecciéon y que di-
cho axioma no se necesita si se tratara de lenguajes numerables (versién
que es la mas encontrada en los textos actuales de introduccién a la logica
matemadtica).



2 Una demostracion de Church del Teorema
de Completitud de Godel para la Légica de
Primer Orden, la cual usa Forma normal
prenexa y Forma normal de Skolem.

2.1 Introduccion

El objetivo de esta seccién es estudiar una demostracién de Church del Teo-
rema de Completitud de Godel para la Logica de Primer Orden, la cual usa
Forma normal prenexa y Forma normal de Skolem, vale la pena resaltar que
esta prueba se parece a la demostracién original de Gadel [G3]. El orden de
la exposicion es el siguiente: En la subseccion 2.2 se presenta a la Logica de
Primer Orden con identidad, describiendo su sintaxis y su seméntica, para
dicha presentacién se siguen (principalmente) los textos [D2], [E2], [Me],[Ch-
Ke] y [J1], incluyendo la notacién. En la subseccion 2.3 se presenta el Sistema
Axiomatico para la Légica de Primer Orden con identidad que se encuentra
en [E2], también se presenta en dicha subseccién algunos de los metateo-
remas principales de dicho Sistema Axioméatico. En la subseccion 2.4 se
formula el concepto de Forma normal prenexa y se demuestra que existe un
procedimiento efectivo para transformar cualquier formula ¢ en una férmula
1', en Forma normal prenexa, tal que - 1 < 1'. Tal prueba se realiza
siguiendo (principalmente) la prueba que se encuentra en el texto [Me]. En
la subseccion 2.5 se formula el concepto de Forma normal de Skolem y se
demuestra que existe un procedimiento efectivo para asignar a cada féormula
@ otra féormula ', en Forma normal de Skolem, tal que F ¢ si y sélo si b ¢'.
Tal prueba se hace siguiendo (principalmente) las demostraciones que se en-
cuentran en [Me| y [EP]. Y en la subseccién 2.6 se realiza la demostracién
de Church del Teorema de Completitud de Godel para la Légica de Primer
Orden, la cual usa Forma normal prenexa y Forma normal de Skolem, dicha
prueba se encuentra en el texto [Ch], y la misma se hace siguiendo (prin-
cipalmente) a dicho libro, aunque se reescribe adaptandola (en pequenos
detalles) al sistema axiomético de [E2]| presentado anteriomente, y a la no-
tacion semantica contemporanea. Vale la pena resaltar que esta prueba de



completitud es para el Sistema Axiomaético de la Légica de Primer Orden
sin identidad (pero se puede extender al Sistema Axiomadtico de la Légica de
Primer Orden con identidad, segin [Ch]).

2.2 Definicion de la Légica de Primer Orden: Sintaxis
y Semantica

2.2.1 Lenguajes de primer orden y Estructuras

A continuacién se ofrecerdn los conceptos usuales de “lenguaje de primer or-
den” y “estructuras o interpretaciones” para dichos lenguajes, las definiciones
se haran siguiendo el orden y la notacién (principalmente) de los textos [D2]
y [Ch-Ke], pero se realizardn de manera gneralizada para cualquier cardinal.

Lenguajes de cualquier cardinalidad

Un lenguaje es una coleccién de simbolos que puede ser numerable ( finito
o equipotente a N) o de cualquier otra cardinalidad R,, para algin ordinal
o > 0. Estos simbolos seran agrupados en tres clases:

Simbolos relacionales  Sp, S1,...,S,,... (1 € J). Donde ¢ es un ordinal
que puede ser infinito (de cualquier cardinalidad).

Simbolos funcionales  go,¢1,...,98,... (8 € 7). Donde v es un ordinal
que puede ser infinito (de cualquier cardinalidad).

Simbolos constantes  dy,dy,...,dy,... (0 € {). Donde ¢ es un ordinal
que puede ser infinito (de cualquier cardinalidad).



L= {S,}es U{gﬁ}ﬁev U{d(’}@GC‘

O expresado como una lista:

L={50,51 8. (LE€D);go,g1,---,98,--- (BE€Y);
do,dy, ..., dg,... (QEC)}

Todo simbolo relacional y todo simbolo funcional tiene asociado un niimero
natural n > 1 (su nimero de argumentos), de este modo se tienen entonces
simbolos relacionales o funcionales unarios, binarios, 3-arios, 4-aricos, 5-arios,
..., n-arios, etc.

Como consecuencia de resultados basicos de la aritmética cardinal ([D1],[H-
J],[E1]) se tiene que el cardinal de L es:

[ LI=[6 ]+ [y |+ ¢ |=mayor{[d | |~ ][]}

Estructuras (o Interpretaciones) para un lenguaje L

Una estructura € para un lenguaje £ (o una interpretacion € para un
lenguaje £) estd cosntituida por:

(1) Un conjunto no vacio C' (el universo de &)



(2) Para cada simbolo relacional n-ario S, de £, una relacién

Sy cs"

(3) Para cada simbolo funcional n-ario gg de £, una funcién

gg C"—C
(4) Para cada simbolo constante dy de £, un elemento
dy € C.

La € definida se puede escribir asi:

[
€= (C, < Sy >ues, < 9§ >pey, < d >oec).

Ante la pregunta ; Cudl es la cardinalidad de la estructura €7  La
respuesta es: La cardinalidad de € es la cardinalidad de su universo C'.

Algunos ejemplos de lenguajes y de estructuras para dichos lenguajes son
los siguientes:

(i) El siguiente conjunto {g, T, 6, T}, donde <, F, @ son sfmbolos
funcionales binarios, y 0 y 1 son simbolos constantes; es un lenguaje. Una



estructura para dicho lenguaje es por ejemplo (N, < e 0,1) : La estructura
que tiene como universo el conjunto de los niimeros naturales, con su relacion
de orden usual, su operacién de suma usual, su operacién producto usual,
su cero usual y su uno usual.

(ii) El siguiente conjunto de sfmbolos {F, 6}, es un lenguaje. Una estruc-
tura para este lenguaje es (Z, +, 0), también (R, +,0) y (C,+,0). La primera
estructura son los nimeros enteros con su suma y cero usuales, la segunda
estructura son los nimeros reales con su suma y cero usuales, y la tercera
estructura son los nimeros complejos con su suma y cero usuales. Dichas
estructuras tienen en comun que son “grupos”’ (al final de este capitulo se
definird dicho concepto).

(iii) El siguiente conjunto {<}, donde < es un sfmbolo relacional binario,
es un lenguaje. Una estructura para este lenguaje es (R, <), y también
(P(A), ©), para cualquier conjunto A. La primera estructura es un “orden
total” y la segunda es un “orden parcial” casi siempre (en el siguiente capitulo
se definiran ambos conceptos de orden).

(iv) El siguiente conjunto de simbolos {F, ?,7, 0, T}, donde ¥, 9,0y 1
son simbolos definidos anteriormente y / es un simbolo funcional unario; es
un lenguaje. Una estructura para este lenguaje es por ejemplo el algebra
booleana (P(A),U,N,, 0, A), para cualquier conjunto A. ’ es la relacién de
complemento en P(A). (En la seccién sobre el Método de Forcing (4) se
definird el concepto de édlgebra boolena).

(v)Sea « un ordinal. El siguiente conjunto {€} U {dy : # € R,}, donde €
es un simbolo de relacional binario, y los dy son simbolos constantes; es un
lenguaje infinito. Una estructura para este lenguaje es por ejemplo (Wi, , €
,< 0 >pen, ). (En el siguiente capitulo se definiran todas las entidades que
conforman esta estructura).



2.2.2 Isomorfismo entre estructuras y Subestructuras

Ahora se definirdn dos relaciones entre estructuras: “isomorfismo” y “sub-
estructuras”. Otras importantes relaciones como “inmersién elemental” y
“submodelo elemental” se definirdn més adelante en esta misma seccién.

¢ Cudndo dos estructuras son isomorfas?

Sean € = (C, < S¥ >,.e5, < 9§ >pey, < dy >uec), ¥ D = (D, <SP >ucs
, < g? > gey, < d“% >,ec) dos estructuras para un lenguaje £. € y ® son
isomorfas (€ =2 ®) siy sblo si existe una funcién biyectiva f : C' — D
que satisface las siguientes tres propiedades:

(1) Para cada simbolo relacional S, de L, si n es la aridad de S,,, entonces
para cada (ci,...,c,) € C"

SE(cry . yen) & S2(f(er), ., flen).

(2) Para cada simbolo funcional gg de L, si n es la aridad de g3, entonces
para cada (ci,...,c,) € C™ :

f(gg(cla s ,Cn)) = g?(f(cl)> e .f(cn))

(3) Para cada simbolo constante d,, de £ se tiene que:

f(df) = df.

10



¢ Cudndo una estructura es subestructura de otra estructura ?

Sean € y ® dos estructuras para un lenguaje £. Se dice que € es una
subestructura de ® si y solo si:

(1)CCD

(2) Para cada simbolo relacional n-ario S de L,

S¢=52ncn

(3) Para cada simbolo funcional n-ario g de L,

ge=g" 10"
(4) Para cada simbolo constante d de L se tiene que:

d® = >,

2.2.3 Formalizacion de un lenguaje

Sea L un lenguaje. Para formalizar a £ se usan un conjunto de simbolos
logicos, los cuales se listan a continuacion:

(i) Conectivas: -, A, V, —, <« (negacién, conjuncién, disyuncion,
condicional y bicondicional, respectivamente).

11



(ii) Cuantificadores: 3, V ( existencial y universal, respectivamente).

(iii) Stmbolo de identidad: = (un simbolo relacional binario)

(iv) Variables: vg, v1,v2, 03,04, ..., Uk, ... (k€ Ny)

(v) Paréntesis: ),( (Paréntesis izquierdo y parénstesis derecho, respec-
tivamente).

(vi) La coma: ,

El conjunto de las variables se denotara por VAR.

A continuacién se presentaran una lista de definiciones que tienen la fi-

nalidad de indicar como usar los simbolos 16gicos y los simbolos de £ para

construir términos y formulas del lenguaje £, términos y formulas que van a
permitir hablar de las estructuras para L:

Se empieza definiendo Término del lenguaje £, utilizando induccién:

Definicién 2.2.3.1. (i) Toda wvariable y todo simbolo constantes es un
térmano.

(ii) Si g es un simbolo funcional n-ario yti, ..., t, son términos, entonces
g(ty, ..., t,) es un término.

12



(#ii) Una sucesion de simbolos es un término solo si se obtiene aplicando
una cantidad finita de veces las cldusulas (i) y (i1).

El conjunto de los términos de £ se denotara por 7.

Ahora se define férmula atémica de L, las férmulas maés simples del
lenguaje L:

Definicién 2.2.3.2. (i) Si t; y to son términos, entonces t| = ty es una
formula atomica.

(ii) Si S es un simbolo relacional n-ario y ty,...,t, son términos, en-
tonces S(ty,...,t,) es una formula atomica.

Con el concepto de formula atémica se procede ahora a definir lo que es
una formula (formula bien formada) de L, dicha definicién se hace usando
induccién:

Definicién 2.2.3.3. (i) Toda formula atdmica es una formaula.

(it) Si ¢ y x son formulas, entonces (=¢), (¢ V x), (¢ AX),(¢ — X) ¥
(¢ <> x) son formulas.

(iii) Si v es una variable y ¢ es una formula, entonces (Vx)¢ y (Ix)p son
formulas.

(iv) Una sucesion de simbolos es una formula sélo si se obtiene usando
una cantidad finita de veces las clausulas (i), (ii) y (iii).

13



Por simplicidad, cuando no exista ambiguedad se eliminaran los paréntesis
externos de las férmulas y de los cuantificadores, es decir, escribird —¢ en
lugar de (—¢) y Vx¢ en lugar de (Vz)o, por ejemplo.

Como se explicité anteriormente en cada caso, las definiciones de término
y de férmula se hicieron inductivamente, por eso cuando se vaya a probar
que alguna propiedad vale para todos los términos o para todas férmulas con-
viene usar induccién basada en dicha construcciéon. Esto aplica igualmente
para el caso de hacer definiciones para todos los términos o para todas las
férmulas. En este mismo orden de ideas es importante resaltar también que
toda féormula tiene un nimero natural asociado, su rango, el cual se define
como su nimero de conectivas y cuantificadores. También a cada término se
le puede asociar un tinico niimero natural, su longitud, su nimero de simbolos.
Esto trae como consecuencia interesante que se pueda aplicar induccién so-
bre esta longitud o sobre este rango (El Principio de induccién matematica
en N) con la finalidad de probar propiedades para todos los términos o para
todas las férmulas, y también con la finalidad de hacer definiciones relativas
a todos los términos o todas las formulas. El tipo de induccién en el rango
de las férmulas y en la longitud de los términos se usa para demostrar el
primer tipo de induccién que se menciond: “induccion en la construccién”.
Todos estos tipos de induccion mencionados anteriormente se usardan en este
trabajo para realizar demostraciones y definiciones.

Por lo comentado en el parrafo anterior es conveniente formular, a esta
altura del trabajo, el Principio de Induccion Matematica para el conjunto de
los nimeros naturales N en sus dos versiones més comunes [H-J], segin [S-R-
W] dicho principio se debe a Blaise Pascal (1623-1662). Luego de formular
el principio se continuara con la definicién de la Logica de Primer Orden que
se esta haciendo:

Teorema 2.2.3.4 (Principio de Induccién Matematica). Para todo
numero natural n, sea P(n) una proposicion que depende de n. Suponga
que se cumplen las siguientes dos condiciones:

(a) P(0) es verdadera.

14



(b) Para todo nimero natural k, si P(k) se verdadera, entonces P(k+1)
es verdadera.

Entonces, P(n) es verdadera para todos los nimeros naturales n.

Teorema 2.2.3.5 (Principio de Induccién Matematica fuerte). Para
todo nimero natural m, sea P(m) una proposicion que depende de m. Suponga
que, para todo numero natural n,

Si P(k) es verdadera para todo k < n, entonces P(n) es verdadera.

Entonces, P(n) es verdadera para todos los nimeros naturales n.

Una demostracion de dichos principios puede hacerse por reduccién al ab-
surdo usando el hecho de que N es un conjunto bien ordenado. Por ejemplo
en el caso de (1) se procede asi : Supdngase que existe un nimero natu-
ral s tal que P(s) es falsa. Entonces se forma el conjunto A = {u € N :
P(u) es falsa}. Como P(s) es falsa, entonces s € A y por lo tanto A # ().
En consecuencia, como N esta bien ordenado, A tiene un menor elemento.
Sea w € A dicho menor elemento. w > 0 por la hipétesis (a) del Principio.
Como w es el menor elemento de A, se tiene que P(w — 1) es verdadera.
Entonces, aplicando la hipétesis (b) del Principio, se concluye que P(w) es
verdadera. En consecuencia, w ¢ A. Contradiccion.

En la siguiente seccién (3) se formulardan algunas generalizaciones del
Principio de Induccién Matematica (llamadas “Induccién transfinita”), todas
ellas de una sobresaliente utilidad en investigaciones légicas y matematicas.
Ahora se continuard con la definicién de la Légica de Primer Orden que se
esta realizando:

Se dice que una ocurrencia de una variable en una férmula es libre si esta
ocurrencia no esta bajo el alcance de algin cuantificador. Y dicha ocurrencia
es ligada en caso contrario: Si ella esta bajo el alcance de algiun cuantificador.

15



Segun esta definicién es evidente que una variable puede tener ocurrencias
libres y ocurrencias ligadas en una férmula. Una definicién inductiva de
estas nociones puede encontrarse en [D2]. Con los dos conceptos anteriores
se define cuando una variable estd libre en una férmula: Una variable esta
libre en una formula si ella tiene al menos una ocurrencia libre en dicha
férmula. En caso contrario se dice que dicha variable no esta libre en la
férmula.

Dada una férmula ¢ se escribe ¢(yi, . .., y,) para indicar que las variables
libres de ¢ estan entre yi,...,y,. Si ¢(y) es una férmula y ¢ es un término
se dice que t es substituible por y en ¢ si ninguna variable de t queda ligada
al sustituir las ocurrencias libres de y por t en ¢. La formula que resulta de
sustituir un término ¢ por una variable y en una férmula ¢ se denota por ¢}
o por S}¢.

2.2.4 Satisfaccién y Verdad en una estructura

Se sabe que los términos del lenguaje denotan objetos en una estructura y
que las formulas afirman hechos relativos a estos objetos en dicha estructura,
en esta subsubseccion se definiran rigurosamente estas nociones. Después se
definird (entre otros conceptos) cudndo una férmula es verdadera y cuando
es falsa en una estructura.

Definiciéon 2.2.4.1. Sea € una estructura para L y s : VAR — C. Se
define el valor de un término de L en € segun s inductivamente en la com-
plejidad del término. Dado un término t se denotard este valor portels| y se
omitira mencionar la estructura € en los casos donde no exista posibilidad
de ambiguedad.
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(i) Si t es la variable v, tels] = s(v).

(i) Si t es el simbolo constante c, te[s] = c®.

(iii) Si t1,...,t, son términos, g es un simbolo funcional n-ario y t =
g(t1, ... t,), entonces te[s] = g% (t1els], - - -, tnels])-

Informalmente, el valor de t en € segiin s, es el elemento de C' denotado
por t cuando asignamos a la variables de t valores segin s.

De lo anterior se desprende que si s y s’ coinciden en las variables que
aparecen en el término ¢, entonces te[s] = te[s'].

Sea € una estructura para L, s : VAR — C'y ¢ una féormula de L. Se
procede a definir lo que significa que s satisface a ¢ en €, lo que se denota
por € = ¢[s]. El siginificado intuitivo de € = ¢[s] es que el resultado de
sustituir en ¢ las variables libres por sus valores segin s, es una afirmacion
verdadera en €.

La definicién se hace aplicando induccion en la construccion de las férmula

0.

Definicién 2.2.4.2. (Caso base)

(1) St ¢ es una formulas atomica, es decir,  =t; =ty 0 p = S(t1,...,tn),
entonces:
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(Z]) (' |: 1 = tQ[S] < tle[s] = tQQ[S].

(1.2) € St ..., tn)[s] &= S(tiels], - - -, tnels])-

(Caso inductivo)

(2) Si¢g=-x o ¢=x—0 0 ¢=xANod ¢=xVo o

¢ = x < o, donde x y o son formulas para las cuales se ha definido lo que
se quiere, entonces:

(2.1) €= (~x)[s] == €}~ x[s].

(2.2) € (x — 0)ls] <= € i x[s] 0 € o],

(2.3) € (xAo)ls] <= € = x[s] y € = ols].

(24) € (xVo)ls] <= € = x[s] 0 € = o]s].

[ ]@2'5) €= (x < o)ls] <= {€ = x[s]y € |= ofs]} o {€ £ x[s] y €

(2.6) € = (Vv)x)[s] <= € = x[¢] para toda s : VAR — C que
difiere de s a lo sumo en la variable v.

(2.7) € = ((Fu)x)[s]| <= € = x|s'] para alguna s’ : VAR — C que
difiere de s a lo sumo en la variable v.
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Definiciéon 2.2.4.3. Sea € una estructura para L y ¢ una formula de L.

(1) ¢ es verdad en € si y sélo si € |= p[s|, para toda s : VAR — C.
Esto también se expresa diciendo que € es un modelo de ¢ y se denota por

¢ = o

(2) ¢ es falsa en € siy solo si € = ¢|s|, para toda s : VAR — C.

(8) Si T es un conjunto de formulas, se dice que € es un modelo de I' si
toda formula ¢ € T' es verdad en €.

Es importante resaltar que si ¢ es una férmula con variables libres v;q, . . ., Vi,
entonces el que s : VAR — (C satisfaga a ¢ en € sélo depende de los valores
de s en las variables v;, ..., v;,. Si a; = $(vi1), ..., am = $(vyy,), entonces
se escribird € |= ¢lay, ..., ay) en vez de € |= ¢[s].

2.2.5 Validez, Consecuencia légica

Definicién 2.2.5.1. (1) ¢ es logicamente vdlida si es verdad en toda es-
tructura (interpretacion).

(2) ¢ es satisfacible si existe una estructura € y una s : VAR — C tal

que € = ¢|s].

(8) ¢ es contradictoria si —¢ es l6gicamente vdlida, es decir, si ¢ es falsa
en toda estructura.
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Definicién 2.2.5.2. Sea I' un conjunto de formulas de L y ¢ una formula de
L. Se dice que ¢ es una consecuencia logica de I" o que I' implica l6gicamente
a ¢, y se denota por,

I'= o,
st para cada interpretacion € de L, si toda formula de I' es verdad en €

entonces ¢ es verdad en €. Se cumple que si) = ¢, entonces ¢ es ldgicamente
valida.

A continuacion se listan algunos resultados que son consecuencia directa
de la definicién de satisfacion:

(1) Una férmula ¢ es falsa en una interpretacién € si y sélo si —¢ es
verdad en €.

(2) ¢ es verdad en € si y sélo si Vv es verdad en €.

(3) Si ¢ — x y ¢ son verdad en €, entonces x es verdad en €.

(4) Cualquier instancia de una tautologia de la Ldgica proposicional es
verdad en cualquier estructura. (Una demostracién de este hecho puede
conseguirse en [D2]).

Un ejemplo de una tautologia del la Légica proposicional es la proposion:
A= (B A),

donde A y B son variables proposicionales. Y una instancia de esta tautologia
se obtiene sustituyendo de manera uniforme férmulas del lenguaje de primer
orden L por las variables A y B. Por ejemplo:

VaT'(x) — (K(y) NU(z,y,z)) — VaT'(x))
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Nota: Se define a continuaciéon la sintaxis y la seméntica de la Logica
proposicional y aunque se usaran meta-variables iguales a las usadas para de-
notar formulas de la Légica de primer orden en este caso no denotan férmulas
de primer orden sino proposiciones de la Logica proposicional.

El lenguaje de la Légica proposicional se define usando induccién (de
manera analoga al lenguaje de la Légica de Primer Orden):

Sea qo, q1, q2, ... un conjunto numerable de letras proposicionales. Con
estas letras, mas las conectivas y los paréntesis, se define lo que es una
proposicién como sigue:

(i) Toda letra proposional es una proposicién.

(ii) Si ¢ y x son proposiciones, entonces (—¢), (¢ V x), (¢ A x),(¢ — x)
y (¢ < x) son proposiciones.

(iii) Solo son proposiciones las sucesiones finitas de simbolos que se puedan
construir aplicando una cantidad finita de veces las clausulas (i), (ii) y (iii).

El conjunto de todas las proposiciones se denota por PROP.

Para formular el concepto de Tautologia se presenta primero el concepto
de Valuacion o Interpretacion, pues lo supone:

Una Valuacion (o Interpretacion ) es una funcion W : PROP — {V, F'}
que preserva las conectivas, es decir, que satisface las siguientes cinco clausulas:

(1) W(=¢) =V <= W(¢) = F.
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(2) W —x) =V <= W(@)=FoWk)=V.
(3) W(pAx) =V <= W)=V yWk)=V.
(4) WoVx)=V<=W@)=VoW() =V.

(5) W@ < x) =V = (W) = VyWk) = Vio{W) =
FyW(x=F}.

Una proposicién ¢ es una tautologia si W(¢) = V, para toda valuacién W.
Una proposicién ¢ es una contradiccion st W(p) = F', para toda valuacién
W. Una proposicién ¢ es satisfacible si existe una valuaciéon W tal que
W(¢) =V (es decir, si ¢ no es una contradiccion).

Existen varios procedimientos efectivos para decidir cuando una proposicion
es tautologia, contradiccion o satisfacible, entre ellos se encuentran los
métodos de Tablas de verdad, Forma normal conjuntiva o Forma normal
disyuntiva, Tablas (Arboles) semdnticos, Resolucion, etc. Una descripcién
contemporanea del primer método puede encontrarse en [Co|, [Gar|, [M-H],
[Me], [D2] y [N-S]. Una descripcién contemporéanea del segundo método puede
encontrarse [Gar|, [Col, [Me] y [D2]. Una descripcién contemporanea del ter-
cero puede encontrarse en [M-H], [Gar], [Me]| y [N-S]. Y una descripcién del
cuarto puede encontrarse en [M-H] y [Gar].

Ahora se procede a definir la importante relacién de Consecuencia logica
para la légica proposicional:

Sea I" un conjunto de proposiciones y ¢ una proposicién. Se dice que ¢
es una Consecuencia logica de T', y se simboliza asi,

I'f=o,

si W(¢) = V, para toda valuacién que satisface W(x) = V para toda
x €I
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Notar que () = ¢ si y sélo si ¢ es una tautologia. En vez de ) = ¢ se
escribird = .

2.2.6 Otras relaciones entre estructuras: Inmersién elemental y
Submodelo elemental

Inmersion elemental:

Sean € = (C, < S¥ >ue5, < 95 >pey, < dy >uec), ¥ D = (D, < 52 >4c5
, < g? > By, < d“% >,ec) dos estructuras para un lenguaje L£. Se dice que
una funcion f : C' — D es una inmersion elemental de € en ® si y sélo si
f es inyectiva y satisface las siguientes cuatro propiedades:

(1) Para cada simbolo relacional S, de L, si n es la aridad de S,,, entonces
para cada (cy,...,c,) € C™

SE(cr, .-y en) & S2(fler), -, Flen)).

(2) Para cada simbolo funcional gg de L, si n es la aridad de g3, entonces
para cada (ci,...,c,) € C™ :

f(gg(cla s ,Cn)) = g?(f(cl)> e .f(cn))

(3) Para cada simbolo constante d,, de £ se tiene que:

F(d%) = d®.

(4) Para cada férmula ¢(zq,...,x,) de L y para cada (cq,...,c,) € C™
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C = Pler,...,cn]l D E[f(cr),. .., flen)]

Se dice que € esta inmersa elementalmente en ® si existe una inmersion
elemental de € en . En otras palabras, esto significa que ® contiene una
subestructura § que es isormorfa a €. La estructura de los racionales con su
orden usual (Q, <) estd inmersa elementalmente en (R, <).

Submodelo elemental:

Sea 20 una subestructura de 2. Se dice que 26 es una subestructura
elemental o un submodelo elemental de 2B, y se denota,

A < B,

si para cualquier férmula ¢(x1,...,x,) y para cada (ay,...,a,) € A™

Ql|:¢[a1>--->an] ﬁ% |: (p[al,...,an].

Dos estructuras 2 y 8B se dice que son elementalmente equivalentes si
ellas satisfacen las mismas sentencias.

Un resultado clave en la construccién de submodelos elementales es el
siguiente: Un subconjunto A C B forma un submodelo elemental de 8 si y

sélo si para cualquier férmula p(u, x4, ..., z,), y para cualquier ay, ..., a, €
A

Y

dbe BB E b, a,...,a,) = e AB = p(b,ay,...,a,). (M)

Una funcién h : B" — B es una funcion de Skolem para ¢ si:
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b€ BB = o(b,by,....by) = B = o(h(bi,....by), b1, ... by),

para cualquier by,...,b, € B. Usando el Axioma de eleccién, se puede
construir una funcién de Skolem para cualquier . Si un subconjunto A C B
es cerrado bajo las funciones de Skolem de de todas las férmulas del lenguaje,
entonces A satisface (#), y por lo tanto forma un submodelo elemental de

B.

En la siguiente seccién (3) se utilizara una versién de este método de
funciones de Skolem para construir “submodelos elementales” de la Jeraquia
acumulativa de conjuntos de von Neumann (el universo V). Pero dichos “sub-
modelos elementales” son solo para una cantidad finita de férmulas de ZF'C.
Esta version del teorema que se demostrara se llama Principio de Reflexion.

2.3 Un Sistema Axiomatico correcto y completo para
la Légica de Primer Orden

., La Logica de Primer Orden es axiomatizable?. La respuesta es que si,
al igual que la Légica Proposicional, pero diferente (por ejemplo) a la Arit-
mética, al Analisis, a la Teoria de Conjuntos, a la Légica de Segundo orden,
a las Légicas con cuantificadores generalizados y a las logicas infinitarias, las
cuales no son axiomatizables. Y existen varios sistemas axiomaticos comple-
tos y correctos para la Logica de Primer Orden, a continuacién se presenta
uno ellos, el sistema axiomatico presentado por Enderton en [E2].

AXIOMAS LOGICOS

(ESQUEMAS DE AXIOMAS)

25



Los Axiomas l6gicos son todas las generalizaciones de formulas de la for-
mas siguientes, donde z, y son variables y ¢ y x son férmulas (Definicién: ¢
es una generalizacion de x si ¢ es Vzi,...,z,Y, para variables xy,...,x,):

(1) Todas las instancias de tautologias de la Ldgica proposicional.

(2) Vo — ¢7, donde t es substituible por x en ¢.

(3)Vz(¢ — x) — (Vg — Vay).

(4) ¢ — Vx¢p, donde z no ocurre libre en ¢.

5)y=y.

(6) (x=y) — (¢ — ¢'), donde ¢ es una férmula atémica y ¢ se obtiene
de ¢ al reemplazar x por y en cero o mas lugares (aunque no necesariamente
en todos).

REGLA DE INFERENCIA

Modus Ponens: A partir de ¢ — x y ¢ se puede inferir Y.

Definicién 2.3.1. Sea I' un conjunto de formulas y ¢ una formula. Se dice
que ¢ se deduce de I' o que ¢ se demuestra a partir de I', lo que se denota
por,

L' o,

st existe una sucesion finita oy, ...,0, de formulas tales que o, = ¢, y
cada o; es un axioma, o es un miembro de I', o se obtiene de dos formulas
anteriores en la sucesion por la regla de inferencia Modus Ponens.

26



Si I' =), entonces se escribe = ¢ en lugar de O+ ¢.

SE INTRODUCEN EL RESTO DE LAS CONECTIVAS Y EL
CUANTIFICADOR EXISTECIAL POR DEFINICION

(Definicién 1) (¢ A x) por =(¢ — —x)

(Definicién 2) (¢ V x) por =¢ — x

(Definicién 3) (¢ < x) por (¢ — x) A (x — @)

(Definicién 4) Jve por =Vv—¢

2.3.1 Algunos Metateoremas del Sistema Axiomatico

A continuacién se enuncian algunos teoremas (metateoremas) muy ttiles
sobre el sistema axiomético que se present6 anteriormente, una prueba de los
mismos puede encontrarse en [E2], [D2], [Me], [Ham] (en algunos casos hay
que hacer las adaptaciones pertinentes para que la demostracion se pueda
hacer en el sistema presentado de [E2]):

Teorema 2.3.1.1. ¥ F ¢ si y sdlo si XU {Aziomas} = ¢, donde ¥ U
{Aziomas} = ¢ es la relacion de consecuencia ldgica de la ldgica proposi-
cional.
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Teorema 2.3.1.2 (Teorema de Generalizacién). Si X - ¢ y z no ocurre
libre en ninguna formula de 3, entonces ¥ - V.

Teorema 2.3.1.3 (Teorema de la deduccién). Si X U {x} F ¢ si y sdlo
siXE(x — ).

Teorema 2.3.1.4 (Contraposicién). XU {x} F —¢ si y sélo si XU {o} I
—|X,

Para enunciar el siguiente teorema se necesita una definiciéon previa.
Definicién: Sea > un conjunto de férmulas para un lenguaje £. ¥ es in-
consistente (o contradictorio) si para alguna féormula ¢ se tiene que X F ¢ y
Y —¢. X es consistente si no es inconsistente.

Teorema 2.3.1.5 (Reduccién al absurdo). (1) ¥ U {x} es inconsistente
sty solo si % F —y.

(2) X U{—x} es inconsistente si y sélo si X+ x.

Teorema 2.3.1.6 (Leyes de la relacién de identidad =). (i) Vy(y = y)
(it) VyVz(y = 2 — 2 = y)
(i1i) VyVYw((y = 2 ANz = w) — y = w)

(iv) VyVz(y = z — (o(y) < ¢(2)), para cualquier formula ¢.

Teorema 2.3.1.7 (Teorema de existencia de varibles afabéticas (Cam-
bio de variables ligadas)). Sea ¢ una formula, t un término y x una vari-
ble. Entonces se puede encontrar una formula ¢, que difiere de ¢ sdlo en la
eleccion de las variables cuantificadas, tal que:
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(1) ¢ ¢

(2) t es sustituible por x en ¢'.

Teorema 2.3.1.8 (Generalizacién sobre constantes). Si X - ¢ y ¢ es
un simbolo cosntante que no ocurre en Y3, entonces existe una variable y que
no ocurre en ¢ tal que 3 = Vy¢y. Ademds, existe una deduccion de Vyoy a
partir de ¥ en la que no ocurre c.

Teorema 2.3.1.9 (Corolario del Teorema de Generalizacién de con-
stantes). Si ¥ F ¢F y ¢ es un simbolo cosntante que no ocurre en ¥ ni en
¢, entonces X = Yx¢, y existe una deduccion de Vx¢ a partir de ¥ en la que
no ocurre c.

Teorema 2.3.1.10 (Instanciacién existencial). Supongamos que el simbolo
constante ¢ no ocurre en ¢, ni en x, ni en X; Y ocurre que,

YU{eitFx,

Entonces,

YU{Jzo} F x.

Teorema 2.3.1.11 (Introduccidén de existencial). ¢(t) - Jx¢(x), donde
t es un término sustituitble por x en ¢.

Teorema 2.3.1.12 (Regla de reemplazo). Sean ¢ y 0 dos formulas, y
supongamos X' resulta de x sustituyendo ¢ por 6 (en una o mds apariones
de ¢ en x). Por lo tanto: Si+ ¢ < 0, entonces, b x < Y.
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2.4 Forma normal prenexa

A continuacién se introduce el concepto de forma normal prenexa (Hacia
1910, atribuido a Skolem y a Behmann [Q] [Hij]), un concepto muy impor-
tante para estudiar (por ejemplo) problemas de decidibilidad de la Légica de
Primer Orden [Mos2], [Ch], [H-A], [N-S], [Ra].

Definicién 2.4.1. Una formula de la forma Q1y1Q2ys . . . Qnynp, donde cada
Qiyi esVy; 0 s, yi # y; it # J, y @ no contiene cuantificadores, se dice que
estd en forma normal prenexa. La formula ¢ se llama matriz de la fomula
y la secuencia de cuantificadores Qi1y1Q2ys . . . Qnyn se llama el prefijo de la
formula.

Uno de los resutados principales sobre forma normal prenexa que tiene
muchas aplicaciones es el siguiente Teorema:

Teorema 2.4.2 (Teorema de Forma normal prenexa). Eziste un pro-
cedmiento efectivo para transformar cualquier férmula v en una formula '
en forma normal prenexa tal que = ¢ « ).

La demostracion del Teorema se hace por induccién y requiere de un Lema
previo cuya prueba se puede hacer sin ninguna difultad haciendo uso del los
axiomas del sistema axiomatico, y en especial, utilizando los metateoremas
del mismo que se presentaron en la seccién anterior, una prueba de algunas
clausulas del Lema puede encontrarse en [Me]:

Lema 2.4.3 (Leyes de negacién y distribucién de los cuantificadores). 1.
F =Vzp(zr) « Jz—p(x)

2. b =Jzp(z) < Vop(x)

Las siguientes proposiciones valen si la variable x no estd libre en ¢:
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8. F(pAVax(r)) < Vz(p Ax(z))

4. F(pVVrx(z)) < Vo(p V x(r))

5. F (e AJzx(x)) < Jz(p Ax(z))

6. F (pVIzx(r)) < Jz(pV x(7))

7. (p — Vax(z)) < Va(p — x(x))

8. F (¢ — 3rx(x)) < 3z(p — x(z))

9. b (Vxx(z) — ) < Jz(x(z) — ¢)

10. F (Fzx(z) — ¢) < V(x(x) — ¢)

Una vez que se cuenta con el Lema se procede a demostrar el teorema
por induccién:

Demostracién del Teorema: ([Me)

Se realizara la prueba por induccién en el rango= nuimero de conectivas
y cuantificadores. Se demostrara que Vn € NVy € FORM (rango(x) = n —
P(x)), donde FORM es el conjunto de las férmulas del lenguaje y P es la
propiedad que describe el Teorema.

Caso base: n = 0. Se probara que Yy € FORM (rango(x) =0 — P(x)).

Sea una férmula o tal que rango(c)=0. Entonces o es una férmula atémica
y 0/ = 0. Lo que es queria probar.
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Caso inductivo: Sea m € N, m > 0, y supéngase para toda s < m
se cumle que Yy € FORM (rang(x) = s — P(x)). Se debe probar que
Vx € FORM (rang(x) = m — P(x)).

Sea ¢ una féormula de rango m. Por definicion c = -a o oc=a — f o
o= Vra

Caso 1: 0 = —a. Entonces como rango(a) < m, se tiene por Hipdtesis
inductiva que existe una una férmula en forma normal prenexa o’ tal que -
a < o/. Entonces - —a <+ —a/. Luego, sustituyendo se tiene que - o < —¢/.
Entonces aplicando reiteradamente las leyes de negacién de cuantificadores
a —a/ se tiene una férmula 7 en forma normal prenexa tal que F o < .

Caso 2: 0 = a — (3. Entonces como rango(a) < m y rango() < m, se
tiene por Hipdtesis que existen férmulas en forma normal prenexa o’ y ' tal
que Fa «— o yF g« §. Por lo tanto, - (« — () < (¢/ — ). Entonces
Fo < (o/ — (). Luego, aplicando reiteradamente las leyes distribucién de
cuantificadores para la implicacién se le exteriorizan todos los cuantificadores
de las féormula o/ — (3’ y queda una férmula v en forma normal prenenexa
tal que - o < 7.

Caso 3: 0 = Vza. Entonces como rango(a) < m, se tiene por Hipdtesis
inductiva que existe una una férmula en forma normal prenexa o’ tal que
F a < o. Por lo tanto, por la regla de generalizacién se concluye que
FVz(a < o). En consecuencia, por la ley de distribucién de cuantificadores,
FVz(A < n) — (VoA < Van), se concluye que - Vza < Vxa/. Entonces,
sustituyendo se tiene que F o <« Vza/. Y como Vxa' estd en formal normal
prenexa ha finalizado la prueba del Teorema. [

Un ejemplo de forma normal prenexa es el siguiente [N-S]: Encuentre una
proposicién en forma forma normal prenexa correspondiente a la siguiente
proposicion VzIy P(z,y) V =3xVyQ(z, y):

Una forma de hacerlo es la siguiente [N-S]:

1. VaIyP(z,y) vV ~JzVyQ(x,y)
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Vu[Ty P(u,y) V ~3aVyQ(z, y)]
VuFv[P(u,v) V =32VyQ(z, y)]
YuFv[P(u,v) V VeIy—Q(z, y)]
VuIoVw[P(u,v) V Iy—Q
YuIoVw3z[P(u, v) V —Q

]

w,y

SR AR O

(w,y)
(w, 2)

w, 2

Otra forma de hacerlo es la siguiente (notar que este ejemplo muestra que
la forma normal prenexa de una proposicién no es tnica) [N-S]:

1. Va3yP(x,y) vV -F2VyQ(z,y)

Vu[JyP(u,y) VvV -F2VyQ(z,y
Vu[FyP(u,y) V Ve-VyQ(w,y
VuYw[3yP(u, y) V ~VyQ(w,y
VuVw3v[P(u,v) V ~VyQ(w, y
(
(

)
)

)
w,y)]
VavwIv[P(u, v) vV Jy=Q(z, y)]
Vavw3v3z[P(u, v) V ~Q(z, 2)]

Ne ot W

2.5 Forma normal de Skolem

La técnica de Forma normal de Skolen se le atribuye (como su nombre lo
indica) a Skolem (1887-1963) [Q] [Hij].

Definicién 2.5.1. Un formula en Forma normal preneza se dice que estd en
Forma normal de Skolem si todos sus cuantificadores existenciales preceden
a todos sus cuantificadores universales, es decir, si ella tiene la siquiente:

Juyug, . . ., Juy,Yw Vws, . . Yw, M (uy, Ug, .o Uy, W, Way .oy W),

donde m >0, n > 0.
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(Nota: Existe otro concepto de Forma normal de Skolem que elimina los
cuantificadores existenciales sustituyéndolos por nuevos simbolos de funcién,
ver texto [N-S].)

El siguiente Teorema de Forma normal de Skolem se demuestra para el
Cdlculo de predicados puro como se hace en [Me], es decir, se prueba para
lenguajes de primer orden que tienen una cantidad infinita de predicados
poliddicos de cualquier aridad, pero no tienen simbolos funcionales, ni cons-
tantes, ni la relacion de identidad.

Teorema 2.5.2 (Forma normal de Skolem). Existe un procedimiento
efectivo para asignar a cada formula @ otra formula ¢’ en Forma normal de
Skolem tal que & o si y sélo sit ¢'.

Demostracién : ([Me|, [EP])

Como toda férmula es demostrable si y sélo si su clausura universal lo es,
y también, por el Teorema anterior, toda férmula tiene una féormula equiva-
lente en forma normal prenexa, entonces se puede demostrar el teorema con-
siderando sélo formulas cerradas en forma normal prenexa. Sea y una férmula
de dicha clase (x estd en forma normal prenexa y no tiene variables libres),
entonces se define el Rango(x)= numero de cuantificadores universales que
preceden cuantificadores existenciales. La prueba se realizara por induccion
en el Rango(x), se demostrard que Vn € NV¢ € FORM (Rango(¢) = n —
P(¢)), donde P es la propiedad que describe el Teorema.

Caso base: n = 0. Se debe demostrar que V¢ € FORM (Rango(¢) =
0 — P(¢)). Sea o tal que Rango(c) = 0. Entonces o ya estd en Forma
normal de Skolem.

Caso inductivo: Sea k € N, k£ > 0, y supongamos que para cada s < k
se cumple que V¢ € FORM(Rango(¢p) = s — P(¢)). Se probard que
V¢ € FORM(Rango(¢) = k — P(¢)). Sea ¢ una férmula de Rango k. o

se puede escribir de la siguiente forma Jzy, ... 3z, Yyl (z1,. .., Tm,y), donde
O(x1,...,%m,y) estda en forma normal prenexa, tiene sélo como varibles libres
axy,...,Tm,Y,y su prefijo tiene al menos un cuantificador existencial, pues
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de lo contrario o tendria Forma normal de Skolem. Sea S una variable de
predicado m+ 1-aria que no aparezca en (xq, ..., Ty, y). Y sea 3 la férmula,

Az, .. e {[F2(0(21, .. ., 2w, 2) A0S(21, .o T, 2)] V YYS(21, .o T, Y) }

Se demostrara que F 3 si y solo si - o

(=) Sea k- .

Entonces sustituyendo S(zy,...,Zm, 2) por 0(x1, ..., Ty, 2) se tiene una
formula que se llamard 3

F 3z, .. 3, {[F2(0(2, . .oy, 2) AO(21, o T, 2)] V VYO(21, L T, 2) }

Por otro lado, puede probarse que:

- {B2(Q(2) A =Q(2)) V R] < R}

Entonces sustituyendo se tiene que:

FA{[3z(0(z1, ... m, 2) A2O(21, ..o Ty 2)) V YYO(21, ..o T, 2)]

Yyl (zy, ..., Tm,2)}

Entonces aplincando la regla de generalizacién y distribuciéon del cuantifi-
cador universal en bicondicional (Va[D(x) < A(z)] — [FzD(z) < Iz A(z)])
reiteradamete m veces veces, se obtiene:

3z, .. 3, {[F2(0(2, - - o, 2)AO(21, - T, 2)] VYO (21, . T, y)

{3z, ... Jx,,Vyb(z1, ..., 2m, 2)}
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Entonces aplicando MP de esta ultima prosicién con (3’ se obtine que:

F 3z, .. 3, Vyl(xy, .. Ty, 2)

Es decir, - o. Por lo tanto: Si F 3, entonces - o. Lo que se queria
demostrar.

Se probara ahora la otra direccién: (<=)
Sea - 0.
Sean los siguientes dos teoremas:
=vy[B(y) — Aly)] — [VyB(y) — VyA(y)]

FR—(T'—S)—[T— (-RVS)]
Entonces aplicando el segundo en la primero se obtiene:
=Vy[B(y) — Aly)] — [VyB(y) — VyAy)] —
VyB(y) — [-Vy(B(y) — A(y)) V VyA(y)]

En consecuencia, aplicando MP, se tiene que:

=YyB(y) — [=Vy(B(y) — A(y)) vV VyA(y)]
Como,

F=Vy(B(y) — A(y)) < =Vy—(B(y) A 2A(y))
Y?
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= =Yy=(B(y) A —A(y) < Fy(B(y) A ~A(y))

Entonces se concluye que:
=VyB(y) — [Fy(B(y) A ~A(y)) vV VyA(y)]
Entonces sustituyendo las variables de predicados tenemos,
EYyO(xy, ..., Tm,y) —

[Fy(O(z1, ..o T, y) AS(T1, ooy T, y)) VVYS (21, .o Ty )]

Luego, aplicando la regla de generalizacion y la ley de distribiucion del
universal en implicacién,

= Vy[B(y) — A(y)] — [ByB(y) — JyA(y)],

reiteradamente m veces, se concluye que,

F 3z, .. e, VYl(xy, . T, y) —
Az, ... Fen[By(0(21, .. o T, y) ADS(21, o T, y)) VVYS (21,0 T, )]

En consecuencia, como el antecedente de este condicional es la formula
o, usando la hipdtesis de que o es un teorema, se aplica MP y se obtiene,

F 3z, 32 [Ty (O(ze, oo T, y) A DS (21, T, Y)) VYYS (21, - T, Y)]

De la cual se obtiene (3 sustituyendo la variable y por z,

F3zq, . 32, [32(0(2, - -, 2) ADS(2, . T, 2)) VVYS (21, T, )]
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Por lo tanto, Si F o, entonces = (3. Lo que se queria demostrar. Se ha
demsotrado que F (3 si y sélo si - o.

La férmula 8 obtenida de 1ltima se puede poner en forma normal prenexa
utilizando las leyes de distribucién de cuantificadores de modo que su prefijo
empiece por dxy,...dx,,, luego venga el cuantificador 3z, después los cuati-
ficadores del prefijo de (xy, ..., xm, 2), y por tltimo el cuantificador Vy. De
modo que esta nueva férmula tiene Rango exactamente un niimero menor
que el Rango(c) = k, por lo tanto, por Hipdtesis inductiva, existe una for-
mula 7 en Forma norma de Skolen tal que F 3 si y sélo si - n. Entonces: - o
si y s6lo si 7. Se ha conseguido la formula en Forma normal de Skolen con
la propiedad buscada. Fin de la demostracién. [

Un ejemplo de Forma normal de Skolem es el siguiente [Me]: Encontrar
una férmula en Formal normal de Skolen corespondiente a VaVy3z¢(z,y, 2):

1. Primero se elimina Vz. Se considera a Vy3z¢(z, y, z) que tiene la varia-
ble libre x, entonces se elige un predicado monadico A(zx) & ¢(x,y, 2),
entonces:

2. Jw{[Vy3zop(w,y, z) AN 2A(w)] VVzA(x)}

3. Ahora se busca la forma normal prenexa de la férmula anterior:

4. FwVyIVa{[p(w,y, z) A ~A(w)] vV A(x)}

5. Ahora se elimina Vy y para ello se considera la férmula 3zVz[¢p(x, y, 2) A
—A(w)] V A(z)}], la cual tiene dos variables libres w e y. Entonces se
busca un predicado binario B(w,y) € ¢(zx,y,w), entonces:

6. Jw{Ju{[FVz[p(w,u, z) A 2A(w)] V A(x)]| A =B(w,u)} VVyB(w,y)}
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7. Ahora se busca la forma normal prenexa de la férmula anterior,

8. JwIuIVaVy{{[[p(w,u, z) A 2A(w)| vV A(z)] A =B(w,y)} V B(y,w)}

9. La férmula anterior es la Forma normal de Skolen buscada.

Corolario 2.5.3 (Corolario). Sea ¢ una formula y ¢ su formula en Forma
normal de Skolem correspondiente. Entonces: (1) ¢ es verdad en una estruc-
tura si y solo si @' también es verdad en la estructura ampliada a los nuevos
simbolos de predicados de ¢'. Y (2) ¢ es vdlida si y sélo si ¢’ es vdlida.

Demostracion: La demostracion es el pararalelo semantico de la de-
mostracion que se hizo en el teorema anterior: + 3 si y sélo si - 0. En
dicha prueba se puede apreciar claramente que se pasaba de teorema a teo-
rema hasta llegar a la conclusion que se queria, y los teoremas son verdad en
cualquier estrutura y el Modus Ponens transfiera a verdad de las premisas
a la conclusion, es decir, si ¢ — ¥ y ¢ son verdad en en una estructura A,
entonces v es verdad en (. [

2.6 Demostracion de Church del Teorema de Com-
pletitud de Godel para la Légica de primer orden,
la cual usa Forma normal de Skolem

Teorema 2.6.1 (Teorema Correccién). Todo teorema es una formula
valida. Fs decir, para cualquier formula o,

Fo =F .

Demostracion:
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Si F ¢ entonces por definicion existe una sucesion o, .. ., 0, de féormulas
tales que 0, = ¢, y cada o0; es un axioma, o se obtiene de dos férmulas
anteriores en la sucesion por la regla de inferencia Modus Ponens. Sea 21
una estructura para el lenguaje de ¢. Hay que probar que 21 es un modelo
de ¢. Esto se realiza probando que 24 es un modelo de o;, para cada ¢ € m.
La prueba se hace facilmente por induccién en m utilizando dos hechos: (1)
Todo axioma es una férmula légicamente vélida; y (2) El Moduns Ponens
transfiere la verdad de las premisas a la consclusion. [

Teorema 2.6.2 (Teorema de Completitud de Gadel, 1930). Toda
formula vdlida es un teorema. FEs decir, para cada formula ¢,

Ee =Fp.

Demostracién: ( Versiéon de Church [Ch])
Sea ¢ una férmula valida y ¢’ su formula correspondiente en Forma nor-
mal de Skolem. Por el Corolario del Teorema de Forma normal de Skolem

¢’ es valida. Y por el Teorema de Forma normal de Skolem es suficiente con
demostrar que ¢’ es un teorema. ¢’ tiene la siguiente forma:

Juyug, . . ., Juy, Y Vws, ..., Yw, M (uy, Ug, . .o Uy, Wi, Way .oy W),

donde m >0, n >0, y M es una férmula sin cuantificadores.

Se probara que: (1) ¢’ es un teorema o (2) ¢’ no es valida.

Si en el prefijo se tiene que m = 0, entonces ¢’ es una férmula universal. Y
como se conoce el siguiente hecho; Hecho: YwYws, . .., Vw, M (wy,ws, . . ., wy,)

es valida si y s6lo si M (wy, ws, . .., wy,) es vélida; se puede decidir qué tipo de
formula es M (wy,ws, . ..,w,) usando procedimientos efectivos de la Légica
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proposicional como lo son Tablas de verdad o Forma normal conjuntiva. Si
en el andlisis resulta que M (wy,ws, ..., w,) es una tautologia, entonces por
el Axioma 1, se concluye que ella es un teorema, y por la regla de geralizacién
aplicada reiteradamente se concluye que ¢’ es un teorema. Si en el andlisis
resulta que M (wq,ws,...,w,) no es tautologia, entonces se puede construir
un modelo que tiene exactamente n individuos donde M (wy, ws, ..., w,) no
es verdadera, usando la informacién que brinda su tabla de verdad (por ejem-
plo). Por lo tanto, M (wy,ws,...,w,) no es valida. En concecuencia, ¢’ no
es valida. Para continuar con la demostracion del Teorema se asumird que
m > 1.

Considérese el buen orden del conjunto de las m-tuplas de {N\ {0}}™
definido asi: (i1,42, ... im) < (J1,72,---y0m) St 01 +d2 + ... +im < J1 +
Jo+...+tposiiytiot+ ...+ =71+ J2+ ...+ im, entonces i1 = J1,
19 = J2y oo olk = Tk Tpr1 < Jri1, €8 decir, cuando la suma de las coordenadas
de dos m-tuplas dan el mismo nimero, se decide cual es menor entre ellas
usando el orden lexicografico de izquierda a derecha.

Segun el buen orden anterior la primera m-tupla es (1,
segunda es (1,1,1,...,1,1,2), la tercera es (1,1,1,...,1

1,...,1,1,1), 1a
) ) 1
(1,1,1,...,2,1,1), y asi sucesivamente.

1,1,.
,2,1), la cuarta es

Notar que si k& > 1, entonces no ocurren el la k-ésima tupla coorde-
nadas (nimeros naturales) mayores que k. La k-ésima tupla se expresa asi
([k1], [k2], - - -, [km]) ¥ se dice que la coordenada (el nimero natural) [k] es
la [-ésima coordenada de dicha k-tupla.

Ahora se define a By (k € N\ {0}) como sigue:

Ul U2 ...Um w1 w2 L Wh
Tlk1])T(kg] - Llkm] T(k—1)n+2T(k—1)n+3--Lhkn+1

Es decir, By, es la formula que resulta de sustituir las variables libres de la
matriz M, correspondientes a los cuantificadores existenciales, por variables
indizadas con los valores de la k-tupla del buen orden que se ha definido
anteriormente, y las variables libres de M correspondientes a los cuantifi-
cadores universales se sutituyen por varibles cuyos subindices son de la forma
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(k — 1)n 4 4, donde siempre se comienza con i > 2.
Con By, definido ahora se define Cy (k € N\ {0}) como sigue: Cj es la

siguiente disyuncién:

ByVByV...V DBy

Es decir, C}, es la disyuncién de los k primeros By.

Ahora con Cj definido, se define Dy (k € N\ {0}) como sigue: Dy es la
siguiente formula universal:

Vl’1Vl’2, e ,V:v,mHOk

Notar que las variables o (,—1)n+2, T(k—1)n+3, - - - » Trn+1 sustitudidas por las
variables w1, ws, . .., w, son todas distintas a las varibles x ], T(k,, - - -, T{k,)
sustituidas por las varibles uy, ug, . .., Up,.

Ademés las varibales @ (4—1)nt2, Z(k—1)n+3; - - -, Thn41 son distintas (dos a
dos) entre ellas mismas, y difieren de todas las variables que ocurren en
By, Bs, ..., By_1. Pero todas las variables x1, zo, ..., Tx,11 ocurren libres en

Ck.

Notar que por la definicién de Forma normal de Skolem es posible que n =
0, pero este caso especial no se genera ninguna dificultad, lo que podrian es
quedar algunas variables libres en Dj. En el caso de m, se esta considerando
que siempre m > 1.

Dado que la matriz M no tiene cuantificadores, se infiere que By y C
tampoco tienen cuantificadores. Y, excepto en el caso de n = 0, la lista

completa de variables libres de C} es exactamente xq, o, ..., Tg,y1, €0 cON-
secuencia, si n > 0, entonces Dy es la clausura universal de Cy.

Lema 2.6.3. Para cualquier k : Dy /.

Demostracién: (Por induccién en k)
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Se asume que ninguna de las variables xy, xo,

.o, XTgpe1 es igual a al-
guna de las variables uy, uo,

.., Wy, esto es posible asumirlo
porque se puede aplicar un cambio de variable (Teorema de cambio de vari-

able ligada 2.3.1.7) en la Forma normal de Skolem ¢’ si fuera necesario.

ey Uy W1, W2, .

Caso base: k = 1. Se debe probar que de D; F ¢'.

up U2 .. w
D1 = ‘v’a:1Va:2‘v’a:3 . \V/l'n—i-lsmll 2 m !

w2
T ...T1 T2

o Wn
41

Por el Teorema de cambio de varible ligada (2.3.1.7) se tiene que:

ul U2 ..U w1 wo )
r1 X1 ...X1 w1 wa )
Y VwVws . . .‘v’wnSu1 T e o e M

Entonces por Descenso cuantificacional (- Vi (z) — Jzp(x)) y la regla
Modus Ponens se tiene que:

Ul U2 ..U w1 wo LW
VI1V1’2VI3 A vIn+ISI1 T {ET T2 T3 ..(E’:L+1M I_
r1 X1 ...T1 w1 wa w
JurVwiYwg .. Vw, Syt ot T o o M

Entonces aplicando Duplicacion del existencial (F 3z (x, ) — JxIyp(z,y))
reiteradamente (m — 1 veces) y Modus Ponens se obtiene lo que se quiere
probar:

up u
‘v’a:1Va:2Va:3 . \V/l'n—i-lsmll 2

e Um w1 w2 - Wn
1 ...x1 To T3 ..mn+1M -
r1 X1 ...X w wo W
Juiduy .. JupVwiYws .. Yw, Syt R S M
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Pues

/ x x .. T w w cW
¢ = JuiFuy ... Juy,YVwiVwsy . Vw, Syl T o M

Paso inductivo:

Sea k € N, k > 1; y supéngase que D1 F ¢'. Se debe probar que
Dk = QO/.

Por las leyes de distibucién de cuantificadores (Lema 2.4.3 (4)) reiterada
n-veces se tiene que:

VI (h—1)n+2, VT (he1)n43s - - > VThnt1[Cr1 V By] F

Cr—1 V VZ(k—1)n+2; YVT(k—1)n+3; - - - » VThnt1Br

En consecuencia, como Cy_1 V By, es la féormula C, se concluye, aplicando
el Axioma 2 (eliminacién del generalizador) (k—1)n+1 veces y la regla Modus
Ponens, que:

Dy +

Cr-1 V VT (—1ynt2, VT (h—1)n43s - - - » VThnt1 Br

Por lo tanto, realizando un cambio de variable ligada n veces, se tiene
que:

Dy =

Chot VVwiVwy .. Vw,Si 2 e M

m[kz] ...m[km]

Se tiene también que por la regla de Introduccién del cuantificador exis-
tencial (Teorema 2.3.1.11) m veces, se concluye que:
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Uy u2 o Um /
F Yw,Vws . . .‘v’wnSm[kl] r[km}M — @

En consecuencia:

Dk = Ck—l V QO/

Por lo tanto, aplicando la regla de Introduccion del generalizador para
todas las varibales libres de Cj_1, es decir, hasta la variable x(_1)n41, ¥y
usando la ley de distribucién de cuantificadores (en disyuncién), se obtiene
que:

Dk F Dk—l V QO/ (*)

Como por Hipdtesis inductiva se tiene que Dj_; b ¢/, entonces por el
Teorema de la deduccién (2.3.1.3) se concluye que - Dy_; — ¢’. Y en
consecuencia (considerando x) se obtiene lo buscado: Dy F ¢'. Fin de la
prueba del lema.

Para continuar con la prueba del teorema se consideraran dos casos (se
usa aqui el Principio del tercero excluido, Churh resalta este hecho en un
pie de pégina de su prueba [Ch], p. 235):

Casol: Para algin k, C} es un teorema.

Caso2: Para cualquier k, C no es un teorema.

Casol: Para algin k, C} es un teorema. FEntonces por generalizacion
reiterada (kn + 1 veces), Dy es un teorema. En consecuencia, por el Lema
anterior ¢’ es un teorema.

Caso2: Para cualquier k, C; no es un teorema. Entonces, Cj no puede

ser instancia de una tautologia de la logica proposicional, pues toda instancia
de tautologia es un axioma y por lo tanto es un teorema. En consecuencia
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considerando a C como una féormula de la légica proposicional donde sus
férmulas atémicas son letras proposicionales se tiene que existen asignaciones
de valores de verdad para sus formulas atomicas tal que toda valuacion que
se construya respetando dichos valores hace falsa a C}. Dichas asignaciones
de valores de verdad para las férmulas atomicas de Cy que hacen falsa a Cj

siempre son finitas, pues no exceden en nimero a la cantidad de filas de su
tabla de verdad.

Sea Ei, Fy, E3, ... una lista de las subférmulas atéomicas de los Cy, k €
N\ {0} (Cy,C5,Cs,. . .) definida de la siguiente manera: Primero van todas
las diferentes subférmulas atéomicas de C; en el orden de su primera ocu-
rrencia (de izquierda a derecha) en (. Después van todas las subférmulas
atémicas de Cy que no aparecen en C; ordenadas segin su orden de primera
ocurrencia en Cy. Luego van todas las subférmulas atomicas de C's que no
ocurren en (4 y (5 ordenadas segun su primera ocurrencia. Y asi sucesiva-
mente.

Ahora se define una asignacién maestra h : {E;}en oy — {V. F}
como sigue: Si Ej recibe el valor de verdad V en una cantidad infinita de
asignaciones de valores de verdad para las formulas atéomicas de los C; que
falsean a Cj, entonces se define h(E;) = V; en caso contrario (si es finito),
entonces E; debe tomar el varlor F' en una cantidad infinita de asignaciones
de valores de verdad para las formulas atéomicas de los C; que falsean a C;,
en este caso se define h(F;) = F. Ahora para definir h(E;) se considera
la cantidad infinita de asignaciones de valores de verdad para las formulas
atémicas de los C; que permitieron definir a h(E7). Si en dichas asignaciones
de valores de verdad para las formulas atémicas de los C; que falsean a
C; E5 toma el valor V en una cantida infinita de veces, entonces se define
h(Ey) = V; en caso contrario se define h(E2) = F. Para definir h(FE3) se
considera la cantidad infinita de asignaciones de valores de verdad para las
formulas atémicas de los C; que falsean a C; donde F; y Es toman el mismo
valor que h(E,) y h(Es) (tal cantidad es infinita porque contiene al conjunto
de todas las que permitieron definir a h(Es)). Si E3 toma el valor V en una
cantidad infinita de ellas, entonces se define h(E3) = V, en caso contrario
h(E3) = F. Asi sucesivamente.

Proposicién: Para cada k € N\ {0} : h(Cy) = F.
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Demostracion: Por reduccién al absurdo. Supdéngase que es falsa la
proposicién. Es decir, supdngase que existe un & € N\ {0} tal que h(Cy) =
V. Sean FEi, Es, Fs, ..., E,, todas las subférmulas atémicas de C. Y sean
h(E1), h(Es), h(Es), ..., h(E,;,) sus valores respectivos por la asignacién maes-
tra. Entonces tomando en cuenta que las C; son disyunciones, y también a
la tabla de verdad de la disyuncion, se concluye que para todo j > k, no
existen asignaciones de valores de verdad para las formulas atémicas de los
C; que falsen a C; y preserven los valores h(Ey), h(Es), h(Es), ..., h(Ey).
Esto contradice la definicién de la asignacién maestra h. Por lo tanto, para
cada k € N\ {0} : Ah(Cy) = F. Fin de la prueba de la Proposicion.

Ahora, con la ayuda de la asignacién maestra, definimos una estructura
2 donde ¢’ sera falsa, el universo de 2 es N\ {0} y tendré un relacién i-aria
por cada simbolo relacional i-ario de ¢’. Supdngase que ¢ tiene n simbolos
relacionales:

A = <N \ {0}7 lea R22l> R32l> T an>

Si R; es un simbolo relacional i — ario de ¢’ entonces definimos:

(ur,ug, ... u;) € R siy s6lo si h(Rj(Tuy, Ty, - 70;) = V . Y si
h(Rj(%uy, Tuy, - - -, Ty;)) NO estd definida, es decir, R;(xy,, Tu,, - - -, Ty,) DO €3
ninguna FE;, entonces (uy, us, ..., u;) € R?l.

Ahora se define una asignacién s : VAR — N\ {0} de la siguiente
manera: $(x,) = u, para todo u € N\ {0}.

Se cumple que para todo k € N\ {0}, 2 ¥~ Ci[s]. Porque por la
Proposicion anterior se tiene que h(Cy) = F, para todo k € N\ {0}. Notar
que “sy h le asignan el mismo valor a todas las subféormulas atémicas de C}”:
A = Ri(Tuy, Tuy, - - - Tu, ) [8] 81y 8610 81 (8(20y ), 5(Tuy)s - -+, 8(1,)) € Ry¥ siy
sélo si (uy, U, ..., u;) € R;¥ siy sélo si h(Rj(Tuy, Tuy, - - -, Ty,)) = V. Por lo
tanto, “ s y h le asignan el mismo valor a C}”.

En consecuencia, como Cj = Cy_1 V By, se concluye que 24 = By[s], para
todo k € N\ {0}.

47



Por lo tanto, por definicion de satifacibilidad, se tiene que:

T(k—1)n+2 T(k—1)n+3 < Lhn+41
A B Y Yws . . Vw, Syt~ wy Dy Ms]

Es decir, reescribiendo la expresion anterior:

A P~ Vw Vs, .. .‘v’wnSﬁ[lkl] 2 wem M[s]

Como esto ocurre para todo k € N\ {0}, todas la m-tuplas de vari-
ables (Z{k,], Tkys - - - T[k,,)) SON consideradas, entonces, por definicién de s,
(8(@k1) s 8(Xa) s - -+ S(@n])) = ([Fa], [K2], - - -, [km]), es decir, con s quedan
consideradas todas las m-tuplas de naturales.

Por lo tanto:

A = JuiJug, . . ., JupYunVws, . .., Yw, M (ur, ug, . . ., Uy, W1, W, . .., Wy)|S]

Lo que se queria demostrar. Con esto termina la demostracién del teo-
rema. [J

Corolario 2.6.4. Si ¢’ es una formula en Forma normal de Skolem :

/
¢ = FuyJug, . .., JupVwYws, . .. Yw, M (ug, Ug, ..y U, W1, Wa,y o .y W),

donde M es una formula sin cuantificadores. Si By, es la siquiente formula
sin cuantificadores:

Ul U ..Um w1 w2 LW
Tlk1] L (ko] Llkm] LT(k—1)n+2%(k—1)n+3-Thn+1"
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y si Cy es la siguiente formula disyuntiva By V BsV ...V By, entonces ¢’
es un teorema (y es vdlida) si y sélo si existe algun entero positivo k tal que
Cy es una instancia de sustitucion de una tautologia.

Demostracion: O

(Nota: Existe otra prueba de este corolario que usa un concepto distinto
de Forma normal de Skolem y también utiliza el Teorema de Herbrand, ver

[N-5].)

Nota sobre la demostracién del Teorema de Completitud: Aunque
la prueba anterior se realizé para un Sistema Axiomaético de la Légica de
Primer Orden sin identidad, la misma se puede extender para un Sistema
Axiomético de la Logica de Primer Orden con identidad  [[Ch], p. 283],
[[G3], p. 18].

3 ZFC, el Teorema del Colapso Transitivo
de Mostowski y el Principio de Reflexion.

3.1 Introduccion

El objetivo de esta seccién es describir a la Teoria Axiomatica de Conjuntos
de Zermelo-Fraenkel con el Axioma de eleccién (ZFC), y presentar dos de-
mostraciones: Una del Teorema del Colapso Transitivo de Mostowski y otra
del Principio de Reflexion. El orden de la exposicion es el siguiente: Desde la
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subseccion 3.2 hasta la subseccion 3.9 se describe a ZFC. Dicha presentacion
se realiza siguiendo (principalmente) las fuentes [D1],[D3], [D4], [E1], [H-J],
[K] y [J1], incluyendo la notacién. Luego, en la subseccién 3.10 se enuncia y
demuestra el Teorema del Colapso Transitivo de Mostowski, siguiendo (prin-
cialmente) la prueba que se encuentra en el libro [J1]. Y en la subseccién 3.11
se enuncia y demuestra el Principio de Reflexién, siguiendo (principalmente)
la prueba que se consigue en el texto [J1].

3.2 Los Axiomas légicos y propios de la Teoria Axio-
matica de Conjuntos de Zermelo-Fraenkel

Para describir la Teoria Axiomatica de Conjuntos de Zermelo-Fraenkel (ZFC)
se usaran como referencia (principalmente) los textos [D1], [E1], [H-J], [K] v
[J1], incluyendo la notacion.

Sea L¢ el lenguaje de primer orden con identidad que tiene como tnico
simbolo no légico al relacional binario €.

ZFC es la teoria en primer orden con identidad, constituida de la sigui-
ente manera: (a) El lenguaje de ZFC'es L¢. (b) Los axiomas légicos de ZFC
son todos los axiomas descritos en la seccion anterior para la Légica de Primer
Orden con identidad. (c¢) Los axiomas propios de ZFC' son axiomas para la
teoria de conjuntos, entendiendo (intuitivamente) por teoria de conjuntos a
la coleccién de todas las sentencias verdaderas en el UNIVERSO DE LOS
CONJUNTOS. Dichos axiomas se enunciaran mas abajo. Y (d) La regla de
inferencia de ZF'C' es Modus Ponens. Sea F la relacién de demostrabilidad
de ZFC y x una férmula de L. Se dice que x es un teorema de ZFC' si
ZFC F x. A continuacion se enuncian los axiomas propios de ZFC:

1. El primer axioma que se presenta es el Axioma de extensionalidad, el
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cual brinda un criterio para decidir cuando dos conjuntos son iguales,
la igualdad de conjuntos es extensional, es decir, dos conjuntos son
iguales si tienen los mismos elementos.

Axioma de extensionalidad:

VaVy(Vz(z €x > 2 €y) > x =)

. El segundo axioma que se presenta es el Axioma del conjunto vacio,
el cual es un axioma de existencia, tal axioma afirma que existe un
conjunto que no tiene elementos.

Axioma del conjunto vacio:
JxVy(y & )

El conjunto sin elementos es tinico y se denotard por ().

. El tercer axioma que se presenta es el Axioma de pares, el cual es
una regla de construccion de conjuntos a partir de conjuntos dados, es
decir, tal axioma afirma que si X y Y son conjuntos entonces existe un
conjunto Z cuyos elementos son exactamente X y Y.

Axioma de pares:

VaVydzVr(re z — (r=xzV r=y))

El conjunto z es unico y se denotard por {z,y}.

. El cuarto axioma que se presenta es el Axioma de la union, el cual es
una regla de construcciéon de conjuntos a partir de conjuntos dados, tal
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axioma afirma que si X es un conjunto, entonces existe un conjunto Y
cuyos elementos son los elementos de los elementos de X.

Axioma de la union:

VedyVz(z € y < Jw(w € z A 2z € w))

El conjunto y es tnico y se denotara por Uy.

. El quinto axioma que se presenta es el Axioma (esquema de axioma)
de reemplazo, el cual es una regla de construccién de conjuntos a partir
de conjuntos dados, tal axioma afirma intuitivamente que si F' es una
funcién clase, entonces para todo conjunto A existe un conjunto F/[A] =
{F(z) : = € A}. A continuacién se formula de manera rigurosa y
generalizada:

Para expresar el Axioma de reemplazo es conveniente introducir una
definicién: Se dice que una férmula y(zy,...,z,, x,y) es una relacion
funcional en z,y con pardmetros py, . . ., py, sila férmula x (p1, . . ., P, T, y)
que se obtiene fijando los valores de x1, ..., 2z, enpy, ..., p, cumple que:

‘v’at‘v’y‘v’z(x(pl, ceey pn>I>y) A X(p1> s >pn>I>Z) — Y= Z)

Azioma (Esquema) de reemplazo: Para cada férmula ¢(zy, . .., zn, x,y)
la siguiente proposicién es un axioma(de reemplazo):

Vay.. Vo, [VaVyVz(o(ze, ... xn, 2, y) Ad(21, ..o Zn, 2, 2) — Yy = 2)

—VYudoVy(y € v = Jx(z € uNd(x1,...,20,2,Y)))]

Es decir, si la formula obtenida de ¢(z1,...,z,, x,y) fijando valores
para las variables x1, ..., x, es una relacién funcional en x, y; entonces,
dado un conjunto wu, existe un conjunto v cuyos elementos son las
imagenes de los elementos de u por esa relacién funcional. FEl con-
junto v es unico y se denotard por {y : 3z € uo(p1,...,pn,x,y)}, si
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los conjuntos p1,...,p, son los valores que se le fijaron a las variables
T1y-e-yTp.

. El sexto axioma que se presenta es el Axioma (esquema de axioma) de
separacién, el cual es una regla de construccion de conjuntos a partir
de un conjunto dados, tal axioma afirma intuitivamente que si x(z)
es una férmula con una variable libre, entonces para cada conjunto A
existe un conjunto B = {a € A : x(a)}. A continuacién se formula de
manera rigurosa y generalizada:

Azioma (Esquema) de separacion o de comprension: Para cada férmula
¢(x1,...,x,, ) la siguiente proposicién es un axioma(de separacion):

Vay .. Ve,VzayWw(w € y — w € 2z A (21, ..., Tp, w))

Es decir, dada la propiedad obtenida de ¢(z1, ..., x,, ) fijando valores
para las variables x4, ..., x,, por ejemplo py, ..., p,, y dado un conjunto
z, existe un conjunto y cuyos elementos son los elementos de z que
satisfacen ¢(py, ..., pn, ).

El conjunto y es tnico y se denotard por {z € z : ¢(p1,...,Pn,T)} O
por {z:x € 2A¢(p1,- -, Pn, )}

. El séptimo axioma que se presenta es el Axioma de partes, el cual es
una regla de construccion de conjuntos a partir de conjuntos dados,
intuitivamente tal axioma afirma si X es un conjunto, entonces exis-
te un conjunto Y cuyos elementos son todos los subjuntos de A. A
continuacion se formula de manera rigurosa:

Dados dos conjuntos w y u se dice que w es un subconjunto de u (w C u)
siVz(z € w — z € u).
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Axioma del conjunto de partes:

VedyVz(z € y < z C x)

El conjunto y es unico y se denotara por P(x).

Los axiomas que faltan se enunciaran luego de formular las siguientes
definiciones: (1) {z} = {z,z}. (2) xUy = U{z,y}. (3) s(x) = zU{x}.
(4) (z,y) = Hat Az pt}) ) e xy ={(zw) : z € xhw ey}
(6) z es una relacion en x X y si z C x X y. Si z es una relacién en
T X y a veces se escribird vzw en vez de (v,w) € z. Si z es una
relaciéon en z X y y = = y se dice que z es una relacién en z .(7)
dom(z) = {z : Jy((z,y) € 2)}. (8) rango(z) = {y : Jz((x,y) € 2)}.
(9) f es una funcion de x en y(f : © — y) si f es una relacién en
x X y, y para cada v € x existe un unico w € y tal (v,w) € f. A veces
se escribird f(v) = w en vez de (v,w) € f. (10) f es sobreyectiva si
rango(f) = y. (11) f es inyectiva si: Yv,w € dom(f)(f(v) = f(w) —
v =w). (12) f es biyectiva si f es inyectiva y sobreyectiva . (13) Si
w C x, entonces f [ w={(v, f(v)) :vew}y flw] ={f(v):vew}
() av={f:f:y— 2z} (5)z—y={z€x:2¢&y}. (16)Siz =10,
Ne=0.Six#0,Nz={z:Vyecax(zey)}. (17) vNw=N{v,w}.

. El octavo axioma que se presenta es el Axioma del infinito, el cual es
un axioma de existencia, dicho axioma afirma que existe un conjunto
infinito, y una de sus consecuencias principales es que existe el conjunto
de los numeros naturales. El Axioma del infinito no es constructivo y
se puede considerar un axioma platonista. A continuacion se formula
rigurosamente:

Azioma del infinito: Un conjunto x es inductivo si ) € z y para todo
conjunto z, si z € x entonces s(z) € x. El axioma del infinito dice que
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10.

existe un conjunto inductivo.

Jz(x es inductivo)

El noveno axioma que se presenta es Axioma de fundamentacion, el
cual tiene por objetivo eliminar la posibilidad de que existan conjuntos
fuera de la Jerarquia acumulativa de conjuntos de von Neumann, el
afirma que la relacion de pertenencia es una relacién bien fundamen-
tada, es decir, no existen cadenas infinitas descendientes de conjuntos
con respecto a dicha relacién. A continuacion se formula rigurosamente:

Axioma de fundamentacion: Para cualquier conjunto z, no vacio, existe
un elemento y con el cual x no tiene elementos en comun. Esto quiere
decir que y es minimal en x con respecto a €.

Vo(r #0 — Jy(lyex Aynax =0)

El décimo (y ultimo) axioma que se presenta es el Axioma de eleccién,
el cual es un axioma de existencia, intuitivamente tal axioma afirma
que para toda familia no vacia de conjuntos no vacios existe una funcion
selectora. Este es un axioma no constructivo y se puede considerar un
axioma platonista. A continuacién se formula rigurosamente:

Dado un conjunto x se dice que la funcién f es una funcién de eleccion
(o una funcién selectora) para x si el dom(f) = = — {0} y para todo
z € dom(f), se tiene que f(z) € z. El axioma de eleccién dice que todo
conjunto tiene un funcion selectora.

Azioma de eleccion (AE):

Vx3f( f es una funcién de eleccién para x)
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3.3 Orden parcial, Orden total, Buen orden, Principio
de induccién transfinita

Definicién 3.3.1. Sea A un conjunto y S una relacion en A (es decir,
SCAxA)

1. S es reflexiva si y solo si Vo € A(xSx)
2. S es simétrica si y solo siVr,y € A(xSy — ySx)
3. S es transitiva si y solo siVx,y,z € A(xSyAySz — xS5z)

4. S es antisimétrica si y solo siVr,y € A(xSyANySr — x =vy).

Definicién 3.3.2. 1. Un orden parcial es un par (P,<) donde P es un
congunto no vacio y < es una relacion sobre P que es reflexiva y
transitiva. Los elementos p € P se llaman condiciones, y cuando p < q
se dice que p extiende a q. Un par (P, <) es un orden parcial propio si
la relacion < es antisimétrica. En este caso se define, p < q < p < gA
p # q, y se dice que (P, <) es también un orden parcial (estricto). Es
evidente que en el orden parcial (P, <) la relacion < es transitiva y que

Vp e P(p £p).

2. Un par (P, R) es un orden linial (o total) si el par (P, R) es un orden
parcial, y la relacion R satisface la propiedad de tricotomia: Vr,y €
P(zRyVyRxVz =1y). SiVp € P[=(pRp)], se dice que el par (P, R) es
un orden linial (o total) estricto.

Definicién 3.3.3. 1. Sean (P, R) un orden parcial y E C P. © € P es
un elemento minimal (mdzimal) de E si x € D N no existe ningun
y € E tal que y # x N yRx (xRy). x es una cota inferior (superior) de
EsiVy e E(xRyVy =) (yRxVy =x). x es un infimo (supremo) de
E si z es cota inferior (superior) de E N\ para todoy € P, si y es una
cota inferior (superior) de E, entonces yRxVy =z (xRyVy=1x). x
es un menor (mayor) elemento de E six € E N Yy € E(xRyVy =
z) (yRx Vy=ux).
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2. Un par (P,R) es un buen orden si y sdlo si (P,R) orden parcial y
cualquier subconjunto no vacio de P tiene un menor elemento. Si (P, R)
es un orden parcial estricto, se dice que (P, R) es un buen orden estricto
(Vale la pena resaltar que si R es un buen orden, entonces R es un orden
total).

(En algunos casos, cuando se hable de un orden en cualquiera de sus
variantes definidas se escribird solo su universo omitiendo la relacion,
por ejemplo, se secribird P en vez de (P, R)).

Un importante y muy ttil Teorema sobre conjuntos bien ordenados es
el Principio de Induccién transfinita, a continuacién se formula, y una de-
mostracion del mismo (o de versiones parecidas) puede encontrarse en [D1],
1], [E1)

Teorema 3.3.4 (Principio de Induccién transfinita). Sea (B, R) un
conjunto bien ordenado y ¢(x) una formula del lenguaje de la Teoria de
Conguntos. Entonces:

{Vz € B[Vy € B(yRr — ¢(y)) — ¢(x)]} — Vo € Bo(x).

3.4 Principio del buen orden y Lema de Zorn

Otros relevantes resultados para este trabajo que se pueden enunciar de una
vez son el Principio del Buen Orden, Todo conjunto se puede bien ordenar, y el
Lema de Zorn. Se sabe que dichas proposiciones son equivalentes al Axioma
de eleccion, una demostracion de tales equivalencias puede conseguirse en
[D1], [E1], [H-J]. También se conoce que existen muchas otras proposiciones
equivalentes a estas tres, un estudio de ellas puede encontrase [H-R] y [J2].
A continuacion se formula el Lema de Zorn:
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Teorema 3.4.1 (Lema de Zorn). Sea (B, R) un conjunto parcialmente
ordenado tal que cada X C B totalmente ordenado tiene una cota superior
en B. Entonces B tiene un elemento mazrimal.

Con el Lema de Zorn se puede demostrar (en otros) el Lema de Linden-
baum [D2] que se mencionara en la siguiente seccién (4).

3.5 Clases, Ordinales, Principio de induccién trans-
finita para ordinales, Aritmética ordinal

Si ¢(z) es una férmula, entonces la coleccién {z : ¢(z)} se llama clase.
Y esta definicién se puede generalizar: Si ¢(x,xq,...,z,) es una férmula,
entonces la coleccion {z : ¢(x,p1,...,ps)} es una clase, donde los py, ..., p,
son conjuntos que sirven como parametros para la definicion. Hay clases que
son conjuntos, en particular todo conjunto es una clase, porque si y es un
conjunto, entonces la clase {z : z € y A z = z} es un conjunto por el axioma
de separacién, y y = {z: z € y A z = z} por el axioma de extensionalidad.
Sin embargo, hay clases que no son conjuntos (clases propias), ya que el
considerar como hipétesis que ellas son conjuntos, implica una contradiccion.
Cinco ejemplos sobrelalientes de clases en la Teoria de conjuntos son la Clase
de los ordinales, la Clase de las cardinales, la Clase de los conjuntos bien
fundamentados (o La jeraquia acumulativa de conjuntos de von Neumann), el
Universo y la Clase de los conjuntos constructibles de Godel. En el transcurso
de esta seccion (3), en algunas subsecciones de la misma, se presentaran cada
una de ellas siguiendo un orden conceptual.

La clase de los nimeros ordinales (Ord)

Un conjunto x es transitivo si y sélo si Vz(z € x — z C x). Un conjunto
a es un ordinal si es transitivo y estd estrictamente bien ordenado por €,
es decir, si es transitivo y el par (a, €,) es un buen orden estricto, donde
€a={(7,0) eaxa:yed}

Ord = {z :  es un ordinal}.
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Ord esta estrictamente bien ordenada por €. Considérese dos ordinales
ay 3. Se dice que a < [ < «a € (. Es conocido que la clase de los
ordinales se puede construir informalmente mediante la aplicacién reiterada
de las operaciones “paso sucesor” y “paso limite” asi: 0 =0, 1 = {0},...,n=
{0,....,n—1},...,w=1{0,1,2,3,..} =N, w+1={0,1,2,3,...;w}, w+2 =
{0,1,2,3,.. ;w,w+ 1}, w+3={0,1,2,3,.. sw,w+ 1L,w+2},...,wtw=
{0,1,2,.. sw,w+lLw+2,w+3,...}, (w+w)+1={0,1,2,.. ;w,w+ 1w+
2,w+3,...,w+w}, ... Con esta construccién se puede apreciar claramente
que cada ordinal es igual al conjunto de los ordinales que lo preceden. Se
dice que un ordinal « es sucesor si &« = (34 1, para algin ordinal 3. Por
ejemplo: 5, w+1, w+ 2 y w+ 500 . Se dice que un ordinal es limite si no es
cero ni sucesor. Por ejemplo, w, w+w y (w+w) + w.

Un Teorema muy sobresaliente que se cumple para cada ordinal « y para
la clase Ord, que es consecuencia inmediata de su buen orden, es el Principio
de induccién transfinita, es decir, el Principio de induccién transfinita vale
para cada ordinal « y para la clase Ord, y es una herramienta muy 1til
para demostrar que todos los ordinales tienen una determinada propiedad
y también para realizar definiciones sobre los ordinales. Y mas todavia, su
utilidad como método para hacer demostraciones transciende al universo de
los ordinales, pues existen muchas aplicaciones del mismo en diversas areas de
la 16gica y de la matematica, por ejemplo en Teoria de Conjuntos, Teoria de
Modelos, Analisis, Combinatoria infinita y en el estudio de los fundamentos
de las matematicas. Mds adelante (en esta misma seccién y en el resto del
trabajo) se veran varias aplicaciones importantes del mismo. A continuacién
se plantea la version més utilizada para el caso de Ord, una demostracién
de la la misma se hace por reduccién al absurdo de manera analoga a como
se hace para los conjuntos bien ordenados (4, R) en [D1], [E1], [H-J]:

Teorema 3.5.1 ( Principio de induccién transfinita modificado para
Ord). Sea ¢(x) una formula con una variable libre del lenguaje de la Teoria
de conjuntos. Entonces:

{¢(0) AVa € Ord(d(a) — ¢(a')) A
Va € Ord[(a limite N V3 < a¢(f)) — ¢(a)]} — Ya € Ord ¢(a).
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Aritmética de los numeros ordinales

Un resultado relevante que hace posible asignarle a cada conjunto bien or-
denado un tnico nimero ordinal se expresa a continuacién, una demostracion
del mismo puede encontrarse en [D1] y usa el Axioma de reemplazo:

Teorema 3.5.2 (Teorema del Tipo de Orden). Para cualquier con-

junto bien ordenado (B, R) existe un unico ordinal isomorfo a dicho conjunto
(B, R). Tal ordinal se denomina “el tipo de orden de (B, R)”.

Con el apoyo del resultado anterior, se definen a continuacion las opera-
ciones de suma, producto y potenciacién ordinal, tales operaciones cumplen
algunas propiedades de la aritmética de los nimeros reales, pero otras no.
Una demostracion de los resultados basicos de las mismas puede encontrarse
en [D1], [E1] y [H-J]:

La suma y el producto

Sean v y d dos ordinales y (A, R) y (B, .S) dos buenos ordenes cuyos tipos
de orden son v y 0, respectivamente, y tales que AN B = {):

Se define v + § como el tipo de orden del buen orden (AU B, R @ 5),
donde R®&S = RUSU (A x B). Es decir, R® S es el buen orden que se
obtiene poniendo B con su orden a continuacién de A.

Utilizando el Principio de induccién transfinita (modificado) v+ 0 puede

definirse por inducciéon en ¢ de la siguiente forma:

T+0=7v
Y+ (o+1)=(y+o)+1
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7+)\=U{7+C:C<)\} (A limite).

Se define 7.6 como el tipo de orden del buen orden (A x B, R*.S), donde
R xS se define de la siguiente manera: (1, 61)R*.S(72,02) si y s6lo si (61592)
0 (01 = Sy Rys). Es decir, 7.6 es el tipo de orden que se obtiene si se toma
un orden de tipo v y se repite d veces.

Utilizando el Principio de induccién transfinita .6 puede definirse por
induccién en 0 de la siguiente forma:

7.0=0
v(0+1) = (r.0) +7

A= Ha¢: ¢ <A} (A limite).

La potenciacion

Utilizando el Principio de induccién transfinita ~° puede definirse por
induccién en 0 de la siguiente forma:

= U{VC : ¢ < A} (A limite).
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3.6 Cardinales, Aritmética cardinal, la Hipdtesis del
continuo

La clase de los cardinales (Card)

Se dice que dos conjuntos x y y son equipotentes si existe una funcion
g : * — y que sea biyectiva. Un conjunto n es un cardinal si es un ordinal
y no es equipotente a ningin ordinal menor (es decir, si no es equipotente a
ninguno de sus elementos).

Card = {7z :  es un cardinal}.

Cualquier cardinal infinito tiene la forma Rg (o wg), para algin ordinal 3,
donde los g se definen por induccién transfinita en los ordinales de la sigui-
ente manera:

N(] =W
Ngi1 = (Ng)" = {¢ € Ord : { es equipotente a algin subconjunto de N}
Ny = U N,, siles limite

p<A

Notar que (de manera andloga a los niimeros ordinales) la anterior definicién
da una regla para construir la secuencia infinita de los nimeros cardinales
usando reiteradamente las operaciones “paso sucesor” y “paso limite”.

Se dice que un cardinal es sucesorsi tiene la forma Ng;; para algun ordinal
(. Por ejemplo Ny, Ny y N3g. Y se dice que es limite si tiene de la forma RNy,
para algin ordinal limite A. Por ejemplo Ny, R0 ¥ Npew)4w-

Sean i y 1 dos cardinales. p < 7 < existe una funciéon f : p — 7 que
sea inyectiva. Sea z un conjunto. Se denotard por |z| al tnico cardinal 6
equipotente con z. Dicho cardinal existe como consecuencia del Axioma de
eleccién: En efecto, como Todo conjunto se puede bien ordenar(AFE), entonces
existe un buen orden para z, <. Entonces, como para todo conjunto bien
ordenado existe un unico ordinal isomorfo al mismo (Teorema del Tipo de
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Orden), su tipo de orden, sea « el tipo de orden de (z,<). Considérese el
conjunto de todos los ordinales equipotentes a z,

T={3€0rd: (3~ z}

Como a € T, T # 0, y Ord estd bien ordenada por €, se infiere que
T tiene un menor elemento. Sea € dicho menor elemento. 6 es un cardinal,
pues si no lo fuera se contradice el hecho de que es el menor elemento de 7T
Entonces se define | z |= 6.

Se dice que el conjunto z es finito si existe un m € w tal que |z| =m. Y
que z es infinito si no es finito. z es numerable si |z| < Ny.

Considérese un orden parcial (P, <) y 1 un cardinal. P tiene la condicién
de n-cadena si y sélo si cualquier anticadena en P tiene cardinal < 7. Si
n = N; se dice que P tiene la condicién de cadena contable y se puede
simplificar diciendo: P es c.c.c.

Aritmética de los nimeros cardinales

Se definen a continuacién las operaciones de suma, producto y poten-
ciacién cardinal, tales operaciones cumplen algunas propiedades de la arit-
mética de los numeros reales, pero otras no. También tienen similitudes y
diferencias con la aritmética ordinal. Una demostracion de los resultados
bésicos sobre las mismas puede encontrarse en [D1], [E1] y [H-J]:

Sean 1 y u dos cardinales y dos conjuntos A y B tales que n =| A |,
u=|B|yAnB=10.

n+p=lAUB|
nu=lAxB|
=] A" |

63



Después de formulada la definicién de la potencion cardinal se puede
responder la siguiente la interrogante ; Cual es Hipotesis del continuo de
Cantor (HC)? :

Cantor sabfa que | R |= 2%, Y también probd, usando la famosa prueba
de la diagonal [Mosl], que | R |>| N |= X;. Entonces, surge la pregunta
Qué N, es 2%07 1 2R =N 7 ;Mo =Ry 7 5 2N = R? g Mo =Ny
7 2% = N,?, etc. ; Existird algin cardinal intermedio entre | N | y
| R | 7. Cantor conjetur6 que NO EXISTE, es decir, Cantor conjetur6é que
2% = N, pero nunca logré demostrar tal hipétesis. La proposicién 2% = Xy
es lo que se llama Hipdtesis del continuo (HC). Hoy en dia se conoce que la
HC es independiente de ZFC (y que el AE es independiente de ZF) gracias
a los trabajos de Gdédel y Cohen. Gddel (1938-1940) demostré que ZF +
AFE + HC es consistente relativa con ZF, creando para ello una técnica de
construccién de modelos para la teoria de conjuntos llamada los conjuntos
construtibles [G5], [G1]. Y Cohen creé otro método de construcciéon de mo-
delos, el forcing (1963-1964), y demostré que ZFC + —HC' es consistente
relativa con ZFC,y que ZF + —AFE es consistente relativa con ZF' (en esta
prueba usé también automorfismos) [C1], [C2]. Es decir, por Gédel y Cohen
se tienen los siguientes resutados:

ZFC t/ -HC (Godel)
ZF i =AE (Gdodel)

ZFCY HC (Cohen)
ZF 1/ AE (Cohen)

Desde su creacion, constructibles y forcing, ambas técnicas, han revolu-
cionado los estudios de la teoria de conjuntos y de los fundamentos de las

matematicas, y con el pasar de los anos las mismas han sido refinadas y
generalizadas de varias formas [Kal, [J1], [K], [Bel], [J4].

Nota con respecto a la HC: En la actualidad algunos l6gicos matemaéticos
piensan (en conformidad con Gddel [G6] y con otros resultados que se han
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obtenido en la investigacién conjuntista [J1]) que 2% = Ny, es decir, que

Cantor estaba equivocado, y trabajan a los fines de demostrar tal conjetura
[A], [D3].

Nota con respecto al AE: Es conocido que tal axioma tiene argumentos
a favor (por ejemplo, que es rico en consecuencias mateméaticas interesantes)
y también que tiene argumentos en contra (por ejemplo, que no es construc-
tivo), sin embargo, en la actualidad la mayoria de comunidad matematica
universal lo acepta como un principio matemaético indispensabe en su disci-
plina, es decir, con un principio de razonamiento esencial en su “quehacer
matematico cotidiano”.

3.7 La Jerarquia acumulativa de conjuntos de von Neu-
mann, la Clase de los conjuntos contructibles de

Godel

La clase de los conjuntos bien fundamentados WF o la Jerarquia
acumulativa de conjuntos de von Neumann

A continuacién se define a WF por induccién transfinita en los ordinales
de la siguiente forma:

Ry=10
Rﬁ+1 = P(Rﬁ)

Ry = UKARU, A\ limite.

WF = U R,.
0eO0rd
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Si z € WF entonces el rango de z, p(z), es el menor ordinal [ tal que
A R5+1.

El universo (V)

Se define la clase V de la siguiente manera:

V={z:x=uz}

Por el Axioma de Fundamentacién se tiene que V = WF.

Observacion: Varios libros nombran a los conjuntos 23 anteriores asi:
Vs. Y a la secuencia creciente de los Rg o (V) se le llama: “Jerarquia
acumulativa de conjuntos de von Neumann”.

Los conjuntos constructibles de Godel (L)

Antes de definir a L se introducird la definicién de definibilidad en una
estructura [Ch-Ke], [D2]: Considérese una estructura € = (C, < Rf >pc,
, < ff > ues, < cf >¢epn) Para un lenguaje L. Se dice que un subconjunto
D C C es definible en € si existe una férmula ¢(x) del lenguaje £ tal que
D ={z€ C: €k ¢z} Sedice que D es definible en € con parametros
si existe formula ¢(z, x4, ..., x,) del lenguaje L y existen cy,..., ¢, € C tal
que: D={z€C:€=yp[z,c1,...,c]}

Se procede ahora a definir a L por induccién transfinita en los ordinales
de la siguiente forma:
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Ly=10
Lgy1 = {X C L : X es definible en la estructura
<L5> <, <a rac L5>>}

Ly=|J Lo, Xlimite.

gEA

L:ULg

6cOrd

En la definicién anterior se puede apreciar que en el paso sucesor la ex-
presién “X es definible en la estructura (Lg, €,(a : a € L,))” supone que
se cuenta con un lenguaje de primer orden con identidad, cuyos simbolos
no légicos son: Una constante a para cada a € Lg y un simbolo relacional
binario € para la relacién de pertenencia €. Formalizaciones (en ZF) de la
definicién informal de L que se acaba de formular pueden encuentrarse en

K]y [J1].

El concepto de clase transitiva es analogo al de conjunto transitivo. Es
decir, una clase D es transitiva si Vz(z € D — 2z C D). Las clases Ord,
WF, V y L son transitivas. Las clases transitivas poseen sobresalientes
propiedades con respecto a la preservacion de férmulas, por ejemplo.

A continuacién se presenta el concepto de “relativizacion de de una féormula
a una clase”, nociéon que es muy importante para estudiar “Teoria de Mode-
los de la Teoria Axiomatica de Conjuntos dentro de la Teoria Axiomatica
de Conjuntos”. Es muy importante esta nocion en el estudio de la Teoria
Axiomatica de Conjuntos.

Definicién 3.7.1. Sea A una clase. Entonces para toda formula ¢ se define
&*, la relativizacion de ¢ a A :

(La definicion se hace por induccion en la complejidad de las férmulas)
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1. (z=y) A esx=y

2. (zey)Peszey

3. (X NY)™ es xBAYA

4 (0™ es =(x™)

5. (Fa)? es Jz(z € AN YD),

Definicién 3.7.2. Sea A una clase.

1. Para cualquier proposicion ¢, “¢ es verdad en A7 (“A es un modelo
de ¢”) es una abreviatura de ¢™.

2. Para cualquier conjunto de proposiciones ®, “® es verdad en A7 (“A
es un modelo de ®7) es una abreviatura de: ¢ es verdad en A, para
cada ¢ € P.

Observacion: Con respecto a la definicién anterior se realizaran algunos
comentarios, donde el segundo de ellos contiene una reflexién: (1) “ ¢ es
verdad en A” es una abreviacién de una proposicién del lenguaje formal: ¢».
Mientras que “® es verdad en A” no abrevia una proposicién del lenguaje
formal, sino mas bien a la conjuncién infinita A{¢? : ¢ € ®}. (2) Si se
esta trabajando con una subteoria S de ZFC' y se desea demostrar que ¢ es
verdad en A, hay que probar ¢* con los axiomas de S. Si al contrario se desea
probar que ¢ no es verdad en A, hay que probar —¢® con los axiomas de S.
Entonces, como consecuencia de que hay proposiciones indecidibles para S(
si S es recursivo, consistente y suficientemente fuerte como para desarrollar
la aritmética con ella. Gddel, 1931, [G4]); puede pasar que no exista una
respuesta acerca de si ¢ es verdad o no en A. Sin embargo, si uno entiende
informalmente (como se hace comunmente) que ¢ es verdad en A significa
que ¢* es verdad en V, se infiere que, a pesar de que no se pueda decidir
con el instrumento que se esta usando (los axiomas de S) si ¢ es verdad o
no en A, se tiene la conviccion de que alguna de las dos cosas debe ocurrir
porque en V la proposicién ¢? es verdadera o falsa (esta es una posicién
platonista de la matemética, pero es bastante comin [Bea], [Fe]). (3) Si se
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quiere demostrar que ® es verdad en A, hay que probar ¢* con los axiomas
de S, para cada ¢ € .

A continuacién se presentan dos ejemplos de modelos por medio del sigui-
ente teorema, teniendo presente que V3 € Ord(2%¢ = R5.) es la Hipdtesis
Generalizada del Continuo (HGC), ZF es ZF (' sin el Axioma de eleccion y
ZF~ es ZF sin el Axioma de fundamentacién:

Teorema 3.7.3. 1. (ZF~) WF es un modelo de ZF.
2. (ZF) L es un modelo de ZFC + HGC.

Una demostracion de este Teorema se encuentra en [K]. Vale la pena re-
saltar que en la prueba que se hace en [K] de (2) se usan dos importantes
teoremas que se demostraran méas adelante en esta seccion: EL Teorema del
Colapso Transitivo de Mostowski y el Principio de Reflexién. También el
Teorema del Colapso Transitivo de Mostowski se usa (entre otros) en algu-
nas aplicaciones del método de construccién de modelos llamado “Ultrapro-
ductos” y en el estudio de cardinales grandes [D4], [Ka]. Mas adelante se
definirdan algunos cardinales grandes aunque en estas notas no se demostrara
ningun resultado sobre los mismos, para tal fin ver [D4] y [Ka], entre otros.

3.8 Cardinales regulares e inaccesibles

Considérese un ordinal limite 6. Se dice que o < @ es cofinal con 6 si existe
una funcién creciente f : ¢ — 6 tal que para todo £ < 6, existe un 6 < o
tal f(§) > & (es decir, la imagen de f es no acotada en ).

Dado 6, la cofinalidad de 6, cof(#), es el menor ordinal cofinal con §. Con
respecto a la cofinalidad se cumple lo siguiente: cof(6) es el menor cardinal
k tal que existe una particion de 6 en k pedazos cada uno de los cuales tiene
cardinalidad estrictamente menor que 6.
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Se dice que un cardinal infinito 1 es regular si es igual a su cofinalidad.
Y que 1 es singular en caso contrario. Algunos ejemplos son: w es regular y
N, es singular. Otros ejemplos: Se puede probar que para cualquier ordinal
B, el cardinal Ng;; es regular [D1].

Un cardinal n es un limite fuerte, si para todo cardinal p < 7 se tiene
que 2 < 7. Un cardinal n > w es fuertemente inaccesible (o simplemente
inaccesible) si es regular y limite fuerte. Se dice que 1 es débilmete inaccesible
si es regular y limite.

Entre los resultados que se concen sobre los cardinales inaccesibles se
encuentran: (a) Si 7 es un cardinal inaccesible, entonces V, (o R,) es un
modelo de ZFC' [J3], (b) a partir de ZFC' no se puede demostrar que existan
cardinales inaccesibles [J3], y (c¢) no se puede construir un modelo con ZFC
donde valga ZF'C' 4 “Existe un cardinal inaccesible” [K]. Una prueba de estos
resultados puede conseguirse en las referencias mencionadas. El Segundo
Teorema de Incompletitud de Gadel (1931) es importante en la prueba de
(c), es decir, si ocurre (c) se usa (a) y se obtiene una contradiccién con dicho
teorema. A continuacién se enuncian estos resultados en forma de Teorema:

Teorema 3.8.1 (Cardinales inaccesibles). (a) Sin es un cardinal inacce-
sible, entonces V;, es un modelo de ZFC.

(b) Si ZFC es consistente, entonces ZFC'If “Eziste un cardinal inacce-
sible”.

(c) ZFC W/ Si ZFC es consistente, entonces ZF'C + “Existe un cardinal
inaccesible” es consistente.

Un ejemplo de axioma de cardinales grandes es la proposicion “Existe un
cardinal inaccesible”. Solovay uso esta hipdtesis para construir un modelo
donde todo conjunto de reales es medible Lebesgue [J1], [Sol]. Y luego
Mathias probé que en dicho modelo vale también la Propiedad de Ramsey
[Mat].
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3.9 Cardinales medibles y supercompactos

A continuacion se procede a definir “cardinal medible” y “cardinal supercom-
pacto” usando el concepto de inmersion elemental entre estructuras que se
ha definido en la seccién anterior (2).

Se dice que un cardinal n es medible si existe una inmersion elemental no
trivial ¢ : V. — M del universo V en una clase transitiva M que contiene
todos los ordinales tal que n es el primer ordinal movido por la inyeccion ¢
[D3]. Es conocido que Kunen probé que la clase M no puede ser el universo
completo. También se sabe que si  es medible, entonces 1 es inaccesible
y ademas 7 es el n-ésimo cardinal inaccesible, es decir, existen 7 cadinales
inaccesibles menores que 1 [D3]. Esto implica que cardinal medible implica
cardinal inaccesible, pero cardinal inccesible no implica cardinal medible [D1].
Es decir, la proposicién “Existe un cardinal medible” es un ejemplo de un
axioma mas fuerte que “Existe un cardinal inaccesible”.

Existen axiomas de cardinales grandes mas fuertes que los dos anteri-
ores, por ejemplo el que afirma “Existe un cardinal supercompacto”. Donde
cardinal supercompacto se define de la siguiente forma: Un cardinal n es
A — supercompacto si existe una inmersion elemental i : V. — M del uni-
verso V en una clase transitiva M que contiene todos los ordinales tal que n
es el primer ordinal movido por la inyeccién 4, i(n) > X, y M C M (es decir,
todas las A-secuencias de elementos de M son elementos de M) [D3]. Se dice
que un cardinal 7 es supercompacto si es A-supercompacto para cualquier .
Se sabe que si 7 es supercompacto, entonces 7 es medible y existen n cardi-
nales medibles menores que 7 [D3], [Bal]. Los cardinales supercompactos son
utilizados en el estudio de los fundamentos de la mateméticas (entre otros),
por ejemplo las pruebas de que los candidatos a nuevos axiomas, El Axioma
de Martin Maximo y el Axioma de Forcing propio, son consistentes con ZFC,
se realizan utilizando como hipotesis que existe un cardinal supercompacto

1].
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3.10 El Teorema del Colapso Transitivo de Mostowski

Definicién 3.10.1. Sean R y A dos clases, donde R es una relacion binaria
sobre A.

1. La relacion R es bien fundamentada si y sdlo si se cumple (i) y (ii): (i)
Para todo conjunto X CA: X #0 — Jye X(Vz € X((z,y) € R)).
El y anterior se llama R-minimal en X. (i) pred(A,z,R) = {y €
A : (y,z) € R} es un conjunto, para toto x € A.

2. La relacion R es extensional si y solo si (A, R) satisface el Azioma
de extensionalidad, es decir, si y solo si Vx,y € A[Vu € A(uRx <
uRy) — = = y|]. Fquivalentemente, R es extensional si x # y implica
que pred(A, z,R) # pred(A,y,R).

3. La clase A es extensional siy solo si Vx,y € AlVu € A(u € x — u €
y) — x =1y, es decir, siy sélo si (A, €) es un modelo del Azioma de
extensionalidad.

En el siguiente Teorema se usa la notacion “ZF~—P". ZF~—Pes ZFC
menos el Axioma de fundamentacion y el Axioma de partes.

Teorema 3.10.2 (Principio de induccién transfinita para relaciones
bien fundamentadas). (ZF~—P). Sea R una relacion bien fundamentada
sobre A. Entonces cualquier subclase no vacia X de A tiene un R-elemento
minimal.

Una prueba del teorema anterior se encuentra en [K].

A continuacién se enuncia y demuestra el Teorema del Colapso Transi-
tivo de Mostowski (Mostowski, 1949-Montague, 1955). Dicho Teorema tiene
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muchas aplicaciones en la Teoria de conjuntos porque permite obtener mode-
los transitivos, en la seccién anterior se mencionaron al menos dos aplica-
ciones del mismo, una en relacion con L'y ZFC + HGC, y otra con “Ultra-
prductos” y cardinales grandes. La formulacién y prueba que aqui se realiza
sigue las ideas de [J1] y [K].

Teorema 3.10.3 (Teorema del Colapso Transitivo de Mostowski).
(1) Si E es una relacion bien fundamentada y extensional sobre una clase
P, entonces existe una clase transitiva M y un isomorfirmo 7 entre (P, E)
y (M, €). La clase transitiva M y el isomorfismo 7 son unicos.

(2) En particular, cualquier clase extensional P es isomorfica a una clase
transitiva M. La clase transitiva M y el isomorfismo m son unicos.

(8) En el caso (2), si T C P es transitiva, entonces w(x) = x para todo
rxeT. U

Demostracién: ([J1])

Dado que (2) es un caso especial de (1) (E =€ en el caso (2)), se probara

1)y (3).

Como E es una relacion bien fundamentada, se definird 7 usando in-
duccién para relaciones bien fundamentadas. Es decir, 7(x) puede ser definido
en términos de los 7(z), donde zEx. Para cada z € P se define 7(x) como
sigue:

w(x) ={m(z): zEx}. (%)

En particular, en el caso de que E =€,

m(x)={m(2): z€x NP}

73



Por la definicién (x), 7 es una funcién sobreyectiva de P en M = 7(P),
y es inmediato de la definicién (x) que M es transitiva.

Se demostrara que 7 es inyectiva usando la hipdtesis de que E es exten-
sional. Se prueba la inyectividad por reduccion al absurdo. Supongamos que
7 no es inyectiva. Entonces existen ¢,d € P tal que ¢ # dy m(c) = 7(d). Sea
K = {p(n(c) =n(d)) : ¢ # d}, donde p es el rango en V. Entonces K es una
clase de ordinales distinta de vacia. En consecuencia (por el buen orden de los
ordinales) K tiene un menor elemento. Sea a dicho menor elemento. Y sea
z € M un conjunto de menor rango (p(z) = «) tal que z = w(z) = 7(y) para
algin = # y. Entonces, como E es extensional, pred(P, x, E) # pred(P,y, E).
Y existe, por ejemplo, (sin perder generalidad), algin u € pred(P,z,E) tal
que u ¢ pred(P,y,E). Sea t = w(u). Dado que t € z = m(y), existe un
v € pred(P,y,E) tal que t = 7(v). En consecuencia, t = 7(u) = 7(v), u # v.
Y t es de menor rango que z dado que t € z. Esto contradice el menor rango
de z. Por lo tanto, 7 es inyectiva.

Con la inyectividad de 7w se probara la otra propiedad que falta para que

7 sea un isomorfismo:

By «—— 7w(z) € m(y).

Si zEy, entonces m(z) € 7(y), por la definicién (x). En la otra direccién:
Si w(x) € 7(y), por (%), m(x) = 7(z) para algin zEy. Como 7 es inyectiva,
se cumple que z = z, entonces zEy. Lo que se queria probar.

La unicidad del isomorfismo 7 y de la clase transitiva M = 7 (P), se sigue
del siguiente Lema:

Lema 3.10.4. Sea Ty y Ty dos clases transitivas, y g un €-isomorfismo de
T, en Ty, es decir, g es una funcion biyectiva de Ty en Ty tal que x € y +—
g(x) € g(y). Entonces: Ty =Ty y g(u) = u para todo u € T;.

Demostracion del Lema:
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Sea demostrard g(u) = u para todo u € Ty, usando €-induccién. Sea
x € Ty y supongase que para todo z € x se cumple lo que se quire, es decir,
que g(z) = z. Sea y = g(x). Se probard que z = y. = C y, porque si z € x,
entonces por Hipétesis inductiva z = g(z) € g(z) = y. También se tiene
que y C z: Seat € y. Como y C Ty, existe un z € Ty tal que g(z) = t.
Como g(z) € y, entonces z € x, y t = g(z) = z por la Hipdteis inductiva. En
consecuencia, t € x. Por lo tanto, g(u) = u para todo u € Ty y Ty = Ts.
Fin de la prueba del Lema.

Con el Lema anterior, y continuando con la demostracién del Teorema,
la demostracién de la unicidad del isomorfismo 7 y de la clase transitiva
M = 7(P) se realiza de la siguiente manera: Si 7 es un isomorfismo de P en
M,, y T2 es un isomorfismo de P en My, entonces mpom; ! es un isomorfismo
entre M; y My, y por el Lema, M; = My y mpom; ! es la funcién identidad,
por lo tanto,my = ;.

Falta probar (3): Por hipdtesis P es es extensional, es decir, E =€,
entonces se considera 7w(x) = {m(z) : z € x NP}. Si T C P es transitiva,
entonces se tiene que x C P para cualquier x € T, y por lo tanto t NP = z,
y se tiene que,

w(x) ={m(2): 2z € x},

para todo x € T. En consecuencia, se sigue facilmente por €-induccién
que w(x) = z para todo z € T. Con esto termina la demostracién del
Teorema. [J

3.11 El Principio de Reflexién

A continuacién se enuncia y demuestra el Teorema de Reflexiéon (Montague,
1960- Lévy, 1961), este Teorema es una versién del Teorema de Lowenheim-
Skolem-Tarski hacia abajo (1956) de la Teoria de Modelos, como se coment
en la seccion anterior (2). El Teorema de Lowenheim-Skolem-Tarski ha-
cia bajo establece que cualquier modelo tiene un submodelo elemental, y el
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Principio de Reflexién provee, para cualquier nimero finito de férmulas, un
conjunto M que es igual a un “submodelo elemental” del universo V (la Jer-
arufa de acumulativa de conjuntos de von Neumann). La formulacién y la
prueba que aqui se hace sigue las ideas de [J1] y [K].

Teorema 3.11.1 (Principio de Reflexién). (1) Sea p(z1,...,x,) una
formula. Para cada conjunto My existe un conjunto M O My tal que,

M

S0($17"'7$n) (_)S0($17"'7$n)7

para cada T4, ...,x, € M. (Se dice que M refleja a ¢.)

(2) Mas todavia, eziste un conjunto transitivo M 2O My tal que M refleja
a . Y mas todavia, existe existe un ordinal a tal que V, O My y V,, refleja

ap.
(8) Si se asume el Azioma de eleccion, entonces existe un conjunto M 2O

My tal que M refleja a @ y| M |< mdx(] My |,No). En particular, existe un
conjunto numerable M que refleja a p. [

Demostracién: ([J1])

Primero se demostrara el siguiente Lema:

Lema 3.11.2. (1) Sea p(uy, . .., un, ) una formula. Para cada conjunto M,
existe un conjunto M 2O My tal que,

Jzp(uy, ... Uy, x) = Tz € Mp(uy, ... Uy, ), (M)

para cualquier uy, ..., u, € M. Asumiendo el Azioma de eleccion, existe
un M' D My tal que (®) ocurre para M" y | M' |<| My | .Ny.

(2) Si 1, ...,k son formulas, entonces para cada conjunto My eziste un
conjunto M O My tal que (8) ocurre para cada @1, ..., pk.

Demostracion del Lema:
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Se ofrecerén los detalles de la prueba de (1), después con dicha prueba se
puede demostrar (2) reiterando el mismo procedimiento un nimero finito de
veces para cada una de las férmulas ¢q, ..., .

El equivalente a las funciones de Skolem en la prueba del Teorema de
Léwenheim-Skolem que se mencionaron en la seccién anterior (2) cuando se
definié “submodelo elemental” seran las operaciones H(ug,...,u,) que se

definen de la siguiente manera:

Sea C' una clase cualquiera, y sea,
C={zeC:(VzeO)plx)<p)}
C es siempre un conjunto. Y si C' es no vacio, entonces C' es también es
no vacio.
Para cada uq, ..., u,, sea,

H(ul,...,un):é,

donde,
C={x:o(u,...,upz)}
En consecuencia, H(uy,...,u,) es un conjunto que tiene la siguiente
propiedad:
Jzp(uy, ..., up, ) = Jx € H(uy,...,up)p(us, ..., uy, ).

Ahora se construye el conjunto M, por induccién en N, a partir del con-
junto My de la siguiente manera:

My = M,
Mi+1 :MZUU{H(ul,,un) LUy ..., Up EMZ}
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M:UMZ-.

ieN
Por la construccién anterior de M se puede concluir que si uq, . .., u, € M,
entonces existe i € N tal que uy,...,u, € M;. Y si o(uy,...,u,,x) ocurre

para algin z, entonces ocurre para algin x € M;,,;. Con esto termina la
prueba de la primera parte de (1). Para la segunda parte que tiene que ver
con el Axioma de eleccién se procede como sigue:

Asumiendo el Axioma de eleccién, sea F' una funcién selectora sobre
el conjunto P(M). Para cualquier uy,...,u, € M, sea h(uy,..., u,) =
F(H(uy,...,uy,)). (Notar que h(uy,...,u,) no esta definido si H(uy, ..., uy,
es vacio).

Ahora se define inductivamente el conjunto M’ de manera andloga a como
se defini6 el conjunto M, pero usando la funcién selectora h:

MZ-/Jrl :M£UU{h(u1,...,un):ul,...,un EMZ/}

M =M.

i€EN

En consecuencia, por la contruccién de M’ la condicién (#) también se
cumple para M’ de igual manera a como se cumple para M. Y adicional-
mente, como cada M, tiene cardinalidad a lo sumo | My | .Ry, entonces la
cardinalidad de M’ serd también a lo sumo | My | .Ry. Con esto termina la
demostracién de la clausula (1) del Lema, la clausula (2) del mismo sale con
la cldusula (1) reiterando el mismo procedimiento un nimero finito de veces
para cada una de las férmulas ¢, ..., ¢ (como se dijo anteriormente). Fin
de la prueba del Lema.
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Con el Lema demostrado, ahora se procedera con la demostracion del
Teorema (El Principio de Reflexién):

Sea ¢(x1,...,T,) una férmula. Se puede asumir que en ¢ no ocurren
cuantificadores universales pues se pueden reeplazar por existenciales de la
forma conocida (Vx por —3z— ).

Sean 1, ..., @k todas las subférmulas de .

Dado un conjunto M, existe por el Lema anterior un conjunto M O M,
tal que,

drpj(u,...,x) =3z e Mp(u...,z), j=1,...k
para cualquier u,... € M (& ).

Se afirma que que M refleja a cada subférmula de ¢, es decir, a cada ¢,
donde 7 =1,...,k. Por lo tanto M refleja ¢. Esta afirmacién se demstrard
por induccién en el rango de las subférmulas ¢;.

Se demostrard que Vn € NVy[(x es subférmula de ¢ y rango(x) =n) —
P(x)], donde P es la propiedad: “M refleja a x”.

Caso base: n = 0. Se probara que Vx[(x es subférmula de ¢ y rango(x) =
0) — P(x)]. Sea o una subférmula de ¢ tal que rango(c)=0. Entonces o es
una subférmula atémica y trivialmente “M refleja a o”.

Caso inductivo: Sea m € N, m > 0, y supéngase para toda s < m se
cumple que Vy[(x es subférmula de ¢ y rango(x) = s) — P(x)]. Se debe
probar que Vx|[(x es subférmula de ¢ y rango(x) = m) — P(x)].

Sea ¢ una subférmula de ¢ de rango m. Por definicién ¢ = -a o
c=a—0 o c=aAf o c=aVfooc=a+< ( o o=dra. Donde
a v 3 son subférmulas de ¢.

Primer caso: ¢ es una subférmula de los cinco primeros casos, es decir,

0 es una negacion, o una conjuncién, o una disyuncion, o una implicacion
o un bicondicional. Entonces como rango(a) < m y rango(f) < m, se
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tiene por Hipotesis inductiva que M refleja a a y a 3, y la prueba concluye
facilmente en estos casos aplicando la Hipdtesis inductiva y la definicion de
satisfacibilidad.

Segundo caso: ¢ = Jra. Entonces como rango(a) < m, se tiene por
Hipdtesis inductiva que M refleja a a. Entonces:

Siu,...,u, € M, entonces:

M E Jraluy, ... up,v) «— Iz € MaM(uy, ..., up, )

(Por definicién de satisfacibilidad)

3z € Ma™(uy, ... up,x) «—— Iz € Malu, ..., uy, )

(Por Hipétesis Inductiva)

dz € Ma(uy, ..., Uy, x) «— Jza(u,..., Uy, T)

(de derecha izquierda ocurre por (é ))

Por lo tanto,
M = Fza(us, ..., up, ) «— Jza(ug, ..., Uy, ).

Con esto finaliza la prueba cldusula (1) del teorema. La parte (3) se
puede probar haciendo M de tamano a lo sumo | My | .Xy, tal como se hizo
en la prueba del Lema. Para demostrar la clausula (2) se tiene que modificar
la prueba del Lema de modo que el conjunto M usado en # sea transitivo
o sea un V,, especifico. Esto se logra reemplazando en la prueba del Lema a
M; 41 por su clausura transitiva o por el menor V, tal que M;; C V., siempre
existe tal V, porque M;,; es un conjunto. Con esto concluye la prueba del
Teorema. [
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4 El Teorema de Completitud de (odel para
lenguanjes de cualquier cardinalidad

4.1 Introduccion

En esta seccién se describe una demostracion del Teorema de Completitud
de Godel para la Logica de primer orden con lenguajes de cualquier cardi-
nalidad, la cual se debe a Henkin (1949) [He|. La versién que aqui se realiza
utiliza ideas (principalmente) de [Ch-Ke|, [E2] y [D2], y la misma consiste
fundamentalmente en la demostracion de tres lemas. Es importante resaltar
que esta prueba usa el Axioma de eleccién y que dicho axioma no se necesita
si se tratara de lenguajes numerables (versién que es la mas encontrada en
los textos actuales de introduccién a la légica matemadtica).

La versiéon generalizada del Teorema de Completitud de Gdodel (para
lenguajes de cualquier cardinalidad) que se presenta aqui es importante
porque (entre otras razones) permite demostrar resultados relevantes para
la Teoria de Modelos como por ejemplo el Teorema de Compacidad, el Teo-
rema de Lowenheim-Skolem-Tarski hacia abajo y el Teorema de Lowenheim-
Skolem-Tarski hacia arriba [Ch-Ke], [Ma].

4.2 FEl Teorema de Correccion

Teorema 4.2.1 (Teorema Correccién). Sea ¥ un conjunto de sentencias
de un lenguaje L y ¢ una sentencia de L. Entonces:

YFp =X Ee

Demostracion:
Se demuestra de manera andloga a la prueba realizada en la seccion (2)
la inica diferencia es que aqui existe un conjunto de premisas ». [
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El siguiente Corolario es una proposicion equivalente al Teorema de Correcci-
on:

Corolario 4.2.2.

Y tiene un modelo = X es consistente.

4.3 El Teorema de Completitud de Godel con lengua-
jes de cualquier cardinalidad

Teorema 4.3.1 (El Teorema de Completitud de Gddel generalizado).
Sea Y un congunto de sentencias de un lenguaje L y ¢ una sentencia de L.
Entonces:

YEe =Xk

Demostraremos el Teorema de Completitud generalizado demostrando
una propososicion que es equivalente al mismo:

Proposicion 4.3.2.

Y. es consistente = X tiene un modelo.

La demostracién de la Proposicién se realizara utilizando (esencialmente)
tres lemas previos (Primer Lema, Sequndo Lema 'y Tercer Lema), los cuales
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probaremos a continuacion y al final de la prueba de los mismos se hard la
prueba de la Proposicién:

Definicién 4.3.3. Sea ¥ un conjunto de sentencias del lenguaje L y C' un
conjunto de constantes de L. Decimos que C' es un conjunto de testigos
para > en L si para toda formula ¢ de L con a lo sumo una variable
libre(digamos, x) existe una ¢ € C' tal que:

Y F=Vzp(z) — —p(c).

( Utilizando el cuantificador existencial se podria reescribir la expresion
anterior asi: X F Jr—p(x) — —p(c)).

Lema 4.3.4 (Primer Lema). Sea ¥ un conjunto consistente de sentencias
de L y C un conjunto de nuevas constantes tal que | C' |=| L |. Sea £ =
LUC. Entonces X se puede extender a un conjunto consistente de sentencias
Y en £ tal que C es un conjunto de testigos para ¥ en L .

Demostracion del Lema:

Supongamos que | £ |= R, para algtin ordinal c, y sea C' = {c, : 7 < R, }.

Sea o(zo), v1(x1),..., wa(zg), ... (6 < Ny ) una lista de todas las
férmulas con a lo sumo una varible libre de £, donde x5 es la variable libre
de pg ¥y 3 = vy en caso contrario.

Ahora se definird, a partir de X y por induccién transfinita en N, una
secuencia creciente de conjuntos de setencias de £ X = X, C X; C
.. ¥g... (B < N,), y una secuencia de constantes de C' cyy,..., Cyyy - ..

83



[ < W,, con unas caracteristicas que permitiran obtener el resultado bus-
cado:

Definicion:

Serr = Se [ J{Vaepe(ze) — —(pe)es, ),

donde ¢ es el menor ordinal de R, tal que ¢, no aparece en ¥¢ ni en
@e(xe). Tal constante siempre existe pues si A es un conjunto infinito y
B C Atal que | B |<| A, entonces | A\ B |=| A| [D1].

ZAZUZQ

0ex

(Aun ordinal limite)

Una vez concluida la definicién de las secuencias ahora definimos a ':

2’:U25

0N,

Por la construccién de ¥’ se tiene que C' es un conjunto de testigos para
Y en L'. Falta probar que X' es consistente y para probar esto es suficiente
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con demostrar que Vo € R, (X5 es consistente). Se probard esto por induccién
transfinita en 9J:

(1)56=0

Yo = X, por lo tanto X es consistente por la hipdtesis.

(2) 6 = p+ 1, y se supone que X, es consistente.

Y1 =3, U{Vaupou(z) — _‘(Spu)gwi}

Si ¥,.41 es inconsistente, entonces por el Teorema antes formulado (I'
= si y solo si T'|J{¢} es inconsistente) se tiene que:

Z“ - ﬁ[ﬁVl’“gpu(l’“) i _‘(Qp,u)m# ]

CW/,L

Esto implica, por el Axioma 1, que:

Y b Vrupu(T,) (%)

D M O C)

CW/,L

Entonces, como c¢,, no aparece en ¥, ni en ¢,, aplicando el Corolario
del Teorema de Genaralizacién de Constantes en (o) se tiene que X, F
Vr,pu(x,). Este hecho y (%) indican que X, es inconsistente, lo cual con-
tradice la Hipdtesis Inductiva.
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(3) d = A, donde A es un ordinal limite y se supone que para todo 6 < A,
Y es consistente.

2\ = UeeA 2

Si 3, es inconsistente, entonces (por el cardcter finito de la demostracion)
existe un 6 € X\ tal que Yy es inconsistente. Esto contradice la Hipdtesis
Inductiva.

Con esto concluye la demostracion del Lema. [

Para continuar con la demostracién se necesita una definicién previa.

Definicién 4.3.5. Sea A un conjunto de formulas para un lenguaje L. A es
maximal consistente si /A es consistente y no existe un conjunto de sentencias
consistente I' que contenga propiamente a A, es decir, un I" tal que A C T y
exista una formula v tal v € T y v & A.

Algunas propiedades sobresalientes de los conjuntos de férmulas que son
maximal consistentes se enuncian a continuacién mediante el siguiente lema
(el cual se puede demostrar sin dificultad usando las definiciones).

Lema 4.3.6 (Propiedades de maximal consistencia). Sea A un con-
Junto de formulas para un lenguaje L que es maximal consistente, sean ¢ y
¥ formulas de L. Entonces:

(1) A+ ¢ siy solo sip € A.

(2) ~p € A siysdlo si o & A.
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(3) (p A1) € A siysolosipeAyrpeA.

(4) (p V) € A siysdlosipeNor)eA.

(5) (p =) €A siysdlosipd A orpeA.

(6) (p—=v)eAsiysilosi{pe Ay eA} o{p g€ A yipgA}.

Lema 4.3.7 (Segundo Lema (Lema de Lindenbaum)). Todo conjunto
consistente de sentencias X tiene una extension mazrimal consistente.

Demostracion del Lema:

Usando el Lema de Zorn (ver el enunciado en la seccién anterior (3))
se puede obtener una extensién maximal consistente de . Sin embargo,
también se puede demostrar dicho resultado haciendo una construcciéon in-
ductiva en el cardinal del lenguaje £ de 33, esta es la manera como se realizara
la demostracion.

Supongamos que | £ |= N,, para algin ordinal a. Listamos todas las
sentencias de L:

005 Pl oy Py - - (B <Ny ). Y definimos, a partir de ¥ y por induccién
transfinita en N, una secuencia creciente de conjuntos de sentencias de L:

Definicion:
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S X, U{py} si X, U{p,} es consistente
Ty, en caso contrario

ZAZUZQ

0ex

(Aun ordinal limite )

Una vez concluida la definicién de la secuencia ahora definimos a X'

2’:U25

dEN,

Se cumple que ¥’ es maximal consistente:

(1) ¥’ es consistente: Esto ocurre porque por construccién Vy € R, (X,
es consistente).

(2) ¥’ es maximal consistente:

Si no es maximal, entonces existe un conjunto consistente de setencias de
L, T, tal que I' D ¥’ y existe una sentencia ¢ tal que v € I''y ¢» € ¥'. En
consecuencia, por la construccién de ¥’ se tiene que para algin p € R,,
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Y, U{p,} es inconsistente,

donde ¢, = .

Pero ¥, U{p,} C Iy por lo tanto I' es incosnsistente. Contradiccion.

Con esto termina la demostracion del Lema. [

Lema 4.3.8 (Tercer Lema). Si ¥ es un conjunto consistente de senten-
cias de L y tiene un conjunto de testigos C, entonces ¥ tiene un modelo de
cardinalidad a lo sumo | L |.

Demostracion del Lema:

Se puede suponer que Y es maximal consistente, pues de no serlo se
extenderia (usando el lema anterior) a un conjunto ¥’ maximal consistente
que también tendria a C' como un conjunto de testigos en £. En consecuencia
supongamos que Y es maximal consistente.

Ahora se procederd a definir la estructura o interpretacién 24 para £, la
cual serd el modelo buscado de X..

Sea T el conjunto de todos los términos cerrados de £. Para no tener
problemas con las sentencias atomicas de Y se define sobre T una relacion
de equivalencia de la siguiente manera:

ty ~ty siysélosit; =ty €.

Notar que ~ es una relacién de equivalencia porque la relacién de identi-
dad es reflexiva, simétrica y transitiva (Teorema anterior 3.3.6).
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Sea T/ ~= {[t] : tes un término cerrrado de L} el conjunto cociente
determinado por ~.

Notar que el cardinal de T/ ~ es a lo sumo | £ |. En efecto, a x o ~ «
para todo ordinal o [D1], y ademds: Si cualquier miembro de un conjunto
X tiene cardinalidad a lo sumo &, entonces | [JX | < | X | . £ (la prueba
de este resultado usa el AE) [E1].

El universo A de la estructura 21 es el conjunto cociente 7T/ ~. Y las
interpretaciones en 2A para los simbolos de £ son las siguientes:

(1) Sity,...,t, son términos cerrados de £ y R es un simbolo relacional
n-ario de £ entonces,

R2([t1],...,[ta]) <= R(t1,... t,) € %.

(2) Si tq,...,t, son términos cerrados de £ y f es un simbolo funcional
n-ario de £ entonces,

FA - ) = [, )]

(3) Si ¢ es una constante de L, entonces,

Notar que para cada s : VAR — A el valor de t en 21 segin s es [t],
para todo término cerrado t, es decir, tyfs| = [t].

Una vez que se ha definido la estructura 2( se demostrara que para cada
sentencia ¢,
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AEp—=pel ()

Dicha demostracién se realizard por induccion en el rango de ¢ (rango(y)),

donde el rango(p)= nimero de conectivas y cuantificadores de .

AU =t =ty siysdlosi [ty] = [te] siysdlosity =ty €X.

(12) Y = R(tl, e ,tg) :

A= R(ty,. .., ta) siy sélosi R¥*([t1],...,[tn]) siy sélosi R(ty,..., t,) €

(ii) rango(p) =k, donde k € Ny k > 0. Y supongamos que para toda

sentencia de rango menor que k se cumple (®).

(ii.1) ¢ =

A = 1) siy sélo si A p= 1 siysélosi (HI) ¢ ¢ X siysélo si (maximal)

e,

(ii.2) o= — P -
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AEop—YsiysolosiAEpoAEYsiysilosi (HI) o gL oy €2
si y sélo si (maximal) ¢ — ¢ € 3.

(ii.3) ¢ =Vai:

Se probard por contraposicién que si 20 = Va1, entonces Vo € X. Si
Vxy ¢ ¥, entonces (maximal) —=Vxy € ¥X. En consecuencia, como C' es
un conjunto de testigos para X en L, se tiene que existe un ¢ € C' tal que
Y F =Va(zr) — —(c). Por lo tanto, ¥ F —1(c). De modo que por ser
¥ maximal se infiere que —(c) € ¥. Entonces por la Hipdtesis inductiva
A = —(c). Entonces, U = V.

Ahora se probard la otra direccién: Si Vzi) € 3, entonces 2 = V. Si
Vx € X, entonces como la siguiente férmula es un axioma,

Yoy — Uy,

donde t se puede sustituir por x en 1. En consecuencia ¢y € ¥ (maximal).
Entonces por Hip6tesis inductiva se tiene que 21 |= ¢¥, para cualquier término

cerrado t. Esto implica que A | V.

Con esto termina la demostracion del Lema. [

Finalmente se demuestra la Proposicién equivalente al Teorema
de Completitud generalizado usando los tres Lemas demostrados
anteriormente: Primer Lema (Lema 4.3.4 ), Segundo Lema (Lema
4.3.7) y Tercer Lema (Lema 4.3.8):

> es consistente = X tiene un modelo.
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Sea X un conjunto consistente de sentencias de un lenguaje £ y supogamos
que X, =| L |, para algin ordinal a. Sea C' un conjunto de nuevas constantes
tal que | C' |= N,. Usando el primer lema podemos extender ¥ a un conjunto
consistente de sentencias ¥’ de modo que C sea un conjunto de testigos para
Y en L' = LUC. Luego, usando el segundo Lema podemos extender ¥’ a un
conjunto ¥’ de £’ que sea maximal consistente y tenga a C' como un conjunto
de testigos en £'. Entonces usando el tercer Lema se construye el modelo 24
para Y. La cardinalidad del universo de 2( es a lo sumo X,. Como ¥ C ¥”,
2A es también un modelo para Y, y mas especificamente el modelo buscado
es R restringido al lenguaje £ de ¥. Con esto termina la demostracién del

Teorema de Completitud de Godel para lenguajes de cualquier cardinalidad.
O

Algunas consecuencias muy conocidas de los Teoremas de Correccién y
Completitud (generalizados) son las siguientes:

Corolario 4.3.9 (Teorema de Léwenheim-Skolem-Tarski hacia abajo).
Todo conjunto de sentencias ¥ de L que sea consistente tiene un modelo de
cardinalidad a lo sumo | L |.

Corolario 4.3.10 (Teorema de Completitud de Gddel, 1930).

= ¢ entonces F .

Corolario 4.3.11 (Teorema de Compacidad). Un conjunto de sentencias
Y. tiene un modelo si y solo si cada subconjunto finito de Y tiene un modelo.

Corolario 4.3.12 (Teorema de Lowenheim-Skolem-Tarski hacia arri-
ba). Sea ¥ un conjunto de sentencias de un lenguaje L. Si ¥ tiene un modelo
infinito, entonces ¥ tiene modelos de cualquier cardinalidad k >| L |.
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