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(1) El Método de George Polya para
resolver problemas. Resumen:



 George Polya (1887-1985). Matematico (nacid e
Hungria). Generalizd su método para resolver
problemas en cuatro pasos:

(1) Entender el problema
(2) Configurar un Plan

(3) Ejecutar el Plan

(4) Mirar hacia atras
(Reflexione y revise)




* Para mas detalles sobre el método de Polya ver (por
ejemplo) el texto "Precalculo. Matematicas para el
calculo"”, de Stewar-Redlin-Watson, dicho libro se
puede encontrar y bajar de la biblioteca digital de
este blog de Logica Matematica y Fundamentos de la
Matematica:

http://logicamatematica-Im.blogspot.com/

* Vale |a pena resaltar que Polya consideraba que para
la enseflanza de las matematicas es mas importante
el proceso de descubrimiento que resolver simples
ejercicios.



Estrategias para resolver
problemas.

George Polya (1887-1985). Nacio en
Hungria.

Consideraba que para la ensenanza de
las matemadticas es mas importante el
proceso de descubrimiento que resolver
simples ejercicios.

1.- Entender el problema.

2.- Configurarun Plan.

3.- Ejecutar el Plan.

4.-Mirar hacia atrds. (Reflexione y revise)




(2) Algunos ejemplos de cémo aplicar el
Método de Polya para resolver problemas
de Légica matematica elemental
(entendiendo a la Logica como ciencia de
los razonamientos):



(2.1) En la Logica proposicional, écomo
enfrentar el problema de la evaluacion
de un razonamiento en lenguaje
natural?, es decir, icoOmo determinar su
validez o invalidez sin que se dé ningun
dato adicional?

Respuesta: Después de modelarlo
matematicamente (formalizarlo,
simbolizarlo, extraer su forma logica)
sugiero “el plan” de usar primero el
metodo abreviado de tablas de verdad
(Reduccion al absurdo) o el método
mas eficiente de arboles semanticos).




Ejemplo 1 (Copi, Introduccion a la
Légica):

1. i los investigadores en linglistica estin en lo cotrecto, entonces si
hubo mds de un dialecto en la Grecia antigua, entonces diferentes
tribus descendieron del norte en diferentes momentos, Si diferentes tei-
bus descendieron del norte en diferentes momentos, probablemente
provenian del valle del rio Danubio. Pero las excavaciones arquecld-
oicas habrian revelado rastros de diferentes tribus en el sitio si es que
diferentes tribus descendieron del norte en diferentes momentos y 1as
excavaciones arqueolfgicas no han revelado estos rastros en ¢l sitio,
Por lo tanto, si hubo mds de un dialecto en la Grecia antigua, entonces
los investigadores en lingiifstica no estin en lo correcto, (C, M, D, V,
A)
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El resultado de I|a evaluacion es que el
razonamiento es valido. Luego que se demuestra su
validez usando el método abreviado o el método
de arboles semanticos, vale la pena (“segundo
plan”) demostrar su validez usando reglas de
inferencia (deduccion natural) para aprender utiles
métodos de |la demostracion correcta.




Ejemplo 2 (Copi, Introduccion a la
Légica):

"5, §i Franco es intelioente y estudia arduamente, entonces obtendrd bue-
nas calificaciones y aprobard sus cursos. 81 Franco estudia arduamente
pero no tiene inteligencia, entonces sus esfuerzos serdn valoracos; v
si sus esfuerzos son valorados, entonces aprobard sus cursos, 5i Franco
¢ inteligente, entonces estudiard arduamente. Por lo tnto, Franco
aprobard sus cursos. (, B, €, 4, V)
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El resultado de la evaluacion es que el
razonamiento es invalido (Como lo dije
anteriormente, sugiero “el plan” de hacer dicha
evaluacion por el método abreviado de tablas de
verdad o por el método de arboles semanticos, y
escribir la asignacion que lo invalida. Y no hay
mas nada que hacer).



Imagen grafica de l|a estructura de un arbol
semantico de un conjunto de proposiciones (Garrido,
Logica Simbolica), algunos suelen quedar con muchas
ramas (algunos son “muy frondosos”)




Imagen grafica de los arboles semanticos de la prueba de

que la propiedad distributiva de la disyuncién en conjuncidn
(Garrido, Légica Simbélica)
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(2.2) En Logica proposicional, ¢como demostrar la validez de
un razonamiento usando reglas de inferencia (deduccion
nglttéral) una vez que uno sabe que dicho razonamiento es
valido?

Respuesta: Sugiero que (antes de empezar a aplicar reglas de
inferencia sin ningun norte determinado que probablemente
no conduzca nada, trabajo que se realiza sin pensar la
mayoria de las veces) primero se analicen las premisas y la
conclusion, y luego se piense en un plan para deducir la
conclusion a partir de las premisas teniendo en mente las
reglas de inferencia, luego se ejecute dicho plan. Si
funciona, bien, si no funciona, reflexionar el por qué no
funciona, y proceder a elaborar otro plan, y asi
sucesivamente hasta logras hacer la prueba, si se puede (ojo:
itener presente que hay problemas abiertos en
matematicas!, los Teoremas de incompletitud de Goddel
(1931) para la Aritmética, y el Teorema de indecibilidad de
Church (1936) para la légica de primer orden. Aunque la

Logica proposicional es decidible el método por deduccion
natural no lo es)




Analicemos los “planes demostrativos” de
los siguientes cuatro ejemplos (Garrido,
Légica Simbdlica):



Ejercicio 3.° Resolver, mediante el método de reduccion al ab-

surdo, el siguiente argumento

p=r=q,r=2>qk—(pAr)

Derivacion

-1lp—-gq
-2r—yq
~3pAr
4 p
dr
64
T=q
-8 gA—(g
d—=(par)

Simp, 3
Simp, 3
MP 2,5
MP 1,4
Prod 6,7
Abs 3-8



Ejercicio 4.° Demostrar la siguiente formula
F(p—oralg—s)—=pPag—aras)’
Demostracion

— L@—=2ra(@—s)

~ 2pAq
3Ip—=r Simp, 1
4 p Simp, 2
5r MP 34
6Gg—s Simp, 1
74 Simp, 2
8 s MP 6,7
- Qras Prod 5,8
—10pAag—oras TD 2-9

IHL(p—=>NA(@os)=pag—orAs) ™D 1-10



Ejercicio 5. Resolver el siguiente argumento:

Si los jovenes socialistas alemanes apoyan a Brandt, entonces
renuncian a su programa de reivindicaciones. Y si combaten a
Brandt, entonces favorecen a Strauss. Pero una de dos: o apoyan 4
Brandt o lo combaten. Por consiguiente, habrin de renunciar a su
programa de reivindicaciones o favorecer a Strauss,

Formalizacion "

A los jovenes socialistas alemanes apoyan a Brandi;

R los jdvenes socialistas renuncian a sus reivindicaciones;
C  Ios jovenes socialistas alemanes combaten a Brandt;

F  losjovenes socialistas alemanes Tavorecen 4 Strauss

A=-RCoSEAvC B RvF

Devivacion ™"
— AR

20 —=F

FAvC

4 A

SR MP 1,4
GRvF Ad, 5

7C -
8 F MP 2.7

QR vF Ad, 8
R F MP 3.4-6, 7-9
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lijercicio 6.  Reselver el siguiente argumento.

51 dos gases tienen la misma lempceratura, entonces sus moléculas
tienen el mismo promedio de energia cinética. Volimenes ipuales de
dos gases tienen el mismo nimero de moléculas. Las presiones de dos
mses son puales sies el mismo su numero de moléculas ¥ 58 encrym
cinéticas son I_[._.,IJ¢I|L:+ Por consiguiente, si dos gases tienen la misma
temperatura y ¢l mismo volumen, tiencn la mmn:u pPresion (ANDERSON-
JOHNSTONE, Nafiral Dechuciion, . 68),



Formalizacion

T tener [a misma temporatura;

o tener idéntico promedio de energia cinética:
Vo tener volimenes iguales;

M tener el mismoe nimero de moléculas:

P tener presiones iguales;

T=EV=a>MMaiE—=P F TAaVD

Devivaeian

- IT—=E

- 2V =M

- IMAE—=P

- 4TAV
5T Simp, 4
6 MP 1.5
TV Simp, 4
B M MP 2,7
OMAE Prod 8.6

— 0P MP39

[(ITAV P TD 4-10



(2.3) En Ldgica de primer orden con predicados poliadicos,
écomo demostrar la validez de un razonamiento usando
reglas de inferencia (deduccion natural) una vez que uno
sabe que dicho razonamiento es valido?

Respuesta: Sugiero hacer de igual manera que en ldgica
proposicional, es decir, que primero se analicen las premisas
y la conclusion, y luego se piense en un plan para deducir la
conclusion a partir de las premisas teniendo en mente las
reglas de inferencia, y luego se ejecute dicho plan. Si
funciona, bien, si no funciona, reflexionar el por qué no
funciona, y proceder a elaborar otro plan, y asi
sucesivamente hasta logras hacer la prueba, si se puede
(ojo: jtener presente que hay problemas abiertos en
matematicas!, los Teoremas de incompletitud de Go&del
(1931) para la Aritmética, y el Teorema de indecibilidad de
Church (1936) para la l6gica de primer orden)




Analicemos el siguiente ejemplo de
demostracion de validez (Garrido, Ldgica
Simbdlica), y veamos su plan demostrativo:

Veamos una ley previa de distribucion de
cuantificadores (distribucion del cuantificador
universal en una férmula condicional) antes de

pasar al razonamiento y a su demostracion de
validez:



Ley de distribucion del cuantificador
universal en implicacion:

(A— VxPx)—Vx(A—Px)

Condicion de la Ley: La variable x no puede aparecer
libre en la formula A.




Ejercicio L."  Besuélvase el signienfe acgumento: Si dos lineas cualesquicra son
perpendiculares a una lereera, entonces son paralclas entre 51 5 una linea es perpen-
clicular o olrd, entonces es perpendicolar a la primera, Por tanto, si dos [inens cuales-
quicra no son paralclas, no se da el caso de que haya vna lercera que sea perpendicu-
lar # ambas (ANDERSON=-TOHNSTONE, Nafwraf dedpction, p, 223),

Formalizacion

Lx re8 una linea
fxy  res perpendicular g p
Fav  xesparalelaay
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EC ]

e 2
Sitmp,; 3
Smp, 4
Prod 7.5
cCo

P, G, 1)
E: 2
Simp, 4
Simp, 3
Simp; 14
Simp,; 4
Prod 13, 15
Prod 17, 16
M 12, I8
Prod 11, 19
Prod 13, 20
I

Prod 14, 22
NI 5, 23
Simp, 3
Prod 24 25
Abs 4-26
T, 3-27
IG 28

I Dist 29
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(2.4) Algunas recomendaciones sobre Ia
aplicacion de la reglas (métodos demostrativos)
de “Eliminacion del cuantificador existencial” y
“Eliminacion del cuantificador universal”.

Sugerencia: Primero eliminen el cuantificador
existencial y luego eliminen el cuantificador
universal, no al revés como en estas
demostraciones que se presentan a continuacion
(en mi opinion esa manera de proceder es
contra-intuitiva):




Las demostraciones de la validez de los razonamientos (c) y (d) de los
cuatro que se presentan a continuacion no deberian de hacerse de esa
manera (por ser contra-intuitivas), tampoco deberia hacerse de esa
manera las demostraciones de la validez de los razonamientos (a) y (b),
pues también creo que no es la forma mas natural de proceder

Fjercicio 3."  Fundamentar los cuatro esquemas de argumento
siguientes:

a) Ax(Rx — = Qx) Ay Ax(Rx - Ox)
Ax(Px = Qx) AX(Px — = (Qx)
Ax(Px — —Rx) . Ax(Px - = Rx)

) AX(Rx == Qx) d) AX(Rx — Qx)
WP A Qx) Vx(Px A — Qx)

Vi(Px A — Rx) s VE(Px A — Rx)
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Sofucion

LG |
DL

MPA4 5
MT 3,6
TD 3-7
IG &

Ei: ]

Simp, 4
simy, 4
MT 36
Prod 5, 7
IPE

EP 2,49
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— | Ax{Ex = (x)
- 2 Ax(Px —— Qx)
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2VR(Px A —(x)
dJRa—(a
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aFa

6— Qd
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o Pasa—Ha

O WVx(Px A — HEx)

1 Wa{Px A — Rx)

EG |
Ei 2

MP 4, 5
MT 3,6
T 5-7
IG 3§

Ed |

Himp, 4
S, 4
MT 3,6
Pred 5, 7
| G

KP 2, 4-9



(2.5) Algunas recomendaciones  para
demostrar que un argumento es valido en la
Logica de primer orden con identidad (=).

Recomendacion: Para la relacion de identidad
(entre individuos) use las propiedades
fundamentales de la identidad como reglas
de inferencia: Reflexividad, Simetria,
transitividad y sustitucion. A continuacion se
presentan, en forma de reglas de inferencia,
algunas de estas leyes (Copi, Logica
Simbalica):







Ejemplo de la demostracion de la validez de un
razonamiento usando leyes de identidad (Copi,
Légica Simbdlica): écual es el plan demostrativo?

Una tercera ilustracién es la que provee el argumento:

Sélo un hombre calve porta une peluca. Kaplan es un hombre que porta

una peluca, Este hombre no ¢s calve. Por lo tanto, este hombre no
es5 Kaplan.

Usando los simbolos “t*, “k”, “Mx", “Bx", “Wx", para abreviar “este
hombre”, “Kaplan”, “x es un hombre”, “x es calva” ¥ “x porta una pe-
luca”, podemos simbolizar este argumento v demostrar su validez
como sigue;

1. (x)}[(Mx- W5} D Bx]

2. Mi-Wk J

3. ~Bt S =t = &)
4. (MkWE) D B: 1, UI

5. Bk 4,2, M.P
6. ~{t =k 3,5, Id.



Ejemplo del uso de la relacion de identidad
para formalizar (modelar) proposiciones
numericas (Copi, Logica Simbolica):

Hay cuando menos dos salicitantes.
necesitamos el signo de identidad al escribir

(A=)l Ax-Ay-x # ]

Poniendo juntas las notaciones para “al menos uno” y “a lo mds
uno” tenemos un meétodo para simbeolizar las proposiciones numé
ricas definidas, Asi, el enunciado

Hay un libro sobre mi escritorio.

que significa exactamente uno, se simboliza, usando “Bx" por “x es
un libro”™ y “Dx" por “x estd sobre mi escritorio”, como

(32){ Bx+ D+ ()(By* Dy} D ¢ = 1]}



Ejemplo del uso de |a relacion de identidad
para formalizar (modelar) proposiciones que
contienen descripciones definidas, método de
Russell, (Copi, Logica Simbolica):

El autor de Waverley fue un gento

(32){(x escribié Waverley) - (y)(y escribic Waverley
D y=1x)(x fue un genio)}



Para finalizar esta seccion es importante resaltar
que la Logica de primer orden con predicados
poliadicos (relacionales) y Ila relacion de
identidad, es muy util para formalizar teorias
matematicas y estudiar sus fundamentos (Ver, por
ejemplo, los textos de “Teoria de Modelos” de
Chang y Keisler, y de Maria Manzano. También ver
los textos de “Teoria de conjuntos” de Jech y de
Kunen). También es util en inteligencia artificial. Y
también vale la pena resaltar que la Logica
proposicional tiene importantes aplicaciones en
Electronica digital, etc.



(2.6) Algunas recomendaciones para demostrar
gue un argumento es invalido en la Logica de
primer orden con predicados poliadicos e
identidad.

Recomendacion:

Use estructuras (interpretaciones) finitas (mientras
se pueda), la idea es que en la estructura que se
construya las premisas sean verdaderas y la
conclusion sea falsa. La forma general de una
estructura es la siguiente:

“H s A, i
¢ = <C.~ =< Sﬁ. Zueds = g 2 dey) < I[i.ﬁl f’ﬂEt,')'

(Para este tema ver el texto “Légica para principiantes” de Maria Manzano y Antonia Huertas.)



Para fabricar estructuras es importante saber
(al menos) teoria elemental de conjuntos, por
ejemplo, los capitulos 1-7 del texto “Teoria de
conjuntos y temas afines” de Seymour
Lipschutz, dichos capitulos son: (1) Conjuntos
y subconjuntos, (2) Operaciones
fundamentales con conjuntos, (3) Conjuntos
de numeros, (4) Funciones, (5) Conjuntos
producto y grafos de funciones, (6) Relaciones,
v (7) Complementos a la teoria de conjuntos.



Ejemplo: Demuestre que el siguiente razonamiento es invalido usando estructuras
(Ejercicio resuelto por el preparador de Légica (UCV) Francisco Blanco):

6. ¥x [Mx — (Nx A Ox)]
Ax (Px A Nx)

Ax (Px A — 0x)

FW¥x (Mx — —Px)

Estructura que invalida el razonamiento:
A (4, M, N, o4, Py, donde 4= {1,2,3,4,5.6}, M= {246}, M= {23456}, Of= {2.4,5,6},
Pf=11,2,3}. Nétese que, en esta estructura, las premisas son verdaderas y la conclusién es falsa,

Premisa 1: Vxed [xe M — (xe N'*xe O] Verdadera

Premisa2: PPN AN 20 Verdadera

Premisa 3: P N O 22 Verdadera

Conclusion: M N Pf=o Falsa



Notar que para evaluar un razonamiento
en la logica de primer orden con
identidad sin ningun dato, puede ser algo
bastante complicado, tanto
sintacticamente (usando reglas de
inferencia o arboles semanticos) como
semanticamente (usando estructuras).
Esto lo certifican los Teoremas de
incompletitud de Godel (aplicados a la T.
Conjuntos) y el Teorema de Indecibilidad
de Church.



Conclusion:

En el quehacer cotidiano del Logico la
creatividad debe de estar presente
(necesariamente), como  también
ocurre en el quehacer cotidiano del
matematico, cientifico, filosofo, etc. Es
en este contexto que propongo a los
Logicos emplear el método de Polya
para ayudarnos en nuestras
Investigaciones.




FIN
iGRACIAS!



