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Nada é mais fatal para o entendimento
filoséfico do que a nocdo de prova e de
experiéncia como dois métodos de verifi-
cacdo distintos, mas compardveis.

(WITTGENSTEIN L., 2005, p. 419)

Resumo: A filosofia da matematica de Wittgenstein envolve duas teses
profundamente controversas: a idéia de que as proposicdes matemdticas
nio falam sobre objetos (abstratos) e a idéia de que nenhuma conjectu-
ra matematica é jamais respondida como tal, porque o advento da pro-
va sempre determina uma mutacdo semantica nos significados dos ter-
mos envolvidos na conjectura. O presente artigo oferece uma recons-
trucdo dos argumentos de Wittgenstein em apoio a essas teses em um
contexto muito restrito: A descoberta de Arquimedes de um algoritmo
para calcular o numero Pi.
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INTRODUCAO

Bem no centro da filosofia da matematica de Wittgenstein
encontramos duas teses profundamente contra-intuitivas, po-
lémicas mesmo. Dificilmente a alguém escaparia o enorme po-
tencial subversivo dessas teses: as conseqiéncias arrasadoras que
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a aceitacio de qualquer delas teria para com a maneira como
usualmente concebemos a matemdtica. Vejamos estas propos-
tas tAo controversas.

A primeira delas reza que a matematica ndo fala sobre os ob-
jetos matemdticos, aqueles objetos abstratos sobre os quais esta-
mos acostumados a pensar que ela fale. Assim, por exemplo, se
perguntassemos a alguém sobre o que versa a afirmacio “2 + 2
= 4”7 seria natural a resposta: “Sobre o niimero 2 e o niimero 4!”.
De fato, a matemadtica como um todo ¢ normalmente tratada
exatamente como a ciéncia de (certos) objetos abstratos, obje-
tos tais como nameros, conjuntos, funcdes, propriedades (al-
gébricas, por exemplo), relacdes, etc.

Tudo isso é recusado por Wittgenstein. Para o fildsofo, i-
maginar que a matematica trate de objetos abstratos estd na ra-
iz de toda a sorte de contra-sensos filosoficos; “absurdos”, na
terminologia do pensador. Para ele, a sucessio de crises funda-
cionais pelas quais a matematica passou, pelo menos nos ulti-
mos 180 anos, ndo ¢ muito mais do que uma decorréncia pre-
visivel da adocio desse ponto de vista inicial “tao enganador”.

Para Wittgenstein, a matematica ndo fala sobre objetos abs-
tratos. Na verdade, para ele, sequer faz sentido se falar em objetos
que sejam abstratos. Uma afirmacido como “2 + 2 = 4” nio deve-
ria, segundo o filosofo, ser entendida como afirmando algo a
respeito dos niimeros “2 e “4”. “2 + 2 = 4” nao falaria, nem so-
bre “2”, nem sobre “4”! Chamemos essa tese de “cardter ndo-
predicativo da matemdtica” (de fato, todas as “regras” sio nio-
predicativas, segundo o autor). A evidéncia textual de que
Wittgenstein de fato subscrevia a essa estranha tese é impres-
sionante. Aqui estio uns poucos exemplos, particularmente
diretos:
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Proposicoes matematicas ndo tratam sobre nimeros. Enquanto
que uma proposicio como “Ha trés janelas nesta sala” efetiva-
mente trata do namero 3. (WITTGENSTEIN L 1976, p. 250)
Suponha que eu diga “Prince tem umas calcas azuis”; Aquela
proposicio é sobre as calcas. (...) E a respeito de “dois”? “2 + 2 =
4” - mas isto nao ¢ sobre 2; é gramatical. (WITTGENSTEIN L
1976, p. 250-1)

[...] uma proposicio matemdtica ndo é sobre seus constituintes
no sentido em que “O sofa esta na sala” é sobre o sofa. (LFM,
palestra XXVI, p. 254)

Isso ¢ um engano dos mais importantes. - E claro que vocé po-
de dizer que proposicoes matematicas sio sobre numeros. Mas,
se vocé fizer isso, estara quase que certamente entrando em

uma confusio. (WITTGENSTEIN L 1976, p. 251)

Deixemos a tese da nao-predicatividade das regras de lado.
H4 uma segunda tese proposta pelo autor, central para toda a
sua filosofia, que ¢ pelo menos tao indigesta como a primeira.
Estamos nos referindo a idéia de que, em certo sentido, uma
demonstraqﬁo matematica nunca pode ser uma resposta & con-
jectura que a motivou! De fato, para o filosofo, diferentemente
do caso de perguntas empiricas, onde o resultado da investigacio
de fato responde precisamente a questio levantada nos termos
em que ela é proposta, a “resposta” matematica sempre altera o
proprio sentido dos termos em que foi formulada a conjectura. Nunca
respondemos a uma conjectura matematica, simplesmente
porque a demonstracio sempre altera o sentido dos préprios
termos envolvidos naquela conjectura.

Chamemos essa segunda tese de “mutacdo semdntica das
provas”. Novamente, a comprovacdo textual de que o filésofo
de fato avancou uma tese desse tipo parece ser incontestavel.
Assim, por exemplo, em um trecho de seu Big Typescript, o filo-
sofo compara uma pergunta médica (empirica) a uma conjec-
tura matematica. Ele escreve:
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A “prova médica” niao incorporava a hipétese provada em um
novo cdlculo, e assim nio lhe dava um novo sentido; uma pro-
va matematica incorpora a proposicao matemadtica em um novo
calculo, e assim altera sua posicio na matematica. Uma propo-
sicio com sua prova pertence a uma categoria diferente do que

uma proposicio sem uma prova. (WITTGENSTEIN L. 2005, §
121, p 426)

O filosofo constantemente recusa a idéia de que possamos
responder a uma pergunta matematica exatamente nos termos
em que a hipotese inicial havia sido formulada. Assim, como
ilustracdo, podemos mencionar suas conhecidas discussdes so-
bre “regularidades matematicas” (como a recursio do resto de
uma divisdo periodica, ou o nimero de solucoes de uma equa-
cdo de grau n). Na visdo ordinaria, muitas dessas regularidades
teriam sido mais tarde demonstradas:

Algumas vezes parece como se descobertas matemadticas fossem
logradas executando-se o que poderiamos chamar de um expe-
rimento matematico. Por exemplo, o matematico, primeiro,
nota certa regularidade e, depois, prova que aquilo tinha de ser

assim. (WITTGENSTEIN L 1976, p. 92)

Como seria de se esperar, ao invés de aceitar a prova co-
mo a confirmacdo da conjectura anterior, o filosofo invaria-
velmente insiste na idéia de que demonstracio teria introduzido
um novo cdlculo, i.e., sentidos inteiramente novos para os termos
originais envolvidos:

A descoberta da periodicidade ¢ realmente a construcio de um
novo simbolo e de um novo cilculo. Pois é enganador dizer que
ela consiste em nos termos nos dado conta de que o primeiro

resto era o mesmo que o dividendo. (WITTGENSTEIN L.
2005, § 128, p 451)
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Com respeito ao caso das raizes de uma equacio, nova-
mente o filosofo retorna a idéia de uma mutacio no sentido
dos termos originais da conjectura:

Contamos as raizes de uma equacio: como pode a afirmacio de
que certas equacoes tém duas raizes, ser uma regra’ Direi que
ela introduz um novo simbolo em nossos cilculos: a palavra "ra-
iz". Pois ndo calculamos ordinariamente com a palavra "raiz".

(WITTGENSTEIN L 1976, p. 48)

Nio pretendemos, em nosso artigo, enfrentar essas duas
estranhas teses em toda a sua generalidade (deixaremos isso
para um trabalho posterior). Longe disso, nos limitaremos a-
qui a apresentar uma ‘reconstrucdo’ antiga (PORTO 1996)
sobre uma aplicacio dessas idéias a um caso particular na ma-
tematica: o calculo, por Arquimedes, da razio entre o raio e a
circunferéncia de um circulo, do namero Pi. Além do interesse
em ver como poderia se dar a argumentacio de Wittgenstein
em favor de suas idéias nesse caso, esta reconstrucio nos dari a
oportunidade de abordarmos também outro topico muito im-
portante na filosofia da matematica do autor: seu tratamento
das idéias de “continuidade” e de “aproximacio matematica”.

Um ultimo ponto, antes de darmos inicio a nossa recons-
trucio da abordagem wittgensteineana a descoberta de Arqui-
medes. Como ficara bem claro ao longo de nossa exposicio, as
duas estranhas teses acima (nio-predicatividade das regras e
mutacido semantica nas demonstracdes) nio sio logicamente
independentes uma da outra. De fato, como veremos em deta-
lhes naquele caso particular, é exatamente porque em matema-
tica nao falamos sobre objetos que nao havera nada (nenhum
“objeto”) que possa “ligar” a conjectura a proposicio demons-
trada. Dai a mutacio semantica proposta por Wittgenstein.

Dito de outra forma, na concepcio tradicional, falamos,
antes e depois da prova, sobre os mesmos objetos. Assim, seriam
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esses objetos que ligam semanticamente a conjectura a prova.
E ¢ precisamente por isso que, segundo essa visdo tradicional, a
prova confirma exatamente o que fora dito antes de sua de-
monstracio: pois estamos falando sobre os mesmos objetos,
disponiveis - imutdveis -, antes e depois do advento da prova.
Ao recusar a idéia de “objetos abstratos”, Wittgenstein abre
maio exatamente desse pivd, esses objetos que, segundo a con-
cepcao ordinaria, ligariam semanticamente os dois momentos:
antes e depois da resolucio da conjectura.’

QUAL O FEITO DE ARQUIMEDES?

Deveriamos assumir que haviamos
medido Pi da mesma maneira que uma
constante fisica ¢ medida? Obviamente,
nao.

Nenhuma medicdo pode nos dizer o
valor de Pi ou entre que valores ele é
encontrado, o niimero Pi é de fato o
padrio através do qual julgamos a
qualidade de wuma medicao.

(WITTGENSTEIN L. 1979, p. 62)

Existe uma maneira natural de se apresentar o feito ma-
tematico de Arquimedes, exposto em sua famosa obra Sobre a
medicdo do circulo. Arquimedes teria descoberto o valor de Pi,
ou seja, teria descoberto que Pi ¢ igual a 3,1416.... Assim, sua
contribuicdo falaria sobre algo, sobre Pi, entendido como sen-
do a razdo entre o raio e a circunferéncia do circulo, e estabe-
leceria que essa razio € igual a 2 x 3,1416.... Podemos tornar
nossa apresentacio ainda mais concreta esclarecendo o que
queremos dizer com a expressiao "razao entre a circunferéncia e
o raio de um circulo". Diriamos: estamos nos referindo a algo
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bem palpédvel, a medida da metade da circunferéncia de um
circulo de raio 1 (1 metro, digamos).

Arquimedes teria, assim, descoberto uma medida. Poderia-
mos desenhar um circulo de raio igual a, digamos, 10 cm (para
o circulo ndo ficar muito pequeno) e assim "vermos" exata-
mente sobre que extensio o gedmetra grego estava falando: ele
estava se referindo ao comprimento da metade do percurso
feito por nosso compasso quando tracamos o circulo. Arqui-
medes teria encontrado aquela medida, o comprimento daquele
segmento a nossa frente, o segmento que acabivamos de tracar.
Apenas, para a surpresa de todos, aquela medida seria igual a
um numero infinito, uma dizima completamente niao periédi-
ca. E claro que haveria algo de estranho em pensarmos que
todos aqueles numeros, 3,14159265..., estariam de certa forma
"la em nosso pequeno circulo", desenhado na folha de papel,
mas ainda assim, a situacio permaneceria inalterada. Seria so-
bre esses segmentos que Arquimedes estaria falando, ele teria
encontrado a medida de extensdes como essa.

Nio é preciso muita argumentacado para nos convencer-
mos de que, apresentada dessa maneira, a contribuicio de Ar-
quimedes se aproxima muito de uma descoberta empirica. As-
sim, por exemplo, vamos supor que o automovel de um vizi-
nho esteja em nossa garagem. Mais tarde descobrimos que esse
carro ¢ dotado de transmissio automatica. No caso de Arqui-
medes, como aqui, estariamos falando sobre uma coisa - o au-
tomovel na garagem, a medida da circunferéncia de um circulo
de raio um - coisa essa que se mantém estdvel antes e depois da
descoberta. Tinhamos um e o mesmo carro em nossa garagem,
antes e depois de descobrirmos que ele era dotado de trans-
missdo automatica. Ou, dito de forma menos grosseira, tinha-
mos um conceito de “automovel-de-nosso-vizinho” e ele nio se
alterou apenas porque aconteceu de termos descoberto que
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aquele carro tivesse tal tipo de transmissdo. Igualmente, no ca-
so de Arquimedes, ja tinhamos o (mesmo) conceito de “medi-
da-da-circunferéncia”, antes e depois de sua contribuicio ma-
tematica. Ja sabiamos medir vdrias circunferéncias e, como no
caso do automovel, o conceito dessa medida ndo teria se alte-
rado apenas por termos descoberto que valor preciso “aconte-
cia ser’ igual a 2 x 3,1416....

A forma de Wittgenstein descrever a contribuicio do
grande gedmetra grego nio se dard, é claro, nos mesmos ter-
mos em que a apresentamos acima. Como sempre, podemos
dividir a estratégia de argumentaciao do filésofo em duas eta-
pas. Em primeiro lugar ele ira procurar separar cuidadosamen-
te a ocorréncia de certos termos (em nosso caso, de termos
como "medida", "aproximacio") em proposicoes empiricas de
sua ocorréncia em proposicoes matematicas. Em seguida, pro-
curard argumentar que essas proposicoes matemadticas de fato
estabeleceriam nowvas regras delimitadoras do sentido de afirma-
coes empiricas, novas regras delimitadoras do emprego de tais
proposicoes, alterando o sentido dos termos componentes da
conjectura anterior a prova. Mais precisamente, como veremos
no final do artigo, Arquimedes estabelece, segundo Wittgens-
tein, novas regras a respeito de alegacoes do tipo "tal medicio
(empirica) da circunferéncia do circulo é mais proxima do que
tal outra". Assim, em poucas palavras, o trabalho de Arquime-
des nao falaria, ndo descobriria nada sobre medicoes mais exatas
de circunferéncias de circulos porque seria exatamente na alte-
racdo do sentido, do uso dessas palavras, que se encontraria o
mérito do gedmetra.

E dificil, inicialmente, aceitar a sugestio de Wittgenstein.
Nio parece haver motivo algum para falarmos em “novas re-
gras de uso”, muito menos em “novos sentidos” para antigas
palavras, como quer o filésofo. Temos os termos "circulo", "cir-
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cunferéncia", "medida". Todos esses termos ja tinham signifi-
cados bem delineados, os significados que tém (antes ou de-
pois da contribuicio de Arquimedes). Deixemos assim, por
hora, as propostas de Wittgenstein e voltemos a nossa maneira
anterior de encarar a situacio: Arquimedes descobriu a medida
da circunferéncia de um circulo de raio 1. Como frisamos, ja
tinhamos um significado preciso para a palavra "medir". Ja
mediamos mesas, terrenos, etc. Por outro lado, conheciamos
os circulos, sabiamos como reconhecé-los e até mesmo como
desenha-los. E sabiamos, é claro, a que segmento nos referia-
mos pela expressio "circunferéncia".

Chegamos entio ao ponto importante: 0s trés termos niao
s6 tinham significado isoladamente, eram usados separada-
mente, mas até mesmo jd eram empregados em conjunto. Ja podi-
amos, antes de Arquimedes, falar e conjecturar sobre qual se-
ria a medida da circunferéncia de um circulo. Ja usavamos os
trés termos juntos, exatamente no sentido em que os usamos
agora. Assim, Arquimedes teria respondido a uma pergunta
definida, uma pergunta dizendo respeito a essa medida. Teria
descoberto que ela era igual a 2 x 3,1416.... Ai se encontraria a
maior vantagem de nossa proposta inicial de abordagem do
feito do matematico grego. Com ela podemos como que "a-
pontar" para exatamente qual teria sido a contribuicio de Ar-
quimedes, antes que ela tivesse se dado. O Gedmetra grego te-
ria respondido a pergunta sobre qual seria a medida da circun-
feréncia de um circulo de raio um. Queriamos saber algo, e ele
nos respondeu. Estaria ai o seu mérito.

Vejamos com mais cuidado, no entanto, essa questio que
teria sido respondida por Arquimedes. Qual o significado de
se perguntar pela medida da circunferéncia de um circulo antes
de Arquimedes! De uma forma bem direta, simples e primiti-
va, poderiamos argumentar que, mesmo antes da obra do ge-
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Ometra grego, sabiamos como desenhar um circulo. Uma vez
de posse desse circulo, poderiamos tomar, digamos, um bar-
bante, cortd-lo do tamanho do raio e, com todo o cuidado,
medir quantas vezes esse caberia na circunferéncia. Estariamos
efetivamente medindo a circunferéncia do circulo de raio 1,
(exatamente a mesma coisa que teria sido feita, mais tarde, por
Arquimedes). De fato, antes mesmo de executarmos tal medi-
¢do, ja poderiamos antecipar certas coisas sobre a tal medida:
Pi teria necessariamente de ser menor do que, digamos, 15!
Claramente a circunferéncia niao é 15 vezes maior do que o seu
raio. Assim, contrariamente ao que sugere Wittgenstein, niao
parece ter havido nenhuma alteracdo nos sentidos das palavras
"medicio da circunferéncia do circulo". Ja faziamos isto antes
de Arquimedes, sua contribuicio tendo sido apenas, digamos,
a descoberta de um “método mais... preciso”.

DOIS TIPOS DE CIRCULOS: IDEAIS E EMPIRICOS

Retomaremos, neste ponto, a argumentacido de Wittgens-
tein: em que sentido Arquimedes teria feito a mesma coisa que
alguém que lancasse mao do "método do barbante" que des-
crevemos acima! Afirmamos que os dois estariam "medindo a
circunferéncia do circulo". Aqui comecam a aparecer as difi-
culdades de tentarmos aproximar o feito de Arquimedes da-
quele obtido por nosso fulano com a ajuda de seu barbante.
Os dois estariam medindo um circulo ou o circulo? A alguém
que tivesse acabado de executar uma medicio empirica de um
circulo, poderiamos claramente perguntar: "Exatamente que
circulo vocé usou para fazer sua medicao!" Duas pessoas, ainda
que usassem o mesmo método do barbante, mas que medis-
sem dois circulos muito diferentes, digamos, um muito maior
do que o outro, encontrariam certamente resultados igualmen-
te diversos. E poderiamos até mesmo chegar a descobrir que a
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figura utilizada por uma dessas pessoas, apesar de parecer com
um circulo, estava de fato mal desenhada, ndo era um circulo.

Mais do que isto, podemos até mesmo distinguir medidas
de um mesmo circulo executadas em tempos diferentes e por
pessoas diferentes. Podemos dizer que a medida executada essa
manha por fulano ¢é diferente da de beltrano, ainda que ambos
tivessem usado o mesmo circulo. Assim, no caso de uma medi-
cao em seu sentido empirico, nunca conseguimos "libertar-nos
completamente” da referéncia a um circulo especifico (aquele
que foi usado na medicio), de um agente executor (dessa me-
dicdo) e sequer de uma referéncia temporal, a ocasido especifi-
ca em que aquela operacio se deu. O mais adequado seria tal-
vez afirmar que, quando alguém executa a medicao usando um
barbante, ou qualquer outro método empirico de medicao, es-
ta medicdo é realizada com respeito a um circulo especifico em
uma ocasido especifica.

No caso da operacio "medicao matematica do circulo" le-
vada a cabo pelo gedmetra grego, o que diriamos! Faria senti-
do, como faziamos na situacio empirica, perguntarmos quan-
do exatamente Arquimedes executou sua medida, ou quantas
vezes ele a executou?! Nessa “medicio matematica”, precisaria-
mos saber também qual exatamente teria sido o circulo por ele
medido! Teria Arquimedes logrado medir a circunferéncia de
apenas um circulo (o circulo por ele empregado)! Em outras
palavras, poderia haver outro circulo com uma medida dife-
rente para a sua circunferéncia! Estariamos dispostos a aceitar
a possibilidade de alguém, mais tarde, descobrir (através de
uma medicio mais precisa) um circulo para o qual a medida
de Arquimedes falhasse! Wittgenstein escreve:

Suponha que em uma medicio encontrassemos valores diferen-
tes para a razao entre o raio e a circunferéncia. - Deveriamos en-
tao dizer que delimitamos o ntiimero Pi em intervalos diferen-
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tes! [...] Obviamente nio. Pois se todos aqueles intervalos acon-
tecessem de ser grandes demais, nio suporiamos que o valor de
Pi era maior, mas diriamos que tinhamos cometido um erro.

(1979, p. 61-2)

Existe uma maneira de tentarmos minimizar o fosso que
ameaca abrir-se entre os dois sentidos da palavra "medir" atri-
buindo a diferenca toda ao "objeto" das medicoes. Assim, diri-
amos que Arquimedes ndo teria medido “nenhum circulo em
especial”, mas os “circulos em geral”, ou talvez, pior ainda, que
teria medido um “circulo ideal”. Comecariamos assim a reco-
nhecer alguma diferenca entre dizermos que "Arquimedes me-
diu o circulo" e que "fulano mediu o circulo (com um barban-
te)”, mas tratariamos essa diferenca como sendo a de dois “ob-
jetos de medida diferentes”, um “real”, outro “ideal”. Também
isso traria problemas. Que relacio guardam entre si os dois ob-
jetos medidos, o “circulo ideal” e o “circulo real”? O que teria
a ver (a medicio de) um circulo-ideal com um circulo-
empirico! Nio se trata, é claro, de duas acepcoes completa-
mente nio relacionadas, como no caso da medicio de um “ca-
bo-de-panela” e de um “cabo-geografico”.

Wittgenstein nio nega que haja uma relacio entre o que
fez Arquimedes e o que faz alguém que lanca mao de um bar-
bante para medir um circulo. O problema esta exatamente em
determinar exatamente qual é essa relacio. Antes, nos pareceu
natural descrevé-la como duas instincias de "medicoes de cir-
culos". Porém os dois usos da palavra "medicio" ndo parecem
ser realmente equivalentes. E aqui o filésofo ndo se cansa de
nos advertir contra a idéia de tentarmos salvar a analogia entre
essas duas "medicoes", apoiados apenas em uma distincio do
objetos a serem medidos em cada uma delas (“objetos reais”,
“objetos ideais”). Ou seja, a estratégia de insistirmos na identi-
dade de sentidos para as duas “mensuracdes” e resolver nossos
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problemas postulando um “novo tipo de circulo”, um “circulo
ideal”.

A solucio de Wittgenstein, como sempre, ¢ insistir que o
que distinguiria os dois tipos de proposicoes nao seriam os ob-
jetos a que elas se referem - objetos ideais e objetos reais - mas,
sim, o cardter normativo das expressoes matemdticas. Assim, por
exemplo, com respeito a idéia de que a geometria trataria de
objetos ideais em oposicio a outros que seriam os "reais", Witt-
genstein escreve:

Geometria nio € a ciéncia de planos geométricos, linhas e pon-
tos, em oposicio a alguma outra ciéncia de grosseiras linhas fi-
sicas, faixas e superficies e as propriedades delas. A relacao entre
geometria e proposicoes da vida pratica, sobre faixas, fronteiras
de cores, bordas e cantos, etc., ndio é que as coisas de que a ge-
ometria fala, apesar de serem cantos e bordas ideais, parecem-se
com aquelas faladas em proposicdes praticas; ¢ a relacio entre
essas proposicdes e sua gramatica. (2005, § 114, p 391)

A SUGESTAO DA "MEDIDA EXATA"

Voltemos, uma vez mais, a sugestio de que haveria uma
atividade, uma tarefa, a tarefa de "medir um circulo de raio 1"
e que o sentido que estas palavras teriam seria 0 mesmo, tanto
para o feito de Arquimedes, como para o que faziam as pessoas
antes dele. Como vimos, essa proposta teria a vantagem de ex-
plicar o feito do grande matematico de maneira muito direta e
natural: havia algo que chamavamos de "medicido da circunfe-
réncia de um circulo". Varios tentaram medir esse segmento e,
por fim, Arquimedes finalmente teve sucesso. Ele conseguiu
medir aquele circulo que outros ja haviam tentado. Mas, o que
diriamos a respeito de outras pessoas que também mediram
circulos usando algum método empirico, como o barbante?
Nio teriam conseguido medir seus circulos! Por que nao! O
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que lhes teria “impedido”? Afinal, nio poderiam eles usar um
barbante (cortado do tamanho do raio) e tentar avaliar quantas
vezes esse barbante cabia na circunferéncia! Neste ponto, cos-
tuma aparecer outra proposta para resolver o problema dos
“dois tipos de medicio", uma idéia que ja mencionamos rapi-
damente antes, a idéia de “exatidao”.

Segundo essa proposta, em ambos 0s casos teriamos exe-
cutado uma medicio. Tentamos nio abrir mio disso. Apenas,
no caso de uma medicdo matemdtica, teriamos uma medicio “e-
xata”, em oposicio as medicdes empiricas (com barbantes, etc.),
que seriam “meras aproximacdes . Ja comentamos uma dificul-
dade inicial com essa solucio. Nao conseguiremos reservar as
“meras aproximacoes” apenas para o caso das medicoes empi-
ricas e as medicOes exatas, apenas para as medicOes matemati-
cas. Como vimos, gostariamos de poder dizer também que
o gedmetra grego nos teria dado um método de obtermos a-
proximacdes de Pi, em oposicio a medidas exatas (agora ma-
temadticas), como a afirmacio (matematica) de que o perimetro
do hexiagono ¢ igual a seis lados. Nos encontrariamos, entio,
na situacdo constrangedora de termos de afirmar que Arqui-
medes mediu o circulo “exatamente” (em um certo sentido), e
“apenas aproximadamente” (em um outro sentido).

Deixemos para um pouco mais adiante, porém, o proble-
ma de caracterizarmos esses dois sentidos da palavra "aproxi-
macio", sentidos esses capazes da estranha proeza de qualificar
a medicao de Pi proposta por Arquimedes, a0 mesmo tempo,
como sendo "exata" e "aproximada"! Antes disso precisamos
examinar com um pouco mais de detalhes o método de calcu-
lo por ele proposto. Esta exploracio nos ajudara entdo a dis-
tinguirmos, mais ao final deste capitulo, dois sentidos para a
palavra "aproximacio" (o empirico e o matemadtico), da mesma
forma que ocorrera no caso da palavra "medicio".
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O METODO DE ARQUIMEDES PARA O CALCULO DE
PI

Nosso interesse em nos
envolvermos na contribuicio de
Arquimedes ¢ argumentarmos
que essa se divide naturalmente
em duas “metades”, |
razoavelmente  indepen-dentes.
Comecaremos expondo o que

identificamos como a “primeira

metade” da contribuicio do
gedme-tra.  Arquimedes  teria
inventado um método para, a

partir do lado de um poligono
regular de m lados inscrito em
um circulo, calcular o lado de um
poligono (também regular e
inscrito no mesmo circulo) de 2n
lados. Em notacio moderna, a
funcio encontra-da pelo

fx) = /2 -4 — x2

(onde x ¢ o lado do poligono de n lados e f(x) ¢ o lado do
poligono de 2n lados). Assim, dado um lado de qualquer n-
agono (regular e inscrito em um circulo), o gedmetra podia a-

geOmetra seria:

gora determinar o lado de um 2n-4gono (inscrito no mesmo
circulo).

O proximo passo de Arquimedes, entio, (ainda nessa
primeira "metade" de sua contribuicio) foi escolher um poli-
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gono regular inicial para, a partir dele, ir calculando recursi-
vamente os lados de poligonos com um numero cada vez mai-
or de lados, ou seja, cada vez com o dobro do ntimero de lados
do poligono anterior. Varias escolhas sio possiveis para a base
desse processo recursivo, sendo uma das mais simples a do he-
xagono regular inscrito em um circulo de raio 1. Como sabe-
mos, o lado dessa figura também ¢ igual a 1, e assim podemos
montar nosso método recursivo para encontrarmos o lado de
qualquer poligono regular inscrito de 6.2" lados como sendo:

l(O) s 1

Iy =
" lniry = |2 —\/4 - U(n))z

onde 1, ¢ o lado de qualquer 6.2"-4dgono.

Uma vez de posse do lado de um 6.2"agono, podemos a-
gora facilmente calcular seu perimetro, bastando, ¢ claro, mul-
tiplicarmos Iy pelo ntimero de lados. Assim, a partir da fun-
cao acima, [An. l(n)], podemos montar uma outra funcio para
calcularmos diretamente o perimetro, [An. Pg,n], de nossos
6.2"-agonos. Teremos:

P(6_2n) =6X2"x l(n)

Assim, com [AN. Pg,n], temos um método, uma funcio,
para calcularmos o perimetro de qualquer 6.2"dgono, por mai-
Or que seja o n, ou seja, por maior numero de lados que tenha
o 6.2"dgono.

Até aqui, tudo estd bem. Mas, e dai? Seria essa a totalidade
da realizacio de Arquimedes! Estariamos sugerindo que tudo
que Arquimedes fez foi descobrir um método de se calcular
perimetros de 6.2"4gonos! Até agora ndo falamos nada sobre
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circulos (salvo na caracterizacio de nossos 6.2"-dgonos como
inscritos em um circulo de raio 1) e sequer mencionamos Cir-
cunferéncia alguma, apenas perimetros de poligonos. O qué
estaria faltando acrescentarmos a apresentacio do método de
Arquimedes, para chegarmos finalmente a um método de cal-
culo do valor de Pi que nos interessa! Dito de outra forma,
qual seria a conexdo entre o que expusemos até agora - essa
funcio "[An. Pgn]"- e o cilculo do valor de P7

Chegamos a segunda metade da contribuicio de Arqui-
medes da qual falavamos no inicio desta secio. A resposta é
obvia: Arquimedes usa a funcio [An.Pgon] para obter apro-
ximacoes (matematicas) de Pi. Ai estd, talvez, a real genialidade
do gedmetra grego. Poderiamos facilmente imaginar que o mé-
todo, a funcio [An. Pg,n], ja fosse conhecida e usada ha mui-
to tempo para calcular, por exemplo, o perimetro de poligonos
com numero par de lados a partir de lados de figuras mais
simples ou com um numero impar de lados. Com uma pe-
quena alteracio nas funcdes acima - partindo de uma base i-

gual a V2 - poderiamos ter uma funcio que calculasse os pe-
rimetros das sucessivas subdivisdes dos lados de um quadrado,
os 2"dgonos. Mas, tais empregos do método recursivo que ex-
pusemos, ainda que tivessem sido comuns antes de Arquime-
des, ndo alterariam em muito o calibre de sua contribuicio.
Acompanhando Wittgenstein, podemos dizer que, ao usar
[An. P¢ on] para calcular P, Arquimedes estabelece todo um
novo uso, um novo sentido para aquele método recursivo, pois
nao podemos, por um instante sequer, confundir a contribui-
cio de Arquimedes e o cilculo do valor de Pr com um mero
método de calculo de perimetro de poligonos, por mais enge-
nhoso que esse possa ser. Mais uma vez, segundo Wittgenstein,
poderiamos afirmar que Arquimedes de fato estabeleceu um
novo simbolo, um novo calculo, um uso completamente dife-
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rente para aquele método de calculo de perimetros. Assim, se
nos referimos ao método de calculo de perimetros de 6.2™
dgonos COmMo

(1) P6.Z" - 6 271. l(n)

Poderiamos distinguir o novo cédlculo, o novo uso que Arqui-
medes concebe para esse mesmo método, a ele nos referindo
como:
(2) T =1limé6.2". l(n)

oo

Podemos agora discriminar claramente os dois pontos
fundamentais da contribuicio de Arquimedes de que falamos
acima: o primeiro ponto corresponde a invencao do método
(1) de célculo geral de perimetros e o segundo ponto seria o
uso deste método para a aproximacio de Pi ou seja, a nossa
proposicio (2).

Ainda que aceitemos o aparecimento de um novo simbo-
lo, de um novo uso para (1), como quer Wittgenstein, ainda
assim, em que exatamente consistiria, na opiniao de fildsofo,
esse novo calculo!? A estratégia de Wittgenstein aqui é a de
sempre: para respondermos essa pergunta, temos de discrimi-
nar os dois sentidos da palavra "medir" como ja vinhamos fa-
zendo e, mais importante do que isto, novamente discriminar
dois sentidos da palavra "aproximacio”, um empirico e outro
matemdtico. Uma vez separados estes dois sentidos para os dois
termos - o sentido empirico e o0 matematico - podemos escla-
recer entdo a énfase de Wittgenstein no carater normativo,
como um “padrio de correcio”.
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DOIS SENTIDOS PARA "MEDICAQO', DOIS SENTIDOS
PARA "APROXIMACAO"'

Retomaremos agora a nossa exposicio de uma sugestio a-
cima segundo a qual manteriamos a mesma idéia de “medi-
cao” nos dois casos (matematico e empirico), retorquindo que,
no primeiro caso (matematico) Arquimedes mediu exatamente
a medida do circulo. E, no segundo caso, o das medicoes em-
piricas, o mensurador obteria apenas resultados aproximados
daquela (mesma) medida. Chegamos aqui a uma parte impor-
tante do argumento de Wittgenstein. Comecemos pelo relato
de uma curiosidade historica. O climax da obra Sobre a medicdo
do circulo, que contém a contribuicio de Arquimedes, nio ¢ a
apresentacdo de seu método, mas, estranhamente para os pa-
droes modernos de matematica, a apresentacio da seguinte a-
proximacio de Pi:

10 1
3ﬁ <1t<37

Sua proposicio numero III (Arquimedes, 1952, p. 448) ¢
exatamente a afirmacdo daquela desigualdade e o famoso mé-
todo dos poligonos circunscritos ¢ apresentado apenas como
prova daquela proposicio. Ora, na época de Arquimedes, ja
havia outras aproximacdes de Pi. Em um conhecido livro de
E.W.Hobson sobre a historia de Pi, somos informados de que

os Babilonicos ja usavam o numero 3 como aproximacio de

256

Pi, e que os egipcios usavam uma aproximacio melhor, 81

(HOBSON 1913, p. 13). Além disso, Hobson nos explica que
a aproximacio de 3 usada pelos babilonicos nao era derivada
de medicoes empiricas, mas baseada em argumento a priori, ja
conhecido na época, de que o lado de um hexagono inscrito é
igual ao seu raio.
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Assim, podemos formar um quadro completo da situacio
destas expressdes - "medicio do circulo" e "medicio aproxi-
madas do ciculo" - na época em que Arquimedes escreveu sua
obra. Ja fazia sentido, entdo, afirmarmos de alguém, digamos,
que essa pessoa tinha medido a circunferéncia de um circulo
(empiricamente). Além disso, também podiamos afirmar da
medicio empirica executada por alguém, que essa era “apenas
aproximada”, com isso nos referindo ao fato de que a pessoa,
digamos, havia usado um barbante “grosso demais”, ou talvez
tivesse apenas avaliado “num golpe de vista” aquela medida.
Por outro lado, podiamos falar em aproximacdes matematicas
de Pi, como as aproximacoes de Babilonicos e Egipcios. E fi-
nalmente com Arquimedes, podiamos falar em medicoes ma-
tematicas do valor de Pi, em uma medicio matematica dessa
magnitude.

Ora, o importante aqui é que esses varios sentidos ndo se
confundem. Assim, podemos dizer que Arquimedes mediu o
circulo no sentido em que afirmamos que ele estabeleceu que:

T =1limé6.2".1l(n)
n—-oo

Por outro lado, podemos dizer que 3 e 3 % sa0 aproxima-

coes matematicas de P4, resultados de argumentos conduzidos
de forma completamente a priori. Podemos falar também, em
medicoes empiricas da circunferéncia (digamos, com um bar-
bante) e, até mesmo, medicdes empiricas aproximadas da cir-
cunferéncia (digamos, feitas por um golpe de vista). Mas essas
quatro nocdes ndo se misturam. Por exemplo, o calculo de Pi
de Arquimedes nio era “aproximado” no sentido de “executa-
do sem muito cuidado e rigor”.
Vejamos mais cuidadosamente esses varios sentidos de
« L)) « . ~ . o«
medir” e de “aproximacio”. Tomemos inicialmente as duas
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versdes matemadticas, de “medicoes empiricas da circunferén-
cia’ e “medicdes empiricas aproximadas da circunferéncia”.
Sabemos que a aproximacio de Arquimedes que aparece em
sua proposicao III, 3 %, também corresponde, é claro, ao pe-
rimetro de algum 6.2™agono. Para melhor distinguirmos as
duas etapas da contribuicio de Arquimedes poderiamos mes-
mo imaginar, como fizemos acima, que alguém, antes do tra-
tado sobre o circulo, conhecesse o processo recursivo
[An. P, 2] e tivesse até mesmo usado o método de Arquime-
des para chegar & mesma aproximacdo do gedmetra grego, 3 %.
Porém, poderiamos perfeitamente imaginar que essa pessoa
como tomando sua aproximacio do valor de Pi como apenas
“mais uma aproximacio daquele valor”, como o valor “3” que
os Babilonicos usavam (que alids, ¢ uma aproximaciao de Ar-
quimedes para n = 0). Claramente, uma pessoa assim nao teria
se dado conta do uso do algoritmo de Arquimedes como um
método geral de se obter aproximacdes (cada vez melhores) de
Pi. Em poucas palavras, essa pessoa nido teria entendido
[An. P, 2] como:

=1limé6.2".l(n)
n—oo

Tal pessoa nao teria feito o que Arquimedes fez, ainda
que tivesse usado seu método para chegar & mesma aproxima-
cio que ele chegou! Se perguntissemos a ela qual seria a apro-
ximacdo seguinte, provavelmente ela nio entenderia do que
estavamos falando. De uma pessoa assim nao poderiamos dizer
que ela tenha medido (matematicamente) o circulo. Poderia-
mos, no maximo, dizer que ela “encontrou uma boa aproxi-
macio usando um método muito engenhoso, método este que
mais tarde seria usado por Arquimedes [...]”. Da mesma forma,
nao podemos dizer que os egipcios, ou babilonicos mediram Pi
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. - 256 . .
com suas aproximacoes de 3 e a1 Como dizemos que Arqui-

medes conseguiu. Exatamente por se tratarem de aproximacdes

256

(matematicas), nio podemos dizer que 3 ou 51 Sejam uma

medicées de Pi.
Vejamos agora o uso empirico da palavra "aproximacao".
Imaginemos novamente que um fulano tenha medido a cir-
cunferéncia de um circulo com seu indefectivel barbante. Aqui
podemos afirmar que ele medira empiricamente o circulo. Mas
nesse caso, supondo que tal Fulano tenha feito o processo to-
do com bastante cuidado, nao ha sentido em dizer que ele te-
nha medido aquele circulo apenas "aproximadamente". Por
que qualificariamos seu esforco assim, de “meramente aproxi-
mado”? E claro que poderiamos qualificar seu valor de "apro-
ximado", ainda que a medicdo tivesse sido bem executada, u-
sando como estalio uma aproximacio matematica. Assim, por
exemplo, poderiamos dizer que se o valor obtido por fulano
10 3 10

nao estivesse entre 3 — ¢ 3 22, sua medicao (apesar de cuida-

dosa) nao teria sido muito exata.

Chegamos, a essa altura, a mais um daqueles argumentos
que Wittgenstein considera extremamente perigosos. O fildso-
fo nos alerta contra esse argumento em varios trechos de seus
escritos, sempre em tom de reprovacio. Trata-se de uma tenta-
tiva de reintroduzirmos uma simetria entre aproximacio ma-
temdtica e aproximacdo empirica, argumentando que, assim
como dizemos que toda a aproximacio matemadtica nio ¢ exata
(precisamente por se tratar de uma aproximacio), também as
medicoes empiricas seriam sempre e necessariamente aproxi-
macdes, nio importando seu resultado, nio importando o
cuidado com que tenham sido feitas. Diriamos que qualquer
processo de medicio, por maior que fosse o esmero técnico em
sua conducio, seria apenas e sempre ‘meramente aproxima-
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do”, simplesmente porque "toda medicio empirica ¢ aproxi-
mada".

Suponhamos que antes da época de Arquimedes, alguém
tivesse executado aquele grande projeto de pesquisa e tivesse
medido o valor de Pi usando um circulo de vérios quildmetros.
Que sentido haveria, apds terminado o trabalho todo, anteci-
padamente sentenciarmos sua medicio como sendo “apenas
aproximada”? Por que nio poderia ser ela exata? E claro que,
no caso especifico de Pi, quando muitos anos mais tarde ob-
temos a prova matematica de sua irracionalidade?, passaria a
fazer sentido afirmarmos que uma medida empirica de Pi ndo
pode ser exata. Ou, como certamente preferiria Wittgenstein,
uma declaracio que envolvesse a idéia de uma “medicio exata
de Pi” passaria a ser tomada como um indicio de falta de fami-
liaridade com a matematica moderna. Mas, por que ndo pode-
riamos dizer que, se desenhamos um hexagono de didmetro de
comprimento 1 e, ao medirmos seu perimetro, encontramos
6, encontramos empiricamente o comprimento exato daquele
perimetro!

Na auséncia de um argumento assim, distinguindo “me-
didas” racionais e irracionais, o que estariamos querendo dizer
quando simplesmente caracterizamos em geral as medicoes
empiricas como sendo “apenas aproximacdes’, grosserias “co-
pias empiricas de idéias abstratas”? Poderiamos estar nos refe-
rindo, é claro, a algum outro critério, uma outra técnica de
medicdo, como por exemplo, a medicio do nimero de marcas
que uma roda deixaria em um longa estrada. Dividiriamos en-
tio o comprimento total do percurso pelos numeros de inter-
valos e teriamos uma medicio de Pi. E poderiamos dizer que
essa medicio é melhor do que a outra, pois lancaria mio de
um circulo muito grande (assim como dizemos que uma medi-
cdo feita com uma régua apenas com marcacoes de centime-
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tros é pior do que uma feita com uma que tenha marcacoes
em milimetros). Mas o que estariamos tentando dizer quando
afirmamos que todas as medicoes empiricas sio necessaria-
mente inexatas! [nexatas em relacio a qué!

Na melhor das hipdteses estariamos apelando para uma
maneira estranha de sublinharmos o carater empirico dessas
medicoes. Mas, entdo, novamente o fildsofo sugeriria reformu-
larmos nossa distincio em termos de uso das expressdes, sem
confundir a sentido desses termos quando usados em afirma-
coes empiricas, com esses (mesmos) termos no interior de a-
firmacoes matematicas (as “regras”). Nao deveriamos falar de
uma medicio “ideal” que seria “exata” e frente a qual todas as
medicoes “reais” seriam “aproximadas”. Ao invés disso, Witt-
genstein sugere que, nesses casos empiricos, a idéia de exatidiao
absoluta de uma medida (ndo exatidio relativa, de um par de
medicoes) sequer faria sentido. Isso aconteceria em contraste
com o caso de quais outras expressdes! Nio faria sentido esse
sentido absoluto como no caso das afirmacdes matematicas.
Nosso resultado final, longe de ser uma aproximacio das no-
coes de “medicoes empiricas” e de “regras matematicas”, sub-
linharia mais uma vez a imensa diferenca conceitual entre es-
sas duas expressoes.

Wittgenstein aborda as distincoes gramaticais entre esse
par de conceitos -“aproximacio matematica” e “aproximacio
empirica” - em varios pontos de sua obra:

O que a palavra "exatidao" significa’ Serd exatidao real se vocé
devesse chegar para um cha as 4:30 e entrasse quando um relo-
gio bate 4:307 Ou s6 teriamos exatiddo se vocé comecasse a a-
brir a porta no momento que o reldgio comecasse a bater! Mas
como esse momento deveria ser definido, e como deveria "co-
mecar a abrir a porta" ser definido? Seria correto dizer-se, "E di-
ficil de dizer o que seria exatidao real, ja que tudo o que conhe-
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cemos sdo apenas aproximacdes grosseiras"! (WITTGENSTEIN
L. 1960, p. 81)

No final de uma discussio nas Inwvestigacées Filoséficas exata-
mente paralela A citacio acima, do Brown Book, o proprio
Wittgenstein responde sua pergunta:

Nenhum ideal #nico de exatidio foi estabelecido: nio sabemos
o que deveriamos imaginar sobre esse titulo - salvo se vocé
mesmo estabelecer o que deve ser chamado assim.

(WITTGENSTEIN L. 2001, p. 36)

Resumindo o que obtivemos até agora, podemos dizer que
babildonicos e egipcios tinham aproximacoes matemdticas de Pi,
mas nao que tenham matematicamente medido a circunferéncia
do circulo, como fez Arquimedes, exatamente por se tratarem
de aproximacdes. Por outro lado, podemos dizer que alguém
empiricamente mediu um circulo (com nosso barbante), mas,
nesse caso, sua medida nio seria aproximada, salvo em um sen-
tido reprovador, comparando-a com outra medicio mais cui-
dadosa ou, o que nos interessa mais, em relacio a uma apro-
ximacao matematica.

A CONTRIBUICAO DE ARQUIMEDES, SEGUNDO
WITTGENSTEIN

Podemos retornar ao problema com o qual iniciamos nos-
sa reconstrucio: em que consistiria a contribuicio de Arqui-
medes? Haviamos sugerido que sua contribuicio era a desco-
berta de uma medida, a medida da circunferéncia de um circu-
lo de raio 1. Essa maneira de expormos o problema tinha a
grande vantagem de simplificar muito nossa apresentacio do
problema. Durante todo o tempo, faldvamos diretamente so-
bre medidas. As pessoas mediam circulos antes de Arquimedes,
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varios tentaram, e, finalmente, o matematico grego chegou a
sua famosa medida. O problema com essa forma de exposicio
é, como vimos, uma mistura entre significados empiricos e ma-
tematicos de expressdes como "medida". Assim, se por um lado
nossa proposta simplificava muito nossa exposicio do que Ar-
quimedes fez, por outro, aproximava aquela proposta pertur-
badoramente de conquistas completamente diferentes e muito
menos importantes. Niao gostariamos de ter que abdicar da
fronteira entre a conquista de Arquimedes e uma medicio
qualquer, executada com um barbante sobre um circulo traca-
do em um papel. O grande gedmetra nido fez apenas mais uma
medicao do circulo, como tantos haviam feito antes dele. Sua
medicio era diferente das outras.

Nesse ponto, acabamos topando com um novo ingredien-
te em nossa discussio: a idéia de exatiddo. Propusemos entio
uma solucio para distinguirmos o feito de Arquimedes de uma
medicio empirica qualquer. Continudvamos afirmando que
ele teria medido o circulo, no mesmo sentido do que muitos
haviam feito antes dele, apenas o teria feito exatamente, em
oposicdo as outras medicdes anteriores que seriam meras "a-
proximacoes". Novamente tivemos problemas. Gostariamos de
afirmar que, em contraste com uma medicio matemadtica co-
mo a do perimetro de um hexdgono, a medicio de Arquime-
des s6 nos fornecia aproximacdes. Mas isto ameacava borrar,
mais uma vez, a distincdo entre o feito de Arquimedes e qual-
quer medicio empirica do circulo. Haviamos dito que as me-
dicoes empiricas eram apenas aproximadas. Mas agora, em
contraste com o caso do hexagono, gostariamos de qualificar a
medicio de Arquimedes como nos fornecendo também, mas
em um outro sentido, apenas aproximacoes.

A solucao de Wittgenstein se d4 novamente distinguindo
dois sentidos para a palavra "aproximacdo”, um matematico e

80 PHILOSOPHOS 12 (2): 55-85, jan./jun. 2007



ARTIGO WITTGENSTEIN E A MEDIDA DA CIRCUNFERENCIA

outro empirico, da mesma forma que haviamos feito para a
nocio de medida. Assim, o namero 3 dos babilonicos, apesar
de ser um valor muito grosseiro para Pi, era usado como uma
aproximacio matemadtica, por ser igual ao perimetro do he-
xagono. Assim, podiamos afirmar que era uma medida apro-
ximada de Pi, nio porque tivesse sido mal executado, ou por-
que tivéssemos duvidas a seu respeito, mas porque esse valor,
apesar de proximo, necessariamente era diferente de P

Chegamos ao nucleo da sugestio de Wittgenstein. A con-
tribuicio de Arquimedes ndo fala diretamente sobre uma me-
dida (empirica), nem sequer fornece uma aproximacdo de uma
medida (empirica). O que o gedmetra nos ofereceu foi um no-
vo critério geral para determinarmos o sentido de alegacoes da
proximidade de pares de medicées (empiricas) do circulo. Ou se-
ja, seu método nos fornece uma cota superior e uma cota inferior
para essas medicoes (empiricas). E aqui é importante lembrar-
mos nossa divisdo de sua contribuicio em duas partes, pois ela
nos da a chave para o seu real mérito. Mais do que apenas nos
fornecer um método geral para encontrarmos a medida (exata)
de perimetros de 6.2"4gonos, o que seria apenas a primeira
metade de seu feito, Arquimedes propds um uso completa-
mente diferente para seu algoritmo. Usariamos aquele algo-
ritmo, ndo como um método geral para encontrarmos medidas
matematicas (de perimetros de poligonos), mas como um mé-
todo igualmente geral para encontrarmos aproximacdes ma-
tematicas de Pi. E, por fim, ainda segundo Wittgenstein, usari-
amos essas aproximacdes matematicas para julgarmos o senti-
do (ou nio) de alegacdes de uma maior exatidio de uma medi-
cao empirica sobre outra.

Poderiamos, a titulo de conclusdo, imaginar uma situacio
extrema. Alguém, lancando mao das técnicas mais complicadas
e sofisticadas possiveis, encontra uma medida (empirica) para a
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circunferéncia de um circulo e outra pessoa, apostando apenas
em seu golpe de vista e em sua sorte, encontra outra medida.
Usando nossa nova técnica de “aproximacdes matematicas’,
ainda que a medicio do primeiro possa parecer mais exata do
que a do segundo, se encontrarmos um intervalo que conte-
nha a segunda medicio, mas nio a primeira, nosso vere-
dicto sera implacavel: a segunda medida ¢ mais exata do que a
primeira. De nada adiantaria insistirmos nos cuidadosos deta-
lhes que foram levados em conta na primeira medicio. Qual-
quer alegacio de erro no julgamento da exatidiao relativa das
duas medidas teria de necessariamente passar pela indicacio
de um erro na execucio do algoritmo de Arquimedes.

Dai podermos afirmar de forma mais precisa que, com
Arquimedes, passamos a usar a execucio (correta) de seu algo-
ritmo como critério julgador de alegacdes sobre a exatidao re-
lativa de medicdes empiricas. Nas palavras do proprio fildsofo:

Se tomo a construcdo [da bissecio de um angulo] como meu
critério, de jeito nenhum posso checar os angulos medindo-os.
Seria muito mais o caso de: se a medicdo der uma diferenca, di-
rei: "O compasso estava ruim, aquilo nio era uma linha reta,
etc. Pois a construcio ¢ agora meu padrdo de acordo com o qual

julgo a qualidade da medicio. (WITTGENSTEIN L. 1979, p.
205)

COMENTARIOS FINAIS

Iniciamos nosso artigo mencionando duas teses terrivel-
mente contra-intuitivas propostas por Wittgenstein em sua fi-
losofia da matematica. A primeira dessas teses - da “mutacdo
semdntica das provas’ - afirma que nunca logramos confirmar
(ou infirmar) nenhuma conjectura matemadtica porque, na o-
pinido do filosofo, o advento da prova envolve sempre uma al-
teracdo no proprio sentido dos termos envolvidos na conjectu-
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ra original. A segunda tese, igualmente estranha - a tese da ndo-
predicatividade das regras - afirma que, ao contrario do que
normalmente pensamos, a matemadtica jamais deve ser enten-
dida como falando sobre objetos, objetos esses que deveriam
ser entendidos como sendo “abstratos”, em contraste com o0s
objetos empiricos ordinarios, os corpos.

A matematica nio falaria sobre objetos, sejam eles empiri-
cos ou abstratos. As proposicdes matematicas seriam regras pa-
ra julgarmos alegacdes empiricas, descartando certas alegacoes
como sendo “absurdas”. Como afirmamos em nossa introdu-
cdo, as duas estranhas teses de Wittgenstein tem uma estreita
conexao entre si. Em poucas palavras poderiamos dizer que, ¢é
porque imaginamos que a matematica fale sobre objetos (abstra-
tos) que nos deixamos iludir imaginando também que as re-
gras matematicas respondam as conjecturas anteriores: a apro-
ximacdo entre o sentido dos termos antes e depois da prova é
justamente levada a cabo pela postulacio de objetos (“ideais”)
que funcionam como pivds, conectando os dois momentos.
Tudo isso, no entender do filésofo, seria apenas o resultado de
uma aproximacio enganadora (uma “irrefithrende Analogie”) en-
tre contextos de aplicacio empiricos e regras matemdticas con-
tendo os mesmos termos. As regras matematicas ndo falam dire-
tamente sobre a realidade, nenhuma realidade, como uma realida-
de platdnica abstrata de objetos ideais. As regras matematicas
estabelecem novos critérios para o emprego de termos antigos,
alterando assim, seus sentidos. Mais uma vez, nas palavras do
filosofo.

Pode-se também exprimir-se de forma grosseira dizendo-se que
proposicdes matematicas contendo certo simbolo sio regras pa-
ra o uso daquele simbolo, e que esses simbolos podem agora ser

usados em afirmacdes ndo matemdticas. (WITTGENSTEIN
1976, p. 33)
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Ao longo desse artigo nio pretendemos ter mostrado mais
do que um caminho para oferecer alguma razoabilidade a essas
estranhas teses e, ainda assim, atacando, nio o problema em
toda a sua generalidade, mas nos restringindo a um caso ma-
tematico especifico, a famosa medicio arquimediana da cir-
cunferéncia.

Abstract: Wittgenstein’s philosophy of mathematics involves two highly
controversial theses: the idea that mathematical propositions are not
about (abstract) objects and the idea that no mathematical conjecture is
ever answered as such, because the advent of the proof always deter-
mines a semantical shift of the meanings of the terms involved in the
conjecture. The present article offers a reconstruction of Wittgenstein’s
arguments supporting these theses within a very restricted setting: Arc-
himedes’ discovery of an algorithm for calculating the number Pi.

Key-words: Wittgenstein; Philosophy of mathematics; continuity.

NOTAS

1 Esse ponto distingue claramente Wittgenstein de um In-
tuicionista. Apesar desse ultimo nido aceitar, como o clas-
sico, uma concepcio de “verdade matematica” como sen-
do logicamente independente da idéia de “demonstra-
cao”, por outro lado, para um construtivista assim, a pro-
pria nocao de “prova’ envolveria a determinacio anteci-
pada das condicoes que objeto deveria satisfazer para esse
poder ser uma demonstracio de uma dada proposicio.

2 Obtida por J. H. Lambert em 1768 (Wikipedia, The free
Encyclopedia)
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