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В ЭТОЙ СТАТЬЕ МЫ РАССКАЖЕМ
о двух классических результатах тео-

рии графов – теоремах Кёнига [1] и Ви-
зинга [2]. Стандартные доказательства этих
теорем можно прочитать, например, в кни-
ге [3]. Мы же получим доказательства из
анализа выигрышных стратегий в некото-
рой карточной игре. Для начала давайте
познакомимся с игрой.

Правила карточной игры

Зададимся произвольным натуральным
числом k, которое будет в дальнейшем
означать количество стопок карт в игре.
Игру с данным k будем называть k-игрой.
В игре будут участвовать игрок и чер-

тик. Перед началом чертик выбирает чис-
ло m kt , определяющее число различных
достоинств карт (скажем, если 3m  , у нас
будут карты трех достоинств; назовем их
1-карты, 2-карты и 3-карты). Затем чер-
тик создает km карт для игры: k штук
1-карт, k штук 2-карт , …, k штук m-карт.
После этого чертик раскладывает карты в
k стопок таким образом, чтобы в каждой
стопке была хотя бы одна карта и при этом
каждая стопка содержала не более одной
карты каждого достоинства. Обозначим
число карт в i-й стопке через in , тогда
последовательность ( 1, , kn n… ), описываю-
щую число карт во всех стопках, назовем
раскладом игры. Оставшиеся карты, не
вошедшие в стопки, образуют колоду.
(Считаем, что все карты в стопках и в
колоде всегда видны игрокам.)
Например, рассмотрим игру с k  3, кар-

тами 4 достоинств, т.е. с m  4, и раскла-

дом � �1,1,3 . Чертик кладет одну карту в
первую стопку, одну во вторую, три – в
третью, остальные карты останутся в ко-
лоде. На рисунке 1 изображено возможное
начальное состояние этой игры.

Ход игрока. Игрок выбирает некоторую
стопку, в которой есть a-карта, но нет
b-карты, и меняет a-карту на b-карту из
колоды (отметим, что b-карта в колоде
найдется, так как b-карт всего k штук).
Иными словами, игрок может поменять
любую карту в любой из стопок на карту
из колоды, если только это не приведет к
тому, что в стопке окажутся две карты
одного достоинства.

Выигрыш. Игрок побеждает, если перед
началом своего очередного хода он может,
выбирая из каждой стопки по одной карте,
набрать k карт различных достоинств.
Такой набор будем называть выигрышным
набором.
Чертик усложняет игру: ему разрешено

перемещать определенным образом карты
после каждого хода игрока. Существует
или нет выигрышная стратегия у игрока,
зависит от того, как именно может дей-
ствовать чертик.
Для начала рассмотрим «крайние» слу-

чаи.
Ленивый чертик. После каждого хода

ленивый чертик ничего не делает.
Может ли игрок выиграть? Конечно.
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стопке с номером i нет i-карты, поменять
какую-либо карту из этой стопки на i-карту
из колоды (так как всего в игре k штук
i-карт, то такая карта в колоде найдется).
В приведенном на рисунке 1 примере

игроку для выигрыша достаточно заме-
нить 2-карту в первой стопке на 1-карту в
колоде (рис. 2). Теперь есть выигрышный
набор, и ленивый чертик проигрывает.
Вредный чертик. После каждого хода

вредный чертик отменяет то, что только
что сделал игрок. Тем самым, если игрок
поменял в некоторой стопке a-карту на b-
карту из колоды, то вредный чертик меня-
ет ее обратно.
Ясно, что с таким чертиком игрок побе-

дить не сможет, если только начальная
позиция уже не была выигрышной для
игрока.

Некоторые интересные чертики

Игры с ленивым и вредным чертиками
оказались скучными. Рассмотрим более
содержательные примеры чертиков. Забе-
гая вперед, скажем, что выигрышные стра-
тегии в играх с этими чертиками и приве-
дут нас к доказательству теорем Кёнига и
Визинга.

Чертик Кёнига. Пусть игрок поменял
a-карту из i-й стопки на b-карту из коло-
ды. Отвечая на этот ход, чертик Кёнига
либо не делает ничего, либо выбирает
стопку, отличную от i-й, которая содержит
b-карту, но не содержит a-карту, и меняет
ее на a-карту из колоды.

Теорема 1. У игрока есть выигрышная
стратегия против чертика Кёнига для
любой k-игры.

Доказательство. Допустим, чертик на-
чал k-игру с раскладом � �1, , kn n… . Рас-
смотрим максимальный набор карт раз-
личного достоинства, который игрок мо-
жет собрать, взяв не более одной карты из

каждой стопки. Если этот набор содержит
k карт, то этот набор – выигрышный. В
противном случае есть стопка, скажем с
номером i, из которой игрок не выбирал
карт для максимального набора. Найдется
число b md  такое, что в нашем максималь-
ном наборе нет b-карты. В i-й стопке нет
b-карты (иначе мы бы добавили ее к мак-
симальному множеству, что противоречи-
ло бы максимальности). Но в i-й стопке
есть хотя бы одна карта – пусть это a-карта.
Тогда игрок может заменить a-карту из
этой стопки на b-карту из колоды.
Чертик в ответ либо не делает ничего,

либо меняет b-карту из некоторой другой
стопки на a-карту из колоды, а значит, не
сможет помешать игроку перед началом
следующего хода увеличить предыдущий
максимальный набор на b-карту из i-й
стопки.
Повторяя этот процесс, игрок может

добиться, чтобы в максимальном наборе
стало k карт, и, таким образом, выиграть.
Теорема доказана.

Чертик Визинга. Рассмотрим теперь игру
с чертиком Визинга. Допустим, игрок по-
менял a-карту из i-й стопки на b-карту из
колоды. В ответ чертик Визинга либо
ничего не делает, либо выбирает стопку,
отличную от i-й, которая содержит b-карту,
но не содержит a-карту, и меняет b-карту
на a-карту из колоды или выбирает стоп-
ку, отличную от i-й, которая содержит
a-карту, но не содержит b-карту, и меня-
ет a-карту на b-карту из колоды.

Теорема 2. У игрока есть выигрышная
стратегия против чертика Визинга для
любой k-игры с раскладом � 1,n … , �kn , в
котором не более чем одно in  равно 1.1

Доказательство. Предположим, что у
игрока есть стратегия получить перед сво-
им ходом позицию, в которой найдется
некоторое непустое подмножество S из

1s kd �  стопок и такой выбор s карт
различных достоинств (скажем, это

1a -, , sa… -карты) по одной карте из каждой
стопки из S, что карты этих достоинств не

1 По сути стратегия игрока частично основа-
на на доказательствах теоремы Визинга из [4]
и [5].

Рис. 2
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встречаются в стопках не из S. Такую
позицию мы назовем приводимой по сле-
дующей причине.
Пусть T – множество всех стопок, не

принадлежащих S, и пусть их t k s �
штук. Игрок может мысленно удалить все

1a -, , sa… -карты из колоды и сыграть t-игру
со стопками из T (при этом если чертик в
каком-то ответном ходе задействовал стоп-
ку из S, то можем считать, что в нашей
t-игре он ничего не сделал). Отметим, что
расклад в t-игре удовлетворяет условию
теоремы 2. Если игроку удастся выиграть
в t-игре, т.е. набрать из стопок T карты
различного достоинства, то, объединив эти
карты с картами 1, , sa a…  из S, он добьется
выигрыша в исходной k-игре. Иначе, иг-
рая в t-игру, игрок снова дойдет до приво-
димой позиции и т.д., пока не придет к
1-игре, которая, очевидно, выигрышная.
Покажем, что в любой игре игрок дей-

ствительно может дойти до приводимой
позиции.
Предположим, что есть не более 1k �

достоинств, появляющихся на картах в
стопках. По условию теоремы 2 в стопках
находится не менее � �2 1 1 2 1k k� �  �  карт.
Из принципа Дирихле получаем, что ка-
кое-то достоинство, скажем a-карта, появ-
ляется в трех или более стопках. Посколь-
ку всего в стопках не более 1k �  достоинств,
игрок может выбрать достоинство b, не
появляющееся ни в одной стопке, и поме-
нять местами а-карту в одной из стопок на
b-карту из колоды. Поскольку ни одна
другая стопка не содержит b-карту, после
ответа чертика b-карта останется в стопке,
а кроме того, в стопках все еще останется по
крайней мере одна а-карта. Таким образом,
игрок увеличил количество достоинств,
появляющихся на картах в стопках.
Он может повторять эту процедуру до

тех пор, пока в стопках не появится не
менее k различных достоинств.
Теперь покажем, что любая позиция с k

или более различными достоинствами карт,
появляющимися в стопках, либо является
приводимой, либо уже выигрышная (т.е.
игрок сразу может выбрать выигрышный
набор из k карт).

Предположим, у нас есть такая позиция,
и пусть A – множество из k различных
достоинств, появляющихся в стопках.
Выберем наименьшее непустое подмноже-
ство B из A такое, что достоинства из B
появляются не более чем в B  стопках.
Мы можем это сделать, поскольку A само
является таким подмножеством.
Если B  1, то пусть c – единственная

стопка, содержащая карту достоинства из
B. Тогда наша позиция приводимая, где

^ `S c .
Пусть теперь 2B t . Выберем произ-

вольное b из множества B и уберем его,
получив множество Bc. Из условия мини-
мальности множества B следует, что дос-
тоинства из Bc появляются по крайней
мере в 1B Bc �   стопках. Следователь-
но, достоинства из B появляются в точно-
сти в B  стопках. Допустим, S – множество
этих стопок. Покажем, что, выбирая из
каждой стопки множества S по одной
карте, можно набрать карты разных досто-
инств, отсюда и будет следовать, что пози-
ция приводимая.
Мы можем сделать это, используя лемму

Холла, известную также как теорема о
свадьбах ([6], [7]).
Лемма Холла. Пусть есть n юношей и

n девушек. Предположим, что для каж-
дой группы, состоящей из k девушек
(k  1,2,…) имеется по крайней мере k
юношей, имеющих друзей среди этих де-
вушек. Тогда каждого юношу можно же-
нить на девушке, с которой он дружит.
Чтобы применить теорему Холла в на-

шем случае, будем считать, что множество
стопок S – это юноши, а множество досто-
инств B – это девушки. Для каждой де-
вушки b из B юноши, с которыми она
дружит, будут стопки из S, содержащие b-
карту.
Мы знаем, что S B  и для любого

подмножества C множества B достоинства
из C присутствуют по крайней мере в C
стопках. Тем самым, для любой группы
девушек существует группа юношей тако-
го же размера, в которой у каждого юноши
есть по крайней мере одна знакомая де-
вушка. Значит, условия теоремы Холла
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выполнены и каждого юношу можно же-
нить на девушке, с которой он дружит. Но
это в точности и означает, что мы можем
выбрать набор карт разных достоинств по
одной карте из каждой стопки в S.
Если S k , то это выигрышный набор.

Если S k� , то позиция приводимая. Что
и требовалось доказать.
Итак, у игрока есть выигрышная страте-

гия против чертика Визинга. На рисун-
ке 3 показана схема этой стратегии.

Раскраска графов

Применим теперь полученные результа-
ты для доказательства теорем о реберных
раскрасках графов. Напомним некоторые
необходимые нам понятия, связанные с
графами.

Графом называется множество точек и
линий, их соединяющих. Точки называют-
ся вершинами, а линии – ребрами. Будем
рассматривать графы, в которых ни одно
ребро не идет из вершины в нее саму и
между любыми двумя вершинами прохо-
дит не более одного ребра. Две вершины,
соединенные ребром, называют соседни-
ми. Степенью вершины называется число
выходящих из нее ребер. Путь в графе –
это последовательность ребер, в которой
конец одного ребра является началом дру-
гого; длиной пути называют количество
ребер в нем. Циклом в графе называется
замкнутый путь.

Граф называется двудольным, если
его вершины можно разделить на два
множества так, чтобы никакие две вер-
шины из одного множества не были
соединены ребром. Нетрудно понять,
что двудольный граф не содержит цик-
лов нечетной длины.

Реберной раскраской графа называ-
ется назначение ребрам графа цветов
таким образом, что смежные (т.е. вы-
ходящие из одной вершины) ребра
получают разные цвета.
Классическая теорема Кёнига 1931

года (см. [1]) может быть сформули-
рована следующим образом.

Теорема Кёнига. Если каждая вер-
шина в двудольном графе имеет сте-

пень не более k, то граф имеет реберную
раскраску с использованием не более k
цветов.
Теорема Визинга 1964 года (см. [2])

утверждает, что для произвольных графов
нужен на один цвет больше.

Теорема Визинга. Если каждая верши-
на в графе имеет степень не более k, то
граф имеет реберную раскраску с исполь-
зованием не более k � 1 цветов.
Доказательство обеих теорем можно све-

сти к нашей игре с чертиком. Покажем,
как это сделать.
Предположим, что из графа G удалена

вершина v степени k и все исходящие из
нее ребра, а ребра оставшегося графа
покрашены в цвета 1, 2, …, m, где m не
меньше k. Проверим, что можно продол-
жить эту раскраску ребер до раскраски
ребер исходного графа G, используя толь-
ко цвета 1, 2, …, m.
Для этого сыграем в k-игру с числом

достоинств m. Для каждой вершины x,
соседней с v, чертик создает стопку xS , в
которую он кладет карты с номерами цве-
тов, которые не появляются на ребрах,
исходящих из x. Если степень x в графе G
равна d, то в xS  окажется 1m d� �  карт,
так как все ребра, исходящие из x, окраше-
ны в некоторые цвета, а ребро, соединяю-
щее вершины x и v, пока не окрашено.
Предположим, что xS  содержит a-карту,

но не содержит b-карту. Это означает, что
есть ребро, исходящее из x, окрашенное в

Рис. 3



К В А Н T  
$ 2 0 2 3 / № 1 06

цвет b, но нет ребер, окрашенных в цвет a.
Рассмотрим максимальный по длине путь
(без повторяющихся ребер), начинающий-
ся в x, в котором чередуются ребра цвета
b и ребра цвета a. Так как как из каждой
вершины выходит не более одного ребра
данного цвета, такой путь единственный.
Если мы поменяем цвета a и b ребер

вдоль этого пути, то получим другую рас-
краску ребер графа G без вершины v,
которая снова использует только цвета 1,
2, …, m. При этом в соответствующей
стопке xS  a-карта заменяется на b-карту из
колоды. Если путь не заканчивается в
вершине, соседней с v, то никакая другая
стопка не изменяется (т.е. чертик пропус-
тил свой ход). Допустим, что путь все-
таки заканчивается в соседней с v верши-
ной, и обозначим ее y. Тогда y – это не x,
потому что из x не выходит ребер цвета a
и выходит только одно ребро цвета b.
Если G – двудольный граф, то длина

рассматриваемого пути четна, поскольку в
противном случае этот путь вместе с реб-
ром vx и ребром vy создали бы цикл
нечетной длины. Следовательно, посколь-
ку путь начинался с ребра цвета b, он
должен заканчиваться ребром цвета a.
Смена цветов вдоль пути соответствует
замене в стопке yS  b-карты на a-карту из
колоды.
Мы видим, что смена цветов ребер вдоль

пути в двудольном графе соответствует
ходу игрока, за которым следует ход чер-
тика Кёнига.
Если G не является двудольным, то

последнее ребро нашего пути может быть
окрашено либо в цвет a, либо в цвет b и,
следовательно, смена цветов ребер вдоль
пути соответствует ходу игрока, за кото-
рым следует ход чертика Визинга.
Предположим теперь, что одна из теорем

неверна.
Рассмотрим граф с минимальным чис-

лом вершин, для которого теорема невер-
на. Поскольку граф только с одной верши-
ной не имеет ребер, его можно раскрасить
в ноль цветов. Следовательно, G имеет по
крайней мере две вершины. Пусть v –
вершина степени k и в G нет вершин
степени больше k (так что k – максималь-

ная степень вершин в G). Из условия
минимальности на G следует, что удаление
вершины v приведет к графу, который
может быть раскрашен с использованием
m цветов, где m равно k для теоремы
Кёнига и m равно k � 1 для теоремы Визин-
га. Тогда для каждого соседа x из v в
стопке xS  есть 1m d� �  карт, где d –
количество соседей x. Поскольку d kd ,
это не менее 1m k� �  карт, т.е. по крайней
мере одна карта для теоремы Кёнига и по
крайней мере две карты для теоремы Ви-
зинга.
Сыграв в k-игру, игрок соберет выиг-

рышный набор из k карт разного достоин-
ства, взяв по одной карте из каждой стоп-
ки. Тогда раскраска ребер, исходящих из
v, в цвета с номерами этих карт даст
реберную раскраску G с использованием
m цветов. Противоречие.
Следовательно, обе теоремы верны!
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