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"Ele ama a forma - continuava
Santish - por isso, Ele desce

a forma incessantemsnte™.

Tagore,R  Coturanga, 4-1V

" O espago, ou lugar intrinse
co, nac difere em ato do cor
pPo que o ocupa. A diferenga

estd apenas na forma usual

de pensar....”

Descantes, Prineipios de Filoso -

fla , X

"Lentamente as pessoas se ha
bituarzo a idéia de que a rea

lidade fisica final & o pro

prio estado fisico do espaco’

Elnstein, A,
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ABSTRACT

Tn this dissertation we present some topics on
modern differential geometry and related subjects. The
material here exposed was selected so as to allow to m@esent,
as an example of application, axiomatization and the
discussion of a some problems of general felativity.

Whenever possible, we tried to give this
dissertation a rigorous synthetic and logitally selfcontained
from. Among these thrée points, the third onde was the most
meticuluosly accomplished. Very rarely we will use some result
in the text, that was not obteined in the same. l

We also tried to balance the concision and the
rigour of the text in order to avoid it to become hermetic or
too extensive. Furthermore, not let it hecome more abstract
than necessary but showing the results obtained in a sufficiently
general context. ' ' '

We hope that our compromise and the way we

_ exposed it may satisfy  the reader. =
SUMARIO

Apresentamos, nesta dissertagao, alguns topi=
cos da moderné geometria diferencial e assuntos correlatos.
O material agui exposto foi selecionado. de modo-a ser possi
vel apresentar, como exemplo de aplicagao, a axiomatizagao
e discussiao de alguns problemas de relatividade geral.

Procuramos, sempre dgue p0551vel, estruturar a
dissertagao de forma rigorosa, sintética e logicamente auto
contida. Destes tr8s itens, foi o terceiro o mais escrupulo
samente cumprido. Muito raramente utilizaremos no texto al
gum resultado gue nac seja nele obtido.

A conclusio e o rigor do texto foram pondera-
dos de modo a nio tornar o textorem herm@&tico, nem por  dg
mais extenso: e de mode a ndo tornd-lo abstrato além do
necessario, mas mostrando o0S resultados obtidos num contex-—
to suficientemente geral.

Esperamos gue o compromisso adotado e a forma

de exposicgaoc sejam de agrado do leitor.
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INTRODUCAD | IR I-1

CAPITULO I - ALGEBRA LINEAR

INTRODUCAC

O objetivo deste capitulo & apresentar, de for
ma sucinta, o material de &lgebra linear utilizado no segui
mento da tese. Este capitulo estd dividido em guatro secgoes,

a sabex:

Algebra Linear: nesta primeira secgao faz - se
um resumo da &algyebra, propriamente dita, isto &, dar nogoes
de espago vetorial, dependéncia linear, base,subespago, trans

formagao linear e espaco dual.

Funcoes Multilineares: nesta segunda secc3o a

pPresenta-se algumas nogoes de algebra miltilinear, tais como
L . -

as de fungao multilinear, tensor, produto tensorial, contra-

cao.

Forma Bilinear: esta terceira secgdo & dedica

da ao estudo das formas bilineares e de nogdes correlatas,co
mo as de forma qguadratica, métrica e ortonormalidade de uma

base.

Simetrias: na Gltima secgao do capituloc rela
cionam-se conceiteos como os de tensor simétrico, operador de
simetrizagao, tensor antisimd@trico, operador de antisimetri-
zagao, produto exterior e o ocperador de Hodge.

O conceito capital deste capitulo & o de espa

¢o vetorial, gue retrata de uma maneira natural a estrutu-
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* -
ra do espago Euclidiano, En, ou de R® , ou ainda de nogoes

mais abstratas, como a do espago tangente num pento a uma

variedade, TpM, que estudaremos no capitulo III.

/7

Definicao I - 1

Denomina-se espago vetorial a um conjunto, V,
dotado de duas operagdes, a primeira  .denominada. .3 . soma
+ : VX V>V e a segunda dencminada produto por esca
lax . : R x V - V, tals gue satisfacam as seguintes proprie

dades, para gquaisguer o,B,e R; v,w, ¥ &€ V :
Associatividade dos produtos, isto e,

a .{B . Vv) = {aB) .V

Distributividade da soma, isto e,

(oo + B) . v=0o .v+ B .V

Distributividade do produto, isto &,
o . {v+w)=0.v + dod.w

Identidade do produto pela unidade, isto &,

L . v =v .

Associatividade da soma, isto &, .
-

v+ (wty)=(v+w)+y .

* Veja por exemplo ( Boothby,75 - ) e {(O'neill, 66}.
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KLGEBRA LINEAR . 1-3
Existéncia do elemento neutro, isto &,
3%0 eV | . vev, 0+ vey

Existéncia e unicidade do elemento oposto,isto &,

HHV e vV | wev!iv+w=0
{

Comutatividade da soma, isto &,

Observagao:

ao elemento coposto de v & V, nota-se -V, e a operagao

v + (-w), nota-se v - w.

2. titnlo de exemplo, e de assegurar a inambi -
guidade da notagao”empregada-péra O oposte de um: elemento de

um espago vetorial, recordemos gue:

Proposicao I - 1

Dado um espago vetorial V, e a e R, v & V te

mos que:
1) o . v &0 a = 0 ou v=20
2) v o= -1 ., v

O proximo conceito a ser definido & o de depen
déncia linear, gue traduz o fato geométrico de estarem ou

nao K elementos, de um espac¢o vetorial, num hiperplano de dai

mensaoc K - 1,
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- Definigdo I - 2

Dado um espago vetorial V, um-... subconjunto’
{v;} C© VvV, onde 1l £ i < n e N diz-se linearmente dependen

te (L.D)sse existir um conjunto { ol } , & € R, tal que :

um subconjunto do espago vetorial gque nao seja linearmentede

pendente, diz-se linearmente independente (L.I).

Definicao I -~ 3

Num espago vetorial V, um subconjunto'{vi Icv,
linearmente independente, € dito maximal sSse _para 'qualquer

weV, o sﬁbconjunto‘{vi} U { w} & linearmente dependente.

Lfropdéiégé Ai —Vé T .
Nuh daéo espago vetorial; Vv, o nimero de “lele
mentos dé dois conjuntos maximais & sempre igual.
A proposicao I - 2 nos permite associar a um

espago vetorial,um nUmero caracteristico para este espago, a

saber,

Definigdo I - 4

Dado um espago vetorial, V, denomina-se dimen-
sao do espago, dimV, ao nimerc de elementos . dos conjuntos
maximais.

A possibilidade de utilizar-se um certo conjun

e
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ALGEBRA LINEAR ' ' I-5

to de elementos de um dado espacgo vetorial como sistema de

referéncia ou coordenada neste espago & expressa pela nogZo

de base,

Definicao I - 5

Dado um certo espago'vetorial,v, um subconjun-
to indexado, ou uma anupla ordenada, {v,;} CV, 1 <ixsn &

dito uma base de V sse para gualquer w & V estd univocamente
detexminado o conjunto { o } , o e R, 1 < i < n, tal que

w = olvy,
Proposicao I - 3

Dado um espag¢o vetorial, V, um subconjuntoBCV

& base de V sseB & maximal.
| | VAtravés-dowéénceiﬁd deléﬁbésﬁééé.de um aaéo-eg‘
rago vetorial procuraremos retratar algumas das propriedades
do hiperplando de dimens3o K, K £ n , gue possam pela ori

gem em Rn,

Definigao I - 6

Dado um espago vetorial, V, o subconjuntoW C V
serad dito um subespagoide V se for fechado enm relagao as fun
¢Oes soma e produto, como definidas em V x Ve R x V, isto

€ , W C V & subespago de V sse

1) Vwew, aeRrR + o . weW

2) er,yeW+w+y:—:W
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Definicao " I —~ 7

Dado umrespago vetorial, V, e também W, X, sub

espaco de V, definimos W + X como o subconjunto de V:
W+ xX={vev | v=x+w ondexeX A weW}]’

que denominamos "soma interna de W e X",

|

Se X ﬂfw = {0} a soma interna de V e W denomina-se també&m

soma direta interna de V e W, gue notamos V & W.
Proposigao I ~ 4

pado um espago vetorial,V, e subespago W e X

temos que

1) w (]lx & subespago de V

T IYTTWOEX & subespaco de V. . ...

N .

3) dim(w+x)=dimw+dimx—aim(wﬂ?ix)

Definicao I - 8

Dado um espago vetorial, V, e um conjunto
{ vy} ¢ V denominamos espago gexado por'{vi} ao menor sub

espago, W, de V tal que {vj} C W.

Definigdo I - 9

Dado V, dotado das fungdes +; : V.x V =+ V e
41 : Rx V>V, e W, dotado das fungoes +3: W x W + W e
+ 5 de R x W > W, espagos vetoriais, definimos V @& W, a

soma direta exterior de V e W, come sendo © conjunto V x Wdo
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. tado das fungoes

+: (VxW)x (VW) > (VxW) definido por
(er)+(er)=(V+ler+2y) I =

: Rx (VW) > (VxW) definida por

o . (v,w) = { «o AL I )

V‘a e Ry v, x € V; w, y eW
Proposicdo I - 5

A soma direta exterior de dois espagos  veto-
riais & um espago vetorial.

Trabalharemos a segulr com uma sé&rie de concei

tos relativos a fungdes entre dois espagos vetoriais, fun

¢Oes estas que "respeitem a estrutura" dos espacos, isto & ,

sejam hamonorfismos.

befinigao I - 10

Dados V e W espagos vetoriais, uma fun¢do

T : V> W & uma transformagdo linear sse:

V}a € R; Vv, X € V temos gue

T (v} + T (x} (homomor£o)

I

1) T (v + x

a . T (v) (homogé&nea)

2) T (a.v)

Proposigdo I - 6

Dados V & W, espagos lineares, e T : V - W,

=4
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~ ]
ma transformagao linear, temos que Vnu; B e Ry v,x e V
1) T (0) =20
2) T (-v) = -v

3) T (o0 . v+ B x) = o . T(vy + B . T{x}).

Definigac I - 11

Dados V e W espagos vetoriais e T : V - W uma

transformagao linear, definimos:

1) O nucleo de T, K (T), como sendo o subconjunto K(f) c Vv

... dado.por R(T) ={ v e V | T(v) = 0 }

2) A imagem de T, R(T), como sendo o subconjunto R(T) .C W

dado por R(T) = { we W | Jlv e V com T(v) = w }

|
1

Dada uma transformagac linear T : V - W, V, W

espagos vetoriails temos que
1) K{(T) & subespago de V
2) R(T) & subespago de W

dim K(T) + 3im R(T)

3) dim Vv

4) dim K(T) = 0 sse T & injetora

BY dim R(T) dim W gsse T & sobrejetora

Definigao I - 12

Dada uma transformagao linear T : V = W, V e

W espacgos vetoriais, T diz-se um isomorfismo sse & bijetora.




~
o

I

ALGEBRA LINEAR 1-9

Dois espagos vetoriais sao isomorfos sseexiste um isomorfis-

mo entre eles,
Proposigao I ~ 8

Dols espagos vetoriais sao isomorfos sse tem a

mesma dimensio,

- pefinigdo I - 13

bado V e W, espagos vetoriais e T : V - W ,

S : V + W transformagdes lineares; definimos:
l) A soma de T e S, (T + 8) : V » W por
(T + S) (v) = T(v) + S(v) , YveV

2) O produto de T por um escalar, (aT) : V > W por

(m) () =a . T(w) , .- Wvev
Proposigao I - 9

A soma de duas transformagdes lineares e o pro
duto de uma transformagaoc linear por um escalar, sao também,

transformagdes lineares.

Definigao I - 14

Dados V e W, espagos vetoriais denominamos es
pagos das transformagdes lineares de V em W, L (V,W) e o con
junto das transformagdes lineares de V em W, dotado das ope-

ragoes de soma e de produto por escalas como definidas na de

finigao I - 13.
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Proposigao I - 10

Dados V e W, espagos vetoriais, o espago das
transformacdes lineares de V em W, L (V,W) & um espago  ve-

torial, e tem-se que

1) O elemento neutro de L (V,W) & a aplicagao

0 : v->{0}Cc W {
2) ~T =-1 . T

3) dim L (V,W) = (dim V) . (dim W)

Definigao I ~ 15

Dados V,W, X espagos vetoriais, T € L (V,W) e

S £ L (W,X) transformagdes lineares define-se o produto de

Spor T, §S.Te¢lL (V,X), como sendo a composigao de 8 ¢ de

T, isto e L

~

A {iltima série de conceitos de &lgebra lineaxr
que teremos de definir refere-se a nogac de dualidade, que
& uma maneira de se estabelecer um isomorfismo, entre um cexr
to espacgo vetorial V e o espago das aplicagoes lineares de

Vem R, L (V,R).

Definigdo I ~ 16

Dado um espago vetorial V, defini-se o espago
dual do espago vetorial V como sendo o espago vetorial das i
aplicagobes lineares de V em R, L (V,R), gue se denotara tam

bé&m por V¥,
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ZLGEBRA LINEAR | I-11

Pela proposigao I - 10 um dado espago vetorial
e seu dual tem a mesma dimens3o, dim V = dim V*¥, logo, pela
proposicio I - 8 um dado espago e seu dual sdo isomorfos. O

proximo passo & pois definir um isomorfismo natural entre um

espago e seu dual,

Definicao I - 17

Dado V um espago vetorial, seu dual V* e
{ej} 1 £ i < dim V base de V, denomina-se base c.dual de
'{ei}, ao conjunto‘{e*i} C V* determinado pelas relacdes
i . .
* - .
e¥ (ej) ﬁj i,3 e {1,eeeeu.., dim Vv }

Proposigao I - 11

A base dual de uma dada base de um certo es?g

¢o vetorial, V, & base do espago dual deste espago, V*,

Definigao I - 18

Dado um espago vetorial V, seu dual vE, {e;} ,

base de Vv, '{eI} a base dual de‘{ei} e vevV onde

v o= aiei, © elemento v* g V* diz-se dual de v se

v¥* = alez_ at & R

Proposigdc I - 12

A aplicagao D : V + V* onde D(v) = v* como na

definigao I - 18 & um isomorfismo e independe da particular
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base de V usada.
Considerando-se o dual do dual do espago veto
rial V, V**, e o elemento v** pertencente a V¥*, dual de

v*, isto & v¥* = (v*)}*, tem-se as identidades:

{
I R . .
bfv, w € V, considerando v*, w*¥ ¢ V?* og duais de v, w e

vkE, wEk* ¢ V¥* og duais de v¥, w¥ , wF¥(vF) = vF (w) .

Para enfatizar estas simetrias usaremos também.

~_ . o
a notagdo’ . < v¥ | w > definida por:
<v* | w>z=<w ] vy > = v¥ (w)
Assim < v¥ | w > = v¥ (W) = w*¥ (v¥) = vEF¥¥(y**) = ... nos

da naturalmente cadeias de igsomorfismos:

Ve VER o« YERxE

(2 . - RN - o L e e e e

-, e

VF* < YHE < Yhkkkx o

~de modo gque dagui por diante identificaremos o n-dual de um

espago vetorial V, a V¥ ou a V, conforme seja n impar ou par,

respectivamente.

Ficam estabelecidos as seguintes cqnvengaes e
nomenclaturas:

Dado um espago vetorial V, seus elementos se
rao denominados vetores.

Dado uma base'{ei} de V, onde um vetor v € V
se escreve VvV = aiei, ie {1l ... dimV }, al ¢ R, os nime-

ros al serdo denominados componentes do vetor v na basé{ﬁi}.

Quando se guiser distinguir os elementos . de
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um espago vetorial V, dos elementos do seu éspago dual V*,de
nominar-se-& um elemento v & V de vetor, € um elemento Weg V*
de covetor, Se ainda,'{ei} for base de V e {EY} for base de
V*, os componentes de v em {ei} serao denominades componen -
tes controvariantes, e serao notados sempre com Indices su

perscritos ( v = aiei ) e os componentes de w em'{Ei} serio
denominados componentes covariantes e serdc notados .- sempre
com indices subscritos ( w = aiEi). Os Indices para um con
junto de vetores serao sempre subscritos e para um conjunto

de covetores superscritos (como {e;} base de V e {BY} base

de V*)..'

Definig¢ao I - 19

Dada uma transformagdo linear T e L(V,W);T* ¢

TTIWA TR diz—Se dual de T se:

-

- LS

Vﬁ v eV, weWr, w (T(v)) = T*(w) (v}

Definigao I - 20

Dado um espag¢o vetorial V e um subconjunto

W C V denomina-se conjunto perpendicular por dualidade aW,

W

, ao conjunto

4

W?E:-_{xsv*iVi;'ygw,<x]y>—0}

Proposigao I - 13

Nas mesmas condigoes da definicdo I -~ 20 te-

mos gue
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1) W% € um subespago de V*
A7 oy

2) Se W & um subespacgo de V, entdo (W

3) Dado T ¢ L (V,X)

K (T*) = (R(T)HF e K (T) = (R(T#))7

A idéia de tensor estd intimamente relaciona-
da em fisica, a idéia de associax um invariante, por ekemplo
uma "medida", a um determinado estado represéntado por gran-
dezas vetoriais. O conceito de relatividade, isto g, de in
dependéncia das leis fisicas em relagac ao estado do observg
dor, ou do sistema de coordenadas ajusta-se perfeitamente a

este tipo de estrutura matemdtica, como veremos nos capitulos

seguintes.

Definigdo I - 21

- - 5 _
Sendo,Vl, Vy ++. V  espagos vetoriais uma fun
gao F : V. x Vo X ene 2V, * R & - dita. multilkinear .. se

1
V}vl £ Vl iV, € V2 ;r YV, € Vn ; Woe Vi ; o ;B e R,

ie{l, ... , n} temos que:

F (Vl, Vz, ey O.'-Vi"l'BW; * e w9y Vn) =

= oF ( vy, +vvo o V) F BF (Vy, «ev , Vi 4, W, Vi+1’1';’vn)

Definigao I - 22

Dado V espago vetorial, uma fungao  multili-
near Tg : V¥ x V¥ x ... x V¥ Xx VXxVx ... V+R, onde o do

minio & o produto cartesiano de r cdpias de V¥ por s c¢Oplas

L
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de V serd denominado um Tensor, ou mais especificamente, um
tensor r-vezes contravariante e s-vezes covariante, ou ainda,

tensor de tipo (r,s).

Um niimero real serd considerado como um  ten

sor de tipo (0,0) e denominado escalar.
Proposigao I -~ 14

Dado um espago vetorial V, o componente dos
tensores r-vezes contravariantes e s-vezes covariante, provi
do da soma e do produto-por escalar usual de fungoes, & rum
espago vetorigl gue denoctar-se-a T;, o espago dos . tensores

r-vezes contravariantes e s-vezes covariantes em V.

Definig¢aoc I - 23

s

-— -~ - . r
Sendo V um espago vetorial e TS e Tg Oos es
pagos dos tensores r-vezes contravariantes e s-vezes covarian
tes, e o espago dos tensores p-vezes contravariantes e —ve
¢ pag P g <

zes covariantes em V, respectivamente denomina-se rroduto ten

sorial a fungdo:

g : 1 x T8 - o *P

5 g s + g -

r o) r j2) -
2 Al Bq ) - A 2 Bq r definido por

r =] 1 r + p -
AS 2 Bq { v, oo ., v e Wys eeeny Wr + q’) =
- r
:[Az(vl’ ceer VL Wy, L, W ) ]
r 4+ 1 r +

. [_Bg ( v P e W P, Wo oy qr evees We o, q.):[
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iy ¢ V*,'{wj} c v, ie{l,...,t +p}3 3‘{1,..._5 + g}

FUNCUES MULTTLINEARES 1-16

Exemplos

ey

1)

2)

3)

4)

)

o - -
l) Os tensores de Tl s&o na realidade covetores, isto &, to
0 -
mando gualguer Tg € Tl vemcs que Tg & um elemento de
vV*, ou mais exatamente Tg = V¥
2) Pela identificagio gue fizemos entre V** e V (pag. ) te
1 _ o -
mos gue TO = V** . V.,
3) O produto tensorial de r vetores e s covetores define um
tensor Sg € T; , COmo segue
Sendo Srzv 2 v, 2 B v @wlg @wz temos
s 1 275 " r e ’
r .1 r _ 1 . ey Ak
8 (K7, ees Xy Yyr oeeey Yy = < Vl|x Se e w VX > L < wl|yl > .
coeee o <WRly, >
iPerosigéo I - 15
Dado V espago vetorial, S, T € Tgu;.R e'Tg ;

base de V e {fj} base de V*, tem-se:

i

(R® S ) &T Re (s T)

(s +T ) &R SER + T &R

Il

R& (5 + T R& S + R&T

{e, @ ....02e, 8 £3i @ ... @ £35 } , onde .

ir
i, 3e {1, ..., dim V } , que denominamos base canonica,

& base de T; .




FUNCJOES MULTILINEARES

I-17

E " decorréncia imediata da ﬁltima,proposigéo_

que dim 72 = (aim V) * 5,

Demonstraremos, a titulo de exemplo, a Ultima

-

proposicdo no caso de sex {fl} ='{Ei} onde {E*} & - a

dual de {ei} .

, J; i
1} Provemos gue {ei,ﬂ...ﬁei 2 E- @ ... R E-}&L 1:
- ,
L A d i, 3g
impondo T © Toe, @ e, BE" 2 ...QE° = 0
jl"‘ jS _ 1 r
vem, como caso particular, que
B . § j . k k
S r ] J
; " e, m..@e @E @..8E° (EL. ET, &g ren-ey )
1. ‘jS 1 r s
gomo < ei|E = <-e ey =& emos que
ig...i i j K,... k
T‘_l .r 8 l.” §° =0 , e portanto T 1  =o
jl"'js kq 2 Lyoes L
o0 gue prova a independéncia linear.
2) Provemos agora gue todo tensor do tipo {(r,s) pode sexr

escrito como

base




FUNCUES MULTILINEARES _ 1-1%

i

ll... - r ll +

Sejam os numeros T =T (E ,ue., E 7, € geuey 8.1}
. . S 31 J
31---33 5
da primeira parte da demonstragac vem gue
i..i j. i i
o LX e, 2...8 El(E,...,ej)=T]S:(El,...,ej)
Jyee-dg 1 s s
€omo {ei} € base de V
io..d - 3, 3
p LT e, B...Re 8E 1o ...2E°5 (vi... v, Wyees, Wy ) =
5y 03, T REEEr - |
r 1 r
=T (VT eee, V, Woy ene wg)-
7o que termina a demonstragao.
~ -
Teorema I - 1 ( Teorema da mudanca de base )

Seja V um espago vetorial, {ei} e '{fi} bases

de V,'{El} /) {47} as respectivas bases duais e seja ainda

fj'= Mj ei considerandé M como uma matriz n x n
(n = dim V )} temos que
-1.*
1 e. = (M . .
) ey = (M),

2) Os componentes contravariantes de um vetor v € V, nas di

ferentes bases

£ ;, 8e relacionam por




gqualquer de tipo (x,s), respectivamente na primeira e na se

FUNCOES MULTILINEARES 1-19

3} As componentes covariantes se relacionam, dado

* = =
woe v |_ w=a, E b, ¢ , poxr
R £
b:L = Mj a;
. ji js
4) Considerando { e, 8 ... Re; BE 8 ... 8 E } e
. s o
~ ji js r
{£,,2...8f @¢~ 2 ...8¢° } como bases de T, te
: r
‘mos que:
il"' ir il"' ir
as componentes E e r de um tensor
Jqe-- jS jl“' jS

gunda das bases considefédéq;nse'relacionam'por:‘
i;... 1 i
P 1 oo oW

Cdqeee dg kl kr 3q Jg 21... QS

Proposigac I - 16

As componentes do tensor resultante do produ-
to tensorial de dois tensores sio os prodtudos dos componen-—

tes dos mesmos, isto &, dados T ¢ TZ e R & Tg temos

veo 3 .. i se. 1
(T &R ) 1 r+ p = 1 r _ gY*t 1 r+p

: ; Jq e-- 3 J ces
3i--0 Jg 4 g 1 s s + 1 s + g




FUNCOES MULTILINEARES 1-7¢0

Na 0Oltima proposigaoc segue um resultado muito

utilizado em fisica com o nome de "teorema do gquociente" ,que

€ o segquinte:

Se uma fung¢do F, F : V¥ X ... X V¥ x VX ... V> R, -r- cb

pias de V* e s-cdpias de V, & definida em fun¢ao .da base

'{ei} escolhida para V-por

onde {E*} & a base dual de'{ei}

e dados T, R, T g il +tp
s + g

il... 1 i aes 1
T 1 r +p - uFll tr
Jp-ve Jp 4 g Jp--- Js

;s R ¢ Tg ; tivermos

r -+ r +
R p como uma

[

identidade valida para os componentes de T e R nas respecti

vas bases canonicas associadas
. il ... ir _
VvV, entaoc F sac as
jl . e JS

po (r,s}.

Definigao I -

a'{ei} , para todas bases de

componentes de um tensor de ti

24

Dado V, espago

contragac nos indices i e j,

Ir
vetorial T ¢ Ts’ denomina ~ se

coml £ i <r elgjsr a u

R



FUNCOES MULTILINEARES

ma'aplicagéo

T %, ct (T)

1l) dado T = v, &

U

2) c

3) ¢ (7 +Rr)

Proposicao I ~ 17

v

definida poxr

® v, ... 2 Vr

8 ... v, ...

QB w 8 .., & w & .

v, 8w
b

& ... wj .

0 w

& w

Dado T e TZ em um espage vetorial V com base

{ei}, e sendo os componentes de T na base cdnica de Tg

i ... i
T l_ r r temos gue os componentes de Cﬁ (T) na base ca
jl... 3g .
nonica de 1% ~ * sdo
s -1
Til,..., i, 1 kX, Lo+ 17 - 1.
jlr - r jn — lr k.r jn+ lf ., x jS
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1 - ~
no caso de termos um tensor T & Tl a Gnica contragao possi

1

17 resulta num escalar gue denominamos ¢ L. trago

vel de T, C

de T.
s

E através de um estabelecimento de uma forma

bilinear num espago vetorial gque poderemos apresentar nogoes
geometricamente intuitivas como a de comprimento de um ve

tor ou de angulo entre vetores.

Nesta secgao discutiremos,com’/algum detalhe,

aspectos relativos a forma bilinear em espagos vetoriais.,

Definig¢do I - 25

Denomina-se forma bilinear, num dado espago

. o . - - ‘a3
vetorial V, a um tensor G ¢ T, , isto &, a uma fungao bili

2
near
G:VxV->R o \; - h,ﬂ
eventualmente, quando ndo houver ambiguidade em relagdo a

gual forma bilinear se:irefere-se utiliza-se também a nota
gao
v . W para G (v, w ) v, w & V¥V

Consgstrulremos agora alguns tensores de outros
tipos que permitirao reinterpretagaes de uma forma .bilinear,
@&, num espago vetorial V.

Consideremos por exemplo a aplicagdo H : V =V*

definida por

<_XIH (Y) > =G (Xr Y) ‘.r lel Y > v
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e K : V » V* definido poxr
<K (x)]|y>=¢c (x,v), Vix, v ¢ v

se para uma base de V,‘{ei} e uma dual {E'}, 6 & dado na

base canonica por

i .

e X, ¥ & V_forem X = ﬁiei e y'¥"fiei

temos

H(y)=glj{yIEi>Ej=gleiEj=YjEj

=

K (x) = 95 4 ET < x IEJ > = gij X4 Ei = XlEi
Claésif;;;;éméé'nés definigSes seguintes al

guns atributos importantes de forma kbilinear, em fungio das

guais, se deduzem muitos de suas propriedades.

Definigao T - 26

Uma forma kilinear ¢ : Vx V - R & dito nio

degenerada sse x e V, ( 6 (x,yv) =0, ng e V) »x =20

Proposigaoc I - 25

Uma.forma bilinear G em V & nac degeherada se:

1) as aplicagdes H e K, como definida na pag. , sao iso-

" morfismo.
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2} Dada uma base‘{ei} de V para a gual G & dada na . base

cdnica por

G =g;; E e EJ a matriz (g) & inversivel

Demonstraremos a primeira parte da proposigao:

sendo H : V+ V¥ e dim V = dim V¥ devemos mostrar gue H
& inversivel se G for nao degenerado e, reciprocamente, gque
se G for nao degenetado H é inversivel.‘

Se H & inversivel, para qualquer x € V se
x # 0 entao H(x) # b*, e portanto existe y € V tal ~.que
<x }Aa(y) >»=6 (x, y)#O0 |

Por outro lado se G & ndo degenerada, dado

X eV, x # 0, existe y € V tal que

it

G (x,y)=<H(x)|y>#0,

. logo H (x) # 0% e H inversivel, pois Ker (H) = {017 .

Definicdo I - 27

Uma forma bilinear G em V & dita simétrica sse,

|
Vi, yev

G (x, y') ¢ (yr X ).

A uma forma bilinear sim@trica e nao degenera
da denomina-se tamb@m métrica.

Se uma forma bilinear ¢ & uma m&trica, as

|

plicacoes H e K, como definida na pag. , sao idénticas e

¢ define naturalmente um isomorfismo H v o V¥,
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Dado um conjunto {x } de vetores em V o . con-

junto {x } de covetores associadas pelo isomorfismoc H,

i ~ -
X = H ( Xy ), serac notadas com as mesmas letras, sd gue

com os iIndices superscritos.

i

O covetor x— = H ( X ) seréd denominado repre
~ I -1, iy -
sentagac covariante de ®; €0 vetor x, = H- (x7)} sera deno

minado representa¢do contravariante de xT.

Assim associar a um vetor Xy (2 um .covetor
i -~ : . - .
¥x7) sua representag¢do covariante ( contravariante ) serd di

to levantar ( abaixar ) o indice de x.

Definicao I - 28

Uma forma bilinear G em V & dita antisimétri -

|
ca sse, Vix, vy e v

Proposigao I - 26

Toda forma bilinear G em V se decompde na 50

ma de uma forma simé@trica, Gg, e uma forma antisimétrica,GA,

determinada por:

G(X,Y)+G(ZJX)

G (X,y;)=

C (%, vyv) - Gy, x)
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ocnde X, y € V e G = G, + G, .

Definigao I - 29

Uma aplicacdo @ : V =+ R, V um espago vetorxial,

" serd dito uma forma quadratica sse existir uma forma bili

near g em V tal gue:

_ . | :
0 (x) =¢ ( x, x) ; Vixev.
Conhecendo uma forma guadratica Q, -;‘podemos‘
sempre encontrar umé forma bilinear simétrica, G , tal que
. I _
Q (x} =G ( x, x ), V{x EV . Para tanto basta lembrarx
que:

G (x+vy, x+y)=6(x,x2x)+G{y,y)+26 (x,y)

— -

O (x+y ) ~ 0 (x) -9 (v)

e assim G ( x, v } =
2

serid uma forma como a desejada.

Definigio I - 30

Dado V, espacgo vetorial, G, forma bilinear si
métrica em V, € W € V, denomina-se conjunto. perpendicu -

lar, em relacdo a g, ao conjunto W ao conjunto

L

!
W = {xeV ]G (x,y) =0, VEY e W}
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Proposigao I - 27

Nas mesmas condigdes da definigdo I - 30, pa

ra gqualguer W C V, whoa subespago de V.

Definicao I - 31

Dado V, espago vetorial, €, forma bilinear si
métrica em V e x & V define-se a norma de x,|| x ||, como sen

do o ntGmero

Ix 1l = /16 (x|

Definigac I -~ 32

e " Uma forma bilinear simétrica, G, num espago
N 'S

~

vetorial Vv, diz definida sse x eV, x#0+G ( x, x) > 0,

no casc positiva definida, ou entao xeV, x#0+G (x, x) <

no casc negativa definida.

A forma bilinear simétrica G diz-se semidefi-

nida sse Y |x e v,6 ( x, x ) 2 0, no caso positiva semidefi-
|

nida , ou enta@o V%x e V-G (%, XxX) £ no caso negativa se

midefinida.

Definigao I - 33

Num espago vetorial V, dotado forma bilinear

simétrica G, o subespago nulo de V, N (G), & definio por:
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N (G = {xeV]| G{(x,y) =0 ny e V I

Um espago vetorial V dotado de uma métricanao
definida G tem sempre subespagos onde a restrigao da métrica
& a métrica nula, pois de ser G nao definida temos:

A%, vev|x, y#0, Glx,x)20e Gy, yv) 20
i

.consideremos agora o vetor

vg = Bx + (1 -8)y, g e [fo,17].

A fungao G { Var Vg ) & continua em 8, nao po
sitiva em zero { 0 ) e nio negativa em hum {( 1 ), portanto
3fve [0, 3] 6=, x ) =0

i Y Y

I
'

e o subespago gerado por {xvi_#émgm_gubespago onde a restri-

cao de G €& nula, e « 7

befinigao I - 34

Uma base, {ei} de um espago vetorial,V, dota-
do de uma forma bilinear simétrica, G, & dita ortonormal sse
i
G ey ej } = Ai 5j onde Ai assume os valores de
0, + 1 ou - 1.

Proposicao I - 28

Dado V, um espago vetorial, e G uma forma bi

linear sim@&trica em V existe ao mencs uma base ortonormal de
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No seguimento do capitulo faremos repétidas ve
zes uso desta proprosi¢aoc de modo gque & itil demonstri-la.
Procederemos a demonstragao por indug3o na di

mensaoc de V.

1) seja dim v = 1 e X eV , x # 0
se ||x || =0 entdo G = 0 e tomamos e; = X.
se {|x || #¥ 0 tomamos eq =x/ lI'x|l.

Em ambos os casos {el} & uma base ortonormal de V.

2} seja dim V=4 > 1
Usemos como hipdtese de'indugéo gue. a propoéi
gdo & valida para espagos de dimensac e < d,.
se G = 0 entaoc gualguer base de V & ortonormal.

se G # 0 existe X € V tal que || x || # 0 . e tomamos

5 -
~

ey =x / || x 1i .

Seja W o subespago gerado por'{el}.

Se provarmos gque V = W & Wiﬁ a proposigao es
ta provada, pois como dim W' é dim V podemos usar a hipdte-
se de ;ndugéo para afirmar gue existe uma base { €yr-ee ¥

de Wt 6rtonormal, e { e U o €yeee } serd uma base or

tonormal de V.
| n '
a) Provemos que W [l .w" = {0}
Seja vy e Wllw", entio pela definigdo . de W

G (y, y) = 0. Como, pela construgido de W, se y e W

Yy #0-»>G6 (y, vy) # 0 temos que y = 0.
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|
i

b) Provemos gque V = W + Wt

i

Para tanto mostremos gue V;y e V, 1'B € R tal

| 1
X .

gue y - Bel e W .
Seja x € W como dim W =1 Jdia € R | x = o ey
|

Se fizermos B = G €4y el} G { v, ey ) temos que
Gy -Beyg, x) =0 (G (y,e ) ~BG (e e )) =

: _ N
=a G (y,e; ) (1 -G (e, e)” ) =0. . Q-E.D.

Com © tipo de raciocinio usado na demonstra -
¢ao da Ultima proposigao poderiamos provar alguns. outros re
sultados interessantes como que: |

| | D\a:1'<ilo-tf((-"r gubespago de Vv, no qual a restrigao
da forma bilinear simétrica G de V seja definida, temos gque
V=W & Wli Ou entdo que, dada G definida em V, para qual
: ;jl: e e e T

‘guer subespaco de W temos (- wh = W.

Pela prdxima proposigac procuraremos assoclar
a uma foram bilinear simdétrica G certas caracteristicas ]

xaminando a matriz de suas componentes

{ g.. )}, definida por G= 4 . EY & EJ na base co~

13 ij] ,
nica asscciada, dada uma base ortonormal'{ei} de Vv,

Proposigao I - 29

Dada uma forma bilinear simétrica Gem V e

'{ei} uma base ortonormal de V temos gue:

1} © nimero de elementos da diagenal da matriz (gij}iguais




.

[
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a 1 & igual a méxima dimens3o de um subespago no  gqual

a restrigao da forma bilinear seja positiva definida.

2) O nlimero de elementos da diagonal da matriz ( gij ) i
guais a -1 & igual a mdxima dimensao de um subespago na

gual a restricao da forma bilinear seja negativa defini

da.

3) O niimero de elemehtos da diagonal da matriz ( gij ) i
guais a zero & igual a dimensac do subespago nulo de V,

N (G).
demonstragdo:

1) Reindexemos oz indices de'{ei} de modo gue

C

¢ (e, e

- i I;-para 1 < i =<k

0 ou™—-1, para k < i & (dim V) = n

Seja W o subespago gerado por'{ej},j e {1..k}
e seja L um subespago de V para o qual

oyl s - -
VizelL z#0-G6 (2, z) >0 de maior dimens@o possivel
Devemos provar gue dim L = dim W.

a) Provemos gue dim L < dim W

Seja P L>W o oPérador de projegao, defi
nido por:

i=1{1...n 1} , P (x) = Xje., 3 e { 1...k }

dado x = Xle 3

Seja z ¢ L. | P (z) = 0 entao,
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i i2 _

pols gmm < 0 .

Da definigdo de L seque que z = 0 e portanto
o niicleo de P, K(P) = 0, e P & injetora, e assim dim L 2

> dim W,
b) Provemos gue dim L z dim W

£ imediato da exigéncia de dim L ser méxima e

do fato de G restrita a W sexr positiva definida.
2) A demonstragao & andloga a parte 1

.3} Reindexemos novamente a base'{ei} de modo que:

}‘éi.i{' T se 1eliiiea

#0 se 1ie{p+ 1 ...n } .
B facil ver que o espago gerado por'{eh},
he {1l ...0) estd contido em N (G).
E reciprocamente se se x g€ N (G) temos, gue
G x,'ei') =0, se x = Xlei temos gue

x¥ g e{p+1...n}=0

e o vetor x estd no subespago gerado por { ey 1

Q.E.D.

Da fltima proposigio conclui-se gue o nimexo

de elementos nilos, positivos. e negativos na diagonal da ma

|
|
|
|
|
!
i
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triz das componentes de uma forma bilinear independe . de

gual a particula base ortonormal escolhida, e assim defi

nimos.

Definigao I - 35

Dada G forma bilinear em V,'{ei} base orto-

normal de V, (g.,.) a matriz da componente de G definida

iJ

por

G = 95 5 ET @ EJ . {E*} a base dual de {ei} ,

estdo definidas.

1) O indice de G, I (G), como o nimerc de elementos nega

tivos na_diagonal de (g..).

2137
2) A nulidade de G n ( G), com o nimero de elementos nu
los na diagonal de ( 95 5 ).
3) O trago de G, T ( G ), comc a somatdria dos elementos
da diagonal de ( gij ).
4) A assinatura de G, A {( G ), como
A(G)zZdimVv-n({G)-2T1I/(G).
Encontrar uma base orxtonormal para uma for

f

ma bilinear simétrica gqualqguer pode as vezes ser custoso ,
mas para uma metrica positiva definida G em V existe um al

garismo simples, conhecido como método de Gram—-Smith, gque

€ o seguinte:
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Seja '{ei} uma base qualquer de V, temos gue {Ei} ’
i--1
. 5=1 .

& uma base ortonormal de V.

Com as prdximas definigdes e proposigOes obte
remos uma série de inequacgdes que necessitaremos no segui -

mento da tese.
Proposigdao I - 30

Dada G métrica positiva definida em V tém-se:

1) a desigualdade de Schwartz

e (x, vy s =1 Ny v “Yix, y e v,

2} a desigualdade triangular

Nx+y It < x| + il v I
demonstremo~las

1) se x = 0 ouy = 0 a inequagao se reduz a igualdade
se x #0ouy #0 tomemos z = G ( x, ¥Y))y = G ( %, ¥Ix

e de |}z || > 0 segue a desigualdade de Schwartz.

2) Observemos iniclalmente gue

Ilx+y || = S (x + y , X+ Yy ) =

hY

k2 ely N2 +26Cx vo.

~ry




H “{‘V\‘ ( . \ (’“j (‘ K .(—\‘.
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Da designaldade de Schwartz segue agora a de

sigualdade triangular.

Definigao I - 36

Dados V, W, espagos vetoriais, T ¢ L' ( V, W.),
T,

G sim@trica em V e M métrica em W define-se a norma de

T4 , como sendo
He == { T ) ||, ¥Vixev] JIx{ s11.
Proposigao I - 31

Nas mesmas'condig5es da definigao I - 36 te
i %,B e R ;

’

mos para quaisquer T, Re L (V, W) ; x, v € V_

-

SelL (W, V) que;

o -7 sl fl. llx-vl

2) NCe+r) G fle ChT il + AR ). x|

3) ||'i‘-- sl <z il . |ls |

4) Se a métrica G em V for positiva definida verifica - se
T, Re L{V, V) gue se T & inversivel .

tambémn para

‘l|| = 1/a e || B < o entdo R também

T R -7 [

inversivel.
Provemos esta Ultima afirmag3o,

De um lado observamos gue

Nt 4 < oF o |

=1 =
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dg outra parte
Co-eoflx Nl 4T 6o Jl- I CR=-T)00 lle IR Go |
de modo gue, como {( a -3 ) > O
HRrR (x) {|=0 +l||x | =0+ x =0, pois G nédo &

degenerada.

Assim R tem por .niicleo {0} e & um isomorfis-
mo.

A Gltima definig3o e proposigdo desta secgdo
s3o de interesse meramente histdrico e mostram como se pode
riam interpretar graficamente a operagao de levantar ou a

baixar o indece de um vetor.

'{ei} base de V denominamos base reciproca da base'{ei} A

DeTinicas L = 37
Dada G, métrica positiva definida em V, . e
base'{Ei} definida por
i
< ( ey Ej ) = 6j .
Proposigac I -~ 32
A base reciproca de uma dada base existe, € 0

nica & & uma base.

Além disto, se nas. mesmas condigbes da defi

nigio I - 37 seja {E™} a base dual de {le;} ex eV

’ﬁ
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2
7~
2 T ¥
£
L]
/{
a
/l !
I’;( 4 d-q‘f > e/f
JE X
’I
£,
e . //

A filtima secgao do capitulo & inteiramente de
dicada ao estudo de simetrias de tensores, Esta preocupa -
¢ac & plenamente justificada pelo fato de muitos tensores ’
dos que mais fregquentemente ocorrem em fisica e em matemdti
ca, apresentarem muitas simetrias internas.

Definiremos também, no decorrer da secgao,sﬁg
espagos de um espago tensorial caracterizado por proprieda-—
des de simetria de seus elementos. Operando nestes subespa-
¢os simplificaremos enormemente um grande niimerc de proble
mas no futuro, veja por exemplo, a teoria de integracao

scbre variedades.
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Definigao I - 38

r - g > - .
Umn tensor T ¢ Ts em V dir-se-a simetrico no
p-esimo e no g-esimo vetores, ou no p-esimo e no g-esimo
. i -
covetores sse, para Jqualsguer X; € Vey g V¥ Jltivermos

respectivamente :

by

i -
T (y rever Y4 Byrees, Xpul’ xp, Xp+l""xq—l’ xq, Xq+l""xn)_
=T (y1 rox %2 X e e X X X.) ,ou
-_--y 7 l,--. P_l’ q' p+l’---n q“‘l' p; q+l,--c i r ri

1 p-1 P P+l g+l q g+l r

G AP ST AN AR TERTS S S AR AVEE S PERRIE MY by

1 -1 p+l -1 +1 x
=T (v, ..y, v YT YT, YR v T k)

‘Proposigdo I - 330 -

As componentes de um tensor sim@trico no p-e
simo e no g-esimo vetores, ou no p-esimo e no g-esimo cove
tores, gdo, respectivamente, simétricos no p-esimo e no ¢

—-esimo indica covariantes, ou contravariantes, para qual

‘gquer base de V e sua respectiva base conica.

Se um tensor € simétrico em dois guaisguer
vetores e em dois quaisquer covetores serad denominado to

talmente simétrico.

Definigao I -~ 39

Denomina-se operador de simetrizagao a um ©
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r r , N
pe;ador S:_Ts - TS " s(T) = Tsim’ definido por:
1 xr . -
TSim (¥yv"e.oo v, Xyewao Xn) =
) ' ) ) : g s
1 1 r
=‘—‘——‘Z. z T (y reeery ij r---xj
rli st w(l,...,r) w{,...,s) 1 s
onde m(l... t} indica as permutagaes de (1,..,%5).
O operador de simetrizagado leva tensores ar

bitrarios de tipo (r,s) em tensores de tipo (x,s) totalmen-
te sim@tricos. O fator ( 1/ r! s!) foi colocadc de modo a
manter tensores totalmente simétricos invariantes pelo ops
rador de simetrizagao.

Em termos das componentes, temos a relagao

y--e Ay . N |
Sim = ——— z T

) 1 . .

kl"‘ ks ?' - m(l...x) m({l...s8) Ji+--dg

T

onde se vé gue para conhecer um tensor totalmente simétrico
basta conhecer suas componentes.

i... i
1 lr

T com 11 £ i, vee. 1 e jJ.< Jp% .08 Jg

1A

Jp-eedg
Proposigao I - 34

O conjunto $; dos tensores totalmente simé&tri

cos de Tg € um subespaco, e sua dimensao € dada por:
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dim $§ = (dim V) + r - 1 y . dim V + s - 1 )
r . r
oﬁdeFB)= ot
' B! {a—R) 1!

O produto tenscrial de dois tensores simétri
cos nao &, em geral, um tensor simétrico o . ..gue. justifica

definirmos uma nova operagac com esta caracteristica,

Definigdo I - 40

Denomina-se produto simétrico a um operador

. 8T x ¢P 5 gEtP

s g r+g ¢ (P,R) -~ T . R, definido por:

Proposigao I ~ 35
Nas mesmas condig¢goes da definigdo I -~ 40,
|
Via £ R temos
P

1) g {T ., R) {aT) . R =T (aR)

|

2) T.(R+S);=T.R+T.S
3) (T . R). S = T, ( R . 8}

4) T .. R = R . T

o,
\



SIMETRIAS ' : 1-41

De maneira andloga a que se procedeu com a
propriedade de simetria proceder-se-& agora com a proprie-—

dade de anti-simetria.

Definigao I - 41

r L3 - ) L] - =
Um tensor T ¢ Ts dir~se-a anti-sim&trico no
p-esimo e no g-esimo vetores, ou covetores, se para guais

i . .
quer X, € V, ¥v7 £ V¥ ge tiver, respectivamente:

1 r .
T (V7 ,eee¥, xl""’xp+l’ Koyt xp+l"f" Xq—l"xq'"’ xq+l,...x5)=

- 1 r ; . .
= =T (Y ,...,¥ ,xl,...,xp, xq, kp+l,...Xq_l, ‘xq _,xq+l,...xs)} e
1 -1 +1 -1 +1 r
T (¥ e :Yp rfrﬂl-o—r~--¥»E-)anr+f_'_ ch'] # Yq: yq BRARES SRR AR -XS} =
- oo
i -1 +1 ~1 +1 r
= - T (y r'--ryp ryqr yp r--'ryq typ!yq reesY Xl!"‘lxs)'

Proposigaoc I = 35

As componentes de um tensor antisimétrico no
p-esimo e no g-esime vetores, ou covetores, sao respectiva
mente sim&tricos na troca dos phesimds e g—~esimos Indices
covariantes, ou contravariantes.

Tem-se ainda gue um tensor & antisimetrico
no p-esimoc e no g-esimo vetores, ou de maneira andlo| nos
covetores, sse

1 = 0

T (v ...,yr,xl,...,xp_l,w, xp+l,...xq_l,W,xq+l,...xs)
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V_yl e V¥ e X,y W e V. Para verificar a afirmagao basta

fazer W = er+ W2 e usar a linearidade de T.

A um tensor antisimétrico na troca de quais
gquer dois vetores ou covetores denomina-se tensor completa
mente antisimétrico. | |

De maneira andlogo o caso simétrico define -

—5e.

Definigao I — 42

Denomina-se operador de antisimetrizagao ao

operador A : T; - TZ . A(T) ~ Tt definido por
1 r
TAnt { v,y , Xyp oo Xg } =
_ A - A
= ; oz _ Sgn(nl) Sgn(ﬁz) T (Y ey
1 1 o .
ri s! @ﬁl...r) wz(l...s)
i X
h o . . ).
cear ¥ A d xji)
Vé—sg que em termos das componentes
- LSRR A , i7.0.1
Ant = i — I oz S (ﬂl)S (my) T
Kqenok on gn 3o eesd
1°°"""s r! s! ﬂl(l...r) ﬁ2(l...s) 177" s

Proposigaoc I - 36

O conjunto A T;, dos tensores de tipo (r,s)
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completamente antisimétrico, & um subespaco de rt e
T S [

( dim VvV )y .

dim A Tg
r s

0O subespaco A Tg sera também notado AV e o
o s
subespago A To, ATV
Queremos .agora definir uma operagao similax

av produto tensorial ‘que preserve a anti-simetria.

Definicao I - 43

Denomina-se produto exterior, ou produtoc an-

tisimétrico, ou produto de Grassmann, ao operadox

A:AT; x AT® o+ pop TP
4 r+q

A (T,R) - T A R, definido por - -
TARZ(T&R),. .
Proposigao I ~ 37

Nas mesmas condigoes da definigdo I - 43
tém-se
1) o (T AR)=(aT ) AR=TA { aR)

2) TA{RAS)=(TAR) AS

1l

3), T A {(R+ 85) T AR+ T AS
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4y T AR= (-1 )P TSP g4

para gquaisquer T g Tg, R & Tg, S = Tg, a e R.

O subespacgo, de Tg, A Tg = Afv gue denomina -

mos espacgo dos r-formas em V & de importdncia fundamental
em toda a matemitica e no restante da seccdo exporemos VA

rios conceitos e propriedades importantes destes espagos.,

Definigao I - 44

Dado V, espag¢o vetorial e uma aplicagédo

A e L (V, V) sejam as aplicagoes
: AT v o> APV definidos por

S V - P, ___b ) . . .
a, | XiA... Axn) = A(xl) A oo A A(xn), x, € V.

O operador dﬁ estd bem definido e se dim V=

m o » L]
= m, como AV & unidimensional.

m

9

: A" > A" & o produto por um escalar. A este escalar,

gue se nota | A}, denomina-se o determinante da aplicagao A
Proposigao . I - 37

Para o determinante de uma aplicagao, como de

finido em I - 44 tem - se que:
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Ly | Aa.B | =|a] . |B] Y A, B g L(v,V)

2) O determinante da aplicacac A & o determinante da ma

triz das componentes* da aplicacgio A, (Aij), onde dada
{el} base
A (e,) = A, e,

( J) J 1

Para verificar a veracidade da primeira afir

magaoc basta ver gue

|a.B] e.nr ... he = ROB (e)) A ... A ROB (e ) =

1
= |a| B(ey) A ... A Ble)) = |a] .|B] e; A ... Ae

A prdxima tarefa serd a de extender a nogao

de métrica em V para ATv.

Pefinigao I - 45

Dado V espago vetorial, G forma bilinear simé

trica em V e E = {ei} base de B, sabemos que

{ e. Av.. A j_ }, onde 1 x 3y £33, £ -0 3, < dim Vv

n
- 5 I .

€ uma base de Anv, gue_ notaremos PCE‘, ou seja, a base de
A"V dos produtos exteriores das permitagoes dos elementos de

E nancom Indices crescentes.

* Veja por exemplo ( Kunze, 76 )
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seja pce” .= { Ny Y, x e {1,..., (dlm v) }
n
onde n, = ey A L., A eg Ki e {1 ... dim V }

Definimos agora a extengao de G a A"V como sen

do o dgperador linear

G = A% x A"V » R definido por

G (n~kr ﬂg) = lG (eK.’ eL.) l
x J
onde o tltimo termo significa o determinante da matriz que
“£em por elementos i, j, G { ep 1 ep ).
i ]

vVerifica-se ainda gue se'{ei} for ortonormal e

& for n8o degenerada, isto & uma nétrica.

() -~

G (nk ' nR) = & 6?' , ou seja P C E & uma base Orténog
mal. e ' & nac degenerada.
Os espagos A"V e ATV, onde n + r = dim V tem
mesma dimensio, podemos portanto, procurar um isomorfismo

entre eles.

Definigac I - 46

1 1
Denomina-se operador de Hodge ia um operador

* ; ATV - AnV, onde n 4+ r = dim V, definido por

AAB= { ( *(a), B) € -+ €qim V




e
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ae A, Be ATV e {e;} base de v.
Proposigao I - 38

O operador de Hodge, como definido em I -46,
€, uma vez fixada uma base {ei} de V um iscoformismo.

Além disté seja {fi} uma outra base de V, * o
operador. de Hodge definido em {ei} e H o operador de Hodge

definido em'{fi}, verifica-se que, ¥V A ¢ A"v

* (A) = & H (1)

onde § & +1 ou -1 conforme o sinal do determinante da matriz

de mudanga de base, M'j definido poxr

f, = Mg ey seja ‘positivo ou negativo,

Por isto dizemos gue o operador de Hodge esti
bem definido para uma dada orieﬁtagéo do espago V. Onde por
orientagac entendemos uma das duas classes de egquivaléncia,
em gue se parte o conjunte nas bases de'V, se considerarmos
duas bases equivalentes sse a respéctiva mafriz de mudanca
de base tiver determinante positivo.

Usando a mesma notagao da definigao I - 45,te
mos ainda que, dada E = {ei} base de V, P C EV ="{n.k]r ba

¥

se de A"V, P Cc E' = {YE} base de ATV, de modo que r + n =

= dim V, entdo:
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o = + 6« Yo Yy ) Y, . {nenhuma somatdria)
onde

“‘k=eKl AL A eKn , L 2K <. < Ko< dim V.
Yo = eLl A ..o A eLr . 1« Ly € ...< L. £ dim V.

{ Kis wony Ky } { Ly, «-» L. } =8
e o sinal & dado por
S (i i, 3 i) " onde

gn 1°° *pr Jy-c I

S ey s W

&-congiderado permutacac de

. - -

(L ... dim V).

Para mostrar a identidade notemos que:

G, vg) =6 CG Cvguovy ) vpr Y ) =

2

- G(Y‘Q‘IYQ) =1

e também qgue:

€aim v °
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Propoéigao I - 46

Com a mesma notagaoc da proposi¢do anterior te

mos que Y A ¢ APV, sendo G a métrica de V e T {(G) o seu tra

co.

= (*a) = (-17%a, onde

B =n {( dim V-n) + (@imV - T () ) / 27

Exemplo:

Seja V um espago vetorial de dimens3c 4, @ m@&trica em V, e

{ei} base ortconormal de V com

- (.'I' l, para i g { 1, 2, 3 }

G(e.,;e.)'

* L—“l, para i = 4

Consideramos o espago sz

Temos que para gualquer permuta¢ao ciclica de (1, 2, 3 )

{ k, & , m).

* ey A e, y = - e A e, e

*le heyg) = ¢ A ey

e B=2 (4-2) + z (4 -(3-1)=4+1=5
de modo que A € A2V,

il
|
g

* (*a) = ( -1 )}°A
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CAPITULO - II

A topologia algébrica e um campo relativamen-
te recente na matemdtica tendo mencos de cem anos de histdria
A sua importidncia & contudo enorme em nossos dias.

Muitos conceitosrde topologia algé&brica estéo
na mente dosnahmétﬂxs, ainda gue nao o digam explicitamen
te, ao propor certas definig¢des ou teoremas. Talvez em nenhu
ma outra Area isto seja notivel tdo como na geometria diferen-
cial.

Tratamos neste capitulo de relacionar os fa
tos da topoleogia algébrica mais relevantes para o desenrolar
da dissertacao.

Mesmo no nivel do material aqui apresentado o

capitulo, para gue fosse mantido mais rigoroso, poderia ser

consideravelmente maiox. Preferimes contudo uma abordagem

T METETINTUITIvE € condensada. S -
.

O material foi dividido em gquatro secgdes,

A primeira, homotopia, € de carater iptrodutd
ria e visa apenas mencionar alguns rudimentos indispensaveis
de homotopia. .

A segunda e a terceira secgdes, homologia e
invari&ncia de dominio, sao os principais da secgdo. O teo
rema da invaridncia de dominio & um resultado importante e
nao trivial, mas gue por ser muito intuitivo, deixa muitas
vezes de ser menciocnado.

A Gltima secgao, homologia singular, é a
mais informal das quatro e pretende, na medida do possivel ,

basear~se na intuigao adguirida nas precedentes.
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Nesta secgdo faremos um apanhado muite rapi-
do de uns poucos elementos de homotopia, apenas o estritamen

te necessario para o restante da dissertagdo.

A nogao basica de homotopia & a de estabele -
cer uma relagao de equivaléncia entre as aplicagoes conti -

nuas entre dois espagos topoldgicos T, e T,.

Definigdao II - 1

Sejam Tl’ T, espagos topoldgicos e £, g fun
¢Oes continuas £, g : T, - T, |

Seja T; X I o espago produto de T, por [0, 1]
e P g Tl XTI da forma (%, £t )}, xe T, t e I.

As fungoes f e g sdo homotdpicas, f ~ g, sse

existir uma fungéoupontinua ‘H : Tl XTI = T2 , que seja uma

homotopia entre f e g, isto &

H: T X I = T2 e tal que

H(x, 0) = £ (x)
H{(x, 1) = g (x) .

Estaremos apenas interessados no estudo de ca
$0s muito particulares da teoria de homotopia. Imporemos des

de j& as restrigdes:

1) O espago T, & o prdprio intervalo [0,1] isto &:



R
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H: T XI~->T | H (s, 0) £ (s) eH (s, 1) =£f (s).

o

2) Consideraremos apenas as homotopias a extremos fixos, is

pPado £, g : I - T | £(0) = g(0) A £(1) = g(l)

H: IXT > T deve ser tal gue

H {(£,0) = f () , H (t,1) = g (t)

H (0,s) = £ (0} e H {(l1,s) = £ (1)
Exemplo:
Seja T = R2 - { (x,0) , (~1,0} 1}

A

SSAANES

o

S

Representando graficamente guatro caminhos £, g, h, i, de
I » T , os inicos dois caninhos homotdpicos seriam f e g, on

de H poderia ser dado por

H (t,s) = s . £ (t) + (1 - 8) g ()

Proposigaoc II - 1

A relagdao de homotopia & uma relagao de equi
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valéncia no espago doé caminhos f: I =+ T de inicio em
P, eTe emrfim em P, €T, isto &€ com £ (0) = Poe £ (1) =
Pl" qualguer gue seja 0 espago topoldgico T.

Nosso objetivo & definir uma estrutura algé
brica no espago gquociente, do espaco do caminho em T com
um mesmo Comego PO e um mesmo fim Pl' pela relagao de homg
topia.

Sem perder nada importante e simplificando

a notagao, restringiremos a caminhos ém T ou lacos em T.

Definigcao II - 2

Diz-se lago em um espago topoldgico T a um

caminho cujo comego e o fim coincidam, isto &, uma fungdo

e e ——

\

f:I+T , continua, | £7(0) = £ (1)
ac ponto P = £ (0) = £ (1) denomina-se base do lacgo.
pefinigac II - 3

Sejam f e g dois lagos em um espago topold-

gico T e de base P define-se o produto de £ e g como © 1la




Proposigao
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I

- 2

Dados e, £, g, h lagos de mesma base P em um

espago topoldgico T ,ih | a classe dos lagos homotlpicos ao

lagoe h temos gque

1)

Vie e £] ., h e |g|

P £ * g |

= | e * nj

Em virtude da proposicido anterior podemos de

finir uma operagao entre as classes, como segue.

mos

| £]

Proposigao II

0 |lg| = |£

lagos com base

gao

T

1)

0, como na

(T, P ).

O elemento

constante.

Definicao II - 4

Nas mesmas condigdes da proposigac defini -

0 conjunto das classes de equivaléncia ‘dos
P num espago topoldgico T, dotado da opera -
definigao II - 4 & um grupo, gue notaremos

Temos alnda gue:

neutro de m, (T,P) & |c|, onde c & © laco
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c: I - {P} Cc T
2) Dado o lago f = I » 7T
rflnl =|E] , onde
} = £ (1 -t )

As proposigdes seguintes ilustram algumas pro

priedades do grupo LA (T, P ).
.Proposigéo IT -~ 4

Se T & um espago topoldgico conexo por cami-
nhos, entio LB { T, P ) & isomorfo a Ty { T, Q ), guaisquer

gue sejam P e Q pertencentes a T,
Proposicio II - 5

Se T e U sao espagos topoldgicos conexos e
homeomorfos, entac my; (T, P ) e oy (U, Q) sao isomorfos ,

P eT, Q¢ U.
/7

Entre 1895 e 1901 o matematico francés Henri

Poincaré desenvolveu as idéias basicas da topologia algébri-
ca e, em especial, da homologia. A abordagem de Poincaré [}
punha-se é abordagem da topologia usual, conjuntista, e pro
curava retratar de maneira mais natural, ou geometricamente
intuitiva, propriedades topoldgicas de um espago.

Nesta secgao desenvolveremos os conceitos ba

sicos de homologia na medida do necessario para podermos de
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finir o grupc de homologia.
A estrutura bisica da teoria & o n-simplex,

gque de alguma forma, representa a figura geométrica fundamen

tal da dimensiao n.

Definigao II - 5

Define-se como n-simplex, ou simplex de dimen

- m . m . 0 }
sao n, em R a um conjunto, {ai}, a; € R, ie {0,...n} tal
que os pontos aj estejam em posicio geral, isto &, ndo este-

jam contidos em nenhum hiperplando de dimens@o n - 1.

Definigac II - 6

o ' m .
Dado um n-simplex o=={ai} de R define-se (o)
invdlucro conexo, ou poligono associadoc, ou suporte geomé
trico de ¢ , 0 como sendo a intersecgao de todos os subcon-

. ' m . : -
juntos conexos de R gue contenham o conjunto d. ‘ i

Proposigao II - 6

Usando a mesma notagaoc da definigac anterior

_ - . = . i .
0 &,em termo das coordenadas barxicéntricas, A7, o conjunto:

Damos a seguir alguns exemnplos de n-simplexos

2 )
em R°, e saus suportes, graficamente representados:
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n = -1 n =0 ‘n = 1 n =2
~ A A
. O] (E)a.g_,
o g @ %o %o oy a,
© . 1) e *;
3 rd >
f A ~
g ) D O g
(O] do A, a-,‘ [~ S
» > b

A primeira relagao que se define entre dois

simplex & a 'ser face de " gue procura descrever a L nogaoc
gue nos vem intuitivamente da geometria dos sdlidos de
Euclides,

Definigao II - 7

~

Dados ¢ = {ai}, n-simplex de Rm, e 9={bj}

m

p~simplex de Rm, & diz-se face de 0 sse @8 C ¢ . Se ©
um subconjunto propric de g, isto & © C oce @ #06 # o, o

diz-se também face prdpria de o.

A idéia bésica da homologia & usar ©0s sim
plexos em R como blocos para construir estruturas bem mais

complicadas. E o que veremos nas definigoes seguintes.

Definigao II = 8

. . moo.. .
Dois simplex g, €, de R dizem-se propria -

mente colados sse:

N
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] ﬂ,@ =g ou <T[i® =71 e §§ & face de g e de 9 .

!
i
Exemplifigquemos graficamente, a nogao dando

exemplos de simplexos, propriamente e sao "propriamente co

lados, em R2.

nao propriamente colados propriamente colados

]

A 4

Definigao II - 9

b3
Yo -

, . — m
Dencmina-se complexo simplicial em R a um

.conjunto K = {oi}, de simplexos em Rm, dois a dois propria-

mente colados.
0 conjunto X = UEi, com a topologia induzida
por R™ denomina-se suporte do complexo K, ou o poliedro as

sociado em R".
Define- se ainda a dimensdo de K, ou de X,co
mo sendo a maior das dimensces dos simplexos pertencentes a

Por comodidade técnica definem-se alguns con

plexos associados a um dado complexo K de rR™.
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Definigdo II - 10

Dado K = {oi}, complexo simplicial em R™, de

fine-se:

1) O fecho de K, C2 (K),como sendo o complexo constituido

pelo simplex g; e todas as suas faces,

2) O n-esqueleto de K, Skn(K), como o complexo constituicdo

pela restrigado de K aos simplexos o, de dimensédo Z .

Para o desenvolvimento da teoria serid neces-
sario levarmos em conta, nio s os pontos'{ai} que determi-
nam um simplex, mas também a ordem em gue estes pontos es

tdo dados.

Definigdo ‘II - 11

. m _

Dado ¢ ={a,} n-simplex de R" e uma ordenacgido
< ag, a3, ...oa > dos pontos de o , definem~se os simple
Xos orientados:
+0 , ou + < Agr ees a, 2y como sendo a classe de equivalén-
cia de todas as permutagﬁes pares da ordenagao <a0,al...an>
e
-0 ou -~ < &gs.v. a, >, como sendo a classe de equivaléncia

de todas as permutagdes Impares da ordenac3o <ags aq...a >,

‘Definimos ainda o suporte geométrico do n-
-simplex orientado +0, +0, como sendo o conjunto G e a o

rientagao do n-hiperplanc de r™ definido por o, tomade como
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um espago vetorial com origem em ag s definida pela base

< apd
.. a
07 r’ on

Exemplos
0.='{a0,a1, a2} C R2, com a ordenagao <agrayr ay>
4o =[<a0,;l, a,>,<aj, a,, a0>,<éz, ao,'al>| e
C—g |<al,a0, a,> <adf'a2, a;> <a,, ay, a0>1 .
G . ;E -0

(=% &l

TN

Até agora definimos uma variedade de concei-
tos geométricos. Nas definigdes seguintes montaremos uma es

trutura algébrica sobre eles.

Definig2do II - 12

Dado K = {oi} um complexo simplicial em R

i

K diz-se orientado sse a cada um dos seus simplexos foi
tribuida uma orientagao, +0, .

Sejam + © e +0 simplexos de K de dimensdo res
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pectivamente n e n - 1, com as orientagoes determinadas por

uma orientagao de K. Define-se o nlmero de incidéncia de +0

e +@ , | + 6, + 2 | como segue

1} se Q- nao for facede ©, | &, R|=0

" 2) se Q for face de 6,

<ao,...,an> E +8 e <a0,...,éi,...,an> g +0 ,
T .;-" - _ i
entao [+6, +0 | = (~1)
e ainda por definic3o

|+e,+a| =|-8,-0f=~|+8,-0|= -|-6,+0]

Proposicao II - 7
Seja K um complexo orientado, {o; 2} uma
dexagao dos n-simplexos de K, © um n + 1 simplex e &

n -~ 1 simplex, temos gque:

I |+e, + o
i

c|Fog .t @ |= 0

Daefinigac II - 13

Seja K um complexc orientado,

in

um

XK = U'{Ui J}, onde {og J} & uma indexac3o dos simplexos de

J
dimensdo j.
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Uma fungao:

Cp: { +0, Py g -0, Py 4+ 2, & una P-cadeia em K sse:
C (+ci) = - Cp (—cl)

Se Cp(+oi) = ot escrevemos formalmente a cadeia como:
C_ = al o]

P i

O conjunto Cp, das p-cadeias em um complexo

simplicial orientado K, dotado da soma usual de fungdes ,
isto é

i

_ _ - i i
se CD = o O, e dp B o, * Cp,f,dp (o™ + B )?i",

P

& um grupo.
Proposigdio II - 8

Com a mesma notacgao da definigac anterior a
firmamos gque o grupo Cp,das_ p-cadeias em um complexo. orien
tado K, & isomorfo a soma direta de & cdpias de Z, onde &

& o niimero de simplexos de dimensdo p em K.

Definigac II - 14

Define—-se o operador bordo de grau p, como u

ma aplicagao:
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dado C_ e C_, C_ =75 ot

P P P i 1
5 (C) = 3(zo* o,P) = zat £ |6.P, 0Pt .71,
PP PR i i %3 j

Una p-cadeia zp £ Cp diz-se um ciclo sse ap(z ) =0 .

Una p-cadeila, zp € Cp diz-se um bordo sse :

3

Vgcp+l-€ cp+l ‘ ap+1 ( Cp+l )= bp :

Examinandoe cuidadosamente a proposigao II -~ 7
e a definigdo II -~ 14 podemos chegar as seguintes' conclu-—
ades:

st e PEOPEERQRO— T E D

Dade K um complexo simplicial orientado, Cp
o gurpo dos p~cadeias em K, Bp C Cp o conjunto dos p-bordos
em K, Zp C Cp o conjunto dos p-ciclos em K.

1 % & um subgrupo de C
) B grup P

2) A composicao de dois operadores de bordo,

a 03 +r C > C
p p-1 P p-2

" & o homomorfismo trivial

3 B & um subgrupo de Z2 e de C
) o grup P p

Estamos agora em condigoes de enunciar a prin

cipal definic¢do da secgao.
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Definigao II - 15

Dado X um complexo simplicial orientado, C
o grupo de p-cadeias em K, Zp o grupo dos p-ciclos em K e
B_ o grupo dos p-bordos em K define-se Hp, o grupo de homo

P
logia de K como O grupo guociente

e a relagdo de eguivaléncia ~ , homclogia, & dado por

i . ,
ngl, Z, € B, %y vz, <> (23 -z

£ B
5 ) P

( 2z, Zg l1é-se z, & homdlogo a z.}.

Antes de dar_algﬁﬁéjegeﬁplds ilustféﬁivdé“dg'“ﬂ“

finimos uma nocio gue faz a conexdo entre a topologia usual

e os conceitos agui desenvolvidos.

Definigao II - 16

Dado T, um espago topoldgico,K, um complexo
simplicial em Rm, diz~se triangularizagao de T sse ¢ polie-

dro associado, K & homeomorfo a T.
Exemplos

Estudemos 3 exemplos de complexos  simpli -

. 2 . o~ -y -
ciais em R”, cuja respresentacac esguematica e:




I1-76

HOMOLOGTA
3 9 2 / © -Tr"d”é””'“"‘lzakaﬁ;/}¢5PE¢TI'UéJmenTc
120! O I : '
Y - ©
A i .ﬂg P
6 3 | espago ' '
. ﬂ nl O m m PI‘OG-CTT— A a
3 - £ 5 5 vo. _
¢ [ 7 A ' _ P
O - 9 : '
2 0 i ) o
a
6 7 8 3 carrafa
de Kleej
2 p 5 S eein
0 i 2 ©
1 & ,{ “ 0
6 '7/9 6 | o
Tore
o 4 2 0
Para os trés exemplos sao os seguintes, as
grupos de.ﬁomoiogla. o
Hy By 23 Hy Ho
ex 3 0 0 0 Z, Z
ex 2 0 0 0 Z@Z2 Z
ex 1 2 0 P Z & 2 Z
0 grupo H, &€ sempre a soma de L cdpias de Z,

~onde § & o numero de componentes conexos de T.

O grupo H, é facilmente encontravel, uma vez

gue B2 =

dependendo de ser ou nao, 3, £f =0 onde £

0, por nao existirem 3-simplexos, ? 22 ser Z ou 0,

=5r 1 (+ci ).
i=1
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O grupo Hj & de cilculo bastante trabalhoso.
Para uma idéia intuitiva do gue esta acontecendo, . velanm
gue: |

No primeiro exemplo,todeo ciclo & homélogo a

uma cadeia de forma e = o € + B8 d, onde C = l,<a0,al>,+

+ 1 <ay sa,> +]sa2,§o> ' d =1 <ag,az> + 1 <ag,ag>

+ 1 <agra

0> e o ,B c 2 e se a F 0OV EAO -+ 3 (e) #0,

No segundo exemplo temos ainda que todo ci

clo &€ homdblogo a e = a C + B d. O fato de, para B par
termos B & ~ - 2 ¢, explica ¢ aparecimente do grupo cicli-
co Z,.

No terceiro exemplo constatamos gue todo ci

clo & homdlogo a um ciclo da  forma e = af 1 < aga; > -+

+ 1 < aja, » + 1 < a

182 289 > * 1 < aga

>+ 1 < a > +

6 623 .

. ~

+ 1 < aja, >)

370

e se o & par entao e ~ 0,

Negta secgio discutiremos os tdpicos mals im
portantes e cobteremos os resultados mais importantes, no
contexto da dissertagdo, do capitulo.

O resultado final da secgao & o teorema da
invarifincia dimensional. Este teorema, gue em esséncia a

. n o~ 4 i i
firma que R nao. & homecmorfo a R se n # m, embora mud
to intuitiveo & longe de ser trivial. Basta dizer gque sb

fol demonstrado pela primeira vez em 1211, por L.Brouwer

Para chegarmos ao teorema da invariancia di

mensional devemos antes provar o teorema da aproximagao sin
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O grupo H, & de calculo bastante trabalhoso.-

1
Para uma idéia intuitiva do gque esta acontecendo, . . vejanm

que:
No primeiro exemplo,todo cicle & homdlogo a
uma cadeia de forma e = o C -+ B d, onde C = 1 <ao,al>

+ 1—<ar,a > +J£a2,a d = 1 <ap,a,> + 1 <@grag> +

122 0" 3

+ 1 <a6,a0> e o ,B £ 2 eseas# 0O VS #‘O -~ 3 () .# 0.

No segundo exenplo temos ainda gque todo ci

clo & homblogo ae = a C + B8 d. O fato de, para B par

termos g d v ~ 2 ¢, explica o aparecimento do grupo cicli-

co Z,.
No terceiro exemplo constatamos que todo ci
clo & homdlogo a um ciclo da forma € = af{ 1 < agdy > +
e + 1 < ala2 >+ 1 < azag > 4+ 1 < 2gac > 4+ 1 < agaq > +
+ 1 < aja, >)

e se o & par entac e ~ 0.

Nesta secqao discutiremos os tdpicos mais im
portantes e obteremos os resultados mais importantes, no

contexto da dissertacgao, do capitulo.

O resultado final da secgac & o teorema da

invariancia dimensional. Este teorema, gue em esséncia a

. N~ . m . .
firma que'R" nao & homeomorfc a R se n ¥ m, embora mui
to intuitive & longe de ser trivial. Basta dizer gue sd

foi demonstrado pela primeira vez em 1911, por L.Brouwer .

Para chegarmos ac teorema da invarifincia di

mensional devemcs antes provar o teorema da aproximagac sim
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plicial. Embora O teorema da aproximagao simplicial ndo te
nha interesse imediato no seguimento da dissertacgao, sera
provado com algum detalhe, o gue nos permifiré introduzir ,
alguns conceitos novos, como o de subdivisao baricéntrica.
O conceito de subdivisac baricéntrica serd re
tomado no capitulo sobre integracdc e nog permitird enten-

der, embora a demonstragdo nao seja dada, © porgue o calcu

lo de uma integral & invariante em relacgao a parametrizacdo

(veja Cap. IV).

2o longo de toda esta secgdo estaremos discu
tindo aplicagoes de um simplex, ou de um suporte, em outro.
Caracterizemos pois estas aplicagdes de acordo com nossos

interesses,

Definicac II - 17

Sejam K,L p-complexos simpliciais, Uma fungao
£, dos vértices de K nos vértices de L serd dita uma aplica
¢ao simplicial sse para qgualguer n-—-simplex o= { age.. &, }

de K, {f{a f(an)} C o onde 6" & um n-simplex de L.

o) e
Se os wvértices Elag),ov., f(an) forem todos
distintos o simplex " & dito imagem <& o" por £, f(on), caso

. . . n
contrario diz-se gque £ colapsa o simplex o .

Seja < ¢O v ¢p > uma p-upla ordenada de ho
momorx £ismos f
: C K T C L
¢p b (X) D (L)
< ¢O .. ¢p > sera dito um mapa de cadeias sse verificar -
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- se a identidade

3. 0 o = ¢ 0 3 , Ynlo <nz<p.
Proposig¢aoc II - 10 -

Nas mesmas condigdes da definigdo anterior te

mos gue:

1) o mapa de cadeias < ¢g + - , @ > dinduz, em todas as

P
dimensSes 0 £ n £ p , homomorfismos.

£
¢ : H {(X) - H_ (L), definido por

|

o Clz] ) = | _¢.n (z) |, V z, n-ciclo de K.

2) Para gqualquer f, mapa simﬁlicial de X em L, os homomor-
fismos < ¢4, ... , ¢P > induzido por f da maneira abai

xo descrita, & um mapa de cadeias.

.+ C_ (K) = C_ (L) & dado por

n n n
o ( ai U? ) = ;i £ (c? ) , onde ;i_= 0 sé £ colapsa
0? . g ;i = ai caso contrario.

Exemplo |

Sejam K e L dois 2-complexos como abalxo represen

tados.
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Ay 0..-5
O
42
a_s ch d.4
d_ V jJ‘O

Consideremos que Cf (K) = K e Cf (L) =L e
seja £ definido.por
a3 2p a1 22 a3 24 85
0

O mapa f & um mapa sinmplicial. Seja

= (42 <a,a.>» +2 <a_.a.> +2 <a.a ; +3 <a a5>)

0% 1%2 2%, 4

¢, (2)= 2(+<b b > + <b >)

01 b2> + <b2b

1 0

91 {2) = +2 <an> + <a,> ~3<a5> , e

3, 097€%) = 0 = 6y (3, (L)).

Os espagos gue estamos estudando sao OS supor
tes K e T dos complexos K e L., Procuraremos agora, de al-

guma maneira, a partir de um mapa simplicial f induzir uma
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fungao continua £ : K + T . Definir e estudar tais fungdes

€ o que agora faremos.

Definigao II - 18

Dados K e L,complexos simpliciais e £, um ma

pa simplicial, dos vértices de K -nos vértices.de L, define -

—-se a extensdo de de £, £ : K+ T como sendo:

dgdo o =< ao P an > g K e
x € 0 ,onde x = Alai, com AT 20 e AT =1
i
entdao £ (x)}) = XA f(ai) e L
e PmyUbiggd Rt ios R

A extensdo de um mapa simplicial & uma fungao

continua de K em L.

Definigao II - 19

Dado K p-complexo simplicial em R™ define-se

1) A estrela de um vértice a de K, St(a), como sendo o com
plexo formado por todos os simplexos de K de que a seja

vértice.

2) A estrela aberta de um vértice a de K, Ost (a) como o

subconjunte de K  dado pox:
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Ost {(a) = Int Ei , a, € ,S.t (a) e

Int Ei’ o interior do poligono Ei & o subconjunto de
31 , & definido,sendo o, = {aj}, por

int Ei: {x ¢ R® | x = Ajaj . WJoso e z A= 1}

J

Exemplo

Representamos graficamente um complexo K e a

estrelad. . aberta de 1m vértice de K.

0.3 aq oy

e

,é€f¢1o) : | CQSf(ao)

Proposigao II - 12

Seja K um p-complexo simplicial em R seja
{ay ... 2 } um conjunto de vértices de simplexos de K. Afir

mamos gue existe um simplex o {a - an} e Sk {CL{K)). sse

0

1 ost (ai} # 05
i

A idéia sobre o qual trabalharemos a segulr &

a de aproximar uma funczo ¥: K - I pela extensao £, um ma i

pa simplicial f: K - L.
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Definigdo II - 20

Dado K, L complexos em R e F: K~ L , X e L
dizem-se estrelarmente relacicnados por F sse existir uma

fung@o s, dos vértices de K nos vértices de L, tal gque

Vﬁa, F (0st (a)) C oOst (S (a)), ‘ -

a vértice em K, S (a) vértice de L.

Além disto, dado f: K + L, mapa simplicial £

diz-se uma aproximagac simplicial de F sse f & homotdpico a

F.

Proposicio II - 13

Nas mesmas condigoes da definigao anterior S
€ uma aproximagdo simplicial de F.
Para provarmos a proposigao basta lembrar gue

pelas proposigoes II - 12 , dado - g = lag ... an}

|
QEOst (ai) # 0, e portanto usando gue K e I. s3o estrelar-

mente relacionados por F

N, v :
_i‘QSt (S(ai)):D Y F (Ost(ai) = F( 5 Ost(ai)) £ F .
Usando novamente a proposigcao II - 12 temos

que { S{ag), ... S(an) } € um simplex dJ&e L, e portanto § &

um mapa simplicial.



N
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‘Por outro lado

H{(x, t)=101-%t) FP(x) +t 8(x) , x e E & uma homoto-

pia entre F e 5 .

Esta situagao & muito interessante pois, lem
braﬁdo da proposigao II - 10 , a partixr de F temos os homo
morfismos S* : H (K)T+ H (L}.- |

q 9 d

Antes de podermos usar cOm proveito estas se
quéncias, precisamos tornar a situacao suficientemenﬁe ge
ral; Para.tanto introduziremos o conceito de subdiviséo ba

ricéntrica.

Definicac II - 21

.\" gt a .
Dadoron = {ags «.uy an} simplex em R, denomi

. T on
na-se baricentro de ¢, ao ponto

“n . . 1
C At =
n+l
Seja K um p-complexc simplicial tal que
O,
K = U {og} e K=cC2 (K), onde
=0 ‘

{ cg } & uma indexagao dos j-simplexos de K.

Definimos a primeira subdivisao baric@&ntrica
1 . -
de K como sendo o complexo K7 cujos elementos sao para gqual

guer 0 £ n £ p, da forma




e
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n .0 1 .n . 0
e, = {06, , Gi r ennes Oy } , onde os simplexos ¢ ,... O
o ! ‘ , . .
1 n 10 lk
_ . K+1
sao faces do simplex o .
T+l

Se a K for dado alguma orientagao, a orienta-
¢ao induzida em X & por defini¢io aéuela gque a cada sim

plex o de X' associa a orientagdo

n-1
k k+1 0 B
( n o , o0 | < & , . , 6 >
i i i
k=0 k k41 0 n
Exemplo
Representamos graficamente um complexo K e

sua primeira subdivisao baricdntrica.

o ( - > & “y

Definigao II - 22

{ bado K um complexo simplicialrdefine—ée a ené
sima subdivisao baricéntrica de X, Kn, indutivamente. Diz -
-se enésima subdivisaoc baricéntrica de K, a primeira subdi-
visdo baricéntrica do fecho da ( n-1 }&sima subdivisao bari

céntrica de K. Isto &
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R® = (ce (x™7H) !t

Definigao II - 23

Denomina-se malha de um complexo simplicial K
ac maiocr dos diametros dos supores de seus simplexos. Ou se
ja

mesh (K) = max {diam Ei , o, €K }

onde por di&metro de um conjunto W C R® entendemos

giam (W) = max { ||x -y | , %,y e W }.

Proposigaoc II -~ 14

.

-~ -

A malha da en@sima subdivis@o baricé&ntrica de

um p-complexo K,& uma fungao monotonamente decrescente en

n, pois vale a relagao

1

mesh (K%) < N mesh ( K7+ )

p + 1

Enunciaremos agora, sem demonstragdes, o teo-

rema da aproximag%o simplicial e, a seguir demonstraremos o

teorema da invariancia de dominic.

Teorema II - 1 (Teorema da aproximag¢ac simplicial}
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Dados K, L, M p-complexos simpliciais a

F: K+ L , 1: T » M, continuas,temos que

1) Para algum n, a enésima subdivisdo baricéntrica de X ,

n ~ .
K", e L. estarao estrelarmente relacionados por F.

2). Para gualquer g, 0 £ g < p

H (Kn) independem de n.

g
3) Se S e R forem duas aproximagoes simpliciais de F: K~+T
os homorfismos induzidas
s” H (K) H_ (L)
: - e
g q q
* . .
R : H_(K) - H_ (L) coincidem,
g g
g
4) Se S e R forem aproximagdes simpliciais, respectivamen-

te, de F: ¥»5 e F: KX % I os homeomorfismos

S « H K - H L e
q q {K) g (L)
R : B (&) H_ (L) incid
H -+ colnclraem.
g q g ’ :

Portanto dada a fungao F: T # U, espacos topoldgicos
onde K & uma triangulariza¢ao de T e L & uma triangula-

- *
rizagac de U, temos o0s homomorfismos Fq
F_: H_ (K) ~» H_ (L)

d q g

univocamente determinado por gualguer aproximacdo sim

plicial de gualquer subdivisao baricentrica de K em L.
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Temos ainda gue:

. % * *
5) { GO F ) = G o F .
g9 g q

Teorema II - 2 { Teorema da invaridncia de dominio )

Os espagos R e r® s3o homeomorfos sse m=n.

guando n=m o resultado & banal. Para ny¥m usa-
remos o fato de gue SU & a compactificagdo, ou compactifica
= X n o, s s m
cao de Alexandroif, de R . Basta pois provar que 5 e &
nzo siac homeomorfos de n# m.
Suponhamos o conktrario, isto &, que exista um
. n m - . . -
homeomorfismo F: § -+ S . Entdo pelo teorema da a4proXilagio

. . = . . o~ n .
simplicial, se K & uma triangularizagaoc de S e L uma trian

gularizagao de Sw, estdoc definidog os isomorfismos.

. |
F : B (X) ».H (L) e
a q a
™ s H () H o (R)
: - L
‘ ad g9 ‘ d
N&s observamos gue como F 0 F ~ = I, a identidade entio
—-l *® * x ._l *
{(F OF = I = F 0 F ’ e
)q 9 G ( )q
-1 * *. -1 * *
(Fr OF =1 ! = (F 0 F .
)q q. )q d

3
Portanto Fq e um isomorfismo.
. A - * %
Utilizar-se-a ¢como um lema a demons

tragao que O grupo Hq(M) onde M & uma triangularizagao da

-

esfera S & dada por

* Veja por exemplo (Dungundii,66)
** VYeja por exemplo (Hoking,67)
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o grupo trivial se 0 < g < m
H_ (M) '
q Isomorfo a 2 se g = m ou g = 9O

fica evidente o absurdo e demonstrado o teorema.

//

Nesta secgao, gque finaliza o capitule, dare-
mos alguns elementos de homologia singular.

Embora a homoloéia singular seja uma outra
" teoria de homologia possivel, nao a estudaremos enguanto
técnica de topologia algébrica* , mas apenas o necessario

para a teoria de integragdo em variedades.

Definicac II =~ 24

Definimos um n-simplex singular orientado so

bre T como sendo & classe de equivaléncia, | (+0, £) | onde
1) +¢ & um n-simplex orientado em R™.
2) f & uma fungdo continua de T no espago topoldgico T

f:' ¢ > T

3) A relagdo de eguivaléncia @& dado por

(g, £) ~ (e, g) sse:

4

para goordenadas baricéntricas, Al, de 40 =t< ay...a > e
: ‘ n

i
+8 = +< b....b_>
0 n

i _ i
£ (Aa;) =g {A bi).

Usualmente escrevemos um simplex singular ©

rientado | (+0, g) |, na forma standard, | (xs™, £) |, onde

* Veja (Greenberg, 67}
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Sn = + < ao, R an > e
ag = ( 0, ..., o))
a; = (1,0, ... ,0)
a, = ( 0, S o, 1)
befinigao  II - 25
Definimos as faces de um n-simplex singular ,
| (+¢™, £) |, como sendo os ( n - 1 )-simplexos singulares

da forma

n~1
| (+0i r £ lene1 ) L, onde
n—-1 a
{ g } s8o as faces de o,
i
Definigao II - 26
pDado | (+o¥, £) | 1-simplex singular orienta-
doe | (+6, g) } um ( n - 1 )-simplex singular orientado,de

finimos o niimero de incidéncia.
!

b (40, £) |, | v, g | | = +g, +6 | .

Em completa analogia ao caso singular, defini

mos também cadeias e o operador bordo.
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Definigao II - 27

Dado K = { Gg } complexo simplicial em R e
um conjunto K = { | (+G?, fi) | }, de simplexos singulares
i
orientados .em um espago topoldgico T; dizemos gque K & um

complexo singular orientado.
Definimos ainda o grupo das cadeias sobre .

com © grupo sobre ¢ conjunto das somas formais:

Ky = {‘c;j (KY ¥}, onde

c. (K & da forma I ol ]{+0?, £y |
3 i 1 i

onde os detalhes segume perfeitamente os da - definigao de

cadela simplicial.

B Definimos também- o operador bordo

ad : C + C dado or
j< P p-1 P
. P -1 s - -
o (Z at | (40 , f?) | ) = & |+oP Lo | ai] (oF l, £P l)l
P 1 L i i,3 i 3 3 3

As definigdes de cilco, bordo e grupoc de homo
logia seguem exatamente como od de caso simplicial,
i Retomaremos novamente estes conceitos no capil

tulo sobre integra¢ao em variedades.
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CAPITULO TITII

Neste terceiro capitulo da dissertagdo sao in
troduzidos os principals conceitos de geometria diferencial.

A primeira secgao, de caradter introdutdrio, &
um resumo de cilculo no R com atengao esPécial ao teorema
da funcgao inversa. Esta secgdo vem fornecer uma referé&ncia

abreviada da matéria, de modo qgue a "continuidade l8gica da

dissertagao nao seja quebrada, e também estabelecer as nota :
¢oes e nomenclaturas utilizadas. |
A segunda e a terceira secgles sao o cerne do :

capitulo. Nelas s3c apresentados os conceitos de variedade

T TESpoLogica, estruturandiferenciéijf§ét¢r e espacc tangente. - oo
Procura—se, na medi@a do pégsivel, aﬁresentar estes concei-
tos de maneira rigorosa e detalhada.

Na quarta secgao, curvas e fibrados,é introdu
zido o conceito de curva, rediscutindo-se o conceito de vg'
tor, formalizandoc a nogac de fibrados tangentes é discutin-
do © conceito de fibrados tensoriais.

A Oltima secgao do capitulo & um pouco  mais i
técnica que as precedentes e se propde a apresentar os con
ceitos de agao de um grupo numa variedade, grupo de Lie, de

r ivados e Lie e algebra de Lie.
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Nesta sécgéo trataremos rapidamenfe os princi
pais teoremas do cdlculc de mais de uma varidvel, a saber ,
0 teorema da fungao inversa e o teorema da funcdo implici-
ta.

A principal motivagdo de termos introduzido es
ta sedgéd e a de fornecer um resumo de um. assunto a gue vol
taremos constantemente ac longo de toda a dissertacao,

Tamb&m historicamente as relagdes entre os te
mas aqui abordados e a geeometria diferencial sdoc importan -~
tes e marcam até hoje aguilo gue entendemos pela palavra
"geometria diferencial".*

A nogao basica sobre a gual trabalharemos & a

de funcaoc diferencial.

Befirmicao —Trl - 1

.

Uma fungaoc F: R™ » R" diz-se diferenciivel em
um ponto x € R sse, para um aberto U de r" { 0 e U, houver

um operador T £ L (Rn, Rm) tal que para A e U

F (x + A) = F(x) + T(A) + rest{a) , a

1im |rest (A) |

A-+D {(A)

Neste caso o operador T diz-se a aplicagao di

Veja (Spivak , 75 } volume II, cap. II e III.
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ferencial de F em X, gue notaremocs F; ou P'.

Proposigao IIT - 1

Moo= o .
Y & diferenciavel num

Se uma fungdo ¥; R" - R
certo ponto, entdo a diferencial neste ponto & lnica.
Esta proposigac deduz-se rapidamente,por ab

surdo, a partir da proposigao I -~ do capitulo I.

Definigac TII - 2

n m . .
+ R diz-se continuamente

Uma fungao F : R
diferenciidvel em um aberto U C R sse F for diferenci&-

vel em todos os pontos de U e

Clim [P - F' Y =0 .7 Yixg e UL
X

Xr¥
0

Proposigac III -~ 2

7 . RE, GRS+ RP

Dadas fungoes F, G e H, H : R
e F=GO0 Hse Ge H forem diferencidves em, respectivamen-

te, x e H(x) entao

Definigao III - 3

Dada a fungio F: R" - R", tome-se F escrita

Aty
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nas coordenadas canonicas.

Flx oo, ¥ = M%), ..., FOG))

onde F*(x) = 7% 0 F, m o operador de projegao.
Definimos a derivada parcial de indices i, 3

no ponto Xy € r" por

axj Xg ax

onde habitualmente se omite a referéncia ao ponto de deriva
gao, Xy, Sempre gue for possivel para nao scbrecarregar a

notacgao.

Definigao III - 4

Uma fungdo P : rR? ~ R® & dita de classe:

0 -
c, sse for continua.
i

1 s . L
CT, sse existirem todas as suas derivadas parciais,

Denominamos, as derivadas parcials das deriva
das parciais de uma fungao F, de segundas derivadas par-

ciais de F e assim por diante. F & ainda dita:



CI"
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r-1 . . -
sgse for de classe C e existirem todos os r—-ésimos de

rivadas parxciais.

.sse F 2 de classe Cr,\fr e M.

Proposigao IIT - 3

—~ 1 - . .

Uma fungaoc F : R -+ r® & continuamente dife -
renciavel sse suas primeiras derivadas parciais forem con
tinuas.

Demonstragao :
1y -

2)

o - n m ., -
Seja F : R™ -+ R diferenciavel em Xyr @

(Fj(x +g e, ) —'Ej(xo)

3,70 | = lim O-.. =

-0 £+0

£

. n . _
onde e, € R e T (ei) = &
Sendo F; a aplicacao diferencial vemos que

0

Bi ¥J l = F! (ei) , donde conclue-se que

0 %0

? Lo . - .
se F; & uma aplicagao continua também o serao as fungoes
0

1

. s s n
Analisemos inicialmente o caso de F : R » R, C7,
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. IT1-6
| n “ * ; %
Vjxe®, Veer ,  Feer |
| n -
iy £ - At 1 £
VEY R, | ¥ x | <8+ | (aiF ‘y aip lx) | <
n
. _ai . .
Seja A=4 e 1 e; = (0 ..., 0, 1, 0O, ‘e 0)
1L ..., i ... n
tal que |A| < 8
faca vj = ak - ; ' Q
camos = A ek, k=1 ... 7 e Y =0
temos que
F (X + A) - F(X) = x (F (X - vj) - F (X + V:]"'l)) .
J=1

O teorema do valor m&dio nos assegura gue

P (x+9 ) -F (x+ 97 =

= pJ (3.F) i~1 3 {nenhuma somatdria)
j x + vJ + ejAjej .

para algum ej e | o, 11,

entdo | F(x + v7) - F(x + v371) - ad (3, P | | s =
n
n
e | F (x + A) - Flx) - A3 &, F x |3 SEN [89] ¢ <= |A] e.
J n =1
Esta demonstrada a proposig¢do no caso de
F : R" » R™ com m = 1. Para m # 1 repete-se 0 mesmo argumen
to para cada uma das composigoes F* = 1" 0 F, e F; serd ex

pressa, na forma matricial,por
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- l m' l
BlFx _______________ alFx &
F.O(A) = e :
3 FL 3_Fo A"
W e e e e n x - -

Q.E.D,

Devemos demonstrar ainda uma proposigao auxi-

liar antes do teorema da fungao inversa.

Proposigao IITI - 4

pada F : R - Rm, continua em | Ty té I afir.
mamos cque
Jxe | g, vy | TR (gg) = Fleg)ls | FL 1L (£ = t4) .
Demonstragao:
. té - to .
Seja ¢ = —— . D = F(té) - F(to) P
3

e da(t) = F{t + ¢} - F{t), Vit e | tgr By + 2¢ [
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tem—-se gue o

D] = | @attg) + Aty + @) + d {(ty + 20) | s | dleg) | +
+ | d(tO +c) | + | d(to + 2¢)

portanto Ejtl e | tgr tg ¥ 2¢ | | dlx) z |p]./ 3.

o

Seja ti = tl + ¢ , tem- se um novo intervalo,

com ! - t. = ( t6 - to Yy /3 e

) | = | Flep +e) ~F (t) | = [ dtt) | = |p| /3

Repetindo-se n-vezes o mesmo raciocinio cons-

TFaifios um intervalo .. .. ) o - . A

t 1 —— L] n
1, = t o, t | , com &£! - b= (tg - to) / 3,
como I C I, e | F(e!) - F(e ) | 2 [} /37,
| F(t) - F(t)) | | F(ty) - Flry) |

v

' T
tn tn tO to
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Seja x_ e | t

;. tr 1. A seguéncia dos x_  tem
n "n n

s}

um ponto de acumulagao, x. No limite o primeiro membro & pre

cisamente | Fé | donde segue a proposigdo.

Podemos agora enunciar o teorema central da

segcao ,. o teorema da funcdo inversa.

Teorema III - 1

n n . .
+ ‘R, continuamente di

Dada uma fungao F : R
ferencial num aberto U C R, se a aplicacgao F; & inversi-
0

= . = -1 7,
vel num ponto x, & U, entao existe a fungao F =, inversa de

0
F, definida num aberto V 3 F(xo). Podemos ainda escolher v
de forma qgue Ft seja continuamente diferenciavel em
F"l(v) = U', aberto de R™.
PR T Temos ainda gue )
R -1
Demonstragao:
3 . B
Seja a =1/ 4 || (FL) .
. “p
Pela definigao de de continuamente diferen -
cial

"Jls | JiFrr-rFr || < 2¢ , V¥V xeB, (5§, onde
, X 0 *0
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g (8) = { x| (x- xq) | <6 }, a bola aberta de raio 6&.

*0

Seja x € BXO (6) e A& Al <8 - | x~-x, |, de modo qug

{x+ A )Y e B (&),
%0

befinindo-se

fle) =F (x + & A) - ¢ Froo(8), ee | 0, L |, tem-se

0
! 1
£, | = 1 Fr () - F' (&) | 5 20 {a] =
E
®g t.€ A Xq
- ' -1 . 1
= 2a | F!7LoFro(a) |2 20 || B2 [l - |'F. (A) | ===~ | P* (&)].
*0  *o *0 “Fo. 2 *0 |

Usando a Gltima proposigdo tem-se que

1

|£(1) - £(0)| = |F (x + &) - F(x) - F. (A) ]| =——=— | FL (A)] (1)
0 2 o)
e assim
[F(x + 8) - F(x)| 2 = | B} (8)] 2 20 [A] (2)
0

0o que nos mostra que F & injetora em BX (6).
, a -

Provemos agora gque para ¥ x € B, (8} ,B & Ri
: a .
| B < 6§- | x = Xq |, © que implica B (B C B, (87 ,tem

—se F (BX {B)) o {aB)

BF{x)
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Sejay | |y - F(x) | <ad e glz) = |y - F(z)], z ¢ B, (8)

de (2) vemque | z ~ x | = 8 -~

g (%) < g(z) + af -

+-

2a8 2 |F(2) - Fi{x)| = g{=z)
g{x) < aB = g{(z) para | z - x | < B ou

g(z) < aB < g(z) para |z - x| <

Como g & uma fungi&o continua e BX(B) compacto

it e

fw e B_(8) | glw) 5 glz) , Vz e g;(B) .

X

Lt

Tome~-se agora g = vy — FPlw).

Como F! & inversivel, 3 A e Rn[ FI {A) =y
%0 e 1 o

P U L . o+

)

Seja e e |0, k |,ke | 0,11, | w+kaece B_(B).

Tem-se | F(w) —y - F' (eM)] = (1 -¢e) | v ] .
*o0

Usando novamente a desigualdade (1), verifica

—-Se

| Flo'+ e 8) -~ F(w) - F! (e &) | £ = | ¢ u |
0 2 |

Somando as duas Gltimas expressoes,
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g (w +eh) =]y=-F ({w+en], e
g (w) = | y=-F(w | = |uj. Portanto

g lw+ed) £ (1 -—-E_1) g (0.

2
Disto conclue~se que g{w) = 0, pois tomamos w
como minimo de g. Assim F{w) = y e provamos que todo ponto
de F (B (8)) & interior ou, noutras palavras, gue F (B, o)
0 . 0

& aberto de R".

Provemos agora que F_l & continuamente diferen-
= ) bl =1, '
ciavel em F (BXO\G) e gue (FX) = (F )x .
Sejam
x=F Yy, yeF (5 (8),
‘‘‘‘ : : A
A | y+ A" £ P (B, (8)) e
x
o
p=rFt (yra ) - F Y oy,
Como se havia tomado I]Fé - Fy | < 20 < 4da.= 1
0
[IRE ]
.0
e F, era por hipbtese inversivel, a proposigcao I - 31 do

0 .
capitulo I nos assegura gue F; & inversivel.. Das defini -

¢cbes de A, &' e de aplicagao diferencial segue gue

A" = F (x + 4A) - F(x} = F;(&) + rest (A) -
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FOTHa = w0 THED )+ (7)) THrest ) = b+ ED rest )
X x x X X
Usando a inequacac {2) segue que
=1 -1
| (£1) (rest (A) | Il (rl) "1 . jrest (&) |.
bl < :
[ar] 2 a | A
Tomando o limite para A » 0 vé-se que
—1 1 — . ' T
Frooly + 4%) - Fly) = (F3) 7(a') + 0,(87).
Da unicidade da aplicagao diferencial vem gque (Fé)ul=(F_l)'
, F{x)

Do fato da inversao de um operador linear ser

ciavel.

Teorema LII - 2

Pada F :
ci&vel numa vizinhanga

que F (x, y) = 0, seja

i
i
i

M o= { an+j F {x,v) )
Se M for
V 5 % e um aberto de

OI

1

- uma fung@o continua segue gue F. .. & continuamente diferen -

Q.E.D,

(Teorema da fungao implicita)

Rn

bid Rm -+ Rm continuamente diferen -~
U de (xo, yo), Xg € Rn, Yo € R®  tal

M a matriz

i, 3 {1 ...m} .

, - . n
inversivel existe um aberto de R,

Rm, W 3 y,, nos gquais a fungao
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h : VvV =+ W | F(x, h (x)) = 0, existe e & #nica.-

A demonstragac do teorma faz-se, essencialmen

~ *

te, pelo teorema da fungao inversa
Antes de terminar a secgao definimos ainda al

guns conceitos gque nos serzo necessarios.

Definigao III - 5

Dada uma fungao F : r® » R®, diz-se que o pos

to de F, Rk (F), & P, em x, sse F; for de posto P, isto & :
dim R (F') = P.
_ X

Definicac III - 6

Uma fungBo F : R - R" & um C° - difeomorfis-

mo sse:

1) F & um homeomorfismo.

2) FT e (F"l)j sio de classe C-.

o -
Por brevidade um C - difeomordismo sera deno

minado, simplismente, difeomorfismo.

Teorema IIT - 3 { Teorema do posto )

pado F : R© + R de posto P em U aberto de R,

afirmamos que, dado Xy € U, existe um aberto U' C U, Xg € U]

*  Veja (Spivak, 65)
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16, H, G : R? = rR", H : F" » R" difeomordismos, e
- 2 P
GOFOH T = (v, v, cvee, ¥, 0, .o, 0, Vix e U,
/7

A segunda secg@o do capitulo dedica-se ao con

ceito de variedade. Iniciamos definindo uma variedade topo

légica e, a seguir, definimos & nogac de estrutura diferen-

cial,

Nesta secgao estudamos ainda relagaes entre

duas variedades como mergulho, imersao e subvariedade.

Definicao III — 7

Um espago topoldégico M, & dito uma variedade

topolégica sse: e
1) M & Housdarff
2) M & de base enumeravel

. P
3) V§P e M, 1 Uaberto em M | P & U e existe um homeomor-

fismo ¢ + U+ V , V aberto de rR™,

A propriedade 3) & referida como M ser local-
mente euclidiano, dizemos gue a dimensdo de M € m e gue o)
& uma fungdo ccordenada em U. As duplas ( U,¢ ) seraoc deno-

minadas: cartas de M.
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Pr0posig§o IIx - 5

Uma variedade topologica & localmente conexa,
localmente compacta, uniao de um conjunto enumeravel de con

juntos compactos e metrizavel.
Observagio:

Dada uma carta ( Ux )}, x : U > Rm, frequente
mente notaremos,para P ¢ U ;

x {(P) = x e x* = 7t 0 x ou xT mt 0 x {(p).

Dificilmente havera confusdo entre a referén-
cia a fungdo coordenada ou o seu valor num ponto, mas se a

situagdo ocorrer seremos cautelosos e usaremos uma notagio

inambigua. - .

Definicao III - 8

Dado M, variedade topoldgica uma (c”) estrutu
ra scbre M é um conijunto de cartas A = { ([Ji, ¢£ } i e s

onde:
1) {u;}, i & S, & cobertura de M.
: _ 1 _
2) V LHJJUj temn-se a) Li ﬂ Uj J, ou

b) ¢i 0 ¢;l & um (C) difeomorfismo.

Expressamos estas condigoes dizendo gue as

~ oo .
cartas cobrem M e sao (C ) compativels.
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Ao invés de C -estruturas poderiamos ter defi
nido C? - egtruturas sobre M. Conceitualmente haveria pou
co ganho na generalizagao, razao pela qual, trataremos da
guil em diante apenas do caso c”. por comodidade tdcnica fa

zemos ainda uma terceira exigéncia.
33 Se ( V, ¢ ) & carta de M, compativel com as cartas de

A, entao (V, ¢ ) £ A.

Expressamos esta condigdo dizendo gque A € um
atlas maximal de M. Um conjunto satisfazendo apenas os dois

primeiros requisitos da definigao & denominado Atlas.

Definigdo III - 9

Uma variedade diferenciavel € uma dupla, (M,A),

-~ onde M & uma variedade topoldgica e A um atlas maximal, ou

estrutura, de M.
Proposigaoc III - 6

Dado M variedade topelbgica e A = {(Ui,¢i)} ,
i & s, um atlas de M existe uma ftnica estrutura, A, de M
tal que A C A. Neste caso, dizemos que A &€ a estrutura gg¢
rada por A.

Demonstragac:

Seja A o conjunto de todas as cartas compati-

veis com as cartas de A. Devemos mostrar gue as cartas ~de
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A sgo'compativeis entre si,

Sejam ( V., ¥y ) e { V2,_¢2‘) cartas de A.
a) se vV, ﬂfvz = §, sdo compativeis pecr definig3o.

b) se v, ﬂ:vz # ¥, tomemos P e vy M Vs

Como {Ui} & cobertura de M, por"algum ie s

temos que p e U, . Seja W = Qi 1 vy ﬂ_ V,.
Por construcac de A, temos gue em W

-1 -1
wl 0 Y, = ¥y 0 N 0 ¢i 0 mz ¢ um difeomoxfismo, pois

€& composicao de deis difeomorfismos.

Da mesma maneira gue falamos do produto de

dois espagos topoldgicos, gostariamos de falar do  produto

de duas estruturas sobre eles. Vejamos como isto & possivel

Definigao III - 10

Dadas ( M,A ), ( N,B ) ~variedades ‘diferen-
ciais, definimos a estrutura produto, A x B, sobre o espa-

go topoldgico produto, M x N, como sendo a estrutura, O, ge

rada por

c = W, . , U, . h onde
{ < 1,3 ul’j ) ’

W = U x V =]
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V. T U, o x v, =+ R x R & dado por

peM, geN, {(U, ¢ ) } gera a, e {(V., Ej)} gera B.

Proposigao III - 7

A estrutura produto estid univocamente determi

nada e &, em realidade, uma estrutura.

Uma vez de posse do conceito de variedades de
finiremos um grande nimero de entidades sobre uma variedade,
campos vetoriais, campos tensoriais, conexdes, etc,...0 pri

meiro passo nesta direcdoc & definir uma fungdo numa varieda

-de. - - -

Definigao III - 11

. r L .
Define-se um C -fungdo sobre uma variedade ,

(M,A) ,como sendo uma fung¢ao F : M + R tal gque

Vf(Ul, ¢i) A, F =TFO0 0_1 & de classe CT.

Observagao:

Dizemos que F = F 0 ol & a fungdo F em coor-

denadas e muitas vezes, sempre dque naoc houver ambiguidade

nao distinguiremecs F de F.




VARTEDADES ' _ I11-20

Definigao III - 12

Dados (M,n) e (N,B) variedades uma funcao
F : M > N, diz-se un Cr—mapa Sse para gquailsgquer duas cartas

(U ,9) e & e (V,¥) e B

F=y0FO0 ¢ L, for C

é@/\? N '

W) F Yoy

i

\

2 - a

IR - | IR”

~

Definimog també&m ¢ posto de ¥, Rk(F), por Rk(F)= Rk(F).
Proposigao III - 8

- r - r
A compeosigao de C -mapas & um L7 -mapa.

No restante da secgdo abordaremos alguns +td-
picos que formalizam as idé&ias de como uma variedade pode

estar dentroc de outra.
!

Definigao III - 13

Dadas (M,4), (N,B), variedades onde
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dim M = m £ dim N = n, um Cm—mapa, F : M - N diz-se una i
mersac sse Rk(F) = m.
Se ainda F : M ~ M , onde M & o conjunto ima

gem de F, F(M), com a topologia induzida por N, fox um ho

meomerfismo, F diz-se um mergulho.
Proposigao III - 9

Toda imersac é& localmente um mergulho,. isto §&

# ; M - N uma-imersdo, 4 U aberto de M | F]U & um mergu
lho.

Esta proposigdo & decorréncia dos teoremas do

posto e da fungao inversa.

Damos a seguir alguns exemplos cléssicos de
. ~ 2 - - -~
imersdes, de R em R”, que sdo e gue nao sao mergulhos, res

pectivamente exemplos de um nimexo par e impar.

@D FE) ~(ew ¥, a0m %) @ F(x)= (x,%)

~ | [ -2 )
L A

@ F)= (oo (A7 T @ F=[(en 2VE) (reV )

L
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(C¥+1), r2 <0 @
(1%, oon T ), me X5l Fls)= ({h*/ 22nT £)

‘eura e QXX

Foo FooA :
A T AT q [\\ /
{/ﬂu/\ > | ’
N
Definigao III - 14
Dadas {M,7), (N,B) variedades e F :*M = N, o
conjunto imagem , F{M) , com essa topologia e estrutura que

tornem F um difeomorfismoc diz-se:

D - . al uma sub-variedade imersa sse F for uma imersao.

b) uma sub-variedade mergulhada sse F for um mergulho.

Uma variedade L. € N diz-se uma sub-varieda

de regular sse

1) a topologia de L. & a induzida por N;

2) VY.op, e

a)

b)

c)

0
b (2,
¢ @)

P

¢ (P)

L

)

' H(U,‘i’) £ B, PO e U

= (0, vuv., 0);

CbO(E), o cubo de lado 2E e centro 0;

U L,

(xl,..., XQ, 0,...,0) = (x,0}, »x ¢ R2
T,y Sy, n 0 ¢ RV,

A carta (Uu,s) & dita ent8o carta preferencial
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em relagao a L.

3) A estrutura de L, C, & gerada pelo conjunto das restri -
¢oes a L, das cartas preferenciais ge A, com os valores
projetados em RQ, isto &, se ( U,¢ ) & uma cara preferen

cial de A em relagdo a L.

—— ‘ r?
A U,¢ ) = (UL, « ¢l ) eC, e
Rjl % n - %
T : R x R & + R” & dado por
‘ n
w{X,¥) = X%, X € R'Q R Y ¢ R .

Proposigao III - 10

Toda sub-variedade mergulhada & regular.

Proposigao IXI - 11

Sejam (M,A) e (N,B) variedades e F : M + N u
ma imersao do posto P,

Seja ¥y = F(PO) e ¥{M), Py & M, entao
F_l(YO) € uma sub variedade regular e fechada de dimensao

m - P.

/7

Esta secgdo & inteiramente dedicada a expor ,
de maneira rigorosa, 0s conceitos de vetor e de espago  tan
gente. Sobre a estrutura de eéspago vetorial do espago tan
gente basear-se-ac uma grande multiplicidade de conceitos

e definigdes.
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Definigao III - 15

Seja (M,A) uma variedade e F,G, duas fungdes

C,F:U=+R, G: V> R. As fungoes F e G sio equivalentes

em um ponto P € M sse
1) P e U AV

2) Jw, eabertode M | Ww c Ul v e Fl, = Gly-

A classe de equivaléncialde uma fungd@oc I, num
ponto P, sera notada |FEp » €& denominada, germe de F em P,

' As operacgdes de soma e produto de fungdes in
duzem naturalmente operagoes de soma e produto nas classes,
Ao conjuntc dos germes num ponto provido das operagdes de

goma e produtc dencmina~se algebra dos germes em P,Cm(P).

Definigao III - 16

Seja (M,A) variedade e'{Fi} o conijunto das
fungoes Cl cujo dominio contém P & M como ponto interiorx,Unm

operador, v_ : {Fi} -~ R serd dito um vetor, ou uma tangen-

te em P, sse:

1) vp(chi + BFj) = uvp(Fi) + va(Fj)

2 v (F, . F.) = v_{(F,) F_ + v_(F.) F.(p), esta proprie
) 7( i 5 p( i) Fylp) p( 5 FiP)y proprie
dade ‘& denominada regra de Leibmtz.

Proposigao III - 12

Um operador tangente em P estd bem definido
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nos germes em P,

Demonstragao:
0 que queremos provar & gue F ~ G - Vo (F) =
= v _ (G).
P
Pela definigao de germe:
J W, aberto de M.' Flw = G|W , PeW.
Da definigao de vetor segue trivialmente gue
se | &€ a fun¢do constantemente igual a2 1, em W, vp( 1 )=

=0, Portanto

1y = - = - = 0.
Vp( ) vp( P G ) vp{F} vp(G)

Definigac III -~ 17

Dados vp e'wp vetores em P ¢ M, (M,A} varieda

de, definimos a soma e o produto por escalar destes veto

res por:
) (v +w (F) = v _(F) + w_(F);
P P) ) P ) P
2 o . v F) = a. F a e R
b p)( ) (vp( D
| -
E de verificagao simples, mas tediocsa, gue as
entidades ora definidas sao realmente vetores., 0 conjunto

dos vetores, em um ponto P de uma variedade, ficam assim com
a estrutura de um espago vetorial. Este espage vetorial de

nomina-se espa¢o tangente a M em P, TPM.
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Definigao III ~ 18

Dadas (M,R) e (N,B) variedades e a funcao

"F : U + N, P e U aberto de M, definimos as aplicagoes
1) F* : C (F(P)) -~ C (p) por,
E* (lglF(P))= | g 0 F ip?

que, verifica-se, & um homomorfismo das Algebras dos

germes.

por,

2) F, o: ToM > TF(P)M

= *
gque, verifica-~se, & um homomorfismo dos espagos tangen-

tes.

T M |

/@/’7_._7\.5’ e (%)
ZF F Fep)
Mo

ES

) F
C (F) —— C (e
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Proposigao III - 13

Dadas (M,A), (N,B), (L,C) wvariedades, e os
Cmumapas B :L>M v : M>N, A=nldv, e I :M»>Ma a

plicagdo identidade, temos gque:

1) I* e I, sao as identidades em, respectivamente Cw(P) e

TPM'

2) A* = % 0 u*F e Ax = ux 0 vk,
3) Se v & um difeomorfismo, entao Vi : TPM - TPN € um iso

morfismo.

7/

Desenvolveremos nesta secgao -varias idé&ias in
timamente relacionadas com as idéias de vetor e de  -espago
tangente, definidos na seccao precedente.

A primeira parte da secgao tem como linha meg
tra o conceitc de curva e estuda uma série de relagbes en
tre curvas e vetores.

O final da secgao & dedicado ao conceito de

fibrade wvetorial.

nginigéo IIL —-. 19

Dada uma variedade (M,A) denomina-se curva a

berta em M a um mapa :
Yy : | o,B | » M , a, B £ R

Definimos também a nogdo mais geral de curva

em M como sendo a restrigfo a um intervalo, | vy, | ou ly,§]
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ou | v, | contido em | a,B8 |, da curva aberta original.
biz-se que a curva y €& regular sse & uma imer

sdo de posto 1.

Uma proposigao algo técnica que convém apenas

ser mencionada &
Proposigao III - 14

Se uma variedade & conexa entdo & conexa por

caminhos e & tamb&m conexa por curvas.

A definigao seguinte & muitas vezes tomada co
mo a propria definig@o de vetor, e traduz mais intuitivamen

te a idéia de vetor como deslocamento infinitesimal.

Definicdo III - 20

Dada uma curva v : E - M, E um intervalo de
R e (M,A) variedade definimos o vetor associado a Y em
t e E, vy«(t), por
ly«(e) [ (@) = 8, g 0 v ),

verifica-se facilmente que yx(t) ¢ TY(t)M'

Proposigao III - 15

Dados El, EZ’ intervalos de R, El []Ez g,
Aoz El + Me y : E, » M curvas em {M,2) entdo, se existe um

aberto Vv C El N E, tal que
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il

Y|v="|v + ya(t) aelt), Y te V.

Noutras palavras a aplicagao tangente associa

da, * : (y,t) » T M estd bem definida nos germes

v(t)

hi ) .
TONET /e

, : - n -
‘Como exemplo ilustrativeo tomemos R como va

riedade e v : R +~ R, Se

y(t) = (al, Cinrensr Gg_qr Br Oy gy ...,an}

Y*(ai) ai[(al...a )

bDefinigao III - 21

Dados (M,h) variedade, (U,x) e A e P e U,de

finimos o i-esimo vetor coordenado em P, ailP, ou também
d

oxi

r PpOIr:
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-1 .
= {x ")* (ai|x(P)), ou seja

2, (5) = 2, (x™Hx(e)) =8 (f0xh, Vg mo R

Como { 3, | } & base de ‘I‘X(P)Rn e x & um

i'x(P)

difeomorfismo {ailp} €& base de T_M, a base dos vetores coor

P

denados, em relagdc a carta (U,x).

0 simbolo 3y & pois ambiguo, designando tanto

M. Esta ambiguidade & usual na 1i

n
um vetor no R como em TP

teratura.

Proposigao III - 16

Dados (M,A) variedade, (U,x) € A, P & U e
Vp £ TPM,étemos:
1) v = ate , onde at = vp(xl} e x'= 7" 0 x.

2) Dados uma segunda carta (V,y) € A tal que P U (] vV, te

mos:
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3) Dados (N,B) variedade, F : M » N difeomorfismo, (V,y) € B

e F{P) ¢ V, temos gue ¥V v e TPM

p
_ i, 9 i 3 _
F*(vp) = F*(vp(x ) E_I |P ) = vp(x ) P, E—T ) =
X X
- v (xh) |2 vJ om 2
p axt |F(P) ayd |F(P)

0 segundo ponto da proposigao denomina-se re-

gra da mudanca de base , e o texceiro ponte, regra da cadei-

ra.

. : .
Analisemos alguns casos particulares dos da

regra da cadeia.

~~a) sgse M = R entdo F & uma curva &
Fpldyl (g) = 3, | F*lg) = 9.1,(g9 0 F) = Fylx}{g).
b) se N = R ent3do F & uma fungdo F : M » R e

k3

F.(vp) = a allF(P)’ onde o = vP(F).

Definicdo III - 22

Dados (M,A) variedade e F : M » A, definimos a
i

-

aplicacao diferencial de F em P, dF : TPM + R, por
drF(v_) = v_(F).
p P(

Da ultima proposigac segue gue:
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F*(vp) = dF(vp) . aliF(P).

Pela definigao de dF nota-se que AF & unm ve

tor do espago dual de TpM, gue notamos TEM. Vemos ainda
que :
dxl(aj) =2 Bjxl = & , onde xT = 7t 0 %

e concluimos que {dx'} & a hase dual de'{ai} . Podemos ain-

da obter a seguinte relagdc interessante:

— _ i » i
dF(vp} = vp(F) = vp(x )aiF = dx (vp)BiF-

Portanto aF = BiFdxl e TEM.

Definigao III - 23

Sejam (M,A) e (N,B) variedades F : U -~ V .

(U,x) e A, (V,y) e Be P e U Definimos., a aplicacgao

* e w ) *
P* o TF(P)N_ - TP M por
& = ok T * .
F (WF(P))(vp) = WF(P) (F*(vp)), Vp € PM, WF(P} £ TF(P)N
Por analogia a proposigdo , temos que

F* & um hbmeomorfismo, e se F & um difeomorfisme F* & um i

3 en * o %
somorfismo, de TF(P)N em TPM.
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M ) Trn

/\F*cwf,)/ eﬂf_ﬂ.ﬁ_/«\i /

a4

F(FP)

/@\ £

X 0\ M ¥
X))
\ F - Fof"

Proposigdo III - 17

Nas mesmas condi¢des. da Ultima definicao veri

fica-se a identidade:

= -

dado Wo(p) = %4 dy%(P) entao F*(WF(P)) 3
Demonstragao:
| E* g py ) | aij 1) = Wg(p) (Ful azj )=
repy (0 aij v o) a;k )
de WF(P) = o,qdy e de dy ( a;k } = oi segue a proposi -

Bly” 0 F) - gy
jaxd,
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Estamos agora em condigdes de definir a nogdo
de Fibrado. Comegaremos pelo fibrado tangente, que definire
mos cuidadosamente, e indicaremos a segulir como generalizar

0 conceito .

A idéia basica da nogao de fibrado tangente
€, dado uma variedade (M,A), encontrar uma estrutura para

O conjunto U TbM.

PeM

Definigao III - 24

Dados (M,2) variedade define-se o fibrado tan

gente a M como sendo a wvariedade ™ = { U TPM’ &) onde A &
’ PeM

estrutura gerada pelo conjunto das extensoes das cartas de

A,
Dada uma carta (U,x) ¢ A definimos a extensio
desta carta (0,%) € & da seguinte maneira:
seja 7w : U T,M ~ M dado por m(v_ } = P,
PeM p
7 : R » R a projecdo no i-esimo coordenada.
e | ~ = 2m - -
U =z wm ~{U) r e x : U+ R e definido por
- i m i
x (v.) = (x7,..., X , ¥ ,..., X ), onde
xT = 77 0 x(P) e X = vp(x ), de modoc gue
i




—i
[
t
(W)
U

CURVAS E FIBRADOS ' B

A topologia sobre U T M & a induzida por

o - PeM P
R pelas cartas de A,

=
F NN

N
NN

~4 ~
T (v) - U, 2 (Vp)= (x i{..ﬁt',"x;.-.x"’

7;/‘4 = ﬂ/‘j (P)/ a pibra sobrco

7
TM ?é_/ ponto P
Mo M
A \ s *

e o]

Proposigdao III - 18

C fibrado tangente de uma variedade & efetiva

mente uma variedade,

Definig¢do III - 25

Nas mesmas condigdes da definicgdo precedente,
. r . ; -
define-se um C"-campo vetorial em M, como sendo uma funcgao

v : M-+ TM tal gue:
1) = 0 v & a identidade em M.

2) X 0w O x"-l : R T & de classe CF. . -

Usualmente escreveremos o valor de v num pon
tec P ¢ M como v(p) ou vp. Quando ndo se mencionar a classe

de um dado campo fica implicito gque e c”.
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Proposigdo IIY - 19

Se (N,B) é uma sub variedade regular de {M,An),

e v & um campo vetorial em M, entaoc v & um campo em N.
N P

No capitulo I vimos como definir sobre um es

- pago tensorlal de tipo (r,s) scbre Ichyxaserérmt&b(T;)Pm_

Naturalmente
(Tl)M=TM (TO)M=T*M (TO)M=Re
00’ p P’ 1’p P 0’p
7 e (TY)_ M & unma aplicagac linear
P s’ P \
. * Wk X, . 3 -} .
TP : TP M»x .... x lP M x TPA X seas X TPM > R,

com r cdpias de TiM e s copias de T M, e

Jq I,
{ 3 & ... 293, €dx ~ @ ... @ dx Yi, 3 e {1... m}

Em perfeita analogia ao caso do Fibrado tangen
te definimos o (x,s) - Fibrado tenscorial sobre M, TEM, sendo

gue dado (U,%) carta de (M,A)

U = ﬂ_l (U}, onde U (Tr) M+ M &. dado por
J P
PeM
ﬂ(TP) = P e
. U (TE)PM , glxrrstlim & dado por
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N _ 1 m il,...,l o ' ' . _
X (TP) = (X7,..., X, X rjl,...js), i, 3 ¢ {1.,.m}
il. .ir
onde X 580 as componentes de TP na base
J1-0dg ' é
3 ] |
1 S '
{ Bi,..., Bir, dx ~,...,dx T.

A TSM notamos também T*M gue também denomina-

mos fibrado cotangente a M.
/o

Esta secgido & dedicada ac estudo de alguns as

pectos da teoria dos grupos delie, e conceitos correlatosco

mo derivada de Lie, fluxoc e &lgebra de Lie de um grupo.

Definig¢ao III - 26

Seja G um grupo, e ao mesmo tempo (G,A) uma .
variedade. G diz-se um grupo de Lie sse forem diferenciaisas

aplicagoes:

1) U:G6xG » G dado por

U (a,b) = a.b
-1
2) () T: 6 -+ G, dado poxr
ala = aa™* = e, onde e & a unidade de G.

Proposicao III - 20

Dade G,H, grupos de Lie G x H, gue & como gru

po o produto direto, e como variedade a varledade produto |,
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& também um grupo de Lie.

Definiremos agora a nogao de um grupo sobre u

. ma variedade. Escolhemos definir agao a esquerda, em G x M,

mas poderiamos igualmente bem ter optado por definir acaoc a

direita, em M x G, Ambas as agles sao usadas na literatura.

Definigio III — 27

bDados (M,A) variedade e G um grupo diz-se de certo
uma aplicagao U : G x M -~ M, que & a agac (a esguerda) do

grupo G em M sse

1) U(e,x) =x, Y x e M, e a unidade em G.

2) U( b,Ufa,x) ) = U . a, x), VxeM a beaG.
Utilizam-se também as notagodes U(a,x)= Ua(x)=

= uxta) = a . x

Proposigio III - 21

Nas condi¢des da definigédo anterior (ua)‘l =

= UU__7.
a—1
No momento © caso maigs interessante de grupo

sobre uma variedade e o de grupo a um pardmetro.

Definigao III - 28

Denomina-~se grup® a um parametro, ou fluxo

global, a uma aplicagdo C*, U : R x M - M onde R sdo oS
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reais, tomados como grupo em relagao a soma, (M,A) & uma va
riedade e U & uma agao de R em M.
Define-se també&m grupe local a um pardmetro ,

N 3 ~ [}
ou fluxo, como sendo um conjunto de aplicagoes C ,

U 'U‘IP x {P} » M, onde P e Me I, & um intervalo a
PeM : a
berto | 0 ¢ I, e
1) UO(P) = P, P g M
= . 4
2) yt(ut,_(P)) = Ut_l_t,(P} . t, &7, £+ t7 e I,
3) se U _(P) _= Q, }\a B | = I, e | v,8 | = Ty entdo

y=o0 - t e o=f -t .

Dado U, um fluxo em M, tome-se a curva y({t) =

= (t,P), t e I P & M. Diz-se gue v«{(0}) € TPM e o gerador

P?
_infinitesimal do fluxo em P.
A uma curva A{s), tal que , Ax(s) & igual ao

gerador infinitesimal de U em Q = i{s), para todo s no domi

nio de definigdo de A, denomina-se curva integral.

Sem nos preocuparmos em formalizar o© exemplo

apresentamos "graficamente" um fluxo em C -~ {({x,0) | x < 0}

%)

Y= ec T T 7L
o= (o) n () =

I1=73% [
L{ﬁg(?)
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Definigdo III - 29

Nas mesmas condigoes da definigZo anterior,um
campo v em M & dito invariante pela agao 30 grupe G em M,ou

invariante pelo fluxo, sse

4 () VPaM,teG(outeIP).

Os dois exemplos abaixo ilustram campos inva-—

riantes pelo fluxoc do exemplo anterior.
A

Ny
NNV
L -

"

b 4

v

Teorema III - 4

Dados (M,3) variedade e v um campo em M, exis

te um Gnico fluxo U em M tal que:

1) O campo v coincide com o campo dos geradores infinitesi

mais de (.

2) Os intervalos I, sfo maximais, isto & Y v(t): la,8 | » M
curva integral com inicio em P, ou seja |y(0) = P, te
mos que | a,B | C I e quell, = y{t}.

P t'lu;B \

3) Para V P £ M, fazendo v (&) =L1t{P), ou

a) () =p, Y t e IP, ou
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b} +vy(t) & uma imersaoc.

Os itens 1 & 2 do teorema dependem em essén -
cia de teorema sobre existéncia, dependéncia diferenciavel
em relagcdc aos condigoes iniciais, e existéncia de interva-

*

lo maximal de solugao para equagdes diferenciais ordinarias .

Quanto a terceira parte, vemos que Ut(P) € u

ma aplicacdo C~ e inversivel, isto & um difeomorfismo, e
portanto U, x : T_M = T M & um isomorfismo, Poxrtanto se
t P t, (2}
vp=o,VQ|Q=ut(P),vQ=o.
A segunda nogio de grande importéncia a sexr

definida nesta secgdao & a de derivada de Lie, que estudare-

nos a seguir,

Definicao III.~- 30

Sejam (M,A) variedade, v, w, canpos de vetaes
em aberto U C M, X canpo de covetcres, f campo escalar e T e
S campos tensoriais em U. Definimos a derivada de Lie, em
relagdo ao compo v, de um campo tensorial como sendo um opée

rador L : T°M -» 7o M, dado por:
v s s

D] L (0 |y = v ()
| o o )
2) I LV (w) | = iiIg —t— l wP - i L(t* | ( W.gt(P)) ‘

* Yeja-se por exemplo (Oliva , 73 }
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3] 1,00 |p = lim -2 | x_ - wH ™t

(%, )
P00 ¢ P u, (p)

4) |, (TeQs)

v |5 = L (T) & § + T & L_(S).

22

I

Proposigao IIT

‘Nas mesmas condigdes da definicdo anterior tem

~5e:

1) L, (af) = a (v(£)).

2} LV(T+S)=LVT+LVS.
3) L, (T) = L (T) + L {T).

Demonstraremos a primeira identidade

| L (a6 | (ug) = lim % | (an, - (u;)“l(df)yt(P)l (w) =
usando que (ut)—l(df)gt(P) @By (p) Ue e
gue df{w) = w(f) vemos que
| T 0af) | (w) = lim e - vy (W, (£) | =
t-+0
= w | Lim —i— (£ -f0u) | =w, (v(D) =] awe) | 0.
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Examinamos agora uma interpretagao bastante
intuitiva da derivada de Lie.

Seja (M,A) uma variedade,'{ei} uma base de
T,M e {e'} sua base dual. Seja ainda U(t,P) o fluxode um

campo v em M.

Dizemos do conjunto das bases {ei} . onde
P
P = U_{(P,) para t e I , & um referencial mdvel so
£t 0 Po =
bre a curva y(t) = UP (t) sse
G
e = U x{e,_ ).
1 € iPp
Ut(Po)
. J1 _Js PO .
Seja { e, ..., e, , E ,..., E } a base cdnica de (T°)_M,
ll lr s'P
onde {ei} & um referencial movel sobre y(t) = UPO(t) .
P : .
el l L N
Se S & um campo tensorial de tipo (r,s), em M e Sjl ;r
N l > = 5 S

s3c suas componentes no referencial mdvel, temos, para P=

= U, () e T =L_5
v

PO 5
R
. atr.t T, (1))
i,... 1 . v Jlev. 3 Pp
1 r _ 1 r _
T (P) = v, | s (») | =
Jq--- js jl.. Jg dt

As duas proposigoOes seguintes referem-se, a
primeira, a existéncia de cartas numa variedade cujos ve
tores coordenados coincidem com Ccampoes pré—estabelecidos,
e a segunda, a uma fdrmula de calculc para derivadas de

Lie.




™
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Proposigao III - 23

Dado (M,A) variedade e v um campo em M]vp# 0

para algum P ¢ M, existe uma carta (U;y), P & U-para a
gqual al = v,
Demonstragao
Seja (V,x) ¢ A | P eV, x(P) =20 e
(v, a )y, e { 2,3, ..., m}, seja base de T M.
ax® |
X
. : - -1 m P '
Seja a fungac (v 7} : R » M definida poOr
-1, 2 - 2 :
{y 7)) (t, =7,..., xm) = Utx l( O, X, e-us xm), %= & R.
Se numa vizinhanga U de P, (y—l) for inversi-
vel sua inversa, y = (y{l}+%, & uma funcgao coordenada tal

m

como se deseja. Note-se agora que (y—-l 0 x) : R" » R tem,

em 0, postc m, pois

v, se i =1

toxy, (—2 ) =¢

{y
axt

,se ie {2, ..., m}.

3t

vé-se entdo gue {y_l)* & um isomorfismo e,pe-

1o teorema da fungao inversa, para alguma vizinhanga U de

A, (yml) & inversivel.
Pode~se extender este resultado da maneira
seguinte:
sejam Vi ... V, Campos em W aberto de M, com seus respecti
1 k

-

vos fluxos Ut,..., ut
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Se os campos forem L I em P, e se

i 5 i o .
ug 0 ug = ug 0 U, Vi, e {1...k}, seja
9 2 -
(W,x) e Al PeW, (Vyyeou, Vi, —m ;... ) & base
i k
k+1 m
9x Ix
de TPM e x{P) = 0.
Definimos
v Iy (e e, ST LS =ul oo o0 uf o xi(o,...
1 k tl tk
"'for xk""l’.." Xm)-

Analogamente ao caso anterior pode-se usar o

teorema da funcao inversa para garantir, numa vizinhanga Y

de P, a inversibilidade de (y—l}. A carta {U,y) & tal como

se deseja.

Proposigac III - 24

Seija (M,A) wvariedade (Y,x) € A, v campo em

U e T um campo tensorial de tipo (r,s) em U, Temos que:

ij...1 i....1
1

1 (L,7) 1 =y (T Ty ¢ +
31---3g J1-++3g

r io..0d 408, 4 pes - 1 i
-3 1 k-1 k+1 r 82 v k +

k=1 “i""*7s

s i LA
-+ pa T 1 x 33 VE.

k=l jl... jk_lrlrjk_'_lr - :]S k
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onde v = v ai,'vl = v (x7).

De posse desta formula verifica-se validas as identida

des.
2) LWy () = v (w(E) ) - w (v (£)).
3) L (w) = - Lw(v).

A segunda identidade da proposicdo anterior &

um forte estimulo ao estudo das dlgebras de Lie..

Definigac III - 31

Dado V, um espago vetorial, um operador s

-
-

: Vx V>V é dito um produto de Lie em V sse:

1) ajvy + BV, vy [ ¥Aa;!-vl,v3 | +WB | vz,v3 | .

2y | Vi, o vy b B vy | = o | Vi Vs ]~?B Ivl, VBI

3) vy vy | == Vor vyl

4y | v, | Vo Vg P+ Vo oo | VarVy ||+ ]v3,|v1, v2{!=

ou seja, & bilinear, antisimétrico e satisfaz a identidade

de Jacobi.

A um espago vetorial dotado de um produto de

Lie denomina-se algebra de Lie.

0



GRUPQS,ALGEBRA E DERIVADA DE LIE | IT1-47

Proposigao III - 25

Seja {M,A) uma variedade, camp{M} o conjunto
dos campos vetorials em M. Afirma-se gque camp(M) com a so

ma e produto por escalas usuals e o produto de Lie defini-

do por:

| v, w |[(£) = v (w(f)) - w (v(f)), onde f € Ex (M), o con

junto das fungdes escalares em M, & uma algebra de Lie.
Demonstracgac:

1} Primeiramente deve-se notar gue camp (M), com os opera-

dores + : camp(M) x camp (M) - camp (M) & . : R X

X CAmp (MY T eamp (M), - derinidos pontualmente nos espagos

tangentes, isto &:

v o+ w = v +'w e o . V) Z o . v._, € um espago ve
( 'p T Y * Y ( P p pago ve

torial, embora de dimensaoc infinita.

2} Dos pontos 2 e 3 da Gltima proposigdo temos que | v, w =

=L w) == | w, v [.
3) A proposigao III - garante a linearidade.
4) Usando diretamente a definicdo, tem-se | v,|lwau||(£) =
= (v0wOu -« v0uow-wOuov+u0woOwv) (£f).
Somando-se sobreeﬁ;permutagaes ciclicas de (v, w, uj), og

tém-se a identidade de Jacobi.
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Usando a definigéo verificam~se ainda as iden

tidades:

1) | fov, gow | = fog. | vw L+ £ . (v @) w g (w(f)).v.
2) | v,w | (£.9) = g.| v,w [(£}+ £. |v, w](g).

Proposigac III -

Seja (M,A}) uma variedade, v,w, campcos em M ,
tais que |v, w}P=G, P £ U aberto de M,

- Afirma-se a existéncla, para gqualquer PO e U,

de uma carta (V,y) | Py €V, 3, = vp e 8, = wp, Vp ev.
1% P

Demonstracao:

L : d

Seja (W,x) € A x(P,) =0 e (v w _— ...

J ' , l 0 pr p’ ax3 o ’

ey 9 ) & uma base de T_M. Definimos;
axm P P

-1
) : R+ M por ¥y (tl’tz’ x3,...,xm) =

0 x 1 (0, O, x3,.,.,xm), onde Ul e u? s3o os

fluxos de v e w, respectivamente.

Pelo mesmo argumento utilizado na proposigao

IIT - existe um abkerto V Py | (V,y) £ A onde y;{y"lyJ-v‘
. . 1 1
De imediatec temos gue 3 / 3y~ = Vv e, se y =
=tl = 0 temos tambdm gue 3 / ay‘ = W.

Seja a curva y(t) definida por
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1 -1 2 s -1 2
y(e) = UL 0y & (0, ¥v°, ..., YD =y (€, ¥, eee, ¥
: i i _ i,
Yuls) (wh) = dw . = Glwly?)) s 8; (wly™)) = : .
dt dt
= viwyh) = wivyh)) = wisgly)) = wlsp = 0. ‘
Como para s=0 temos a condigado de contorno
wh = 6;, temos que wl(s) = 6% Vs.
0.E.O.

O resultado pode ser extendido para k campos

vetoriais em M cujos fluxos, dois a dois, comutem.
Proposigcac II1 - 27

Seja (M,A) uma variedade, (U,x) & A v, w, cam

. - W T : W w7
s > = :
pos em U P e y{t) gt_o yt 0 utKQ Ut, onde U e u
s30 os. fluxos de w e v, respectivamente.
Tem-se gue, se |v, wlP = o 3, entdo
i

x {y(t)) =

- U P A U U LAY (p)
= (t)Ta" + 03(t) . -7 i AT,

O desenho ao lado

ilustra a situagao.

Embora ni3c seja estritamente necessario ra
ra o seguimento da dissertagdo, definiremos rapidamente o
conceito de distribuigao e enunciaremos O teorema de

Frobenius.



buigdo a uma

espago de ToM, A

pos (Cw), vl,

V;P e M.

dos campos v,
| v, w|P e A.
uma imersdo F
Se ainda F (T

integravel.
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Definigdo III - 32

Seja (M,A) uma variedade. Denomina-se k-distri
fungao A, gque a cada ponto P € M associa um sub

de dimensao k.

Pl’
Uma distribuigac diz-se ¢” sse existirem cam
SR tais gue (vl... Vk)P seja de base AP '

Uma C~ Qistribuiclo diz-se involutiva sse da-

w | Voo Vg € Ay V;P e M, tiver - se que

p

Uma distribuigdo diz~se integravel sse existir

: N> M | Fx (T N) C e F & sobrejetora

Ar (p)

PN) = AF(P) a distribuigdo diz-se completamente

sse & involut

Teorema III - 5 (Teorema de Frobenuis)

Uma distribuicaoc & completamente integravel

iwva.
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CAPITULO IV

Este quarto capi£ulo'da dissertacao & dedicado
em esséncia a desenvolver as teorias de integragao e deriva
cao sobre variedades.
| | Na sua primeira sec¢ao & apresentado o concei-
to de campo de formas e todas as operagoes correlatas, como
derivada exterior, produto interno, etc. O principal resulta
do da secgao & o teorema de Poincaré.

A segunda secgao & dedicada & teoria de inte -~
gragao. Procurou-se manter um compromisso entre o rigor e a
brevidade necessérié para a exposigao do assunto.

Esta secgao & fortemente dependente, fanto no
sentido 1légico como no intuitivo, do capitulo II. No final
do capitulo sao mencionados varios teoremas interessantes,co

mo o teorema De Rham e defendidas algumas relagoes, como a

— deentaganento; TgUe TIUSTIEN Ua VEz mais as fortes relagoes

~

do assunto trata@o com & togologia.

A terceira e a guarta secgao sao dedicadas ao
estudo de conexdes, tor¢do e curvatura.

Postergamos deliberadaménte para a ltima
‘'secgao a introdﬁgéo do conceito de métrica, de modo a deixar
clara a exata dependéncia, ou interdependéncia, da métrica
em relacaoc aocs demais assuntos tratados.

Na Gltima seccgao & abordado também o conceito

de geodésica e o0s problemas variacionais relacionados.
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Nos cilculos de integragao e derivacao de cam
pes numa variedade surgem com grande freguéncila campos ten

soriais covariantes e antisimétricos. .

Esta secgao & dedicada ao estudo de tensores
deste tipo, cujas marcantes propriedades de simetria permi-
tirao a definicdo de uma série de operagdes tteis.

Definigao IV - 1

seja (M,A) uma variedade. Uma p-forma em M &

um campo tensorial de tipo (o,p), totalmente antisimétrico.

Notagao:

| J1r-e-s jP ] i?dica uﬁéﬂVepupla (3ys «vns jp) |

e 1 lh... m}, (U, x) € A.

R O PR -
Sabemos do capitulo I que
3 J
z ax_* A ... A ax P , & base de AP mku,
_ . P P P
ljl,...,jpl

Para nao sobrecarregar a notacgdo omitiremos ,

sempre gue possivel, os sinais de produto exterior e nota-

remos:

i

ax® A ax’ por dxldxj, e
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J 3 EETEEETEMN
dx 1 A ... hax F , com i < k- ji < jk’ por dx 1 P .

Assim uma p-forma em M pode ser sempre escri-

ta como
(5,03,
Bo= E i | dx , onde
Jpeee o

1 1

£ . = . = H (2. , oo ,9. ).
13- -3,1 ot Ip---3p o 1 ip
*

Indicaremos por AP M o espago da p-formas so

bre M.

Definigao IV - 2

R b — e

" Denomina-se dexrivada exterior,numa variedade

(M,4) a um operador:

d: APT*M > Ap+lJT*M, tal gque

1) d(py + v ) = dp + dv
2) A@ {p AV) = (Au) A v + (=1)¥ u A av,
onde u € AKT*M
3) Mo d{du) = 0
0 %
4) f e ATT M, (campe escalr em M)

a(f) = df , conforme a definigao III - 22
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Proposigao IV - 1

: *
Seja (M,A)} variedade, (U , x) & A, u = AP M

[9,...3
e p| . = dx 1 P’ Afirma-se que, em U,

Demonstragao:

Provemos a proposig¢ao por indugio em p:

l) Para p = 1, temos gue

dAdxd) = @ (a(x)) = 0

2) Para p > 1, temos gue

EE s SURNEE (o PAP I
dlax * P = aa( x tax ? Plyy = o,

onde usamos gue,

l

31 dgeeedl

ETUE 15203
2’ 1 + (-1)Px " ta(ax Py

p)=dx P

d(xjdx

e o segundo termo se anula pela hipdtese de indugao.
Proposicao IV - 2

0 operador derivada exterior existe , & {ni-

co, e se numa carta (U,x) de (M,A)

nw=f . .oy dx P , entao
[3,--- 3,1



FORMAS
T N
dlp) = a(f,. . ) ax * P
|3 3.
1°°" ~p
1) unicidade
|3, -. 3.1
Se u = £, . dx P
i3 3] d
1 3p
[3:eve
an = d (£ .l)dxl P+f‘.
S PR 3

onde o segundo termo se anula.

2) existéncia

V-5

Para provar a existéncia, provemos a compatibilidade da

expressio obtida no item 1L, com os guatros reguisitos

da definigdo IV - 1.

. p -

Gqeeed

i
Q>
[h
—
H

I
Qs
Hh

o
5
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. 13...-3 ko k!
= 3f, .|dxl!\<3xl A kldxl Loy
Jimdp 17y
s PR, Y . Ik, ...k
+(~1)Pf|. g e 1 I kldxlAdx L
i dpl 1%
_ 13031 [ 9
= a5 ldxl A gy kldxl % +
IR o) 177
15....3 lk, ...k, |
+(—1)Pf|. j|dxl pAd(gIk kldxl “0
3100 dp 1%
: 137--.3. ]
3) dads,., Coax TRy -
PR I
1°""'p
; {5, ...3.]
e ) @ A hax © P =0
SR T TERS IS M
4) E imediata.
Proposigao IV = 3
Dados (M,A) e (N,B) variedades, F : M -+ N e

F*: TSN > TSM, afirma-se gue, dados u, v, p~formas em N

F*(u) + F (v}

1) F(u+ o)

*

2 F (u A wv)

(F u) A (F vy

* *
3} F (du) = 4 (F u)

’
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A primeira e a éegunda afirmagoes decorrem do
fato de ser Fr um hqmomorfismo. Provemos a terceira:

Seja (U, X} £ A, (V, y) e B, W ¢ U |F({icC V
e consideremos a restrigao de u a W. Provaremos a terceira
afirmagao para 0- formas e l-formas e,.das afirmagGés ante

riores, segue O caso geral.

1) Se p = 0, tomemos 1t = £ : N - R.

af = ai £ oAyt -
3y~
% 3(y* 0 F) 9f ' 3(F ) ‘ *
F (df) Y Lodx? = 25 Ll ax? = atr f£).
oxJ ayt axJ
2 Se p =1, seja y = fj dyj
I i L3
ap = .3 ayt ay? -
oyt
3f . . . 5f. .
* * *
qu=F*(——-J::]_-—dylAdyj ) =F (—2 ) AP ay) =
3y ay
* * i #* x4
= F (dfj) AF (dly™)) = (@F fj) AT dy . Por outro
lado, '
* x _1 * & l
d (F u) =4 (F fidy ) = (d (F fi)) A F dy -

* * g
-~ F fi AdFE dyl. Para terminar a prova basta mostrar
a nulidade do segundc termo do segundo membro. Para tan

to veja-se gue:




X s
ar ay” = a -2

FORMAS . V-8

S0 F) 3

ax ox

Até agora o gque fizemos foi introduzir, de ma

exats

Demon

neira rigorcsa, o conceito de forma e o de derivada exte-
rior. Examinaremos agora os conceitos de forma exata e fe
chada e o tecrema de Poinéare, que & o principal resulta-
do da secgao. A prova do teorema & bastante trabalhosa, mas
mesmo assim, estd feita em detalhe.

Definigao IV - 3

Uma p-forma u, em (M,A), diz-se fechada. sse
dpy = 0. 7

B Umai?gll)—fdfmé ¥, em (M,A), diz-se exata sse
Jv e AP T*M [ p = dv.

Teorema IV - 1 (Lema de Poincare)

Dada (M,A) variedade, temos que toda forma
& fechada e, se M for contrativel, vale a reciproca.
stracgdo:

Que toda forma exata & fechada, decorre tri

vialmente da definig¢do de derivada exterior.

{U, x

Provemos a Segunda parte do teorema. Seja

) uma carta de M | P & U
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Pela definigdo de contratibilidade,

JH : T xM->M, I=10,1] , | DadoP,eM

H (0,P) = H,(P) =P eH (L,p) = H (2) =Py, Ve

Consideremos agora as inclusdes de U em IxU,

no topo e na base, como sendo

It(P)

(1,P},

Ap+l

Ib{(P)

1l

- ( f

>V

. * p . * o
Seja K : T (I = U) - AF T U, definidas

por

s P l
1) K (£(t,x) dx Tt ptl

R 13-+ -3

1
2) K (£(t,x) dtdx Py = ('J'fg&,x)dt) ax p
0

3) K (v, + v

1 2 1 2
Para provar o teorema provemos antes O seguin-
te lema:
* * *
v € Ap+l T (I x U), K(dv) - dtkv) = It v -~ Ib Vv
|j:1“'jp_|_l]
1) v da forma h(t,x)dx ) , em I x U , temos

K(v) = 0 = d(Kv) = 0. Por outro lado,

[5....3 }
g = .90 g¢ ax 1 p+l’l , _38h

ot axt

R s TR l
dxldx 1 p+l
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2)

FORMAS
: IO
K(dv) = ( J B ey ax oLVl Lo
R ot
[j ees |
TP ore® ) - 1 ()

= (h(1l,%x) - h(0,x} Adx

v da forma h(t,x)dtdx
* * x*
e Ib V=0 - I+ ¥ — Th v = 0.

Por outro lado

- ti 3] |3 -3
av = —22 gytarax T* Pl oy % gratax t P
ax1 ot
(i, Jq,.-.3_)
= - % grax 1 P,
axl
1 -
(i, J,...3.0
Iuerqa—wi(%*&v}"-——h-——-{-"—)[—“--a_-h"_ -dt) ax oo
. Bth .
1
13123,
Como XK({v) = ( J'h at) dx , temos qgue
0
i
(i, Jq-+-3.)
S(K(vi) = ( J M 4y a 1 P = _k(dv)
ox—
0

Assim K(dv)

1v-10

B
. P ', em T x U temos T v =0
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FORMAS v-11

3) Do item 3 da definigdo de X segue o lema.

Se agora usando a notacao do enunciado do teo

rema, tomarmos

*

v = K (H u), teremos
x > - * F 3 * &
K{d(Hd u)} - d{(X(H u)) = It 0 H (u} = I O B (u).
T * *
Como H O It = I, a identidade, It O H {(u) = u.
- * %*

Como H 0 Ib(P) = PO’ funcao constante, Ib 0 H (u) = 0.

Assim temos finalmente gue
* *
k dH pu - d KH u =u -+

* w *
KH (dy) ~d KH p=yu - d (KO0 Hu) = u,
Q.F.D.

A prova'do'teorema estd completa, pois, dada

, « .
u, fechada, v = K 0 H (u) e tal gque dv = u. Notemos que v
e = - - . . v . p...l.I‘*
nao & a hnica forma com esta propriedade, pois V We A u,

p=a4a (V+aw ).
Antes de concluir a secgao, definiremos a ope
ragac de produto interno, e listaremos algumas identidades

gue seraoc utilizadas mais tarde,

pefinigdo IV -~ 4

Denomina-se produto internoco & um operador

* — *
I ;™ x APT M » AP M, definido por:




S

1) I{v,uw) (wl...w
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p-1
2) I{wv,f) =0
Vv, w,, campos em M, f, campo escalar em M, u ¢ APT Mm,.

*
v e_ART M,
Proposigao IV - 4

Nas mesmas condigoes da Gltima definic3o te

mos que

1) I(veu A vw) =I(v,1) A v+ (-1)P u & T(v,w)
2) LW = I(v, dp) =d I(v,n)

3) Lv(du) = d LV (u)

Se tivermos ainda % = ile p = 2 temos:

4) df(v) = v(f)

: 1
5) dvi{w,,w,) = —— { (viw,)) - (Viw,)) — u( . o,
¢ 2 > wy (viw, LP 1 wfwy ,wy [
_ 1
+ w3(u{wl,w2)) - u(|wl,w2|, w3) - u(|w2,w3{,wl) +

- U(Ew3rwllrw2) .

/7

Nesta secgao apresentamos a teoria de integra

¢ao sobre uma variedade.

Devida a topeclogila nac trivial a teoria de
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integragao exigirad uma sofisticagao a primeira vista sur-
preendente. Eventualmente métodos alternétivos, como © métg
do da partigao da unidade* sao possiveis. Usaremos aguil a
definigao de integral scobre cadeias singulares.

Admitimos definida em R a medida usual**, P
e atravé@s dela a integral de uma fungao £: én + R, num aber
to U C Rn, como J f du.

g

Suporamos tampém conhecido o teorema da mudan ..

ca de coordenadas, que nos afirma o seguinte

Teorema 1V - 2

Sejam U, vV abextos de Rn, d : U ~» V um difeo -

n

morfismo, e £ : R -+ R. Tem-se gue

-

Jf dp = J(f 0 ¢) lMJ¢ l ay , onde J¢ & o jacobiano da
U Y
| . 3yt .¥v™) i .
transformagao, J, = det | S AL , dado ¢ (x7...x ) =
' ¢ B(Xl...xn) '
1 n
= (¥ o..¥ ).
Definigdo IV - 5
Pada (M,A) variedade, duas cartas (U,x) e
(V,y) & A sao ditas consistentemente orientados sse UAV = @

3(xl...xm)
ayt...y™m 'p

ou, U fv#o0e >0, VpedU nov.

* Veja {(Lima ,76 )
%  Vedja (Shilov ,77 )
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Definicao IV - 6

Uma variedade {M,A) & dita orientavel sse exis
tir um atlas, A' C A, na gual todas as cartas sejam consis
tentemente orientadas. Diz-se entdc gque A' define uma orien

tagao em (M,A).

Se um atlas A'" , nas mesmas condigdes de A" ,
tiver suas caras consistentemente orientadas com asg cartas
de A' diz-se gue A' e A" tem a mesma orientagio.

E facil ver que, ter a mesma orientacdo, & e
relagao de eguival@ncia no conjunto dos altlas de cartas
consistentemente orientadas. A cada uma das classes de equi-
valéncia assim definidas denomina-se orientagéi de (M,A).

Vé-se ainda que, se (M,A) & orientdvel, exis-
-«we¥i1~+wmw?Mw“%em“exatamente-Ek—Uriéﬁtag6es de (M,A), onde k & o numero de .
elementos conexos de M. Se k=”l, uma das orientagdes .sera

dita oposta da outra.

Definigao IV - 7

Dados (M,A) variedade, U aberto de M, dizemos,
*
que dV & um elemento de volume em U sse AV : U - AT M sa

tisfazer:

1)  av(p) ¢ AmT;M

2) av(p) for uma fungao continua

3) avip) ¥ 0 ¥Ypeu




INTEGRACAD Tv-15

bados (U,x} & A'e AV elemento volume em U dJdi
zemos que 4V tem a mesma orientacao gue (U,x) sse av =

fl...m|.e £(p) > 0, ¥ P e U.

= £f(P)dx
Se a variedade & conexa + dV &€ a orientagaode
finida por AV e - AV & a orientagac oposta.

Retomaremos agora algumas idéias do capitulo

IT gue serao generalizadas com fins a teoria de integragao.

Definigaoc IV — 8

Dada (M,2) variecdade conexa, denominamos p-
~-simplex singular diferenciadvel orientado sobre M, cﬁ a u
ma classe de egqguivaléncia no conjunto das aplicagbes singu

lares diferencifveis orientados, {(+o,8,y )1.

Uma aplicagac singular diferencidvel orienta-

" das & uma tripla (+0,6,y)onde N
1) +40 & um p-simplex orientado em rP

2) § & o elemento de volume cancnico em RE a saber ’

§ = dy[l"’pl , ¥ a aplicagdo identidade.

3) V¥ & um difeomorfismo ¥ :0 o W C M, onde © # = um

aberto de RFP | T ¢ ¥

Define-se finalmente a relagao de equivalén

cia por (+0,8,0) ~ (+ ©,8,8) <=+ 3¢ : 5% » BH#, aifeo

merfismo tal gue:

1) wl_k = £ 0 ¢l*k , onde & @ um indice para-as faces de
K K
2
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dimensdo k de o, 'k € {1, ... ,é}.
2y 468 = +¢*(6), isto &, ¢ preserva a orientacdo de RP,
v J“J%A...Aaﬂg’o

+ G

Definigao IV - 9

Denomina-se p-cadeia sobre uma variedade (M,B

a soma formal

cp—il(' .8 )|~Fi(p) at ¢ R ona tabel
= a T 0449, wi = a (gy);. £ onde estabelece
mos gue

| (+ o,8,9)| = = | (= 0,86,9)] = - |(+ 0,8 ¥)| .

0 conjunto dos p-simplexos singulares diferen
P

y © © grupo das cadeias por

ciais sobre M serd notado o

e

Ch
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befinigac IV - 10

Dada (M,a} variedade denomina-se bordo a um

P p-1 o
operador, BP : CM -+ CM , definido por:
p i P p i P
1y 3 Cy = a 3 (UM)l, onde C, a (O’M)i
2) 8 |(+ Sp,é,w)i = §|(+ Qi,ﬁi,wlﬁ#)}r onde

1

+sP 8 o p-simples standard de Rp,

sP = ((0,...,0),(1,0,...0),(0,1,0,...,0),...,(0,...,0,1)) =

= (ao,-al,..., ap), a; ¢ RP, e

9 sF = i + 2, , onde +Q, = (—l)i(ao,...,éi,...,ap), e
| ‘Si:dy]l...i.t..pl ,-éei?—‘O”:a

6. = («1)F 5, ke {1 ...p}, se i

2

+4
exemplificando

2

o e8]

Proposigao IV -~ 5

A composicdo de dois bordos & o iscmorfismo
. p-2

P
trivial, 3 0 8 : Cy ~ {0} ¢ Cy

Estamos agora em condigoes de definir a inte-



INTEGRACAY D . Iv-7s

gral de uma p-forma numa variedade em um simplex sobre a wva

riedade.

Definigao IV - 11

Dada (M,A) variedade, w uma p-forma em M e
p )
Oy = | (+ g,6,¢)| um p-simplex em M, definimos

* *

w = J <y {w)| § > dy .
p —
Oy o

Proposigdo IV - 6

A definigao de integral independe do represen

-~ e
Demonstragac:
seja (+ o,8,9) ~ (+ 6, = §,£) isto &
qu:zf#_> §#| 50¢|E=¢|_0_ L4 b (x §) = § e ¢ mapeia

as faces de ¢ nas respectivas faces de © .

-:k * * . %
Como % = & 0 ¢ , v, =&, 0 ¢, e vo=4¢ 0 & ,assim P u-=
* % * *
=f . 86=9¢ (Ew =0 {g. xd8 ={({g0d) ¢ (2 ). Como
¢ preserva a orientagao dada pelo elemento de volume, temos

gue = J¢(p) > 0, Veped.
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Sejam (E#,x), (5#,y}, cartas de RP dadas pela

restrigdo da identidade. Seja ¢ da forma yi = ¢i(xi... xp) .
temos gue
* * ! * *
d (x 8) = % ¢ (dyll Py = 1 g dyl Avooh 6 ayP =
_ 14, . Psd 4 Jigell--- P 2
= F 8;07dAxT AL LA BTdxT = % 13,97 [ax =
= = J¢ . § , de modo que
*
(g0 ¢)¢ (£8) =(g0¢)xIs= (g0 d)|T,f6= £6.
Usando o teorema de mudanca de variaveils,
* * -
Jw = J <& | ¢ w > ay J f du =
[ (+0 & ¥) | G D G
o= j(g 0 ¢)IJ¢[ duy = Jg au = j <81 & w>du = Jw‘
T | 5 5 | (+e,%6,£) |
Z 2
w Ve TM
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A generalizagao para integracdo em cadeia e

feita sem dificuldade.

befinicao IV - 12

Nas mesmas condigdes da definigido IV - 11 se-

ja CM = a {GM)i, uma p-cadeia em M. Define-se

O —
£
I
P
o
-
—
o

P (Gp)
M M"i

Deveriamos mostrar ainda gue se duas cadeias
CM e DM tem por imagem uma mesma sub-variedade L de M, as

integrais em ambas as cadelas coincidem.

- A prova deste. fato &€ extremamente ‘trabalhosa

e serd impossivel fazé-la agui. As idéias bAsicas da demons

tragac sao a proposigao IV - 6 , e o teorema da aproxima -
¢ao simplicial (TI - 1).
Quando nao nos interessar a particular ca

deia (parametrizacao) utilizada no cidlculo da integral, es

Creveremos Jw , ao inveés de Jw ou Jw .

Cr Pu

Deronstraremos a seguilr o equivalente do teo

rema de Stokes para variedades.

Teorema IV - 3 (Teorema de Stokes)

Dadeos (M,A) variedade, w, p-forma em M, f es
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+
calar em M, Cﬁ 1 uma p+l cadeia em M, temos:

[ = fa.

p+l p+1
BCM CM

Para provar o teorema basta provar O casc em

gue CE+1 & um simplex genérico O§+l .
Seja 05+l = | Sp+l,6,w )|. Pela definigao de
integral,
f * % rp—z—l .
w = I <6, ¥ (w) > dp , onde 3| = I Q
. 2 ] 2
agPtl 1] s
M g
( * *
Por outro lado, J dw = j < 8 | P dw > dp .
e e : : ‘ Up#lf«_ §p+l
. | M oL
Deve-~se pois demonstrar gue
pt+l
& * *
J< § | Ay w > du = I [< S; b v w > dp . (L)
J
) V=0 _
Sp+l 2,
F3 -
Seja P w = Ai(P)dx‘l"°"l"’"P+1I.Ter—se—é:
oA, ) * . oA,
*
aps = ¢ i dXjdx]l...l..p+l] = (-1t i dxll“'pl
1.3 axj ' i ax’

Por conseguinte
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- . .
[< § | dp w > du =

§p+l

oA,

_ * . (
_ [; (dx11...p+11) B (1) ++1 ax e -pFli du (2)
F i 9x
Serd importante na sequéncia da demonstragao
- -

ter em mente gque

+ sp+l = + <a0-..a > = <(O,.__,0),(l,O,...,O)...(0,...,O,l}>,

p+1

—_— i 3
R e Y A RIS L

P - [ x e Rp+l\j x? >0, I xJ < 11,

v
(]
1
*

wl

LA
=
»

I
o
L)
0
0]
[ N
“H
o
]

Q. = { % e gP¥1 | 7

1v
=
™
x
L
i
o
—

9, = { x ¢ rP! | =

A eguagdo (2) pode assim ser escrita

p+l

J < &% dw*m > du = % {(=1)
i=1

i+l i -

J(BAi/’Bx ) d].lp+l =

fx e P S0z x? < 1)
3
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p+l 1

_ i+l ' i
L (~1) J dup j (BAi/ax } duy
i=1 0
{x ¢ Rp+l|x3 >0, I %7 <1, xi = 0}
p+1l
i+ i . i-1 j 4

= 5 (-nt 1(_1)1_ J dx|l I p+1] iAi(X¥'-Xl 1-z Xj'x1+l

i=1 , J7#L

i-1

_ Ai(xl...x 0, xl+l' L Xp+l

) |

p+1l :
=z { - J < axlteeedooprl | 6, > |oeea]  aw . =
i=1 "S:Z“
i
p+l
=z { - J N O T B T S P SRR b S LT
i=1 = JAL
Qi
- N
+ J A, (xl x* l, o, xl+l, . xp+l) du }.
i
A
Note—-se ainda que
r [} .
- J Ay (xl. xl_l, 1 - § xJ, xl+l, xp+l) dy =
o J#1

FACEC



.
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= J A; (.-.)dx|l'f'l'”'p+l| = - in(xl...xp+l)dgl""i‘”Fﬁl|=

| (+a;, (-1 s, 1) | L+, (-1 (-1 s, m

= J < sy jax!tee Tl A (.. ap = (it fAi(xi...xP"l) .

QO ‘ | QO

Na peniiltima

Por outro lado temos -
passagem, I &

qne: a projegzo de
QO em Qi.
p+l ¢ ptl
*
Z J v (w) = b J b Aidx1l ... p+l]
f : £=0eeemi=1
‘(+92162!I)| . i(+QL’6Q’I)|
ptl
= 1z J a dxll"'if‘fp+11 + J A dx‘l...l..,p+l§)
i i
i=1
| (+25, 84,1 | | (+92,,8,,1) |
p+l 7
- i+l
= I ( {-1)} j Ai du + J Ai dp ).
i=1 — —
QO Ql

Comparande o desenvolvimento de ambos os mem

bros da identidade (1} verifica-se provado o teorema.
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Corclario:

Um corolidrio 0Otil do teorema de Stokes & o

teorema da integragao por partes:

onde £ &€ um escalar, w uma p-forma, e CM uma p+l cadeia so

bre uma variedade (M,A).

Se a teoria de integragio desenvolvida nesta
secgao tem o mérito de ser muito geral, tem também o incon-
veniente de ser de operagao bastante trabalhosa, como deve
ter ficado claro na demonstragao do teorema de Stockes.

Antes de dar por encerrada a secgao examinare

mos, de maneira bastante informal, uma série de fatos inte
ressantes. Estes podem ser descritos com grande simplicida-

de no formalismo desenvolvido.

Definigao IV - 13

P
Dados {(M,A} variedade, ZM' uma p-cadeia em M
sera dito um ciclo sse 3z, = 0.
A cadeia Bﬁ sera dito um p-bordo sse existir
p+l - ptl
uma p+l cadeia C | B, = acy

M
Dada w, p—fofma em M, define-se o periodo de

w no ciclo Zﬁ por:

-
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P
rer (2 ,w) = fw .
M
P
ZM
Teorema IV - 4 (Primeiro e segundo teorema de
De Rham)

Nas mesmas condigbGes da definig¢ao anterior, se

w & fechada tem-se gque:

P p
1) w & exata <+ ZM , Per (ZM , w} =0
» p —
2) Seja o ZM + R uma funcac com argumentos nos p - ci
P i P B
clos em M, tal gue, se a(ZM)i =0, e i a (ZM) € um bor
do, entac I oy at = 0.
i

O segundo teorema de De Rahm afirma a existén

P
cia de uma p-forma fechada, w,| Per (2 w = o

As proximas definigdes ilustram relacoes im

portantes entre sub-variedades. Para simplificar as defini-

— , : M
coes tomaremos sempre sub-variedades do R .

Definicao IV - 14

Sejam M e N duas sub-variedades orientaveis de

Rn, e de mesma dimensao,p. Seja dVv uma p-forma continua em

Rn- e ndo nula em N, tal gue fdv =1, Seja £ : M » N. Defi
N

nimos © grau de f porx:
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LA
deg (£f) = J £* (av) ? a deg (£)=2

) _J_p1 QEE; !!l N

Se M e N forem compactas sabe-se que f neces-
sariamente mapeia M um nimero inteirc, k, de vezes sobre N*.

Neste caso deg(f) & precisamente igual a k. ' |

Exenmplo:
Seja M uma sub-variedade de R= —{0}, Snul a
esfera de raio 1, {x & R | |x] = 1 } com a estrutura usual,
e T : R° -{0} - s”  a projecdo definida por I({x) = x/!x].
Seja dA = *(xdr) = *(I xidxi) = X(~l)i+lxidx‘l"'i"' M'.
e R |
Seja w = dV/An"l, onde An"l} a éreéIAe sl s 4 Tls IdA'
- o gh—1

Tomandg a restrigao de I . :
- ' M A
como uma aplicagao de M //H\\\S‘ .
Fain

‘ g1 n : - [ |
en , temos que F_’ p TrZE;h #QQ“

* 1 * 1
deg () = J I {(w) = J I {(ga) = J da =
An-l n-1
M M I ()

* Velja (Seifert ,34 )
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Proposigdo IV - 7

Sejam M, N, L sub-variedades de R" e f :M -+ N,

g : N+ L. Tem-se que:

deg (g 0 f£f) = deg(f) . deg{g) .

Definigao IV - 15

Sejam M e N sub-variedades compactas de rP ;

tais que M [N = % e dim M + dim N = p-1.

- Consideremos ?-variedade pfoduto MxNe o
mapa £ : M x N + R® ~ {0} definido por £(P,Q) = x - vy, onde
PeMCcR egenNcCR,

befinimos © enlancamento de M e N por:

Link{M,N) = deg(n 0 £), T 0 £ : M x N -+ P~
IT\ :

Mmoo A em % f
0 0@ (@, (P
) 1 7 ; 1
= 1 ¢ X | |
' A I
3 : ? . f
Lnk = OV Lmkxd 0V Link = 20 Lind = Y% 0

/7

Esta secgao & dedicada ao estudo de conexdes

em variedades. Por nao corresponder exatamente ao objetivo
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da dissertacao, omitimos maiores referéncias ao desenvolwvi-—
mento histdrico, do conceito de conexdao. Todavia,cremos gue

o estudo de conexdes para superficies imersas em R , de on

de provem historicamente o conceito, & extremamente Otil &

*
intuigao .

Definigao IV ~ 16

Dado ¢ : N - M, imersdao de (N,A) em (M,B). U

ma aplicagio v : N+ I™M | Y P e N, v(P) ¢ T¢(P?, sera ai
to um campo de vetores sobre ¢.

Analogamente, uma aplicagaoc S : N - Tz M |
Ve e N, s5(P) = (TZ) M serad dita um campo tensorial dé

?(p)

tipo (r,s) sobre é.
Por comodidade consideraremos, no restante do
- ’ ~ ’ N . oo .-
capitulo, que ©s campos sao sempre C .,
DadosiR, S campos tensoriais de mesmo tipo so
bre ¢, e £ um campo escalar, de tipo (0,0), definimos a so

ma e o produto por escalar dos campos por:

1) (R + 8)(P) R(P) + S(p)

2) (£ .R(R) =£ . R(P).

0O espag¢o dos campos vetorials sobre ¢,dotados

destas operagdes, .sera notado camp(¢).

* Veja (Carmo , 76 ) ou (Lima, 7¢ ) ou ( Stoker,bgg )

r
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Definicdo IV - 17

Seja come na definigao anterior ¢ : N - M

et

ma imersaoc. Um operador
V = T™N x canmp (¢) - TM

diz-se uma conexdo afim sse, Vv, w e camp(9), ¥P e N

\ﬁY,Y' € TPN’ V.f,g campos escalares em ¢ e kfa,B £ R tem

—se:
1) v, v e T M
¥ ?(p)
2) ¥ v= aoV,v+ 8V, Vv
(aY + By,) Y Y
3) Vy(f . v + g . w) = £ VYV + ¥ (£)wv + g . VYW + Y {(glw.

O_ﬁithlQnﬂYV_Se 1&, derivada covariante de

T
%)

v em relagao a Y. Se como caso particular V for uma conexio
definida sobre a imersao identidade de uma variedade em si

mesma, I : M + M, V diz-se conexdo em M.

Definigao IV - 18

Seja & : N » M imersac, ¢ conexdo sobre ¢ .
e, (P) campos num aberto U C M tais que {ei(P)} seja base de
M, {Ek} base de TN e v um campo sobre ¢.
Definimos os simbolos de Chistoffel, ou compo
nentes, T, da conexao ¥V por
i . i,j e {1l ... m}
IoA(P) = e (P) | YV, |
- i K _ i
J kc{1...n}1 ;
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i
ou eguivalentemente VE e. = I e,.
k J ik *
Tomando campos v(P) = fj(P)ej(P) e Y{(P) =
= gk(P)Ek(P) tem-se:
Vv = Vkp g3 - GKed 1 4ok (£1) e
9 b 785 79 jk I

A proposigﬁo seguinte mostra-nos gue uma cone
x30 nao pode ser considerada como um campoe tensorial. Compa

re-se-a com o teorema I - 1.
Proprosigao IV - 8

pado V conexac em (M,A) e {ei(P)},{ei(P)} duas

bases de T

e PM’ para P g U aberto de M, tais que

ei(P) = A(P)ji ej(P) tem-se gque, sendo

I' e I' os componentes de V na primeira e na segunda bases ,

respectivamente

il oam Mmoo AT A0 o (a
3k L k 3 m

Definigao IV - 19

Dada V¥ conexao em (M,A) e uma imersao ¢ :N-M
- *
(N,B) variedade, define-se a conexao induzida sobre ¢, ¢ V,

da maneira seguinte:




[P V.
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Yv campo em ¢(N) C M, Y & T_N, (¢*V)Y(v 0 ¢) = V¥ A

P b*Y

Mais geralmente, tendo-se ¢ : N - M, y : L—+M'

imersSes e V definida sobre ¢, define-se
* = *
(v V), (v 0 ¢0v). = VT g (v 0 ¢),

Yv e camp(¢) e % ¢ T,L .

Para o R existe uma conexdc "natural" que @&
O gradiente dos componentes de um vetor*. A conexdo induzi-
da sobre uma superficie & obtida medindo-se a variacgao da
projecao da derivada (no Rn} do campo projetada sobre o pla

no tangente.

- “Defini¢ac IV = 20

~

Dados v, campo sobre uma imersaoc ¢ : N > M,
v & dito paralelo em P ¢ N sse vyv = 0, Vy ¢ TLN.

Se v for paralelo em P, Ve e N, v & dito pa

ralelo.
Para v escrito, em bases {ei(P)} de T¢(P)M e
'{Ek} de TPN,lcomo v = fiei, a condigao de paralelismo se es
creve;
i _ i 1 i - 0 ¥y = kE
ngEk fre, g | £ Tjk + B, (£7) | ey , g E

* Veja ( Stoker, 69 )
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S § : _
donde | £ r + Ek(fl} | = 0, sistema gue geralmente nao
ik
tem solugao.

Se a imersdc ¢ : N - M, com conexao V, admite

ao menos um campo paralelo, a imersdo & dita paralelizéavel.

pefinigdo IV - 21

Uma variedade, (M,2), & dita paralelizavel sse
existirem m = dim M campos ei(P), Cl, sobre M tais que
pMs Vip £ M,

0 conjunto {ei(P)} de tais campos & denomina-
do uma paralelizagao de M.

Dada uma paralelizagao {ei} de M, definimos a

conexao definida pela paralelizagao por:

S | | .
VY(f ei) = Y(F )ei .
Proposigao IV - 9

Dados (M,A), (N,B) variedades, N conexa, ¢ :
: N > M uma imersdo paralelizavel, V conexao sobre ¢, Vv &

e camp{¢) paralelo e Pl’ P, & N, afirma-se :

1) v estd completamente determinado pelo seu valor num pon

to, v(py), byl Py € N

2} O subespacgo camp(¢)// de camp(¢} dos campos paralelos so

bre ¢, com a soma usual de campos e o produto usual por

escalar & um espa¢o vetorial isomorfos a T M.

6
(Py)
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Demonstragao:
Usaremos o fato de que V;P, PO £ N,
H}Y : |0, 1] » N, curva em N | y(0) = Py e v(1) = P.
|
Seja yv,(t) dado localmente por:
Yelt) = ngk 0 v, e v = flei, um campo paralelo sobre ¢.
i i '
Como v & paralelo, |£7 T + E (£ Y| = o.
jk
Ao longo de vy o sistema se reduz a
. i . . . i - .
0= (£ 1 +Ekfl)0y=gk(f31‘ +Ekfl)0y->
- 3k : ik
‘ \ K i .
~¥x (£ 0Y) =g (T 0vy) (£ 07).

A Gltima igualdade & um sistema de eguagdes
diferenciais ordindrias de ‘primeira ordem, e tem por conse
x .
guinte uma e uma Unica solugdc para as condigdes iniciais,
i .
(g™ 0 v)(0) = £ = e.(vP
Do fato da soma de solugdes, ou do produto de

uma solugdc por um escalar, ser também uma solugdo do siste

ma, decorre a segunda parte da proposigdo.

Definigao IV - 22

Sendo ¢ : N -~ M uma imersaoc paralelizavel, V¢

a conexao sobre ¢, os resultados da Ultima proposicdo per-

* Veja (0Oliva,73 ) ou (Barone,79) ou ( Corduneau ,b71l)
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mitem que se defina o operador ds= transporte paralelo:

TRP H T M - T M
0'F1 ¢(Py) ¢(Py)

X -+ TRP { J

X
o(p,) P, Py 02y

univocamente determinado pela condigac de existéncia de um

campo paralelo sobre a imersao, v |

e v(Pl) = TRP

v{P,) =X
0 ¢(P0) PO’Pl(X¢(PO)) .
Ainda da proposigao anterior, seque que
T H & i i .
RPPO’Pl T¢(PQ)M + T¢(P1)M e um isomorfismo

O proximo passo a ser dado & extender o c¢on-

- ceito de conexao para campos tensoriais de tipo arbitrario.

Definigao IV - 23

Dados (M,A), (N,B) wvariedades, V uma coOnexao
sobre uma imersaoc ¢ ; N - M, definimos como extensao de
1

V, V : TN x T.M > T.M um operador que satisfaga, Vg, T

campos tensoriais socbre ¢:

1) Vv = VYV P ¥V v € camp (@)

2) VY( R& T ) = VYT & R + T @ VYR

i 3 i
3} cj VYT = vY(ch)
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Observagao:

Utilizamos na defini¢@o um til, para diferen-

ciar uma conexao de sua extensio, para maior rigor. Doravan

te nd3o mais faremos esta distinc3o.

Proposigaoc IV - 10

Nas mesmas condig¢gSes da definig@o precedente,

tem~se, v a,B € R , ¥, 7 ¢ TPN, f,9 campos escalares 50
bre ¢ ,{Ek(P)} base de TLN, {ei(P)}, base de T¢(P)M'
1) vaY + BZTE a VYT + B VZT
2) VY(fT + gR) = vKT + Y{£)T + gV R + ¥(g)s
3) Vyf = ¥(f) g
4) A extensao de uma conexdo,para campos tensoriais de ti
po {r,s) sobre ¢, & lGnica.
| _ iy _dg
5) Usando {ei £ ... & e, Re g ... 8 e } como base
1 r
i - ig...4
de T¢(P)M’ onde e = e, sendo T 05 componen
jl...js
il"'ir
tes do campo ', e T ©0s componentes de VE T ,
Jy- .jsik K
tem~se que:
i ...di i i i..ddiy, 5,01 peaad
T 1 r _ Ek(T 1 r) 4+ T T 1 -1 241 r
3y---dglx Jy---3, L



TORGCAQ E CURVATURA 1V-37

ij...4 h
+ I T r T , onde

p Jype-rdgyrBedgegreendg 30K

k e {1...n}, i,5,h ¢ {1...m},2 € {1l...z}, p e {L...s}.

Para provar a ultima identidade basta aplicar

os precedentes, e também a identidade

Ve €t = -~ ., '8, que & obtida desenvolvendo-se :

Uma foram muito pratica de escrever uma cone-

xdo nos & dada pela proxima definigao.

Definigdo IV - 24

~

Seja ¢ : N - M uma imersaoc, V conexao sobre

o ,{ei(P)} base de T M, {Ek(P)} base de T, N e os simbo-

(P) P

los de Christoffel I, para os quais;

i
V. e. = T.. e,.
Ek 3 .jk i
Como a conexdao & linear no vetor subescrito ,
. i i i
pode-se definir l—formag,(wj)P: TN ~ R i Wj(Ek) ij, de mo
i
do gue tem-se VY ej = Wj(Y)ei, ¥ e TN.
/7

Examinaremos nesta secgao os conceitos de tor
¢ao e curvatura. Como na secgao precedente, o estudo de su

perficies no e pode ajudar grandemente a intuigdo, e & d'on
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de historicamente derivam as ideias geu abordaremos,

Definigao IV - 25

Seja ¢ : N -~ M uma imerszc, V uma conexic so
bre ¢ ,{ei(P)} 6'{Ei(P)} bases de T¢ M e TN, respectiva
. < (P) -
— * - -~ -
mente, e,l = ei’ =) w; as formas de conexag.

Definem-se 2-formas de tor¢do em N, Ql, por
i

i i y
ot = 2 (d¢ & + Wi oA ¢ g’).

Definicao IV - 26

Nas mesmas condigoes da definigao anterior ,

sejam Y, Y' ¢ TN e vy e v sao campes em N gue extendem Y

e Y' respectivamente, isto é-yp = ¥, Y; = Y'. bPefine-se o

operador de torcgaoc:

T : T N x TPN - N, por

it
P ¢ (p)

T, Y1) = 9y (0ay') = Ty (ouy) = b lye v' | &
Proposigao IV - 11

O operador de torgao independe das particulg

res extensdes tomadas na definigao,e

T(Y, Y') = QY (¥, ¥') e, -
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Demonstrag@o:

Por definicao

T(Y, ¥') = ¥ (0,0") = Vo (4.Y) = 64 | Y, V' |

‘ : i
Usando bases {ei(P Y} de T¢(P)M’ {Ek(P)} de TN, e =
as proposigdes IV e IV - , tem-se
(Y, Y') = {¥(@E(o,y')) - ¥ (B e,y +

. i .
- (o, v, v DY e+ 1 Wy (¥) €2 (g,Y") +

i .
- W) e3(¢*Y)}ei.
__UsandG a proposigao IV - 4 , 5, vé-se gue
v E e,y )y = Y ER (e, - e, Y. v DY =
=2 a (¢,85) (Y,¥").

Pela definicao de aplicacgao induzida por

imersdo, definigao IV - 19, tem-se,
*_j _i

(¢ @)Y = e ($,.¥), de modo que

3 3 i .

L w0 @ (e,y") - wy(y") g2 (o =

i % =
= 2 Wj A9 (ej}. Assim

V-39

uma
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—i 1 * i i :
T(Y, Y') = 2(dé,.e + Wj Ad e Yy, ¥*) e, = QT(Y,¥") e,
Q.E.D.
Se por wventura e; = ai, para alguma carta(V,x)
£ B, tem-se ainda que
*__3 * i * 3
d¢ e° = d¢p dxT = p ddx* =0 , e
oo i x4
ot = 2 WA g ax’.
Se a conexao considerada for uma conexio en
(M.B}, ter-se-a
i s
- = 2 Wjdx . Lembrando-se do coment&rio que segue a defini
cdo II - 24 ,
N _ i K - :
T =9, @0 =29, 2T d&x Adx) =
i i .
jk
i i .
_ k 3 1
= (I”jk ij) Bi 2 dx 8 dx £ T2M.

24 (ltima identidade justifica o nome de cone-

%30 simétrica a conexdes de torgac nula em uma variedade.

Definigao IV - 27

Seja ¢ : N -~ M uma imersdo de (N,a} em (M,B) ,
i
V conexao sobre ¢, Wj as formas de conexaoc para ba&a;{gkuﬂ}
. e .
e { ei(P)}, de TN e T¢(P)M, respectivamente e e” = e, . Defi

nimos Q;, as formas de curvatura, como 2 formas em (N,A) on
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de:
i i i, h
Q = 2 (aw. + W, A W.).
; { 3 h 3)

Definigdo IV ~ 28

Nas mesmas condigdes da definigao anterior,se

jam ¥, ¥' g TN, Y, ¥' extensbes de Y, yv', X ¢ T M, e

?(p)

X um campo sobre ¢ gue extende X, isto & | X (P} = X.

‘R TPN b4 TPN b4 T¢(P)M -+ T¢(P)M s por

R(Y, ¥', X} = VI

e PrOnosicao TV.= 12 e

. .

0 joperador de curvatura independe das parti-

culares extensBes tomadas na definigao, e

i .
R(Y, Y', X}) = - (¥, ¥') el (%) e,
J

Demonstragao:

Usando as propriedades da conexao, tem-se, a
pds consecutivas substituigdes, gue

: i i , i h
R(Y, ¥Y', x) = { W | V¥, v'| —¥W (Y") = w (¥ w (¥Y') +
J ;) h J
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Definigao IV - 28

Dado (M,A) uma variedade, dencomina-se métrica
em M a um campo G, de tensores tipo (0,2).

Se G & pdo degenerado, Y P ¢ M. a m@trica &
dita Riemanniana.

Se G, é definido, F £ M, a métrica & dita

propriamente Riemanniana, e caso contréario, & dita pseudo-

~Riemanniana.

Una variedade dotada de uma mé&trica ( propria
mente - |, pseudo - ) Riémanniana & dita (propriamente-, pseu
do -~ ) Riemanniana.

Definigao IV - 30

Seja ¢ : N - M uma imersao de (N,A) em (M,B),
e G uma métrica em M, Define-se a métrica induzida sobre &

imersao, G , por
G =G0 9.

Uma conexace V sobre ¢ & dita compativel

com G sse o campo G & paralelo.

Proposigao IV - 14

Nas mesmas condigoes da definig&o anterior

tem-se como condigoes equivalentes de compatibilidade:
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l) Para qualguer curva A : ]d ,bl > N, vy =¢ 0 A, tem -
-se que:
TR =
CUREy (e v (en) )0 TRy () g (o) 1)) = G Lvrw)y
. .
V,W € Ty(t)M' t, £' e |a, bl.
2) Para qualquer v, w, campos sobre ¢,
Y € TPN’ P e N, tem-se
Y(G(v,w)) = G(VYV,W} + é(v,VYw).
Demonstragdo:
Do contrario gue segue a proposigao I - 24,sa
"TBiETSe gue uma forma bilinear
G (v,w) = < v|G'(w)> , onde se
—i — . L —i * i
G = g.. er ej, onde {e,} & uma base et = e, e w = Wle.,
ij i i i
1 = i “"j = i""j 7
G' {w) 939 < ¥ | e > e gijW e” . Assim
1 .
G(v,w) = Cl v 8 G'"{w) & uma forma de escrever a métrica co

mo uma contracgao.
Usando o fato da derivada covariante comutar

com contragoes, tem-se:

1
Y{(G{v,w) = vY(G{v,'w)) =9, C V&G (W =

1

= Cl (VYV) B G'(w) +C, v@& vV G'{w) = G(VYv,w) +

1 Y
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i i h .
+ waj(y) + W (YY) wj(y)} aJ (%) e

A propcsicado IV - 4 ,5 completa a demonstra -

Se V & uma conexaoc em (M,B) e e, = ai, numa

carta (V,x) & B,

i i Q i i ¢
W, =T dx”, e, AW, = (9, I.,) dx A dx =
J ]Q: J k 32
1 . x X B}
= —;— { 8, T . azrjk) dax g dx”. Também,
i m i m i m
_ 1 T k.8
WA — (T Tsp T, Fyp) ax’, ax’.
Pelo comentdrio gue segue a definigao I - 24

podemos escrever

. i
R=~-e, @& e f & , gue tem componentes
3
i i i m m m
Ryke = %% B = %% Ty " P Ty = Lo Dy, -

Proposigao IV - 13

Se V & uma conexao em uma variedade, (M,B}, e

T,R sao os operadores de torcao & curvatura tem-se as se

guintes identidades para suas componentes, conforme a defi

nig§O:
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l) T Rl — 5 (Tl _ Tm T.l )
k2 25 |k k3  mb
M (3K, 2) e (3%, L)

esta identidade & conhecida como a "primeira identidade de

Bianchi", (ﬂc indica as permutagoes ciclicas).
2) r =z o gl
k& |m kL Jhe
ﬂc(k,z,m) _ ﬁc(k 4 m)

gue & a "segunda identidade de Bianchi".
Se, em particular, estiverem tomando as compo
nentes numa base { e, (P)} com e, = 3,, para alguma carta
i. ! i i

(U,x) ¢ B, e T = 0, tem-se

3) RrT = - gt
3k 2 j 2k
4) o gt - 0 -
. KL
ﬂc(jkl)
5) T R™ = 9
wc(klm) jkzlm

/7

Nesta secgao examinaremos os conceitos de mé
trica e gepdésicas numa variedade. Postergamos deliberadamen
te a introdugdo do conceito em métrica, com a intengao de

aclarar a exata interdependéncia de muitcs conceitos em

relagao a métrica.
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1

+cl v@(Vg.)wiéj + C v R g vwi'é')=
1 ¥oij 1 - 7ijY

= G(VYv,w) + (VyG)(v,w) + G(v,w).

Demonstramos assim a segunda parte do teoremsa.

Demonstraremos agora gue a segunda hipdtese im
plica na primeira. Sejam v(t) e w(t) campos paralelcs sobre
y(t). Tem-se que -

a - =
EE_ Glv{t),w(t)) = VY*(t) G(v(t},w(t))r— G(VY*(t)V(t);W(t))+

+ G(v(t),vY

*(t)w(t)) = 0, pois VY*(t)v(t) = VY*(t)w(t) =0 .

Portanto G{v{t),w(t)) & constante sobre y(t).

Que a primeira hipdtese implica na compatibili

dade, o gue termina a demonstracio, vé-se tendo em mente a in

terpretagao geométrica da derivagio covariante que demos na

prag IV -,

Teorema IV - 5 (Teorema fundamenteal da geome-

tria Riemanniana)

Para toda variedade Riemanniana h& uma e uma
Gnica conexao na variedade, de torgido nula e compativel com

a métrica.

Demonstragao:

Sejam x,v,w campos em M, (M,A) variedade. Pela
segunda parte da proposigao anterior, ¢ pela definicgdo de

torgado, temos imediatamente as identidades:
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1) G(VX v,Ww) = —G(V,VX w) o+ xp G(v,w)
P : P
2) Vw =V x + lx,w|
X w

3) G(wa,v) = —G(x,vwv) + WG (x,v)

4) Vv =V w + |w,v|

5) G(va,x) = —G(W,va) + vG{w,x)

6) V,x =V v+ |v, x|

Usando-se, nesta ordem, as seis identidades ,

obtemos:
7) G(VYV.W) = A { xG(v,w) ~ wG({x,v) + vG(w,k) +
* 2
- Gx,|jv,w|) + G(v,|w,x|) + G(w,|x,v]) }.

Como os campos x,Vv,w sao arbitrarios estd pro
vada a unicidade da conexao. Devemos agora provar gue O ope
rador determinado pela identidade 7 & realmente uma conexio,

que & compativel com a métrica, e gue tem torgdo nula.

Da identidade 7 deduz-se gue

8) G(va,w) + G(wa,v) = xG({v,w)

9) G(va,w) - G(va,w) G(w,ix,v1).

Da segunda parte da proposigac anterior,vé-se
gue a identidade é implica na compatibilidade e, pela defi
nigdo de torgdo, gue a identidade ¢ implica na simetria da
conexao (T = 0).

Pelas propriedades da derivada de Lie, temos

as identidades, V'x,v,w,z, campos em M:
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10)  |x + v, w+t+ 2] = |x,w! + |x,2|+ |v,wi+ |v,2]
11)  Jfv + gw| = fg |[v,w]| + £(v(g)) w - g(w{f))v.

Com auxilio das identidades 7,10,11 verifi -
cam-se, sem dificuldade, os reguisitos da definicg@oc de cone

X0es.
Q.E.D.

Finalizando nosso estudo dos conceitos de
torgao e curvatura em variedades Riemannianas daremos algu-

mas definig¢des de interesse mais técnico queconceitual.

Definigao IV - 31

Seja (M,A) variedade, G uma métrica em M,V a

COnExao compativel ¢om & métrica, (U,x) e A, ai 0s respecti
vos vetores ccoordenados e gij os componentes de G na basea

canonica.

Define-se como simbolos de Christoffel de pri

meira espécie a:

| ik , ¢ | = G(Vai 9 s 35,

e como simbolos de Christoffel de segunda espécie a:

3 3% i

} = g Jik,&}, conde (g -1

) = (gjg)
Proposigao IV -15

Nas mesmas condi¢des da Qltima definigido tem-

-se que:
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Por conseguinte:

: r'k = "glgljkp‘z’] = _1_ g (2
2

A (ltima identidade & conhecida como a Equa -

¢ao de Levi-Cinita.

Definigao IV - 32

Dada M, variedade Riemanniana, V conexao com
pativel com a métrica G de M, definimos o tensor de curvatu

ra:

CRo: TM ox TpM ox TpM ox T

P p M -» R, _ onde

P

~

R (v,w,v,2) = G(R(v,w,y).,2).
Proposigao IV - 16

Empregando a mesma notagao da proposigaoc IV -

12, tem-se
_ m
1) Riske = 9im Rike
2) R {v,w,y,2) = -R (w,v,y,2)

it

3) R (v,w,y,2}) =R (y,z,v,w)

+

4) R (v,w,y,z) R (w,y,v,z) + R (y,v,w,2) =0

Nas mesmas condigoes da proposigao IV - 31

tem—-se portanto
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i i i m i m

2 T k32 7 e k3 7 Tmk Tag

A segunda parte desta secgdo & dedicada ao es
tudo de curvas extremals e, em especial,as geodésicas de u

ma variedade.

Definigao IV - 33

bada uma curva y :|a,b| = M , (M,A) variedade,

define-se o levantamento de v, ¥, por

¥ :]a,p| » ™M x R, onde

YE) = {((y(t), yv.(8)),t).

Definigao IV - 34

Denomina-se lagrangeana a uma funcao Cl, no fibra

do tangente a uma variedade (M,A).

L : TM x R+ R

Definigao IV - 35

pado v : |a,b|] + M , (M,A) variedade, denomi-

na-se variagao de y a uma fungdo diferenciavel

v : Ja,blx|-F, +E| = M  tal que, s e |-E,E|,

vi{t,0) = y(t}), v(a,s) = yv{a) e v(b,s) = y(b) .

Notaremos por v (s,t) o levantamento de V(s,t)
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considerado como curva no parametro t.

Definigac IV - 36

Dado y(t), curva de ja,b| em {(M,3) e L uma la

grangeana em M, define-se a integral lagrangeana por:
b
J L 0 ¥(t) dt

Hi

Int(L,y)

=3

Uma curva y(t) diz~se extremal, em relagao a
uma dada lagrangeana L, sse, para gualguer variacao Vv {t,s) ,

de yv(t), verificar-se:

ds ——

Proposigao IV - 17

Nas mesmas condigdes da definigdo anterior
sendo (U,x) carta de M, verificam-se as condigoes de Euler

-Lagrange, isto &, y(t) & uma curva extremal sse:

oL = d { oL ), onde
ax™ at A’
L (xl,,..,xm, xl,...,xm,t) =L 0 Y(t), e xt = 4 <t

dat
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Definigao IV - 37

Dada uma curva y :|a,b| - (M,A), G uma métri
ca Rienanniana em M, define-se a energia de y pela integral

lagyrangeana
E(y) = Int(e ,y}, onde a lagrangeana € dada por

el{(y{t), vule),t) = Gy, {t), v,(t)).

Se G for propriamente Riemanniana define-se

també&mn ¢ comprimento de vy, por

|v] = Int{c,y), onde
SOy (B), 7, (8)),8) = vV [G(r, (8], vu(t)] .

Bma-eurva -y (t) , para a gual G(y,(t),v,(t) =a,
a e R, Vte |ab] & dita uma curva de velocidade constan—
te. Se a = 1 a curva & dita parametrizada pelo comprimento
do arco,.

Proposigao IV - 18

1) © comprimento de uma curva € invariavel por gualguer mu
dan¢a de parametrizagao, isto &, dadas

Yy :la,b| > M, A :]c,d] » M , curvas em (M,A) e o difeomor-

fismo p : |a,b| » le,d] , tem-se que y=4 0 p » c{y) = c(A)

2) Para curvas de velocidade constante a energia & inva-

riante por reparametriza¢des gue mantenham a velocidade

constante.
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bDefinigac IV - 38

Seja (M,A) uma variedade propriamente Rieman-

niana de métrica G e P,Q ¢ M. Define-se a distancia entre
P e Q:
D(P,Q) : M x N ~ R# por
1) D(p,Q) = Intyjy|, se B # ¢
I onde
2) D(P,Q) = »,se B =40

B & o conjunto de todoas as curvas i:

0,1} » M tais

gque y{(0) = P e y(1) = Q.

Proposigao

rificam-se

1)

2)

3)

4)

5)

Se M é

D(P,Q)

D(?,Q)

D(P,Q)

D(P,Q)

v -~ 19

Nas mesmas condigdes da .definigio anterior ve
as propriedades:
conexo , D(P,Q) < =

0

1Y

D(Q,P)

It

+ D(Q,R) > D(P,R)

pefinigao IV - 39

Dados (M,A) uma variedade Riemanniana, V a
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conexao compativel com a métrica G em M, uma curva vy : [a,bl+

+ M diz-se uma geodesica sse:

(Y*V) {yo(t)) = 0, ou seja,
d

dt

© campo dos vetores velocidade & paralelo em ¥y, considera-
da como imersac, em relacao a conexdo induzida sobre y pela

conexdo V, compativel como a métrica G.

Proposigao IV - 20

Nas mesmas condigdes da definicaoc anterior

i

seja (U,x) ¢ A, T o5 simbolos de Christoffel Qa cConexao
jk . . .

V na base canonica e as fungoes £t = xt 0y =1 0 x 0O Y. Afir

ma-se que y(t) & uma geodesica sse:

21 . ! k
a”f + df df -0
at? 3K ge at
Dado P £ U, afirmamos a existéncia de um aber
to W C TyM tal que 0 e We v £ W, existe uma lnica geode-
sica
Yy :70,1] » M | y(0) =P e v,(0) = v,
Define-se,nestas condigodes, a aplicacao expo
nancial,

exp, wC TPM-+ M, onde

exp{v} = v (1)
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Afirma-se também, que exp : W ~ M & um difeo
morfismo,.
Definigdao IV - 40
Nas condigoes da ultima proposig@oc uma carta
(U,¢_l) ¢ A diz-se coordenada normal em P sse ¢: R M &
dada por
1 m 1 m :
¢ (¢ ,..., a ) = expp(a 81,...,a am), ou
_ i _ 1 m
para v = a’v,, exp{v) = ¢ (a” ... a ).
. Proposigao IV - 21
Sejam P,Q € M, (M,a) variedade Riemanniana e
Ty :]0,1] > M | ¥(0) e y(1) = @, geodesica.

Verifica-se que y & extremal em relagdo a e -
nergia, e se a variedade for propriamente Riemanniana, tam

bém ao comprimento.
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CaAPITULO V

Neste capitulo pretende-se dar alguns exem
plos de aplicagéb, da linguagem geométricé desenvolvida nés
caplitulos precedentes, 3 fisica.

20 longo de todo o capitulo faz-se a axiomati
zagao da relatividade geral. |

O capitulo foi dividido em duas secgdes. Cada
qual se estrutura na andlise de um conceito : da axiomati
zagao de uma parte da teoria e da solﬁgao de um problema.

Na primeira secgao axiomatizam-se as nogdes
relacionadas ao conceito de espago-tempo. O problema princi
pal & o da sincronizabilidade de sistemas de referdncia.

Na segunda secgao axiomatizam-gse os conceitos
relacionados a distribuigao de matéria e de carga. O proble

ma base e o teorema da conservagao da energia.

As diretrizes bésicas para a estruturagdo do
capitulo foram aé.de, procéder a axiomatizacgdo da teoria
de uma maneira sucinta, e a de apresentar um problema que i
lustrasse a utilidade e elegancia da linguagem, evitando PO
rém calculos trabalhosos.

Cremos gue os problemas escelhidos, por apre-
sentarem uma certa dificuldade conceitual, embora de solu
¢ao nao trabalhosa atendem os critérios propostos.

Na relatividade geral sao de fundamental ig'
portdncia dois tensores obtidos por contragao do tensor de
curvatura, o tensor de Ricci e a curvatura escalar.

Embora sejam varias as definigdes do tensor
de curvatura e do tensor de Ricci, usado na literatura fi-

sica, todos sao equivalentes a menos de uma mudanga de si
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nal. .
Notaremos por (M,A,g) uma variedade Lorentzia
na dotada da métrica g,cnde g = gijgl @ Ej,‘{ei}P uma ba
; ij . . - ..
-i % i_ i3 . ij, _ -1
se de TPM, e = e, 20 =g Tej e (g-) = (gij) .

O tensor de curvatura, R, € dado por

\

: = v} - - . = }
R(w,x,v,z) w(Vx 'yZ Vy sz V'x’y|z) | /f
i - —k =)

Rjki ey 2 e 2 e 2 e
Definicao Vv - 1
Por condigoes acima define-se o tensor de
Riceci,

..... P P
1. :
Ric = - ClR’ ou seja i
Ric (V,v) = - I R (El,-ei, V,v), em componentes E
s k ;

Ric = R;Lcij e ® e- , onde Rlcij = - Rkij -

Define-se também a curvatura escalar,
S : M -+ R, por
S = glj(Ric)i

jl

Define-se o tensor de Einstein
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No comentdrio que segque a proposigao I - 25,ha
viamos visto que a uma métrica, estd naturalmente associado
a vm isomorfismoe entre o espago vetorial e seu dual. Este i
somorfismo, cue denominamos isomorfismo métrico, associa a
um tensor R, de tipo (p,q), um outro tensor-T, de tipo (p-1,

g + 1), por

il... ipml 3 _eq
T = T (e ... ep-17 ¢ (ep), e 7, ... e ) =
PrIye-- Jg )
io... i J g
- 1 p-1 P =1 =79
= T (el. . ep_l, ev, e T,..., e )
i I. !
p’l17 g
i i . it .i
onde 7T 1 p=L = R- 7+ P
lprjl- ]q 31 . :]q

Dois tensores R,T, nestas condigpes, serao di
tos fisicamente equivalentes. E facil ver gue serx fisicamen

te equivalente & uma relacao que equival@ncia entre os ele

. b P
mentos dos espagos {TS)PM e (Tq)PM sse (r + s ) = (p + q).
Temos entdo que a curvatura escalar & o tra
¢o do tensor de tipo (1,1) fisicamente equivalente ao ten

sor de Ricci.

Definigao V - 2

Ura métrica g, num espago vetorial Vv, & dita
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Lorentziana sse dim V > 2 e I{(g) = 1.

Uma variedade (M,A),dotada de uma métrica g ,
onde g, & Lorentziana Y P e M, & dita uma variedade Lorent-

ziana.

A relatividade geral & uma teoria gue retrata
as propriedades fisicas do espago-tempo como propriedades

geometricas de uma variedade Lorentziana.

No restante da secgao examinaremos em detalhe

as métricas e variedades Lorentzianas, procurando relacig

nar alguma de suas propriedades como a natureza espago- tem

po fisico.

Definicac V - 3

Dado V, espago vetorial e g - m@trica Lorent -
ziana em V, define-se o cardter causal de um subespago W de

V como sendo:

1} de tipo espacgo, sse g|W for positivo definida.
2) de tipo luz, sse g|W for positiva semidefinida.
3) de tipo tempo, se W nao for de tipo espago nem de tipo
tempo.
Um vetor v £ V & dito de tipo espago, tipo
luz, ou tipo tempd sse x # 0 e g (x,x) > 0, = 0, < 0. Se
v = 0 & de tipo espago. v & causal sse nao & de tipo espago.

O conjunto dos vetores tipo luz em V € denomi

nado cone de luz.

* veja Definigao I ~ 34
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Proposicao v -1

-5

Nas mesmas condigoes da definicdo anterior ,

tem-se

de tipo espago - Wt & ge tipo tempo

[}

1) w

2) W& de tipo luz -+ W' & de tipo luz -

3) dado x,y, vetores tipo luz, gix,y) = 0 » x = ay, o

4} O cone de luz em V, L0

V. Tem~se ainda que LO tem exatamente 2 componentes co

m-—-2

w lwt #"{o0}

m

R

ou LO(V), e uma subvariedade de

nexas. Cada qual difeomorfo a S x R, onde m 2 3 & a

. ~ - - . s +
dimensao de V e Sp € a esfera de raio unitarioc em Rp l.

w Tipotempo
W

tigo
loz

A figura & uma
ilustracao para

V=23

CP=cr
ULPU{)

Analogamente
CF e CP sio
as duas com
ponentes co-
nexas em gue
estao os ve
tores tipo

tempo, sendo

IFCC - {0},
e Lr= CP ~ {0}
e CDGH, o CO
dado ypor

CO=CFUCP

A uma das componentes de L, notar-se-3 LF, e

a outra LP. Finalmente L. F e L P representam,

respectiva -
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mente os fotons possivelmente emitidos, ou absorvidos [

p = T M.
;, se P

Definigcaoc Vv - 4

Seja avariedade Lorentziana € conexa, (M,A) de
meétrica g.
Seja CM ¢ T™M, CM =V C_(T M), com a estru-
reM 0 P

tura induzida. M & dita temporalmente orientavel sse LM ti

ver duas componentes conexas.

Proposigac V ~ 2

Nas mesmas condigdes da definicao anterior CM

tem uma ou duas componentes conexas.

Demonstragao:

Seja Q : ™ =+ R a forma quadratica QP(V} =
= g(v,v). Como Q & continua, Q_l( Je, 0 ) = M&um a
berto em TM. Seja CP uma das componentes conexas de M,
¥ ¢M <+ CM definida por ¥ (CP,v) = (P, -v) e CF =vy(|p)

Como Y & um homeomorfismo, CF & também uma componente cone
xa de CM. Para demonstrar-a proposicac mostraremcs gque CM=
= CP | CF. '
Seja T a projegao canonica de TM - M e os a
bertos de ™M, A = c¢cp U CF eB =¢C M - A.
. Suponha-se que P e TA A TR, isto &, {P,x),

(p,y) | (P,x) ¢ A e (P,y) € B. Seja ct aquela das duas
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+ -
componentes conexas de CO(TPM) | v € C'. Pela definigao de
+ _ + + .
B, C C B, ¢ ainda, ou (P,x) 8 C ou (P.-x) & C . Assim
Aflc # ¢ e portanto C C A, donde Al B # ¢, o que
& absurdo. Conclue-se gque ﬂ P & QA IB.
Como 1A i) IB = M, IA (g = g, M & conexo e

nA # @, tem-se B # § » B = 0 - CM = Cp |J CF.

se cp I cr = g , CM tem duas componentes
conexas. CP|P sera denominado cone do passado em P e
CFIP , o cone do futuro. Se CP [I CF ¥ ¢ CM tem uma Gni

ca componente conexa.

Definicao Vv - 5

Uma variedade“Lbrentziana, que indicaremos
(M,A,g), M conexa, serada dita temporalmente orientavel sse ,
usando a notagao da proposigao anterior, CM tem duas com
ponentes conexas.

Uma variedade Lorentziana conexa, corientavel

e temporalmente corientavel serd denominada espago—tempo.

Definicao V - 6

Uma variedade Lorentziana, conexa, crientavel,
temporalmente orientével e guadridimensional dencomina-se um

espago tempo.
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Um vetor v & TM, (M,A,g) temporalmente orientd

vel I_g(v,v) < 0 ev # 0, sera dito no sentido do futuro,

sse v € CF, o fecho da componente CF. Analogamente sse ve Cp,

sera dito no sentido do passado.

A Ultima proposigao & conceitualmente importan
te, pols torna claro se e comno podemos extender globalmente
as idéias futuro e passado, a principio locais. Embora sim
ples, a demonstracgic desta proposigdc exige a colocagado do
problema na linguagem da moderna geometria diferencial.

' Os exemplos seguintes ilustram o conceito de o

rientabilidade temporal.

1) Seja (M,A,g) dado por M = Rz, A a estrutura usual e g =

=dx @& dx - dy @ dy, onde (x,y) sao as coordenadas carte-
2

sianas de R™.

" -Interessantes aspectos

-+ 4t : .
? dé} e
) historicos deste exem-—

- dx plo podem ser encontra-—
+ + a dos em (Boncola,l1l2). A
generalizagaoc deste e

~ - xemplo para O caso dJua

3 . .
dridimensional, com g = £ axt @ dx:L - dx4 @ dx4, e denomi
i=1 -
nada espaco tempo de minkoniski.
2) Seja (M,A,g) dado por M = R? - {0}, com a estrutura usual.

Sejam (p, ©) coordenada cilindrica de R2,

a = p(sen --Hg--- dx + cos i dY) ’
2 2
B8 = plcos £ dx - sen e dyl), e

2 2
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g= -o 8 a + B £ 8

Este & um exenplo de uma variedade Lorentzia

na, conexa, orientavel e nao temporalmente orientdvel.

. +

J& d - ‘ +

/%“ _
ENSIRNRN
A o< N

As proximas definigdes referem-se ao conceito

VAN
%Y

de observador. Atraves destas definig¢Oes poderemos retratar u
ma observagaoc, ou medida, ou evolugao temporal de um fencmeno,

no mundo fisico.

Definicao V - 7

bado {(M,A,g)espago tempo, denomina-se observa
dor instantdnec a um ponto (P,v) £ TM, tal que v seja tipo

tempo, no sentido futuro e normalizado, isto &, tal que

Seja (P,v) um cbservador instant3neo. A decom

* : -
posicao TPM =T ® E , onde T & subespagc gerado por v € E & o

subespag¢o perpendicular a v, & a decomposigao canonica de TPM

para o observador instantaneo (P,v).
Dencmina-se a T o eixo temporal de (P,v) e a
E o espago euclidiano localmente em repouso para (P,v). TE e

T indicam a projegoes de TPM - E, T.M = T, respectivamente.

P

* Veja Proposicao I - 28
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Exemplifiguemos com a nogao de velocidade,an
gulo e comprimento de vetores, medidos por um observador

instanté@neo (P,v}. O &@ngulo €& entre x e y, X,y € ToM & defi

nido por

€ = arc cos L_g(ﬂE(X), TE (y) / / g(rE(x),WE(x)g(ﬁE(y),ﬂE{y){]

///////////// O comprimento de  um

AT fA4 vetor X € TPM & a nor
* ma da sua projegac es
-: - pacial,1|nE(x)||_ A
]

A ; velocidade euclidiana

e I E'

de %, onde
’T’f:(ae} ' . . rE O )

/////////// x= v + TE(x :,

1

vel (x} = TE{x} nor
o

malmente estamos interessados néo em uma medida fisica iso-

POV P Y SO U O

"lada mas numa série de medidas tomada por um "mesmo" obser-
vador. A definigao de observador visa formalizar esta i

déia.

Definicao V - 8

Denomina-se observador em um espago tempo ,

(M,2,g) a uma curva v : | a,b | ~ M tal que Yt € |a,b |,
i

(vy(t), vu(t)) & um observador instantdneoc. O parametro t de

nomina-se tempo proprio do observador Y.

0 emprego da palavra tempo proprioc para o pa
rametro de um observador y(t) reflete a nogao fisica de que

o "tempo marcado por um bom reldgio", r, cuja trajetdria rmm
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dado espa¢o tempo & y(t} um observador, & r = a + t/Bf, Ppara

r‘\—~ ,
J(:J'o-,'?rj Yio) 3’5’.5] Y ize) ‘

o ™

&) M

M decomposto ca

algum ¢« B & R.

Seja y(t) um observador, TY(

t)
nonicamente em T(t) & E(£t) e x(t) £ E(t). Iremos agora exa
minar como saber se x(t) "estad apontando sempre a mesma dire
gdo" ou "& paralelo" ou "nao esta girando". Uma maneira de

representar a nogéo fisica gue queremos retratar e se x({t)po

de representar a dire¢ao em que aponta um giroscopio em

yit).

0 primeiro passo & introduzir o conceito de

observador em gueda livre.

Definigcao V = 9

Um observador y(t) & dito em gueda livre sse

y(t) & uma geodésica, isto & a aceleragéo de y(t), A(t) & nu

it

*
la para todo t, onde A(t) v v(t).

<4
dt

Definigac V -~ 10

Seja y(t) um observador em (M,A,g), x(t) e

*Veja Definicaoc IV - 19, notaremos V qa ¥ a {(y*V) q X-

dt dt
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z{t) campos sobre v, y(t) = a d4/dt, o ¢ R, e V a conexao
associada a ¢g. Denomina-se conexao de Fermi-Walker z uma co

~ =
nexac F sobre y tal que

# *
_Fyx = | TEC(y V)y O 72 + 7T 0 (y V) 0 7T | x.

Um campo x{t) sobre vy para o gual F a x{t)=0

dt

€ dito um giroscdpio para o observador vy.
Proposigao V - 3

Nas mesmas condigoes da definigao anterior
tem-se:
1) a conexao de Fermi-Walker existe e & lnica.
2) F 4 x{t) =V d_x(t) + g (v (t),x) B(t) -g (A{E),x(t) v,(t),

at dt
3) =S g (x(B),2(8)) =g (F 4 x(t),2(t)) + g (x(t), F 4 z(8)),
at — —

dt dt

4y Sendo T L¢]

vy = Ty Ev(t), se

x{t), z{t) E Ey(t) ’ Vlt, tem—-se que

(¥ a x) £ Ey(t) e gl( ¥ a ®x,2) = g{Vv a X,2) .

at _ at dt

A interpretagao fisica da conexao de Fermi-

~Walker para a evolugdo temporal do spin de um elétron é
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um bonito exemplo de aplica¢zo que pode ser visto em

(Wheelerxr,73) .

Discutiremos agora o conceito de sis
tema de referéncia e alguns toOpicos relacionados, como o
problema de sincronizabilidade. Escolhemos tratarlo proble
ma de sincronizabilidade porque & um assunto gue, embora

bastante confuso guanto tratado da maneira convencional, e

muito elegantemente trativel na linguagem geom@&trica moder

na.
Definigao V - 11
Denomina-se sistema de referéncia,num espago
~tempo (M,A,g), a um campo vetorial H, em M, cujas curvas

C Tk
integrais sejam observadores

Se os observadores em H, isto & os observado
res gue sao curvas integrais do campo H, estiverem em gue

da livre H & dito um sistema de referéncia geodésica,
Proposigao V ~ 4

Unm campo H em (M,A,g) @ um sistema de = refe
rencia sse ¥p e M, g(H,H) = -1 e H estd no sentido do fu

turo., Tem-se ainda que o sistema de referé&ncia H & geodési

= 11 = .
CcO sSse VH 0

*Veja Definigao IIL - 28 e o teorema IXI - 4
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Definicao V - 12

Seja H um sistema de referéncia H em (M,A,q)

e w 0 campo de l-formas fisicamente equivalente a H. O sis

tema de referéncia H & dito:

1

2)

3)

4)

e - Propesicas—V-—5

1)

2}

Localmente propriamente sincronizavel sse dw = 0.
Localmente sincronizavel sse w A dw = 0.

Propriamente sincronizavel sse existe uma fungdo

o
t:M>R, C | w=-dt
Sincronizavel sse existem funcoes ¢t : M + R, c” e
f :M=>R | £>0 e w = -f£dt.

Nag mesmas condigSes da definigéo anterior ,

Se um sistema & sincronizavel entido & localmente pro

priamente sincronizavel.

Se a variedade M & simplesmente conexa H & posteriormerte sincro

nizavel sse & localmente propriamente sincronizavel.

Demonstragao:

Seja v um observador em H e P = yv{t). Tem-se

*
que Y*(Wp) = ~dt, pois (y w)(d/dt) = w(y,(t)) = g(H,H) =-L

Para a primeira afirmagao basta ver gue se
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w = -fdt, w A dw = —- £dt A d (-fdt) = £d4t A df A 4t 4

+ £dt A £d(dt) = 0.

A segunda afirmagdo & nada além do que o teo

rema de Poincare, teorema IV - 1.
| O significadec fisico das dltimas definicdes
& 0 seguinte:

Se H & um sistema propriamente sincronizavel
seja N C M a superficie de nivel t = a. Cada observador
v{u) pode ajustar seu reldgio para u = o em N [] v(u). A
partir de entaoc o par@metro t & dado pela leitura do reld-

gic, u, de cada um dos observadores.

‘Se R & um sistema sincronizavel através do
mesiro procedimento o par8metro t & dado por t 0 vy= {-—Jii——,
£y (u))

o

; - B .
pois du = (£ O vy ). vy (dt). .
Em ambos os casos o parametro t pode ser co

nhecido por qualquer observador que transporte um reldgio

e conhega a fungao f.

A proposigao V -~ 5 & insatisfatdria para nos
dizer guando um sistema & sincronizavel.

As definic¢des e proposicgdes seguintes visan

esclarecer a questio.

Definigcao V - 13

Seja H um sistema de referé&ncia em {M,A,qg)
e y(u) um cobservador em H. Um campo W scbre y sera dito um

vizinho de vy sse existir um campo W' sobre'ylﬂEG$W =W e
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Seja F a conexac de Fermi-Walker sobre y. De
finem-se a tri-velocidade e a tri-aceleracao do vizinho W

como sendo, respectivamente,

Viu) W{a) e Au) =F(d/dt) Vi) .

© Frasau)
Proposigao V - 6

Nas mesmas condigoes da definigao anterior

tem-se:
1) Vv{u) = ng 0 V¥ a ¢ TE{W{u)}
du
2) A(u) = TE OV 4 0 TwE(V(u)).
' du
Se H @ um sistema de referé@ncia gecdésico tem
-5

Seja (P,z) um observador instantaneoc T M =

P
= E ® T a decomposigao canonica do espago tangente e
wz : E » TPM o operador definido por
! = 7 i i —
wz(x) szz. Verifica-se que,
4) 7B 0 ¢_(x) = wz(x), VY x € E

* Veja Definigao III - 30
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Finalmente se H & um sistema de referéncia geo

désico tem-se que:

(Wa)).

5 &aA(u) = wY*(U)

Demonstraremos as duas dltimas proposicoes:

Seja R o tensor de tipo {0,4) fisicamente e
quivalente a R. A afirmacgdo 4 se verifica vendo que,

*

g(¥,x,2}) = g(z,R 2z) =R (2,2,2,x) = 0

Para verificar a Qltima afirmacdo construa- se
um campo W en M | | %,H | = 0 e W(y(u)) = w), éara
u e | a,b |

Como H & geodésico tem—ge que F 4 W) =

du

=V W{u}, isto &, a conexioc de Fermi-Walker coincide

T (1)
com a conexao induzida.

Tem-se polis a identidade:

i

Aflu) = (Vg 0 v, W) (y(u)) = Va(Vgt + [H,® )

=V V- H = RH~H + VWVHH + Vl

@ IH.

=

H,

Como os dois tltimos termos da identidade se
anulam, tem-se, pela definicgdo de v, 0 demeonstrando.
Com alguma intuigao fisica podemos, a  partir

da Gltima proposigao, imaginar experimentos para, a partir

* Veja Proposigao IV - 16
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da medida a aceleracgdo relativa de objetos em gueda livre ,
decidir sobre a presenga de matéria nas proximidades do 1o

cal.

.Bureco

Nesro |

Proposicao V - 7

Seja H um sistema de referéncia em (M,A,g) ,
Yy (£) um observador em H, P = y(t), T M =T, 8 E, a decompo
sicao canoﬁica e W(é) um campe éob:e'y 1 W{t) € Ey(t}' Tem
-se que:

D mE V1 = V)

2) Se W({t) & um vizinho em v{t), sua velocidade
Viu) = vW(u)H
Demonstragao:

Para a primeira afirmacao note-se gue

glvga,m 2 Lowig,m) = —=— W) =0

2 2

* Veja proposigao IV - 14
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*

Para a segunda, como F a W = ?Y*(t)w, bas
at |
] = > .
ta provar que g(vy*(t)v,x) g(VW(t)H,x) ¥ x € Ey(t)
Pela definigao de vizinho, existe um campo
W' sobre vy | TE(W'{(t)) = W(t) e L W' = O.

H
Seja a fungdo f sobre y definida por £ . Yelt) =

= W' (t) - W(t).
Seja y uma extensdo do campo W' para um aber
to UCM, isto &y 0 v = W', tal que |y,H | = 0.
Seja uma fungdo F : U+ R, C, | F O v = f .
Seja z o campo em U definido por 2z = y - F.H.

Tem-se que z 0 v = W e

VJH = Voz o+ lz,n | = Vyz + | v ~F . H, H | =.sz -
- | FH,H | ='sz + H(F)H.

No ponto v(t), 2z = v — FH = W' - £(t) H =
= W' - £y, (t) = W(t), e vw(t)a = VY*(t)w + v (L) (E)v, (v).

Tomando a projecdao em Ey(t) temos que

g(VY*(t),x) = gttht),x) ; V X € EY(t}
Q.E.D
Definigao V -~ 14
Seja H um sistema de referéncia em (M,a,qg9) ,

*  Veja Proposigac V - 3
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(p,H(P))o observador instantineo de H em P, e TPM = Tp® EP a

decomposigdo canonica. O sistema de referé&ncia H & dito:
1) rigido sse g(x, VyH) = - g(v_ H,y}, Ve eMm, Vxyve Eg.

2) irrotacional sse gl(x, VyH) = g(VYH,y), Yp = M, vl xys:EP

Em fungdo da dltima proposigao a interpreta -
gdo fisica desta definigao & bastante intuitiva.

Seja W(t) um vizinho sobre um observador vy(t)
em H. Se H & rigido,temos que W & perpendicular a sua veloci

dade, V(t), pois

g(v,w) = g(VY*(t)W,W) = g{V H,W = -g(W,V H) = 0, ou seja
W pode apenas "rodar em torno de H". Se E & irrotacional, to
memos x(t) um giroscdpio em y tal que g(x(a) , W(a)} = 0, te
*
e e QS G,
g(x(a),v(a)) = g(x,VY*(a)W) = g(x,V H) = g(V H,W =

= gr(vy*(af(;.W) = g(F 5 x ~ gly,(a),x) Ala) + g(Ba({t),x)r,(a),W=0
at
ou seja W pode "aumentar" mas deve "apontar sempre a mes

ma diregac ".

Estamos agora em condic¢des de propor um crité-
rio simples gue complete a proposicac V - 5 e nos diga qguapn

do um sistema de referé&ncia & localmente sincronizavel.

Tegrema V ~ 1

Umn sistema de referéncia H & localmente sincro

* Veja Proposigao V -
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nizavel sse & irrotacicnral.
Pemonstragac:

Sejam x,y dois campos num aberto U C M perpen

diculares a H e u a 1-forma fisicamente equivalente a H.

Da definigao V - 14, H & irrotacional sse
g(VxHrY) = g(VyH,#)
como ¢g(x,H) = 0, g(Vyx,H} + g{x,VyH) =0
analogamente g(y,H) = 0 = g(ny,H) + gy, V?H) = 0
somando as identidades, g(Vx v,H) = g(Vyx,H).

Lembrando que |[x, y|= V%y - Vyx, a Ultima i
dentidade equivalg—;mg?T;;-y{, H = |x, y] =0

Por ocutreo lado, H & localmente sincronizivel

sse ¢ A dy = 0. Como o produtc exterior & anti-simétrico es
ta condigao equivale a termos du(x,y) = 0, Vix,y perpendi
*
culares a y , que & o mesmo, que sex perpendicular a H. Lem
brando ainda que, pela proposigao IV - 4.
1 1
du(x,y) = —— x(u(y)) - 2 yux)) - L [x, vl ,
2 2 2
como p(x) = u(y) =0, p A dp =0 <> p [x, y| =0
Q.E.D
Uma maneira de perceber o sentido fisico da

propriedade de sincronizabilidade & a da possibilidade de
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fazer ajuste consistente entre os varios observadores de um
sistema de referéncia a partir de sinais de luz.Muito  resu

midamente vejamos como formalizar o processo.

Definicao V -~ 15

Denomina-se foton a uma geodésica A:[a, b + M
(M,A,g) espago tempo, tal que g{A, (&) ,A, (t))= 0 e A (t) # O
e & no sentido do futurc. Um foton ¢ | [ e, df] + M e diteo
equivalente a A,¢ ~ A , sse A(t) = ¢ (a+Bt),¥Vt,ap e R ,
*
B € R, -

Denomina-se sinal de luz a classe de eguiva -

léncia, |)|, de um dado foton.

O fato de tomarmos a classe de eguivaléncia

TTEIYNITICE gue nao  estamos. interessados na "cor" do foton -,

mas apenas na imagem da geodésica que o descreve.
A proposicdo seguinte garante um métode pelo
qual dois observadores "proximos" podem comparar "pequenos"

intervalos de tempo.
Proposigao V - 8

Sseja vy : [a, b|] » M um observador em (M,A,q)
trés constantes t;< £,< t; no dominio de vy e |[A] ,|¢f si
nais de luz em M.

1) Dado t2, existe um aberto U de M tal que Y(t2J e U e
VpPeu-+vy [a b], as constantes ty,ty e os sinais de

luz |[A] , ¢} existem e estdo univocamente determinados
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pelas condigoes ‘sobre representantes_ Ae, @l + m e
¢ fe, B » M , A(c) = y(ty), Md) =P, é(e) =P, ¢(h) =

= Y(t3)-

Seja Y .:. |0, k| + M curva tal que ¢(0)=Y(t2)
e gy, (ty), ¥,(0)) = 0. Seja a fungdo A& :]/0, j| * R a fun
cdo definida por Af{u) = t, - ~—2— | ty =t | onde t, e tb .
pelo item anterior,s3o univocamente determinados ror P = ¢¥{u) ,

para uma escolha conveniente de j ¢ [0, k| .

2) Afirmamos que lim A(u) = 0 e lim |-S—A(a)| = 0
u~+0 . u+0 du -

NES yip=¥e o o

0 (n)

HK)

Seja um cbservador- v'(r), com vy’ (r,) = P. Ima-
gine gue o observador v emite uma sdrie de sinasi de luz con
uma frequéncia 2, em seu tempo proprio. Se o obervador y!
usar uma funcao f(y'(H) - R para torrigir’ seus intervalos de
tempo (¥ ~r' ) ~( £t - t' )f, Esta idéia-pode nos ajudar a

visualizar a definigao do sistema sincronizavel se  a funcdo

f puder ser definida consistentemente em U.
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O objetivo desta secgao € o estudo do “teore
ma da conservagao da energia" em relatividade geral.

De inicio desenvolvemos a teoria de integra-
géo necessiria ao estudo do problema. A seguir introduzimos,
como alguma motivagao fisica, os conceitos de particula,cag
po eletromagnético e tensores de matéria e eletromagnetis -
mo.
| Finalizamos a secgao estudando a eguacgdo de

Einstein e exemplos de espagos-tempo.

b primeirc passo a ser dado & o de particula
rkzar algo da teoria de integragdo desenvolvida no capitulé
- IV para variedades Rieménnianas.

Notaremos (M,A,g) & variedade topoldgica M
com estrutura A e métrica g.

A métrica g permite a eleigdo de . um elemen
to de volume distinguida emuM, que dénéminamos elemento de

volume unitario e definimous como se segue.

— *
Seja Q £ M, {ei} uma base et = ey o=
= vy det g(ei,ej) e m = dimM
@ =a e A.. A el , ou seja
m ! ¢ €qrenns %n) =1, V {ei } ortonormal.
Para usar a linguagem desenvolvida no capl
tulo IV, basta tomar o valor da integral sobre simplex

(+o ,4 ,u} tal que w*( £ ) = 8

N
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Definigcaoc Vv - 16

Denomina-se caixa causal num espago-tempo (M ,
A,g) a mergulho ¢ : D + M, onde D & o cilindro standard do
espago de Minkowski,

3 .
b = {(xl...x4) | xx <1 e |x

v=1

e ¢ preserva a orientagdc, a orientagdc temporal e o ca
i
rater causal" de F, das subvariedades Dj’ gue constituem o

seu bordo, 23D.

1 1 4 v v 4 :
Dy = {(x"ooox” | 2 x'x” =1, ve {1,2,3} e |x°| < 3}
pl = (xt, %%, &3, -1) | £ x°x° < 13
Dl = {(xl, x2, x3, | 2 x"xY <1}

2
p? = {(x%, %%, %2, -1) | © xVxY =11}

p? = ((x1, %%, %2, 1 |z % =1}

N i
/»’ ] /’—H—' D|,
2
A Ha ‘—\\___.D'{

A DQLJDZ/ ev a resTrigss desﬂf oY o imascem

por Hﬂ/‘£, denom ipads sccgo  eggpacio
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Se W & uma 3-forma em M, sabemos pelo teore

ma de Stockes que

fas < Ju

¢ (D) aD

Se x & um campo vetorial e . M, Define-se

div(x) : M + R por*

div(x) @ = d|1(x,Q) | .

Proposigdo V - 9
/
Se, nas condigdes da

- f
= 0, entao J I{x,R) = 0.
8D

Demonstragao:

Da proposig¢daoc IV - 4
Lx(Q) = I(x, 4df) + dI({x,0).

Como a dimensaoc de

LXQ = dT (%,Q) = div(x)Q, e

divix) = 0 = f d I(x,0) = J 0.0
D B

* Veja Definigdes I -~ 45 e IV - 4

definicdo anterior L 9=

tem-se

& maxima, dff = 0 e

= 0 = I {(x,8).




s b e iy

A CONSERVACAO DE ENERGIA v-27
Proposigaoc V - 10

Nas condigoes da definicao anterior,se {ei}Q

& um sistema de coordenadas, e

i . i
¥x = xe,, divi{x) = x .
i |4

Definicao V - 17

Dado um tensor T, de componentes Tll.”l num
jl"'js
sistema de coordenadas qgualgquer, definé-se o operador diver
gente,
r r-1

co N
div : Ts 'I‘s ,‘por

io...1

aiv (my o rT % :
jl"'js jlf“‘jslk
convengao:

Usaremos nesta secgac as seguintes convengoes.

Dado um tensor T de tipo (0,2), notaremos por T e T, respec-

tivamente, os tensores de tipo (1,1) e (2,0) fisicamente equi
* .

valente a T. Assim dados x,, X, & T /M e xl, %2 ET:gﬂxlb%)=

= g(x,,%.), T(x.,x.) = T(x,x.) = T(x,x
g L J 1L J J (
) 0 . . .
bado x € EPM e T € (TZ)PM’ Tx e TPM e defini
e - *
do por w(Tx) = T(u,x), Yy e TPM.

E importante para o estudo das leis de conser

vagao, que estudemos o conceito de vetor de Killing.
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Definig¢ao V — 18

Dada uma variedade (M,A} com métrica g, deno

- .

mina-se isometria em M a um difeomorfismo U : M | U (g) = q.
Un campo vetorial ¥ em M diz-se um camnpo de

Killing sse LKg = 0.
Proposicao V - 11

Nas condigoes da definigic anterior e da pro
posigao III - 28, seja U : R x M >~ M o grupo a um parame -
tro gque tem K como gerador infinitesimal. Afirmamos que K

& um campo de Killing sse:

1) U, :MxM & uma isometria, ¥ t no intervalo de defi-
nigao.
2) g{VXKfy) = ~g(x,.vyK), Véxy £ TQM , Y Q £ M.,

A demonstragao da proposigao &, em esséncia a
propria definicao III - 30 e o comentirio que segue a pro
posicao IIXI - 22.

Para verificar-se a segunda afirmagaoc, tome

mos a proposigac IV - 5, gue nos afirma e

Vex = V K+ Lpx e que g(Vpy,x) + gly,V.x) = Kg(y,x),

donde gy, VXK) + g{x, VyK)= Kg{y,x) - gly, LKX) - g(x;LKy}

O fato do segundo membro anular-se sse K &
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um campo de Killing termina a demonstragao.
A proposig¢ao seguinte & a base da anilise do

teorema da conservacgao da energia.
Proposicgao vV - 12

Dados um espago tempo (M,A,g), um campo ten-
sorial T de tipo (2,0) e simétrico, e K um : campo de

Killing tem-se:

div (T) = 0 =+ div (TK) = 0
Demonstracao:

Num sistema de coordenadas qualguer tem-se |,
notando por k! e Kj os-comgonentes de K e do covetor fi

sicamente equivalente a K,

iy C s o
v (TK) = (T .KJ) - i3 o (pid 1]y
K) = (T.K = (T -“K. = (T77 L )K. + Kopi)=
div (TK) (T )li ( Kj)li ( |08+ TR )

~ (qiv T3 i3
= (aiv ™) IR, + TR, ).
(div T) 3 ( j|1)

No Gltimo membro ¢ primeiro termo & nulo por
hipdtese e o segundo se anula em decorré@&ncia da simetria de
T da anti-simetria de Kj|i’ provada na segunda parte da pro

posicac anterior.

Q.E.D

E um postulado de relatividade geral que 7 a

métrica do espago tempo e definida em fungao da distribui -
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¢ao da matéria e do campo eletfomagnético presentes.
FPormalizaremos a seguir as nogoes de particu
la material, fluxo de matéria, fluxo de carga, tensor de ma
téria e tensor eletromagné&tico num dado espago tempo.
A semelhanga de que foi feito nos capitulos
precedentes daremos muito pouca é&nfase no desenvolvimentq
histdrico da\feoria que, embora se’ja uma boa maneira de ad

~quirir intuigao fisica, foge um puco aos objetivos da disser
*

tagao .

Definicao V - 19

Denomin-se particula de massa m a uma cur
va y(t), tal que gy, (t), v, (t)) = —m2 e v,(t) & no senti-

o o dowde—vfﬁu-tu{ve-,;—ﬁ-;—twﬂé-—dcmi’nfto—dE'—Y LT

Uma particulé que seja éeodésica & dita uma
particula em queda livre.

Seja (Q,y) um observador instantineo e
TQM = EQ & TQ a decomposigao canonica. Tem-se para uma par
ticula vy, com v(a) = Q a decomposigdo da tangente Yela) =
= e ., y + § ; € € R, ﬁ £ EQa

Denomina-se energia de Yy medida pelo observa

dor (Q,y) a e = -g(y,(a),y), momento ao vetor s EQ | B +
ey = v,.(a), e velocidade a v = %/e. 1
Usando T' = (1 - |v 2) 2, e=Tm e P =

* Veja (Einstein, 58)
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Definicaoc V - 20

Denomina-se fluxo material num:espago tempo

(M,A,g) a uma tripla (n,x,m), onde n & um campo escalar ;
n :M->Rex &um campo vetorial em M cujas curvas inte -
grais sejam particulas de massa m. Dada L uma secgao espa

cial denomina-se nimero de particulas em L a integral

N = f I(TIX:Q).
L
Exemplo:

Seja(n, m84,m) o fluxo material no espacgo de
Minkowski e tomemos L a secgao espacial como na  defi-
nigao com o mergulho identidade.

O nimerc de particulas em I, para n uma fun

cZo constante & N = (4/3)mmn.
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Definicac v - 21

Denomina-~se tensor de momento energia num es

pago  tempo (M,A,g) a um campo tensorial T, de tipo (0,2) ;

simétrico e tal que T(x,y) >0 , 7V ¢ ¢ M,V X,¥ € TQM, X e
Y causails, no sentido do futuro.
Dado um observador instantdneo (Q,y), defi

ne-se a densidade de energia momento medida por (Q,y) ao ve

tor Ty

Definicado Vv - 22

Dado um fluxo de materia {n,x,m) define-se o

~tensor de energia momento associado a (n,x,m) ac tensor

T= n=x & x
Proposigao V - 13

Nas condigoes das duas definigdOes anteriores,
sendo T M = Tyt Egya decomposicac canonica para (Q,y) tem -

—-5e:

n Q) ez, onde e = —g{x,y), ou também

i

T(y.,y)

u (Ty) = n(Q) ez, onde p ~y.

O tensor de momento energia & pois uma manei
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. *
ra de fornecer a um observador instantaneo as "densidades"

de energia e momento associadas a um fluxo material.

Definigcac Vv - 23

Dado um espago tempo (M,A,g), um fluxo mate
rial (n,x,m) e uma constante o dJdenomina-se densidade de
carga-corrente ao campo J(Q) = o . n{Q) x(Q), onde a cons -

tante o & denominada carga da particula.

Denomina-se campo eletromagnético em (M,A, g}
a uma 2—férma F em M.~

Dado um observador instanténeo (Q,y), define
—se O campo elétrico medido por (Qy) cono E = Fv, e o cam

po magnético como B & E 4 ' Q (x,z,%,y) = Fix,y) ¥ x,z ¢

| o |
£ EO,

S S

ToM = T @ By .

. -

Proposigao V - 14

Nas condigOes da definicdo anterior, dado F .

> - . - . . ]

E e B existem e estao univocamente determinados. Temos ain
>

da que E ¢ EQ.

Definigdo Vv - 24

Def ine-se modelo relativistico come uma +tri-

pla ((M,A,g), F, C), onde (M,A,g) & um espago tempo, F um

* Veja (Wheheeler , 73)
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campo eletromagn@tico e C um conjunto C = {(ni,xi,mi,ai)} de
fluxos materiais e cargas, denominado modelo material.

Seja Ti o0 tensor de matéria associado ao £flu

xO (ni, X mi). Denomina-se tensor de matéria do modelc re
lativistico ao tensor T = E T, = I nixi Q x,.

Seja Jia a densidade de carga-corrente Ji =
= 4., M, X,. Denomina-se densidade de carga-corrente aoc mo

Um modelo relativistico & uma maneira de des
crever um espago tempo no qual existe uma distribuigao ar
bitraria de carga e matéria. Na pratica por&m apenas mode
los muito simples sao interessantes, porque soliveis.

Estudaremos agora a "fisica" do modelo rela-

tivistico, isto &, as leis peleos quais se determina F e g

Definicao Vv - 25

Um campo eletromagnético F obedece as leis

de Maxwell sse, nas condigOes da definicao anterior,
dF = 0 e div(F) = 4nJ.

Denomina-se tensor eletromagheticeo, asscociado
ao campe F, ao tensor de energia momento E | mum sistema de
coordenadas qualquer

k &m

Byy = (L/4m) (P FL = (1/4) g F F,0.

A

F
f—
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Proposicao vV =~ 15

Nas condigGesz da definigao anterior E &  de

fato um tensor de energia momento, e se F obadece as leis
de Maxw=21l, div(E) = - FJ, e div(J) = 0.

Em analogia a0 tensor de matéria o tensor ele
tromagnético nos informa acerca da energia e do momento

o
transportados por um campo, € e S respectivamente, onde

e = (1/8m (B° + 3% e = (1s4am B x B .

A forga de Lorentz sobre uma particula vy de

carga o & descrita por

v 4 v, {t) = a By, (t).

dt

Definigéo vV - 26

Umn modelo relativistico {((M,A,g),F,C) obedece

as leis de Einstein sse

G = Ric - L Sg =T + E
2
Exemplos:
1) O espago tempo de Minkowski com F = 0 e C o conjunto

vazio.

2) © modelo de Friedman , onde:

*
M = R3 X R+ . A a estrutura produto,
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g' 3 v v 4 4
g = (x) L odx @ dx - dx & dx ,
=1
*
onde (xl..-x4) e M e x4 g R,
. P =0TelC = {(n,v,m,;2)} onde
- 4 -2
6o =0, m=1, v = 84 en = (4/3){x") .
A orientacdo e a orientagac temporal em M

sao as definidas por dxl A oo A dx4 e 84, respectivamen-

te.
Proposigao V - 16

0 modelo de Friedman obedece as leis de
Einstein e,

-3 - '
T =G = (4/3) (x5) % ax® e ax?, e-

(4/3) (x2) 77

wn
I

O modelo de Friedman  representa a evolugdo
de um universo cheido de pd, homogeneamente distribuido e
com velocidade nula em relagao ao sistema de referé&ncia da
do pelo campo 84, Este sistema de referéncia & denominado

sistema de referéncia canonico do modelo. T

Proposigao V - 17

Seja o modelo de Friedman , Y um observa

dor no sistema canconico e W um vizinho de yvy. Afirma - se

que:

et

[ NI

s

()

(g
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1) O sistema de refer&ncia canonico e um sistema de refe-

réncia geodésico.

V s H v - . .
2) w=2av3 ., v = {1,2,3}, a¥ & R constantes, & um wvizi-
nho em y. Sua tri-velocidade e aceleragaoc sdo, respec-

tivamente

v=(23xhw e a=- (2/9:xH%) w.

O universo de Friedman foi o primeiro mode
le nao trivial de universo*. O vizinho W do intem ante -
rrior representa a diregdo em que apontamos o telescdpio ao
observador uma particula de pS {estrela, galaxia,etc...) ,
nao demasiado distante.

A velocidade V explica o " desvio para o
vermelho"” devido a uma"velocidade de recessac" do objeto
observado. é sinal da aceleragdao nos informa que esta ve-
locidade diminui no.decorrer do "tempo".

E interessante observar que fazendo, como na
definigcdo V-~ 12, t = x4, © sistema de referéncia canonic ,
€& propriamente sincronizavel . Uma consequénica neces-
saria & que o sistema canonico & irrotacional, o que pode

ser intuido da expressaoc da velocidade de um vizinho.

Estudaremos agora como enunciar para a rela

tividade geral um teorema semelhante ao teorema da conser-—

vagao da energia.

O equivalente deste teorema, na fisica pré -

* Veja {Weinberg, 72; Zeldovich, 71)
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relativistica, nos da uma maneira de, a partir de eguagoes
diferenciais, deduzir certas equag¢des integrais. Um bom
exemplo de equagdes deste tipo saoc as leis de conservaggo

de materia da hidrodindmica 2 as leis de Maxwell na for

ma integral.

0 estudo da interagao de campos eletromagné-—
ticos e materia carregada nos leva a equagao div (T + E) =
=0. Para deduzir-se esta rela¢dao um caminho possivel & o}

estudo de um fluxo de particulas carregadas, sob a agao de

um campe eletromagnético.
Proposigac V - 18

Seja (n, x, m, o) um fluxo de particulas car

regadas e F um campo eletromagnetlco em (M, A,g) espago~tem

'po. Por analogia a expressdoc da forga de Lorentz suponha -

-se que V_x = o Fx.
Suporemos também uma equagao de continuidade,
isto &, gue h3 conservagao do nimerc de particulas nmima

caixa causal,D, gualquer. Isto se expressa por

JI (mx, @) =0 , YD, = @dv(nx) =0.
9D
O campo eletromagnético F deve naturalmente

obedecer a lei de Maxwezll FJ = - div (E).

Afirma-se que div( T + E ) = 0.

Demonstragao:

div ( T+ E) = div T + div B = divinx 8 x) + -F° =
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div ( nx)x + an - F{omx) = 9

Veremos agora como enunciar uma leil integral

de conservagao de energia-momento.

Teorema V - 2 ( Teorema da conservacdo da e

nergia

Considere-se um modelo relativistico {(n,x ,
m, a)F,C} onde se suporad cue div (Q) = 0, onde O = T + E

Seja H um sistema de referéncia e K um can
po de K 1ling tal que HIU = K]U,‘U aberto de M.

Afirma-se Que, para qualguer caixa causal

b C U, J T{QH, 1) =0

aD )
Demonstragao:
Da proposigdo V - 18 tem-se que, em U
div(@) = 0 =+ (GH) = 0.
Pela proposigao Vv - 9
div (QH) = 0 = [ (gu,e) = 0, D C v, Duma caixa causal.

J
gD

Este tipo de lei & exatamente o que espera-
mos encontrar, interpretando QH(a) como a soma das densida
des de energia momento para o observador instantd3neo ( a,

H{a)), no ponto a & M.
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O fato de termos tido necessidade de utilizar
um sistema de referéncla muito especial, um campo de Killing,:

& uma grande limitagao a aplicagao do teorema.

Por exemplo no caso do universo .de Friedman
teremos que, para gualquer H nestas condiggoes, LHg = 0 >
LHS = 0 = H(S8) = dS(H).

Pela proposicao V - 16, S5 =: (4/3)(x4)"2 e as
sim GS(H) = 0 » ax"(H) = 0.

Da definicaoco V - 16 , a métrica g do universo

de Friedman e g = f(x4) z cE[x\J ® <:'ix\J + dx4 & dx4 e dxé(H)=

= 0 - H & de tipo espago.
Este exemplio nos ilustra um caso de espago tem
po em que nao hd um sistema de referéncia nas condigoes do

teorema da conserva¢ao da energia.
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