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Introduction

[p. I1 Nous pourrions concevoir un univers ol vivraient des hommes
semblables a nous, mais ol régnerait un génie malfaisant, maitre des lois
de la nature et qui s'amuserait & les changer dés que quelque savant serait
gur le point de les découvrir. Quelle pourrait bien étre la physique de ces
infortunés ? Chaque génération dénoncerait les erreurs des anciens ; les
expériences effectuées jadis, donneraient aujourdhui des résultats totale-
ment différents de ceux que décrivent les mémoires de leurs auteurs ; peut-
étre un jour 'hnumanité renoncerait-elle & connaitre la vérité en devinant le
maléfice dont elle est la victime impuissante.

Cette fiction montre clairement la premiére condition que suppose 'exis-
tence d'une science expérimentale : nos expériences et celles de nos ancétres
doivent nous servir ; nous devons pouvoir nous adapter & I'univers oll nous
vivons : cela n'est possible que si nos sens peuvent reconnaitre une série de
sensations analogues a d'autres dont la mémoire garde le souvenir et dont
nous attendons la succession réguliére dés que nous en reconnaissons le
commencement.

De temps en temps, une modification se produit dans I'ordre habituel ;
elle attire notre attention, nous en cherchons la cause, nous cherchons & la
rattacher a quelque fait nouveau qui nous avait échappé : petit-a-petit nous
organisons notre connaissance de l'univers, connaissance vulgaire d'abord,
connaissance scientifique ensuite, poursuivant plus attentivement I'ceuvre
de notre éducation, en utilisant I'expérience accumulée pendant de longs
sidcles et transmise précieusement de génération en génération.

La constance du monde physique ne suffirait pourtant pas & notre adap-
tation a l'univers et au développement de notre science expérimentale.

1l faut encore que des relations semblables se produisent assez [p. 14}
souvent dans la suite des phénomenes et soient assez simples pour que nous
puissions les remarquer. Ceci est nécessaire, non seulement au début de
notre éducation, mais & chaque étape du développement de la science. Nous
devons procéder par étapes successives : les anomalies qui surgissent dans
le vaste champ des phénomeénes expliqués, doivent étre assez simples et
assez fréquentes pour pouvoir étre formulées en quelque loi nouvelle. Celle-
ci étendra le domaine des faits que nous comprenons, que nous pouvons
prévoir ou produire & volonté.

Toutes ces lois empiriques s'accumulent ; leur ensemble finit par devenir
aussi complexe et inextricable que dut apparaitre & nos yeux d'enfant le
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monde sensible que nous débrouillons si facilement maintenant. Il faut
synthétiser ces lois éparses : sinon nous ne pourrons méme plus les con-
naitre, ni les retenir, et le progrés de la science sera bien vite arrété.

De nouveau, il faut que cela soit possible. Il faut qu'une simplicité supé-
rieure domine la variété des phénomeénes et la multiplicité des lois. C'est au
génie du savant a deviner le point de vue d'ol la multiplicité se résoudra
dans une synthése plus vaste. Dans cet effort d'unification il devra générale-
ment sacrifier la simplicité de certaines lois partielles & la simplicité plus
profonde d'une loi générale. Les lois simples de Mariotte et de Gay-Lussac,
premiéres étapes de notre connaissance des propriétés des gaz, disparais-
sent devant la simplicité plus compréhensive de la théorie cinétique, qui
nous fait mieux connaitre les propriétés des gaz en méme temps qu'elle nous
permet d'atteindre celles des vapeurs et des liquides.

Le progreés scientifique est la découverte d'une simplicité plus compré-
hensive, d'un point de vue augmentant 1'étendue du domaine réduit a 1'uni-
té. Les succes passés nous donnent confiance dans l'avenir de la science :
nous prenons de plus en plus conscience que l'univers est intelligible.
{p. IITI] Les formes infiniment variées des phénoménes se laissent com-
prendre dans quelques énoncés clairs, dans quelques formules qui en décou-
vrent le cours régulier et permettent d'en prévoir la succession lorsque les
conditions initiales sont connues.

Nous allons parcourir les grandes étapes de cette emprise de l'intelli-
gence humaine sur l'univers si merveilleusement adapté a toutes les formes
de notre activité. Nous verrons mieux ainsi la place qu'occupe 1'ceuvre
d'Einstein dans le développement de notre connaissance et le pas qu'il nous
fait franchir vers 1'unité.

*x Kk *

Les premieéres notions que se forme 1'enfant, du monde ot il commence
a vivre, sont sans doute d'ordre géométrique. Nous sommes constamment
en contact avec des objets qui se présentent sous le méme aspect : nous nous
habituons & les revoir et & les reconnaitre : nous remarquons l'identité des
mouvements nécessaires pour les atteindre ou les palper. Leur forme doit
étre une des premiéres notions que nous en abstrayons.

Quelle que soit la valeur de cette opinion sur la genése de notre connais-
sance sensible, c'est par l'établissement de la géométrie qu'a débuté la
connaissance scientifique de 'humanité. La géométrie, définitivement systé-
matisée par Euclide, domine toute la science grecque. La constance de la
forme des corps solides est une des plus immédiates que nous présente la
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nature. La notion de distance s'en abstrait immédiatement et les relations
entre les distances sont assez simples pour avoir été découvertes les
premiéres.

L'astronomie des grecs était toute entiére dominée par le besoin de
simplicité géométrique : il fallait que le mouvement des astres soit un
mouvement simple ou une combinaison de mouvements simples. En fait, ils
parvinrent & un échafaudage fort compliqué de mouvements relatifs [p. IV}
circulaires et uniformes qui dut vraisemblablement les satisfaire assez peu.
Le triomphe du point de vue géométrique dans l'explication des phénoménes
astronomiques fut la découverte du mouvement elliptique des planétes : les
lois de Képler font décrire aux planétes un mouvement d'une simplicité
idéale qui aurait sans doute ravi l'esprit géométrique des grecs.

Comment pouvons-nous considérer comme un progrés, dans l'intelligence
de la simplicité du monde, le remplacement de ces trajectoires idéales par
la courbe infiniment compliquée que l'observation plus précise nous a
révélée et qui résulte des calculs des perturbations que Newton nous a fait
connaitre ? N'avons-nous pas fait un pas en arriére ? Nous avons perdu la
simplicité du mouvement Keplerien, mais c'est pour atteindre une simplicité
plus profonde et infiniment plus féconde, celle de la mécanique et des lois
d'attractionde Newton. Les corps s'attirent, leur mouvement peut se calculer
quand on en connait les données initiales ; il suffit d'intégrer les équations
générales de la mécanique.

La mécanique a dominé la physique comme la géométrie avait dominé
l'astronomie des grecs, on chercha partout des actions a distance. La loi de
Coulomb calquée sur la loi de l'attraction universelle exprima l'action
réciproque des masses électriques. On espéra méme un moment pouvoir
ramener toute la physique a la mécanique, mais les phénomenes électriques
ge montrérent rebelles & cette tentative. Sous l'influence des idées Newto-
niennes, toute l'attention s'était portée d'abord sur les masses électriques
et les conducteurs du courant. Faraday montra bient6t I'influence des diélec-
triques ; le champ apparut comme une réalité répandue dans le milieu ; les
masses électriques ou les aiguilles aimantées décelaient sa présence mais
il existait en dehors d'eux. Maxwell découvrit les équations différentielles
qui [p. V] rendent compte des propriétés des champs. Ses idées furent
définitivement confirmées par la découverte des ondes hertziennes.

*x * *
La physique s'est ainsi développée en trois grandes étapes : la mécanique

utilisant la géométrie, 1'électricité utilisant la géométrie et la mécanique.
Les développements nouveaux n'avaient en rien modifié les parties plus
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anciennes de la science, et celles-ci s'étaient développées de leur co6té d'une
maniére aussi indépendante que possible. Aussi, les trois étages de la
science présentent-ils des caractéres trés différents, presqu'opposés. La géo-
métrie apparait comme une réalité indépendante de toutes les vicissitudes
de la matiére : les corps sont dans l'espace ; il semble que l'espace existe de
tout temps, attendant les corps qui vont pénétrer dans telle ou telle de ses
parties, puis la quitter sans rien changer & ses propriétés.

Les actions électriques se transmettant avec une vitesse finie, la
mécanique classique nous parle encore d'actions a distance instantanées.
Pouvons-nous conserver I'ancienne théorie du potentiel de gravitation a coté
des potentiels retardés de Lorentz ? La mécanique ne devrait-elle pas subir
le contre-coup, des transformations de 1'électricité ? Les développements
récents ne doivent-ils pas réagir sur les branches plus anciennes ? L'ensem-
ble ne gagnera-t-il pas ainsi en simplicité ?

C'est cette unification qu'a tentée Einstein. Il montre que les lois physi-
ques prennent une forme plus profondément simple dans leur ensemble
lorsqu'on admet une certaine influence des phénomenes électriques sur les
phénomeénes mécaniques, et l'influence des uns et des autres sur les
propriétés des régles matérielles. Les synthéses partielles se fondent dans
une synthése plus vaste ; la simplicité de la géométrie euclidienne et de la
mécanique classique disparaissent ; elles doivent étre sacrifiées & la simpli-
cité de l'ensemble de la physique, comme la simplicité des lois de Képler a
été jadis abandonnée sans regret devant la synthése de Newton. [p. VI]

La méthode d'Einstein est fort simple.

Dans 1'étude d'un phénoméne, nous sommes bien forcés d'adjoindre au
fait que nous étudions des éléments subjectifs qui nous permettent de le
connaitre. A coté de l'objet, nous devons considérer un observateur qui
repére a chaque instant la position des divers points et les modifications qui
s'y présentent. En cherchant a résumer les observations en une formule
intelligible, nous ne pouvons distinguer dans la simplicité de la loi, le carac-
tére plus ou moins subjectif de cette simplicité. Elle est peut-étre tout-a-fait
artificielle. Elle provient non de l'objet mais de I'observateur particulier que
nous avons dii lui adjoindre et du mode de repérage qu'il a employé.

Einstein dénonce la relativité de 1'observateur.
Un phénomeéne peut étre observé par un observateur quelconque. Un
objet peut étre repéré d'une infinité de maniéres. La simplicité d'une loi sera

vraiment objective lorsqu'elle subsiste, quel que soit le mode de repérage
employé.
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Les équations qui expriment une loi physique doivent garder leur forme
algébrique, lorsqu’on fait un changement arbitraire de coordonnées.

C'est le principe de relativité.

Les propriétés qu'il atteint sont débarrasées [sic], aussi complétement
qu'il est possible, de tout caractére subjectif. Aussi, l'instrument mathé-
matique qui permet d'en réaliser le programme porte-t-il le nom de calcul
différentiel absolu (on l'appelle aussi calcul tensoriel). Il détermine les
diverses formes possibles des lois physiques en accord avec le principe de
relativité. Il reste alors & voir ce que deviennent ces lois lorsqu'on emploie
le mode de repérage des événements utilisé par les expérimentateurs et a
choisir, parmi les diverses lois possibles, celles qui rendent compte de leurs
observations.

On obtient ainsi des lois vraiment objectives, et on peut légitimement
espérer qu'elles rendront plus parfaitement compte des faits observés et en
feront découvrir de nouveaux.
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Chapitre I : L'espace et le temps
§ 1. La géométrie générale de Riemann

[p. 11 La géométrie dut vraisemblablement son origine & des besoins
d'ordre expérimental, tels que la nécessité de mesurer des terrains, mais elle
se dégagea bientdt de ce caractére empirique et nous apparait déja avec
Euclide sous une forme trés systématique. Elle s'est rendue indépendante
des faits expérimentaux qui lui avaient donné naissance ; des postulats
nettement énoncés la séparent des faits contingents et toute la théorie s'en
déduit sans nouvel appel a l'expérience. Depuis, ce caractére s'est accentué.
Les discussions soulevées par les essais de démonstration du fameux postu-
lat des paralléles ont conduit & des géométries bien différentes de celle que
nous suggérait notre intuition de l'espace. En modifiant I'un ou l'autre des
postulats, on obtenait des géométries égales en valeur logique & celle
d'Euclide et dont l'application au monde physique, quoique moins commode,
restait encore possible.

L'expérience peut-elle décider entre ces différentes formes de la géo-
métrie ? Est-il possible de réaliser une expérience géométrique ?

Il n'y a pas d'étre qui soit purement géométrique : tous ont, a coté de
leurs propriétés géométriques, d'autres propriétés physique ; et les expé-
riences vont dépendre des unes et des autres. Si on réalisait un triangle
matériel dont la somme des angles fiit plus grande que deux droits, il
resterait & prouver que ses cotés sont rectilignes : on pourrait le faire, par
exemple en les superposant deux a deux, puis en recommencant, en en
retournant un. Mais, comment saurait-on s'ils ne se sont pas déformés
pendant l'opération. On pourrait toujours prétendre que la géométrie est
euclidienne. Le triangle dont la somme des angles est plus grande que deux
droits est un triangle curviligne. Ses cotés se sont déformés pendant les
opérations par lesquelles on voulait prouver qu'ils sont droits.

Tout ce que l'expérience peut nous faire vérifier c'est une géométrie et
le reste de la physique et nous pouvons toujours choisir ce reste de maniére
[p. 2] & rendre n'importe quelle géométrie conforme a 1'expérience. Nous
pouvons, par exemple, choisir la géométrie la plus simple, la géométrie
euclidienne et il sera possible d'établir la physique sur cette géométrie.

Mais sommes-nous bien siirs qu'a la géométrie la plus simple corres-
pondra la physique la plus simple ? Ce qui nous importe n'est pas la simpli-
cité d'une partie de 1'édifice, c'est la simplicité de l'ensemble. Ne serait-il pas
plus sage de chercher a profiter de la forme arbitraire que peut prendre la
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géométrie, pour simplifier 'ensemble de la physique et ne pas craindre de
compliquer quelque peu des parties bien connues comme la géométrie, si
nous pouvons faciliter ainsi 1'exploration de régions nouvellement décou-
vertes ?

* K* *

La géométrie générale de Riemann est la généralisation toute naturelle
de la géométrie d'Euclide suivant le procédé usité dans toutes les branches
de la physique mathématique. On l'obtient en admettant que la géométrie
d'Euclide n'est généralement plus valable dans un domaine fini mais qu'elle
subsiste & la limite dans un domaine infiniment petit. Autrement dit, il est
toujours possible de trouver un domaine assez petit, pour que les relations
métriques de la géométrie d'Euclide y soient valables avec une approxi-
mation donnée.

Les notions géométriques courantes ne sont plus applicables qu'a la
limite, c'est ainsi qu'il est généralement impossible de construire des figures
superposables de dimensions finies. Lorsqu'on veut conserver la possibilité
de superposer des figures géométriques, on obtient des cas particuliers
remarquables de la géométrie pour lesquels l'espace est homogéne. Leur
ensemble est souvent appelé géométrie générale ; ce n'est pourtant qu'un
cas particulier de la géométrie générale que nous étudions ici pour laquelle
l'espace n'est pas nécessairement homogéne. Il comprend la géométrie
d'Euclide, la géométrie non-euclidienne proprement dite de [p. 3] Bolyai-
Lobatschefsky que I'on obtient en rejetant le fameux postulat des paralléles
et enfin la géométrie sphérique qui étend & l'espace les propriétés de la
sphére et qu'on appelle souvent géométrie de Riemann, au sens étroit.
Einstein et Weyl emploient toujours I'expression géométrie de Riemann au
sens large pour désigner la géométrie générale telle que nous l'étudions ici.
Lorsqu'ils veulent exprimer le sens étroit ils parlent d'espace ou de géo-
métrie sphérique.

* x %

A premiere vue, il parait bien étrange que l'on puisse construire une
géométrie o la superposition des figures soit une chose impossible ; nous
sommes habitués a définir 1'égalité par une telle superposition et elle nous
parait une notion fondamentale. Nous savons pourtant que l'on peut
mesurer la longueur d'un arc de courbe, bien qu'il soit impossible de le faire
coincider avec le meétre rectiligne qui sert d'unité, ni d'en faire coincider
exactement une partie aussi petite que l'on veut avec une partie du metre.
On peut concevoir la réalisation de cette mesure de la maniére suivante : on
se sert, par exemple, d'un compas dont on applique les pointes sur l'arc a
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mesurer, on déplace le compas, une pointe restant en un point, 'autre
marquant un nouveau point ; on le porte ainsi, un certain nombre de fois
sur l'arc. Les extrémités de 1'arc n'auront généralement pas été toutes deux
touchées par les pointes, mais il sera impossible de marquer sur l'arc de
nouveaux points. On cherche de méme combien de fois on peut porter le
compas sur le métre unité. Le rapport des deux nombres obtenus tend vers
une limite lorsque l'ouverture du compas tend vers zéro ; cette limite
mesure la longueur de 1'arc.

11 faut pour cela que le compas ne se déforme pas pendant les opérations,
ou, si on préfere imaginer une série de compas ayant deux a deux une
pointe en contact, il faut que ces compas puissent étre superposables. 11
suffit naturellement que les pointes soient superposables. Cette super-
position ne doit d'ailleurs étre définie qu'a la limite lorsque les deux pointes
tendent 1'une vers l'autre. Il suffit donc que les notions de la géométrie
d'Euclide soit [sic] [p. 4] applicables a la limite dans un domaine infiniment
petit.

* kK

Cette définition de la distance par superposition d'un instrument de
mesure tel quun compas est parfaitement adaptée a la mesure des
distances, mais elle ne nous apprend pas ce qu'est la distance. Il est bien
clair que lorsqu'on introduit un compas dans un milieu, la distance entre les
points de ce milieu existait avant qu'on introduise le compas au moyen
duquel on peut la mesurer. Il doit y avoir une réalité physique qui est
mesurée par la distance, de méme que la température est mesurée par un
thermomeétre mais subsiste la ou il n'y a pas de thermomeétre. D'une
maniére analogue 1'aiguille aimantée explore le champ magnétique et ne le
crée pas.

Si nous nous plagons a ce point de vue, nous devons admettre qu'il y a
une réalité physique répandue dans l'espace et dont la distance est une
manifestation : il y a un champ métrique qui s'explore avec un compas,
comme un champ magnétique s'explore avec une boussole et nous pouvons
nous attendre a ce que cette réalité dont nous connaissons 1'aspect métrique
intervienne dans des phénoménes physiques d'un autre ordre.

La notion d'égalité des éléments de distance doit donc avoir un sens
physique indépendant des instruments avec lesquels nous mesurons cette
distance.

Pour pouvoir aborder 1'étude de cette réalité physique, il faut que nous
repérions la position des points. Nous assignerons a chaque point trois
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nombres (xI, x2, x3.) ses coordonnées. De plus & une suite continue de
points doit correspondre une variation continue de leurs coordonnées. A part
ces restrictions générales d'univocité et de continuité, le mode de repérage
employé est totalement indifférent.

L'égalité des distances nous apprend qu'une certaine grandeur physique
caractérisée par chaque couple de points est égale pour chacun d'eux. Cette
grandeur dépend pour chaque couple des coordonnées des deux points
[p. 51, coordonnées qui doivent &tre considérées comme infiniment voisines
puisque 1'égalité n'est définie qu'a la limite lorsque chaque distance tend
vers zéro. C'est donc une fonction des coordonnées et des différentielles des
coordonnées.

Quelle peut-étre la forme de cette fonction ?

1l est clair qu'elle doit étre homogéne par rapport aux différentielles.
De plus, elle ne doit pas changer lorsqu'on change le signe des différen-
tielles, car, elle ne peut dépendre de l'ordre dans lequel on considére les
points. Enfin, elle doit pouvoir étre employée quelque soit la maniére dont
on repere les points, elle doit donc garder sa forme algébrique lorsqu'on fait
un changement arbitraire des coordonnées.

La fonction la plus simple qui vérifie ces conditions est une forme
quadratique des différentielles des coordonnées.
yadzi+ 2vipdzidz; +27v13dzrdTs
+ Ya2dz3 +2v53dzadas
+’733d1’§

Les couples de points équidistants sont alors ceux dont les coordonnées font
rendre une méme valeur & cette fonction.

La distance mesurée sur un arc de courbe peut étre utilisée comme une
des coordonnées repérant les points de cet arc. Il faut donc que d'élément
[sic] de distance do soit un infiniment petit de méme ordre que les différen-
tielles des coordonnées.

On devra donc poser

dot = 3 yudeudz,
@ b v

(g, v=1,2,3)
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avec

Yuv = Yop

La longueur d'un arc de courbe s'exprimera alors par l'intégrale curviligne

dz, dz,

® /da=/\]ZZ'nw o P

ou les dérivées se calculent d'aprés les équations paramétriques de la courbe
sur laquelle se fait la mesure

z, = pu(A)
(r=1,2,3)

[p. 6] Les propriétés géométriques du milieu sont donc définies par la
valeur en chaque point des six fonctions des coordonnées Yuv ; ce sont des
potentiels du champ métrique. Ces fonctions sont nature]lement supposées
continues. Ceci veut dire qu'on peut toujours déterminer autour d'un point
un domaine assez petit de telle sorte que, dans ce domaine, les potentiels
different de leur valeur en ce point de moins qu'une quantité donnée. Nous
allons montrer que lorsque les potentiels sont constants la géométrie est
euclidienne. On pourra donc conclure que les relations de la géométrie
euclidienne sont valables & une approximation donnée dans un domaine
suffisamment petit. Cette propriété caractérise la géométrie générale de
Riemann.

Une forme quadratique a coefficients constants peut, par une transfor-
mation linéaire des coordonnées, étre mise sous la forme d'une somme
algébrique de carrés. Le calcul est le méme que celui de la réduction des
quadriques. On peut en effet considérer dx;, dx, dx; comme les coor-
données cartésiennes d'un point : 'équation (1) représente alors pour une
valeur donnée de do une quadrique dont 1'équation réduite est de la forme

® do* = d2* + dy* + d7°

ol on a posé
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dz = Z a,dz,
dy = Z b,dz,
dz = Z c,dz,

a,b,c, désignant des constantes convenables.

L'équation (3) exprime le théoréme de Pythagore étendu & l'espace ; elle
définit I'élément de distance de la géométrie euclidienne.

* * %

Les diverses notions géométriques de droite, d'angle etc, peuvent facile-
ment atre étendues & la géométrie générale. Il suffit de trouver [p. 7] une
définition qui soit indépendante d'un choix particulier du mode de repérage
des points et qui coincide avec les notions euclidiennes lorsque dd? se réduit
a la forme (3).

La droite est une ligne définie par deux de ses points, c'est le plus court
chemin entre ces deux points ; on en obtient l'équation en appliquant les
méthodes du calcul des variations a 1'équation

@ 6/da=0

ou les limites sont supposées constantes.

La droite est définie par les coordonnées d'un de ses points et les diffé-
rentielles des coordonnées en ce point.

La notion de perpendiculaire peut se définir de la maniére suivante.

Considérons deux directions

5.’131, 5.’52, 51153
et

d.’ﬂl, d.’Ez, d.’E3

L'ensemble de ces deux directions s'appelle un angle.
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Les deux directions sont dites perpendiculaires si l'angle qu'elles forment
est identique a 1'angle qu'on obtient en remplacant une des deux directions
par la direction opposée.

Considérons la forme bilinéaire associée a la forme fondamentale (1)

3w de b,
n v

Cette forme est invariante ; si on fait un changement quelconque des coor-
données

dz, = ng;‘d'

Bx,, &
ba, = Ef)x’ 7

elle se transforme en

2D Aordz, by

Oz, 6:5,,

®) or =
K ;Z or!, Bac

Les coefficients se transforment de la méme fagon que ceux de la forme
quadratique qu'on obtiendrait en remplagant dx,, par dx .

Pour que les deux directions soient perpendiculaires, la forme [p. 8]
bilinéaire ne doit pas changer lorsqu'on change le signe des Jx . Il faut pour
cela qu'elle soit nulle. La condition de perpendicularité est donc

® S Y ywdzuéz, =0
w oV

Dans le cas de la géométrie euclidienne (3), on retrouve l'équation bien
connue

dzéz + dyby + dzbz =0
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L'angle de deux directions s'exprime par la formule

ZZ’Ydeu&Ev
uwoov
\/i: Z 'Yuudxudxv\/z Z 'Y,W(SI,‘(S:IIV
H 14 m v

Cette expression est une combinaison d'invariants et elle se réduit a la
forme classique dans le cas de la géométrie euclidienne.

o COS 0 =

Enfin, I'élément de volume s'écrit

@®) Vdzidradzs

ol y représente le déterminant symétrique formé au moyen des potentiels.
Cette expression se réduit au produit des différentielles dans le cas de la
géométrie euclidienne. C'est un invariant : en effet, d'apres (5) et les
propriétés des déterminants,

oz
v =M.l= I;%,ﬁlz“/
mais g

dzidzodrs = |g—zfi|dx'1dm’2dm'3
On a donc bien
® V7dz1dzodzs = \[v'dz)drhdz

On peut se faire une représentation assez simple des conséquences de
l'adoption de la géométrie générale pour I'étude de la physique, en la compa-
rant avec la géométrie euclidienne des surfaces. Soient

1 = fi(ur,u2)
T2 = f2(u17 uz)
zz3 = fa(u, ug)

les équations paramétriques d'une surface ; a tout couple de valeurs des
parametres u; et u, correspond un point sur la surface, ces parameétres
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déterminent donc les points de la surface et peuvent étre considérés comme
leurs coordonnées. L'élément de distance euclidienne [p. 9] s'exprime en
fonction des x; par 'expression (3).

Différentions les équations de la surface

_0fi of;
d.?!, = %l— Uy + b_‘u—gdu2
(i=1,2,3)

et portons ces valeurs dans (3), nous obtenons une expression de la forme
10) dO'2 = 71 du% + 2712du1du2 + ’)’zzdug

olt 7, ¥12» Yoo Sont des fonctions des u ; et u , Cette expression analogue
a (1) montre que la géométrie euclidienne sur une surface quelconque est
équivalente a la géométrie générale de Riemann & deux dimensions.

11 devait d'ailleurs en é&tre ainsi ; car la géométrie de Riemann suppose
simplement que la géométrie euclidienne est valable & la limite dans un
domaine infiniment petit et il est clair que la géométrie de figures tracées
sur une portion de surface dont l'aire tend vers zéro se confond a la limite
avec celle des projections de ces figures sur le plan tangent a la surface.

La géométrie de la sphére nous est bien connue. On peut en effectuant
uniquement des mesures sur la sphére se rendre compte de la courbure de
la surface ; on ne pourra pourtant pas savoir ainsi si la surface sur laquelle
on se trouve est concave ou convexe, mais on constatera simplement qu'elle
est courbe. Des hommes qui ne sauraient pas que la lumiére se propage en
ligne droite et pour qui toutes les mesures géométriques se réduiraient a
arpenter la surface de la terre, pourraient bien constater que la terre est
ronde, ils pourraient en faire le tour, ils pourraient tracer le plus court
chemin entre trois villes et constater que la somme des angles du triangle
ainsi déterminé est supérieure a deux droits, mais ils ne pourraient savoir
g8'ils se trouvent sur une sphére pleine ou dans une sphére creuse de méme
rayon. Les propriétés spatiales qu'ils pourraient découvrir se rattachent a
la valeur de la courbure totale de la surface, ou courbure de Gauss qui dans
le cas de la sphére est égale a [p. 10] l'inverse du carré du rayon.

Sur la spheére la courbure est constante ; aussi, les figures qu'on y trace
sont-elles superposables ; on peut étudier 1'égalité des triangles sphériques
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de la méme manitre que celle des triangles plans. Si nous étudions la
géométrie euclidienne d'une surface a courbure variable, une éllipsoide a
trois axes inégaux, par exemple, une pareille méthode serait inutilisable, il
serait impossible de déplacer une figure sur I'éllipsoide sans la déformer.
Les figures qu'on y trace ont pourtant encore des propriétés géométriques,
longueurs, angles, surfaces etc. On peut les étudier directement par les
méthodes de la géométrie générale en se servant de l'expression de do au
moyen de coordonnées quelconques.

La géométrie générale a trois dimensions est appelée par comparaison
avec la géométrie des surfaces quelconques, une géométrie d'un espace a
courbure variable ; on peut chercher les grandeurs dont dépendent les pro-
priétés géométriques de cet espace et qui généralisent la courbure de Gauss
des surfaces. Le mouvement sans déformation d'un solide y est aussi impos-
sible que le déplacement sans déformation d'une figure sur un ellipsoide a
axes inégaux, et cependant les grandeurs géométriques, longueur, droite,
angle, volume etc. peuvent y é&tre définies et peuvent étre étudiées tout
aussi bien que dans un espace euclidien.

Remarquons enfin que de méme qu'on peut faire la carte d'une sphére
ou d'un ellipsoide sur un plan, on peut faire la carte d'un espace Rieman-
nien dans un espace euclidien ; il suffit de considérer les coordonnées x 1 X
x4, comme des coordonnées cartésiennes de cet espace. La forme do“ (I)
déterminera alors 'échelle de la carte dans chaque direction et jouera le
méme role que 1'équation (10) dans 'étude des cartes géographiques.

[p. 111 On dira alors que tout se passe comme si 'étalon de longueur se
déformait lorsqu'on change sa direction et l'on pourra décrire le caractére
de I'espace en chaque point par la forme (I) de l'ellipsoide des échelles. Bien
entendu une pareille description dépendra en partie de la maniére dont on
a fait la carte. On pourra considérer des cartes conformes, pour lesquelles
1'éllipsoide des échelles se réduit & une sphére de rayon variable d'un point
a l'autre, qui conservent les angles ou des cartes équivalentes, ol le volume
de 'éllipsoide est constant et qui conservent les volumes (il faut pour cela
comme dans le cas des cartes planes que le déterminant des y,, soit égal &
une constante. Nous voyons donc qu'il n'y a aucune difficulté a se repré-
senter un espace Riemannien ; il suffit d'en faire la carte dans un espace
euclidien dont 'expérience courante nous a donné l'intuition.

Toutes les formes de la géométrie générale sont applicables a 'étude du
monde physique ; on peut choisir la forme de la géométrie qui se préte le
mieux a l'étude de la physique, comme on choisit le systéme de coordonnées
qui se préte le mieux a 1'étude d'un probleme de géométrie analytique.

239




G. LEMAITRE

Toutes sont d'ailleurs aussi commodes au point de vue pratique du moment
que la géométrie euclidienne est valable & 'approximation de nos mesures
dans le domaine bien petit ol s'étendent nos laboratoires et nos instru-
ments.
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§ 2. Le temps et la mécanique

[p. 12] Que voulons-nous exprimer lorsque nous disons qu'il s'écoule le
méme temps, entre le passage de l'aiguille de notre montre, d'un chiffre
quelconque du cadran au chiffre voisin ? Qu'est-ce qu'un chronometre ?
Quelle définition idéale avons-nous en vue lorsque nous disons que tel
chronomatre est meilleur qu'un autre ?

Pour nous en rendre compte, considérons une horloge rudimentaire : un
sablier ; nous estimons que le sable met un temps toujours le méme pour
g'écouler d'un réservoir & l'autre : pourquoi ? Parce que nous ne voyons
aucune différence dans la situation du sablier chaque fois que nous le
renversons, le méme phénomene va se passer : nous affirmons qu'il va durer
le méme temps.

Supposons qu'on ait un ceuf mollet en le laissant dans l'eau bouillante
pendant que le sable s'écoule d'un réservoir a I'autre. On recommence l'opé-
ration avec un ceuf semblable : nous serions bien étonnés si on obtenait un
euf dur. Nous nous demanderions si le premier ceuf n'était pas plus gros
que le second, si l'écoulement du sable a été bien régulier, que sais-je ? Mais
si aucune des explications que nous pourrions imaginer ne se montrait suffi-
sante, nous n'aurions aucune raison de décider g'il vaut mieux mesurer la
durée par le temps qu'il faut pour cuire un ceuf mollet ou par celui qui est
nécessaire pour que le sable s'écoule d'un réservoir & l'autre. Nous préten-
drons toujours que, 8'il y a une différence dans les résultats des mesures par
I'un et l'autre procédé, c'est qu'une circonstance a changé dans la reproduc-
tion des phénomeénes que nous croyions identiques.

Mais est-il possible de réaliser deux fois le méme phénomeéne ? Stricte-
ment, non. Si on a renversé une premiere fois un sablier, on n'aura jamais
plus un sablier qui n'a jamais été renversé. Il n'est [p. 18] naturellement
pas difficile de faire abstraction de différences de cette nature. Mais, méme
parmi les différences physiques, on pourra faire abstraction de certains
facteurs dont un dispositif convenable pourra compenser l'action. On jugera
généralement que l'indication d'une bonne horloge doit étre indépendante
des circonstances de température, de champ électrique ou gravifique ete.
Mais on ne peut faire abstraction de tout ; il faut bien admettre quilya
une réalité physique qui est la méme entre le commencement et la fin des
diverses secondes de tous les chronometres.

Pour pouvoir étudier la réalité physique que mesurent les chronométres
nous devons adopter un mode de repérage des divers événements.
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Nous ferons correspondre & chaque événement quatre nombres x;, x,,
%3, x4, ses coordonnées. Le mode de repérage est complétement indifférent.
Il faut pourtant que deux événements ne soient pas désignés par les mémes
coordonnées et que des événements voisins soient représentés par des nom-
bres voisins.

L'égalité de deux intervalles de temps, nous apprend qu'une certaine
grandeur caractérisée par les deux couples d'événements est égale pour
chacun d'eux. Cette grandeur dépend pour chaque couple des coordonnées
des événements. Pour des intervalles de temps infiniment petits, c'est une
fonction des coordonnées et des différentielles de ces coordonnées.

Cette fonction doit étre homogéne par rapport aux différentielles. De
plus, elle doit pouvoir étre employée quel que soit le mode de repérage des
événements, elle doit donc garder sa forme algébrique lorsqu'on fait un
changement arbitraire de coordonnées.

L'intervalle de temps peut servir & repérer les divers événements ; il doit
donc étre du méme ordre de grandeur que les différentielles des coordon-
nées.

Les formes les plus simples que I'on peut employer sont, des formes
[p. 14] linéaires ou quadratiques des différentielles des coordonnées. On
posera alors

ds =) a,dz, (0 =1,2,3,4)

ou
ds* = > > gude,dz,
(6)) u v
(n,v=1,2,3,4)
avec
(2) Guv = Gvpu

Remarquons que la premiére forme est un cas particulier de la seconde,
celui ou la forme quadratique est un carré parfait.

Le temps mesuré par un chronomeétre est, en tout cas, égal & l'intégrale
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/ds

calculée en suivant le chronomatre ou, comme on dit, sur sa ligne d'univers,
en appelant univers le continu & quatre dimensions des phénoménes physi-
ques.

L'observation des chronometres, nous fait donc atteindre des fonctions
g, , des coordonnées, les potentiels d'univers, analogues & quatre variables
cf:es potentiels métriques de la géométrie.

Les potentiels métriques suffisent & déterminer dans l'espace les droites
(ou & deux dimensions les géodésiques des surfaces). Ces lignes sont comple-
tement définies par leurs conditions initiales : un point et la direction en ce
point.

11 existe dans l'univers un fait analogue. Il y a des lignes d'univers qui sont
complétement déterminées par les coordonnées d'un de leurs points et les
différentielles de ces coordonnées. Ce sont les trajectoires que suivent des
points matériels abandonnés & eux-mémes. Il y a une propriété du milieu
qui les oblige & suivre un chemin déterminé ; cette propriété s'appelle,
suivant les circonstances, l'inertie ou le champ de gravitation. Ces réalités
physiques qui tracent l'orbite des planétes ne seraient-elles pas les mémes
que celles qui déterminent le mouvement des horloges ? Celles-ci sont géné-
ralement basées sur la reproduction de phénomeénes mécaniques [p. 15]. La
réalité qu'elles mesurent est donc bien de méme nature que celle qui se
manifeste dans la dynamique des points libres.

La forme (I) définit généralement des lignes d'univers particuliéres qui
sont déterminées par deux de leurs points. Il suffit d'appliquer les formules
du calcul des variations a 1'équation

6/ds=0

prise entre ces deux points. La trajectoire d'un point libre se calculera ainsi
comme les droites de la géométrie générale ou les géodésiques d'une surface.

Mais pour que ce procédé soit applicable il est nécessaire que ce ne soit
pas une différentielle exacte. Si la droite ou la géodésique peut étre définie
comme étant le plus court chemin entre deux points, c'est parce que la
longueur d'un arc de courbe dépend de la forme de la courbe et n'est pas la
méme pour tous les arcs qui ont mémes extrémités.
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Pour que les potentiels g, définissent la trajectoire des points libres, il faut
donc que l'intervalle de temps entre deux événements dépende de la ligne
d'univers suivant laquelle on passe d'un événement & l'autre. En d'autres
termes, il faut renoncer & l'idée familiére d'un temps absolu. Des chrono-
metres identiques et identiquement réglés ne marqueront généralement plus
le méme temps entre deux rencontres. Leur indication dépendra des lignes
d'univers qu'ils ont suivies de l'une & l'autre. Il suffit d'ailleurs que le temps
défini sur les diverses lignes d'univers différent I'un de l'autre de quantités
extrémement petites. Il faut simplement que le temps ne soit pas rigoureu-
sement une différentielle exacte ; il pourra alors étre plus grand ou plus
petit, sur une trajectoire, que sur toutes les trajectoires voisines de mémes
extrémités ; il y aura des géodésiques d'univers, les trajectoires des points
matériels abandonnés & eux-mémes.

[p. 16] Voici, par exemple, comment ces conditions peuvent étre réali-
sées.

Lorsqu'on emploie des coordonnées cartésiennes x, y, z et un temps ¢
défini d'une maniére convenable, les équations du mouvement d'un point
libre sous l'influence des seules forces de gravitation peuvent s'écrire,
d'apres la mécanique classique

dv, + v 0
dt de
dy Vo _
dt dy
dv, 4 v 0
dt dz
ol v, v, désignent les composantes de la vitesse du mobile, et V le

potentxei’ du champ de gravitation.

Ces équations peuvent se mettre sous la forme d' Hamilton

11 2
3) 6 (2— — V) dt =
to 2

Soit ¢ un nombre trés grand par rapport aux vitesses qui se présentent dans
les expériences en lesquelles ces équations sont basées, ce sera, par exemple,
la vitesse de la lumiere.

244




LA PHYSIQUE D'EINSTEIN

Considérons la forme quadratique
@ ds? = —dz? — dy? — dz* + (* +2V)d¢?

Nous aurons alors
&2 dz\?* dy dz\? 2
R s -dt
/ds / J (dt) <dt) (dt) tef 2V
t
/1,/ —2V)-dt
to

Puisque ¢? est grand par rapport & v2 et par conséquent aussi par rapport
a V qui est du méme ordre de grandeur, nous pourrons écrire, trés approxi-
mativement

ty 1 2
®) /ds:c/to [l—g(%—V)]dt

L'équation des géodésiques

6/ds=0

sera alors équivalente & 1'équation classique (3).

[p. 171 On pourrait naturellement obtenir le méme résultat en se
servant d'autres formes que (4) ; en particulier, en y prenant tous les termes
positifs. Nous verrons plus tard les raisons qui ont conduit & ce choix des

signes.

* K K

Voyons maintenant les conséquences qu'entraine I'équation (5), le temps
des chronomatres ne sera plus une différentielle exacte, il y aura de petits
écarts dans les mesures de l'intervalle de temps entre les événements
suivant la trajectoire des horloges qui le mesurent.

Le terme principal de (5) est
t1
c dt

to
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C'est & un facteur prés le temps employé par la mécanique classique.

Le temps en secondes sera donc

%/ds:/: [1—;12-(’;—2—1/)]&

Une montre immobile en un point ol le potentiel est nul
v=0 V=0

marque le temps coordonnée

t1
Tl == dt = tl -_ to
to

Une deuxiéme montre en mouvement sur une surface équipotentielle

V=0

marque le temps

t1 1 ’l)2 1 ?)—2-
n- [ (1-55) = (1-5%)m
est le carré moyen de la vitesse.

_ t
v = 1 / ' vidt

t] - t() to

ou v?

Considérons enfin une troisiéme montre, identique aux deux précé-
dentes, lancée verticalement au temps ¢, avec une vitesse v, et retombant

auprés des deux autres & l'instant £,.

Puisque 1'équation (5) n'est qu'une équation approchée nous pouvons nous
contenter de calculer la vitesse et le potentiel suivant [p. 18] la trajectoire

en adoptant les équations classiques

gt?
T = ‘l)ot - —é—
et
V =gz
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Nous aurons alors

2
Tyo=ty — by = —2
P)

et le temps marqué par la troisiéme montre sera

t 1 gt2 1
T3 = [Io {1 + g [g ('Uot— —2—') - 5(_1)0 —gt)z]} dt

En effectuant l'intégration, on trouve

lvg

La montre T3 en mouvement libre marquera donc entre les mémes événe-
ments (les rencontres des montres) un temps plus grand que chacune des
deux autres.

11 est facile de voir que lorsqu'on adopte la forme (4) de I'élément de
temps, la trajectoire d'un point libre est toujours une trajectoire de temps
maximum. On peut toujours, en effet, imaginer une trajectoire virtuelle,
aussi voisine que l'on veut de la trajectoire réelle, pour laquelle le temps est
moindre. Il suffit de concevoir un mobile décrivant une spirale serrée autour
de la trajectoire réelle. Le potentiel V aurait alors méme valeur sur les deux
trajectoires ; la vitesse v sera plus grande sur la trajectoire virtuelle et, par
conséquent, le temps (5) sera moindre sur cette derniére.

11 ne faudrait pourtant pas conclure que le temps sur la trajectoire d'un
mobile soit nécessairement un maximum absolu. C'est seulement un maxi-
mum relativement aux trajectoires voisines. Ainsi la deuxiéme montre dont
nous venons de parler pourrait, sans quitter la surface de niveau, revenir
4 son point de départ en décrivant un grand cercle autour de la terre, avec
une vitesse (7,9 Km.sec) telle que la force centrifuge neutralise exactement
la pesanteur. [p. 19] Elle décrirait donc une géodésique, une trajectoire de
point libre. Son temps sera plus grand que celui de toutes les trajectoires
virtuelles voisines de mémes extrémités, et cependant il serait plus petit que
le temps T"; marqué entre ces mémes extrémités, par la montre immobile.
La différence serait, dans ce cas, en prenant

¢ = 3.10"° cm. sec.

de deux millionnidmes [sic] de secondes pour un trajet de 1 hogm
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§ 3. La simultanéité et 'espace

[p. 20] Les définitions que nous avons données de la longueur d'une
ligne et de la durée d'un phénomeéne se réduisent l'une et l'autre a la réali-
sation de phénomenes périodiques successifs ; points équidistants marqués
sur la ligne, secondes identiques d'un chronométre. Dans le cas de la mesure
du temps cette périodicité est réalisée suivant la ligne d'univers suivie par
le chronometre. Sur quelle ligne d'univers est-elle réalisée dans le cas de la
mesure des longueurs ?

Nous avons supposé jusqu'ici que 1'objet & mesurer ne se déformait pas ;
nous avions alors tout le temps de marquer des points équidistants et de
vérifier l'égalité de leurs intervalles. Mais si nous voulons étudier la
longueur d'un objet qui se déforme, il faut que nous réalisions toutes les
opérations que comporte la mesure, au méme instant. Si nous nous trom-
pons dans l'appréciation de la simultanéité, notre mesure sera faussée. La
périodicité des longueurs doit étre réalisée sur une ligne de points simul-
tanés.

Lorsque nous marquons deux points sur un objet, chacun de ces points
décrit une ligne d'univers. Représentons par

d(ll] dﬁ?z d$3 d$4
les différences des coordonnées des deux points et par
6z1 6xy Ox3 b1y

les variations des coordonnées suivant les lignes d'univers voisines que
décrivent les deux points. La condition de simultanéité ne peut dépendre
que des coordonnées x , (0 = 1, 2, 3, 4) et des deux sortes de variations dx,,
et dx,. Cette condition doit &tre symétrique par rapport aux deux points,
elle ne doit pas changer quand on en invertit l'ordre, c'est-a-dire quand on
change le signe de tous les dx . En effet, la notion de simultanéité, tout
comme la notion de distance, est réciproque ; elle est indépendante de
l'ordre dans lequel on [p. 21] considére les points.

La solution du probléme de la simultanéité est analogue a celle du probléeme
géométrique des directions perpendiculaires.

Considérons la forme bilinéaire associée a la forme quadratique ds?
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ZZg,wdx,,&c,,.
u v

C'est une fonction invariante des coordonnées et des deux sortes de varia-
tions. Pour qu'elle soit symétrique par rapport aux deux événements simul-
tanés, il faut que sa valeur ne change pas, quand on change le signe des
dx” ; elle doit donc s'annuler.

La condition de simultanéité

1)) ZZgnudm“SmV =0
u v

doit donc étre réalisée entre les points d'un objet dont on mesure la
longueur. On peut utiliser cette relation pour éliminer de l'expression

@ ds® = Z Zgu,,dx,,d:c,,

m

une des coordonnées dx”, on obtiendra alors une forme quadratique

: 3 3
3 d32 = Z Z ")’pudxudxv
uw v

a trois variables, ol les 7u sont des fonctions des potentiels d'univers g uv
et de la vitesse Jx, de l'objet. Cette expression doit étre égale pour deux
couples de points equldlstants En effet, superposer deux longueurs revient
a effectuer un changement de coordonnées de telle sorte que les coordonnées
des points ainsi que les diverses grandeurs qui caractérisent une des
longueurs, se transforment dans les coordonnées et les grandeurs correspon-
dantes de 'autre longueur. C'est alors seulement que nous pourrons dire
qu'elles sont identiques, elles ne different que par le choix des coordonnées
de repérage. Mais la forme bilinéaire de l'équation de simultanéité et
l'expression de ds sont des expressions invariantes, indépendantes du choix
des coordonnées. Leurs valeurs doivent donc étre les mémes pour deux
couples de points équidistants. ds est donc I'élément de dlsta.noe Lorsque
la forme quadratique est négative on la posera égale & - do? , do représen-
tera alors 1'élément [p. 22] de distance.

Nous obtenons ainsi la géométrie sous la forme générale de Riemann
(§ 1-1). La longueur d'un arc se calculera par la formule (§ 1-2).
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Les potentiels métriques sont des fonctions des potentiels d'univers &y
et de la vitesse Jx, des divers points des objets que I'on mesure.

Considérons par exemple la forme que nous avons obtenue au § précé-
dent

ds? = —dz? — dy® — d2® + (* + 2V)dt?

I'équation de simultanéité de points immobiles

sera

(c®+2V)tdt = 0
ou
dt =0

La géométrie de ces points sera donc caractérisée par

do? = dz? + dy? + d2*
qui définit 1'élément de distance de la géométrie euclidienne.
Si nous réglons des horloges immobiles par simultanéité —c'est-a-dire,
dans le cas actuel, si nous leur faisons marquer le temps ¢— ces horloges ne
pourront généralement plus étre considérées comme identiques et ne seront

plus interchangeables. Des horloges identiques immobiles marqueraient, en
effet, le temps

% / VE T V.dt.

La définition de la simultanéité sur un corps dépend non seulement de
la vitesse dx, du corps, mais elle peut aussi dépendre [p. 23] de la ligne
suivant laquelle on la définit de proche en proche. Nous rencontrerons plus
tard un exemple de ce cas.

* * %
Ces diverses complications de notre notion habituelle du temps dispa-
raissent a la limite dans un domaine infiniment petit.
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En géométrie générale on peut toujours trouver un domaine assez petit
pour que les relations de la géométrie d'Euclide y soient valables avec une
approximation donnée. On peut de méme dans la mécanique d'Einstein
adopter approximativement au voisinage d'un point une forme réduite du

analogue & I'élément de distance de la géométrie d'Euclide.

Dans un domaine petit, on peut remplacer les potentiels 8, par leurs
valeurs en un point M. ds® est alors une forme quadratique a coefficients

constants. Elle se réduit par un changement linéaire des coordonnées, a une
somme algébrique de carrés.

On évitera généralement les coordonnées imaginaires en choisissant les
signes de la maniére suivante :

ds? = —d¢} — d¢} — dé3 + d¢g
Cette réduction est possible de plusieurs maniéres.
Si
6z 6zy Ox3 024

représente la vitesse d'un point d'un corps, on pourra imposer aux fonctions

60’ = €U($l7m2) z3, $4)
(0 =1,2,3,4)

par lesquelles s'effectue la réduction, la condition suivante

0bs
o, K zy:g,u,&c,,

[p. 24] Cette relation ne doit d'ailleurs étre vérifiée exactement quen M
(K est une constante quelconque)

@

L'équation de simultanéité (1) sera alors sur le corps

s , . _
;-a?;dxﬂ = d£4 = 0.
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Les longueurs sur le corps ne dépendent pas de £, la géométrie y est définie
par 1'élément de distance

do® = dE? + de? + dé?

1 &, &3 sont des coordonnées cartésiennes.

L'équation de simultanéité s'écrit dans le nouveau systéme de coordonnées

—d§16&1 — 3683 — d€368s + dab6és =0
Pour que cette équation se réduise a

déy =0
il faut que
66 =068 =66=0

les variations J¢, étant prises suivant les lignes d'univers des points du
corps. C'est suivant ces lignes d'univers que se calcule le temps sur le corps,

ce sera
[ de

Les nouvelles coordonnées donnent donc immédiatement le résultat des
mesures spatio-temporelles effectuées en un point d'un corps. C'est ce que
nous appellerons les coordonnées propres du corps en ce point. Nous
emploierons généralement les notations

ds? = —dz? — dy? — d2? + 2 dt?

ol ¢ est une constante ; x, y, z sont des coordonnées cartésiennes, ¢ le temps
de chronometres immobiles.

Lorsque cette forme du ds peut étre adoptée rigoureusement, nous dirons
que nous avons affaire & un champ de Galilée.

Ce sont ces champs qu'Einstein a d'abord étudiés dans son mémoire
[p. 25] de 1905 sur l'électrodynamique des corps en mouvement. Il est
arrivé a la forme définitive de sa théorie (1915) en adoptant le procédé par
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lequel Riemann avait généralisé la géométrie d’'Euclide, c'est-a-dire en
admettant que la forme primitive de sa théorie n'était valable qu'a la limite
dans un domaine infiniment petit. C'est le mode habituel de généralisation
usité en physique.
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§ 4. Les mesures indirectes d'espace et de temps

[p. 26] Nous avons vu comment se mesurent les dimensions d'un corps
par arpentage au moyen de métres identiques portés bout & bout sur ce
corps. Le résultat des mesures dépend du mouvement du corps. Celui-ci
peut se déformer au cours du mouvement. Nous supposons seulement que
la vitesse de ses points varie d'une facon continue d'un point & l'autre. Les
dimensions du corps sont alors parfaitement déterminées lorsqu'on connait
les équations des lignes d'univers suivies par chacun de ses points.

Le résultat des mesures ne dépend pas du systéme de coordonnées
adopté, ce sont des mesures absolues.

11 est souvent impossible de procéder par mesure directe en portant les
instruments de mesure sur l'objet qu'on se propose de mesurer. 11 faut alors
déduire les longueurs de mesures indirectes effectuées au moyen des
appareils dont on dispose.

Si nous voulons mesurer la longueur d'un obus & sa sortie du canon,
nous ne disposons pas d'un métre qui 'accompagne dans son mouvement.
Mais nous pourrons par exemple le photographier. Il faudra alors déduire
des dimensions de 1'épreuve les résultats que nous obtiendrions si nous
pouvions suivre l'obus dans son mouvement et le mesurer a la maniére
ordinaire.

Quel que soit le procédé employé, on pourra le ramener & celui-ci. Nous
marquerons au méme instant sur un corps qui porte nos instruments, les
points qui coincident avec ceux du mobile. Nous obtiendrons ainsi une image
accessible du mobile.

Nous devrons déduire des dimensions de l'image, les dimensions de
l'objet.

[p. 271 Nous marquons les points au méme instant par rapport a nos
instruments de mesure ; c'est la seule simultanéité que nous pouvons songer
a réaliser.

Représentons par &, 7, ¢, rles coordonnées propres du corps qui porte
les instruments & l'endroit ou se fait la mesure ; les points simultanés
seront ceux pour lesquels les valeurs de 7 seront égales.

Désignons par x, y, 2, ¢ les coordonnées propres de l'objet au méme point.
On doit avoir
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e} ds? = —de? — dy® — d¢* + Pdr?
et
@ ds? = —dz? — dy? — d2* + *dt?

Pour un choix convenable de l'orientation des deux systémes d'axes, on
pourra poser

(df = —A—(dz+vdt
£ 71-_—%77( z )
dn = dy
@ i = dz
dr = —A—(Zdz+dt)
\ -z

Cette transformation est compatible, quel que soit v avec les équations (1)
et (2).

La vitesse de l'objet s'obtient en y posant

dr=dy=dz=0

On trouve

4@ _

dnp d¢
dr — priall

dr 7’ Z—O

v,

Les équations (3) portent le nom de transformations de Lorentz. Elles
peuvent aussi s'écrire

der = 1__(d¢ —vd
T ‘\7:-‘;:7;( £ T)
dy = dn
dz = d¢
dt = —A—(—%dt+dr)
L =

[p. 28] En procédant par mesures indirectes, nous obtenons des différences
de coordonnées
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d¢, dn, d¢

entre des points liés par la condition de simultanéité.

dr =0
Les vraies longueurs
dz,dy,dz
sont donc
dr = Ld¢
1-23
Z
dy = dy

IS
N
il

d¢

Les dimensions de 1'image sont différentes de celles de 1'objet. Le procédé
par mesure indirecte ne donne pas immédiatement les dimensions de I'objet.
Les dimensions normales a la vitesse sont conservées mais les mesures
effectuées dans la direction de cette vitesse doivent étre corrigées. L'objet
parait contracté dans le sens de son mouvement. Ses longueurs paralléles
a la vitesse paraissent réduites dans le rapport

On peut aussi procéder par mesures indirectes & la mesure du temps.

On se propose de mesurer l'intervalle de temps d¢ entre deux événe-
ments qui se produisent en un point d'un mobile. Il est impossible de le
mesurer directement au moyen d'un chronomeétre qui accompagnerait ce
mobile. Mais on dispose de chronometres placés sur un corps accessible et
réglés par simultanéité.

On note la différence dr des indications des deux chronometres devant
lesquels se produisent les deux événements.

1l s'agit de déduire de la mesure indirecte drle temps d¢ que mesurerait
un chronomeétre accompagnant le mobile.

[p. 29] Puisque les événements ont lieu au méme point que l'objet, on
doit poser
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dr =0
dans les équations de Lorentz, on trouve donc

dr = —— dt

2
K’}
-5

On peut interpréter cette correction a apporter aux mesures indirectes en
disant que les phénomenes qui se passent sur le mobile paraissent retardés
dans le rapport :

1

v2

c?

Nous avons vu comment des grandeurs absolues, durée d'un phénomeéne et
longueur d'un corps peuvent étre déterminées par des mesures indirectes
relatives & un autre corps. Nous allons aborder maintenant 1'étude d'une
grandeur qui est essentiellement relative : la vitesse.

Nous avons parlé a plusieurs reprises de la vitesse d'un point, elle est
caractérisée par les différentielles

dr,,dzr,,dzs, dzy
des coordonnées. Elle dépend essentiellement du mode de repérage.

Lorsqu'on emploie des appareils de mesures situés sur un corps, on
entendra par vitesse d'un mobile par rapport a ce corps les différentielles

dz,dy,dz, dt

des coordonnées propres du corps au point ou se trouve le mobile. On
appellera

dz dy dz
dt’ dt’ dt

les composantes de la vitesse, et

N (@ (&)
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la grandeur de la vitesse.

[p. 30] On considére parfois, sous le nom de vitesse propre, la vitesse
dont les composantes sont

dz dy dz
ds’ds’ ds

La transformation de Lorentz permet de calculer les composantes
d¢ dny d¢
dr’ dr’ dr

de la vitesse d'un point, par rapport & un corps de coordonnées propres & 7,
4 1, lorsqu'on connait la vitesse du méme point par rapport & un autre corps
de coordonnées propres x, ¥, 2z, ¢, animé par rapport au premier d'une vitesse
v suivant l'axe des &,.

On trouve immédiatement

(& _ &ty
dT 1+?dt

Jan _ Vi-%dy

dr 1+"d”

c? dt

22
d¢ 11— =dz
dr ~ 1+3%dt

Ces formules donnent en premiére approximation (lorsqu'on néglige les
termes contenant 1/c?) les formules ordinaires de composition des vitesses.
Ces formules classiques restent appliquables [sic] lorsque les vitesses que
l'on combine sont suffisamment petites.

Si celles-ci sont trés grandes, la différence entre les équations nouvelles et
les anciennes pourra devenir accessible & l'expérience.

Certains phénoménes résultent de la différence des composantes de la
vitesse de la lumiére suivant le mouvement du corps par rapport auquel on
la mesure.
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Supposons que les composantes de la vitesse mesurée soient de l'ordre
de grandeur de c, la vitesse relative v des systémes de comparaison étant
petite par rapport a c. La premiére des [p. 31] équations précédentes s'écrit

approximativement
d¢  dx 1 (dz\?
5‘3{*”[”5(%)]

ou, en posant

c

= - "

dt
& _dz _ U(l_i)
dr dt n?/’

C'est la formule trouvée par Fizeau et vérifiée expérimentalement avec une
grande précision. Fizeau a fait interférer des rayons lumineux d'une méme
source se propageant dans un courant d'eau de vitesse v, I'un dans le sens
du courant, l'autre dans le sens contraire. Le déplacement des franges
d'interférence lorsqu'on change le sens du courant résulte d'une vitesse
d'entrainement
1
o(1-5)

au lieu de v comme on devrait avoir d'apres la loi classique de composition
des vitesses. n est l'indice de réfraction du milieu, c'est-a-dire le rapport de
la vitesse dans le vide et de la vitesse dans le milieu.

La nouvelle loi de composition des vitesses rend immédiatement compte
de l'expérience de Fizeau si on admet que c est la vitesse de la lumiére dans
le vide. En suivant un rayon lumineux, on aura donc

ds=0

Il en résulte que la grandeur de la vitesse de la lumiére est constante en un
point, quels que soient la direction du rayon et le mouvement du systéme
par rapport auquel on la mesure.

Mr. Michelson a essayé vainement de mettre en évidence une différence
de vitesse de rayons lumineux se propageant dans des directions diffé-
rentes ; il pensait ainsi pouvoir déceler le mouvement de la terre par
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rapport au milieu transmetteur de la lumiére. Le résultat négatif de son
expérience a joué un grand roéle dans 1'établissement [p. 32] et la diffusion
des théories d'Einstein.

Le fait que la vitesse de la lumiére est indépendante de la direction du
rayon lumineux donne un moyen commode de réaliser la simultanéité des
chronométres. Deux rayons qui se croisent dans deux directions opposées
doivent étre considérés comme symétriques l'un de l'autre.

Considérons deux rayons lumineux se propageant dans les deux sens sur
la droite joignant deux points A et B. Le premier signal partira de A au
moment ol un chronométre placé en A marque le temps ¢’,, passe devant
des chronometres intermédiaires qui marquent le temps ¢’ et parvient en B
lorsque le chronomeétre de B marque ¢'g. Le signal envoyé de B en t"p passe
devant les chronomeétres intermédiaires lorsqu'ils marquent ¢” et parvient
enAent’,.

Les indications
tiq + t”A tl + t” tlB + t”B
2 ’ 2 ’ 2
des chronometres respectifs sont simultanées.

Cela résulte simplement de ce que la vitesse de la lumiére est la méme
dans les deux sens. La vitesse peut varier d'un point & l'autre, il faut seule-
ment qu'elle reste la méme en chaque point pendant le temps qui sépare le
passage des deux signaux en ce point.

Ce procédé peut étre employé sur une ligne polygonale quelconque ; il
suffit de disposer des miroirs qui réfléchissent les rayons lumineux suivant
les cbtés du polygone. On peut ainsi comparer expérimentalement la réali-
sation de la simultanéité entre deux points suivant des trajets différents.

Si, par exemple, le polygone que suivent les signaux est fermé, [p. 33]
les montres de A et B sont au méme endroit, leur simultanéité réalisée
directement revient & leur équivalence, elles marquent la méme heure
lorsqu'un événement a lieu prés d'elles. On peut d'ailleurs n'employer
qu'une seule montre.

Lorsqu'on définit la simultanéité suivant le polygone, on doit considérer
comme simultanées l'indication
ty+174
2
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du chronometre supposé en A, et I'indication

5+1B
2

du méme chronometre considéré comme étant en B.
Si les deux signaux partent au méme moment
4=1B
la différence des instants de leur retour
ty— 14

sera égale au double de l'écart A¢ résultant de la définition de la simul-
tanéité suivant le polygone.

On pourra réaliser l'expérience en divisant un rayon lumineux en deux
rayons qui décrivent en sens opposés un méme polygone et se réunissent a
nouveau. Le retard d'un rayon sur l'autre se déterminera par des mesures
d'interférence.

Cette expérience a été réalisée par Mr. Sagnac dans le cas d'un champ
centrifuge dont 'équation en coordonnées polaires (r étant la distance a
I'axe de rotation) peut s'écrire (§ 3-1)

ds? = —dr? — r*(df — wdt)? — dz* + c*dt?
l'équation de simultanéité pour un corps immobile
or =60 =6z=0
est

r(df — wdt)wét + *dtét =0

ou
wrtdf + (¢ — wir?)dt = 0.

La variation du temps £ sur un contour fermé de points simultanés est

. w [ r2dd . 2wS
At-__-c—é-o 1--“’:2"2=_c2
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27 1240
5= 5

[p. 84] représente l'aire de la projection du polygone sur le plan normal &
l'axe de rotation.

Le retard des rayons doit donc étre égal a
4wS
2At = —-2-'
c

C'est ce qui a été vérifié expérimentalement.
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Chapitre II : Les champs de force

La loi de l'attraction universelle et la notion de forces réciproques
exercées d'un corps sur l'autre suggérent 1'idée que la force est une réalité
ayant son siége dans l'une et l'autre masse ; il ne semble pas qu'il lui
corresponde quelque chose en dehors des masses. Le role du milieu y est
réduit au minimum. Il apparait pourtant en ceci : la force est en raison
inverse du carré de la distance des corps ; elle dépend de la quantité
d'espace qui les sépare.

Cette conception d'action & distance avait bien causé quelqu'inquiétude
a Newton ; tout se passe comme si les corps s'attirent, disait-il ; mais dans
I'enthousiasme que provoquaient avec raison les succés de la théorie, ses
successeurs perdirent de vue les prudentes réserves du début et I'explication
des divers phénomenes physiques fut cherchée dans des actions & distance.

Le réle du milieu ne tarda pas & s'imposer de nouveau. Pour Newton, 1la
lumidre était une émission rapide de particules matérielles. Cette conception
qui devait trouver plus tard son application dans la théorie des rayons
cathodiques, se montra tout & fait insuffisante pour rendre compte des lois
de l'optique. Il fallut faire appel & un milieu transmetteur, I'éther. On le
dota naturellement, suivant les idées de I'époque, de propriétés mécaniques ;
il devait &tre plus rigide que l'acier et plus léger que l'air ; c'était un peu
étrange ; mais enfin, cela entrait dans le schéma général des corps solides,
dont les propriétés s'interprétaient [p. 35] par des actions, fonctions de la
distance.

Le role du milieu dans la transmission des forces s'affirma plus nette-
ment en électricité.

Laction réciproque des masses s'exprime par une loi tout & fait analogue
a celle de l'attraction universelle la loi de Coulomb. Des masses électriques
de méme nature se repoussent en raison directe du produit des masses et
en raison inverse du carré des distances. Mais la répulsion ne dépend plus
seulement de la quantité d'espace qui séparent les masses, elle dépend en
outre de la nature du milieu qui les sépare. La force varie lorsqu'on inter-
cale entre elles une lame de verre par exemple. L'attention se détourna
ainsi petit & petit des conducteurs portant les masses électriques et se porta
d'avantage sur les phénomeénes qui se passent dans les diélectriques.

La théorie se développant, il apparut bientdt que les champs induits par des
courants doivent se propager avec une vitesse finie, égale au rapport des
grandeurs électriques mesurées dans les deux systémes d'unités électro-
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statiques et électromagnétiques. Les courants n'agissent pas 1'un sur l'autre
instantanément ; il y a un retard entre la cause et l'effet ; il faut donc bien
que l'action se transmette entre les corps dans le milieu qui les sépare.

La vitesse de cette transmission, rapport des unités des deux systémes est
justement égale & la vitesse de la lumiére. Il y a donc une relation entre ces
phénomenes si dissemblables. Maxwell montra que la propagation d'une
onde d'induction & toutes les propriétés de la lumiere. Ces ondes ont été
réalisées par Hertz qui a ainsi confirmé d'une maniére définitive la théorie
de Maxwell. On sait 'importance pratique inatendue [sic] qu'ont trouvé ces
études théoriques dans la télégraphie sans fil.

Ces résultats nous imposent une nouvelle conception des actions récipro-
ques des corps. Ils n'agissent pas directement I'un sur l'autre [p. 36] mais
ils sont dans un milieu qu'ils modifient et dont ils subissent 'action ; nous
pouvons étudier 1'état du milieu en observant le mouvement qu'il impose &
des particules neutres ou électrisées ou encore & des aiguilles aimantées.
Nous explorons ainsi les champs d'inertie et de gravitation ou les champs
électriques et magnétiques.

Un second probléme consiste & étudier la réaction que la matiére excerce
sur le champ. Une théorie compléte devra synthétiser ces deux points de
vue ; elle rendra compte de la production des champs par les masses et de
l'exploration de ces champs par l'observation du mouvement de petits corps
d'épreuve.

Nous allons étudier, dans ce chapitre, le premier probléme : 'exploration
des champs au moyen de corps d'épreuve et la définition des grandeurs qui
caractérisent 1'état du milieu. Nous verrons, dans les chapitres suivantes,
les divers modes de production des champs, par mouvement relatif (champ
de force centrifuge) par exemple, ou par la présence de masses matérielles
et électriques. Nous aboutirons enfin aux lois générales qui interprétent les
deux ordres de phénoménes, l'action et la réaction des champs sur les
masses.

Les champs se divisent immédiatement en deux grandes classes : ceux
qui agissent de la méme maniére sur une particule quelle que soit sa
nature, sa charge électrique etc, et ceux dont l'action dépend de l'état élec-
trique du corps d'épreuve. Nous considérerons d'abord les champs de la
premiere classe, champ d'inertie et de gravitation ; nous en avons déja dit
quelques mots au chapitre précédent, § 2. Nous allons reprendre leur
théorie et en développer les calculs.
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§ 5. Le champ d'inertie et de gravitation

[p. 8371 Nous avons vu que les propriétés spatio-temporelles du milieu
peuvent étre représentées par la forme fondamentale & quatre variables

) ds? = ZZg#,,dx“dwu
w v

Des lignes d'univers particulieres, les géodésiques, définissent le mouve-
ment libre de particules matérielles. Nous avons vu qu'il était possible de
choisir la forme (1) de telle sorte que les équations des points libres different
trés peu de celles que vérifie 'expérience. Nous allons maintenant calculer
ces équations lorsque les potentiels sont des fonctions quelconques des
coordonnées.

Le calcul est naturellement le méme que celui par lequel on détermine
les géodésiques d'une surface, ou les droites de la géométrie générale
lorsqu'on connait l'expression de 1'élément de distance pour un systéme de
coordonnées.

Nous avons & comparer la valeur de

/ds

sur la trajectoire réelle d'un point libre et sur des trajectoires virtuelles de
mémes extrémités. Pour calculer les intégrales curvilignes nous prendrons
comme variable la valeur 4, que prend en chaque point une fonction
convenable des coordonnées.

Les intégrales curvilignes se transforment alors en des intégrales
définies de mémes limites.

A2
@ / Fd\
A

1

ou

dz,dz
3 F= gz/_'ﬁ .
\JZ:‘E “odX dA
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Les dérivées, que nous représentons par

dz,

4) u? = ax

(0 =1,2,3,4)

doivent étre calculées sur les trajectoires respectives.
[p. 38] Soient

o = To(A) (0=1,2,3,4)
les équations de la trajectoire réelle.

Les équations
T, = To(N) + awo(A) (¢ =1,2,3,4)

représenteront des trajectoires virtuelles, si les fonctions continues @,(})
s'annulent aux limites.

Lorsque a tend vers zéro, les trajectoires virtuelles deviennent aussi
voisines que l'on veut de la trajectoire réelle. Pour que celle-ci soit une
géodésique, il faut que la différence de I'intégrale (2) sur la trajectoire réelle
et sur la trajectoire virtuelle, ne dépende pas du signe de « lorsque « tend
vers zéro.

Cette différence peut s'écrire

dw,

/[F(xa,u )= F(z, + aw,,w’ + « d/\ )] dX

dont le terme principal, lorsque « tend vers zéro, est
BF BF dw
21 dx.
| %o+ g ar)
Ce terme doit étre nul.
Transformons le en intégrant par parties. On a
Y2 OF dw OF ™ » d (OF
OF 4% gy = | 257 —/ 2 (2
N Ou? dh [au"w L TN (aua)
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Et puisque @, s'annule aux limites

[p> [am, (gf)] wodr =0.

Cette équation doit étre vérifiée quelles que soient les fonctions @, conti-
nues et admettant une dérivée continue.

1l en résulte qu'en tout point de la trajectoire réelle doit avoir

oF d [OF

Si le premier membre d'une de ces équations était différent de zéro en

un point, on pourrait facilement trouver des valeurs de @, pour lesquelles
I'intégrale ne s'annulerait pas.

On pourrait en effet trouver, au voisinage de ce point, un intervalle

l< A< L

o1 une des expressions entre crochets ne change pas de signe. On peut

[p. 891 facilement trouver une valeur du @, correspondant qui ne change
pas de signe dans cet intervalle.

= (L= AL - A)?

On peut alors annuler @, en dehors de cet intervalle. @, sera ainsi une
fonction continue admettant une dérivée continue.

En annulant les autres @, , la quantité sous le signe intégrale aurait
partout méme signe sans s'annuler partout et lintégrale ne pourrait
s'annuler.

* K K

Pour développer I'équation (5) il est commode de choisir la fonction 4 de
telle sorte que, sur la trajectoire réelle, on ait

d\ =ds
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On pourra alors, aprés avoir calculé les dérivées partielles de

=4 /Z > Jwur
u v

remplacer la quantité sous le radical par sa valeur 1 sur la trajectoire réelle.

On a ainsi
oF 1 09w . o
o7, " 222 9a,
g " v (4
et
oF 1 Y
O S o+ Soue]
v p

Les équations (5) des géodésiques sont alors

1 Ogu dz,dz, 1d d;v,,
Ezp:; dz, ds dS 2ds " ‘qa” + Egua ds =0

Effectuons alors la dérivation, en remarquant que

09, dz,,
ds gw Z 9z, ds
et
09,0 dz,
ds g,m E Oz, ds
11 vient

09y 090y 09uo \ dz,dz,
—ZZ( B Oz, | ds ds

Oz,
d*z
-5 (EQGV ds2 +Zg#” ds? ) =0

Les deux termes de la derniére parenthése sont égaux par suite de la
symétrie des g,,, (§ 2-2)
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9Gov = Guo
[p. 40] En introduisant la notation suivante due a Christoffel

® [ i ] _L (ag‘“’ 1 9 _ ag”")
o 2

oz v Oz w Oz 4
Les équations des géodésiques s'écrivent

d? wu ;u/ dz, dz,
Il est commode de résoudre ces quatre équations par rapport aux dérivées

secondes. Cette résolution s'effectue aisément en introduisant des quantités
g°" définies par les équations

()] ZgNUQOT = g; ([.I,,T = 1,2a3a4)

s _J 1 st p=1
Iu=V 0 si p#ET

Ces équations constituent pour chaque valeur de z' un sysbeme de quatre
équations linéaires & quatre inconnues g r g2t g3 7 g%7 qui permet de les
calculer. Multaphons la premiére des équatlons des géode51ques (c=1) par
g1 3 la seconde par g 27 1a troisiéme et la quatriéme respectivement par g
et g 7 et sommons les expressions ainsi obtenues. Il vient

ardzm# or | MV dxll dIV -
P IIPC 0 3 b 3t [l KRS
Le premier terme s'écrit

T [ dzil),.
Eg# ds? T ds?
I

le second se simplifie par lintroduction du symbole de Christoffel de
deuxiéme espéce

o r)esel]
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Les équations des géodésiques s'écrivent finalement

&z, pv | dz, dz,
+§3¥{ - }—dzz”’

(10) ds?

(r=1,2,3,4)
[p. 41] Ce sont les équations du mouvement de la nouvelle mécanique.

Remarques 1) Les quantités g°° que nous avons introduites dans le calcul
sont dites associées aux potentiels g .. Il est facile de trouver leur expres-
sion en fonction de ces potentiels.

Les équations par lesquelles nous les avons définies se décomposent en
quatre systémes (7 = 1, 2, 8, 4) de quatre équations & quatre inconnues

919" + 9,20" + 939" + 919" = g,
(r=1,2,3,4)
Le déterminant de chacun de ces systémes est le déterminant

9= lguvl

formé au moyen des potentiels.

Calculons par exemple g23 dans le systéme (7= 3)

gn > 0 5, ga1 , ga

23 __ _1_ g1z » 0, g2 , Yaz
g| 93 1, 933 , Y43
gia , 0 , g3as , Gas

g2 est le quotient par g du mineur du potentiel g,5 de mémes indices
dans le déterminant g.

En général, g*” est le quotient par g du mineur de g,,, dans le déterminant
g

Cette propriété peut étre utilisée pour calculer la dérivée du déterminant
des potentiels. La dérivée d'un déterminant s'obtient en dérivant chaque
élément, en le multipliant par son mineur et en faisant la somme de tous
les termes obtenus. Nous aurons ainsi
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, 8gaf
11) 6% =g Z Z o

2) Symétrie des symboles

11 résulte du calcul des g*" que la symétrie des potentiels
E8uv=8w

[p. 42] entraine la symétrie de leurs associés
ghtv=g™

La définition des symboles de Christoffel montre que ceux-ci sont symé-
triques par rapport aux indices supérieurs

vp

o

9
) (=) =17

La symétrie des symboles permet souvent de simplifier les sommations.

Ainsi dans l'expression
_ or {090+ Bg,w 0gur
;{ }_—EZ ( 6:1:., 0z,

les deux derniers termes se détruisent par I'échange les [sic] indices somma-
tion o et 7. On peut les supprimer & cause de la symétrie de g°°

On aura alors & cause de 'équation (11)

pr | _ 1 9y
12) 2{ . }—296%

T

Dans la plupart des applications, ds? est de la forme

ds? = g1dz? + gypdz] + gsadzl + Gaqdz?

le déterminant des 8,,8e réduit alors & sa diagonale principale et tous les
g"V sont nuls a l'exception de
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1
gaa=;;; (0’=1,2,3,4)

Les symboles de Christoffel sont nuls & 1'exception de

7] - 42 o

7] - [z]-i8

o | 20z,
pour les symboles de premiére espéce, et

co _ 1 1 3.90'0
{ T } - gg:ag‘r (U#T)

oT o | _ l_l__agao
o g B 29,0 Oz,

pour ceux de deuxiéme espéce.
Dans le cas plus particulier que nous avons envisagé au chapitre premier
ou

13)

ds* = —dz? — da? — dz} + gasda]

(Nous avions alors g, = c* +2V)

[p. 48] Nous aurons

44 _ 10944 .

40 _ o4 _liag« _ ’
{ 4 } B { 4 }—29443-’% (c=123)

les autres symboles de seconde espéce étant nuls.

14)

* x %

Nous avons trouvé les équations du mouvement en prenant comme
variable indépendante suivant la trajectoire

[ ds
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c'est-a-dire le temps marqué par un chronomeétre qui suit le mobile.

11 est souvent commode de prendre comme variable principale une des
coordonnées x, qui représentera généralement l'indication de chronomeétres
échelonnés le long de [la] trajectoire.

Onapour(i=1,23,4)

d’z; d (d:c.- d:c.;) d’z; (d.’v.;)2 dz; d®z4

a2 ds \dzs ds ) dzi \ds dzg ds? '
dot d*z; d*z; [ ds 2 dPz,dz; [ ds 2
dz? = ds? \dz4 ds? dz4 \dz,
Portons dans cette expression les valeurs de 2{2_?_1 et _‘1{2_“”2‘1, tirées des
: ds? ds

équations du mouvement (10), il vient

dzfl?e uv } dz;) dz, dz,
as  do3 +zu:z ({ } { 4 [dr,) dzydzy

(i=1,2,3)

En particulier dans le cas o

ds? = —da? — dy® — d2”° + (¢* + 2V)dt?
On aura, d'aprés les valeurs des symboles de Christoffel calculées plus haut,

16) d*z v 1 dm[ (8de oV dy 6de> 6V]

w-wm T arwa ety utma)
et les équations analogues en y et en 2.

[p. 44] Nous avions déja vu que cette forme du ds? conduit & des équa-
tions qui se confondent en premiére approximation avec les équations de la
mécanique classique, lorsque les vitesses sont petites par rapport a c.

Lorsque ces vitesses ne sont pas négligeables, il faut adjoindre & 'expres-
sion classique de la force un terme complémentaire fonction de la vitesse.

* K X

273




G. LEMAITRE

Lorsque toutes les dérivées des potentiels sont nulles, il en est de méme
des symboles de Christoffel et les équations du mouvement se réduisent a

d*z,
=0
ds?
ou
d2$,'
dz? 0

Nous dirons alors que le mouvement est rectiligne et uniforme.

Réciproquement, pour que le mouvement en un point soit rectiligne et
uniforme quelle que soit la vitesse du mobile, il faut que les dérivées de tous
les potentiels s'annulent en ce point.

Il faut, en effet, d'aprés les équations du mouvement, que tous les sym-
boles de Christoffel, de seconde espéce s'annulent. On obtient en résolvant
les équations qui les définissent par rapport aux dérivées des potentiels

0guy vT ut
an 'ﬁ = ; I:g;w { o } + Gvo { . .
Cette équation s'établit facilement de la maniére suivante.

D'aprés la définition des symboles (9) et des g*" (8)
vt | _ op vr ] _ Pl VT | VT
Sou{ 7 b= Tae |7 |- | =7 ]
il reste a vérifier que

a8 ag,w_[ufw_'_[,wr]‘

dz, | n

Ceci résulte immédiatement de la définition des symboles de premiére
espeéce (6)

[p. 45] 11 est possible de choisir des coordonnées &, &, &, &, de telle
sorte que tout point libre passant en un point P ait un mouvement rectiligne
et uniforme. Les dérivées des potentiels s'annuleront alors en ce point.

Soient
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& = Eo(2q, 22, 23, 24) (r=1,2,3,4)

les équations qui définissent le systéme de coordonnées dont nous voulons
prouver l'existence x;, x5 X5 %, sont des coordonnées quelconques.

Développons ces fonctions en série de Taylor,
0,
& = {‘rO'*‘E( E) —:tg)
¢, 0

les expressions marquées de l'indice zéro désignent les valeurs des fonctions
au point P de coordonnées (x, x5 x5 X J-

Nous devons montrer qu'il y a moyen de déterminer 9%\ et _a_ﬂf;)
0z, / dz,0z, /

de telle sorte que
¢,

ds? =0

pour tout point libre passant au point P.

Effectuons la dérivation

d*¢. _ - d’z, l 8267
ds? ; (6%) ds? + 2 ;; 0z,0z, /
d*z, dx,, dz,

X[(”“ g * s ds

+(z, —z,

Au point P, tous les termes non écrits dans le développement s'annulent et

2
il reste en remplacant d’z, par sa valeur tirée de I'équation du mouvement
2

d'un point libre (10)
e %, [ || dewdey
ds? ZZ [am,ﬁx,, Za: oz, { o ds ds

dz

Cette expression doit s'annuler quels que soient dz, et 27V

ds  ds
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[p. 46] 11 faut donc que au point P

(19)

quels que soient u, vet r.

Nous pouvons donc nous donner arbitrairement les valeurs des dérivées
premiéres des £, et calculer les dérivées secondes par la formule précédente.

* *x K

Nous avons vu qu'il existait, pour chaque point d'un corps, un systéme
de coordonnées qui mettait en évidence les mesures effectuées en ce point
sur le corps.

Les potentiels prenaient alors en ce point les valeurs exprimées par la forme

ds® = —dg} — ¢} — d& + c*d&]

Nous avions appelé ce systéme : coordonnées propres du corps en ce point,
et nous les avions obtenues par un changement linéaire de coordonnées,

c'est-a-dire en disposant de la valeur des dérivées premiéres 357 (§ 3-4) des

fonctions définissant le changement de coordonnées. Nous vo;:)ns mainte-
nant que l'on peut en outre choisir les dérivées secondes des ¢, par la rela-
tion (19) de telle sorte que, dans le nouveau systéme de coordonnées £, les
dérivées premieres des potentiels s'annulent en P.

Le mouvement d'un point libre y est alors rectiligne et uniforme.

Ces coordonnées s'appellent des coordonnées de Galilée. La relativité
restreinte étudie le cas oii elles peuvent étre employées non seulement en
un point P mais dans un domaine fini. On conclut de ce [p. 47] qui précede
qu'il existe en un point quelconque un systéme de Galilée et qu'il est
toujours possible de trouver autour de ce point un domaine suffisamment
petit, pour que les formules de la relativité restreinte y soient valables, avec
une approximation donnée.
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§ 6. Les champs électriques

[p. 48] Les propriétés électro-magnétiques du milieu nous sont connues
par l'action qu'il exerce sur des particules chargées, sur les conducteurs
parcourus par un courant et enfin sur les aimants.

L'action du champ sur des particules électrisées se divise en deux effets
nettement distincts attribués respectivement au champ électrique et au
champ magnétique. Le premier communique aux diverses particules des
accélérations paralléles indépendantes de leur vitesse. Les accélérations
produites par le second sont normales aux vitesses et situées dans un méme
plan.

Le mouvement de la particule peut &tre représenté par les équations
suivantes :

d’z
- = X
T
d*y
1) — =Y
| ™
&z
-~ = Z
\ mdt?
ou
X = e(ex+ hovy — hyv,)
@ Y = e(ey + hov, — hovs)
Z = ele;+ hyvs — hovy)
m, e, Uy, Uy, U, représentent respectivement les masses matérielle et

électrique et les composantes de la vitesse de la particule suivant trois axes
rectangulaires.

(p. 49] e,, e,, e, sont les composantes d'un vecteur, caractérisant le champ
electnque la force correspondante est parallele a ce vecteur et indépen-
dante de la direction ou de la vitesse de la particule.

Le vecteur A, h h, représente le champ magnétique ; la force corres-
pondante est perpend1cula1re a ce vecteur ainsi qu'a la vitesse de la
particule et est proportionnelle & l'aire du parallélogramme construit sur ces
deux vecteurs.
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Les fils conducteurs du courant électrique doivent leurs propriétés a des
particules d'électricité, les électrons, capables de subir les actions du milieu.

Les actions subies par les électrons normalement & la section du fil
produisent un déplacement d'ensemble des électrons qui constitue le courant
électrique ; ce mouvement se dissipe rapidement par suite des chocs des
électrons contre les molécules et se transforme en agitation thermique. Le
courant ne peut se maintenir que si les électrons subissent une action
continue : la force électromotrice, cause du courant.

Les actions subies par les électrons normalement & la direction du fil ne
peuvent produire un courant électrique ; elles se transmettent a la masse
du conducteur, et apparaissent sous forme d'effort mécanique exercé par le
milieu sur le conducteur.

Les formules (2) peuvent donc étre appliquées aux conducteurs, elles
donneront 1'action mécanique subie par le conducteur si e désigne sa charge
électrique et

€vg , eVy , eV,

les composantes du courant. Les actions subies par les électrons [p. 50]
suivant la direction du fil entretiennent le courant. Elles constituent la force
électromotrice du courant, proportionnelle a e, ey e, Elle est due a la
différence de potentiel le long du fil et aux effets d'induction.

La loi d'induction s'exprime généralement de la maniére suivante : la
force électromotrice totale sur un circuit fermé est égale a la variation du
flux du champ magnétique sur une surface limitée par le circuit. Cette loi
est peu satisfaisante. Tout d'abord il est bien clair que la force électro-
motrice totale ne peut étre que la somme des forces électromotrices en
chaque point du conducteur ; il serait intéressant de les connaitre. Mais
surtout, l'action subie par les électrons du fil ne peut dépendre de la varia-
tion du champ magnétique, en dehors du fil. Cette loi doit pouvoir étre
considérée comme une déduction d'une loi qui ne fait intervenir que des
grandeurs localisées en chaque point du fil.

On sait que le flux d'un vecteur sur une surface peut s'exprimer par une
intégrale curvilique [sic] sur le contour de cette surface.

On a par le théoréme de Stokes
// (hodydz + hydzdz + h,dzdy)
s

=ﬂ%h+%@+%h)
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ou
h, = Opy _ 0¢:
@ 0z dy
_ Op,  Ops
® by = e T s
h, o= 2% 0
z Oy Oz

[p. 51] Le vecteur ¢,, ¢,, ¢, est, au signe pres, le potentiel vecteur. En
désignant par ¢ le potentiel scalaire, la force électromotrice due & la
différence de potentiel et 4 I'induction peut s'écrire

re _ aﬂ"z_éf

< T ot oz

@ e = %—%
= O O

(% T 5t " 5z

Ces formules expriment tout ce que nous apprend l'exploration des
champs par le mouvement des particules et des conducteurs. Le mouvement
des aiguilles aimantées ne peut nous apprendre rien de neuf ; car les
propriétés des aimants peuvent étre interprétées par l'hypothése de
courants particulaires [sic] ou de trajectoires fermées d'électrons.

Les formules que nous avons obtenues sont identiques aux formules
classiques de I'électromagnétisme lorsqu'on emploie un systéme d'unité tel
que les unités électrostatiques et les unités électromagnétiques soient iden-
tiques. On sait qu'il suffit pour cela de choisir 'unité de temps par exemple
de telle sorte que le rapport des unités des deux systémes soit pris pour
unité. Ce rapport a les dimensions d'une vitesse et est égal & la vitesse de
la lumiére dans le vide. Il suffit donc de prendre cette vitesse comme unité
de vitesse.

Si on voulait employer des unités C.G.S., il faudrait introduire des
facteurs numériques et préciser si on emploie des unités U.E.M. ou U.E.S.

Nous avons obtenu les équations de 'électromagnétisme [p. 52] pour un
systéme particulier de coordonnées. Nous allons maintenant chercher des

279




G. LEMAITRE

équations dont la forme algébrique ne dépende pas du choix des coordonnées
et qui se réduisent aux équations que nous venons de trouver lorsqu'on
emploie les coordonnées particuliéres convenables.

* * %

Ces équations peuvent &tre écrites sous une forme condensée en
adoptant les notations suivantes. Nous désignerons les potentiels par

Y1, P2, P3, P4
au lieu de

Pzy Py Pzy @
et nous poserons

Fiy=e; Fys=h,
b) F24 = ey F31 = hy
F34 =€z FlZ = hz

Les équations (3) et (4) s'écrivent alors

8py O
® Fag=5§;— 8‘;" (o, =1,2,3,4)

Il n'y a que 6 équations distinctes car
Fop = —Fpq

et F op €8t nul lorsque les deux indices sont égaux.

Les équations (2) peuvent étre transformées d'une maniére analogue, en
remplacant
€Uy, €Uy, €Uz €
respectivement par
NI BT
[p. 53] et, en désignant les composantes

X, Y, Z
de la force par
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_fly_fZ, _f3

elles s'écrivent
) fotd I"Fay =0 (0=1,2,3)
o

Lorsque nous explorons les champs au moyen de particules non chargées,
les trajectoires sont caractérisées par les équations aux variations

5/ds=0

ot ds? est une forme quadratique des différentielles des coordonnées.
Lorsque le champ s'explore au moyen d'une particule chargée de masse
matérielle m et de masse électrique e cette variation ne sera plus nulle.
L'hypothese la plus simple que 'on puisse faire est que cette variation soit
égale a la variation d'une forme linéaire de ces différentielles.

-<P1d$1 - dez - Sﬂsdwa - <P4d$4
On écrira alors

€:)) 6/[m ds+ez¢ada:a =0

Cette loi garde la méme forme algébrique lorsqu'on fait un changement
quelconque de coordonnées. Elle est donc appliquable [sic] quel que soit le
mode de repérage utilisé pour les divers événements.

Nous avons calculé (§ 5-7) le terme provenant de la variation du premier
terme

d dz, dz,
® —m{ng ’”“+L‘Z[”.f]:z:“ﬁ}

Ce terme doit donc étre égal et de signe contraire a celui que [p. 54] l'on
obtient en appliquant a la fonction

F=;cpau°‘ ou u°‘=$

la formule du calcul des variations (§ 5-5)
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or _d (9P _,
oz, ds \ou’)

Effectuons les dérivations

oF 0¢a iy
Jz, Z Bza

oF
o ¥o

d (OF _ a‘Pa dz, _ 0p, o
& (5—) = Yo ds ~ 2

o

11 vient ainsi

Opa _ Ops\ _
fa""ze ( B:ca)—o

En posant
dz
a0 % =222
€ ds
et Do  Op,
an = L
Foo Ozr, Oz,
on obtient
a2 fot D I°Fay =0

formule identique & 1'équation (7).

Les équations (9) (10) (11) et (12) expriment, d'une maniére conforme au
principe de relativité, l'action des champs sur les particules matérielles
électrisées.

Lorsqu'on emploie les coordonnées utilisées au début du paragraphe,
'équation (12) (0 = 1, 2, 3) se réduit en multipliant les deux membres par j:i
t

a l'équation (2) tandis que l'équation (9) differe de (1) et ne peut lui
identifiée qu'approximativement.

[p. 55] Les équations (1) doivent &tre remplacées par
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d*z ds

et les équations analogues.

On peut encore écrire

= X
dt\/l —v?

=Y
dt \/1 —02

= 7

dt V1— v2
Ce sont les équations de la dynamique de la relativité restreinte.

Elles peuvent &tre interprétées de la maniére suivante. En les comparant
aux équations classiques on pourra dire que l'on remplace la constante m
par un facteur variable fonction de la vitesse. On parlera alors de masses
variables. On peut, au contraire, transformer les équations de maniére & les
mettre sous la forme (1) en remplagant X, Y, Z par une fonction de ces
quantités et des vitesses. On parlera alors de forces variables avec la
vitesse. Ce dernier point de vue parait plus logique puisque X, Y, Z sont
déja fonction de la vitesse et qu'il s'agit simplement de modifier la forme de
cette fonction.

1) Masses variables :

Supposons tout d'abord la masse M perpendiculaire a la vitesse, la
grandeur de la vitesse ne varie pas suivant la trajectoire, les équations (13)
g'écrivent

m  dz
(1-0?2)2 iz

et les équations analogues.

[p. 561 Supposons au contraire une force dirigée suivant la vitesse, et
prenons l'axe des x dans leur direction commune, nous aurons

(1) Dans le manuscrit, «masse» est remplacé par «force». Cette correction ne semble
pas étre de la main de G. Lemaitre.
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d Vg m dz

TRt T (- e

Nous pouvons donc conserver les équations fondamentales de la mécanique,
en y remplacant la masse constante par une masse variable dépendant des
directions relative de la force et de la vitesse.

Nous aurons ainsi une masse transversale
m
(1- %)
Nous avons rétabli le facteur ¢ qui s'introduit lorsque 1'unité de temps est

quelconque.

La masse longitudinale sera

_m_
(1-%)3

2) Forces variables :

On peut interpréter tout aussi simplement les équations (13) sans faire
intervenir de masses variables.

On a
d v, 1 dv, vy 1dv?

A= (o d  (Q-wpzd

La premiére équation (13) s'écrit alors

m dv, m dv, dv, dv,
T - dt | (1-v2)3 (”’ FTERIT +”’dt)'
Multiplions cette équation et les équations analogues en y et [p. §7] en z

respectivement par v_, v, Uy, et additionnons membre & membre. Il vient

m mv? )
X 'z Y Z z = 1
vz +Yv, + 4o ((1 — o) + (1—v2)§

x (0,20 4o Py, 9V
g Tat T
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ou

z dv,
Xv, +Yv, + Zv, = m ( @ dvy ke )

Goop\=a "a T a

Les équations du mouvement peuvent alors s'écrire

m%::— = [X — vo(Xvs + Yo, + Zv,)]| V1 — v?

ou, en prenant des unités quelconques,

d*z ) v?
Mo = [X - —c-azi(sz +Yv, + Zv,)] 1- o
On peut donc dire que l'équation fondamentale de la mécanique est
conservée, mais que l'expression de la force a changé. La notion de masse
variable peut &tre utile dans certaines applications, il ne faut pourtant pas
perdre de vue le caractére arbitraire de telles considérations. On pourrait
toujours multiplier les deux membres des équations du mouvement par un
facteur variable quelconque et considérer le produit de ce facteur par la

masse comme une masse variable.
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Chapitre III. Production du champ par mouvement relatif

§ 7. Mouvement uniformément accéléré

[p. 58] Nous avons vu qu'il est possible de choisir un systéme de coor-
données de telle sorte qu'au voisinage d'un point la géométrie soit eucli-
dienne et le mouvement des points libres rectiligne et uniforme. Lorsque ces
conditions sont réalisées dans un certain domaine le champ peut étre repré-
senté par la forme

ds? = —d¢? — dp? — d(? + Fdr?

la géométrie de corps immobiles y est euclidienne. £, 7, ¢ sont les coor-
données cartésiennes par rapport 4 un systdme d'axes rectangulaires. r est
le temps marqué par des chronomeétres immobiles, ces chronomeétres sont
interchangeables et leurs indications égales sont simultanées. Enfin la
vitesse de la lumiére est constante en tout point.

Nous appellerons un tel champ, un champ de Galilée.

Considérons un corps qui se déplace dans le champ de Galilée et suppo-
sons qu'un observateur explore le champ au moyen d'instruments liés a ce
corps. Il mesure des longueurs et des temps, observe le mouvement des
particules libres, ou les rayons lumineux. Comment vont se présenter pour
cet observateur les propriétés du champ.

La solution de la mécanique classique est simple.

Lobservateur entrainé rapporte ses mesures a trois axes rectangulaires
en mouvement. Tout se passe comme si ces axes [p. 59] étaient en repos,
mais les points libres en mouvement rectiligne et uniforme dans le systéme
fixe, décrivent dans le systéme mobile des trajectoires dont l'accélération est
déterminée par les forces d'inertie : réaction d'entrainement, force centrifuge
et force centrifuge composée. La théorie du mouvement relatif calcule ces
forces lorsqu'on donne les équations du mouvement du systéme mobile. Si
ce mouvement est une translation rectiligne uniformément accélérée, les
corps seront soumis & la seule réaction d'entrainement égale a l'accélération
constante mais dirigée en sens contraire. Tout se passera comme si le
systéme était immobile et qu'il y régnait un champ de gravitation constant.
Cette accélération sera la méme pour tous les mobiles. Les rayons lumineux
la subiront aussi.

Dans la nouvelle mécanique, la théorie du mouvement relatif est moins
immédiate. Nous savons qu'un corps en mouvement parait contracté dans
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le sens du mouvement. Si donc, un corps est mis en mouvement il doit
paraitre se contracter davantage au fur et & mesure que sa vitesse aug-
mente. Il faut pour cela que ses divers points se rattrapent. Au contraire,
si nous arrétons brusquement un corps, nous ne pouvons arréter tous ses
points simultanément, il faut que nous lui laissions perdre sa contraction
apparente. Si nous arrétions ses extrémités au méme moment, nous le
déformerions. En mesurant sa longueur directement aprés l'arrét nous ne
trouverions plus la méme valeur qu'auparavant, nous constaterions une
contraction réelle, précisément égale & la contraction apparente qui faussait
les mesures indirectes de 1'cbservateur fixe avant l'arrét.

[p. 60] Un corps solide en mouvement est donc un corps qui parait se
contracter dans le sens de la vitesse proportionnellement a

Un corps dont les divers points se déplaceraient dans le systéme fixe suivant
les équations classiques du mouvement d'un solide, paraitrait ne pas se
déformer et par conséquent se déformerait en réalité. Un observateur qui
mesurerait directement ses dimensions constaterait qu'elles varient.

Les équations du mouvement d'un solide ne peuvent étre conservées que
lorsque la vitesse est constante au méme point (£, 7, {), ce qui arrive pour
une translation rectiligne uniforme, une rotation uniforme et la combinaison
de ces deux mouvements (mouvement hélicoidal).

En dehors de ces cas, le mouvement d'un solide est-il possible ? En parti-
culier est-il possible de réaliser le mouvement d'un solide de maniére & créer
artificiellement un champ de gravitation constant ? Pouvons-nous trouver
dans la mécanique 1'équivalent du mouvement d'entrainement uniformé-
ment accéléré ?

Il faut pour cela écrire dans le systeéme fixe £, 7, {, 7 les équations du
mouvement d'un corps dont les différents points décrivent des trajectoires
paralldles (suivant 1'axe des £ par exemple) et qui subit suivant cette direc-
tion une contraction proportionnelle &

-2

c2

Tragons dans ce corps des axes x, y, z qui coincident & l'instant
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=0
[p. 61] avec les axes £, 7, ¢ du systéme fixe.

Les coordonnées x, y, z de chaque point du mobile mesurées par mesures
directes par rapport & ce systéme d'axes sont donc constantes.

Les équations du mouvement d'un point quelconque (x, y, z) sont de la
forme

¢ = f(ra)
@ n =%
{ =z

puisque les mesures normales & la vitesse ne subissent pas la contraction.

La vitesse du point est

9
Y=o
La contraction apparente est
o ] v?
oz~ c?

Il faut donc que

e\ 1 (ae\?
N (&) +5 (%) -

C'est une équation aux dérivées partielles du premier ordre. Nous allons
l'intégrer en employant la méthode des caractéristiques.

Posons
¢ _ 0
P=%z » 17 %
Elle s'écrit
1
P+ =
c
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Les équations des caractéristiques sont alors

de dr ~dp —dq d¢

p =9 0 0 —P2+§‘Z‘

[p. 62] Ces équations s'intégrent immédiatement : p et g doivent &tre
constants. Les caractéristiques sont les lieux des points ou la vitesse g est
constante.

L'intégrale est un lieu de caractéristiques.

Nous pouvons la déterminer en nous donnant le mouvement d'un point
M, du mobile.

{ &2 o)

1

ol ¢ est une fonction arbitraire de 7.

On aura alors

d 1 (do\?
9o —’2 ; Po= 1—_(—90)

dro ¢ \dny

Une caractéristique passant par M, a pour équations

T T—To §£—6o
— = 7 = y P=Po » 4= Qo
Po 9 1
ou
z
£ =¢(mn) + —
1-%(32)
d
T=To+— i L

c? 1_;17(££)2(-iq-_0

Nous obtenons ainsi une représentation paramétrique de l'intégrale. On
obtiendrait la fonction £ = f(7;x) en éliminant 7, entre ces deux équations.
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Voyons maintenant comment apparaissent les propriétés du champ a un
observateur qui se sert d'instruments de mesure liés au solide.

Nous savons que ces propriétés dépendent de [p. 63] l'invariant ds?,
dont 'expression au moyen des coordonnées du systéme fixe est

ds? = —dE? — dy? — d(? + Fdr?

Exprimons ces différentielles au moyen des coordonnées du systéme mobile

2
1-% (%) 1% ()]
dn = dy
i = dz
d2
dr:%j—: ‘fxd 2+1+12 z 2%d—;§dm
s i

ds? peut donc s'écrire

1 (dp\?
ds? = —de?—dy?—d?+¢2|1-= (32
¢ \dr
2

d?
X 1+"1— z 3—_9;' dT02

c? 1 iﬁ'zad‘ro

[1_?(41»)]

Cette expression définit complétement les propriétés du champ.

Quelle forme faut-il donner & la fonction ¢ pour que l'accélération que
prend un corps abandonné & lui-méme ne dépende pas du temps mesuré par
un chronomeétre entrainé avec le corps ? Nous avons calculé (§ 5-14) les
valeurs des symboles de Christoffel dans le cas olt g, est le seul potentiel
qui ne soit pas constant. Il en résulte que l'accélération est
d’z { 44 } _ 10944

2

2 Oz
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[p. 64] Le temps ¢ marqué par un chronomeétre entrainé est au point

Prenons comme coordonnée au lieu de 7, le temps ¢ défini par 1'équation

@ t—/rD 1——i de 2d7'
“Jo cz \ dry 0

L'invariant s'écrit alors

dp
6) ds? = —dz? — dy* — d2* + & 1+— dt?
d'ro
=T
dfo
Pour que 1'accélération soit indépendante de ¢ au point
z=0,
il faut que le coefficient de ¢ soit égal & une constante
&
dr& _
®) =19
1— o)’
dT 0
L'invariant est alors
gz\?
M ds? = —dz® — dy?® —d2* + (1 + —2) dt?
C

L'équation du mouvement d'un point libre est

1 &%z _g(1+g_:2l:)
C

2 ds?
Lobservateur entrainé n'aura plus aucun moyen de s'apercevoir d'une

variation quelconque du champ. Il attribuera l'accélération des mobiles a la
présence d'un champ de gravitation constant.
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En faisant le changement de variable

gz 29X
8) = —_
( (1+% Y 14
on peut mettre ds? sous la forme
dx? 29X 2
9 d$2 = —-]__:i—c? -— dy2 — d22 + C2 (1 + ':2—") dt

[p. 65] Voyons ce que deviennent les équations générales du mouvement
rectiligne d'un solide dans le cas particulier que nous venons d'examiner.
Nous obtiendrons ainsi les équations correspondant au mouvement unifor-
mément accéléré de 'ancienne mécanique. La fonction ¢ (7,) vérifie alors la
relation (6).

Cette équation s'intégre immédiatement.

On obtient, en choisissant la constante d'intégration de telle sorte que g.‘ﬂ
To

s'annule avec 7,

dre
d_SO 970
dro 1+( )

Intégrons.
To g'ro d‘T’o - _C_ (g_’_l:o_)z ~1
’1 + 1’0 g c
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Portons les valeurs de ¢ et de d_90 dans les équations (3) ; nous obtenons les
To
équations du mouvement sous forme paramétrique.

10 ¢ = 1+(?)2('§+‘”)"§
T = 7'0(1+§5)

L'élimination de 7, entre ces deux équations se fait maintenant sans diffi-
culté. On obtient

w e[ @)

Cherchons enfin les équations par lesquelles on passe des coordonnées x, ¢
du systéme mobile a celles & r du systéme fixe. Le temps ¢ est défini par

l'équation (4) qui s'écrit en tenant [p. 66] compte de la valeur de gf_
To

g d
t= ° L =Earcshgztl
c
© i+ (=) f
d'ou
t
To—fshg'
c

Les équations définissant la transformation deviennent en exprimant 7, au
moyen de ¢

2 t
¢ = C—[—1+(1+3”f—) chg—]
g C c

T = E(1+2§) shg—t
g c c

12)

En les résolvant par rapport a x et £, on trouve
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e RECEC]

lc, 1+%+Z
7 P14+ &

c

t =

3l

On obtiendrait immédiatement les équations analogues aux précédentes
lorsqu'on emploie au lieu de x la coordonnée X définie par 1'équation (8).
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§ 8. Rotation uniforme

[p. 671 Le champ de Galilée peut se représenter en coordonnées semi-
polaires r, 6, z.

z = rcosf

il

rsin @
par l'expression
ds? = —dr? — r2d0* — d2*® + S2dt?

Si nous imaginons un systéme tournant autour de l'axe des z du systéme de
Galilée avec une vitesse angulaire constante «, dans le nouveau systéme ds?
s'exprimera par

® ds? = —dr? — r¥(df — wdt)? — d2* + c*dt’

ot O est maintenant mesuré par rapport & ces axes entrainés dans le
mouvement. Nous allons étudier les propriétés géométriques des corps
immobiles dans ce systéme. Nous poserons

br=60=62=0
dans 'équation de simultanéité (§ 3-1).
On obtient

—7r%(df — wdt)(—wét) + cdtét =0

ou
wr?(df — wdt) + dt =0

Nous avons vu quelles particularités présente dans ce cas la simultanéité
sur un contour fermé, et comment 'expérience de Monsieur Sagnac les met
en évidence.

Eliminons dt entre I'équation fondamentale (1) et [p. 68] l'équation de
simultanéité, nous devons obtenir 1'élément de distance. Nous aurons en
changeant les signes

2d02
® do® = dr? + ——r + d2*
1 -7
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Nous voyons que la longueur d'un rayon

dd=dz=0

/ordrzr

tandis que celle de la circonférence

est égale a

dr=20 dz=0
est

/2" rdf _ 27r
Y =

Le rapport de la circonférence au diamétre est plus grand que 7.
* * *

On obtiendrait immédiatement ce résultat en appliquant la correction de
Lorentz aux mesures indirectes lues sur des instruments immobiles dans le
champ de Galilée.

Un observateur qui photographierait d'un point de l'axe, un disque tour-
nant autour de cet axe, obtiendrait une image du disque, sur laquelle le
rapport de la circonférence au diamatre est égal & 7 puisque la géométrie
des corps immobiles dans le champ de Galilée est euclidienne.

La correction de Lorentz est nulle pour la diametre qui se déplace
normalement & sa direction, la circonférence seule est plus grande qu'elle
ne parait, dans le rapport

1

[p. 69] Des observateurs effectuant des mesures géométriques de haute
précision avec des régles identiques trouveront que la géométrie sur le
disque n'est pas euclidienne.

Ils pourront naturellement toujours rejeter cette conclusion sg'ils
préferent admettre que leurs régles se déforment par suite de la présence
du champ centrifuge. Ils pourront faire diverses hypothéses sur ces défor-
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mations. Le plus simple est de supposer que le metre se raccourcit dans le
rapport

lorsqu'on le dirige normalement au rayon pour mesurer la circonférence. Si
on fait le changement de variable

2

@ =
1- “C’—:rz P
d'ol on tire
d
dr=—32F
S N2
(1 + %pz) g

ol p représente alors la longueur de la circonférence divisée par 2,
I'élément de distance prend la forme @

dp2

Trgpp e

5) do? =

On peut donc supposer que la géométrie reste euclidienne mais que les
régles dmgées suivant la direction de la force centrifuge sont allongées dans
le rapport( )
w2 3 1
1+ =p) = —F—
( +C2P) (1—%21’2)%

On voit que la géométrie est euclidienne sur un cylindre circulaire ayant
pour axe l'axe de rotation.

[p. 70] Enfin on peut chercher quelle dilatation ou quelle contraction
indépendante de la direction il faut attribuer aux régles pour pouvoir pré-
tendre que la géométrie sur un disque tournant est la géométrie euclidienne
plane.

(2) Dans le manuscrit, le «3» placé ici en exposant est supprimé & 1'encre rouge.
(3) Dans le manuscrit, le «3/2» qui apparait deux fois en exposant dans cette équation
est supprimé de la méme maniére.
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11 faut pour cela mettre 1'élément de distance, sur le disque, sous la
forme

ridf?  dy* 4 y2d6?
1—%r2 z?

dr? +

ol x est la dilatation supposée des metres, et y la longueur du rayon
corrigée de cette dilatation.

On doit intégrer les deux équations

d
dr=2%
et T
r =¥
1- %;ﬂ z
Divisons membre & membre
d 2 d
- _“’7,.2 -4
r c Y
et intégrons.
2r 1-9272-1
y=—7=——¢V °
L+4/1- %72
et

1 — r2 2
z= 2 ]. czr . 1_%{!_,,.2_1
144/ ——%:—7'2

x tend vers zéro lorsque r tend vers ¢/ w. Pour ¢/ w suffisamment petit, on a

30, 19u8 ¢

i’ Tmee T

z=1

Cherchons quelle forme doit avoir une surface de révolution pour que la
géométrie y soit euclidienne lorsque la surface est animée d'une rotation w
autour de son axe.
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[p. 711 D'apres (5), le profil de la surface est déterminé par l'équation

d 2
g Y
62

On aura alors sur la surface
do? = dp* + p*d6®
qui montre que la géométrie y est euclidienne.

Si nous employons la variable r liée & p par (4)

dr?

2 2 _
dr® 4+ dz —————-(1_&;211”2)3

Le profil de la génératrice de la surface de révolution cherché est donné par

3
1
= —_— ) =1 d
z/\(l_%ﬂ) .

z tend vers l'infini lorsque r tend vers ¢/ .

Pour r petit on aura en développant en série

Cette surface est donc osculatrice & un paraboloide, a l'origine et asymp-
totique au cylindre (r = ¢/ ). Sur une surface animée de la rotation w la
géométrie est la méme que sur un plan euclidien. Supposons qu'on arréte
le mouvement de rotation. Un observateur qui arpenterait la surface
constaterait, pendant l'arrét, les mémes déformations de la surface que
celles qu'on constaterait, au repos, en observant les déformations d'une
surface plane qu'on appliquerait sur la surface de révolution.

[p. 721 Le mouvement des mobiles par rapport au systéme tournant ne
présente rien de particulier. La théorie classique du mouvement relatif est
appliquable [sic] puisque les équations de transformation entre les coor-
données des deux systémes peuvent étre conservées.
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Remarquons enfin que si la vitesse de rotation vient & changer le mobile
doit nécessaire se déformer puisque le rapport

T
2
V1 —%&r?

de la circonférence au diameétre doit changer. Il faut donc bien que la circon-
férence ou le diameétre change de longueur ou que tous deux se déforment.
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§ 9. Equation générale des champs d'inertie

[p. 73] Lorsque les potentiels sont constants le mouvement d'un point
libre est rectiligne et uniforme ; nous avons affaire a ce que nous avons
appelé un champ de Galilée. Si nous faisons un changement de coordonnées,
les potentiels ne sont plus constants, les dérivées secondes des coordonnées
ne s'annulent plus suivant la trajectoire des points libres ; nous obtenons ce
que nous appellerons un champ d'inertie.

Le champ d'inertie est donc caractérisé par le fait qu'il est possible par
un changement de coordonnées

1) {a = fa(xl,mhx& 1:4) (0’ = 1a27 3’4)

de transformer la forme fondamentale ds? en une forme quadratique a
coefficients constants

2) ds* = z Z 7<rrd€0d£‘r

Nous avons vu que dans ce cas les dérivées des équations de transformation
vérifient les relations (g, 8, r =1, 2, 3, 4) (§ 5-19)

62€T _ aﬁ{aﬂ}

dz,0zg 5 0z, | ©

3)
ot le symbole de Christoffel de deuxiéme espéce est formé avec les poten-
tiels g, du systéme de coordonnées x;, x,, ¥3, %4

Nous nous proposons d'éliminer de ces équations les fonctions £
Prenons la dérivée de (3) par rapport a x..

6367 _ 0% af %%, 0 af
dx,0z50z, Z: 0,0z { o |7 ; Oz, 0z, | O
[p. 74] Transformons la dérivée seconde du second membre en

appliquant I'équation (3), nous aurons, en remplagant I'indice sommatoire
oparp,

dz,0z, Oz,

o2

0%, 04 { Y }
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11 vient

=S ST Pl 9

Cette équation doit étre vérifiée quels que soient

(a’ﬂa’YvT: 1’27374)

Elle est donc encore vérifiée si on permute les indices « et y. Le premier
membre n'est pas modifié. En soustrayant membre & membre les deux
expressions, nous obtenons

@ Z a&. aﬂ’Y

ol nous avons posé
_ _ 9 |p 9 [ op
o = a7 {7
po By Py af
AR

L'équation (4) pour (7 = 1, 2, 3, 4) peut étre considérée comme un systéme
de quatre équations linéaires et homogénes & quatre inconnues

R,

afy

(0 =1,2,3,4)

Le déterminant de ce systéme est le déterminant fonctionnel des [p. 75]
équations de transformation (1). Nous le supposerons naturellement diffé-
rent de zéro. Les équations (4) sont donc équivalentes &

®) oy =0 (o, 8,7,0=1,2,3,4)
Ce sont les équations générales des champs d'inertie.
En géométrie ces équations sont les équations d'un espace euclidien.

A deux variables elles expriment la condition pour qu'une surface soit
appliquable [sic] sur un plan euclidien.

* k%
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Lorsque la forme fondamentale peut étre réduite par un changement de
coordonnées & une forme a coefficients constants, les expressions (5) ne
s'annulent plus. Elles jouissent de propriétés importantes sur lesquelles
Einstein a basé 1'étude des champs de gravitation dans le cas général.

Pour établir ces propriétés nous utiliserons un systéme de coordonnées
particulier, pour lequel les calculs se simplifient beaucoup.

Nous avons vu qu'on pouvait toujours disposer de la valeur en un point
M, des dérivées secondes des fonctions de transformation (1), de telle sorte
qu'en ce point lés dérivées des potentiels s'annulent dans le systeme £,
11 suffit pour cela de leur donner en M la valeur (3). Nous pouvons de plus
disposer des dérivées premiéres

o¢,
Oz,

de telle sorte que les potentiels y,_se réduisent en M [p. 76] aux valeurs

. _Jl st o=1
Vor=9:=00 si o#7

Certaines coordonnées seront imaginaires. Cela n'a aucun inconvénient pour
les calculs que nous faisons ici. Il est d'ailleurs facile de repasser aux
variables réelles.

En portant dans l'expression (2) de ds? les valeurs des différentielles
tirées de (1), on doit obtenir

ds? =Y " gapdzodzg
a g
il en résulte que
9, Béf
7
@ ZZ 8:1: 6:!:5
Les symboles de Christoffel qui figurent dans (5) ont pour définition
ap 1 T 09or |, 0gpr 09ap
8 = = —
® { o } 22;9 (0:1:g+8za Oz,

outre les potentiels g, ces expressions contiennent les quantités g“*
associées a ces potentiels. Nous les avons définies par les équations.
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©) > 9ap9” =
p

Si nous posons de méme
(10) Z'yap'yﬁp = gg
P

les g% g'exprimeront en fonction des ¥’ par 1'équation

Oz, 0zp
an aﬁ — a'r
E Z 3, B¢, |
11 suffit de montrer que cette expression vérifie la définition (9). On a en
effet par (7) et (11)
ot, 0¢, 9¢, Ozp
Bp _ T |4 o171
E gapg Z Z Z UEI Zl: axa axp az‘rl 6601 70'1‘7

[p. 77] Effectuons la sommation en p

3{7 6:vp _ df’r _ 7
2 G, 06, By

puis celle en ret 7;, en vertu de (10),
S S e =Y ey = 95
T n T

11 reste ainsi

0 025 o, 0, 0zp _ dzp _ g
5—;2 Bz, 08, " Zaxa %,  dza "

De 1'équation (10) il résulte qu'en M les équations

ap
12) Yop = G2 et =0
2,
entrainent
ovyP

fy""ﬁ =g° et
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Voyons ce que devient en M 1'expression (5) lorsqu'on exprime les symboles
de Christoffel au moyen des fonctions ¢ et des y.

Les termes de cette expression contiennent les potentiels Yap €t y“ﬂ et
les dérivées premiéres et secondes de ces quantités.

Les termes qui ne contiennent aucun dérivée sont ceux que l'on obtient
en annulant les dérivées, c'est-a-dire en supposant que les Yap sont des
constantes ; nous avons vérifié que ces termes s'annulent (6).

Les termes qui contiennent des dérivées premiéres s'annulent en M en
vertu de (12) et (13). Tl nous reste donc & calculer ceux qui contiennent des
dérivées secondes.

Ces derniéres ne se trouvent que dans les deux premiers termes de (5).

_ 0 By, 0 [eb
0z, | © dz, | ©
[p. 78] Calculons le second en ne tenant compte que des termes conte-
nant des dérivées secondes.
Nous obtiendrons ensuite le premier en permutant les indices a et y:
Nous aurons

9 of _ 1 ar 6290{7 82951‘ azgaﬁ
6—1;7{ o } - §Eg (axg'daz, + Oz,0z., Oz,0z, +

T

Les dérivées secondes sont égales d'apres (7) a

0°gar - Z 06, 9¢, o O™
0zg0z 0z, Oz, 6zﬁ6z1
mais
e _ Pyre O 0y
82:36:::1 L v 66#36,, Oxg Bz,,

les termes non écrits ne contenant pas de dérivées secondes.

11 vient donc

0rglz, S 55 0z, 0zp 0z, Oz, OE,0E,

or 19 8‘,8,,3,,82 0
d%g ZZEZ ¢y 06, 9 O I

(14)

305




G. LEMAITRE

Les autres dérivées s'obtiennent en permutant les indices «, f, ¥, 7; cela
revient & permuter les indices correspondants 4, u, v, p.

D'autre part, (11) et (13)

oz, 6:1:T
=25, 56,

11 vient ainsi

1
2 L X222 5, B0, b, 5z, 06, O,

A
(62'7z\p+6'7up a’hﬂ)_{_”
6‘5}16&/ 651\6&/ a&pa&l

[p. 79] Effectuons la sommation en 7

36,, 0z, — g
Z oz, 0, 9o
et celle en 7
oz, Oz,
n =
L%, "7,
11 vient ainsi
9 [eB | _
oz, | o |

_]; 0€x aé.u a&u 0z,
2 ;z”: ;Ep: 0zq Ozp ax, ¢,
( P + Yo ey ) +oen

afua‘fu 3.’;:,\65,, a&pafv

11 nous reste & permuter les indices @ et y et & soustraire 'expression ainsi
obtenue. Tous les termes non écrits se détruiront. Au lieu de permuter les
indices @ et ¥, on peut permuter les indices sommatoires correspondants 4
et u. Il vient ainsi

ag)\ agu a{u 81:0' P

15) afy = Z Z Z Z 8z Oz Oz, OF, o
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2 2 B, By,
16) wa _ 1 ( 0%, v You Vo )

—_ —_ + -

2 a‘fuaév asuaép aﬁpagk 66}\6611

Nous obtenons ainsi une nouvelle expression de R, oy
Rappelons la signification des fonctions qui y figurent.

&1 &oy &3y &4 BODL des fonctions des coordonnées définissant un systéme de
coordonnées (1) jouissant de propriétés spéciales (12 et 13) au point M ol
on applique la formule (15). Les dérivées figurant en (16) sont les valeurs
en M des dérivées des potentiels dans le systéme (&}, &, &3, &)-

[p. 80] Ces équations sont appliquables en un point quelconque M. Mais
il ne faut pas perdre de vue que les ¢ sont des fonctions différentes en
chaque point. Il serait, par exemple, inadmissible de dériver les expressions
(15).

Supposons que l'on veuille utiliser au lieu du systéme de coordonnées
(x5, X9, X3, X) de nouvelles coordonnées (x';, x5, x'3, X' liées aux premiéres
par les équations.

T, = (2,5, T5,T}) z! = zl(z1,72,%3,Z4)

(0=1,2,3,4) (0=1,2,3,4)

En remplacant les coordonnées x , par leurs valeurs en fonction de nouvelles
coordonnées dans les fonctions £, on obtient des fonctions des x’, que nous
désignerons encore par £,.

En désignant par un indice les expressions calculées dans le nouveau
systéeme on aura

o = 9 86, 06, 02,
o ; ;Z; 9z, Ox}; !, BE, Bl

Nous aurons par la régle de dérivation des fractions de fonction.

73 06y Oz,
a—mTa - Z azh BE
_B& _ 8¢, Oz,
dzly Oz, O0zj
0, 06, Oz,
oz!, - oz,, 0!
oz, 9z, 0,
o, 9z, O,
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En posant d'apres (15)

8{;. 65,‘ a‘fv 8"”/)1 P
Al,ul,vl ;;;; dzy, Oz, oz, ¢, P,\uu

[p. 81] il vient finalement

Oy, (9:1:”1 oz,, Oz,

an aﬁ'v ZZZZ 5:0/ ax/ (9ch Rk:um
i 1

DY SR U 5

C'est I'équation suivant laquelle se transforme R, ; lorsqu'on change de

systéme de coordonnées. En particulier lorsqu'on emploie le systéme £,dun
point M les équations (15) se réduisent en M a

o —_— 1
afy — 1 aBfy
L'expression (16) est l'expression réduite de R, By C'est a cela que se réduit

Raﬁ'v

culier. Cette expression rigoureuse en M pourra &tre considérée comme
approchée dans un domaine suffisamment petit autour de M, car les
conditions (12) sur lesquelles elle est basée et qui sont vérifiées exactement
en M sont vérifiées avec une approximation donnée dans un domaine
suffisamment petit.

en un point M lorsqu'on emploie un systéme de coordonnées parti-

Un groupe de quantités qui se transforment lors d'un changement de
coordonnées par les équations (17) ou par les équations de la forme
générale.

dz,, Oz,
18) T;elaziz ZE...ZZ...azllaxlz..
(31 a2

g1 02 T2

Oz, Bzﬁz S
o109+

0z, 0z,
porte le nom de tenseur.

Chaque T/ est une composante du tenseur.

Le raisonnement que nous venons de faire pour le tenseur de Riemann
R{;,, s'étend facilement & un tenseur quelconque T2%:. 1l en résulte le

théoréme suivant :
Théoréme

S'il est possible de faire correspondre a un point [p. 82] quelconque un
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systéme de coordonnées £, &, &3, &4 et des nombres €77, de telle sorte que
Tﬁl ﬁz e

les quantités T,,!,2." soient définies dans un systéme quelconque x;, x5, X5

x4 par les équations

a¢,, 0L, Oz, Oz
188 =Y Y L K 02 00 g
(19) a1’012"‘ - 6€T1 661‘2 6‘71‘72"'

a1 o2 A 0zy 0T,

Tf; fj;:; est un tenseur, c'est-a-dire se transforme lors d'un changement de

coordonnées par les équations. (18).

O71"2" est la valeur des composantes dans le systeme (&, & & &)

g102+

Naturellement il n'est pas nécessaire qu'il y ait des deux sortes d'indices,
supérieurs et inférieurs.

Nous avons rencontré des tenseurs n'ayant que des indices inférieurs, ils
sont dits covariants. Ce sont les potentiels 8 Leur caractére tensoriel
résulte immédiatement de (7).

Comme tenseur contrevariant, c'est-a-dire & indices supérieurs, il faut
citer tout d'abord la vitesse propre

a_dﬁ_ Oz, (dE,
Y =S _23&. (E)

et les potentiels associés g#" dont le caractére tensoriel résulte de (11).

11 suit immédiatement de la définition (18) du caractire tensoriel que les
composantes de deux tenseurs de méme espéce peuvent étre combinées deux
a deux par addition. Les quantités obtenues sont des composantes d'un
tenseur de méme espéce que les deux premiers.

AP1B2e o pBFBac PP

g g oig e Qg

En multipliant deux a deux les composantes de deux tenseurs, on obtient
les composantes d'un tenseur qu'on [p. 83] représente en réunissant sur une
méme lettre les indices des tenseurs composants.

Aglpﬁ... . B5152... — Oﬁlﬁz...5152...

o ogeee Y12 oo oY1 Y2

Enfin on peut combiner entre elles les composantes d'un méme tenseur en
ajoutant entre elles les quatre composantes pour lesquelles un indice infé-
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rieur et un indice supérieur prennent ensemble les valeurs 1, 2, 3, 4, les
autres indices gardant méme valeur.

On formera ainsi le tenseur contracté. Ainsi en contractant Tfl‘ 5::: par

rapport aux indices a; et §; on obtient :

Z Ta'ﬁz... — Tf:

gag:

Le caractére tensoriel du nouveau tenseur s'établit facilement. On aurait en
changeant les coordonnées (18)

13 7]
TH = YTk
c

B Oey e T2B | prime

0103

1l
™
™
™
™
™

(o5
Q&\
D
&
(=)
,:\H
D
8
3

Effectuons la sommation en o
—_— 401

0z,, Oz, _ dz,,

; oz!, 0z,  dz, m

puis celles en g; et 7;

YR T = Ta =T
o1 T a1
Il reste finalement
or oz
T8 NN 22 B e
oz E Z oz’ oz, o2

g2 T2 a2

qui est la définition méme (18) du caractére tensoriel du tenseur contracté.

Les deux derniéres opérations, multiplication et contraction, s'effectuent
souvent simultanément et s'appellent alors produit intérieur. Le tenseur gg
est ainsi le produit intérieur de g5 et g%

[p. 84] On a en effet
gg = Zgaagaﬁ
(c'est I'équation par laquelle nous avons défini les g“ﬂ ).

* kK
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Les tenseurs qu'on obtient en formant le produit intérieur d'un tenseur
par I'un ou l'autre des tenseurs fondamentaux g ,; et g% sont désignés par
la méme lettre. I1 suffit de les distinguer par le nombre et la position des
indices. Ces tenseurs sont dits associés. En contractant le tenseur de
Riemann, on obtient le tenseur de Riemann contracté.

20) Rap = Z’: R,
Les tenseurs associés seront
@0,) RS =Y ¢"Ru,
-
et
(20, R* =% g R}
v

En formant le produit intérieur de ces tenseurs par g, on n'obtient pas de
nouveaux tenseurs, on aura

(203) EgowRﬂ” = z Egowga'er = Rfi
a o T
car
Z 9009"" = 9o
o
De méme
20 > 98- R, = Rap
o
En contractant R on obtient l'invariant
(205) R=3 R
(-8
La définition du caractere tensoriel se réduit en effet dans ce cas a
R =R

On peut former au moyen de ce tenseur de nouveaux tenseurs
Rgeg , Rg™
[p. 85] On ne peut les désigner par la méme lettre que R opr R,

Le calcul tensoriel nous permet ainsi de former des expressions qui se
transforment simplement lors d'un changement de coordonnées.
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Les nouvelles composantes sont des fonctions linéaires et homogénes des
anciennes composantes. Il en résulte que si toutes les composantes d'un
tenseur s'annulent dans un systéme elles s'annulent dans tout autre sys-
téme.

Si donc une loi physique s'exprime par I'annulation de toutes les compo-
santes d'un tenseur, elle sera valable dans tout systéme de coordonnées.
Nous aurons obtenu conformément au principe de relativité une loi dont
I'expression algébrique est indépendante du mode de repérage adopté pour
les divers événements.

La méthode introduite par Einstein est donc la suivante : trouver des
lois tensorielles qui, lorsqu'on adopte le mode de référence utilisé par les
observateurs se confondent avec les lois empiriques qui résument leurs
observations avec l'approximation dont leurs mesures est susceptible.

* * K

L'expression réduite du tenseur de Riemann contracté est d'aprés (15)

— = 6'7/\;1
Z App T 22 aé-p

10 (om0 1%)

* 2%, 5,,:(85,, 3 98,
10 Mpp 167,,,,)

+ —— —_—
236, z,,: ( B¢, 20,

[p. 86] Il en résulte que le tenseur contracté est symétrique

Py = Pux
et, (20) et (21),

Raﬁ = Rﬁa
Le systéme £, a été déterminé en s'imposant en un point M les conditions
(12). Ces conditions déterminent en (M) la valeur des dérivées premiéres et

secondes %57 et ﬁ"_ des fonctions £, de la transformation. (1)
0z, Jz,0zg

Ne pourrions-nous pas disposer de la valeur en (M) des dérivées
troisiemes de ces fonctions de maniére a simplifier l'expression réduite de
R B ? Si nous pouvons choisir ces dérivées de maniére que, en (M)
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0 5~ (900 _ 1% _
?9?;2(85,,_23&)_0

p

21

4hr=12234

l'expression réduite de R L réduira a son premier terme

62
@2 Pu=-

Désignons par A(zf) la valeur de (M) de

0 5 (99a8 _ 19900 _
dzs 4 (33:, 20z, ) Alap)

et calculons ce que devient cette expression lorsqu'on l'exprime au moyen
des y,, et des £, en s'imposant, en plus des conditions (12) et (13), les
relations (21).

Les termes contenant les dérivées secondes des y,, s'annulent en vertu
de (21). Cela résulte immédiatement du calcul des dérivées secondes que
nous avons effectué plus haut (14).

[p. 87] Les termes contenant les dérivées premiéres s'annulent puisque
ces dérivées s'annulent (12) et (13).

Il reste & calculer les termes ne contenant pas de dérivées, il faut pour
cela calculer A(f) en supposant les y,_constants.

Nous aurons en dérivant g4 (7), ot nous posons d'apres (12) 7,.= &,

agaﬁ =§: aﬁa 6250’ 6266 6{,
oz, —~ | 0z Oz50z.,  Oxa0z Oxp

portant cette valeur dans A(af),

3¢, 8%, L P O
9 Oz, 02 0z,0z, 0z,
Alef) = 5 — >
fa »p 10¢, 8%, 1 8%, 0

2 0z, 02,0z, 2 0z,0z, 0z,
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et en réduisant les termes semblables

9, 0%,
Ae) = G- T T g

812 g
Effectuons la dérivation.

32§a %,

_ 9, 0 %,
A(ef) —; 8z, Bz > Oz Gx,,azg

Z 8:1:,2,

Est-il possible quelles que soient les valeurs de A(zf) et des dérivées (3%6 et
Lo

032§" , de déterminer les dérivées troisiemes de maniére a satisfaire a
TaO0Tp

cette relation pour (¢, $=1,2,3,4)?

Pour (a = 1, 2, 3, 4) elle peut étre considérée comme un systéme linéaire
en
3¢,
Ozp 5 Or2

[p. 88] Le déterminant de ce systéme est différent de zéro. C'est le déter-
minant fonctionnel des équations de transformation (1). Le systéme peut
donc étre résolu. On obtient des équations de la forme

0 P,
Oz < Ox2

(23)

= a(fo)

ol a(fo) représentent des fonctions des A(zf), 65,, 9%,
3 B:tc,@w g

Les relations (21) pourront toujours étre vérifiées si nous pouvons, quels
que soient les a(fg), déterminer les valeurs en M des dérivées troisiemes de
maniére & vérifier les équations (23)

On y satisfait en posant

0%, _ a(ao)a(Bo)a(yo)
07,0250T, X,a(po)?
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11 est donc toujours possible de déterminer le systéme ¢ de telle sorte que
l'expression réduite du tenseur Riemann contracté soit donnée par l'expres-
sion (22)

52%»
ot

@9 Py = +

1 (327Au 0 Z'YM +

327’\/4
AN T

9

Nous avons employé un systéme ¢ pour lequel la forme fondamentale se
réduiten M a

ds? = de? + de3 + dE2 + de?
Les coordonnées £, seront imaginaires.

Nous pouvons les écrire

§1=:c\/—_l-

&L o= y\/—_l
o= Z\/:T
& =1

[p. 89] ds? s'écrira alors

ds? = —dz® — dy? — d2* + dt?

Les y,, se transforment en g ;,, comme les Py, en R, Cette transformation

ne fait qu'introduire une ou plusieurs fois le facteur constant ,/-1. Ces
facteurs se détruisent dans les deux membres de (24).

La forme réduite du tenseur contracté sera donc dans le systéme (x, y,
2, 1)

1 (3%, , P, o 0
@ Rw=3 ( 52t P o 0B
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Chapitre IV. La gravitation

§ 10. Potentiel newtonien et potentiel retardé

Les observations astronomiques sont résumées avec précision par la loi
de la gravitation universelle de Newton.

Pour obtenir cette loi, on emploie un mode de repérage particulier : des
coordonnées cartésiennes par rapport & trois axes rectangulaires immobiles
ou animés d'une translation rectiligne et uniforme, par rapport & l'ensemble
des étoiles ; le temps est mesuré par la rotation de la terre par rapport aux
étoiles.

L'accélération d'un corps libre peut &tre attribuée & l'action des divers
astres. Elle dépend d'un potentiel, V. C'est-a-dire que les composantes de
I'accélération peuvent s'écrire

e _ v
ez ozr
&2y ov
1 _ = e
o) {5 %
£ v
dez 0z

[p. 90] Le potentiel V se calcule alors par I'équation
@ V= —KE—?

ol m et r désignent respectivement la masse des divers astres et leur
distance au point ol se calcule le potentiel. K est la constante de I'attrac-
tion ; en unités C.G.S.

@) K=6,7-10"8
Ses dimensions sont L% 72 ML,

L'équation (2) exprime l'action des masses sur le champ, l'équation (1)
traduit la réaction du champ sur les points libres qui y circulent.

Les équations (2) peuvent étre écrites sous une autre forme.
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Si nous désignons par p la densité de la matiére en un point ¢, 7, ¢; la
masse contenue dans un élément de volume d¢ dn d{ situé en ce point sera
p df dn d¢. La somme de I'équation (2) pourra s'écrire sous forme d'une
intégrale triple étendue a tout l'espace. Le potentiel en un point x, y, z &
l'instant () sera

® Viawa,) = —K [ 818D geanac

ou r est défini par la relation

rP=(z—€)2+@y—n’+(z-()’

Inversement on peut exprimer la densité p en fonction du potentiel. On
obtient alors I'équation bien connue de Poisson.

oV oV BV,
9z | Oy* 02 P

En un point ot il n'y a pas de matiére cette équation se réduit &

@ AV =

®) AV =0

[p. 91] et porte le nom de I'équation de Laplace. AV s'appelle le laplacien de
V.

Le potentiel newtonien n'est qu'une solution particuliére de I'équation de
Poisson. On l'obtient en imposant & V des conditions aux limites : lorsqu'on
g'éloigne a l'infini dans une direction quelconque, V doit tendre vers une
limite indépendante de cette direction. L'accélération d'un point infiniment
éloigné de toute masse est alors nulle. Naturellement cette condition ne
peut étre réalisée que lorsqu'on emploie un systéme d'axes particulier ou
aussi tout systéme dont le mouvement par rapport & celui-ci est rectiligne
et uniforme.

La théorie newtonienne de la gravitation suppose une action immédiate
des masses attirantes. Si leur action se propage de proche en proche avec
une certaine vitesse ¢, l'influence de masses, situées a la distance r d'un

point (x, ¥, 2), ne s'y fera sentir qu'aprés un temps r/c. En tenant compte de
ce retard, on devra écrire I'équation du potentiel sous la forme

© Ve =-k [PEBETD g

c'est l'équation du potentiel retardé.
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Si on pose

PV PV BV 18V
@ OV=gat37 a2 2ae

l'équation de Poisson devient

(8) OV =4rKp
OV s'appelle le dalembertien de V.
[p. 92] L'équation de Laplace s'écrit maintenant
©) Ov=o.

Ces formules rendent aussi bien compte de l'expérience que celles de la
théorie primitive lorsque la vitesse de propagation c est suffisamment
grande ; par exemple, de l'ordre de celle de la lumiére.

Lorsque nous choisissons l'unité de temps de telle sorte que la vitesse de
propagation soit prise pour unité, le dalembertien s'écrit

62V vV 62V %
1o OV=ogt53 dy? 57 922 ot
La constante de Gauss K doit alors étre divisée par le carré & de la vitesse
de propagation dans le systéme C.G.S.

* *x K

Au moyen des symboles opératoires définis ci-dessus les expressions
réduites du tenseur contracté obtenues a la fin du § 9 peuvent s'écrire

11) Ogu =2R,,

Elles sont valables au voisinage d'un point M ot les dérivées premiéres des
&, sont nulles et o1 ds se réduit &

ds? = —dz? — dy? — d2* + dt?

On déduira alors comme on déduit (6) de (8)

1 R,, MG t—r
12 guv(w’y’z’t) = —'2—7‘_] a (f nrc ) dfd'ldC
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Les potentiels &y jouent dans la théorie d'Einstein le réle du potentiel
newtonien V, ainsi que nous nous en sommes rendus compte au § 1. Nous
voyons maintenant que R,w doit représenter les masses matérielles. Il nous
faut donc égaler Rﬂv a [p. 93] un tenseur de méme nature dépendant de la
répartition des masses. Outre R”v, les tenseurs 8,y €t Rgﬂv (§ 9-20¢)
peuvent encore figurer dans la relation cherchée. 5i T, est un tenseur
représentant la matiére, nous pourrons essayer de formuler les lois de la
gravitation par 1'équation générale.

(13) Tu =R, + cRgu + 39
oll ¢;, ¢y, cg sont des constantes indéterminées.

Nous chercherons ensuite quelles valeurs il faut donner a ces constantes
pour que (13) satisfasse aux conditions que doit vérifier la loi de la gravi-
tation.

Au lieu d'une équation entre tenseurs covariants on peut considérer
I'équation équivalente entre les tenseurs associés a ceux-ci.

(14) Tuv — CIR#V + CgRg”" + csg#u
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§ 11. Le tenseur d'énergie matérielle

L'état de la matiére est caractérisé par sa densité et sa vitesse. Ces
grandeurs physiques sont-elles des tenseurs ? Nous savons que la vitesse
propre

_ dz,
T ds

est un tenseur. La densité, p, varie lorsqu'on change de systéme de coordon-
nées.

@ u’

Lorsqu'on se borne a changer les coordonnées d'espace on raisonne de la
maniére suivante : la masse contenue dans un certain volume doit étre
indépendante de la maniére dont on repére les divers points de ce volume.
Comme la densité est le quotient de la masse par le volume qu'elle occupe,
le produit [p. 94] de la densité par 1'élément de volume doit étre un
invariant.

Nous raisonnerons de méme dans le cas général. La masse contenue
dans un domaine d'univers doit étre indépendante de la maniére dont on en
repere les divers points ; nous appellerons densité, la masse contenue dans
1'unité de volume d'univers.

) p dzy dzs drz dr,
sera donc un invariant.

Lorsqu'on emploie des coordonnées propres de la matiére (§ 3) une des
coordonnées est l'invariant ds mesuré en suivant la matiére dans son
mouvement éventuel. Le produit de p par les trois autres différentielles des
coordonnées sera donc encore un invariant. Les deux définitions de la
densité que nous venons d'envisager sont donc des équivalentes.

Nous avons vu en étudiant la géométrie générale comment se transforme
1'élément de volume (§ 1-9).

VA dzy dzy dz;

ol y est le déterminant des potentiels est un invariant.

Cette propriété se généralise immédiatement & quatre coordonnées. En
tenant compte de ce que le déterminant g des 8, est négatif, nous obtenons
que

3 V—g dz, dz; dzs dz,
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est un invariant.
Le quotient des deux invariants (2) et (3)

P

7=

est donc un invariant.

Nous pouvons combiner cet invariant avec le contre [p. 95] variant (1)
nous formerons ainsi par multiplication un contre-variant de second ordre.

p_dyds,
V—g ds dt

que nous appellerons le tenseur d'énergie matérielle. C'est le tenseur que
nous introduirons dans les équations (§ 10-14).

) T™ =

On formera sans difficulté le covariant associé a 7"

(5) T;w = Z Z guagu‘rT{”
o T

L'invariant obtenu par contraction est

dz, dz,

T= EZQWT“"“\/—ZZ WIS ds

D'apres la définition de ds? cet invariant se réduit a
() = —

[p. 961 Nous désignerons sous le nom de densité tensorielles le produit

d'un tenseur par /[-g ; nous écrirons les densités tensorielles comme les
tenseurs correspondants, mais en employant des lettres italiques.

Nous aurons ainsi
dz, dz,
“ds ds

Il est possible d'écrire les équations du mouvement d'un point libre en fonc-
tion du tenseur d'énergie matérielle.

1)) TH —

La solution de ce probléme sera une premiére étape dans la recherche
des équations générales de la gravitation, car celles-ci doivent rendre
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compte du mouvement particules libres sous l'influence du champ en méme
temps que de la production du champ par les masses.

Nous avons vu qu'on pouvait toujours choisir un systéme de coordonnées
de telle sorte qu'en un point M le mouvement des points libres soit rectiligne
et uniforme. Il faut pour cela que les dérivées des potentiels s'annulent en
ce point. Nous chercherons donc tout d'abord & exprimer au moyen du
tenseur matériel a quelle condition le mouvement des points est rectiligne
et uniforme, nous obtiendrons ainsi une certaine équation valable dans un
systéme particulier de coordonnées. Il nous suffira, ensuite de trouver une
équation tensorielle qui se rédmse a cette équation lorsque les dérivées des
potentiels sont eenstantes nulles D_ Cette nouvelle équation sera 1'équation
du mouvement des points libres dans le cas général.

Considérons une petite masse matérielle en mouvement uniforme la
vitesse de tous ses points peut étre supposée la méme et la densité est
constante.

Formons 1'expression :

o= Z 6:):,

3

il
P’J
a_
é”
)\
@
8>
~~
*a
%

[p.971Ona

d—“’ﬁ) dma _ d’z,

Z oz, ds  ds?
Pour les divers points du mobile on a donc

fr=0

puisque l'accélération est nulle et que la densité et la vitesse sont cons-
tantes.

Réciproquement si nous posons

=0

(1) Dans le manuscrit, «constantes» est remplacé par «nulles».

322




LA PHYSIQUE D'EINSTEIN

nous pouvons en déduire

0 = Ezg;wf

d?*z, dz, d:z,,
”Zu:;g“" T ds Zax Corn

dz,,

I

car
dz, dz,

Zzgw ds ds =1

En dérivant cette derniére expression on trouve puisque les dérivées des g,,,
sont nulles au point M,

d’z, dz,

ZE ds? ds

Les équations
ff=0 (0 =1,2,3,4)

ont donc pour conséquence

: dz,
9 E =
@ p m,(p ds) 0
et
d’z,
= =1,2,3,4
d82 0 (ll' At ] )

Les derniéres équations expriment que le mouvement d'un point est recti-
ligne et uniforme. C'est bien I'équation du mouvement des points libres, au
point M, pour le systéme de coordonnées que nous avons employé.

La premiére est 'équation de continuité. Elle exprime la conservation de
la masse. Pour nous en rendre compte employons les coordonnées propres
du mobile x, y, 2, t (§ 3). ds sera alors égal a cdt. Formons au moyen du
premier membre de I'équation une intégrale de volume étendue a I'espace
occupé par le mobile. Cette intégrale sera nulle et nous aurons

LT (5 () 2y 5) 3 () e
3z )] e dy =0
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[p. 98] Transformons la premiére intégrale par la formule de Green. En
désignant par dS 1'élément de la surface limitant le corps et par [, m, n les
cosinus directeur de la normale extérieure a cette surface, nous obtenons.

o[y ondy s

Cette intégrale représente la quantité de matidre qui sort du volume. Elle
est nulle puisque nous intégrons sur la surface méme du mobile.

%///pdxdydz=0

qui exprime que la masse totale du corps reste constante, nous obtiendrons
donc les équations tensionnelles () qui expriment la conservation de la
matiere et le mouvement des particules libres en annulant un tenseur f*
qui se réduise [sic] &

11 reste donc

Z Oz,

Lorsque les dérivées des potentiels sont eenstantes nulles @
*x K *

Pour former ce tenseur nous utiliserons le théoréme qui nous a déja
gervi au § 9 pour_établir le caractére tensoriel des divers tenseurs. Nous

représenterons de nouveau par &, &, &, &, le systéme de_coordonnées
utilisé au § 9 ™.

Le tenseur d'énergie matérielle se transforme de la maniére suivante

Oz, 0zg
(10) T = o
2.2 %, 5a,

oir @*" désigne les composantes de ce tenseur dans le systéme £,

(1) I faut lire «tensorielles».
(2) Dans le manuscrit, «constantes» est remplacé par «nulles».
(8) Ajouté.
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Inversement on aura

o 660 aé’ v
an e = ZZ Y axi T*

En résolvant ces équations (u, v =1, 2, 3, 4) par rapport aux T*' on doit
retrouver les équations précédentes. Nous utiliserons ce fait dans [p. 99] un
instant.

Dérivons 6% par rapport a X, mous aurons

007 _ - 9%, 90
0z, - 3 foli ¥ 65,,

—_ a 50 36/3 T

- Z Z 0z,01., 8:1:,,
a&a a gﬁ N

+ 22 5, Ga,0m,

OE, 0 OTH
ZZ (3 §B

Oz, oz, Bz,
Au point M nous pouvons calculer les dérivées secondes par la formule

(8 9.9.

P 0o [ ~u
9z,0z., —2;9;{ -
Le premier des trois termes de I'équation précédente s'écrit ainsi
65& 8€ﬁ Y b
™
Crr w7
ou en échangeant les indices sommatoires z et .
aﬁa aéﬁ ¥ T
TTV
2 E Z oz, oz, { u }
le second terme s'écrit de méme

ZZZ afa afa { . }T;n'
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On aura ainsi

o, 00°° 06 3%
; Oz, 0§, Z“:Z oz, Bcc,,

(%

Résolvons cette équation par rapport & la quantité entre parenthése dans
le second membre. Le calcul est le méme que celui qui permet de passer de
I'équation (11) & 1'équation (10). Il vient

ARl ZT: (" }Tuf)

Ozo 3:1:5 6{,, 008

T s s )-SR e

En appliquant le théoréme du § 9, nous voyons que le premier membre
de cette équation est un tenseur.

Le tenseur contracté correspondant

PSR T (e

peut se Simpliﬁer si on remarque que (§ 5-12)

il vient ainsi [p. 100]
Y LCENor R 30 3 Al
La densité tensionelle correspondante sera

w pegZaEE ()

Le second membre se réduit & son premier terme lorsque les dérivées des
potentiels sont nulles, car les symboles de Christoffel s'annulent dans ce cas.

(1) 1l faut lire «tensorielle».
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Nous pouvons donc conclure que les équations tensorielles

a2 =0 (h=1,2,3,4)

expriment en fonction du tenseur d'énergie matérielle, les équations du
mouvement des points libres et le principe de conservation de la matiére.

REMARQUE. Dans la démonstration du caractére tensoriel de * nous
n'avons pas fait usage de la symétrie de 7%".

Cette démonstration subsiste encore pour une densité tensorielle pour
laquelle

T oT = __T TO
le tenseur f* se réduit dans ce cas & son premier terme

uo
(13) =3 a;c
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§ 12. Equations générales de la mécanique et de la gravitation

[p. 101] Nous avons vu & la fin du § 10 que les équations du champ de
gravitation peuvent étre mises sous la forme générale (§ 10 & 12)

@ T, = CiRy + CaRgu + Caguy

ou sous la forme contrevariante équivalente (§ 10-12).

Nous nous proposons maintenant de déterminer les constantes encore arbi-
traires c;, c,, c3 de telle sorte que les équations

@ fo=0 (@=1,2,3,4)

qui expriment en fonction de T%"les équations de la dynamique des points
libres soient des conséquences de 1'équation (1).

Puisque les équations (1) & (1) sont des équations tensorielles il suffira
de faire cette démonstration en un point quelconque M en employant un
systéme de coordonnées particulier au moyen duquel la démonstration soit
plus facile.

Nous emploierons le systéme que nous avons utilisé du § 9, et que nous
avons désigné par £;, &, &, &, 11 sera plus commode ici de le désigner par
xg, Xg, X3, X4 Avec les notations actuelles les conditions s'écrivent (§ 9-12 et
13):

dg
3 — B af _ 0
9op =G =
et * * 7 Oz,
o 3g*°
@ gf =gt , 5—=0
v

Nous avons montré qu'il était toujours possible de se les imposer en un
point M.

On en déduit, que en M,
vV_g=1
et que les symboles de Christoffel s'annulent.

[p. 102] Le tenseur f“ se réduit a
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ou encore en employant le tenseur covariant associé a T (§ 11-5)

0Tyr

=Z,: Oz,

a cause de (3).

En remplagant T, par sa valeur (1) nous devons avoir

Le dernier terme s'annule (3). Le second se transforme de la maniére
suivante

OR

Rgm')
Z ; a'r z, = %;

T

et peut encore s'écrire par suite de la définition de l'invariant
R= Z Z g'"Rm )

OR 0, .. OR,,

e, = 25, R = L,

11 s'agit donc de choisir les constantes c, et ¢, de telle sorte que

aRa-r 6R‘r'r
® Gy, To. +C,Z 5 =0

Rappelons la définition du tenseur de Riemann contracté (§ 9-20 et 5)
7] 0 -
me = Sl () )
™ + ;;[{ATU}{T}‘{Aa”}{dff}]
et celle du symbole de Christoffel
o ()esme (e e -3)
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Calculons & quoi se réduit en M l'expression

OR,
oz,

lorsqu'on emploie les coordonnées particuliéres définies plus haut.

Les termes provenant de la dérivation des produits de symboles de
Christoffel (2° ligne de 7) s'annulent avec ses symboles.

Les autres sont formés au moyen des dérivées secondes des symboles de
Christoffel.

Ces dérivées se réduisent (8) et (5 et 4) &

9? { A } __l 839)1/ + 839;;1/ _ 639Au )
Oz,0zg \ ¥ 1 2\ 02,012,015 02)0x,0z5 O0z,0x.0zp

[p. 103] Dans chaque dérivée figurent les cinq indices & § 4 u v. Nous
pouvons caractériser chaque dérivée par les deux indices du potentiel et
écrire en abrégé

1 639 Av

2 9z,0z,0z5 =)

Nous aurons ainsi

9? A
_— = — (A
azaaxﬂ{ S = (W) + (w) = ()
les cinqg indices étant (@ S A u v).

Avec cette notation

OR ? i o
_ﬁ = ; [—6:5,,8:50 { A"u }+ 0z, 0z, { /\" }]

s'écrit
ORy, _
oz,

(Ao) = (uo) + (An)

+ (Xo) +(00) - (%o)
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OR>,
oz,

= —(Aa) = (ko) + (Ap) + (00)

Les cinq indices sont
Apvoo

11 faut sommer par rapport a o.

Nous avons & calculer les deux expressions qui figurent dans (6)

OR,,

aRa’r
2 oz, ’ zf: oz,

Nous obtiendrons la premiére en posant dans (9)

A=a , p=v=rT

et en sommant par rapport a .

Z 3 = —(ao) = (t0) + (ar) + (00)

Les cinq indices sont @ ¢ o t ©. On peut échanger les deux indices somma-
toires get .

(ao) = (arT)
En réduisant les termes semblables, il reste donc
10 > 6:"" = —(r0) + (00)
T 0Z:

La seconde expression se calcule en posant dans (9).
v=a A=p=r7

et en sommant par rapport a .

Z a(;i: = —(10) — (10) + (77) + (00)

{p. 104] Les cinq indices sont encore # 0 0 7 7. On a

(o0) = (77)
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et par conséquent

an Z (961::1 = —2(r0) +2(00)

L'équation s'écrit donc (10 et 11)

oy

On y satisfait identiquement en posant

aRa‘r

+C, Z BR,, = (C1 +2C;) [(10) + (00)] =0

(12) C] + 202 =0
Moyennant cette condition les équations (2) sont une conséquence de
I'équation (1) lorsqu'on emploie le systéme particulier que nous avons utilisé
dans la démonstration. Il en sera encore de méme lorsqu'on emploie un
systéme de coordonnées quelconque. Car lorsque toutes les composantes
d'un tenseur s'annulent en un point dans un systéme de coordonnées les

composantes du tenseur s'annulent encore en ce point lorsqu'on emploie un
systéme quelconque de coordonnées.

Les équations de la gravitation doivent donc &tre de la forme

1
T, = Ci(Ru — EQ;WR) + Cagp
On peut résoudre ces équations par rapport a R’“,

On a en effet en observant qui
YD gwg” =3 gu=4,
u v ©

T =YY ¢"T,. = Ci(R—2R) +4C5 = ~Ci R + 4C3
u v

On entre qui
1
as R, =~k (le - §guvT) +Agu
en posant
1 _Gs
K= —a et A = 'CTI
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C'est sous cette forme que 1'on écrit habituellement les équations géné-
rales de la gravitation. On en déduit comme nous I'avons vu les équations
générales de la dynamique.

a4 =y i;:

U+EXT:{ a“,‘r }Tor=0

o a

[p. 105] Nous allons étudier dans le paragraphe 13 les conséquences des
équations de la gravitation lorsqu'on y pose A = 0.

Nous verrons ensuite quelles modifications s'introduisent lorsque cette cons-
tante n'est pas nulle.
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§ 13. Applications astronomiques

[p. 106] 11 est toujours possible de choisir un systéme de coordonnées tel
qu'en un point M, ds? se réduise a

6 ds? = —dz? — dy? — d2* + dt*

les dérivées des &,y soient nulles, et les dalembertiens des g, se réduisent
a

2 U9 =2R,

Ces conditions peuvent toujours étre réalisées, avec une certaine appro-
ximation dans un domaine.

Lorsqu'on les suppose réalisées dans 1'ensemble du systéme solaire on
obtient une approximation qui correspond & celle de la mécanique classique.

En recherchant une seconde approximation on parvient & expliquer sans
hypothése particuliére le mouvement du périhélie de Mercure dont la
théorie classique ne rendait pas compte.

L'équation (1) exprime que la géométrie est euclidienne et que les
coordonnées x, y, z peuvent &tre considérées comme des coordonnées
cartésiennes par rapport & trois axes rectangulaires. Le temps ¢ est le temps
marqué par un chronomeétre immobile, il sera mesuré par exemple par la
rotation de la terre par rapport aux étoiles. L'unité de temps est choisie de
telle sorte que l'unité de vitesse soit la vitesse de propagation de la lumiére
dans le vide. C'est le temps nécessaire a la lumidre pour parcourir l'unité
de longueur.

Les dérivées des g,, sont nulles approximativement. Plus elles sont
petites plus grand est i‘e domaine ot 'équation (1) et les conséquences qui
s'en déduisent sont acceptables.

Nous admettrons que 1'équation (1) ainsi que l'annulation des dérivées
des 8, , sont vérifiées exactement, a la limite, lorsqu'on s'éloigne indéfini-
ment de toute masse.

[p. 107] Les équations (2) se calculent par la formule (§ 10-12)

1 R, GE—r
g, rt) = = [ BB GLTT) g
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ou en tenant compte des équations de la gravitation

1
@) Ry = =Ty = 59uT)
T, —1ig,.T
@ =~ / Luv ~ 39md
G = 5 - dédnd(

On pourra généralement négliger le retard dans le calcul des potentiels, la
vitesse des astres étant petite par rapport a la vitesse-unité (vitesse de la
lumiére).

Rappelons la définition de Tuv

T. = Z Z oG T7
- L 9a, da,
= zd: ;g‘wgw ds ds

Les vitesses des astres étant petites, nous pourrons poser

dz, _ dz, _ dzs _ dz, Y )
s P ds v ds TP s 1-v

En particulier lorsque les vitesses v,, v, U, des astres sont nulles ou négli-
geables, T},  se réduit &

Ty =

% GuaGva

Si x est une quantité petite, et nous verrons de suite qu'il en est bien ainsi,
nous pouvons dans la résolution des équations (4) remplacer sous le signe
intégrale g, ,par les valeurs approchées tirées de (1) que nous appelons (5’“,

§, = -1 0 0 0
0-1 0 0
0 0—1 0
0 0 1

Tous les T’w sont alors nuls sauf

Tas=0p
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Linvariant T est égal &

P
T = —_— = p
v—9
En posant
K [p
5 = — | =dtdnd
®) @ 47r/r £dnd(
les équations (4) ont pour solution
(6) Juv = 5#!/ + gzw
ou g,/ désigne toujours
y_J 1 st p=vw
9u=10 si ptv
Le déterminant des 8y g'écrira ainsi
—-1+w 0 0 0
_ 0 -l4+w 0 0 ~
9=l 0 0 -l4+w o |TTIF®
0 0 0 1+ w

[p. 108] Les g*" sont égaux aux mineurs des éléments correspondants de
ce déterminant, divisés par la valeur du déterminant. Ils sont donnés par

le tableau (.1. >_]-2w)-
g

¢ = -l1-w 0 0 0
0 -1 -w 0 0
0 0 -1—-w 0
0 0 0 l-w
c'est-a-dire
D g =8 —giw
Enfin
(8) V-g=1-w
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Les équations du mouvement d'un point libre se calculeront par I'équation
§5-15),G=1,2,3)

o gppmlen)-Co) St

dz, dz,

ot il faudra remplacer les coordonnées x;, x,, x3, X4 respectivement par x,
¥, 2, t.

Les symboles de Christoffel se calculent par les formules (§ 5-13)

{aa} 11 990 15 Ow (0 £7)

~2g,, 0z, 2 " Oz,
(7)ot LByl O
" 26,0 Oz, 2 70z,

(10)

Les équations du mouvement sera ainsi

dZ.T 1 2
7 + (1—3v +v2 +v)a

ow 1 Ow

) a
=V Vgy—— — 'vxvz_“a - = —’Uz—— = 0

et les équations analogues.

Telles sont les équations approchées du mouvement, lorsque les masses
produisant le champ sont immobiles et qu'on adopte 1'approximation indi-
quée au début de ce paragraphe.

L'accélération est fonction de la vitesse du mobile. Cette vitesse est écrite
en prenant la vitesse de la lumiére comme unité, elle est trés petite. Le
terme principal est donc bien le terme indépendant des vitesses.

d’z 10w _
29z
[p. 109] © est proportionnel au potentiel newtonien. Cette équation est

équivalente a 'équation (§ 10-1). @ doit &tre le double du potentiel newto-
nien. Il faut pour cela choisir la constante « de telle sorte que

K K
e
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étant la valeur de la constante de I'attraction (§ 10 et 2) lorsqu'on choisit
l'unité de temps comme nous l'avons fait ici.

Nous aurons ainsi

8K

a2 5=

=1,87-107%

qui est bien une quantité petite.

Pour trouver les équations du mouvement en unités C.G.S. il suffit de multi-
plier les équations du mouvement par 2.

La formule (11) est une formule approchée. Pour obtenir une meilleure
approximation, nous pouvons nous contenter de 'approximation déja obte-
nue pour tous les termes de (9) contenant les quantités petites v,, v,, v, le
seul dont nous devons obtenir une valeur plus approchée est donc

14V N[44+ __3941'_'_13944
{,}z‘;g[,]( )(6154 2 Or;

0g4i

0z4 egt nulle en premiére approximation puisque g,; s'annule en premiére

. 3 - . . 4‘ .

approximation. Les variations des potentiels avec le temps doivent étre
petites puisque les vitesses des astres peuvent étre supposées petites. Si
nous envisageons le cas ordinaire d'un champ quasi stationnaire, nous

pourrions dans le calcul de I'approximation actuelle négliger les dérivées des
potentiels par rapport au temps. Il nous reste donc a trouver une meilleure

approximation de % en négligeant les dérivées par rapport a x,. Rappelons
z;
la définition de R 4.

0 0 o
- )
F SR HY - )
[p. 110] Le second terme est nul si nous supposons que les dérivées par
rapport & x, s'annulent.

Calculons les autres en considérant @ comme une quantité petite du
premier ordre et en négligeant les termes d'ordre supérieur au second.

Nous aurons
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1 oT 6944
{ 404 } = ~§ ; g a—z’r
et, par conséquent
9 oT - T 0944
- ; _63:_, { 4 } ZZ 8:1:,,63:, EZ 0z, 0z,
Nous aurons en premiére approximation

97 = —g(l+@) (o7 #4)
¢ = l+w

Nous pouvons donc écrire

0 (447 1 gy 1 6_w_2
—;5;;{ g }—_-2_(1+w)z oz2 —52(81:0

4

o

avons a remplacer les symb

approximaeation:

[p. 111] symboles de Christoffel par leurs valeurs en premiére approxi-
mation (10). Remarquons que les { 4: } sont nuls sauf
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10
{47_4}:_2__8% (7#4)
et
- 10
{W}=35 (0 #4)
Il vient alors
eyl (0=
£E {3 ()
D'autre part (§ 5-12)
ot 1 0y—g 0w
zd:{ ’ }=_—_¢; oz, 0z, ’

il vient donc

_;; { aor }{ 44 }"'“‘Z(axo)
On obtient donc finalement

1 ag 1 ow\’
R44 = —5(1 + Z 44 Z (a$a>

Résolvons cette équation par rapport &

23944_ gaa

Nous aurons & l'approximation actuelle

2
0gs = —2(1+w) RM‘FZ(&‘c )

Et, en remplagant R ,, par sa valeur

1 1
R44 = IG(T,M -— ET) = —§K}p
on trouve finalement

a 2
Dg44=—n(l—w)p+z(6:)
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On obtiendra donc g, sous la forme

gu=1+w
en remplagant dans le calcul de w (5) la densité p par une densité fictive

pF=(1-m) —lz(gz)z

K5

En désignant par V le potentiel newtonien en unités C.G.S. et par g l'accélé-
ration correspondante

. ?l/_ 2 .\ gz 2 .\ g 2
9=\ By oz)
[p. 112] Cette expression peut s'écrire

pl=(1_2_‘£>p2_ig2

2

La constante

Le terme en g2 est le seul terme que nous ayons rencontré jusqu'a présent
ol apparaisse le caractére non homogene des équations de la gravitation. Le
fait que ces équations ne sont pas homogénes a pour conséquence que
l'accélération d'un mobile dans le champ de plusieurs masses n'est pas
exactement la résultante des accélérations que lui communiquerait chacune
des masses si elle agissait seule. La différence est trés faible mais elle
pourrait se faire sentir dans certains phénomeénes, tels le mouvement du
périhélie des planetes.

Nous avons ainsi trouvé les équations du mouvement des astres avec
une approximation amplement suffisante pour les applications astrono-
miques. Ce sont l'équation (11) et les équations analogues ol on doit
calculer @ en employant la densité fictive o’ au lieu de la densité réelle p.

* kK

Nous avons effectué ce calcul en supposant négligeable 1'influence de la
vitesse et de la rotation des masses attirantes. Il est facile de tenir compte
de cette influence. Le tenseur T” peut s'écrire
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T, = Pvg y PUzVy 5 PUZV; , PUz
POy Pv: y PUyUz 5 PUy
pUUs 5 POV, , PUE ., pU,
PVz ) PUy s PUz , p(1— v?)

On peut calculer séparément l'intégrale (4) pour chaque astre. Si nous
désignons par v, Ug,, Vg, la vitesse du centre de gravité de l'astre et par
Wy @, @, B8 rotation nous pourrons écrire [p. 113]

Vg = Uz t+ Wy — Yw,
vy = Uy + TW; — 2wy
V; = Vpp + Yws — Twy

ol1 x, y, z sont les coordonnées des points par rapport & des axes passant par
le centre de gravité.

Désignons par d II 1'élément de volume. On aura

[ o2l = Mo}, + 5w+ )

ot M est la masse de 'astre et I son moment d'inertie par rapport a un axe
passant par le centre de gravité. (Nous supposons que l'astre a une symétrie
sphérique).

Nous aurons de méme
I
/ Pz Uy Al = Mugav,y — wawy
Les valeurs de
/ T,,dIl

sont alors données pour chaque astre par le tableau suivant (nous avons
supprimé les indices zéro des vitesses)

Mv? 4+ %(w: +w?) , Muvu, — %wyw, , Mvyv, — w,w, , Mu,
Mugv, — fwgw, , Mul+{(WE+w]) , Muo, — fow, , My,
Muvgv, — %w,w, , Muvyv, — éwyw, , Mv?+ -;-(wﬁ +w?) , Muv,
Mv, , Muy, , Mv, , M(1—?) = Jw?
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On aura ainsi par exemple

Mvi+ %(w: + w?)

K
= -1 —
gn +w+ o > -
_ Muv,v, — %wzwy
12 = o r
_ Muv,
s = o -
Mv? + Iw?

Ju = 1+W——E

On formerait les autres expressions analogues par permutation des indices
X, Y, 2.

Conséquences géométriques

[p. 114] Si nous nous en tenons au cas ou nous pouvons négliger l'influ-
ence de la vitesse des masses attirantes, la forme fondamentale s'écrit

ds? = (=1 + w)(dz? + dy* + d2%) + (1 + w)dt’
La géométrie correspondante est caractérisée par 1'élément de distance
do® = (1 — w)(dz? + dy* + d2?)
On voit que la géométrie n'est pas euclidienne.
* *x x

On peut faire la carte de I'espace dans un espace euclidien. En consi-
dérant x, y, z comme les coordonnées cartésiennes de l'espace euclidien dans
lequel on fait la carte, on voit que 1'échelle est indépendante de la direction
des longueurs et égale &

1 1
_— 14 =
Ao 137
ou, d'aprés la signification de 5 — 2!. ,
\%4
1+ 2
ol V est le potentiel newtonien en unités C.G.S.

343




G. LEMAITRE

On peut interpréter ce résultat, en disant que la géométrie est eucli-
dienne mais que les métres subissent une déformation proportionnelle a

\/1—w'51—~l-/2—

Naturellement, on pourrait faire d'autres interprétations en se servant, non
d'une carte conforme comme nous 'avons fait ici, mais de tout autre carte.

Ainsi dans le cas ol il n'y a qu'une seule masse attirante,
w=—2K m
r
[p. 115] on aura en utilisant des coordonnées polaires
do? = (1 + _-—> [dr? + r(sin? 6dg? + d6)]

Faisons le changement de coordonnées

oe1422)

d'ol1 on tire
pdp=r(1+£—n1)dr
et "
2Km ~ Pa o 4P
(1 + _7'_) d’f‘2 = ;-z-dpz = I—T—m
P
il vient
2 dp? 2 2 2
do =-1———7,—(;+p *(sin® 8dp® + d6?)

14

On voit que p est alors 1'élément de longueur dans une direction normale au
rayon vecteur.

* * K

On peut dire que la géométrie est euclidienne mais que les meétres subissent
une dilatation suivant le rayon vecteur proportionnellement a

344




LA PHYSIQUE D'EINSTEIN

1

1__2K’m
P

Dans le cas d'une masse unique au repos, Schwarzschild a trouvé la valeur
exacte de ds®

2
ds? = — ltjrw — r?(sin® 8dp? + d6*) + (1 + w)dt?
w= —252—1-71—
ar

Si nous supposons que la masse s'éloigne indéfiniment suivant l'axe des x
négatifs, nous obtenons & la limite, r et m tendant vers 1'infini,

2 da? 2 2 2
ds* = —1+w—dy —dz* 4+ (1 + w)dt

_ %2 _ fim Km
=g g=lm—3

C'est la forme que nous avons trouvée (§ 7-9) en étudiant le champ de gravi-
tation artificiel obtenu par un mouvement uniformément accéléré. Nous
voyons que ce champ est rigoureusement équivalent au champ produit par
une masse infinie, infiniment éloignée.

Pesanteur des rayons lumineux

[p. 116] Les rayons lumineux sont des géodésiques qui annulent ds.

On voit que leur vitesse, indépendante de la direction, varie dun point &
l'autre et est égale &

do ~ K

11 en résulte que les rayons lumineux ne se propagent pas en ligne droite.
Comparons 'accélération subie suivant 1'axe des x par un rayon lumineux
de vitesse

v, =0 , v,=1, wv,=0
a celle qui subit au méme point une masse matérielle au repos.

La formule (11) donne pour le rayon
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¢’z = _
dt? = Oz
et pour la masse
¢’z 10w _
2 ' 20z

L'accélération du rayon lumineux normalement & sa direction de propaga-
tion est donc le double de celle que subirait une masse en repos au méme
point. On sait que les observations faites durant I'éclipse du 29 mai 1919
confirment ces conclusions.

Déplacement vers le rouge des raies du spectre solaire

Le temps propre sur les différents astres est égal &

ds=\/_1+w'dt5<1+-c‘g>dt

Des chronomeétres identiques marquent le méme intervalle entre le commen-
cement et la fin de chacune des périodes semblables par lesquelles ils
mesurent le temps ; l'intervalle dt correspondant sera donc différent en des
endroits ot le potentiel est différent.

Si on admet que les éléments chimiques ont une constitution identique sur
le soleil et sur la terre, nous—devons—admettre on doit conclure que le
périede-des les longueurs d'endes-émises-par d'ondes caractéristiques de ces
éléments sont plus grandes sur le soleil sent-plus-lentes dans le rapport

Vi -V,
V-V

1 2

c

[p. 1171 La vérification expérimentale de cette conclusion est rendue tres
difficile par suite de certaines anomalies qui se présentent dans 1'obser-
vation des raies solaires et surtout par suite de la difficulté de déterminer
quelle influence a la pression sur les déplacements observés. Quei-gu'ilen
seit Cependant le résultat des recherches, sans étre peut-étre définitif, est
nettement favorable aux conclusions de la nouvelle théorie.
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§ 14. Les étoiles fixes

[p. 118] Lorsqu'on veut appliquer la théorie de la gravitation de Newton
a l'ensemble des étoiles, on rencontre des difficultés auxquelles la théorie
nouvelle donne une solution satisfaisante.

On peut supposer tout d'abord que les étoiles sont en nombre fini. La
densité de l'univers stellaire tend alors vers zéro lorsqu'on s'éloigne indé-
finiment. Cette conception donne lieu a plusieurs difficultés. La lumiére
émise par les étoiles s'éloigne sans retour. L'énergie des étoiles se dissipe
peu a peu vers l'infini. De plus il parait bien difficile de se rendre compte
de la stabilité de 1'univers. On peut comparer la multitude des étoiles aux
molécules d'un gaz. Les forces centrales qui agissent entre les étoiles sont
analogues a celles que suppose entre les molécules la théorie cinétique des
gaz. 11 est impossible d'admettre la stabilité d'une masse gazeuse qui n'est
pas contenue par une paroi et dont la densité tend vers zéro, lorsqu'on
s'éloigne a l'infini ; il n'est pas plus possible d'admettre une solution sembla-
ble pour l'ensemble des étoiles. On pourrait renoncer & la loi de Newton et
supposer que le potentiel croit sans limite & l'infini. Les étoiles qui
tendraient & s'éloigner définitivement seraient ainsi ramenées nécessaire-
ment vers |'amas des autres. On devrait alors constater que les vitesses des
étoiles éloignées sont beaucoup plus grandes que celles des étoiles rappro-
chées. L'observation ne décéle rien de semblable.

Si au contraire on admet qu'en s'éloignant indéfiniment on rencontre une
densité moyenne d'étoiles égale a celle des étoiles que nous observons dans
le domaine qui est accessible & nos [p. 119] observations, on suppose néces-
sairement que les étoiles sont en nombre infini ; la loi de Newton ne peut
s'appliquer, on devrait constater une force infinie dirigée vers le centre de
gravité de 1'ensemble des étoiles. On ne voit d'ailleurs pas trés bien ce que
pourrait étre le centre de gravité d'une masse homogéne indéfinie, et 1'on ne
peut naturellement songer & accepter ces forces infinies.

On peut éviter ces dernieéres difficultés en modifiant la loi de Newton, il
suffit de remplacer le potentiel newtonien V défini par I'équation de Poisson.

(€] OV =4rKp

ot K est la constante de l'attraction et p la densité de la matiére par un
potentiel V défini par 1'équation

2 OV-AV =47Kp

ou A désigne une constante universelle.
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Lorsqu'on considére un domaine contenant un trés grand nombre
d'étoiles, la densité peut &tre considérée comme une constante g, et 'équa-
tion modifiée de Poisson admet la solution constante.

4 K
V=- /\ Po

On peut donc concevoir un univers indéfini ou la densité moyenne est
constante. Il reste la difficulté qu'il faut supposer un nombre infini d'étoiles.

Quelles modifications devons-nous apporter aux équations tensorielles
de la gravitation pour qu'elles se réduisent & la théorie que nous venons de
développer lorsqu'on emploie les coordonnées usuelles ?

Les équations :

1
R, = —&(Ty — iguvT)

se réduisent dans le cas ou la matiére est en repos a

P

V-9

et en employant des coordonnées particuliéres, on peut écrire

R‘w = '_K'g:

RI-“’ —_ ___£ v
2 - 29;1p

Dgpu =

[p. 120] Ces équations sont équivalentes & I'équation de Poisson sous sa
forme habituelle (1). On obtient en premiére approximation

6) G = 60 +2V

Nous avons vu que les équations de la gravitation peuvent &tre mises sous
une forme plus générale (§ 12-13).

1
4) R“V ol Ag,“/ = -K(Tpv - EguVT)

On voit que la solution approchée de &y (3) réduira ces équations a la forme
nouvelle de I'équation de Poisson

OV -V =4rKp
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Intégrons les nouvelles équations.
Dans un univers de densité constante
P = po
Désignons toujours par 6’” les coefficients de la forme
ds? = —dz? — dy® — d2* + dt?

Nous allons démontrer que les équations (4) admettent la solution

) gaa = 1 gia=0 o
Gii = —Yij (3,7 =1,2,3)

ou les Yij représentent les potentiels métriques d'un espace sphérique de
courbure constante R.

Ces potentiels s'obtiennent en éliminant x, entre les équations

do? = d2? + dzl + dz? + dz}

et
R? = 22 + 2} 4+ 2% + 22
En posant
6) r? = 2? + 22 + 3
on trouve
3 3
do? = Z Z Yuvdz, dz,
w v
K,T
™ T = Gt mr—

R? —r2

Dans le probléme actuel tous les points doivent étre équivalents. La solution
(5) satisfait & cette condition. Cela résulte de la maniére dont on calcule les

Vv

11 suffit donc de faire la démonstration pour un point quelconque. Nous
choisirons

$1=$2=$3=$4=0
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[p. 121] Les dérivées premiéres des &y s'annulent en ce point. Les dérivées
secondes y sont toutes nulles sauf

azg,'j _ 1

axiaxj R2 (i,] 1727 )

Les R” , 8e réduisent alors a

0

3 3
Ruy:;azd[“du]_;

9 [ .o
On trouve pour (u = v=1, 2, 3)
11
2 R?
tandis que R’“, s'annule pour (uz = v = 4) et pour (u # v).

R, =

Les équations (4) deviennent alors pour (u = v=1, 2, 3)

2 Kp
mt=%

et pour (u = v=4)

—_kr
A= 2

Ces équations sont vérifiées si nous posons
8) A=
La géométrie des corps immobiles dans le champ est caractérisée par
1'élément de distance (7).
* * X

Les Yy SO0t les potentiels métriques de la géométrie sphérique (géo-
métrie de Riemann au sens étroit). L'espace, quoique sans borne, a pourtant
un volume fini. Nous ne sommes donc plus amenés comme précédemment
& supposer infini le nombre des étoiles.

Calculons le volume total de l'espace.
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Nous savons qu'il est égal a l'intégrale étendue a tout l'espace (§ 1-8).

[ Vdeidaydas

[p. 122] o1 y est le déterminant des potentiels Yuvr

z2 T2T1 32y
1+ mis RZ — 2 R2 _ 2
2
1T 1 Za Z3T2
1=l m_p tE_2 R_o
2
xr
T1T3 IoT3 1+ 3
R? — 2 R _r2 RZ — 2
Ce déterminant est égal a
RZ
V=R _ 2

On peut écrire d'apres (6)
dzydzqdzs = dnridr
Le volume total de l'espace est donc

% 4xRridr
— = 27R?
o VRE-r2
La masse totale d'un univers sans borne de densité constante g est donc
(C)] M = 2npR®

ou d'apres (6)

2
10) M =B — 327
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Chapitre V. Les masses électriques

[p. 123] La définition du champ électromagnétique par le mouvement
qu'il communique & des particules électrisées, a été étudiée au § 6. Nous
avons ainsi donné aux lois qui expriment l'action des champs sur les masses
une forme indépendante du mode de repérage utilisé pour étudier les phéno-
meénes.

1l est facile de se rendre compte que les quantités que nous avons intro-
duites alors sont des tenseurs.

Nous avons considéré en plus que l'invariant ds, un autre invariant
p1dzy + P2dTy + padis + padzy = E Podry
a

Les potentiels électromagnétiques ¢, se transforment, lorsqu'on fait un
changement de coordonnées, par des équations de la forme

Oz,
o)) Yo =) 7 Pa
7 ; oz!,

C'est en cela que consiste le caractére tensoriel d'un covariant ¢,. Le champ
électro-magnétique

a‘Pu Oy,
@ L= i 4
Fy oz, Oz,
est aussi un tenseur. On a en effet
P 0,
w9z, Oz,
et d'apres (1)
oy, Ozg O Oz,
52, = & Oal, 3z; 2 02,

[p. 124] et en effectuant la dérivation

06l _ 5~y 02a 025 O¢a Ozp 0 (0za)
oz, 2,,: zﬁ: Oz, Oz, dxp + 20,: g 0z, 0zp \ Oz, Pa
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Le dernier terme peut s'écrire
> 0%z,
— B2,z

il ne change pas lorsqu'on permute x et v.

On obtient donc bien
Oz, O b p

223:5'67

Le courant électrique et la masse d'électricité ont été représentés par

dz
(6)) R el
I e T

ou e est la densité d'électricité.

Cette quantité n'est pas un tenseur. Il faudra pour obtenir un tenseur
procéder comme nous l'avons fait dans le cas des masses matérielles.

e dr,
V=g ds
sera un tenseur. I® est la densité tensorielle correspondante. Enfin la force
électro-magnétique

@ f# =_2FuaIa

est aussi une densité tensorielle.

J =

fy (§ 6-9) est le produit par m du premier membre de I'équation (§ 5-7)
obtenue dans l'étude du mouvement d'un point libre. Nous avons désigné
par f* le produit par m du premier membre de 1'équation (§ 5-10) du méme
paragraphe. La maniére dont on passe d'une forme a 'autre montre que
[p. 125] f, et f* sont deux densités tensorielles associées.

On aura ainsi
= Guaf® .
o

Nous avons exprimé f¢ en fonction du tenseur d'énergie matérielle. Nous
avons trouvé (§ 11-11)

353




G. LEMAITRE

/o=

oT oT
{7
fu g'exprime donc en fonction du tenseur d'énergie matérielle par I'équation

ZZgua +ZZZgau{ o T

Cette expression peut se transformer en introduisant la densité tensorielle

7;0 - E g”aTaa'

[

associée a 727,

En remarquant (§ 5-17) que ‘¥
;gau{ aaT } [ a,: ]

et a cause de la symétrie de 7°", on peut écrire

o1,

691-“1 ow
Z 358(, - ZZ T
ag'l'li 01' - agt‘”‘ Ta-r
ST T - 2;2

Oz,

Les deuxiéme et troisieme termes se détruisent. On le voit immédiatement
en écrivant l'indice sommatoire 7 au lieu de «.

Il reste donc

ago'r
®) Z am -= EZ

Les équations (4) et (5) sont les équations du mouvement des [p. 126]
masses électriques en fonction du tenseur d'énergie matérielle.

(1) Ajouté.
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Les lois que nous venons de rappeler interprétent complétement 'action
des champs sur les masses. Il nous faut maintenant aborder 1'étude de
I'action des masses électriques sur les champs.

Rappelons tout d'abord ce que nous apprend l'expérience a ce sujet.

La loi par laquelle le potentiel scalaire @ dépend de la répartition des
masses est analogue a la loi de Newton. On peut l'écrire en employant une
unité convenable pour la masse électrique (unités Heaviside).

le

i Bpe

ou inversement, en utilisant 1'équation de Poisson :
(6) Op=—e
Ces lois sont équivalentes & la loi de Coulomb.

L'action des courants ou des particules matérielles sur le champ est
exprimée par la loi de Laplace. En employant le potentiel électromagnétique

—Pz — Py Pz
on peut l'écrire
1 evy
2= i r

et les deux équations analogues, ou en employant 1'équation de Poisson.

Oy, = ev,
)] Op, = ev,
Oe, = ev,

Le potentiel électro-magnétique ne serait pas déterminé par les [p. 127]
équations que nous venons d'écrire. Pour lever cette indétermination il faut
ajouter une équation. On peut lui donner avec Maxwell la forme

Ops  Opy  Op, Op _
Oz + Jy + Oz ot

(8)

Le terme 9% est nécessaire, lorsqu'on emploie des potentiels retardés.
at
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11 nous faut rechercher une équation tensorielle qui se réduise aux équa-
tions précédentes, lorsqu'on utilise les coordonnées qui y sont employées.
Ces coordonnées sont celles pour lesquelles les dérivées des g, , sont nulles
(au moins approximativement) et ou ds® se réduit a

ds? = —dz® — dy* — d2* + dt?

Nous avons trouvé (§ 11-13) que

est une expression tensorielle si
T = -T°*

AFap correspond la densité tensorielle Fap. La densité contrevariante
associée est

P = DT 05 Fup
B

[+3

L'expression

est donc un tenseur.

Lorsqu'on emploie les coordonnées utilisées dans les équations (6, 7, 8)
cette expression se simplifie. En effet,

=g =gB =1, =1 J=g=

les autres g, et toutes les dérivées premiéres sont nuls. On obtient [p. 128]
aFH

; 9z, Z:’i

ot1 'on doit prendre le signe + si l'indice 4 ne figure pas parmi les deux

indices z et o et le signe - dans le cas contraire. En remplacant Fﬂ o par sa
valeur en fonction des ¢ (2), cette expression s'écrit

oy 0 0,
;i o2 () Oz, 20: oz,

OF,,
oz,
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s e, + e, _ px

ox? Oy? 022 o2
o} a‘Pm B‘Py a‘Pz Q_S_’i _
+ a—x(am toy e a) = D

a cause de 1'équation supplémentaire de Maxwell (8).

On aurait pour (z = 2, 3) des expressions analogues en y et en z. Pour
(z = 4) on trouve

.

D'autre part lorsque les vitesses sont de 1'ordre de celles qui se rencontrent
dans les expériences

€, elg, €Uy, EV,

peuvent &tre représentés par la densité tensorielle

) =1I*
2 oz,
C'est la loi générale de l'action des masses sur les champs électriques.

Pesanteur des champs électriques

En tenant compte de la loi que nous venons de [p. 129] trouver, 1'équa-

tion du mouvement des corps électrisés (4) s'écrit en remplacant Ao par sa
valeur

aF
10) fu+ Z Z Fuoe— =

z,
f peut s'exprimer au moyen du tenseur d'énergie matérielle (5). Nous avons

vu que des équations de la gravitation on peut déduire que f# s'annule
identiquement. Il s'en suit que fu s'annule aussi. Les équations que nous
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venons de trouver signifient donc que les équations de la gravitation ne sont
plus appliquables [sic]. Elles doivent étre modifiées, lorsque l'action électro-
magnétique subie par une particule chargée n'est pas nulle.

Dans les équations de la gravitation, nous devrons ajouter au tenseur
d'énergie matérielle un terme supplémentaire, le tenseur d'énergie élec-
trique.

L'expression
a7 1 ag
an = Bo_Z =TT
=L 5 222 s,

g'annule lorsque 77 représente le tenseur d'énergie matérielle seul.

Lorsqu'on remplace LY par le tenseur d'énergie électrique, que nous cher-
chons fﬂ doit se réduire a (10). On obtient ce résultat en posant l'équation
tensorielle

1
@ T = TR DY R
« o ﬁ

1l suffit de le démontrer en un point M en employant des coordonnées parti-
culieres. Nous supposerons donc que les dérivées des 8uy g'annulent en ce
point et que les g, se réduisent a

9w =9,

Dans ce cas les équations (10) (11) et (12) se réduisent [p. 130] respecti-
vement a

a0 fut T Fu gt =0
ore
an) fa=252
et
1
a2) T, = =Y FuaFou+ ZQZ ZZFfﬁ
o a g

Remplagons T'; par sa valeur et effectuons la dérivation
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- —zza"“ o= DX R

13) 7
= IO aF“ﬂ

Le second terme est identique & celui que nous devons trouver.
11 faut donc montrer que les deux autres se déterminent détruisent.

Remplagons les F «p PAT leurs valeurs en fonction des ¢ (2), le premier
terme devient

P, oo \ (O¢s _ Opa
—Z:Xa: (axaax‘, - 0z ,0z, Oz "~ oz,

oy dp,  0%p, s

Or,0z, 0z, Oz,0z, 0z,

- -T¥
v Ppa ¢, + P oo 0pa
0z,0z, 0z, 02,0z, 0z,

Les termes de la premiére ligne se détruisent car ils ont une méme valeur
absolue si on échange les indices sommatoires.

Calculons le dernier terme de (13)
1 Ipa  O¢p 0*pq g
2 za:zﬁ: ((%ﬁ dzo ) \Oz30z, 0z40z,

[p. 131] ou en réduisant les termes qui ne different que par la notation des
indices sommatoires

0¢a 8290a 0pa 8290[3
za: Zﬁ: l@xg 0rglz, Oz 0x,0%,

En écrivant 1'indice sommatoire o au lieu de £, on voit que tous les termes
se détruisent.

Nous avons utilisé des tenseurs covariants pour écrire les équations de
la gravitation. Nous devons donc mettre le tenseur d'énergie électrique sous
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forme covariante. Il suffit d'utiliser le tenseur associé a 7;"
E gav a
Dans les équations générales de la gravitation
1
R, = —6&(Tp — §9uvT)

nous devons considérer T, , comme la somme du tenseur d'énergie maté-
rielle et du tenseur d'énergie électrique. Le tenseur contracté d'énergie
électrique est nul. On s'en rend compte immédiatement en le calculant au
moyen de l'équation (12).

1
= — 7;0 = 0
V2>

Louvain, le 31 mai 1922.

Golgrrneit.
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