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OD REDAKCJI

Niniejsza monografia zawlera trzy prace dotyczsace badg.ﬁ nad poe
jeciem zdania odrzuconego. Badania te, promadzone pod kierunkiem
Prof, dr Jerzego Stupeckiego przez dr Uwrszulg Wybranieo=Skardowske
i dr Grzegorza Brylla, doprowadzity do zbudowania teorii zdai od=
rzuconych oraz umozliwity formallzacje pewnych =zagadniend metodolo-
gii navk empirycznych. '

Redakcja uwaza, %e wyniki uzyskane przez autordéw sg tak silnie
zwigzane tematycznie, 12 celowe jest opublikowanie ich w postaci
zwartej.



PESZYTY NAUKOWE WYZSZEJ SZKOLY PEDAGOGICZNEJ W OPOIU
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Nr 22 - : Seria B: MONOGRAFIE % 1968

Urszula Wybraniec=Skardowska

TEORIA ZDAN ODRZUCONYCH
Wstep.

Podzqtkowo temat mojej praoy mialt dotyozyé pewnych zegadnier z
metodologid nauk empirycznyche Wstepny jednak rozdziat  dotyczeoy
zdaf odrzuconych tak sig rozrésk, %e wydaje sie celowym wyodrgb-
nienie go W postaci osobnej prgoy. 2 zaplanowanej poczatkowo tema-
tyki opracowstam tylko rozdziak pt. "Zdania empiryczne", Omawiajac
jednak sens intuicyjny twierdzed i definicji podanych w pracy,cze-
sto postugiwaé sie bede przykradami zaczerpnietymi z metodologii
nauk empirycznyche Dalsze badania zwigzane z pojgciem zdania od-
rZUCONego kontynuowane ss przez Ge Brylla i wchodzg w zakres jego
rozprawy doktorskiejs

Praca niniejsza wykonywana byta pod kierunkiem Prof. dr Jerzego
Stupeckiego. l tym miejscu sktadam Panu Profesorowi Jerzemu Stu=
peckiemu wgrazy prawdziwej wdziecznodci za sformutowanie tematu
pracy, za opiekg 1 Zyozliwe pomoc przy jej opracowywaniu oraz za
wiele cennych pouczed i sugestii, ktére miaty istotny wpiyw na
kierunek i charakter moich badafs

Goraco dziekuje rémies Pamu Docentowi Iudwikowi Borkowskiem,
Panu Profesorowl Bronistawowi Knasterowi, Panu Docentowl Witoldowi
A. Pogorzelskiemu 1 Panu Profesoréwi Romanowl Suszko =za istotne
uwagi 1 wskazéwki poczynione w dyskusjach nad moimi referatamis
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¥

Dzigkuje takie Pam Grzegorzowl Bryllowl za owocne dyskusje, kté=
re przyczynity sie do kilku zagadniczyoch ulepszer, Za uprzejmg zgo
da Pana Brylla zamiedcitam W pracy kilka jego wynikéwe

Pojecie zdania odrzuconego zostato wprowadzone przez Jana Iuka-
siewicza w zwigzku z jego badaniami nad sylogistyks Arystotelesa
(zobs [1] 1 [2])1). W celu "obalenia" faszywyoch sylogizméw prayj-
mowat Iukasiewicz, %e niektére z nich sa "aksjomatycznle odrzuco-
ne". W celu obalenia dalszych sylogizméw ZIukasiewicz wprowadzit
dwle "reguty odrzucenia". Pierwsza reguta pozwale odrzucié wyrate=
nie, gdy pewne jego podstawienie jest wyrateniem poprzednio Juz
odrzuconyme Druga regua pozwala odrzucid poprzednik okresu warun=
kowego bedacego teza, gdy nastepnik jest wyrazeniem  odrzuconym.
Reguty te sa w pewnym sensie odwrotne do regut podstawienia 1 od-
rywania. J. Stupecki kontynaujac badania nad sylogistyke Arystote-
Jesa wykazal, e o ile nile doda sie do przyjetych w tym systemie
regu odrzucania, pewnej nowej reguiy, swoiste] dla sylogistyki,
to ilekolwiek zdaii odrzucitoby sle aksjomatyoznie, zawsze bedzie
fstniato talkie zdanie, ktérego ani nie moZna udowodnié na podsta=
wie pozytywnych aksjomatdw i regut uznawania, eni te# odrzucié na
podstawie aksjomatéw ocdrzuconych i regu odrzucsnia. Jedll zad do-
taczymy nowsg regule odrzucania sformuXowang przez Stupeckiego, Wow=
ozas System sylogistyki Arystotelesa staje sieg rozstrzygalny (zobe
[4] 1+ [1]).

Pojeciem zdanla odrzuconego postugiwal sle réwniez Iukasiewicz
budujac czterowartosciowy modalny rachunek zdad [3]. Zasadniczym
celem bada¥ Zukasiewicza, W ktérych korzystat z pojeoeia zdania od-
rzuconego, byxo twierdzenié, %e zdaniami odrzuconymi ea te 1 tylko
te wyrazenia danego systemu, ktére nie ag jego tezaml.

V1)Spis cytowanych prac znajduje si¢ na koricu artykutu.



Teoria zdari odrzuconych T

e———

Tstotne uogdlnienie pojecia zdania odrzuconego podax J. Stupec~
ki W pracy [5]s Vipromadzona w teJ pracy funkeja Cn  przyporzadko=
wuje zbiorowl gdai X Kklase zdah odrzuconych na podstawie zdan
gbioru X. Jefli nps X jest zbiorem zdad, z ktérych kazde jest
zaprzeczeniem zdania stwierdzonego na podstawie pewnych dodwiad=
czet, to do zbloru Cn"X nale?a wezystkie hipotézy obalone przez
te doéwiadcezeniae DokXadna definicija funkeji Cn’ zostanie podana
w §1 rozdziatu I« Chwilowo zauwazmy tylko, %e w cytowane] pracy
stupecki posiuguje sie pojeciami z tzw. ogdlnej teorii systeméw de-
dukcyjnych Alfreda Tarskiego (zobe [6] i [7]). z ktdre zwiszane
te? beds dalsze rozwazania niniejszej pracy. 2 tych wzgledéw omé-
winy pokrétee teorie Tarskiegoe
Pojeciami pierwotnymi te] teorii sg zbiér S wezystkich zdad u-
stalonego jezyka i funkeja Cn przyporzadkowujgca zblorowi zdan
% klase zdad wyprowadzalnych ze zdaf zbioru X (tzn. bedaeych
konsekwencjami zdafi zbloru X).

Notujac aksjomaty teoril Tarskiego gkorzystamy z wumowy,2e zumien-
ne X, Yo Zs «se Drzeblegaja zbiér S, zulenne za§ X, Y, Zy eese
rodzine wszystkich podzbioréw tego zbiorus

] =
A1T¢ S = H;,,

A2, XC CnKCS,

A3pe X CY=DCnX COnY,

e OnlnX C Cn,

K5 xeOnX=V (YCXAY< ¥ Axeony).
¥
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Podajemy te definicje i twierdzenia ogdlnej teorii systeméw, ¢
ktérych odwotsmy sie w dalszych czedoiach pracy>’s

Dige  XeSysw=pCnEcX,

D2y’ . X~ Y= Ok = Cn¥,

D3ge xemcee=d (T {Ax~Y),
IcX

Ddpe  XENzl=D N x ¢ CnlX\{x}),
xeX '
XeNsp<=D>CnX %3,

Doye Xe sz¢=>/>¥ o xu{x}¢usp.

Zdefiniowane wyrazenia odpowiednio czytamy: X Jjest systeme:
zbiory X 1 Y s réwnowaine,zbidr X Jjest aksjomatyzowalny,X Jje:
sblorem zded niezalesnych, zbiér X jest niesprzecszny, zbiér
jest zupeiny.

Podajemy kilka twierdzenl teorii Tarskiego.

Tlpe OnX ucnyccn (Xuy),

T2

o X elspALC X=DY ENsp,

13,. /A (X<K=DXeNop) ==DYeNsp,
T xey

Thye KE OEAKCY ==>Y€ Ipk,

Z)Dowody tych twierdzed znajdzie Czytelnik np. w pracy (6] . zauwaz
my teZ, 2e zachowujemy umowe dotyczaca zmiennyohs
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TSy xe:’z1>?c<:=-—-:>/‘>€ (Xc Y =P xwY),
. o Nsp

7 Xe€ NzIAY C X ==Y € Nzl,

T.

18,0 Xemad=b>\ (YUzcxAL w2 =DY = 2),
v,%

29.. XENZIAYCX == (Y€ Aks<E=DY< K).

o

Skorzystamy réwnies z twierdzenia Lindenbauma, ktére méwi, Ze
kazdy niesprzeczny zbiér zdah posiada niesprzeczny 1 zupekny nade
zbiér bedacy sSystemem,

Opréez pojeé i twierdzeﬁ ogblnej teorii systemdw korzystaé be=
dziemy dalej z pojeé 1 twierdzen %eorii bogatszej zhudowane) rdwe-
niez przez Tarskiego [7]. Teorie te nazywad bedeiemy teoris T,
Jej terminami plerwotnymi obok terminéw pierwotnyeh ogélnej teorii
systeméw sg symbole "n" i *o". Wyrazenie "nx" oznacza negacje
zdania x, wyrazenie oxy" oznaczs implikscje o poprzedniku x i
nastepniku Y Aksjomaty teordii T otrzymijemy dokaczajge do
oksjomatéw ogblnej teorii systeméw nastepujace wyrazenia:

AGqe oxy € GpX<F=>y e Cn (X ufx}),
AT.s  On{xenx} = 8
A8 e Cn{ginCn{nx} = Cnd,

A9, %, ye3 ==Dyux, oxy€ 5,

Aw,r, nx = ny ==X = Yo
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Ostatni aksjomat nie wystepuje w teorii Tarskiego,potrzebny be=

dzie jednak w pewnym punkcie dalszych rozwazad.

Skorzystamy dalej # nastqpﬁjacych twierdzed teorii TB):

M0, X€ Nel=D>[\  (Xn{x}ufux} € Nsp)y
xeX ’

Mg IeNsp@¥ (x, nx€CnX),
2,0 xezP;:<:=>/\ (x € CnXVnx &CnX) .
x
Twierdzenta te mogs zastapié definicje zbioréw Nzl, Nsp i Zpk.
T135e Xy OXJE CnX = y € CnX.

¥ my$l tego twierdzenla, zbiér CpX jest domknliety ze wzgledu na
regute odrywania.

T4, oXy € Cng<=> Cn {s}ecn{x},
T14ape OXYy, OYX€ Cng <=> Cn{x} = Cn{y} .

Skorzystamy teZ wielokrotnie z nastgpujqcej uwagi:

Uwaga 1. Jedli o Jest wgrazeniem.{w ktérym oprdécz zmienanych wy-
stepujg co najwyzed symbole “e* 4 "n", to wyrazenie

& €Cnd

3)1’61-. odnodnik 2 na 8. 8.
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e

Jest twierdzeniem teorili T whedy 1 tylko wtedy, gdy o jest pod-
gtawieniem tezy klasycznego implikacyjno=negacyjnego rachunku
~zdaﬁ4)- _

W rozdziale I pracy zostang podane dalsze definicje teorii T,
#4réd nich definicja zasadniczego dla tej pracy pojecia  funkeji
on’. Oméwimy tu tez wtasnosSci zdefiniowanych pojeé. Nie wprowadzi-
my natomiast nowych aknjomatéw. Tak wiec twierdzenia rozdziatu I
piedoié sie beda w teorii T, wzbogaconej jednak o istotnde nowe in-
tuloje.

W rozdziale II zbudujemw aksjomatyezng teorie T1, ktérg nagy-
waé bedziemy teoris konsekwencjl jednostkowej.

W rozdziale III zostanie zbudowana aksjomatyczna +teoria r’,
ktérej pojeociami pierwotnymi eg wspélne: z teoriqa T pojecia S, ¢
1 p oraz funkeja Cn’. Wykagemy tez, Ze teoria ta jest réwnowas-
na teorii T,

¥ rozdziale IV, ostatnim rozdziale tej pracy, omdéwiona bedzie
rola zdaf emplryeznych w rozumowaniach nauk doswiadezalnych. Celem
tego rozdziaiun jest wskazanie w jakl sposdb pojecia i1 twierdzenis
trzech pierwszych rozdziakdéw pracy mogg byé zastosowane w metodo=
logii nauk empiryeznyche

Uwaga ta jest oparta miedzy innymi na pewnym wyniku J, Stupec-
kiego (zobe [10])e



Rozdziatt I

TEORIA T WZBOGACONA O NOWE DEFINICJE
§1, Zasadnioze wtasnodci funkeji Cn'.

Definicja funkcji Cn’ ma nastepujaca postaé:

Dle ¥yE€ Cn’xc-_-,:>\/ xe Cn{y}.
xeX

Do zbioru ©Cn'X nalezg wieo te i tylko te zdania zbioru S, z
ktérych wyprowadzalne jest ¢o najmniej jedno zdanie 2zbioru X.
2bidr Cn'X nazywaé bedziemy zbiorem zdad odrzuconych na podsta~-
wie zdad zbioru X 1lub krdcej: na podstawie zbiorn X. Podstawowa
wtasnodois zdefiniowanego pojecia Jest to, %e wszystkie elementy
gbioru Cn’'X sg zdaniami faktszywymi, o ile tylko fakszywymi sg
weszystkie zdania zbioru X. W celu uzasadnienia tego oznaczny przez
P zbidér tych zdad nalezaoych do S, ktérewsq faxszywes Przyjmijmy
tez, e prawdziwe jest wyrazenie o

XeS\F={>C_nXCS\F5)o (1)

5)Nie definiujemy zbioru P, jak réwniez nie dowodzimy wzoru (1).
Zbiér F nalezy wiec zaliczyé do pojeé pierwotnych systemu,kté-
rym sig zajmujemy, wzér zad (1) do jego aksjomatdéw. Nie zrobi-
ny Jednek tego, gdyi w dalszych czedciach pracy nie bedziemy sie
ani postugiwadé pojeciem mbioxu ¥, ani odwolywaé do wzoru (1)
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Przyjmujemy tym samym, e Cn Jjest "konsekwencja niezawodng's Wy=
kazemy, ze

XCP =>Cn'XCF _ (2)

a wiec, Ze zbiér Cn’X posiada wspomniane, wkasnosé.
Zazdzmy istnienie zdania y, speiniajacego warunki:

yeodX, y¢F. (3)
W mysY wiee D istnieje takie zdanie X9 se

x, €X 1 %€ Co{y}e (4)

2 (1) 1 dwuglego ze wzordw (3) wynika, Ze ca{y}€S\P. Stad iz (4)
otrzymujemy, Ze %y ¢ Fo Wniosek ten jest jednak sprzeczny =z plerw=-
szym ze wzordw (4) i zatozeniem dowodzonego WzO0IUe

Nastepujace definicje =& analogiczne do definicii D1 - D4T o=
gélnej teorii systemdw: :

D2. X€Syst'<=dCn'XCX,
D3.  X~Y <&==p Cn'X =.¢n'Y

D4. XEAks'<.=—_-—c>\/ (F<¥ AT,
YeX -

D5, X€ Nzl"<:==£7’\:x x¢ Cn’ (X\{x))e
. X

Pierwsze ze zdefiniowanych wyrazeh czytamy: X jest oystemem 2z¢
wzgledu na odrzucanie. W analoglozny sposéb czytamy pozostate wy-
razenia.
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P

Nastepujace twierdzenia sg natychmiastowymi wnioskami z defini-
cji D1 1 moga Ja zastapié:

Ta, ye&Cn'XE=>XnCn{y}+§,

be yeCn’x¢=-—->\/ cyx € Cnd,
xeX

W dowodzie T1b nalesy odwotaé sig tez do AGT.
Nastepujace twierdzenie jest uogélnieniem reguty odwrotnej do
reguly odmania;
12, oxy€CndAyeCn’X =PxeCn'X.
Natomiast nie ma miejsca reguka odwrotna do reguky podstawiania,
gdyz teoria Tarskiego nie rozwaza systeméw, w ktérych reguka +ta
obowiazuje. Dla wykazania prawdziwofei T2 zaXdimy, Ze
cxy € Cngd, (1)
yecn’X, (2)
z (2) 1 ™Mb wynika istnienie takiego x,€X, Ze
oyx, € Cnf. (3)
Z Uwagd 1 (zoba Watep) wynika, %e

cexycoyx, cxx, € Cn P _ (4)

Ze wzordw (4), (1),(3) oraz T13!T otrzymjemy wzér

oxx, € Cnd. (5)
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z (5), T1b 4 uwagl, ze x,€X wynika teza twierdzenias
W jaki sposéb korzystawy z twierdzenia T2 pokazemy na przy

Xradzie dowodu twierdzeniat
726, oXy€Cn'X =2 nx, y€On'X.

Dowé d. 2 Uwagi 1 wynika, Ze ONXoxy, cycxy ¢ Cnd. Stad,
zatotenia twierdzenia i T2 wynika, te nx, ye Cn'X, :

Dowéd nastepujacych cztersch twierdzed podany jest w pracy [5].
Ze wzgledu jednak na zasadnicze znaczenie tych twierdzed dla dal= '
szych rozwader, jek tez ze wzgledu na to, Ze praca [5] jest trudno :
dostepna powtérzymy ich dowody w Dodatku. Podobnie dowody wigkszo~=
goi twierdzed zamieszczaé bedzlemy W Dodatku, zamiast w tekdcieNu-
mery tych twierdzen zaopatrzymy gwiazdkae

73%a, XCCn'XCS,
b. XCY ==>Cn XCCn'Y,
ce On'CnXcon’X,
e x€ Cn'x=;>\]{~,(:xcxm=c<>g/\ xeon’Y),

Wstawiajac wiec w aksjomatach AZT - AST  teoril Tarskiego w mlej=
sce symbolu Cn wszgdzie symbol Cn’ otrzymamy zdania bedace te—
zemi tej teoril wzbogaconej o definicje Di. Stad i z uwagl,Ze de=
finiensy D2 - D5 powstaja odpowiednio z definiensdw Diy = D4y
przez zastaplienie symbolu Cn symbolem Cn!, wynika nastepujaca
zagadnicza wkaonoéd tej ozefci teordi T, ktérg zajmjemy sie w
tym paragrafie.
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pwlexdzenie I, Jedllo jest dowolnym +iwierdzeniem
ogélnej teorii systemdw, w ktérym opréoz symbolu S i zmiemnych
wystepowaé moga tylko symbole

Cn, Syst, ~ , Aks, Nzl, (1)

to wyrazenie o’ » ktére powstaje z of przez zastapienie symboli (1)
odpowiednlo symbolami

cn’, Syst’, &', Aks', Nzl', (1)

jest twierdzenlem %eoril T,

Wyrazenie oo'nazywaé bedziemy primowanym odpowiednlkiem wyrazenia
e Twierdzenie odwrotne do twierdzenia I nie Jest prawdeziwe,gdyz
np. wyrazenie ‘

P4, Cn' (XUY) a Cn'XucCn'yY

jest jak to zostato wykazane w artykule [SJ prawdziwe, natomiast
wyrazen;e

Cn (XUY) = Cn XUCn Y

Jest fatszywe.

Wmyél T4 Ffunkcja Cn’ Jest funkcja addytywns. Gdy wigc pewna
hipoteza jest obalona na podstawie sumy dwéch zbioréw =zdad empi=
rycznych, to jest obalona na podstawie zdsr jednego z tych zblondwe

Bezpoérednim wnioskiem z T4 jest

T4a. Cn' {x1 ? x2. soey xn} = Cn'{x1}UCn' {XZ}UQ eo U Cn’{xx)} .
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Podamy teraz dwa przykiady primowanych odpowiednikéw twierdzen
ogbélnej teoril Tarskiego.

5, XUYeNzUAXa'Y=DXa Y.

Jed1i kasde zdanie odrzucone na podstawie zdad jednego ze zbiordw
X 4 Y jest odrzucone na podstawie zdad zbioruw drugiego 31 Zadne
zdentie zbioru XUY nle jest odrzucone na podstawie pozostatych
zdar tego zbiowu, Yo wmysl 15 X = Yo

26, XeNz)'==p (X € Aks'=p <K

Jed1li 2adne zdsnis zbloru X nie moie byé odrzucone na  podstawle
zdad pozostatych, to lstnieje skofczony zhlér zdal, na podstawie
ktérych odrzucone jest kazde zdanie zbioru X, wtedy i .tylko whe=
ay, egdy zblér X Jest skorezony. '

Podamy tersz kilka podstawpwyech twierdzer charakteryzujapych
Tunkcje ¢n’ 1 pojecia przy pomooy tej funkejd zdefiniowane.Twier=
dzenla te jednak nie bedg prdmowanymi odpowiednikand twierdzen te-
ordd Tarskiegos v

7. yeon {x}¢=>xe Cn{y} .
Twierdzenis %0 Jjest natychmiastowym wnioskiem 2 Die

T8, Cﬂ/ﬁ’ ‘—39-

Twlardzenie wyniks tatwo 2 Tia 1 méwi, %e Zadne zdanie nile

moze pyd ol

sunops nE podatanie zbioru pustego.
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19, yeln'xe=p\/ yen'{x}.
x€eX
pwierdzenie to wynika z D1 1 T7 1 méwi, %e Jakied uzdanie jest
odrzucone na podstawie zdad pewnego zbioru whedy 1 tylko wtedy,gdy
jest odrzucone na podstawie tylko jednego zdania tego zbioru.Wras-
nosé ta nie jest stuszna dla fumkeji Cno

710, On'E = 5¢=b\/ x€Cud.
XEX

W my$l tego twierdzenia na podstawie zdan pewnego zbloru X moZna
odrzucié dowolne zdanie wtedy 1 tylko wtedy,ady chocias jedno zda~
nle zblorn X Jest konsekwencje zbioru pustego albe co ha to samo
wychodzi, gdy chociad jedno zdanle bedyce konsekwencja r4‘:bioru pu=
stegd Jest odrzucone na podstawie zdafl zhiloru X

Dowéde 2 Usagd 1 (zobe Wetep) wynika, %e elementem zbloru
cn ¢ Jest zdande oxoyx. Jefll zatoiymy, %e elementem tngd Jest
e zdanie =x€X, %o na podstewis '.I?‘AZ!,_L, elementem tego zblomu
jost zdanie oyx, co w mydl T1b  daje, #e dowolne zdanie y€Cn'X,
2 wiee Cn'X = S. Zatdsmy teraz, ze¢ ¢n’X = S, Na podstawle Uwagi
1 exx€(nd, a wige w mysl A2y cux €Cn'%: Stad 12 T1b  wynika
jstnienie zdania x1€X9 %0 ecx:xx,!e Cnde Do gzbloru Cnd naleiy
wiec zdania cxx oraz COXER, 5 & zatem zgodnle z 1‘13T nalety tes
zdanie x1€7‘(. Dowéd T10 Jesl wiec zakorczony.

Latwymd wnioskani % 190 1 Uwagi 1 sg twierdzenia T10a i 400,

100, Gi},'{x} = 3Gt x€0ngd,

0, n M = 8,
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1%,  oxy€ Cndd=> Cn'{x}c Cn'{'y}G)

W myél T11 zdanie y wynika ze zdania X vwtedy 1 tylko wﬁedy“i;
gdy na podstawie zdania y mozna odrzucié co najmniej te wazyaeji
kie zdania, ktére odrzucié mozemy na podstawie zdania x, gdy :{1
nyél T14, zdanie y wynika ze zdanie X whedy 1 tylko wteaﬁi
gdy kazde zdanie wyprowadzalne na podstawie zdanla y Jest wypm?{
wadzalne na podstawie zdanla x. .
Natychmiastowym wnioskiem z T11 jest twierdzenie T11a.

TM1a.  oxy, cyx€ Cnf<¢=D Cn'{x} = Cn’{x},
T2*,  XE Syst<e=dl). /y\¢ x *¢ en{y}e

7biér X Jest wiec zbiorem domknigtym ze wzgledu na odrzucani
wtedy i tylko wtedy, gdy kazde zdanie tego zbioru moze wynikaé ty;
ko ze zdania nalesgcego do tego zbloru,

M3 . XeNzl=>XeNzY

Jef1i zadne zdanie zbioxu X nie wynika z pozostatych zdaf tef
zbioru, to Zadne zdanie zbioru X nie mole byé na podstawie poze
statych zdad tego zbioru odrzucons. Zauwaimy, %e implikacja odwrd
na nie jest prawdziwa.

4%, XUYE Nzl =D (AxnY<=D X ~'Y),

Twierdzenie to ustala pewlen zwiazek pomigdzy réwnowaznoscis dwédt_-.f.
zbioréw ze wzgledu na wyprowadzalnodé 1 odrzucanie. Inny zwia,ze__'rlf

6)

Przypominamy, Ze gwlazdka umieszczona obok numeru. twierdzenﬁ
nskazuje, e dowéd twierdzenia podany jest w Dodatku.
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pomiedzy tymi pojeciami wynikajscy natychmiast z '1‘14aT. T11a oraz
DZT i D3 ustala

715, {x}x{y} <= {x} ‘w'{y}.

§2, Zblory niesprzeczne 1 zupeine ze wzgledu na odrzucanie

Definiujac zblory niesprzeczne i zupeine ze wzgledu na odrzuca=
nie motna wzorowaé siq bads na definicjach D5, 1 DGT ogdlnej
 teorii systeméw Tarskiego, badZ teZ na twierdzeniach T‘HT i '.T.‘12,r
teorii T. Wybleramy druga z tych mosliwodci i dokgczamy do teoxii
i nastepuj\a‘ce dwie definicje:

D6.  Xe Nsp"<‘,-—-—‘>"'\:{ (x, nxeon X),

D7, X€Zp¥ <= /\ (xe0n'Xvnxeln'x).
X

Kierujemy sie tn nastepujacymi intuicjami: jedli na podstawie
zdaf zbioru X daje sie obalié chociaz jedna para sprzeoznych hi-
potez, to zbioru X nie zaliczylibydmy do niesprzecznych ze wzgledu
na odrzucanie zbioréw zdad. Gdybysmy natoiiast przyjeli primowany
odpowiednik D5y, to zhidr X mégkby byd, jak zostanie to wykaza=
ne péfniej, zbiorem niesprzecznym ze wzgledu na  odrzucanie. Na
przyktad jesli na podstawie zdad zbioru X sprzecznych ze zdania-
mi uzasadnionymi na drodze obserwacji meteorologicznych obalona
jest zaréwno hipoteza, #e w najbliZszych dniach bedzie pogoda, Jak
tes hipoteza, %e pogody nie bedzie, to zbidr X w mySl prayjeted
defin'ic;ji nie jest zbiorem niesprzecznym ze wzgledu na odrzucaniee
Gdybydmy zad przyjeli jako definicje Nsp' primowany odpowliednik
D5T. dla niezaliczenia zbioru X do zbioru Nsp’ kon:‘:ecznym byZom
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by odrzucenie na podstawie gbioru X wszystkich par hipotez
sprzecznych, €O wydaje sie sadaniem zbyt mochyme Zauwazmy tes, Ze
przyjeta definicja zachowuje nastepujaca wasnosé, ‘ktérg na pewno .
posiada primowany odpowiednik D5n! jedlL Y Jest zbiorem zdad |
uzasadnionych dodwiadczalnie 1 ktérych negacje tworza zbiér X, %o
% nienalezenia zbioru X do Nsp' wynika, Ze wSréd zdafl zbioru X
gg zdania fatszywes GAYbY bowiem wazystikle zdania zbijoru XY ‘byty
prawdziwe, 10 wezystkie zdania zbioru X bykyby fakszywe i na ich
podstawie nie moglybj byé odrzucone dwie hipotezy sprzecznde

Zwigzek pomiedzy przyjetq,definicja Nep’ 1 primowanym odpowied-
nikiem DST charakteryzule twierdzenie

716, XeNsp =>0n X# S,

jak tes to, ze twierdzenie 716 nie daje sie odwrécié, co wykazemy
pbinieds

Przeprowadzimy dowdd 6. W mysl przyiete] definicjl
zbioru niesprzecznego ze wzgledu na odrzucanie 1 2 zatozenia twien
dzenia otrzymrjemy

- “’v (x' nxe Ch’x)a (1)
X

2axétmy niewprost, %0

CW X = S. (2)

Z Mg 1 A9y wynika, %e do zbloru S nalezy dowolna para zdan
sprzecznyche Stagd i wobec (2) dowolna taka para nalety do gzbioru
cn' X, co przeczy wzorowl (1), ,

Przyjmujac definicje D7 kierujemy sie intuiocja, Ze zbidér 1
zdaf empirycznych jest zupeiny ze wzgledu na odrzucanle, gdy z kai

dej pary hipotez sprzeoznych oo najmniej jedna jest obalona na pod
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gtawle zdai zbioru X. Gaybysémy natomiast przyjeli jJako definicje
primowany odpowisdnik definicji DGT, o zupeknym ze wzgledu na
odrzucanie mégiby byé zbiér X, nie spetniajgcy tego warunku, gdyZ
jalk wykazemy péiniej nie zachodzi twierdzenie odwrotne do

M7. X€ _Zpl’-——"-,>/\ ' xu{x} ¢ Nep.
xgln X

Przeprowadzimy  dowdéd 7, 2 zatozenla twierdzenia i
przyjete) definicyi zbloru zupeinego ze wzgledu na odrzucanie wy-

nika

/\ (xeCn'Xvnxe Cn'X). (1)
x

7axé2my dodatkowo, %e dla dowolnego lecz ustalonego zdania x
pd ¢ Cn’X. (2)

Stad 4 wobec (1) nxe Cn'X. W myél wiec T3a, b x, nx€ Cn' (Xu{x})
co dowodzi, Ze zbidr Xu{x} nie jest zblorem nlesprzecznym ze
wzgledu na odrzucanie,

Wykazemy podajac pewns interpretacje, Ze wyrazenia odwrotne ' do
™6 1 T17 nie wynikajes z sksjomatdéw i definicji teorii T

Niech 8§ bedzie zbiorem wszlystk:i,ch oiﬁ}%éw pleclowyrazowych, kté=
rych plerwsze cztery wyrazy sa zerami lub jedynkami, zad wyraz pie
ty jest dowolna liczba haturalnae Widooznym jest, Ze zbidr S jest
mocy ¥, » Elementy zbioru 8 oznaczaé bedziemy matymi ldterami  Za=-
olriskimi ze wskafniksmi u dotu. Kolejne wyrazy clagn ay ozpacza-
ny

ad1' ajZ' aJB' 334. ajsa
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WprowadZmy dwie pomocnicze funkcje I 1 € wyznaczone przez nastepu
jace réwaodois

nos=1, M =0

oraz

€00 = 1,€01 =1, €10=0, €11 =1,
Negacje interpratujemy w nastepujacy sposdbs
(1) by = N(ak) wtedy 1 tylko wtedy, gdy

0 N ;
1°,  dla kazdege 1<i<4 b;]i =naki.

Implikacji przyporzadkowujemy funkcje
(11) dj = C(ak,’bl) wtedy 1 tylko wtedy, gdy

o . . -
19,  dla kazdege 1< i< 4 dji cakibli’

0
2 0 djb- @ bl‘)

Niech X jest dowolnym podzbiorem zhioru S . Funkeje Cn interpre-
tujery jako funkcje W okredlona w nastepujacy sposdb:

(11T) 'K;i eW X wtedy i tylko wtedy, gdy lstnieje podzbidr
skoficzony Y = {;«;1, Ypronss yn} sbioru X taki, ze
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1%  dla kazdego 1< i< 4
€., -

2%, de jest dowolng liczbg naturaln 7).

Podane definicje zilustrujemy przyktadami.
N{1, 0, 1, 1, k) = (0, 1, 0, 0, k)}
cl(1, 0, 1, 1, k), (0, 1, 1, 0, 1)) = (0, 1, 1, O, 1);
(1, 0, 0, 0, 8 € W {(0, 1, 0, 0, 5), (1, 0, 1, 0, T)}s
gdys
€0C11 = 1, €1CO0 = 1, €COC10 = 1, COCOO = 1,
7 definioji II 4 III wynika wnlosek

(Iv) Cla,,b,) € WP<l==> /\ a ., by,

k'l 1g'1g4 ki 11

Wykazemy przyktadowo, Ze aksjomaty A4T 1 A8
dang interpretacje.

P spetniaja po-

(v) WWXc WX,

Dow dé de Zakéimy nlewprost, Ze dla pewnego xk spetnione &
warunki:

x e WX, (1)

T)Nie wykluczamy przypadku, gdy zbidr Y Jest zbiorem pustym. W
przypadku tym wyrazenis 10 reduluje sie do wyraZsnia xji = 1,
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E

xk¢ W Xe (2) |
5 gatodenia (2) wynika, e dla kazdego ekoficzonego  zbioru ¥ =
] {y1. Yps eoes yn} bedacego podzbiorem zbioru X istnieje takie
131 4, %0 cyucyzic...cynixki = 0. Stgd wynika latwo, %e dla
dowolnego vdex 1 pewnego 1< 1144 Jest

xk:1.1 «0 1 v;]i1 = 1o (3)

7 zatozenla (1) wynika istnienie taklego skoriczonegq gbioru Z =
s{z1, Zoy eees z]'n} bedacego podzbiorem WX, e dla kazdego
1<1i< 4 jest 021102210"°czmixki = 1s Stad 1z (3) wynika, Ze

Tstnieje takle 1€1,<my Ze = O (4)

1 2.4

1™

Poniewas Zy € Z, wiee 7, e WX,
1 1

Ze wzoru (III) wynika zatem igtnienie taklego skoficzonego  zblom
U= {u1.112,...,us} bedacego podzbiorem zhioru X, Ze

CessC0 = 1s

cu
A ! 4

01121

%
1 si1 11 11

P

Sted i z (4) wynika, Ze

Tetnieje takie 1<t <8, Ze = O, (s

u
t:i.,‘
wsory (3) 1 (5) ea sprzeczne, gdys uw, Jest elementem  zbiox

Uc X.

(v1) w{a, pow{y (a )} = W8
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/’-—’—_
powbde Ze wzoréw (I), (ITX) (zob. odnoénik 7) wynika, ze

astepuiace cztery wyratenia sa réwnowazne:
n

Xy € w{ak}nw {N (ak)},

'f\ (ca, . x,,#1ACNa x., = 1)
iI<i<4 B Ji . Yt i '

g x,, ui
1</tgs T

xj € '§.

g péwnowaznofci plerwszego i czwartego spodréd tych wyrazed wyni-
ka (VI).

Latwo sprawdzié, Zze w podanej interpretacji speinione sa 16w=-
niez wazystkie pozostaXe aksjomaty taorii Ts

Podamy teraz interpretacje funkeji Cn’, prayporzadkowujac jej
funkcje W', ktéra na podstawie T1b moZemy okreslié w nastepuja-
¢y sposéb:

(v1I) x € W'X@\/ C(Jﬁc' yl) e wd.
‘ ¥,€X '

|Stad 4 z (IV) wynika

(vIm)  x, e wWxe=>\/ A Yaso
J Vex 1<iig e ¥
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Wykatemy, %e dla zbiomu X = {(1, 1, 0, 0, 5), (0, Os 14 1y 5))
wyrazenia

@ Wx/8 1 v, Ny ) ew (xuix })
/"\k ¢ wx \{1  Chaa i {=)

ss prawdziwe, fakszywe natomiast sa wyrazenia:

R oV me ¥ (xk)evi'x i /\ (x, € W’va'(xk)elw’x).
" *x '

Zauwatmy, e wyrazenia
xcWx i xcy=p>wxcwy
sq prawdziwe. Zaprazmy dalej, ze
N (1, 1, 0, 0, 5) = (0, 05 1, 1, 5)e

% uwag tych wynika, %Ze pierwsze Zz wyrazeh (B) Jest faXszywe, 2z
wyrazenie \4 Tpo N(yl) e w(xu {xlj) jest mwawdziwe dla dowoln
go clsgu xk: a tym samym dla ciagu X ¢ Ww'X, Prawdziwe jest wi
drugie spodréd wyrazed (&). Ze wzoru (VITI) wynika, - %e do zbic
WX nis naley oiag (0, 1, 0, 1, 5), and tez oiag (1, 0y 1y O

bedacy jego negacisme Wynika atgd prawdziwodé plerwszego spodréad

razed (&) 1 Pakszywodé drugiego sposréd wyrazed (8).

Sted, %Ze pierwsze 7 wyrazen (¢) jest prawdziwe, & pierwsz
wyrazed (B) fatszywe wynika, ze falszywe jest twierdzenie odw
ne do T16, Fakszywa jest réwnies implikacja edwrotna do 7,
zdyt prandziwe jest drugie z wyrazedr () 1 réwnoczesnie fats:
we drugie spodréd wyrazed B).
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R

TPo, %e wyrazenie T16 nie daje sig odwrécié jest jak wspomi=-
palidmy argumentem przemawiajacym za przyjeciem D6 za definicie
Nsp’es Jedli bowiem X jest zbiorem pewnych zdai empirycznych 4
ich negacji, a wiec zblarem zdai nie besdacych tezaml klasycznego
rechunku zdasi (zobs T4y, rozdziak IV), %o W mysl T10 Cn'X # S,
Gdybysmy za definicje Nep’ przyjeli primowany odpowiednik D5T
wéwezas zbiér X nalesakoby uznaé za hiesprzeczny ze wzgledu na
odrzucanie, choé elementami tego zbioru =g zdania sprzeczne.

Podamy przylkkadowo trzy twierdzenia, w ktdrych wystapig symbole
Nep’ i Zpke Twierdzenia te powstaja z twierdzer ogélnej  teorii
systeméw Tarskiego przez zastgpienie terminéw nieprimowenych ter—
minami primowanymi. O prewdziwodcl tych twierdzed nie mozemy jed~
nak wnioskowaé na podstawle twlerdzenia TI, gdyz twlerdzenie to
nie obejmowato texrminéw Nsp’ 1 Zpt’.

78, X € Nsp’ AYC X=D Y € Nspo

Kazdy podzbidr zbioru niesprzecznego ze wzgledu na odrzucanie
jest wige w mydl T18 zbiorem niesprzecznym ze wzgledu na odrzu-
canies

T19. /\ (X< ¥, =DXeNsp’) ==Y € Nsp’s
XCcY, ey

Prierdzenie T19 méwls Ze 2bidr jest zhiorem niesprzecznym e
wzgledu na codrgucanie, jedll kazdy jego skodczony  podzbidr jest
zblorem niesprzecznym ze wzgledw na odrzucanie,

720, X € Zp¥ AXCY ==Y e Zpth
W uydl tego twierdzenia kazdy nadzbider zbioru zupeinego ze wrgledu

ha odrzucanle jest zbiorem zupeinym ze wrgledu na odrzucanie.latwe
dowody T18 = T20 pomijamys
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Interesujace jest, 2o wazystkie wazniejsze twierdzenia ogdlnej
georii systeméw Tarskiego dotyczace zbioréw niesprzecznyech 1 zu=
peinych majs swoje odpéwiedniki w teorii T wzbogaconsj o definie
cje I 4 D8.

§ 3, Zdanla sprzeczne

Definiojs zdania sprzeczhnego = danym zdaniem X ma nastepujg~
cg postad;

DB, ym'mm::.’{:»/\ (z # nz /\y-nx)\/xﬂny-
z

Popramnodé te] definicji gwaraniuje A10,j.,s
Sens intulcylny wprowadzonego pojecla wyjedniaja nastepujace
twierdzenia:

T21¢ ']IDCHX,

maz, /\ (x # nz)==2"1%X = n%.
%

8a one prostyml wnioskami % pmyjenej delfipicidie Zgodnie 2z tymi
pwlerdzeniaml, zdanie mprreczne npe 29 zdaniem *pade deszoz" Jest
identyozne e wdanisnm "ais pada deszoz”, zdanie va$ oprzeczne ze
sdanien Yale pada desuez® jest ldentyczne e zdaniem "pada deszcz'

Podany bewas kilika dalgayeh wkasnoded adad aprzecznyohe
f‘»\-iu'i":’* WY 3y TS
W3 e CURIRe SIEAX & Lnfde

Nisce dzusszy dowdd tego twierdzenie podajemy, %sk Jak dowody wigle

szodcd mwierdzet, w Dodathue.
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stad, %e regula ekstensjonalnogci jest regulg wtorng kla-
gyoEnego rachunku zdad i z Uwagl 1 (zob, Wstep) wynika, Ze je
414 pagtepujace wyrazenie Jest twierdzeniem teorii T

% (x), oxy, cyx € Cnd,
|
to' P (v) € Cnd, przy ozym 9 (y) oznacza zdanie, ktére powstaje z
:‘p(x) przez zastgplenie na wesystkich Jub tylko niektérych miej=
loach zdania X przez zdapie Y
Stad 1 z T23 wynike

Uwggla 2, Jefli wmdanie ot powstmje zo zdania g, ¥ itbdrym opréoz
ennych wystepowaé Moga oo najwyZe symbole "e¥ 1 n% przez
gtgpienie symbolu ‘'m" symbolsm wano tg  gdande " &lng"  jest
;;twierdzeniem teorit T whedy i tylko wtedy, ady tolerdzenlen e
Eteorii jost zdanie "ge Cad".

¥

‘ T24,  On {1x} = Cn {ux},
? be Cn {“ax} = On’{nx}o

-?243 jest natychmiastomym wnioskiem z T23 i1 '.L‘MaT, T24b nato-
%ias’ot z T23 4 T1im. Twierdzenla te mdwia, e te i tylko te zda-
i:ia sg wyprowadzone (lub odrzucone) ha podsgiawie zdanla sprzeczZne~
\"Eo- ze zdaniem x, kbdre 'sm, wyprowadzaalne ilub pdrzucons), ha pode
Btawie negacyl udanla o

po¥a,  x @ (nid=D nx € Ok

e Sl N

be 1 & O EdmDrax € On'Xe

mesye

-Zmyél 1258, b zdapie spresozne % dowolnym wdaniem X moze  byé
i-'@prowadzona {Iub sdrzucons) na podstawle dowolnegs zbloru zdafi X
1
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wtedy i tylko wtedy, .2dy na podstawle tego zZbioru moze byé Wyprow
wadzona {(1lub odrzucona) negacja zdania X

126%a, 11x € Copi<=>x e CnX,

b. “1xe€ Cp X<=>x ¢ Cn'X,

T2Ta, ye Cn'{x}¢=">f1y e ch{-lx},

be ye on'{x}a=bx & Cn' iz}
6 JE€ Cn'{x}¢'=:>nx e Cn’ {ny}.

Podajemy dowdd twierdzenia T27a.Z Uwazl 1 wynika praw.

dziwoéé wzoru

coyzonxny, oconxnycyx e Cng . (1)}
7 Tb wynika nastepujgoa rénaowainodés

y € cn’ {x}@oyxe Cnde (2)3

7 (1) 4 sted, %e zbibér Cn§ Jest domkniety ze wzgledu na ToguL§
odrywania (T13T) otrzymujemy réwnowaznosé

cyx e Cng<= onxny € Cnd. (3}
Yobec AGT mamy
onxny € Cnd <—=>ny e Cn{nx} (4}%

Kolejng réwnowaznodd

ny € Cxi{nx}¢=>‘1y € 0n{1x}

otrzymujemy z T24a 1 T25a.
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géwnowaznoded (2), (3), (4) uzasadniajs twierdzenie.

pwierdzenie T2Tb Jjest wnioskiem z T27a 1 T7, twierdzenie
:zag 127c Jest wnioskiem z T24b, T25b 4 T2Tb.

gdefininjemy zbiér NX, lktdry nazywaé bedziemy negacia zbiom X,

M. %8 M= e X
7, podans] definicji i T21 wynika

128, nx € NX<==p>x € X.

129, [\ % #ne=p>(x ¢ X<=t>x, mox ¢ WVK).
pA

g, twierdzenia “tego wynika, Ze do zbiloru bedacego negacja jakiegod
zbioru'nalezeé moge nie tylko zdania bedsce negacjami zdex tego
zbiorw, lecz réwniez zdania nie rozpoczynajace gie od negacji. 2
twierdzenia tego wynika réwniez, ze do zbioru NN{x} naless zda=~
pla x 1 nnx, o ile tylko zdanie' x nie rozpoozyna sie od nega-
cji. Mozna takze wykazaé, Ze przy tym samym zaozeniu zdania Xy
nnx  naless do zbioru N{nx}.

Podajemy dowéd T2%9. Zatdzmy najpierw, Ze x € X. Stad
iz 128 wynika, %e nx € NX., Poniewaz zaé z zakozenia twlerdzenia
i P22 wynika, %e 11X = nx, zatem do NX nalezy rdwniez =zdanle
1x. Stosujgo raz jeszcze definlcje D9 otrzymamy, 26 x € NNX. 2
zaXozenia, %e XEX poprzez dwukrotne zastosowanie 128 otrizyma-
my, %e do NNX naleizy takze zdanie nnx. Zakézmy teraz,’e nnxeNNZ.
Korzystajgc znéw dwakrotnie z 128 otrzymamy, %e X €X.Wnlosek ten
kodiczy dowdd twierdzenia.

Natyohmiastowym wniloskiem z T28 jest twierdzenie

230,  {nx} c N {x}.
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moa. |\ x#na=> {3 =¥ {h .

be /} x # nz = {X, OOX} = N {nx},

co V x = g ==b> {uox} = N {nx}e g

z !

T30 wynika z T30, D9 i D8, w dowodzie twierdzed -T30b i T30¢ ]

wykorzystujeuy ponadto A10p 1 722

7 twierdzed T30a-c wynika, Ze zbiér N{x} jost nlepustym, 60
najwyse}j dvq\;.elementowym zhiorem zdate |

7 twierdzed T28 1 T30 oraz D9 wynikajs nastepujace twier—

dzenia:

p31a. N (XUY) = NX U N,

b. N (X\Y) = KX\ FYe

ri2a.  NEydaxyeX (xufshs
pe: N (X\ECH CNE S {nx)e |

3. X cYy=>NXCN
Twierdzenia ‘te oraz

23,  On'NNK = Cn'X = NNCA'X

mja,\ charakter pomocniczye

N'astqpuja,ce ywierdzenia podaja pewne zwiazki pomiedzy funkojami
tn 1 cn’e

5®, XHF=2 Nendccn'Xe
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e

7 twierdzenia tego wynika, %e kasda kontrteza rachunku zdad jest
odrzucona ze wzgledu na dowolny niepusty zbi6r zdari, podobnie jak
kazda teza rachunku zdal nalezy do kdnsekweno;ji dowolnego =zbioru,
w tym réwnlez pwa1;ego8 .

136, X=$ ==>CnCn'X = S.

Podajemy dowéd tego twierdzenla.Niech x bedzie dowolng tezg rachur
ku zdaf.Stad z Uwagl 1 1 A3, widaé, %e x€CnCn'X. Z zatoZenla
twierdzenia, T28 41 T35 wynika, 26 nx€Cn’X. Tak wiec w mydl
A2, x4 nx ¢ CnCn'X. 2 Lo Ay AT, 1 A2, wynika, Ze CnCn'X = S,

137*, NCu'NX © CnX.

flazne to twierdzenie zilustrujemy przyktademe Nisch X bedzle zbio-
rem zda¥, o prawdziwodcl. ktérych przekonalismy sie na drodze do-
éwiadczeniaes Zbiér NX jest wiedy szbiorem =zdar eprzecznych z do=
gwiadozeniem, Do zbioru wige Cn'NX nalezé, wszystkle hipotezy od=
rzucone ha podstawie zdad zbioru NX. Do zbloru NCn' NX  nalezy
katde zdanie sprzeczne z hipotezg. W mysl wiec T37 kazde ftakie
zdanie jest wyprowadzalne ze zhioru X zdaid potwierdzonych przesw
doSwiadczenies

r38*, Cnfx} = WO {nx} = NCn'W{x}.

¥ praypadku wlge zbioréw jednostkowych w 137 znek inkluzji mozna
zastapié znekiem réwnosci.

8 ) :
)Kontrtezami logioznymi nazywamy wyrazenia sprzeczne z tezami lo-

gicznvmd.
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‘p3g¥, X € Nsp =D CnXn Cp'NK = Do

Twierdzenie to z4lustrujemy zndw przyktaden. Niech X bedzie zblo-
rem zdafi, ktérych prandziwodé zostala potwiexrdzona przez doswiad=
czenies NKaturalnym jest zatotenie, %6 zbibr ten jest niesprzeoziye
Zhiér KX Jest wtedy zbiorem zdaf sprzeoznych z doswiadczeniems
W my§l T39 ‘fadne zdanle nie moze wynikaé ze ndaX zbiorn X i
réwnoczednie byé odrzucone na podstawle zdaf zbioru NX.

Podamy z kolel pewne zwiazki pomiedzy pojeciami Syst, Nzl,N8P,
7pt a pojeolami Syst’y Nzl Nep', Zpt'e O Jednym takim  zwiazku
méwd T13e

p4o¥a. X € Syst=>NEE Syst' s

b, NX€ syst =X ¢ Syst’s

r4t*a. X € Nep=PNXE Nep',

b, NXE Nep ==>X € Nep' e

pagta. X € zp¥==>NEE 7p,

b, NXe Zp¥ ==> X € ipks

nif*a, TXe MY => X e Nzl

b, NXe NAl==>X€ Nzl e

Podamy teraz dwe twierdzenia, Ik ére méwig O systemach zupeinych i:
systemach zupeinych ze wzgledu na odrzucanie. |

44*as X € Zpk n Syst V NXEZpLN Syat =X, NKE ZREN 72’ |

be X €2p¥ N Syst’V NXE Zpk’ N syst =X, NX€ Zpk N %pE’ o
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PR

Nastepujace twierdzenie ma tre$é zbliZons do twierdzenia  ILin-
denbawma

145. Xe Nsp=>)\/ (NXCY A Y& Syst'nisp’n zpt’),
Y

.

0 ile przyjmiemy, Ze zbidr X jest zbiarem zdexi potwierdzonych
przez doéwiadc_zenie {0 takich zbiorach zakkadamy, %e sg hiesprzecz-
ne), tow mjél P45 dla zbioru bedacego negacjg zbioru zdad X,
a wiec dla.zbloru zdah sprzecznych z doéwiadczeniem istnieje nad-
Zbiér niesprzeczny i zupeiny ze wzgledu na odrzucanie bedacy sy-
gtemen ze wzgledu na odrzucanies

Dowéd Tase 32 twierdzenla Idindenbaums i z zaXoZenia dowo-
dzonego twierdzenia wynikajg wzory:

¥, € Nep n Zpk N Syst. (2)
7 pilerwszego wzoru na podstawie T33 wynika, Zze NX C NY1. Ze

wzora druglego oraz twierdzed T41a, T44a 1 T40a wynika, Ze

NY, € Nsp'n Zp2 N Syst' .

1

¥niosek ten kodezy dowdd twierdzenla.
Jak sie zdaje nastepujace wyrazenie bedace dokiadnym odpowled-
nikiem twiexdzenia Lindenbauma

X & Nsp =£>\/ (X CYA Y€ Nsp’n Zpk’n Syst’ )
¢

rie jest tozg systemu T.
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§ 4. Zdania alternatywne 1 koniunkeyjne

Podajemy definicje uogélnionej alternatywy 1 uogélnionej koniunl
cjis

D10a. a(x1) =X,
be alx, xz.) = 01X, Xy
Ce a(x1',x2,...,xn+1) = a$x1§(ngopo.Xh+1))l

zdania XqeXpeeses¥y nazywamy sktadnikami alternatywy alx, 1%,

...,xn).

D11a. k(x1) = X
be k(x1.x2) = NCX Xy

Ce k(x .xa..oogx ) = k(x ok (ngon..xn+1))

zdania X,s¥yeeeesXy nazywamny cz:ynnikami koniunkeji k(x 19000
xn). "W czgdciach be tych definicil wystepuje obok symbolu n"
gsymbol wqn, . Dla rozwazal tego rozdzisu zastgpienie w zwykle mzyd
mowanych definicjach alternatywy i koniunkoji gymbolu "n" symbolem
nIn pie jest istotne. Dla dalszych jednak rozwazah zmiana ta jest
konieczna.

T46a. cxalx,y) € Cnd,
b. oyalx,¥)€Cnd,

0. coxzecyzoalx,y) z € Cnd,



Teoria zdand odrzuconych - 39

de ckl(x,y)x€e Cnd,
es ck(x'.y)y € tnd,

f. oczxcezyezk(x,y) € Cnd.

Wyrazenia, ktérych dotyczy T46 dotaczone do aksjomatéw kla-
sycznego implikacyjno-negacyjnego rachu;ﬂm zdad daja, jak wiadomo,
uktad Aksjc‘nnatéw systemu, w ktérym terminami pierwotnymi sg impli=-
kxacja, negacja, koniunkcja 1 alternatywa. Stad, z Uwagl 1 1 T13T
wynikd ‘

Uwaga 3e Jefli of jest wyraseniem, w ktérym oprécz  zmiemnyoh
wystepuja co najwyzej symbole "o", '"m", “"k" i "a", to wyrazenie

$€Cnd

jest twierdzeniem teorii T wtedy i tylke wtedy, gdy of jest pod-
stawleniem tezy klasycznego rachunku zdad o terminach pierwotnych
implikacji, negacji, konlurkecji i alternatywy.

Udowodnimy przyktadowo T464d. Poniewaz wyrazenie cnexnyx  jest
teza: implikacy;jno—negacyjnego rachunku zdafi, jest ono wiec w mysl
Umagl 1 réwnies elementem zbioru Cnd. Z Uwagl 2 (rozdz. I, §3)
wynika, %e elementem tego zbiorun jest rdwniez wyrazenie choxlyx.
Stad i z D11b wynika wzér 464

Z Uwag 2 1 3 oraz z definicjl uogdlnionej alternatywy 1 uogélm
nionej koniunkeji wynika natychmiast

Uwaga 4. Zastepujac w dowolnym wyrazeniu nalesacym do Cnd, w
ktdrym opréez zmiennych wystgpowad moga symbole "n', "I, eV, taf
i "x", symbol "n" symbolem "7" lub odwrothle ofrzymijemy wykazenie
nalezsce réwniez do Cnd.
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7 A6y T46, Tidq T3, oraz ze WzOru exeyk(x,y) €Cnd wynik:
jacego z Uwagl 3 otrzymujemy nastepujace twierdzenia

m47a. Cn{a ()} = On {x}non {r}
be On '{k (x.y)} = Cn {an}o

Pwierdzenia te naleza do aksjomab 6w podanych przez Weho Pogorzel~
skiego w pracy [8] 1 méwig o zwiazkach pomledzy zbiorami konsek=
wencji dwéeh zdan oi-az zbioraml konsekwencji alternatywy 4 konfunk
¢ji tych zda. Nast¢pne natomiast twierdzenié omawia analogiczne
wkasnodcl zbioréw zdahd odrzuconychs

Taga. Cn'{x,¥} € en’ {a(x.y)};
be  On' {k(z,¥)} = en' fx}n on” {y}e

pwierdzenie T48a wynika z T46a,b, T191 oraz T4a.

Podajemy dowéd T48bs Niech z € Cn{k(x,y)}. Warunek ten ne
podstawie T1b jest réwnowasny wyrazeniu czklx,y) € Cn & , ktdre
z kolel jest réwnowazne na podstawie  T46f, 3, 4 wzorde
cezkix,ylezx € Cn @, cczk(x,y)ezy e Cn § wynikajgoych 2z Uwagl 3
wyrazeniu ozx, ozy € Cnde.

Wyrazenle to jest réwnowaine: ra podstawle T1b wyrezenin

z € Cn' {x}Az€ on’ {y}s co kofezy dowdd twierdzeniae
1%, oo {y} n o' {ny} = O {ncxx}= NORF.

7 twierdzenis tego wnioskujemy, Ze zbiér zdad cdrzuconych na pod
stawle pewnego, zdania i Jednoozefnie na podstawle Jego negacy:
zawiera wszystkle komtrtezy logicznes Zauwaimy, %e podane twierdz
nie nie powstaje z ABT bogatszej teoril systeméw preez zastgple
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:xﬂé eymbola Cn synbolem Cn’y ma jednel tred¢ sblizons do te-
Ego aksjomatue

‘Nastepne twierdzenie odgrywa zasadniczs role w dowodaeh wielu
fdalszych twierdzer.

Tso*l cn {x1‘x2’o.o'xn} = NCn’ {nk(x1 ’xz..lt.xng} L

@ NChn' {a(nx,l .nxe,...,nxn)} e

* ‘Wprowadzimy teraz dwa nowe pojecilaz pojecie zbloru  wsezystkich
alternatyw 1 pojgcie zbioru wszystkich koniunkeji, zbudowanych ze
zdatt danego zbioru X

D12. AX jest zbiorem wszystkich altermatyw w sensie D10,
zbudowanych z réénych zdai zbloru X.

Di3, KX jest zbiorem wszystkich koniunkejl w seneie D11,
zbudowanych z »éinyeh zdad zbioru X.

Kilks dalszych twierdzed, ktére podsjemy ma charakbter pomocni=
czYs

T518. X C AX,
b. X C Y<=DAX C AY,
c.  AX U {x} c Alx U {x}),
de  Kfx} = {x}.

jTﬁiérdzenia te wynikaja atwo z D12 1 D13,

52%5,  Cn AAX = On' AX,

be  Cn/ ANNX = Cn' AX.
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Pierwsze z tych twierdzed ma zwigzek z praiem tacznodci alternaty

wy, drugle 2 prawem podwéjnego przeczeniae
7530 Cp’ ANX = Cn’ NKK.

wwierdzenie to ma zwiazek Z prawem.De Morganae
Podajemy dowéd T53« Niech Y€ ANXs 2 D12 wynika  istnien

takiego ¢iagu 21,22..,..zn§ ze
y= a(z1,22,.u.zn) (
21.52,000"2n€ NX. {

Stgd zad 1 z DI wynika, Ze

1240 7%

2 ..ao'-'lzn € X.

1

7e wzoru (1) oraz Uwag 3 1 4 otrzymjemy
Oynk(-]z,\"\zz’.nc.-lzn) € Cn@.

Niech clag ¥q» Yooy bedzie cisglem wszystkich réznych z

ciagu 1z1.1z2..}.,1zn9 Stgd-praz z Unag 3 1 4 otrzymijemy Wz ory
cnk(’1z1,’\zz,...,'1zn)nk(y1,y2,...,ym) e Cnd,
ccynk(1z1,1z2,a..,1zn)ccnk01z1.ﬂzz...;.1zn)nk(y1,...,ym)

Oynk(y,"ooo.ym) e Cn§ °
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R
‘e wzoréw (4)' (5) i (6) oraz 1\13.'1‘ mamy

Oyl'_lk(y,‘.ya'coo._ym) e Gnﬁ. (7)

7 okreflenia oiagu yi,yzg..-.ym,' z D13, (3) 1 28 wynika, Ze
L
BTy 9T p000097,) € NKKs (&)

§ead, z (7) ovaz Tb otrzymjemy inkluzje ANXCCn'NKX, co W
| ayél T3byc daje, e CnANXCCnNKE.

© . podobny sposéb przeblega dowsd inkluzji odwrotneje Twierdzenie
. 753 Jest wigo prawdziwe.

‘Podamy teraz twierdzenia, ktére ustalajq zwiszki pomiedzy funk-
\ ojemi Cn 1 On'.

154, X#$ === (OnX = NCn' ANX = NCn' NKK).

Dow 6 de Niech y€CnK., Na podstawie zaloZenia twierdzenia i

A,BT wnioslujemy, Ze istniejs takle rdine zdania X 0Xyp0009X 9 %e
x1.x2.o.o.xn € X. (1)
'y € Cn{x1 .Ia.oon.xh}:} . (2)

E Z (2), 750 £ D9 wynika, Ze
1y € Cn’{nk(x1 .ngooogxn)}o (3)
§Z (1), D13 1 P28 wynika, %e

nk(x1,x2,...,xn) € NKX{. (4)
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Ze wzordw (4) 1 (3.)' oraz T9 otrzymujemy

1y € Cn' NEX,
Stad za§ na podstawie D9 . mamy

.y ¢ NCn/ NKX.
Pak wiec udowodnilidmy inkluzje

GnX ¢ NOx NKX.

7akéimy teraz, %e
% € NCn'ANX.
Na podstawle D9 mamy

-4z € Cn’ ANX.

Na podstawie T1b 1 D12 wnioskujemy, e istnieje takle zdanie
i taki cisg zaaﬁ u1,u2'oo."'llk’ ze

v - a(u1 ;”ﬁz/,....uk),
W etypecs ,u&c'e ¥X,
owza(u1 .ua,...,uk) e tndo
. 76 wgoru (12), T21 oraz Uwagl 4 wynika, 2e

crzalnmuy,y muz,...,muk) eonde.
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Tak wiec
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5.58 gori tego i T1b otrzymijemy, Ze
9z € Cn'{é(n1u1,n1u:2.o-.,n‘luk)}. (14)
stad gad 1z D9 widzimy, Ze
% € Ncn’{a(n1u1,n1u2....,mukﬁ}. (15)
e WZOYL (11) 4 D9 wynika jednak, Ze
Ty Wpgeeey Ty € X, (16)
a nigc w mysl T50, A3, oraz wzoru (15)
2 € CnX. (17)
NCn’ ANX C CnX, (18)

76 wzopu (7) i (18) oraz T53 wynika jus twierdzenie.
7 aksjomatdw AZT, ABT, MT oraz 2 Uwagl 1 wynika, ze

BN

OnX = Cn(Xv {oxx})

Ze}l-};wzoru tego oraz twierdzed T54 i T53 natychmiast wynika

755, OnX = NCn/AN(XU {eoxx}) = NOn'NK(XU {exx}).

:_;Z{twie:cdzeri 755 4 T30a orasz D12 obwzymujemy twisrdzenie

156, . Cn¥ = NOn' {nexxy.

T57s  CnX = NCn'(ANX U {nexx}) = NCn'NUKXU {cxx]})e
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Dowéde 7 twierdzed T49, T3b 1 T4 wynika, Ze
148 ==> on' X = on' (XU {nexx})e
Ze wzoru tego 1 T54 otrzymujemy
X= == CnX = NOn' (MK U {nexx} ).
7 twierdzenia T56 oraz defimicji D9 4 D12 wynika, 2e
X = § ===>CnX = NCn’ (ANXU {noxx})e
Wobec wzoréw (2) i (3) zachodzi wzdr

CnX = NCn’/ (ANX U {noxx})e

Prawa strona réwnodei (4) Jest identyozna z NCn' (NKE U N{exx} )y ool
wynika 7 twierdzed T4, T53 1 130a, a ghidér ten z kolei jest :Lden-
tyczny ze zbiorem NCn N(KX'U {exx]) na podstawie twierdzenia T31a.
Tak wiec 3

A
OpX = NOn' (ANE U {noxx} ) = NOn'N(KXU {oxx})e

e . ]
b

Twierdzenia T55 i 157 wskazuja w jaki sposéb funkcje Cn moznla;

it
zdefiniowaé przy pomocy funkeji Cn’ . 7 uwagl tej oraz trzech dal<l
szych twierdzer skorzystamy w rozdziale ITL. i

6%,  x,y € OnX===%>a(x,y) € Cn’AX, :
159%.  k(x,y) € On'X==p>y € Cn'A(X U {nx}), 4

160%, ¥ € ChA(X U'N {x})==t>k(x,7) € Cn' (AX U {nox} ) o
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wnioskiem z T54 jest nastepujace twierdzenle zwigzane tredcio-
wo z 139

P6te X#¥F=—=2(X¢€ Nsp@ CpX N Cn' ANX = Q)g)o

Podamy teraz kilka twierdzeri, ktére podobnle jak twierdzenia
. D40 = T42 wyznaczaja zwigzkl pomdegdzy pojeciami Syst, Nsp, Zpg,
g pojeciami Syst’, Nsp’, Zpx’'. Dowody tych twierdzer opierajs sie
igtotnie na 154 Ze wzgledu na niezbyt istotny  charakter +Hych
twierdzerl, dowody ich pomijamye
162a, X € Syst=={>ANX€ Syst’,
be NX€ Syst==>AX ¢ Syst’,

¢s X# @ == (NAX € Syst<s=0-AX € Syst’ ).

P63a. X # 8§ == (X & Nap<=D ANK € Nsp'),
be X4# @ == (NXe& Nap<=> AX € Nsp'),
ce XI#&=—=> (NAX € Nap<=>AX € Nsp’).

T64a. x#'gﬁ_4=~> (X e zprx=>ANX € Zpt'),
be X# & =< (NX¢ Zp¥<=>AX € Zpt’),
0o X4 & == (NAX ¢ Zpk<=> AX € 2Zpt’).

0 ile zbiory Nap’ i Zpt’ zdefiniujemy analogicznie do D5, 1
B T

DGT, to wyrazenie

X € Nep' =a>\‘/ (XCYAYeNsp'nzpt’n syst’) ()

9)}{& twierdzenie to zwréciz mojs uwage Ge Bryll,

\
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bytoby primowanym odpowiednikiem twierdzenia Iindenbavma, & wige

byzoby ‘tezg teorii ‘T. GAY jednak zbiory te zostans zdefinlowane
tak jak w § 2, to wyrazenie (¥) nie jest odpowlednikiem twierdze-

N ek

nia Lindenbauma. Zagadnienie, ozy wyrazenie (9) jest teza ‘teorii
7, gdy terminy Nsp’ 4 7pt’ rozumieé bedzlemy zgodnie z D6 1707,
nle jest jak sig¢ zdaje zagadnienien tatwyms Natomiast zatwo dajJe

gie udowodnié nastepujace twierdzenie bedgoe szozegélaym przypad= i

kiem wyraZenia (@)

| . , P
765 x#_@‘-’-=i>[Ax € Nsp ==(>v (AXc XA Y€ Nep’ n ZpxD Syst’ qe
I Y

Dowé de 7 zatozed twierdzenia i T63b wynika, Ze NXe Nspe

% twierdzenia Iindenbaume wynika wigo istnienie takiego zblozu Y., -

ze

NK € ¥,, (1)

¥, € Nep N Zpk N Syst. (2)

7e wzoru (1) oraz twierdzed T33 1 T51h wynika wzér
ANNX, C ANY, o : (3)
7 czedfol a. twierdzern T62, 763, T64 orajz wzoru (2) otrzymujemy

ANY, € Nsp’n Zpt’n Syst. (4)

7e wzordw (3) 1 (4), twierdzenia T3b oraz D2 wynika, Ze

Cn’ ANNX C AYY, . (5)

7 twierdzedr T52b 4 T3a oraz wzoru (5) otrzymijemy, Ze AXCANY,
Stsd i ze wzoru (4) wynika teza twierdzenia.



Rozdziat II

'TEORTA T, KONSEKWENCJI JEDNOSTKOVEJ
§ 1, Zasadnicze wkasnodci funkejd Cn,

Jedynymi terminami pierwotnymi teorii T, s terminy S i On,.
Sens terminu S5 Jest taki sam jak w teorii T. Sens funkeji Cn1,
ktéra nazywaé quziemy konsekwencja, aednostkowe,, okredla nast¢pu-
jacy aksjomat 0)

Ale Y€ Cp1x<$=(>\x/é . Cni{y}c Cn, '{x}.

Intuicje zwiazane z aksjomatem A11 zostang oméwione nieco daleje.
Wykazemy przede weszystkim, Ze funkcja Cn1 Spetnia  aksjomaty
ogblnej teorii systemdéw Tarskiego i jest addytywna.

7.1« XCCnhXCS,

1 1

Dowéde Niech ye X. Wyndlka stad istnienie takiego zda=
nia x € X, e Cn, {v} = Gx_x1 {x} (zdaniem tym jest oczywidcie zda-
nie y)s Stad 1z A1 wynika, Ze y € Cn,X. Twierdzenie jest
wiec prawdziwe,

'1‘12. Xc Y=#>Cn1x c Cn1Y

1°)Zaoh6wujem uniowe dotyczaca liter X,¥,Zsee09XsYsZps0e
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Dowd de Niech ye€ Cn1x. W mysl A11 prawdzive jeat wiec

wyrazenie \/ Cn1{y} < On, {x}e Stad 1 2 zaXozenia twierdzenia
x€X '

wynika ze \/ ' Cn1{y}c Cn, {x}s co w myél aksjomatu A,1 ' pozwa=
x€eX - o | '

1a wnloskowaé, 26 Y€ Cn1Y. Dowéd jest wiec zakoficzonys

'.1313. Cn1Cn1X c Cn1X.

Dowd de Niech y€ C_n10n1x. _Sta,d iz A11 wynika istnienie
takiego zdania z,, Ze '

z € anx, (1)
¢n, {v} c Cn, {z1}. (2)

Ze wzoru (1) oraz A,1 wynika z kolei jstnienie takiego zdania

Xy 0
x, € X, (3)
on, {z,} ¢ 0y {x¢} (4)
g6 wzordw (2) i (4) otrzymjemy
Cn, {s} c en, {x;}. (5)

Pak wiee z (3) 4 (5) mamy \/ . Cn, {v} cn,l{x}, co w myél
x€X

A pozwala wnioskowad, ze Y€ Cn Xe Wnicsek ten kofczy dowéd
twierdzenia.
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140 T on 2=\ y € ony {x)
: xeX

_Jeéli wiqc jakied zdanie ':jesf konsekwencja  Jednostkows zdad

pevmnego zbioru X, to jest ono konsekwencjg Jjednostkowg

Jednego

$ylko zdania zbloru X 1 odwrotnie Twierdzenle to usprawiedliwia
nazwanie funkeji Cni konsekwencjs jednostkowgeZauwazmy,Ze przyj=
nujac T14 jako jedyny aksjomat w miejsce A11 otrzymamy teoxie

¢ WQZBZ&e

‘Podajemy dowdd T14. Niech y & Cn,Xe W nyél A11 istnleje wigc

fz_%akie zdanie Xy se

x, € X,
jeéli

y € Cn1{y}. to y € Cn1{x1}.

- Stad jednak w mysl T11 otrzymijeny, ze

ye Cn1~{x1}

Ze wzordw (1) 1 (3) mamy

v ¥ € Cngd Xfo
x€ X 1{ }
Zatézmy teram, Ze

\/ yE€ Cn1{x}.

x€X
Niech % bedzie zdanlem spetniajgcym warunkl

X

,€ Xy

¥y € Cn."{xz}.

(1)

(2)

(3)

(4)

(5)
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Tetnienie takiego zdania gwarantuje wzér (5)
Ze wzoru (7) oraz twierdzed T.2 1 T,3 otrzymijemy

Cn1{y} c Cn—1{x2} .
Sted zaé 1 z (6) ovaz A1 wynika, Ze
y € Cn,lx.

Tak wiec udowodnilidmy, %e wyraZenla (4) 4 (9) sg réwnowaine
czy to dowéd twierdzenia.
Bezposrednim wnioskiem z ']!14 jest

7,50 x€Cnx=>V '(1=£<}€AxeCnY).
1 1 Ycx 1

7,66 Cn,X U Cn

1 Y-Cﬂt (XUY).

1

Twierdzente o méwl, e konsekwencja jednostkowa jest funkoja addy

tywng.
Podajemy dowdd '.1‘16. TInkluzja

Cn

JXuctnYc cﬁ1 xuY) (1)

jost q_atyohmiastowym wioskiem 2 T12.
zatéimy, e Yy € Cn, (XU ¥)s Stad 1z T,4 wynlka istnienie
takiego zdania Xy se

x1€ Uy, (2)

v€ 0n1{x1}. (3)
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C—
. Rozpatrzmy przypadek, gdy X, jesf zdaniem zbioru X,Wtedy w my£l
0.4 i (3) ye Cn1X, awiec yé€ anx U Cn1Y. W przypada, gdy
. e Y analogioznie otrzymamy, Ze yg_ Gn1¥. a wiec ye cn1xu Cn1Y.
7 myél wiec (2) 1 (3) ye Cn XUCn, Y. Zaohodzi zatem inkluzja

Cn1(x UY)conXu Cn,Y. (4)

1 1

ge wzoréw (1) 1 (4) wynika dowodzona réwnosd,
- wykazaliémw, %e koneekwencja jednostkowa jest addytywna i spede
nia aksjomaty ogdélnej teorii systemdéw Tarskiego. Udowodnimw. 2o za-
chodzi réwniez twierdzenie odwrotne:
Kazda addytywna funkeja F speinilajaca aksjomaty ogdélnej teo=

ril systeméw Tarskiego oraz wzér F § = § spektnia A11.

Na funkcje F nakXadamy wige nastepujace warunki:

as FIXUY) = FXUFY,
b. X c FX,

Ce X CY=>FCPY,
d. FFX C FX,

e xem=—p) (I<KAx e F1),
Y X

fo Fg "@0

Udowodnimy, %e prawdziwe Jest wyrazenie

ve Fx<}=:>\x/€ < F{y} ¢ P {x}.

Zaréany najplerw, %ze y € FX. Zgodnie ze wzoraml f. i e, isgt-
nieje taki uktad zdah Tys¥preeerdpe e
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YyeTpseesdy € Ko
Y € F{Yqa¥gpecendy}e
2 (2) oraz warunku a. wynika, Ze
y € F{y‘}u F{y U oo U F{yn}a

Stad 1 z (1) otrzymujemy

\/ y € F{x}.

x€ X

%e wzomy tego oraz warunkéw ce i de otrzymamy

\ Pl <

x €

7atézmy teraz istnienle takiego zdanla =, Ze
*, € X,

Py} © P}
Ze wzoru (7) i warunku b. wynika, Ze
y ] F{x1} °

7e wzoréw (6) 1 (8) oraz warunku o. otrzymijemy, Ze

y € FX.

Tak wiec wyrazenia (5) i (9) sa réwnowasne.

(1)

(2)

(3)

(4)

(5)

(6)

m

(8)

(9)
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§ 2. Jednostkowosé funkcji Cn’

4

W paragrafie tym udowddnim' na gruneie definicji zbioru zdan
odrzuconych oraz aksjomatdw ogélnej teoril gystemén Tarskiego, %e
funkoja Cn’ jest konsekwenoja jednostkows, a wige Ze gpetniony
jest wzér

ye Cn x<:=>\/ od {3} € cn’ {x}. (e6)
: . xeX
W tym celu zaldzmy najpierw, Ze

y e cn'X. (1)

Stad 1 z. D1 wynika istnienie takiego zdania X0 ze

x, € X (2)
X.] € Cn {y}o (3)

 Zatémmy dodatkowo, %e
z € Cn'{y}. (4)

Stgd 4 = D1 otrzymujemy, Ze
| ¥y e con{n}, (57
Ze wzordw (5) 1 (3) oraz aksjomatdw Adp, Ady wynika, #e
x, & Cn {z}+
Stad, zndéw w mysl D1

z € o :.zi:,!} )
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N
: o
b e

76 wzoru (4) otrzymalidmy wzdr (7). Prawdziwa jest wigo inkluzja
Cn'{y} con’ {x1} B ‘ (B)
7 inkluzji tej na podstawie wzoru (2) wynika wzér

\/ cn’ {3} < on’ {x}. (9)

x€X
7.8Y6zmy teraz ilstnienie takiego zdania Xy %e
x,© X, (10)
cn’{y} € on' {x;}. _ (11i

W my$1 (11) spetniona jest implikacja

j‘éél; yecn'{y}, to ye o {x}. (12)
% AZT wynika jednak, %e
\/ x € Cn{y}, (13)
x €{y}

a wiec na podstawie DI
ye on {3} (14)
Stad 4 z (12) wnioskujemy, Ze :
y € Cr {.2}9 (15)
7 ostatnlego wzoru na podstawie Di otrzymijemy, 2ze

x, € On{y}e (16)
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W ny$1 wzoru (10) x, € X, a wiec '

\/ x € Cn{y}s (17)

xe X

e wzoru (17) przez ponowne wykorzystanie D1 otrzymijemy, Ze

y € Cn' X, (18)

Wykazalidmy wiec, Ze wyrazenia (9) i (18) sa réwnowaine.

7 udowodnionego twierdzenia oraz rozwazani poprzedniego paragra-
fu wynika, %e na gruncie teorii T twierdzeniami sg T3, T4, i
19, co zostako udowodnione w § 1 rozdziaiu I w inny sposdbe

§ 3., Jednostkowodé konsekwencji on*

W paragrafie tym oméwimy wtasnodel funkecji ont  okredlonej W
nastepujacy sposébi

21, o X = NCn WX T RS R NP

Wykazemy, %e funkcja on' jest konsekwencjs Jjednostkows, a wigc
%e speXniony jest warunek

ye on X<:==“>\/ cn {3} On” {x} (B)
: x€e X

Dowéd oprzemy wyiacznle na nastepujacych zakozenlacht

ae yecon x<:=(>\/ cn' {y} < cn’ {x},
x €X

b y=1x@¢A (x # nz A y=n_uc)v X = Ny,
2
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ce X € NX&=DxE€ X,
de nx € Cn'X<=—Dax e Cn'X,

6. Cn'N {x}cCn’{ndg.

Zauwasmy, 2e w zatozeniach tych nie wystepuje symbol Cn,co be-
dzie istotne dla rozwazai nastepnego rozdziaiu.

'2 rozwazai § 1 rozdziatu II wynika, e konsekwencjaml zaloZe-
nia a. sg wyrazenia:

£, XcoCn'X,

g« XCYe==>Cn'XcCn'Y,
Z zatozer b, i o. wynikaja natomia%, wyrazenia:
h. x€N {x},

i. {nx} © N {x},
;jo X cY=—=DNX C NY,

Podajemy doméd twierdzenia (R)s Niech y ¢ Of*X. Stad z D1
oraz zatotenia o. wynika, Ze '

1y eCn Nk (1
Stad 1 z de otrzymujemy ‘
ny € Cn'NX (2)
2 (2) 1 zatoZenia as wynika istnienie takiego zdania x,, Ze

x, € NX, (3)

o’ {ny} © Cn’ {x} . (4)
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ige wzord (4) oraz zatotenia e. otrzymujemy

en' Ny} ¢ Cn’ fx3o (5)
W myél wiec mzordw hy g 1 j« zachodzi wzér
NCn'N {y}cNCn'N{1x} o (6)
ifze wzoru (3) oraz z zatoienia c. mamy

x, € X, (1
zaé ze wzoru (6) 1 I‘)*‘l wynika, %e
cn*{y} ¢ Cn®{1x,}. (8)

'z (7) 1 (8) otrzymjeny wigo

Vo oot ot in. (9)

xeX

' gak6tmy temaz istnienie takiego zdania x,, %e

2
x2 € X, (10)
k .Gn*{y} c Cn*{xz} , TE (11)
“Ze wzoru (10) orez j« i g. wynika, Ze
on'N{x,} < Cn NX, (12)

Korzystajac ponownie 2z je otrzymamy

Non'N{x} c NCn'NXe (13)



60 Urszula Wybraniec=Skardowska

W my$l wieoc "1
e fxy < cn'X. - (14)
Ze wzordw 1. 1 f. wynika dalej, Ze
ny € on’ N{y}, (15)
a wigc w ﬁyél de
1y € oo’ N{y}. (16)
Stad 1 = zarofenia ce otrzymijemy
y € Nen'N{3}, 7
co w my$l D*1 =znaczy, e
Q e on'{y}. (18)
Ze wzoréw (18), (11) i (14) otrzymjemy, ze
y e cn' X, (19)

e h

Wykezalidmy, ze wyrazenia (9) 1 (19) sa réwnowazne.

Poniewas zatozenia a.-e. sg definiejami ludb twierdzeniami teo~
rift T przeto twierdzeniem tej teorii wzbogaconej o ™1 jest
réwnies wyrazenis (B). Zauwamy, Ze na gruncie teorii T, do
ktérej zostata dokgozona definicja D*1 dowda twierdzenia (R)
przebiega wyrafnie prodciej. Dla rozwazal nastepnego rozdzistu .
istotnym jest jednak, %e twierdzenle to wynika z zatozen ae.-es 1
p*1.



Rozdzialt III

TEORTA T’

'§ 1. Aksjomaty teorii T

W paragrafie niniejszym podamy aksjomaty teorii T,

Krad pojeé pierwotnych réini eie od ukkadu pojeé plerwotnych teo=
i T tym tylko, ze w miejsce funkeji Cn wystap
Aksjomaty budowane] teorii bedg zanot

ktérych definicje sa nastepujaces

D"‘o

D'2,

D' 3a.
be

Ce

D' 4a.
be

Ce

y = 1:c<b==cq/\ (x¢nzAy= nx) V X = ny,
]

x € NX<G—==Drx € X,
a(x1) = x.]'
a(x1.x2) = 01X X9

a(x1,1;2..:'.,xn+1) = a(x1a(x2.....xn+1)).
Y aE ¢

Vo

R
8 o
& 0

el

A

L R g

k(x1) = 11'
k(x1,x2) = nox, %,

k(x1 ‘ng ese ,xn+1) = k(x1k(x2, eue .xn+1 )) .

1 funkcja Cn’e
owane przy pomocy terminéw
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D5, AX Jest zbiorem wszystkich alternatyw w sensie D'3 zbu-
dowanych z réznych zdafd zbioru X.

D’6. K{ jest zbiorem wszystkich koniunkeji w sensie D’4
zbudowanych z réznyeh zdad zbiéru X,

Podane definicje =g powtdrzeniem definicji D8 - D13 rozdziata I,

Notujac aksjomaty teorii T’ przyjmijemy, ze litery x,.y, Zpose

oznaczajg dowolne zdania zbioru S, litery zad X, ¥, Z, s+. oOzna=

czajg dowolne podzbiory zbioru S. Zwracamy uwage, Ze S nalety do

pojeé plerwotnych budowanej teorii.

Notujemy aksjomaty:

[5p]]]

A’1o = }g.

A2, x,ye S=Dnx,exy € S,

A3, ye Ch'X<=¥;>\;{/ e.. X cn’ {3} en’ {x}, -
A4, ye o {de=>nxe o {ny),

A’5.  cn' {y} 0 on {ny} = Cn’ {nexx},

A'6. nxe OF X<—tx € CH'X,

A'7. x, y€ Cn'X==alx,y) € Cn'Ax,

A8, On'AX = Cn' AAX,

A'9.  Cn"ANX = Cn’NKX, '-,,[(:n(/\’ufx;)

X
A’1o.-"k(g.§) € Cn'X=Dy € Cn"A(X U {nx}),
A"M. ye o AX U N {x})==k(x,y) € On (AXU {noxd),

A"12, nx = ny==>x « y,
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g —
: oméwimy podane aksjomaty: aksjomaty A'1 1 A'2 sg powtbrze~

pien ple rwszego 1 ostatniego aksjomatu teorii systeméw Tarskiegoe
.Powtérzeniem aks] omatu A10T dotgczonego do aksjomatéw Tarsklego

q teorii T jest réwniez aksjomat A"12, Aksjomat A'3 nméwi, Ze
'funkoﬁa Cn’' jest konsekwencja jednostkowa. Stad i z rozwazai § 1
pozdziatu II wynika, %e funkcja Cn' speinia aksjomaty ogélnej
" georil gystemdéw Tarskiego i jest addytywna. Prawdziwe 8a wiec W

teorii 1’ nastepujace twierdzenia:

p’ta, XCOn'XcCS8,
b, XCY== Cn'XcCcn'¥,
ce Cn’Cn'X cOCn'X,
de YE Cnfx=>\4ck(§<}€Ay€Cn'Y),

ooy € On'X<=\/ y € on' {x},
x€X

p’2. (n'XU Cn'Y = Cn'(XU Y).
‘Nastepng'aksjomat. czyli Af4 zwiazany jest z prawem kontrapozy-
“'ojio W teorii T  mo#na udowodnié, e do zbloru zdai  odrzuconych
na podstawie zdania sprzecznego 2 dowolne teza klésycznego rachuns
. ku zdal naless fe;i-tylko to zdania, ktére sg sprzeczne z dowolnym
adandem zbioru Onge W mysl wigo sksjomabu A'5 kazde zdanle od-
:frzuoone na podstawie pewnego zdania i jednoczednie na podstawie
-Jego negacji jest zdaniem sprzecznym wagledem pewnego zdenlg zbioru
tng 4 odwrotnie. W myél A'6 negacja jekiegos zdania X jest
odrzucona na podstawie zdar pewnego zbloru wtedy i tylko wtedy,gdy
. zdanie sprzeczne ze zdaniem X jest odrzucone na podstawie zdai
tego zbiorue Zgodnle = AT, o 1le jakieé zdania sa odrzucone ha
© podstawie pewnego gzbioru X, to-ich alternatywa jest odrzucona na
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podstawie zbioru alternatyw zdah zbioru X. Nastepne dwa aksjomaty
A'8 4 A’9 zwigzane sg odpowiednlo z prawenm De Morgana iz pras
wem tgcznodci alternatywye - S o . .3
Aksjomaty A'10 1 A'M1 moga, byé zastapione przez nastepujace
grupe zdard, ktérych sens intuicyjny wydaje sie jasny: !

@) xe o {z =>kix,y) € o' {z},

(8) g€ on {alnx,z)} = k(x,3) € Cn' {2},

(3)  ye o {md =>xlx,y)e on {2},

(&)  klx,y) € on' {z} ==:>y e cn' {alnx,z)}

l(8) Jetold Lyedpeererdy J0st dowolng permutacis 1iozb

1,2.3,6.},’1. to cn' a(x,' .xz,...'.xn) = Cn’ a(xi1,x12,...,

X)o

in

Podamy teraz kilka ynioskéw wynikajacych z przyjetych w tym pa-
ragrafie definicji. Poniewas definicje te sg powbdrzeniem D8 - Di
rozdziatu I, wnioski ktdére podamy naleZa jednoczesnie do teoxrid
7, niektére tez z nich byky sformitowane wozesnieje
7 D'1 4 D'2 otrzymjemy:

P33, NX = X,

b !\x$nz={>ﬂx=nx.
2

ce NX€ NX=px€X,

de {nx} cN {3} ’
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S
es x€ N{x},
£, NXUDN = N(XUY),
ge MXNNY =NENY),
he X CY<G=>NX C NY.
7 D'3 i D4 orazz T'3a wynika
0’42, k(x,y) = alnx,1y),
be klx,ny) = noxy,
z D'5 D'6 otrzymijemy:
58, K¢$ =,
b. K{x} = {x},
ce X CKX,
de X € Ya=D KX C KY,
es X CAX,
fo XC Y<k=#>AX C AY.

W dowodach dalszych twierdzed korzystad juz bedziemy z aksjoma-
téw teorii T’. Podajemy przede wszystkim twierdzenia, w ktérych
wystepuje symbol Cn'. '

6,

Twierdzenie to jest natychmiastowym wnioskiem 2 A3,

C‘n’ﬁ = @ e
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2’7, Cn'{x} = Cn’ {nnxj.

Dowéde Korzystajac dwukrotnie z A'4 otrzymamy nastepujg-
ca réwnowaznoséé

y € Cn' {x}<==>nny e Cn’ {nnx}. (1)
Z A'6 oraz 7'3a otrzymjemy
nnye Cn' {nux} <=y € Cn’ {nnx}.

Stad 1 wobec (1) otrzymjemy réwowaznodé

yeCn' <=>y € Cn' {nnx}.
Ze wzoru tego wynika natychmiast twierdzenie T'7.

1’8,  Cn'{nx} = Cn'N {x}

Dowéde Z twlerdzed T'3d 4 T'1b wynika natychmiast ine
kluzja Cn'{ng c Cn'N{x}.V%ystarczy zatem wykazaé, e zachodzi réw
nies zawieranie odwrotne. Zakéimy w tym celu, %e y € Cn'N{x. Stad
na mocy T'1le wynika istnienie talkdego zdania 3z, Ze z € N{x} 1
¥ € Cn’{z}, co wobec D'2 oreaz aksjomatéw A'4 1 A'6 daje, Ze
“z=x i -z € Cn' {ny}. Podstawiajac w wyrazeniu 9z € Cn {ny} w 2
miejsce 7z zdanie x i ponownie wykorzystujac A'4 i A6 o=
trzymijemy, ze ny € Cn {nx}, a wige zgodnie z T’3a ye Cn'{px}.
Wykazalilémy zatem, ze Cn'N{x} CCn’{nx}, co kofczy dowéd twierdze-
nia 1’8,

179, Cn’ {nk(x,nx)} = 8.

Dowéde To, e zbiér On' {nk(x,nx)} zawiera sie w S wyni-
ka natychmiast z T'1a. Dla udowodnienia T'9 wystarczy wigo tyl-
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ko,pokazaé. %e dowolne zdanie jest odrzucone na podstawie zbioru,
xtérego jedynym elementem jest nk(x,nx)s I rzeczywidcle, szgodnie
z T1a 1 A'S nexx € Cn’ {ny}  skad na pQQStaﬁie A4 wynika,
se ye Cn {oxx}. Zbiér Cn’ {oxx} =zawiera si¢ W zbiorze
Cn;{pk(x,nxX}, gdyz zgodnie z T'4b 4 ' 3a Aklx,nx) = cxx, zad
sbiér On' {kx,nx)} zewarty jest w zbiorze on' {nk{x,nx)}na pod-
stéwie A6 4 T'1a, b, 0. Wykazalidmy przeto, #e dowolne zdanie
palezy do Cn' {nk(x,nx)} . Korfiozy to dowsd réwnodoi 2'9.

zdefiniujemy teraz funkcje Cn’, o ktérej byka mowa w § 3 roz-
dzistu II. Funkcja ta odegra zasadnicza role w dowodach aksjomatdw
ogblnej teorii systeméw Tarskiego na gruncie teorii 1’

D'7. Cn*X = NCn'NX,
‘ . Gl
Podajemy wtasnosci funkeji On «

1’10, ye cﬁ*-x<‘,=4>\/ on* {3 ¢ on' (.
x€ X

Funke ja Cn* jest wiec konsekwencjg jednostkows, co zostazo juz
udowodnione w § 3 rozdziatu II, przy pomocy pewnych zatozeft, ktdre
sq aksjomatemi, definicjami badZ twierdzeniami teorii T'(zobe A'3,
s'6, p'1, D'2, 1'8),

7 rozwaza’ § 1 rozdziatu II oraz T'10 wynikaja  natychmiast
nastepujace twierdzenia: B

7' 11a. XC n'Xc S,
be XCY=DOn"Xc CdY,
ce COner'xc cd?x.

e yeofx=>\ ye o4,
xeX

tf12, XU CrY = Cor (XU Y,



68 : Urszula Wybraniec-Skarddwska

—

Widzimy wiec, %e funkcja cn* spetnia aksjomaty ogdlnej teorii
systeméw Tarsklego 1 jest addytywna.

Nastepujgce twierdzenie jest tatwym wnioskiem z T'6 oraz D'2 °
1 D'7T. |

T,13. Cn* ¢ "@o
2'14, Ko KX C O KX,

Dowéd. Zatémmy dla dowodu, e y € KCn*KX.  Wynika stad
zgodnie z D'6 distnienie cisgu zdad IyeTpseensdy spetniajacego
wzory

Yys¥preesey, € OF KK, (1)
Yy = k(y‘l’yZ""’yn)' (2)

7e wzoru (1) oraz definicji p'7 1 D2 otrzymijemy, ze 1y1,ﬂy2.
vess 1y, €O NKK, skad na podstawie £'9 1 A6 wynika, e

Ny snYpeees iy, g0 1T, € On'ANX, (3)
7 (3) na podstawie A'7, A'8 i D'3&,0  otrzymujemy
a(ny1 .n}'agooa'ny'n»1 flyn) (54 Cn’ ANX. (4)

Alternatywa a(ny1.ny2.nynp1,1yn) jest na podstawie D’3a,o,
D'4a,c oraz T'4a ddentyozna z 1k(y1,y2a..,yn). Zastepujac ja
w (4) przez Vk(y,s9p0eees¥,)s @ nastepnie uwzgledniajao A'9 4
D'2 otrzymujemy, ze k(y1.y2,...,yn) € NCn' NKX, co w my$l  waoru
(2) oraz D’'7 daje, 26 y € O KX, Wykazalidémy zatem, %e kasde
zdénie nalezgce do zbioru Ken* KX nalezy tez do zbioru Cn' KX,
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—

p'15. X#+9 =>Gh*(XU{cxx}) = O X.

D ow 6 d 7 zatozenia twierdzenia oraz A’5 4 T'1b  wynika
yatwo, e Cn'{ncxx} C on NX. Stad na podstewie T'8 i 1T'3h otrzy
mu:lemyv %e NCn'N{exx} C NCn' NX, co w mydl D'7 daje inkluzje

{c‘]ﬂq c of'X, 2 inkluzji tej i z rdwnosel o (XU {exx}) =
3 Cn X U Cffoxcd wynikajacej z 1712 otrzymujemy Zatwo teze do=
wodzonego twierdzenia. '

Wprowadzimy teraz zasadnicze, d‘la rozwazaf tego rodziatu defini-
oje funkeji Cn. o

p’8. CnX = Non N(KK U {oxx} ). - ;g ex])

Postugujac sie symbolem Cn* wprowadzonym W D"?, definicje
D'8 modemy zanotowa§ w prostszy sposébt

2’16, OnX = Cn* (KX U {oxx}).
Z dwéch ostatnich twierdzerl wynika

n'17. X#f =DCnX = on'* KX

Punkcja Cn moze byé wige zdefiniowana przy pomocy funkeji Ory
ktéra jak wiemy jest addybywna i speinia aksjomaty ogbélnej teoril
systeméw Tarskiego. Pakt ten odegra podstawowg role W dowodach

aksjomatéw ogdlnef teorii systeméw Tarskiego na gruncle teorii 7.

§ 2. Réwnowaznodé teorii T 1 o’

W parsgrafie tym udowodnimy, %e aksjomaty i definicje teorii T
85 aksjomataml, definlcjami Jub twierdzeniami teoril '.I.‘ i odwrot=
nie: aksjomaty i definicje teoril ' s aksjomatami, definlcjami
lub twierdzeniami teorii T.
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Wspblnymi aksjomatami obu teorii sgq wyrazenia:
5= i
X,y € S=Dnx,cxy € S,
X = ny==> X = y.

Jedyna definicja teorii T, ktdra nie jest definioja teorii 1’
jest okredlende zbioru zdan odrzuconychs Jedyng zaé definicjg te~
orii T'. ktdéra nie jest definicja teorii T, jest definicja zbio=
ru konsekwencji. Nalesy wieo wykazaé, 2Ze twierdzeniami t{eorii T
892 defiﬁicja D'8 oraz aksjomaty A’3 = A1, zad twierdzeniami
teorii T’ sa: definicja D1 oraz aksjomaty A2, - A8, teorii T,
Zauwasmy, %e defini¢ja D'8 oraz aksjomaty A'3 - A'11  zostaty
Juz w teorii T udowodnione (zob. twisrdzenia rozdziaxu Is T25h,
T27¢, T49, T52a, T57 = T60 oraz wzér (*) § 2 rozdziaku II). Tak
wigc teoria T’ zawlera sie w teorii T.

Przystapimy teraz do dowodu inkluzji odwrotnej. 2 twierdzed
”11a, b - T'5¢, & 4 116  wynikaja nastepujace dva
twilerdzenia

718, X cCnXxcC S,
119, X ¢ Y==0nX C CnY.

Dowody dwdch nastepnych aksjomatéw ogdélnej teorii systeméw Tar
skiego przeprowadzimy bardziej ézczegékowo.

720, CnCnX ¢ CnX

W dowodzle tego twierdzenia rozwasymy dwa przypadki. Zakésmy
najpiervy %¢ X =@ . W mysl T'5b 1 714 zachodzi wzén
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kon* {oxx} ¢ Cn' {oxx}. (1)

ge wzoru tego oraz monotonieznosci i idempotentnosci funkeji ont*
wynika, Ze

on ke {exd) € Y {oxx} o (2)

W myé€l 1713 zbidr cp* {ox} jest zbiarem niepustyms Stad i wo=
pec (2) oraz T'17 otrzymijemy

onor? {oxx} € o {oxx} . | (3)

zbidr On' {oxx} jest jednak identyczny ze zbiorem CnX, co wynika
7 zakozenia, %6 X Jest zbiorem pustym oraz z twierdzer T 5a 4
116, 7 wniosku tego wynika juz latwo prawdziwcéé  dowodzonego
twierdzenia w przypadku gdy X ade

zakésmy teraz, ze X ¥# ¢ o 2 twierdzenia 7’52 wyika wigcy %e

KEED. (4)

/ T'11b. o oraz T'14 wynika, %Ze

o Xep* KX € Onf KX (5)

Z%e wzoru (4) oraz 2’13 4 177 wyniké’ p‘xi:wdziw.oéé twierdzenis
w drugim z mozliwych przypadkéwe.

721, x€ Cnx==$>\/ T<XAxe CnY).
Ycx

Dow b de W przypadku gdy X Jest zbilorem pustym twiexrdzenle
jest ooczywidcie prawdziwe. Zakésmy wiec, z2e X jest zblorem nie-
pustym. Wtedy z zatozenla twierdzenila 4 117 wynika, %Ze

x € Cn’ KX. (1
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7 77114 wynika istnienie takiego zdania Yy, Ze

y € KX, (2)
%€ Cn" {y} . (3):
7%e wzoru (2) i D'6 wynika istnienie taldch zdad y1.y2,,...yn. ze
Fqe¥gseees¥y € Xy (4)
¥y= k(y1 .yz,.u.yn)- (5)
Stad 1 z D'6 wynika, Ze
Yy € K {31.y2,-...yn}. (6)
Ze wzordw (3) 1 (6) oraz 7 11b otrzymjemy
x € cn*K{y1,y2’oe-,yn}c (7)
Stad 1 wobec T'17. otrzymujemy, Ze
x € Cn{y1.y2...o:§n}. (8)

%e wzoréw (4) i (8) wynika teza twierdzenia.

Udow&dnimy teraz trzy pozostate aksjomaty teoridi T nie bedece
aksjomatami ogélnej teorii Tarskiego.

1722,  oxy € CnX==>y € Cn(X U {x}).




PR

Teoria zdafd odrzuconych 73
Dowé ds 2 zakozenla twierdzenia i D’'8 wynika, zZe
exy € NCn'N(KX U {exx} ). (1)
stg,‘di 1 D’2 oraz A'6 wynike, Ze
nexy € Cn'N(KX U {cxx}). (2)
g (2), T'4b oraz T'3f 4 7’2 wynika, %e
k(x,ny) € Cn'NKX U Cn'N {oxx}. (3)
Sted, z A’9 1 T'8 wynika, Ze
k(x,ny) € Cn"ANX U Cn' {noxx} U On {nx}. (4)
ze wzoru (4), z A'5 1 I'l"2 wynika z kolei, Ze
k(x,x‘xy) e cn' (AX U {nx}). (5)
Korzystajac teraz z A'10 otrzymujemy
ny € Cn’ ALANX U {nx}). (6)
Zgodnie z T'3d oraz T'5e, £ prawdziwa jest inkluzja
X U {nx} € A(NX U N{x}). )]
Ze wzordw wieo (6) 1 (7) oraz 7'5¢ 1 T'1b wynika, Ze
ny € Cn' AA(NX U N{z} ). (8)
Stad, z A'6, A'8 oraz T'3f wynika, Ze
1y € Cn'AN(X U {x}). (9)
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a wiec zgodnie z D'2 1 A9
y € Nen NK(X U {x}). (10)
Stad juz, 2 D'T 4 T'17 wynika teza dowodzonego twierdzenia.
723, ye€ Cn(X U {x}) =Dexy e Cnk

Dowdde 2 zatozenia twierdzenia, D'7 oraz z T'17 otray=
mujemy, Zze

y € Nen NK(x U {x}). (1)
2 D'2 4 A'9 wynika dalej, Ze
1y € Cn"AN(XEJ {x}). (2)
Stad tz A6 oraz T'3f otrzymujemy
my € Cn"A(NX U N{x}). (3)

Ze wzoru (3) oraz A’11 wynika, ze

k(x,ny) € Cn’ (ANX U {nexx}). (4)

Stad 4 korzystajao z T'2, A'9, 1'8 oraz raz jeszcze z 72 otrzy-
mamy, %e g
k(x,ny) € cn’ (VKX U N{cxx}). (5)
7 (5) 1 T'4b oraz A'6 wynika, ze

Joxy € Cn' (KK U N{oxx})s (6)
Stad, =z p'2 i T'Bf otrzymijemy

oxy € Non'N(Kx U {oxx}). (7
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ge WzoTu (1) 1 D'8 wynika teza dowodzonego twierdzenia. .

‘g'24e Cnfxenj = S
powbéde T D'6 araz twierdzed T'3c 41 T 1b wynika, Ze
Cn' {nk(x,nx)} c Cn NK{x,nx} . (1)
stad 4 z T'3h ovraymujemy
: NCn' {nk{x,nx)} € NCr NK{x,nx} . (2)

%e .:wzoru (2), D’'7 oraz twierdzed p'17 1 79 _wniosku;]emy, se

NS C Cn{x,nx}. (3)

Udowodnimy teraz nast epujace inkluzje

S G NS (4)

W tym celu pakbimy, e X € Su I A'2 i Tia wynika wtedy, Ze
nxe cn'S, stad za$ na podstawie A’6 41 D'2 otrzymujemy, Zze
x€ NCn'S. Wobec ocuywistej réwnosed n'S = S5 zdanie x halezy
‘46 NS. Wzér (4) lest wigc prawdziwy.

‘ve wzoréw (3), (4) oraz ©'18 wynika twierdzenie.

1’25, cn{x} 0 Cn{nxy = Cnd.
Dowéde 2 D'8 oraz 1'5a wynika réwnosé
tn@ = NCn'N{cw. (1)
Z '8 opaz A'5 wynika réwnosé .

NCn' N {exx} = NiCn'{z} N cn' {nx}). (2)
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7 twierdzeri T'3g, T'7 1 1’8 wynika kolejaa réwnodé
N(cn' {x} N Cn' {nx}) = NCn'N{nx} N Nen' N{x}. - (3)
Na podstawie 2'5b, D'7 4 T71T otrzymujemy
Nen' N{nx} N Now' N{x} = Cn{z} N Ca{nx}. (4)

Wobeo réwnodei (1) = (4) zbiory Cnd 41 Cn{x} n Ca{ux} sa diden=
tyczne, co kodczy dowéd twierdzenia.

Stad, %e wyrazenia T '18 « 1’25 g ywierdzeniami teorii T wy—
nika, ze kazdy aksjomat teorii T nie bedaoy ak_sj_omatem teorii T’
jest jej twierdzeniem, ' o

Pozostato jeszcze do udowodnienia, ze definicja zbioru zdal od~
ozuconych dotaczona do aksjomatéw teorii T jest twierdzeniem teo
ris 7',

T 26. y € Cn X<)==(>\/ x € Cn{y}
x€ X

Dowdde %2 A4 1 A'6 oraz T'8 wynika réwnowaznosé
y € Cn' {<=x € On'N{z}. (1)
Stad, z D'2 oraz T'5b otrzymujemy
y € Cn' {xj<=>x€ NCn'NE{3} « (2)
%e wzoru (2), 2 D'7T oraz T'17 wynika réwnowaznodé
y€ Cn {xj<=>x€ Cn{y}. (3)

Stad 1 z T'1e wynika dowodzone twierdzenie.

Wykazaliémy w ten sposéb, Ze teoria T zawlera sie W toorii
o', Wozedniej wykazaliémy, e zachodzi réwnieZ zawieranie sig od=-
wrotne. Teorie T i T' sa wige réwnowazne.



Rozdzialt IV

ZDANIA EMPIRYCZNE

W rozdziale tym, jak to zapowiedzielismy we Wstepie,  zostanie
b dokonana préba zastosowania do metodologii nauk empirycznych po=
E przednio~wprowadzonych pojéd. Zostang tes wprowadzone nowe poje-
* oia, najistotniejsaym wéréd nich jest pojecie zdania empirycznego.
Przez zdania. empiryczne rozumieé bedziemy zdania o pewnej budowie,
nie wohodzgo jednak dokkadnie w ich strukture. Zaktadamy, Ze sa {o
 zdaniay W ktérych nie wystepujs terminy logiozne, W szcuegbinodei
nie sa to negacje Jjakichkolwiek zdade Przyjmujemy réwnies, 2ze W
" kazdym zdaniu empirycznym jest zdeterminowane miejsce i czas pew=-
- nego zdarzenia. Zdaniami empirycznymi sa wiec zdania typu

Dz14 w Krakowie pada desszcz,
Jutro We Wroclawlu bedzie pochmurno.

. Nie bedzie nas interesowato zagadnienle, cay zdania te  dotyecza
obiektywnej rzeczywistosci, czy nagzych sublektywnych wrazed 1w
jaki sposéb sg uzasadniane. Interesuje nag tylko rola jJake grals
one w rozumowanilach nauk empirycznych, stosunki logiczne pomiedzy
tymi zdaniami, zwiazki wynikania Xaczgce je z innymi zdaniani teo~
rii empirycznych. W ten sposéb chcemy wyjadnidé, chociazby w maXym
bardzo stopniu strukfure nauk empirycznych. 0 nicj méwi  Iukasie-

wlcz w artykule "O twérezodci w nauce™ |

11

)Arwykuk ten ukazat sie naktadem Biblioteki Filozoficznej, Lwdw
1934, jak réuniez w "Poradniku dla samoukdw", t. 1, Wewa 1915,
phe "0 nauce'.
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"Celem nauki jest budowa syntez zaspokajajacych ogélnoludzkia?
potrzeby intelektualne. W sk¥ad tych syntez wchodzg sady prawdziwef
o faktach: one gléwnie wzbudzajg potrzeby intelektualne, To sg ewi
lementy rekonstrukcyjne, Ale do syntez naleza i1 sady twircze: oné;
zaspokajajeg potrzeby intelektualne., To sg elementy konstrukecyjne.
Elementy jedne i drugie jednoczg sig w ca¥odci dzieki logicznym:
stosunkom wynikania. Stosunki te syntezom sadéw nadaja charakter
naukowy.

Twérczosdé poetycka nie rézni si¢ od naukowej wigkszym polotem
fantazii (eee)e Uczony tym jednak rdini sig od poety, %e zawsze i
wezedzie musi rozumowad. Nie wszystko musi i moze uzasadnié, ale
cokolwiek gosi, musi wezaml logicznymi powiazad w decisig catodé.
Na dnie tej catofci leza sady o faktach, nad nimi wznosi sig teo="
ria, ktéra fakty ttumaczy, porzgdkuje, przepowiada".

Nis podajemy definicji zbioru wszystkich zdand empiryecznych,lecz
pojecie to przyjmijemy jako nowe pojecie pierwotne teorii T,ozna-
czajac je symbolem Emp+.

Niektére wkasnodei tego pojecia wyznaczaja aksjomaty:

Mpe nx¢ Emp

a2, Xc Emp' U NEmp' /\m\/ x,nx € X=X € Nap.

Dla uwydatnienia 1ntuicygnego sensu aksaomatu AEE wprowadzimy
pewne oznaczenia. Sumg zbiordw - Emp i NEmp oznaczaé bedziemy
symbolem Emp i nazywaé zbiorem zda¥ empirycznych w Szerszym zna=
czeniu. Kazdy za$ podzbidr zdad empirycznych w szerszym znaczeniu
nie zawlerajacy zdar sprzecznych, nazywaé bedziemy bazg empirycz=
na12). Rodzine wszystkich takich zbiordw oznaczad bedziemy  przez
Emp™a
12)

Ze wzgledu na T21 i T22 wyrazenie, %e pewien podzbiér Emp
nie zawlera zdad sprzecznych aest réwnowazne wyrazeniu, ze pod-
zbidr ten nie zawiera jednoczeénie zadnego zdania i Jego negacii.
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—
 proyjete oznaczenia zanotujemy w formie definicyl:

. ' N
mE‘ Emp = Emp+ u NEmp ’

DZE‘ X G Emp*4===?x C Emp I\N\’{ x,nx € Xo

.. postugujac sie przy;thymi skrétaml AZE moemy zanotowaé w po-
;\__st'!aioi

Mo Bup® C Nap.
‘ Korzystajqf: Z T1E, T11T oraz A2lr definicje DZE moZemy za-
notowaé w postaci nastepujacego twierdzenia

TMga. X6 Emp*<=D>X c Emp A X € Nsp.

7 sadnego wigc gbioru zdad empirycznych w szerszym zhaczeniu
‘nie zawierajacego réwnoczesnie zdania i jego negacji nie moze wy-
nikaé para zdaf, z ktérych jedno jest negacja drugiego i odwrotnie
jedli z pewnego zbioru zdad empiryoznych w szerszym znaczeniu nie
mo¥e wynikaé para zdad, z ktérych Jedno jest negacja drugiego, to
zbidér ten zadnej takie] pary nie zawieras W '1‘1E kS T1Ea tkwi ine
tulcja, 2e zdania empiryczne sg dedukeyjnie jak najbardziej jato-
‘we, sg mozliwie skabe. ‘TQ wtasnodé zdar empiryycznych potwierdzajg
niektére dalsze twierdzenia. .

Z aksjomatu ME wynika, Ze Zadne zdanie empiryczne nig moze
rozpoczynaé sie od negacjl. Wykazemy, %e negacja zbloru wszystkich
zdal empirycznych sktada sie wykacznle z negacji zdadl empirycz-
nychs:

2. x.em*.mp*<>=4>\/ o, xeny
' Yy € Emp
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Do 6d. Zakéimy najplerw, %e x € NEmp' Wynika stad, %e
zdanie x jest negacja jaklegod zdania, gdyby bowiem byto inaczej,
na podstawie D9 oraz T22 nx bykoby zdaniem empirycznym, co
przeczy ME'

Przyjmijmy wiec, Ze

B = nyy. ' (1)

Z zatosenia, ze x € NEmp+ orez na podstawie (1) 1 T28 wnloskuje~
my, ze
¥, € Emp' (2)

Wobec (1) 1'(2) mrawdziwy jest wzdr

+ X = hyo (3)
y € Emp e

Zatbimy teraz, ze

4 X =0y (4)

y € Enmp

Ze wzoru (4) na podstawie T28 wynika, Ze

‘ x € NEmp™*, (5)
Twierdzenie T2E zostaxo wige udowodniones
Z TZE oraz D1E wynika natychmiast

X = ny

3, %€ Emp<=bx € Emp’ V \/
¥

€ Emp'

W mysl 'I.‘BE do zbioru wszystkich zdad empiryczhych w szerszym
znaczenivu nalesa wszystkie zdania empiryczne 1 wezystkie ich ne~
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gacioe 3 mogkoby sktuzyd za definicje zbioru wezystkich  zdai

empirycznych w szerszym znaczeniue

z g A10,, oraz Mg wnioskujemy, %Ze
T4y nnx ¢ Emp

éﬁo zbioru Bup nalesg wigc np. zdania ,
Dzid we Wrocawin byko skonecznie,
Dzid w Warszawie nie pada dnieg,

inie naleszy natomiast npe zdanie
Nieprawda, Zze dzis w Paryzu nie BWleci storices

7 TBE. A1E oraz T21 i T22 Zatwo wynika

T5En x € EmP ==X € Emp.

ZQZGanie sprzeozne 26 zdaniem empirycznym w SzerSzym znaczeniu jest
: Wlec zdaniem empirycznym W szerszym znaczeniu. Twierdzenie odwrot~
f:ng do T5; nde Jest prawdzive.

Podamy teraz twierdzenie, ktére moe sluZyé za definicje bazy
"empirycznej

TGE. X€ Emp*<}={>\/ , +(X=YUN2AYnz=§).
Y,Z € Emp :

Dowéd zardimy, 2o X€ Emp’e Stad, z Dl i D2y  wynis
Ika’ 29

X € Emp’ U NEmp (1)

3 .
Twierdzenie to zostako sformukowane 1 udowodnione przez G
Brylla. Podajemy je za uprzejmg zgoda autoras
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~\/ %y0% € X (2):
X

%e wzoru (1) wynika, Ze

X = XN Emp' U XN NEmp', (3)

Prawdziwe sag réwniei nastqpujqce_dwa wzory

XN Emp* ¢ Bup®, T (4)

X A NEmp® € NEmp'e | (5)

Z TZE 1 128 wynika jednak, %e kazdy podzbiér negchi zbioru
wszystkich zdaf -empirycznych jest negacja pewnego podzbioru  zbio-
ru wezystkich zdad empirycznych. Wobec_(5)'istnieje zatem taki
zbidr Zys ze

n NEmp+ = Nz‘1, (6)

z C,Em§+. (7)

1
Wykazemy, ze zbiory XN Emp+ {W Z1 84 rozgczne. -Gdyby +ek nie
byto, to na podstawie T28 4 (6) do zbioru X nalezakoby jakied
zdanie 1 jego negacja, co przeczy (2). Mamy zatem

(XN Empt) N 2, =g, (8)
Tak wigc na podstawie wzordw (3), (4), (6), (7) oraz (8) otrzyme~
jemy wzér

L, X=YUNZA YN Z =¢) (9)

Y,Z C Enmp
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pek6imy beraz, se prawdziwmy jest wzér (9). Stad na podstawie
3 i D1E wynika, 2e

X ¢ Emp, (10)

‘zad na podstawie LY T2d, 133 1 T2 wynika, 50
~\/ xynx € Xo (11)
X

ze wzoréw (10} 1 (11) na podstawie D2y otrzymjemy, 26 X € Enp' e
Koficzy to dowéd twierdzenia.

Podajemy kilka pizykladéw zbioréw, ktére sg bazami emplryczny=
nl. Jak wnioskujemy z Alg 1 T2, =8 nimi przede wszystkim zbilr
wszystkich zda empirycznych 1 jego negacjae Wniosek ten zapiszmy
. przy pomocy wzoru

.
by _ Emp', NEmp € Emp*.

A TSE oraz z T21 1 T22 wynika, Zze bazami empirycznymi  beds
te% zblory otrzymane 2z pewnej bazy empirycznej przez wyjecie 2
niej dowolnej liczby zdai i przez zagtapienie tych zdaii zdaniani
z niml sprzecznymi. )

Zanotujemy w postacl wzoréw tylko te dwa szczegbélne przypadkl tego
twierdzenia, z ktérych dale] skorzystamys:

18,8, X € Empt Ax € X =X U %) € Eap®y
be X€ Emp*Ax,y € X=DX N {xyy} U {1x,1y} € Emp*.

Zauwazmy, ze zbidér powstaty z pewnej bazy emplrycznej przez wy-
jecie pewnego jej podzbioru i dotgczenie jego negacji nie musi. byd
bazg empiryczna. W powstaiym zbiorze moglyby bowiem znajdowaé sie
podwdjne negacje zdai empirycznych, co W my$1 D2y przeczy T4
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Z ME' .09, D8, -TZE i D2E wynika jednak prawdziwodé twierdze- -
nia

8. Xc Emp' A ¥ C X=X\ Y UNY € Eamp¥.

Podamy teraz kilka twierdzeri wskazujacych na dedukeyjng sZaboddé
zdafl empirycznychs

T9pe Emp® € Nsp’
Podajemy dowdd T9ge W tym celu zapiszmy TQE w postaci
X € Emp —=>X € Nsp' .

Zatétmy niewprost, 2e X § Nsp's Sted 1 z D6 wynika istnienie ta
klego zdania X4 Ze '

)

Xq0 DX, € on’ X. (1)

Z (1) oraz Tb wynika istnienie takich zdafi %, 1 Xy, Ze
Xyi%y € X, (2)
0%, X,y O, By € Cn'ﬁ. (3)

Elementami zbioru Cnd na podstawic Uwag 1 i 2 (zob. Wstep oraz
§ 3, rozdz. I) 8q zdania 00X X,07X,uX,, OONK X,0X..  Stad, =
(3) 1 113, wynika, ze

OIX NE s CIX,E, € Cnde. ' (4)

7z (4) 1 A6, wnioskujemy daleJ, Be
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nz, € Cn {1x;}, (5)
X, € Cn{1x4) « (6)

g0 WzOTOH (5), (6) 1 (2) oraz A3y wynika, %e
X $0%, g Gn(x\{xz.xj} v {‘13:2.'!3:3}). (1)
g gakozenia, 26 X € Emp*, z (2), T8gb 1 T1y wynika, te
X {xpe%,} U frx, x4} € Nep. (8)

wgory (1) 1 (8) sq na podstawie T11,, spraeczne. Wniosek ten kori-
czy dowéd twierdzenias

Pwierdzenia T1E i 19 mo%na pokaoczyé w Jedno zdanie:
Jedll do pevwnego zbioru zdad empiryeznych w Szerszymn znaczeniu nie
nalezy para »dafl sprzecznych, %o na postawie zdax tego zbloru nie
da sie wyprowadzié ani odrzucié zadna para takich zdatie

105 Fmp* ¢ Nzl

Dow & de Zaplszmy ‘I.‘10E w postaci

. X€Bmg =X € Nzl

7% zatozenia twierdzenla oraz TeEa i T1E wynika, ze
/\ %\ {zj u {1x} ¢ Nsp. (1)
x€X
2 A2p, Adpy Ady oOYEZ 1255 tatwo wynika, e sbiory on(Yu{nx} )
£ ca(yu {x}) sa réwne. Stad, 2 (1) 4 D5, wynika, %o

/\ 2\ {z} U {nx} € Nsp. (2)

xeX
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—
z (2) 1 710, wynika, e X € Nzl. Wnlosek ten kofczy dowéq
twierdzenia, '

W mysl T10E zadne zdanie pewnej bazy empirycznej nie mozZe wy-
nikaé z pozostatych zdar bazy. -

Zauwazmy, e przy zaxozeniu nieskoriczonodcl zbioru wszystkich
zdarl empiryoznych ak'é?jomat A2E lub réwnowazne z nim L moznaé
zastgplé wyraZeniem Emp* C Nzl, Praw;ziwe Jest bowlem wyrazenie

(¥) X € Emp* A Emp¥c Nzl A Emp’ = ¥o ==X € Nep.

W dowodzie niewprost wyrazenia (¥) skorzystamy z TGE i TBE. Do=
wody tych twierdzerd nie ss jednak oparte na A2E. Zatézmy, %e .
X ¢ Nsp. Sta,dl_ na podstawie T3T wynika istnilenie takiego zbioru";
11, ) .

I, cx, (1)
§1 < Ko ¢ (2)
X, ¢ Nep. (3)

% zaXosenia, %e X € Emp* oraz T6p wynika istnienie takich zbio-

réw Y1 1 z1. Ze

Sy

X=Y 0N AY N 2, =9 (5)
z (4) 3 T80 wynike, Ze

X, = Emp' \ 7, U Nz, € Emp®. (6) -
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e

g zatozenia twierdzenia, ze Emp* C Nzl 1 (6) wynika, ze

X, € Nzl, (7

. Zeuwaimy, Ze z Alg, D9, D8, 1728 i T21 wynika réwolicznodé
gbioréw Z, 1 NZ,. Stad, z zakoZenla twierdzenia, Ze Emp' = Mo
_ 4.ze wzoru (6) wynika, Ze

X, = Ko (8)
gz (4), (5) 1 (6) otrzymjemy, ze

Xc le (9)

stad zad, z (1), (2) 1 (8) wynika dalej, Ze

X6 X, (10)
6o pozwala wnibskowaé o istnieniu takiego zdania Xy ze
X, € X, ’ (1)
x, ¢ x‘1. (12)
7 (10) 1 (1) otrzymujemy
X, U {x,} c 1, (13)

Ze wzordw (7) 1 (13) na podstawie 7, wnioskujemy, ze

I,V {x} e Nzl (14)
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7 (3), (12).1 T2, wynika jednak, Ze
X, {xJ\ {x}v {ux} ¢ l\isp, (15).

a wiec na podstawie '1.‘10T

i1 U {x} ¢ Nzl . (18

Wzory (14) i (16) sa sprzecznes Winiosek ten kofezy dowéd wyrazenia
.

15 Emp’ © Nzl

Twierdzenie to wynika natychmiaét z T10; oraz T3,

W my$l fﬂE sadne zdanie bazy empirycznej nie moze byé odrzu~
cone na podstawie pozostakych zdad tej bazy.

Twierdzenisa 'D10E i 'J!11E mo#na potaczyé w Jedno zdanie:
Jefli z pewnego zbioru X, do ktérego nie nalezy para zdai sprzecz
nych, a ktérego olemontami sa tylko zdania empiryczne wzglednie ich
negacje, wyjmiemy jakied zdanie, to na podstawle pozostatych zdad
zbioru X zdania tego nie moina ani wyprowadzié ani odrzucid.

Wykazemy teraz, ze jedli z pewnsgo zbloru Y C Emp, do ktérego
nie nalezy para sprzecznych zdaf, wyjmiemy jakie$ zdanie, to zda-
nie z nim sprzeczne nie moze byé wyprowadzone; ani odrzucone na
podstawie pozostakych zdah zbioru Y.

T125. X € Emiafl\ x € X==>1x ¢ Cn(X\ {x}).
Dowd de Zakéimy niswprost, e

ax e Cn(X\ {x}). (1)
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.-"""-'—-‘--__

7 plernszego zatozenia twierdzenia oraz Tig wynika, Ze

-

X C Nsp. (2)

'Z‘-U) i druglego zatozenia twierdzenia oraz A2 i A3 otrzym-
Jemys e X,1x € CnX, co wobec T11 i T25a przecz;y wzorowi (2).
Dowéd ﬂ.‘12E jest wiec zakoriczony.

M3z X€ Emp*A x € X==x ¢ Cn' (X {x}).

powéd  T13g przebiega analogicznie do dowodu T12;e Opie-
‘yamy sig W nim na T9g, DE”J: oraz T3a, b

Udowodnimy z kolei, Ze Zadne zdanie emplryczne w Szerszym zha-
ozeniu nie jest teza klasyoznego rachunku zdan, ani jegokontrteza.

T14E. X€ Emp ==>x¢ Cn @ Ur{CnQi .

D o w é de 2 twierdzerd Ty 1 195 wynika, ze zbiory Emp+

+
:LNEmp sa, niesprzeczne ze wzglgdu' na odrzucanie. Zblory Cn’ Emp
‘i‘ cn’ NEmp s wige w mydl T16 podzbiorami wkasciwymi zbioru Se

Pozwala to na podstawle T10 wniloskowaé dalej, ze zbiory Emp i
».=:NE.EIP nie maja wepélnych zdad ze zbiorem Cungd.« Zgodnie wigc z

zachodzi wzdz

EmpN Cnd =¢. (1)
Wystarczy zatem udowodnié, %e
Bup. NNCnd = . (2)

Przayjmijmy w tym celu, e elementem zbioru NCn@ jest .zdanle X.
Stad 4 2 D9 otrzymamy, %e 1x € Cn@, a wigo w mysl (1) 7x¢ Emp.
Stad 1 = 15, waloskujemy, Ze x ¢ Emp, Zbiory NCn$ 1 Emp sq za
‘tem roztgozne.
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/g T14E i D2E wynika natychxiast

T4, Xe€ Emp* Ax € X=Px ¢ Ond U NCnd.,

%adne wiec zdanie bazy empiryczned nie jest tezg klasyoznego ra-
chunku zdafi, ani Jego kontrtezge

Podamy teraz trzy twierdzenia, z ktérych plerwsze jest w pewnym
sensie twierdzeniem o niesprzecznodci baz empirycznych, dwa pozo=
stake natomisst se w pewnym sensie twierdzeniami o niezalesnodci
baz empirycznyche '

155 X€ Emp’ == CnX N Cn'NK =&

Twierdzenie to jest natychmiastowym wnloskiem z T1, i 139, Méwi
ono, %e sadne zdanie nie moze byé wyprowadzone na podstawie zdand
pewnej bazy empirycznej i éwnoczeénie odrzucone na podstawie zdad
sprzecznych z jej elementami.

Zilustrujemy to twierdzenie przykkademe Niech X jest zbiorem
zdat potwierdzonych przez dodwiadczénie. Zbidr NX jest wtédy zbilo
rem zdad sprzeczrnych z doswiadczeniem. Na podstawie zhiorm cnx o=
trzymad mozemy wiec tylko zdania prawdziwe, zas$ na podstawie zbio—
ru On NX +tylko zdania fatszywe. Zblory CnX i Cn' NX  nie mogg
wiec posiadad wspélnych elementdw.

T6ze X € Emp’ ==>CnX 0 Emp = x”').

Dowé 4 Na podstawie zmatozenia twierdzenia oraz ha podsta-

wie AZT i D2E otrzymijemy natyohmidst inkluzje

X C CnX N Emp., (1)

14),

Twierdzenie T16, zostato sformuowane 1 udowodnione przez G.
Brylla. Podajemy je za uprzejma zgodng Autora.
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Pozostate zatem do wykazanila, %e CnX N Bmp:C Xe Przypudémy,se tak
nie jest, Wynika stqd istnienie takiego zdania X9 2]

m

x, € CnX, (2)

ge wzorw (2) oraz aksjomatdw A2,y A3y, Adp wynika, Ze
cnlX U {x,}) = Onk. (5)

Stqd, z zatozenlia twierdzenia, D5, 1 T

T otrzym jemy, Ze

B
Xy {x1} € Nsp. {(6)
Ze wzordw zas (1) i (3) otrzymujemy, ze
IV {x} C Emp. . (7)

z (6)y (7) £ TMja wnioskujeny, Ze

Xu {x1} € Emp‘: (8)

Stad iz '.NOE wynika wigc, 2Ze
Xv {x1} € Nzl. (9)

% (4) otrzymujemy jednak, 2e

U {x )\ {x} =% (10)
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Na podstamie wigc (2)
x, € Cn(X U =3 {=))- - (11)
7z (11) i Diy wynika
 §U {x1} ¢ Nzl. (12)
wzory (9) i (12) sa sprzeczne, co koficzy dowdéd twierdzenia.

M. K€ Emp’ = Cn’X N Emp = Xe

Dowdéd T17E przebiega analogicznie do dowodu T16E- Opieramy
gie w nim na T3a, by Oy T9E. 78, D6, T11E i D5.

W myél dwéch ostatnlich twierdzerd na podatawie pewnej bazy empi-
rycznej mozemy wyprowadzié 1ub odrzucié te i tylko e zdanla empi=-
ryczne W Szerszym znaczeniu, ktére nalezg do tej bazye Wiemy, N
kazdy podzbidr zbioru wezystkich zdad empirycznych i kazdy pod=-
zbiér negacji zbioru wszystkich zdai empiryocznych jest bazg empi=-
rycznae Tek wigc na podstawie pewnego zbioru ndad empirycznych, w
nmy$l T16E 1 Mg nie mozemy wyprowadzié, ani odrzucié sadnego
zdania bedacego negacje zdania empirycznego, zas na podstawle ne-
gacjt pewnegd zbioru zdan empiryczngch nie moZemy wyprowadzié ani
odrzucié Zadnego zdania empiryczneéél

Podamy teraz kilka dalszych wkasnofécl baz empirycznyche Wystas
pig w nich te terminy wdefiniowane, ktérych nie spotykalismy w po-
przednich twierdzeniach opisujacych wtasnodcl baz empirycznyoh.

T8+ XY e EmpiAX & IT=DX =Y,

19, XYE Bmp' AX &' Y=DX =Y,
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T8p i '1319E gg atwymi wnioékami odpowiednio =z T16E i DZT
oraz 2 Mg 4 D3. W mysl tych twierdzer kazde dwie bazy empi=
ryczne réwnowazne ze wzgledu na wyprowadzalnodé lub . odrzucanie 8§
péunee

120, YCXE Emp'AY € Zpt==X = Yo
121 YCXE Emp*A ¥ € Zp¥ ==X = Y,

Twierdzenie T20E wynika Zatwo z T'IE, 5.‘5,1_,, T8, oraz uwagl
bedace] bezposrednim wnioskiem z D2p, se kdidy podzbidér bazy em=
Pmczne;j jest bazg empiryczng.

Podajemy dowéd T21e W tym celu zaXézmy niewprost, ze zbiory X
4 Y o8 rézne. Stad z zaktozenia twierdzenia, z DT, T11E i T9E
otrzymujemy, ze

Y gX, (1)

:‘/\(xe tn ¥ Unx € Cn'Y), (2)
X

xe N'zlz ' (3)

X € Nspe 4 (4)

" % wzoru (1) 1 T3b wynika istnienie takiego zdania X, te
x, € X, (5)

X, ¢ X, (6)

en' ¥ con’ (B {x})e (7)
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2 (5) 1 T3a otrzymjemy zad, ze |

x1€ cn'x, (8)
%e wzoréw (3) 1 (5) oraz D5 wynika jednak, Ze

x ¢ oo (XN {xh)e (9)

W mysl wiec wzoru (7) -

* x1 ¢ Cn’Y. (10}\
’ |

Stad, z (2), (1) i T3b otrzymujemy, ze

nx, € cn'X. (1)
Wzory (8) i (11) sa na podstawie D6 sprzeczne z (4), oo koflozy
uzasadnianie twierdzenia. ’ : f
7 dwéch ostatnich twierdzer wynika, %e Zadna  baza empiryczna
bedaca czescis wrasciwg innej bazy nie moZe byé zbiorem zupelnymz
ani ze wzgledu na wyprowadzalnosé, ani ze wzgledu na odrzucanie.
Z T10E i 9, wynika natychmiast twierdzenie v

122, X € Emp AX = }{o—_=z>x ¢. Aks.

pA T9T i 71 Woﬁec ’I.‘11E wgnika natychmiast

1235 X € Bup'AX = Xo==>X ¢ Aks'.

W my$1l dwéch ostatnich twierdzed adna nieskoriczona baza empi-

ryczna nie jest zbiorem akejomatyzowanym, ani zbiorem aksjomatyzoi
walnym ze wzgledu na odrzucanie.
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R

7 T45 1 T1E wynika;natthmiast twierdzenie

T24E' X € Emp* ==|>\/ (KX CYA Y € Syst' n Nsp'n zpz').

sens intuicyiny tego twierdzenia podalifmy przy omawianiu T45.

Dodatek

Podajemy tu dowody wigkszodel niecudowodnionych w tekscie twier—
dzed teorid zdah odrzuconych. Beda to mianowicie dowody WSzystkich
tych twierdzer teorii T, ktérych numery zaopatrzylismy w znak "#".

Déwody, ktére przeprowadzimy, oparte beds na regukach sformuXo=
wanych w pracy [9]e

738, Xcen'xcs.
Dowdds 1e1e x € X (zedow.)
1.2, x € Cn{x} | (AZT)
13. x€ 6n’-x, (1.1, 1.2, D1)
Xeon'xcs (1s4->1.3, D1)
T3b,  xc Y=<>Cn"X con'Y.
Dowdd, 1. Icy (zaZ.)

1. yeln'X (z.dow.)
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T3ce

DOWédo

T3d.

Dowdd.

1-20

Te30

144,

1els

1¢2e

1e3e

1ode

165

1460

1.7.

1486

2,

V

xe X

V

x€ Y

x € Cn{y)
x € Cn{y}
yecnY

cn’x con'yY

¢’ Cn’X c Cn'X.
ye n' tn'X

Xy € on'x

X, € Ca{z}

x2€I

x,€ Cn{x }

Cn {x} ¢ Ca {3}
x, € Cn {3}

ye tn'X

en'Cn'Xc n'X

(1.1, D1)
(1.2, 1)

(1.3, D1)

(1411.4)

(ZodDW.)

(1.1, D1)

(1.2, 1)

(1.3, A3, A4¢)
(145, 146)

(1.4, 1.7, D1)

(1s1=>1.8)

x ecn'x———_—-,4>\/(zcx/\'§< KoAxe CnY),
Y

x € Cn'X

x1€X

x, € Cn{x}

(ZEZQ)

(1, n1)
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4.

5e

DO"éd' Tele

T2,

161410

1.1.2.

19130

Tetede

14765

1426

261,

2,2,

243,

xe Cn' {x} (3, 1)
=z} CXAZF) <K (2)
\/ (Y cXATI<KAxE on'v) : (4, 5)
Y

oiy € Cnd <==>Cn' {x} C cn {3}

oxy € Cad (2o dows)
z € Cn' {x} (ze dow.)
ezx € Cnd : (1.141, T1b)
cozxcoxyezy € Cnd (Uwaga 1)
czy € Cnd (10143, 14102, 141, T13;)
z € Cn' {3} (1.1.4, T1b)
cn’ {x} © Cn’ {3} (1e1.1—=141.5)
e’ {x} c cn' {3} (zo dows)
x € Cn’ {3} (2.1, T3a)
oxy € Cnd - (2.2, T1b)

exy € Cn & ¢=>Cn' {x} c cn’ {3}
(1s1—142, 241—2.3)

xe€ Sys.t'<n=e>/\ /\ x ¢ Cnf3) .

x€X y¢x
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Dla wykazania prawdziwosci T12 wystarczy ndowodnié nastepujam
dwa lematy:

LA X€Syast' Ax€ XAy¢ X=Dx¢ Cn{s}.

1 B, (x ¢ Cn{3}) A x € Cn’ X =>x € Xo
/»x\eX /y\éxx¢ n{y} x € Cn x

7 lematéw tych bowlem 1 D2 wynlka twierdzenies

Podajemy dowéd L A.

1. X € Syst

2. x€X | (zak.)

3 vy¢X

4o x € Cn{y} (Zedens)

5, ye o' X (2,4,D1)

6. yEX (5,1,02)
Sprzecznodé (3,6)

Podajemy dowéd L B.

' /}ex />¢x (w‘cn{y})

. , (zake)
26 x€0nX
30 X ¢ X ' (z-d-nn)
4, x1 € X
(2, D1)

5. x1 € Cn{*}
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6 x, ¢ Cn {x} (4y 3, 1)
Sprzecznosd (5, 6)
13 X € Nz1=>X€ Nal's
‘powbd 1e X€ Nzl (zat.)
2. x¢ NZ]., (z.d-no)
3. X € X
) (2, 15)
4 x, € Cn' (X\ {x})
5e x,€ X\ {x1}
(4, D1)
6o X, € Cn {x1}
P X+ %, Ax,6X _(5)
8o x2 (2} C’n(X\ {xz}) . (3' Te ABT. 6)
Sprzecznosé (7, 8 1, D4',D)
M4 XU YE Nzl=> (X Y<=DX n'Y),
Dowéd. 1o XU YE Nzl (zaks)
2, XU YeNzl (1, T13)
1e1e X Y (ZodOWo)
120 X=X (1, 1.1, TG‘.’E)
1.3, Cn'X =Cn'Y (1.2)
14, xm'Y (1.3, D3)
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T23.

Dowdde

2.1,

" 2420

2¢36

2.4,

1.

1.1,

1.2

1434

1e4e

241,

2020 !

2430

244,

2,5,

2.6,

2.7,

——

X~y ' _ (2o dow,)
X=X : (2, 241, T5)
CnX = CnY (242) ¢
I~ Y (2,3.»D2T)
I YE=DIR'Y (1.1 1.4, 2,17 2.4)

enxix, o1xnx € Cnd.

/\ x:ﬁnzv\z/ X = nz

Z
/\ X ¢ nz (zodowe)
b
1x = nx : (1.1, m22)
enxnx € Cnd (Uwaga 1)
enxx, cixnx € Cnd (143, 1.2)
Vx nz S (ZadO\‘c)
z
x = nz, (2,1)
Ix = nz, (242)
X =z (2.3, T21)
nx = nnz, ‘ (242)
onnz,z,, 0z,nnz, € cng (Uwaga 1)
onxix, cixnx € Cngd (2.6, 2.5, 2.4)

-cnx'\x-, oxnx € Cnd (1, 1.1—>1.4, 2.1>2.7)
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T2§aa
powbde 1610

1420
1.3
2.1
2424

2.3

T25be
DD‘I(Sdc 1 01 .
1424

1.30

2.1,
2.2,

2430

T26a,

‘:.DOW(Sde 1a

1e1s

4% € CnX<s=p> nx € CnX.
9x € CnX

c1xnx € CnX

nx € CnX

nx ¢ OnX

cnx1x € CnX

Tx € CnX

ax € CnX<=>nx € CnX

qx € On'X<e=={>nx € Cn'X.
9x € cn'X
cnxIX € Cn @

nx € cn'X

nx € Cn'X
oixnx € Cnd
1x € cn'x

1x € Cn Z<=Hnx € Cn'X

1% € Cnf<t=>x € CoX

/\x:/:nzvvxanz
2

%

e

(zodow,)

(223, A3)

(101, 142, T13;)
(zedows)

(223, A3,)

(241, 2.2, T3;)

(101 ‘—'.'103. 2.1_’203)

(Zo dowe )
(m23)

(1.2, 141, T2)

(zedows)
(T23)
(2.2, 241, T2)

(11143, 241—*2,3)

(chOWo)



102

Urszula Wybraniec-Skardowska

1e26
1e3e

1.4,
2410

2420
263,

264

T26b.
Dowdde 1 .

2.

3

234
DOWédo 1.

1410

1x = nX
11X = X

1Mx € Cnkg=x £ CnX

V 5o m

x=nz1

'!35321

—

(1.2, T21)

(1.3)
(zedows)

(2.1)

(2.2, T21)

1% € CnX<=pnz, € CuX<=D>x € 00X (o5, 2,3, 2.2)

11x € CnX<4=>x € CnX (1, 1011

41 € Cn'X<=t> x € Cn'X.

ody 2.1 244)

oNXycxXy, coxyc1ixy € Cnd (Uwaga 1, Uwaga 2)

y € Cn{mx} <&=D>o1ixy € Cn <>
o=t oxy € Ong <>y € Cn{x

47x € Cn'X<,=(>\/ yelnfry <=
yex

@\/ y € Cn{x} <=>x € on'X
y€X

47x € Cn'X<=5>x € Cn' X

n' NNX = Cn’X = MNCn'X.
y € Cn’X<=f11y Cn'X<=dy € mNen'x

y € Cn/NNX

(A6gs 14 msm)

(01, 2)

(3)

(m26b, DY)

(zedowe)
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1426 x1 € NNX

(141, T1b)
130 oyx, € Cnd A
14 11X €X (1.2, D9)
1450 ccyx1cy1jx1‘6 Cn (Uwaga 1,Uwaga 2)
160 oyNnx, € Cnd (193,145, T‘IBT)
1.7 y€con'x 23 (1+4, 146, T10)
2.4s yeon'x } (zedow.)
2,24 x; €X

(241, DY)
2¢3s Y%, € Cnd
2.4, nnx, € NNX (2.2, T28)
2,5. ocoyx,oymnx, € Cng (Uwaga 1)
2.6, oynnx, € Cn¢ (243, 2.5, 113,)
2.7. ye€ cn'mx ' (2.4, 2.6, T1b)

O NFX = Cn’ X = NNCn'X (1, 1e1=>14T, 21=>2,7)

735, X+ 3 =pNCndC Cn'Z.
Dowéa, 1. X+ : (za,)
1e1s Yy € NCnp (2o doOWe)

1'20 -lye Cnf ' (1‘19 D9)
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1630
1.4,

1e54

1374

Dowéde 11
1.2,
1°3f
1.4,
1450
1466
16T
1¢8.

149

T38,

Dowdde 1 0

1y €. Cnfix} Ax€X

vyeon {x} A x€X

y€Eon'x

Nend C Cn'X

NCn' NX C CnXe

y € NCn'NX
1y ¢ Cn'NX

x1€l\IX

cyx, € tng

ocﬂyx1'o1x1y € Cnd

omx,y € ond
Y€ Cn {'1x1}
'1x1 € X

y € CnX

NOn! NX < CnX

Cn{x} = NOn' {nx} = NCn'N {x}.

—

(1.2, Airf 1)
(1.3, T27a)
(1.4, T3b)

(101_”1 .5)

(z.dow.)

(1.1, D9)

(1.2, T1b)

(Uwagi 1 1 2)
(1.4, 1.5, T13;)
(1.6, A6)

(1.3, D9)

(108, A3;, 1.7)

(1s1—149)

¥ € Cn {x} <=Dx € Cn' {5} <=y € O} <=

<Dy € NCn' {1x}a=py € NOn' {n4}
(17, T2Tb, D9, T24b)
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S
2, On {x} = 8NCn {nx} (1)
3. Non {od € Nen'N {x} (230, T3b, T33)
4. N'¥ {z} c Cnfx) (T37)
5. NCn'N{x} C NCn'{nx} (4, 2)
6. NCn' {nx} = NCd N{x} (3, 5)
Cn{x} = NCn' {px} = NCn' N{x} (2, 6)
139+ X € Nsp==>CnXn CdNX = § .
powsde  1e X € Nasp (zak.)
2, CiXNC'NX#§ (zedene)
, (2)
4. y1 € Cn NX
5¢ x,l € NX
' (4, T1b)
6s cy,x, € Cn¢d
1M
Te  coy,x c7x,ny, € Cnd (Uwagd 1 1 2)
8, cwx,ny, € Cnd (6, 7, '1‘13T)
9 %, €X (5, D9)
10,  ny, € Cn{ix,} (8, 46,)
11 3,0 ny, € CnX (3» 9y A3y 10)
Sprze cznodé (11, 211q, 1)
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R
T40a. X € Syst = NX € Syst’.
Dowdd e 1o X€ Syst (zax, )‘i
2 OnXcX (1, n1T)§
1a1e  yeOdNX (z.dow.)i
1.2, x,€ NX
(1.1, T1b)
1430 oy, € Cnd
1ede ccﬁ1c1x11y € Cnd (Uwagd 1 1 2)
15, ox,y € nd (1.3, 1.4, mm);
1.6¢ Ay € Cn{'|x1} (1.5, AGT).
1. x, € X (1.2, D9)
1484 X € CnX (1.7, A3p, 16)
19, yEX (2, 1.8}
1.10. y€ NX (1.9, D9)
3. Cn¥XcNX (1e1, 1.10)
NX € Syst’ (3, p2 )
T40H NX € Syst==>X € Syst’.
Dowdd. 1« NX € Syst (zak)
2, NNXE Syst (1, T40a),
3o On NRX c NNX (2, D2}
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1.1s 3 € Cn'X (zedow,)
1.2, ny € Cn'X (1.1, T21)
1.3 nny € Cn'NNX (1.2, T25b, T34)
1.4 nny € NNX (3, 1.3)
15 y€X (1.4, T28)

4, On'XcX (1.1 1.5)
X € Syst’ (4, D2)
D41ae X € Nsp = NX € Nsp'
‘Dowéde 1o XE Nsp. (zal)
2. NX¢ Nsp (zedons)
30 ¥ 00, € Cn' NX (2, D6)
4e %, € NX
(3, T1b)
5. ©c¥y4X, € Cnd }
6. x,€ NX
7. ony,X,€ Cnj | (3, T10)
8. x €X (4, D9)
9, 1x,€X (6, D9)
10, ccy‘1x1oﬂx1hy1. cony, X,C1x,Y, € Cnd (Uwagi 1 1 2)
11, (54 Ty 10, T13,)
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T41b.

Dowédde

T42a.

Dowdd s

y1€ Cnﬁxé
ny, € Cn{1;c1}
Y9, € CnX

Sprzecznodd

NX € Nsp'==>X € Nsp’'.

NNX € Nsp'

X € zp¥ == NX € Zpk.
/\(xe e’ XV nx € oo X)
X

oy, € Cnd

enx, ny € Cnd
enx, ny € Cnd

ny € Cn {nx.l}

(11, 46,)

(8, 9 A3To 12, 13)

(14’ T11Tl 1)

(zaZ,)
(1, T™41a )

(Zale)
(1, D7)

(zo dows)
(11, T1Db)

(Uwaga 1)
(1.3, 1.4, 'r13T)
(1.5, AGT)

(1,2, T28)
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1.8, ny € CnRX (147, 340 1.6)
449« ¥ € CoNX V ny € CnNX (1.8)
2.1e ny€ Cn'X (zedows)
2420 xé €X

(2.1, T1b)
2.3. onyx, € cnd
2.4, conyx,onx,y € Cnd (Uwaga 1)
2.5, enx,y € Cnd (2.3, 244, T13)
2,60 3y € COnfox} (2.6, A6y )
2.7. nx, € NX (2.2, T28)
2.8. ¥ € CnNK (2.7, A3 2.6)
2.9, y€ CANKV ny € CuNX (2,8)
3. /\ (x € CiNX V nx € CuNX) (2, 141719, 2.1=>2.9)
X .
NX € Zpt (3, T12T)
242b, NX € zpt ==X € Zpk.
Dowéde 1. NX € Zpd (zak.)
24 /\(xfe cn’ NX V nx € Cn' NX) (1, D7)
x
1.1s y € Cn'NX (zedowa)
1.2 -my € C/NX (1a1, T21)
1.3,  ny € NCn'NX (1.2, D9)
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—
1.4 nye€ CnX _ (1.3, 137y}
1.5 y€EOnXV nye CnX (1.4-)-%;
2.1« nye Cn'NX (z-dow.).i
2,2, ye¢ cn'ﬁx ‘ (2.1, Tashf
2,3, y€ NCn'NX (2.2, 139)."E
2.4, y € OnX (2.3, 937)3
2.5, y € CnX V ny € OnX (2.4):

3, /\ (x€ ChX V nx € CaX) (2, 1.1—>1.5, 2.1 2,5)
o :

X € Zpk (3, T12T)':
T43a. NX € Nzl'==> X € Nzl
Dowéde 1, HNXE€ Nzl (zak.)
26 X¢ NZJ.' (Zodonl)
3 x1 € X
7 2 5 (2. D'SJ
4o x,€ Cn (x\ {_x1})

5. x,€ X\ {z}

(4, ™Db)
6o oxX,X, € Cnﬁ
Te  nx,€ NXN {ux) (5, T28, T32b)
8. nmxy# mx, A nx, € NX (1)

9 enxynx, € Cnéd (6, Uwaga 1, T13T).
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10, nx, € on’ {nx} (9, Tb)
11. nx, € NX (3, T28)
12, nx, € Cn(NE\ {nx} ) (11, 10, 8, T3b)
Sprzeoznodd (12, 8, D5, 1)
743be NKE Ngl==>X € Nzl
'Dowédo 1+ NX € Nzl (zak,)
) [
2. NX € Nzl (1, 713)
x € nzl (2, T43a)
T4dae X € zpx N Syst V NX € Zpk N Syst ==> X,NX € Zpt N Zpt’
Dowéds  1e X € Zpk M Syst V NX € Zpt N Syst (zaZ.)
1.1. X € Zpk O Syst (zodow.)
b 4 ‘
(1e1, T2, DI,)
143, CnX C X ot
1ede /\(xe cn’X V nx € cn' X) (1.2, 1.3, T3a)
X
Te5e /\(-mx € XV x€X) (1.2, T21, T25a, 1.3)
X
1.6- /\(xe NXaneNX) (1-5, D9)
X
14T, /\ (x &€ CnNX V nx € CnNX) (1.6, 42)
Lk
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1.8,

149,

2.1,

2.2,

2.3,

2,4,

2.5.

2.6,

24T

2.8'

2.9,

T44b,.

DOdeo 1.

Tele

1.20

1.3.

____“;
i

/\ (x € Cn'NX V nx € Cn'NX) €1.6, T3a)

X

X,NX € 2Zpt N zpt’ (1.2, 1.7, M2}, 1.4, 1.8, D)

NX € 2Zpt N Syst (zedow, )

/\(xe CoNX V nx € CnNX)
X

CoNX C NX

/\(x € NX V nx € NX) (202, 2.3)
X

/\(xe XV x€X) (2.4, T28, D9)
x

/\(x & Cn'NX V nx € Cn'NX) (2-4, T3a)
X

/\(xe CnX V nx € CnX) (2.5, A2, T25a)
X

/\(x €CdXVnx€onx) (2.5, T3a, T25b)
X .

X,NX € Zpk 0 Zpt (2.7, 2.2, 125, 2.8, 2.6, D7)

X,NX € 2pk N zpt’ (1, 11=>1.9, 2.1—=2.9)

r <y
X € 7pt' O Syst' V NX € zp¥ O Syst ==(>X,NX€ Zpt N Zpk.

X € Zpt'n Syst' V NX € 2zpt N Syst’ (zak.)
X € zpt M Syst’ (z.dow)
NX € Zpk - (141, T42a)

tnx€ex (1.1, D2)
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=
1ohe /\(xe en'XV nx € Cn'X) (1.1, D7)
X
145 /\(x€Xan€ X) (1e4, 1.3)
X
1.6 /\(rlx € NXV nnx € NX) (1.5,.728)
X
1474 /\(xGCnXV nx € CnX) (1.4, A2, )
: X
1.8, /\(x € On'FX V nx € Cn'NX) (1.6, T3a, T25b, T21)
X
1.9, X,NX € Zpt N Zpt (1.7, 12y, 142, 144, 1.8,D7)
2.1, NXE zpr' N Syst’ - (zodowe)
2.2, X€ Ipt (2.1, T42b)
2.3, Cn'NXCNX (2.1, D2)
2444 /\(x € XXV nx € NX) (241, D7, 2.3)
Al
2.5 /\ (x €EXVx €X) (2.4, T28, D9)
X
2,6, /\Lx € CoNX V nx € CnNX) (2.4, AzT)
x .
2.7, /\(x € Cn'XV nx € On X) (2.5, T3a, T25b)
X
2.8, X,NX € zprn 2p¥ (2.2, 2.6, T2y 2.1, 2.4, D7)
X,NX € Zpk N Zpt’ (1, 1.1==1.9, 2.1 2,8)
(49, or {3} n o {ny} = O {ned = Neng.
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Dowéds 1s  Cn {5} N Cn {ny} = Cn {k(y,ny)}=
= Cnl {noyy} = Cx {noxx} .
s (T48b, D11b, T21, Uwaga 1, T11a)
2, On¢ = Cnfoxx} = Noo {ncxx} (A3T, Uwaga 1, A4é, T38)
3, NCnd = NNCH {nexq} = Ch’ {nexx} (2, Taj. 734)
cn {y} N cn {0y} = on' fnex = NCn§ (1, 3)
T50. dn{x1,...,x2} ﬂ NCn' {nk (x1....,xn)} = NCI{{a(nx”...,
nxn)} | (1, 3)
Dowéde 1e cn{xi,ooo.xn} = Cn{k (x1....,xh)}=
= NCo' {nk(x“...,xh)_} (?47b, D11, 138)
2e onk(x,l,...,xn)_a'([xlx1,..-,nxn) € Cnﬁ
' (Uwaga 3)
ca(nx1,...,nxn)nk(x,“,...,xn) € Cng
3. Cn {nk(x1.....xn)}, = Cn {a 5(’nx1.....nxn)} (2, ®1a)
4., Nen' fnk (x1,...,xn).t’ = NCn {a(nx1,.._.,nxh>} (3, 133)
Cn{x1.ouc’xn} = NCn {nk(x1.coo.xn)} s
[} NCH' {a(nx1’qoo'mn)} (1’ 4)
T52a., On’ AAX = Cn’AX
Dowéde 1o AX C AAX (151)
2, on'AX ecn’ aax (1, T3b)
1.1 1z € AAX (zedowe)
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10204
163

104

1454
1660
170

3.

4s

152be
Dowbds 1410
1424

103

1e4%

Te50

zZ = a(x1,....xn)

(D12, 1.1)
XypeoarX, € AX
Niech cisg Yeveeosdy b_edzie ciqgiegl
wszystkich réinych zdad zbioru X bee-
dacych skXadnikami alternsatyw Xqooos
ceerX, (oznacze)

a(y1.0‘00.ym) € Ax (103' 1.4. D12)

cza(y1.--oovn> € cné (Uwaga 3, 1.2, 1.4)

z € On'AX (1.5, 1.6, T1b)
AAX c CnAX (1e1—1.7)
Cn! AAX ¢ Cn’AX (3, T3b,0)
i’ AAX = Cn'AX (2, 4)
Cn’ ANNX = Cn’AX.

y € ANNX (zedows)
y- a(:;.l,...,xn) A x1,.‘..,xn‘e X (1.1, D12)
X 000y TIX € X (1.2, D3)

Niech t1 pese .tk bedzie clagiem wszystkich
réinych zdadl wybranych z clagu MZygeee

e p1Z

A (oznaezs)

a(t1,....tk) € AX (1.3, 1.4, D12)
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158,

DOWéda

1.6-’

1e70
241,

2620

2.3,
2.4,
245,

2,60

2.
3.
4.
5
6o

Te

M1els

—

oyaltypesest,) 6 Cud (1.2, 1.4, Usagl 3 1 4, ma‘T)
y € Cn'AX (1.5, 1.6, T1b)
y é Ax (ztdow-)

y= a(z1..-i.zm) Aiz1.ooozm € X

i sg rdsne - (261, D12)\.ﬁ
nnz1.;...nnzm€ NNX 1 s3 réine (2.2, T28, A10T)
a(nnz1,....nnzm) € ANNX (2,3, D12)
oya(nnz1....,nnzm) € Cnd (2.2, Uwaga 3)
y € Cn ANNX (2.4, 2.5, D)
Cn' ANNX = Cn’ AX (1s1==1.7, 2.1—=2.6, T3b,c)

x,y € ¢ X=> a(x,y) € Cn AX.

X,y € ' X (zat,)
oxx1e Cngd

L (1, T1v)
e € X
oYX, € Cn¢g

/
x2€ X
ocmc1ccyx2ca(x.y)a(x1,x2) € Cnd (Uwaga 3)
ca(x.y)a(x1,x2) € Cnd (2, 4, 6, T13g)
x1 = xé (ZodOWo)
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1.2
1,3
2414
2,2

2430

(o, 1.
24
e
4.

5

6o,

?ehmda. 1,

| 1014
1.2,
1.3,

1.4,

- alx,y) € cn'Ax

oq(x,y)x1 € Cng (Uwaga 3, 7, 1.1, 1'13T)

(3, T51a, 1.2, T1b)
x, ¥ x, (zedow.)
alx,,x,) € AX “(241, 3, 5, D12)
alx,y) € on'AX (2.2, 7, T1b)

a(x,y) € cn'AX (1e1=%1.3, 2.1 2,3)

k(x,y) € Cn'X ==ty € CnA(Z U {d )

k(x,y) & On'X (zat.)
" okix,y)z € Cng .
(1, T1b)
z€X
ook(x,y)zoya(z,nx) € Cnd (Uwaga 3)

oya(z,nx) € Cn@ (2, 4, T13T)

y € ca’AlX U {nx}) (3, D12, 5,71b)

y € on’ A(X UN{x}) = k(x,y) € cn"(AX U {noxx} ).

¥ € oo’ Alx UR{x}) (zak.)
Xaud (zedow,)
y € oo’ av{x (1, 141)

Cn' AN{x} = Cn'NK{x} = Cn'F{x} (753, T514)

vyeon'N{ (1.2, 1.3)
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1454

1.6,

16T

TeBo

1.9,

1610,
1.‘1.
112,
1013,
2410
2.2,
243

2.4,

245,

2,6,

26T

oyz '€ Cn ¢

(1.4, 210p)
z € N{x}
1z € {x} (1.6, D9)
1z ex (1.7)
Az = Nx : ' (1.8, D8)
eyix € Cnd (145, 721, Uwaga 2, 1.,9)
ocy1xck(x,y)noxx € Cnd , (Uwagt 34 4)
ok{x,y)noxx € Cnd (1,10, 1411, T13;)

/
k(x,y) € Cn'(AX U {noxx}) - (1.12, Tb)
x+ 0 . (zodowe)
oybte Cnd
(1, ™v)

€ A(X U N{x})
Niech u oznacza alternatywe wszystkich
zdad zbloru X bedgcych sktadnikaml al-
ternatyny +. Jedli.takich skradnikdw
nie ma, to niech u oznacza dowolny
element zbioru X. (0znacze, 2.1)
Niech %02, bedg wszystkiﬁ;ielementami
zbioru N{x}. ‘ (730a-c, oznacz.)
ota(z1,a(zz,u)) € cnd (Uwaga 3, D10, 2.3, 2.4, 2.5)
V2,072, € {3 4 (D9, 2.5)
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2.8. Viz, =z, = x (2.7)

2.9, otalnxyu) € 0ng (2.6, T21, Uwagd 4 1 3, 2.8, 113 )

5.10.  ccytectalnx,u)ok(x,y)u € end (Uwaga 3)
2,11« cki{x,y)u € Cnd (242, 249, 2410, mam)
2.12.  k{x,y) € Cn' (AX U {noxx}) (2.4, 2:11, D12, T™b)

k(x,y) € On (AX U {nexd)  (1e1==1413, 2.1—2,12)
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PHEORY OF REJECTED SENTENCES
Sumnnmary

I'[‘ha concept of a rejeoted sentence was introducet by J o« Iukae
glewioz in the course of his inquiry into Arystotelian Syllogistic.
1t was essentially generalized by Prof. J. Stupecki who, with re~
gerence to Tarski’s axiomatic theory systems, gave the following.

© definition: ' '

pl. yECn mwov x & Cn{y
x6 X

Aocording to this ddinition.\ a sentence y is rejected on the base
of a set of amtoms X if and only if at least one sentenoe
which belongs to x can be deduced from the sentenoe yo In the
. ‘paper [5] the proof is given that the function Cn which assigns
to a set I £hs set of the sentences rejeoted on the base of X
1s additive ani gatisfies the axioms of Tarski's General Theory of
 Systems [6]. The sysbol S whioh appears in axfons of Tarski’s
" theory denotes the set of all sentences of a cartain fixed langua=

.ge 1, the symbol Cnk denotes the set of all sentences deducible
from I. The wariables X, ¥y Zses. Tun over the set S, the va-

r:Lables X, I, z.... reprezent the subsets of S.

We also make nge of Tarski s enlarged theory of systems [7] in
our paper. I% fnvolves, beside Cn and S, some additional primi-
tive terms "c® amd "n". The formula “oxy" denotes the conditional
whose antecedent f8 x and consequent is ye The formula "nx" de~-
notes the negation of the sentence X.
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The theory T 1is set up the paper. It results from Tarski’s
‘enlarged theory of systems by adding the axiom:

pk = gy =H>x = y

and & number of definitdons, among them D1 is & fundamental one,
Cn’ is a function whichk assigns to every set X of false senten-
ces the set Cn’X whose members are exlusively false sentences,
This may be regarded as a basic property of Crl

The terms Systv, n' , Aks’, Nz’ are introduced in the , theory .
T, They corvespond to the analogous terms introduced by Tarski,
and respectively denote: the set of systems with respect %o re-
Jection, the equivalence with respect to rejection, eto.

Ori can obtain the right sides of the definitions of these terms
by substituting Cn’ for Cn in the appropriate Tarski’s defini-
tions.

The following theorem holds: _

If o is a theorem of Tarski's Géneralxmhe§ry of Systems which
does not cbnfains any symholé'diffréht'frqm vaiigbleé} the symbol
S, and the symbols | o

Cn, Syst, & , Aks, Nzl, 1)

then the formula of which is the results of substituting the syme
bols

cn’, Syst’, &', Aks’, Nz1’ (")

respectively for the symbols (1) in o¢ is a theorem of T.
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. ghe concept of a consistent set with respect to rejection and.a

homplste set with respect to rejection are defined as follows:

. p6. XE Nsp’<:==4>~\/(x. nx € Cn'X),
| ‘ X
pf. X € zpt’ <==> /\lxe Cn’X V nx € Cn'X).
X . -
f
@hega definitions can be Jjustified by some informal arguments.
mthe following two definitions do not possess counterparts - in

;j}arski's theoxy

D8, ¥ = 1x'<§==(>/\(x¢ nz Ay =nx)V x=ny,
2z

D9, x € MX<=Dx€ X,

fhe formula "ix" is called the gentence contradicting the - sen-
tence % NI 48 ocallsd the negation of the set X.

A number of theorems which describe properties of defined con-
icepts have been proved in T. Some of them are necessary for con-
ducting the considerations. of the concluding gection is devoted to
‘the empirical sentences.

‘Section T deals with the theory of the unit consequence.  The
only primitive terms of. this theory are S ‘and Cn1. The terms
'S is underatood in the same way as in the theory T, while Cn1
48 characterized by the axiom

Al. y€Cn X-¢=DV cn, {3} € Cn, {x}.
1 1 x€EX 1 1
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—

It has been shown that Cn,
neral Theory of Systlems, is additive and possesses the following

satisfies the axioms of Tarski's Ge-
property

y € Cn1X<h=#>\/ ¥ € Cn1ﬁ@
x€X

The last fact should explain why Cn

consequence", . ;
It is also shown that every additive funotion P which satis-

fies the axioms of Tarski’s General Theory of Systems and the £ol=.

lowing ocondition P@=F satisfies the formula At

The funotion Cn’ and Cn®, the latter being defined as follows

1 have been named "the unit

C¥*X = NCu'NX

are unit'consequences.

An axiomatic theory 1 is set up in Section IIX. The primitive
torms of it are the same as those of T except Cn which is re=
placed by Cn’s T and T’ are proved to be equivalent. The fun= -
damental axiom of T’ is that characterizing Cn’ as a unit cone:
gequence.

The concluding section.brings a few examples of application of
the definitions 4nd theorems of T in the field of the scientifio‘;
methodology. The cohcept of the set of the empirical sentences
Emp+ 1s taken as a new primitive term, and characterized by the
following two axioms:

-+
A1Eo ‘nx ¢ Emp ,

AZE' Xc Emp+u NEmp+ A~ \/x, nx € X=>X € Nspe
X
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o+
the set Emp consists of the sentences which are

' ‘o nss quenﬂya
i negation of ahy sentence.

 pe axdom A2, is equivalent to thg following theorem

D2 X € Emp*@bx C Emp A N\/ x,nx € X
- X ’

i.fg,tha get Emp, which is ocalled the set of empirical sentences in an
§3n1a;-ged sense., It consists of the empirical sentences and their
hagationso The members of the set BEmp* are called the empirical
}bases. The axiom A2, states then that none empirical base con-
" tains both sentence and its negation at the same time.

L} The following theorems reveal more important properties of empt
';rical sentences:

E

[ Emp' ¢ Nsp’N Nzl Nzd',
!

l

X € Emp* =>CnX N Cn'NX =&,

X € Emg* = CnXN Emp = X = Cn’X N Emp.

According to the first theorem, none pair of sentences such
_that one of them is the negation of the latter can be rejected on
';'f'fha ‘ground of any empirical base. This theorem also states that
:_-.'-'-Inone gentence which belongs to an empirical base can be either pro
5“?9& or rejected with the help of the other sentences of the ba-
i's_e. The second theorem states that none sentence which results
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from a empirical base can be rejected on the ground of the: nﬁgéj
tion of this base. At least, according to the third theorem; oy}
those empirical sentences which belong to a base can be either.q{i
duced or rejected with the help of the base. 1

There is another theorem giveh in the paper which is interesiné

X € Emp* =a>\/ (FXC Y A Y € Nsp’ 0 2pY N syst’ ).
!.

It states, that for the negation of any empirical base thers al.
ways is a system with respect to rejection which 1is coaeisten€
with respect to rejection and complete with respect to rejectio@
such that 1% includes that negation. :
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TEOPUA OTEPACHBAEMIX IPENLI OKEHMM
Peawwue

‘floudre ofdpacunaeuoro npexroxeHUA OunO BBemeHO f. Nyracenu-

g CBASK C eF0 MCCIOXOBAHMAMK B OGNACTH CHAOTHCTHEA Apucro-
;858. OoMpafich HA ARCHOMATHUECKYN TEODUD NeLYKTHBHHX CHMCTeM A.
?Tapcxoro Mpodpeccop Crnymenxuit chopuyampoBax SymecTneHHOe 0§06-
&megne ¥ OpHMBEen pHX CBOMCTE STOro NOHATUA; UMEHHO OH NDUHAN Cie-
lgyomee OUDeReIeHKe:

qou

M. ¥ €ECX<=D> \/ xe on{y},
x € X

f@ornacao KOTODOKY DpefnuzoxeHMe § OTOpacHpaeM0 Ha OCHOBAHHK
apegao;enun HEeROTOPOro MHORecTB& X TOI'NAa M TONIBKO TOIr'fge,KOr-
fga mo rpaftHeft Mepe OIHO HpemIOXeHHMe MHOXeCTBa X BuDONUMO HA
|oCKOPAHMM DTOT'O NpenTOReHus. B padore [5] moxaswsaerca,uto dyw
(ROAA (n, oTaBAmam B COOTBETCTBME MROXeCTBYy X RIACC Mpexio-

‘xeEnft OT6DACKBAEIHX HA OCHOBAHM MpeIIOKeHU! U3 MHOXeCTBA X,
pTo amxmuTHRHaA QYHRUNA YKOBASTBOPALMAA AKCUOMAM o6me # TeOPpun
(uenyKTunnux) cucreu TApCKOro [6]. Cumbon S sucrynapmuh B

.axcKoMax Teopun TAapCKOro 03HAYAET MHOXECTBO 'BCex InpemroxeHu
drxcupopamHOro HaMka, cuméon CnX - MHOXeCTBO BCeX UpeJnOxe Hf
PHBOXMMHY u8 MHOxec0TBa X, [lepeMeHHEe X, ¥y Z, s+« [Opoferapt
Yepe3s MHOXeCTBO S, DepemeBHHe X, ¥, Z, se» = Uepe3 ceMeiicTno
MOTUHOXEeCTBR B3TOTO MHOXOCTER .

B pafoTe Md MCOONL3YysM Taxge OCOTameHEYV TEOPMD JeZyKTHBHHX
‘oucrem Tapckoro [7], B xoropoft uapamy ¢ cumbomamm Cn u S BH-
CTyManT HOBHe NepDPUUHHE TepMiRE "¢ u "n', BupaxeHue "cxy" o3Ha-
HaeT punAMEALMD C aHTeNeNeHTOM X M C KOHCEKBEHTOM Yy & BHpa-
XeHMe x" O3HAYAET OTpULAHNE HOPETNORCHHA X,

B pagoTe CTPOUTCH reqpua T, EOTOpa® OOAYUAETCA U3 O6OTa-
NeHRONl Teopun TAPCKOTO NpUCOEIMHEHMEM aXCHO M

nxX = ny = X = ¥
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a TaExe pARa onpefreanenuyt, cpemm xoropux CYmeCTRBOHHYD pOAb “rmh
er D1. Ocronxoe cmoficreo dyHruMHM Cn’ cocrtour » TOM, YTO npo- |
MBBONPHOMY MHORECTRY JOZHHX Npeguoxenuft X oHa CTAaBUT B COOT«
peTcTee MEOXecTBo Cn'X cocroamee UCEADUMTONBHO U3 L OXHuY
npe xxoxeHuft,

B reopun T BROZETCA TepMmumd Syst, 'y Aks’, Nzl”, ama-
ZOTHUHO K COOTBETCTBYDMUM TEepMMHAM BReJCHHHM TapCRUM. ITK Tep-.|
MU O3HAYADT COOTBETCTBOHHO CeueflCTBO (feXYRTHBHHX ) CUCTEM OT.:
HOCUTEIhHO OTGpPACHBAHMA, DABHOCHILHOCTH OTHOCHTEXPHO OTGDACH=
PAHMA UTX. BHPGZOHUA ONpefeNdApmMe 3TH TEPMUHH NMOIYUSNTCHA M3 B
paxeHMN BHCTYNaDNMX B COOTBOTCTBYDNUX ONpETeNeHAAX Tapckoro no-:
cpenornbu sameHH cumgona OCn ueped cumgon cn

HueeT MeOTO TEODEMAS

Eexu ¢of #ABIAeTCH NpousBoabROU reOpeuoﬁ obuelt Teopur (meiyk-'
THBHHX ) CHCTeM, B KoTOpoli xpoMe cuméoma S U NepeMeHHEX uoryrf
BHCTYNATH TOIABLEO CUMGONH

. ¢n, Syst, =~ , Aks, Nzl, (1)

4
TO BHpaXeHHe 00, ROTOpOE NOAyUaeTCA u3 ¢ DOOCPEXCTBOM 3&MeHH
cun6onon (1) COOTBETCTBEHHO CHMOONAMA

14 ! s 7 t
cn', Syst', ~ , Aks, Nzl , (1)
gpufeTcH Teopemoll Teopun T,
OnpeneJeuns NOHATHE MHOXeCTB2 HENDOTKBOPEYUBOTO OTHOCHTEXb-

HO OTGDACHRAHMA ¥ MHOXeCTBA (XeLYKTHBHO) NOJHOTO OTHOCHTEIBHO
OT6pPACHBAHUA KMEOT BHX: '

D.6a Xe Nsp' <=>'V\}{ (x,nXG Cn'X),

Dye X € Zpt’ <= /\ (xecn’x V nxe Cn’x).
X

TpKHATHE MMEHHO TaXMX OfpeneNeHVS NPOXUETOBAHO COQEpPXaTeJ bHEMH
coof6paxe HAAMMA .
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(reLyomue JmBa OIpeXEeNeHUST He KMeNT AHANOIOB B TeODUH TapCKO-

rot

Dge y=1x<:=>/.z\ (x£nz A y=mnx) V x-=ny,
Dy X € N <—>x € X

Bupakenne ' "IX" Ha3HBaeM OpeINONOHMEM HECOBMECTHMIM C Ipe XioXe-
ater Xo. Dupaxedue "NXY HasmpaeM OTpUUEHHEM MHOXECTBA X.

.B reopur T ZXOKASHBAETCH DAL TeOPeM XADAKTEDUSYOmMUX CpoOli-
¢rpa PEeNEHHHX NOHaTHil. HexOTOpHEe M3 BTHX TeOpeM  CymeCTBEHHO
HcOonb3yDTCHA B HochexMell ramBe paGoTH kacapme#cs bMIMDUYE CKUX
npesnoxeAnit,

Pnapa II pafoTH HDOCBAMEHA TGOPUM eIUHMYKON KOHCeKBeRUXU, E-
nﬁncrnennmuu.nepnnunuun TepMUHaMi 3TOf TeOpuu ABNANTCHE S o
cn1.\gumcn TepMuHa S Tako# me xak u B reopuu T, cnoficTma ®e

Gn1 ONUCHBAET AKCUOMA

A1 Y E Cnx<:=t>/\ Cn, {3} C Cn, {x}
1 1 e x 1 1

JoxrasuBaerca, 4ro Ppyrxuns Cn, azzuruBRas ¥ NCNONHAET ax-
euomr o6me#t Teopunm (RexyKTHBHHX ) cucTeM TAPCHOrO & Takxe OONA-
Raer crexyomuM cpoltcTBOM:

Yy € Cn1X<=(>\/ y €& Cn, =,
xeX

kOTOpoe onpaBjHBAEeT HABBAHUA: EIMHAYHAE KOHCEHBEHIIMA.
lloxasupaerca Taxxe, YTO BCHKAA AXIMTHUBHAH byaxung P ucnon-
ﬁmmaﬂ axcnoMt o6medl Teopunm (XemyRTUBHHX ) cHCTEM Tapcxoro u
Jenose P § = § wucnonnser supaxeHme A1,
Expauunmum xoHCEXBeHNUAME B Teopuu T Heasprcsm Qysxuus Cn
¥ Taxxe DyHRUMA OUpeTeNAEMAR CHEIYONMM OGPa3OM

Cn*X = NCn’NX
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B rarase III CTPOUTCH aKCHMOMATHYECKASR Teopus T'. cucTeNy
mepRuuHux OouaTHlt xOoTOpO# oTAMudeTCs OT CHCTeMH e DBUY HEIX TIO-
HaTu#l teopuu T TOnMBKO 3aMeHOR OYHEuMM Cn noépenpcraom @ynm:
uun  Cn, Jloxaswsaercs papHOCHABHOCTH Teopur T u T', OcHone
HOM akcuoMolt Teopuu T’ gergercsa GKCUOMa [HOCTYIUPYONSL € XUHAY-
Huft Xapaxrep dyHrmum Cnh

B uocnepnel riame paGoTm OpUBOIMTCA NpuUMep NPUMEHEHUA ONpe-
TeneHu#t m TeopeM Teopmm T & MOTOXONOT UM BMOMPUMECKUX HAYK,
SIech BBOANTCA B KAUECTBE HOBOTO NOHATHE DOHATHE MHOXeE CTBa
BCeX o MNMPUYeOKHMX MHpernoxe nuit Emp+ U OPDUHUMADTCA OfleXywuus
IBEe aKCHO M

A1.Ea nx € Emp+,

A2E. X c Emp+ u NE'mp"'/\ N\/ Xynx€ X => X € Nsp,
b <

Taxum o6pasomM MHOXeCTEO Emp+ COCTOUT MY Npemaoxenuft, XOoTOpHe

He ABNANTCA OTPULAHMAMY HHKAKAX [peunoxeHul ,
Axcuoma A2E PABHOCUIBbHA .TeOpe Me

T1E. Emp*c Nsp,

H8 OCHOBAHUM CHeNyOUUX Omperene Hui
Dige Emp = Emp* U NEmp™,

D2E. Xe Emp*<}=:>x < Emp A N\/ Xynxe X
X

MHOXecTnO Emp, HasHBaeMOe MHOXEGTEOM SMOIMDUYECKUX IIpeJioxe-
HUH B WMPOROM CMICTe, COCTOUT M3 BCeX OMOIUPUNECKUX Hpennoxe Hull
n nx ovpunanmi, DreMeHTH cemeficTma Emp* HAB3KBADTCA 3IMIUPUUE-
CkuMu fasucamm. TaxuM 06pa3oM AXCHUOMA AZE rIacuT, YTO HOpPO-
nasonbuuit eMOupudeckult 6asuc obxarser cpoftcTBOM: #8 Hero He
BIBORUMA Tapa NpernoxeHuit, M3 ROTODHX OIHO aBnAerTcsH OTpHIA~-
HU®M Jpyroro,
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CreAybLue TEOpEMI XapaxTepuaynT paxHefinue cpoltcTBa IMAUPH-
46 CKHX ripe nnoxeHult:

Fmp* C Nsp N Nzl N Nzl’,
X € Emp’ == CnX N Cn'NX = §,

X € Eop* =>OCnX N Emp = X = ¢n‘X N Emp.

CornacHo meppOit TeopeMe Ha OCHOBAHKK MPOMBBOJBHOrO °MIMDPH-
_4eCKOTO 6asuca Henbag OTGDPOCUTH HuKaxo# Haps npennoxenuit, u3
igafopﬂx OXHO HBAHETCH OTPUIAHMEM XPYTOTO; cormacHo Toit e Teo-
peMe HUKBKOE npeiOXeHKE W3 IMIUPUUISCKOTO Ga3nca Henbsd HHI
goxasaTh, HH oT6pOCUTH Ha OCHOBaHUN ocTanbHEX npemuoxenult da-
apca . Bropag TeopeMa rracuT, YTO HuKaxoOe NpeIoxeiHne BHBO ¥~
uoe %3 HEXOTOPCro SMOUpHUSCKOT'O 6Aa3UucA Helabad oT6pocuUTh HE O=
cHOBAHKM OTPULAHUIL BTOTO 6a3uca. HaxoHen COTINIACHO rpeTbeit 1€0-
:pene Ha OCHOB&HAM MpPOMIBONBHOTO IMIUPHUECKOTO Ga3uca Henb3fA HU
 puBECTH, HM OTOPACUThH HAKAKMX aMONpHUU e CKUX npepaomenull orani-
Cmux OT OpeXMOXeHu{t sTOTO Gaauca.

KrTepecEa Taxkwe TeOpeMa

X € Imp =>\/ (N c Y A Y € Nsp’nzpr’ N Syst”).
. Y

Ona rageur, UTO ANA OTPUUAHME OPOM3BONBHOTO BMOIUPUIEORCTO
fasuca CymeCTRYOT BaXIDYADTAE eT0 (Re ZyXTMBHAE) CUCTEMS OTHO-
CHTEXBHRO OTGDACHBAHMA ARIADWAACH MHOXECTROM HeOIPOTUBOPEUUBHM

GTHOCUTENbHO OTOPACHB&HUA (XeZyXTUBHO) MNONHHM OTHOCUTEIBHO
0TOpacCHBARNA o
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Grzegorz Bryll

KILKA UZUPEENIEN TEOCRII ZDAN ODRZUCONYCH

é Pracé niniejsza nawigzuje do badad J. Stupeckiego i U. Wybra=-
pnieo-Skardowskieg nad teoria zdar odrzuconych (zobs prace [5],
]
'y pracy podaje kilka uzupeinien tej teorii dotyczgeyxh wiasnodei
:hastqpuaacyoh zbioréws niesprzecznych, niesprzecznych ze wzgledu
tna odrzucanie, zupeXnych, zupeinych ze wzgledu na odrzucanie, ak=

3jomatyzowa1nyrh. aksjomatyzowalnych ze wzgledu na odrzucanie, sy=-
5stemow oraz systemdw ze wzgledu na odrzucanie. Wprowadzam ponadto
‘pojecie peinej pary zbioréw i podaje podstawowe wtasnosci tego po-
;jacia.
| .Teoria zdad odrzuconych, przedstawiona przez U. Wibranlec-Skar-
idowska w pracy [8], gkonstruowana jest w ten sposdb, Ze teorie sy~
g@teméw dedukcyjnych Tafskiego adekwatng wzgledem klasycznego  ra-
Eehunku zdan [6] (zob. takze 1 - 4]). wzbogaca si¢ 0 kilka nowych
rdefinieala Najwazniejszym spoérdéd pojeé zdefiniocwanych jest wpro-
_wadzone przez J. Stupecklego [5] pojecie klasy zdad udrzuconych ze
%nglqdu na zdania dowolnego zbioru.

U. Wybraniec-Skardowska przyjmuje nastepujaca wersje sksjomaty-
ki teorii systeméw dedukcyjnych Tarskiego:

:1)Pragne podzigkowaé Panu Profesorowi Doktorowi Jerzemu Stupeckie-
| mu za cenne uwagl zwigzane z niniejszg praca. Dzigkuje rdwnies
Pani Doktor Urszuli Wybraniec-Skardowskiej za udostepnienie re-
kopisu pracy "Teoria zdan odrzuconych". .
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Al. § = }f'o.
A2, XCOnXCSs,
A3, XcY=>CnXCCn¥,
Ade CnCnXcink, .
A5, xECnx=‘°v (T< XoAx € Cn Y),
YcX
A6, cxy€ Cn X<=>ye€ Cn(X U {x}),
AT. Cn{x, nx} = S.
As, cn{x}nCn{nx} = Cuf,
A9, X, y € S==>nx, cxy € 3,
MO, nx = ny=sx = y,2)
oraz nastepujace definicje:
M. xE€ Cn’%(@v y € Cn {x3,
yeX
D2, y=1x<==:>/z\ (x¢nsz=nx)Vx=ny,
D3, x€NX<F=Dxe€ X.
ET ) P4 4 )
Wyrazenie A10 nie figuruje na liscie aksjomatéw podanych przez

A, Tarskiego.
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- senia ¥ € Cn 1X, y = 1%, czytamy odpowiednio: y jest zda-
R  odrzuconyn ze wzgledu na zdania zbioru X, y Jest zdaniem
gczrwm ze zdaniem x. Zbiér NX nazywamy hegacja zbioru X3 ).

[8] przyjmije sie ponadto nastepujace definicje:
X € Nsp<=>Ch X # S,

x€ Nop '<==>~\/ (x, nx € cn”'x),
X .

X EZpZ:<.={>/\ XU { ¢ Nsp,
xé Cn X

-1

X€ sz'1<:=:>/\ (xe ™ 'x vinx € on %),
X

p6.1. X € Syst<=pCnX CX,

D62, XE€ Syst-1®0n-1x C X

'1, Zpl"1, Sy:st"1 oznaczaja odpowlednio:  rodzine
b oréw niesprzecznych ze wzgledu na odrzucanie, rodzing zbiordéw

D71e X Y=>Cn X = Cn Y,

Me2. X~ ya=0n"'x = o7y,

Y€ Aks XE=DY C XA Y<HoA Y & X,

-1 1

Y€ Aks X<=Y CXA XI<Ho A Yn ~'x,

_'_._Pl‘acy [8] zbidyr zdad odrzuconych ze wzgledu na zdania zbioru
- Oznacza si¢ symbolem Cn’X, W niniejszym artykule symbolem x
znaczaé bedziemy dope¥nienie zbioru X tj. X’ = S\ X,
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D9.1. XE€ Aks<g=‘>\/ Y € Aks X,
Y .

9.2, xe aks k=b) Ye arex.
Y

Wyrazenia X~ -1Yn Y€ Aks"1X. X € Aks™] czytamy odpowiednios zbio-?

_1-"
ry X 1 Y sg réwnowazne ze wzgledu na odrzucanie, Y Jest ukkga {3
den aksjomatéw odrz.uconych zbioru X, X jest zbilorem aksjomatyze. ’“

walnym ze wzgledu ha odrzucanie. 7{
| v

D10s. alx) = x, o

. -iu

be alx,,x,).= ox '“f'?:
L 15 1%2! %

£

2]

Co a(’x1.ngcin|xn+1) = a(x » a(x pgeoegX +1)) - 5z

Powyzsza definicja jest definicja indukeyjng uogdélnionej alterna-
tywyo

D11, Zbidr AX jest zbiorem wszystkich alternatyw w

sensie
D10 zbudowanych z rdinych zdad zbloru X.

W dalszym ciggu korzystat bede z nastgpujscych twierdzeil teorii =
zdad odrzuconych. Twierdzenla te zaczerpniete sa z prac L6] i[s].

T1Ta. X'C ¥Y<=>NX < NY,
be N(X\Y) = NX\ NY,

12¥a, nx € Cn X<==>1x € Cn X,

be nx € Cn” X<z € Cn-1x,

ce X €Cn X<=>T1x € Cn X,

do X €Cn 'X<=tmix € On”'X.
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37, XE€ Nspg==u(>~v (%, nx € Cn X).
X

MY, x€ zpk®A(xe th XV nx € Cn X).
X
)
5T, X € Nsp-==(>\/(XCY/\YeSystnNspn Zpk).

¥
P65, x € nd=—D Cn-1{x} = S

278, . X € Syst=—D NX € Syst™

T8%a, Cn AX = Cn" ANNX,

be X#& —p COn X = NCn™ AN,

Prawdziwe jest réwniez nhastepujgce metatwierdzenie (zobe prace

[s]*.

(I)s Wstawiajac w aksjomatach  A2-A5  zamiast symbolu Cn

wszedzie symbol Cn"1 otrzymijemy zdania bedgce ‘twier-
dzeniami teorii zdad odrzuconyche

Podam najpierw kilka podstawowych twierdzerl o niesprzecznosei,
niesprzecznodcl ze wzgledu na odrzucanie, zupetnodci oraz zupelno-
doi ze wzgledu na odrzucanie.

W dowodach dwéeh pierwszych twisrdzed korzysta sie z nastepujacego
lematu, ktdrego tatwy dowdd pomijamy:

™M, XE€ Nspe—=>NCn X € (Ca X)

4)Zauwaze, %o podany w pracy [5] dowdd metatwierdzenia (I) oparty
jej? ia aksjomatach ogdlne] teorii systeméw dedukecyinych Tarskle-
8ol Ty
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7biér jest niesprzeczny wtedy i tylko wiedy, gdy dopetnienie klasy
jego konsekwencji jest nadzbiorem negacji tej klasy.

Dowé d. Przyjmijmy najpierw, ze NCn xc(Cn X)’ i zeXxdimy
niewprost, e X¢ Nape. Stad wobec TBT istnieje takie x1,ée x1,
; € NCn Xo
Uwzgledniajac zatozenie otrzymujemy tym samym, Ze X, € (Cn x) , a

16 Cn X. Na mocy T2 a 3 D3 otrzymujemy wtedy X

wiec X, ¢ Cn X, Ostatni wzér jJjest sprzeczny ze wzorem X, € CnX,
Przy;jmi:jmy z kolel, e!:e X € Nsp 1 zakdéimy dla dowodu, %e xe NCn X,
Stgd wobec D3 1 TZ a nx€0n X. 2 ostatniego wzoru na mocy A2
1 I1 xe& 8, skad wobec zatozenia i T3T ot rzymijemy
x¢ CnX V nx¢ Cn X, Ponlewaz jednak nx € Cn X, zatem x¢ Cn X,
ezyll x€ (Cn %), W ten sposéb wykazalidmy, ze NCn X € (Cn x)s co
koficzy dowdde

Odpowiednikiem twierdzenia P dla zbiordw niesprzecznych  ze
wzgledu na odrzucanie jest twierdzenie:

T2, XE€E Nsp'1<=>n0n’1x € (Cn'1x)’.

Twierdzenie to wynika z D3, D4e2, (I), T2Tb 4 L1, Dowdd jest ana-
logiczny do dowodu T1.
7 twierdzed T1 i T2 wynika Xatwo:

T3a, XE Nspe=>Cn XA NenX=90,

-1

be XE Nsp =D Cn 2

xXnNen X =G

Wwidzimy wiec, ze dowolny system (dowolny system ze wzgledu na od-
rzucanie) jest nilesprzeczny (jest niesprzeczny ze wzgledu na

odrzucanie) wtedy i tylko wtedy, gdy nie posiada elementéw
wspélnych ze swoja negacjg.

T4, X € Zpkd==2>(Cn X) C Non X,
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e RS EEE

- gpidr jest zupetny wtedy i tylko wtedy, gdy dopeinienie klasy jego

konsekwencji jest podzbiorem negaocji tej klasy.

ow 6 de Przyjmijmy, ze (Cn x) C:NCn X 1 zetbimy niewprost,
x¢ Zp%. W takim razie wobec 747 istnieje takie x, € S, ze
¢ tn X 1 nx, ¢ Cn X, skad X € (Cn X) o 2 ostatniego vwzoru 1

8 5gak0ﬁeniﬂ wynika. ze x1e N Cn Xo Wobec D3 1 T2 a mamy wiec

ax, € Cn X, co jest sprzeozne ze wzorem nx, ¢ Cn X.

niech z kolei X € Zpr 1 zaxéimy dla dowodu, to = € (cn X) « Tym

gamym x€ S 1 x ¢ Cn X, co wobec zakozenia i T4 daje wzér
px € On Xo Uwzgledniajac 2 kolei D3 1 TZTa otrzymijemy
<€ NCh X. Wykazalidmy wiec, ze (Cn X)'CNCn X, co kofczy dowdds

Odpowiednikiem T4 dla_zbioréw zupéinych ze wzgledu na odrzu-
canie jest twierdzenie:

-1

=1 -1
M5, XE€E Ipt <=>(Cn X) CNCn Xa

Dowéd jest analogiczny do dowodu T4 i opiera sig¢ na D3, D5.2 1

'TETb. 7 twierdzed T4 1 15 wynika, Zze dowolny system (dowolny

systen ze vegledu ha odrzucanie) jest zupeiny (jest zupetny ze
wéglqdu na odrzucanie) wtedy 1 tylko wtedy, gdy jego  dopeinienie
zawiera si¢ w Jego negacji.

Uwzgledniajac T1, TZ{ T4 1 T5 otrzymijemy:

T6a. X € Nsp N Zpt<a=>NCn X = (Cn X)',

-1 -1 -1

be X€Nsp N Zpx <=DNCn X = (en~'x)

Dowolny system (dowolny system ze wzgledu na odrzucanie) jest wige
niesprzeczny 1 zupetny (niesprzeczny ze wzgledu na odrzucanie i
Zupeiny ze wzgledu ha odrzucanie) wtedy i tylko whedy, gdy Jjego
negacja réwna jest jego dopeinieniu. Batwo wykazaé réwnies, e do-
wolny system niesprzeczny (dowolny system ze wzgledu na odrzucanie
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niesprzeczny ze wzgleduw na odrzucanie) nie jest zupetny (nie jest.
zupetny ze wzgledu na odrzpcanie) whtedy i tylko wtedy, gdy jego’
negacja jest podzbioren wkadciwym jego dopeknienila.

Dalsze twierdzenia dotyczace zbioréw niesprzecznych oraz zbiordy
zupetnych poprzedzimy nastepujacymi lematamit

IL2a. OCn X = NN Cn X,

be Cn~'X = NNGn"'X.

Lemat ten wynika z T2 c, d 1 definicji D3.

1

13a. X #$ =t Cn ANX = NCn X,

1

be X #0 ==> Cn AX = NCn NX,

6o X #§ =D NCn~AX = Cn TE.

Iemat L3a wynika 2 TSTb. T1Ta i I12b, lemat I3b wynika =z
L3a, D3 i 'l‘BTa. zad lemat L3¢ wynika =z L3b, T1Ta 1 IL2a.

M™Mae X # =2 (XE Nsp<:=§>Cn‘-1ANX c(cn x) ),
be X #§ =P (X ¢ Zpra=t>(on X) C on ANX),
0s X #& == (X € Nspn Zpt<=(Cn X)' = Cn'1ANX).
Twierdzenie to wynika natychmiast z L3a, T1, T4 i T6a5 ).

Tea. X #§ —b> (AX € Nep“la=t> 0n WK N On”AX = &),

5) Tnny dowdd twierdzenia TT7a znaleié mozna w pracy [8].
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b X+ == (AK€ zpr~=p(cn Nx) C on”'AX),

1

6o X#@ == (AX€ Nsp~' 0 Zpt ld==s(on ) = on”'ax).

/ PowyZsze twierdzenle otrzymujemy na podstawie T3b, T5, T6b i
I3ce

Zbadamy z kolei rodzine systeméw ze wzgledu na odrzucanie. Eat=
wo zauwazyé, se do rodziny tej nalesa zbiory $ 1 S oraz klasa
zdaf odrzuconych ze wzgledu na zdania dowolnego zbioru. Wobec T7T
oraz wzoru Cn X€ Syst systemem ze wzgledu ha odrzucanie jest ne-
f“\‘gaoja klasy konsekwencji dowolnhego zbloru tj.

I4. NCnXe€ Syst_1.

Wykazemy, Ze do rodziny systeméw ze wzgledu na odrzucanie nale=
g véwnlez dopeknienie klasy konsekwencji dowolnego zbioru oraz
f.‘?&dpelnienie negacji klasy zdad odrzuconych ze wzgledu na zdania
zbioru alternatyw dowolnego zbioru 1.

79a. (Cn X)' € Syst™),

b, (oo~ Tax)' e syst™

Dowéd. Dla dowodu T9a zatbmy, 26 X € Cn ' (CnX) e W
takim razie wobec D1 istnieje takie x,, 2 X, € (Cn ) 4
x, € Cn{x}, skad X, ¢ Cn X. Przypusémy na chwile, ze x¢ Cn X
Wtedy wobec A3 i A4 Cn{x}cCn X, poniewaz jednak x4 € Cn{x},zatem
%, € Cn X, co jest sprmeczne ze wzorem x1 ¢ Cu Xo Wykazalidmy tym
samym, e x¢ Cn X, ozyli, z¢ x € (Cn X)'. Zachodzi wiec inkluzia
™ (e x)' € (Cn X)) co wobec D6.2 kofiezy dowdde
Twierdzenie T9b jest oczywiste w przypadku, gdy X =8; w pray-
padku, gdy X# ¢ wynika onoz L3¢ 1 T9a.
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7 twierdzenia T9a otrzymijemy nastepujgcy wniosek:

Wl. XE€ Syst = X'€ Syst™',
. Widzimy wiec, Ze zardwno negacja (zobe T7T) jak 1 dopetnienle do-
wolnego systemu sq systemaml ze wzgledu na odrzucanie. Przypomnij-
my, ze negacja i dopeinienie system sg rdwne wtedy i tylko whedy,
gdy system ten jest zbiorem niesprzecznym i zupeknym.

15a. NS = S,

be NX =(xx).

Lemat 15a wynika 2z 11, TZTa. A9, D3 i wzorn Cn S = S, lemat
15b wynika z I5a 1 T1 b

Mozemy teraz dzieki T9a sformutowaé nastepujace wkasnosei
zhiordw niesprzecznych, zbioréw zupetnych oraz zbiordw niesprzecz-

nych 1 zupe¥nych:

1

] . . -
T10C. XE Nsp@((}n X) e Zpt <=>NCn X € Nsp 1.

Dowé de Na mocy T5, T9a, I5b 1 T1 ctrzymijemy nastepujace

réwnowaznoscis

(on x) € 2p2~'w==> (en~ ' (0n X)7)'C Won™ (Cn X) <=t
<= ((Cn XY Y e ¥(Cn X)<=Cn X C N{cn X) <= (a)

<—t>Cn X C (N Cn X)<=pNCn X ¢ (Cn X)Y<=0>X € Nsp,

natomiast na mocy T2, 14, 12a i T1 otrzymujemy:

1

- - - 4
NCn X € MNsgp 1<.‘=>I\ICn NCn XC{Cn 1NCn X) <=
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b a=—oNNCn X € (NCn X)'<=>Cn X C (N0 X)'<=o
E N o, (»)
&=>NCn X € (Cn X)<==>X € Nsp.
%ﬁierdzenia wynike natychmiast ze wzoréw (a) i (b).
4
' 1. X € 2pxa=d(en X) eNsp~l<=pNCR X € 7pr),
r.-. ¥
; Dowbd Napodstawle T2, T9a, 15b i T4 otrzymuijemy:
, ’ = -1 LY, =1 ! Vs
(Cn X)" € Nsp~'<=>NCn~ (Cn X) € (Cn” ' (Cn X) )<=
: a=pn(en x) ¢ ((on x) J<==>l(cn X)' € on X <= (o)
i <= (0 XY € Cn X<=> (Cn %) C NCn X<=>X € 2pX,
E
patomiast na mocy T5, 14, 12a 1 T4 memy:
Non X € zpt~l<a== (en'Nen ) € Nen”NOn x> (a)

<= (NCn X)' CNNCn X <=5 (NCn X) C Cn X <=

B <= (Cn X) C NCn X<=pX € Zpl,

k

aTmierdzenie T11 wynika natychmiast ze wzordw (c) 4 (d)

M2, X€ Nepn Zpt<=b (Cn X)' € Nep™' 1 zpr” | <=>

1

'nozprl

<> N Cn X € Nsp_
' Mwierdzenie to jest bezposrednim wnioskiem z T10 1 T11,
g 2 twierdzenia T10 wynika, Ze dowolny system jest niesprzeczny
g
Emtedy i tylko wtedy, gdy jego dopetnienie Jjest zbiorem zupeinym ze
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wzgledu na odrzucanie (jego negacja jest zbiorem niesprzecznym ze _-‘
wzgledu na odrzucanie), hatomiast z T11 wynika, ze dowolny systen
jest zupekny whedy 1 tylko wtedy, gdy Jego dopetnienie jest zbiea |
rem nilesprzeoznym ze wzgledu na odrzucanie {jego negacja jest Zbiq-;
vem zupeinym ze wzgledu na odrzucanie), wreszcie z T12 wynika, #e «
dowolny system jest niesprzeczny i zupelny wtedy i tylko wtedy,pdy
jego dopetnienie (jego negacja) jest zbioream niesprzecznym ze
wzgledu na odrzucanie i zupeknym ze wzgledu ha odrzucanie.
Zauwasmy, 7e 2z _T5T. T12 i W wynika-nastepujqcé twierdzenie:

' ' =1 =l el
713, X€ Nsp = (Y € Syst” N Nsp N Zpx ).
- YDoX

RN a1 =

MoZna wykezaé, e na gruncie Teb,, T1Té( I2h, I6b 1 wzoru |
te Sy:a‘ls"'1 => Cn-1X = X 4twierdzenie T13 Jjest rdwnowatne naste~ |

pujacem twierdzeniu podanemu w pracy [8]:

1

19t, XE Nsp=:>\/ (NK CYA Y6 Syst™ nlNsp ' 0 zpr=1).
¥

Podamy obecnie dwa twierdzenia dotyczeoce aks jomatyzowalnoded

zbioréw ze wzgledu na odrzucanie:
714, Y€ Aks X A Y4§ =D ANY € Aks™NCn X.

Dowd de Zatdtmy, 2e Y € AksX 1 Y # §'. Stad na mooy D8.1
3 D7+1 Y jest skofczonym podzbiorem zbioru X iCn¥ =CnX :
Korzystajac z ostatniego wzoru oraz '['1Ta, 13a, 14 4 zatosenla:
Y# @ otrzymjemy kolejno:

NCn ¥ = NCn X,

1

¢n 'ANY = NCn X, (1)

Cn"1 ANY = Cn-1NCn X. (2)
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. afinicji D3, D11 1 wzoru I< Ho wynika ponadto:
r

¢ i< (3)
-
soniewa wobec metatwierdzenia (I) ANY c e~V AnY, zatem uwzgled-
r,' jac wzér (1) otrzymujemy:

ANY c NCn X (4)

E'“ gwierdzenia jest natychmiastowym wnioskiem ze wzordw (2),(3),

'“) 4 dofinicji DT7.2, D8.2.

m“igrdzenie T14 moze mied zastosowanie przy wyznaczaniu ukadu
nk,jomatéw odrzuconych dla negacji klasy konsekwencji dowolnego

?bioru aksjomatyzowalnegos

i

{5, X € Nsp N Zpt A YE Ake XAY# § => ANYE Aks “l(cn %),
f 7

e

’g‘ 46r ANY jest ukkadem aksjomatéw odrzuconych dla dopeXnienia
klaBJ konsekwenoji pewnego zbloru nissprzecznego i zupeznego, 0
ii’h gzblér ¥  jest niepustym ukladem aksjomatdéw dla rozpatrywane=

o

‘@o zZbioru.
rﬁhierdzenie 745 wynika z T14 i Tba.
Pﬁj’idzim wiec, e dowolny niesprzeczny i zupeiny zbidr aksgjomatyzo-
ﬁvalny ma te wkasnodé, 2Ze dopelnienie klasy jego konsekwencji Jjest
Ebbiorem aksjomatyzowalnym ze wzgledu na odrzucanie.

Teorie zdant odrzuconych wzbogacimy o nastepujaca definicle:

k.
1«
E M2, Xg Y<¢=>Cn X = (et

Wb'l'aﬁenie Xg Y ozytamy: zblory X, Y tworzq pekns pare zbio=
E’éﬁh Bezpodrednim wnioskiem z D12 jest twierdzenie:

-1

%}""16. ng@CanCn Y=§ACnXUCn Y = Se
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3

! Zblory X, ¥ <tworzg wiec pekng pare zbiordéw wiedy i tylko wte%‘;
gdy klasa konsekwencji zbioru X i klasa zdad  odrzuconych 3.6':
wzgledu na zdania zbioru Y 88 zblorami roztscznymi o te] wiagy,.
Sci, ze dowolne zdanie halesy do Jednej z tych klas,

0 ile zakozymy, 2e zbidr P (P € 8) wszystkich zdard prawdziwydf-
jest systemem, to tatwo udowodnimy dwie nastepujace implikacje:

XcP=>0nXCP,

':1
1
']
|
|
|
]

1

XCP'=>Cn- X CP'.

A

Niech XcP, Ycp

zes

i X g Y. Wtedy z twierdzenia T16 viynika,

tmXa=P i Cny=P.

FCRSRRRIEY L JIFSPE -4

Opierajac sie na definicji D12 i uwzgledniajac 42, A4 1 me~.

tatwierdzenie (J) otrzymujemy:

T17a. XQ ¥Y<=(nX g1y,

be X g YIDXQ oy,

6o Xg Y= CnX @ Cn Y.

Na podstawie D12, T9a i wzoru A = B'<7-=(>B = A otrzymujemy po=

nadtos

1

T18a, X g Y=t (Cn X)' = Cn™'Y,

be XQ Ya=p o en x)" = enMy.

Latwo sprawdzid, Ze zachodzi réwnies:

1

T719a. X € Syst A Y € Syst™ ' =P (X @ Y= X = Y),
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be X, ¥ € Syst =t (X g NY<=>X'= NY),

; Bezpoérednim wnioskiem z T1Bb jest twierdzenie:

720, Xg(tnX) .

Widzimy wiec, Ze dowolny system i jego dopeinienle tworzg Dpekng

: paI‘Q Zbi°r6Wo

121, YO Cng#F =>~XgY),

. faden zbiér 1 zbidr zawlerajlgey teze logiczng nie tworza peime] pa-

.ﬂ zbior W o

Dowd de Zakbmy, e YN Cnd+#8. W takim razie :Lstnie;je

Ctakde X, % X, €Y 4 x € CnQ. Stad wobec T6° On- {x1} =S,

. wzordw wynika, z%e Cn

1
zaé wobec metatwierdzenia (I) Cn~ {x1} C Cn 1!. Z dwbch ostatnich

"'y = 5. Poniewas x, €0 1CndConX
dla dowolnego X C S, zaten X, € Cn X. Wykazaliémy w ten sposéb,

g CnXn Oy # &, skad namooy 716 ~ (X @ Y).

1228, X@ $<=— X ¢ Nsp,

be X¢ NapAY # § =>~(X g ),

Latwy dowdd tego twierdzenia pomijamy.

T23. X @ NX ==X € Zpk,

Dowolny zbidr tworzacy ze swoja negacjs peina pare zbiordéw  jest
zbiorem zZupeknym.

Dowd de 2Zatdzmy, e X@ NX, Stad 1 T18a wynika, %e

en™x = (Cn X) . (n
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Na podstawie wzoru Cn"A_Nf =3 1 lematu L3a ot rzym jemy

cn- 1A% c ¥Cn X (2)

7 definicji D11 1 metatwierdzenia (1) wynika ponadto, ze
-1 -1
Cn 'NX c Cn - ANX. » (3)

Uwzgledniajgc wzory (1), (2) 4 (3) mamy (Cn x) ' cN ¢n X, skad na
mocy T4 X € Zpk.

24, X g NCn X<=> X € Nsp N Zpk.

Dowé de Przyjmijmy najpiexw, 26 X @ NCn X. Stad 1 T18a wy=-
nika, ze ('Cn x)’: Cn'1Ncn X, co z kolel na mocy 14 daje wzér
(Cnlx)' = NCn X. Tym samym wobec T6a X€ Nsp N 7,p%e Zatdéimy 2z ko=
lei, 2¢ X€ Nsp O 7pt, 2 twierdzenia T6a wynika wtedy,%e NCn X=
= (Cn X)', skad wobec T20 "X @ NCn X, c0 xohiczy dowéd.

7 twierdzenia T24 wynika, se dowolny system i jego negacja
tworza peing parg zbiordw whedy 1 tylko wtedy, gdy gystem.ten }rjest
zbiorem niesprzecznym 1 zupenyne '
Korzystajac z T24 1 twierdzenia Idindenbauma o nadsystémach(zob.
TST) otrzyrhujenw '

725, X € Nesp == Vixevaxegm.
Y

Dla dowolnego zbioru niesprzecznego istnieje nadsystem, ktéry ze
swoja negacja tworzy peing pare zbiordw.
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SOME SUPPIEMENTS OF THEORY OF REJECTED SENTENCES

Summary

This paper corresponds to J. Stupeckl and Ue WybranieceSkardow-

Ska'g investigations in the theory of rejected gentences (see [5].

[a]>.
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In this paper some supplements of this theory are glven concer~ -
ning properties of: consistent sets, 6onéistent with respect to ‘
rejection, complete sets, complete with respect to rejection,axio= -
matizable sets, the sets which are axiomatizable with respect to -
rejection, the systems and the systéms’ with respect to rejection. |

Some more important theore:ms are:

1. X € Nsp 0 Zpt<=> NCn X = (Cn ),
-1 ol e =ty 1oy
2, X€Nsp N Zp¥ <¢=bGNCn X = (tn X))
5. (onX), (nonax) €syst™ .
4. The following formulae are equivalent:
a, X€ Nsp,
g »
b, (CnX) €zpx ',
o NCn X € Nsp

a. NenX c(tnX) .

5. The following formlae: are equivalent:

e xe Zpl, .

b (Cnx)€ Nfap'"1 i

ce NCnXE Zpl-1.

4. (cn X)' cNCn X

‘Thus, a set X 1is consistent if and only if the complement of the
set Cn.X 1is a complete set with respect to rejection (the nega=
gion of the set Cn X is a consistent sot with respect to rejec—



Kilka uzupenier teorii zdaxi odrzuconych 151

—

4ion); @ set X 1s complete if and only if the complement of the
g0t Cn X is a consistent gset with respect to rejection (the ne=
gation of the set Cn X 1s a complete set with respect to rejec-
j.on)-

rhe following two theorems concern the axiomatizability of sets

with respect to rejection.
6, YeMsKAY# O —=bAVLE Aks”'Non X,

7. YE Aks XA X # @AXENsp an3:=DAN!é Aks™ (e %)

Thus, for every axiomatizable set X and for every consistent,
eomplete and axiomatizable set Z, the negation of the set Cn X
“and the complement of the set Cn Z belong to the set of the

axiomatizable gets with respect to re;ection.

The theory of rejected sentences ocan be enriched by the follo-
wing definition:

Di2, XQ Y¥<=>(nX = en™y)’s

The expression X g Y »reads: sets X and Y create a full pair
- of sets.

Thus, sets X and Y create a full pair of sets if and only
if the set Cn X and the set Cn 1! are disjoint and their union
43 equal S. It is proved, that:

8. xg (taX),
9, X @Q Nen X<=> X € Nsp N0 Zpi,

10, X€nNsp=p \ (XCYAYQNL,
Y
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HECKOI LKO TIOTONHEHMNA
K TEOPMM OTEPACHBAENHX IIPELNOXNEHMH

Pe aowMe

: .
PagoTa MpMMHIREET & HCCIeROBAHUAM E. Caymenroro u ¥, Buépg,

%1
nen-Crapronckoft xacapmumci Teopuu 0T6 pa CH B& € MELX OpeuoxeHut,

B pafore NPUBOXUTCA HECKOALRO gonoaveunit sroft reopum, ROTQ‘
pie OTHOCATCA X CBOKCTBAM MHOKECTB: HENDOTHBOPEUMBHX, HENpOTH,
POPEUMBHX OTHOCKTSN BHO orépacupanug, (texyxTisno) DonHx, (xes

ZYRTUBHO ) DONHNX OTHOCHTENLHO OTEPACHBAHM, axcuomawnanpyeumx'
SRCUOMATUBMPYE WX OTHOCWTEIBHO OTOPACHBAHUA, (zemyxTHBHEX ) a“,
crTou M (JeXYETHBIHX ) OXCTOM OTHOCKTENDBHO OTSpACHBAHUA, |

BoT paxHefimue n3 XOKA3AHHHX TeODeM:

4. XeNspn Zpte= NonX = (CnX)’,

5.3 %eNsp = o= Aoy
. sp~' n zpr~ @=e NOn X = (Cn” X)’,
3, (emx)*, (won™*ax)‘e syst™'.

4, Panuqcunbﬂu CleZyonus BHPANOHNA:
a. X € Nap,
b, _ (onx)’e zpz™
. . Non X € Nsp~',

d, . ¥en xc (cn X))’
5, PaBAOCHIBHH CIeNYPOUe BHDAXSHHA:

A, X & Zpi,
v, (onx)’e Nap™,
ce NCnXe pr1 '

d, ' (nx)c Non X .
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TaxuM O6pa30M MHOXECTBO HeIDOTHBOPEUMBO TOTWA M TOABXO TOr-
ja, XOTja ROMONHeHUe KAAcCCA €BO KOHCexBeHUu# ABAAETCHA MHOKECT-
poy (ZERYRTMBHO) DONHHM OTHOCUTENBHO OT6PACHBAHUA (orpumanue
wAaccs ero ROHCeKReHUU]l HBAAETCH MHOXECTBOM HENPOTUBOpPEUNBHM
OTHOCHTONBHO OTGDACHBAHME )} MHORECTBO HBIHETCH (X8 NYKTHBHO)MOA-
MM TOTZA M TOJABKC TOrja, ROTja HOMOXHeHMe KIACOA €T0 XOHCeXK-
pennnit ABIAETCH MHOXECTBOM HENDOTUBODEYHMBEHM OTHOCKTENBHO OT6pa-
cwpanua (OTDULAHKEe KN4CCA @r0 KOHCEeKBeHUUft ABIAOTCE MHOXECTBOM
(nenyansno) DONHHM OTHOCHMTENBHO OTODaCHBAHUA),

Cremyomme XBe TeOpeMH KaCaRTCH BONDOCA 06 aXCUOMATHAUDYEMO-
OT¥# MHOMEOTB OTHOCHTENDBHO OTOpPACHRAHMUA:

1

6o .Y Aks X A Y 3 § = ANY € Aks 'NCnX,

7. YeAksX A Y ¢ §AXE Nspn Zpt=ANYe Aks™ (0nX)*

Taxuy O06DR3OM OTPULAHUE HKI&CCA KOHCEXBORUMU JIpEOro axonoMa-
THIMDPYEMOTO MHOReCTBA & Takxe JOMOIHeHue KIacca KoHcexreruuit
106010 HemPOTUBOPOUKBOro (ZeAYKTABHO ) HOIHOI'O AXRCHOMATUBUDYEMO-

¢ ro MHOXSCTB& SBIAOTCH MHORECTBAMU AKCHOMATUBUDPYE MHMH OTHOCUTEN I
HO OTGpaCHBAHUA,
Teopus oT6pacHBaeMiIX OpexaoxeHuit oforamaercs SmeCh Cremyo-
. MKY ONnpexyexe HneM:

M2, Xg Ya== 0n X = (cn™'x)”,

Bupaxenue X@Y wuuraerca: uHoxecTBs X, I CTAHOBAT OOIHYD
nepy mEOXecTB., MHORecTPa X M Y CTaHORAT [OXHYD ODApYy TOr)a u
TONBKO TOTNa, KOI'NE XIACC KOHCerRBeHUUH MuHoxectma X u XIace
npegnomxeHut OTGPACHBAEMEY. OTHOCHTENBHO NpexIOxeHAlt U3 MHOXECT-

.Ba Y GBAANTCH TAKMMA HeNepPeCeXANMMMACHA MHOKECTDAMU, UTO JN0-
6oe npegnomeHue MPUHAJIEXAT B TOUHOCTHM X OJHOMY M3 B3THUX KIAC~
© COB,
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Mexny OpOUMM HOKASHBAETCH, YTO:
8, X ¢ (cnX)’,
9, X g NCn X< X € Nsp n Zp,

10. X € Nsp =:>\/ (XcY A Y@ NY).
Y
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Grzegorz Bryll

ZWIAZKT 10GICZNE POMIEDZY ZDANTAMI NAUK EMPIRYCZNYCH
Wster?

praca hiniejsza gtanowi probe formélizacji pewnych zagadnieﬁ
¥gmetodologii nauk empirycznych i pozostaje W $ciskym zwiazku 2 ba-
gﬁdaniami nad pojeciem zdania'odrzuconego. Pojgcie to, wprowadzone
§7przez Iukasiewicza 1 rozpatrywane poczgtkowo W obrebie gylogistykl
. Arystotelesa (zobe Jukasfewice [3=5]s Stupeckl [10]) 1 niektdryoh
;:rachunkéw sdaniowyoch (Iukasiewicz [6]), nostato z czasem isbtotnie
;'uogélnione. J. Stupecki [11] przenidst pojecie zdania odrzuconego
agna grunt ogblnej teorii systeméw dedukeyjnych Tarskiego [}4] defi=
?‘niujao funkcjes ktéraxnazwak vfunkejs Lukasiewicza" 1 ktéra dowol=
fJnému podzbiorowi zbioru wszystkich zdan peﬁnego ustalonego Jjezyka
ﬁ-przyporzqdkowuje zbibr zdad odrzuconych ze wzgledu na zdania tego
gfpodzbioru. W pracy [11] ustala sie podstawowe wrasno$ci wsponnia=
{ nej funkocjie Wykorzystanie koncepe il nogdrzucania® W  pracy [j2]
: pozwoliXo na podanie prostego i krétkiego dowodu twierdzenia Godla
. o pelnodci wezszego pachunku funkcyjnegoe.
» Dalsze badania nad pojeciem zdania odrzuconego, wykonywane pod
 ~kierunkiem profe dr Je Skupeckiego przez Ve Wybranieo—Skardowska i
G+ Brylla, doprowadzity do skongtruowania teorii zdan odyzuconych
:’*[18} oraz umoZzliwity formalizacie niektdrych fragmentéw‘ jezyka
-' 5P6cyficznego dla nauk empirycznyche praca niniejsza nawiazuje
przede wszystidm do wynikéw podanych w pracy [18] i stanowi roz-
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gzerzenie przedstawionego tam systemn aksjomatycznego przéz wzhom

gacenie jego aksjomatyki i Jezyka.

Pragne w tym miejscu wyrazié Panu Profesorowl Doktorowl J'ERZEMU 5
SEUPECKIEMYU prawdziwg wazieoznosé za ukierunkowanie moich zainte:ee..
sowart neukowych, za sfoxrmutowanie tematu pracy, za  systematyczng
pomoc 1 opleke oraz 2za wiele cennych rad i pouczer udzielanych mi
w czasie przygotowywania niniejsze]j rozprawye ' '

Wyrazy wdziecznodci skiadam réunies Uczestnikom gseminarium  we
Wroctawiu za cenne uwagi w dyskusji nad moim rveferatem. Dziekuje
bardzo Pani Doktor Urszuli Wybraniec~Sl<ardowslciej za zapoznanie .
mnie z wrasnymi wynikami 1 za udostepnienie rekopisu rozprawy dokm .
torskie]s * ‘ »

#* *

Podaje czesciowo zmodyfikowany uk?cad ak.;aomatdw teorii systemdéw

dedukeyjnych zbudowansj przez A. Tarsklego [15]

A1To §=>{0¢

A2, XCOCnXCS,

A3, XcY=PCnXclnY,
AL, CnQnXCCnX,

il xeomx=p>\ F<¥Axeony),
cX

A6Y, oxy€ Cn X<¢=>y € Cn (XU {=3),

. A7 rY CH{_X' n}f} = S,

A8, Cnfd N Cn {nx} = Cnd,
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p—

. - A9To nx, cxy € 3,

AMOt, mxe=ny=Dx= o,

gymbol S interpretuje jako zbiér wezystkich zdal dowolnego leoz
ugtalonego Jezykas Zmienne Xy Ve Zoses przebiegaja zblér S,
oienne Xy Y, Z,++s Przebiegaja rodzine wezystkich podzbiordw te-
go zblorus Zbiér On X interpretuje jako zbibr wezystkich zdad
najacych dowéd na gruncie zdad nalezgoych do X i regux logiki
klasyczne] [7] {zob. takze [8, 9]). Wyrazenia cxy 31 nx 88 04
powiednio nazwand implikacjl o poprzedniku X 4 pastepniku y o=
raz negacji zdanlia .Xe :
Powtérze pajwainiejsze definicje teorii Tarskiego!

p1Y, X € Nspe=t> Cn X # 35,

T

D2*, - X € Zpta=D» X U {x} ¢ Nsp,
x ¢ Cn X
p3t, XE€ Nzla=D /\ x ¢ on (XN {5),
x € X
.

D4~, X € Syst<=D>Cn X e X,
5. X ®Y<=pCnX=CnY,

6., X€ Aks<1=i>\/ (¥ < oA Xwn Y.
YcX

Symbole Syst, Nsp, Zp, Nzl, Aks, % oznaczaja odpowiednio zbidr
wszystkich systemdw, rodzing wszystkich zbiordéw niesprzecanychy

f 1)Aksjomat IUOT dotaczony zostat 4o aks’gomatyki Parskiego przes
U. Wybraniec~-Skardowska (zobe [1e]). -
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zupeknych, niezaleznych, aksjomatyzowalnyeh, relacje réunowaznosei -

dwéch zbiordw. l ' . v
Szezegdlnie istotng role w dalszych rozwazaniach odgrywaé be=

dzie definicja zbioru zda¥i odrzuconych ze wz%ledu na zdania dowolw

nego zbioru X, ktéra ma nastepujaca postad

D7T. % € Cn-1X'<:=-—-1>\/ y€ Con{xd.
y€ X

Przyjmujac, e zbidy X jest zblorem zdadt prawdziwych 1 za-
kiadaaac, se zbidr wszystkich zdad prawdziwych jest gystememsmozng
w oparciu o podane wyze] awsgomaty wykazaé, ze do zbioru Cn X na-
lezg tylko zdania prawdziwe. Przyjmijac natomiast, ze X jest zblor
ren wykgeznie zdatt fakszywych waloskujemy, %e réunies zbidr Cn 1X
jest mbiorem zdafh fakszywyoche P Postuzylidmy sie tutaj pojecienm zbio-
ru wszystkich zdad prawdziwych, ktére nie moze byd zdefiniowane w
teoril Tarskiego. Pojecie to nalesaxoby wige zaliczyé 4o pojed
plerwotnych tej teorils Réwniez zakozenle, Ze zhidr ' wszysfkich
zdad prawdziwych Jest systemem, nalesatoby zaliczyé do akmaomatow.
Nie czynimy tak, gdyz w dalszych rozwazaniach nie  bedzilemy badad
Jlasnosci pojecia zbioru wazystkich zdah prawdziwyche Zauwazny ¢ Zﬁ”
zbidk wszystkich zdat fakszywyoh jest dopelnlenlem zhiom wszyst~
kich zdad prawdziwych do zbioru Se

W pracy [113 wykazano, e zdania otrzymane z gkejomatéw A2T~A5T

|przez zastapienie gymbolu Cn symbolen Cn - sg twierdzeniami
teorii Tarskiego wzhogaconed o definicje D7 .

25Doc. dr W.A. Pogorzelski gwréeit mi uwagg, %e wkaéciwsze bykoby

nazwanie zbiorm Cn 1X zbiorem zdai odrzucalnych na ;nﬁstawxe
zdari zbioru X, anie zdat odrzuconychs Pozostawiam torminzbidr
zdah odrzuconych", gdyz ma on W Yiteraturze polskie] pewne tra=
dycjes .
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-1

 pojeoia MalT, Syst"1 w1, axs™! najs definicje analogioz-
ne do definicji 03 -D6

pgt. X€ NZ1-1<r'7'—D /\ x ¢ Cn 1(3‘1\ {37,
x€ X

wt, XE€ syst™ 1 <o=0n"'x C X,

pot,  Xw “1y et 0" X = on~ Yy,

p11T, X € Aks <==:>\/ < KA X & "H).
YCX

Natomiast pojecia Nssp"'1 i Zpl"'1 zostaky w pracy [18] zdefi-

niowane nastepujacos

s, xe weplams v\ (mmxe o070,

-1

DM3t. XE€ sz-"‘eso /\(xe cn” XV nx € on X
. X

Odstepstwo, od analogii pomigdzy D1T i D12T oraz DzT i D13T
uzasadnione jest ‘wzgledami intuicyjnymie

Symbole Syst 1, Nsp 1, Zpk 1, Nzl 1, hks 1, ™ 0zZnaczaja
odpowiednio zbidr wszystkich systeméw ze wzgledu na odrzucanie,ro=
dzine wszystkioh zbiorow piesprzecznych ze W2 gledu na odrzucanie,'
gupeinych ze wzgledu na odrzucanie, niezaleznych ze wzgledu ha od-
: rzucanie, aksjomatyzowalnych ze wzgledu na odrzucanie, relacje 1ow-
» nowaznosci ze wzgledu ha odrzucanie dwéch zbiordva.

¥ pracy [js} preyjete 83 ponadto nastepujace definicjes

D14T. ¥y o= X <=D /\(x-fnsz:nx)VXr-ny,
] .

p1sf, x € NX<=D1x € X
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Wyrazenie Yy =X czytamy: y jest ndaniem sprzecznym ze zda~
niem x3 zbidr NX nazywamy negacjs zbioru X.

W dalszym ciggu korzystat bede z nastepujqcych twieprdzer teorii
systeméw dedukeyinych Tarskiegoe Twierdzenia te zaczerpniete sSg 2
pracy [15] (zobe takie [9]).

T1Ta. X € Nsp <h=£>~\/ (xynx € Cn X),
pd

b, Y€ NspAY cX==>YE Nep,

ce XE€ NspAYMXmDYG Nap,
sza. XG-Zpl¢=={>/§(x'€ tnXVnxe€ln X),

be XE€ ZP*®/\ (x cY== Xx 1Y),
Y €& Nsp

378, xeNz1<1==->/\ (YU Z CHAYwz==>Y = 2),
Y,2 :

b, XE& NzZLAYCX=0 (Y€ Aksa=t> T < %o,y
c. XE€ Nzl== X & Syste

7%,  on(X U Cn Y) = Ca(XU ).

. TSTa, 7 € Cn{ng} <==> x € Cn{ny} » )
be Cnf{and = Cnfd,
oo B ~ {5} <=>cxy, yxE€ Cn@.

PowoXam si¢ ponadto na nastepujace twierdzenia zacz&rpniete % pra=
cy [18): '
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TGTa. nx = Xy

be Ax# nz = 1X = nx.

p%a. X c Y<=DNX CNY,
be mx & Ma=D % € X,

e, N (XUY) = NXUNY.

16 a. I ZUY) = o'z v Cn"1¥,

e vx_# ¢ =>rmgc T
Copdfa (9w T B B |
b w8
6, nx¢€ On X<=>X € Cn X.

T10va. X € Wal™! <= /\ (YUZCXAYX v "=y = 1),
Y2 .

b, Te Nzl A Ycx=b (1e ke 9= T < Moy

o L€ Ngle=>X €Nz

J-w_dowodach kilku twierdzeﬁ'skorzys’qam' % nastépuja,cych twierdzed
,'Poclanych W pracy [1]: ' :
711%a, X € Nsp<=t>(Cn X) € zpt <= NCn XE Nsp

“ Symbol %" oznacza dopeinienie zbioxu X, t3. = S\ Xe
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b. %€ Nsp<=bCn XN NCn X = §,

r -l
Ce NCn. X, (Cn X) € Sys"i .

W pracy [18] W vozdziale "Zdania empiryczne" podjeta, zosta&f
préba zastosowania aparatury pojqciowea tooril mdai odrzuoonyoh ﬂ
metodologii nauk empirycznychs. Najwainlejszym sposrod wprowadzo~
nych w tym rozdziale pojed jest pojecie pozytywnego zdania empi,g
rycznego. Pozytywne zdania emplryczne interpretuje U, Wybraniecs§
~Skardowska w ten sposéb,.ze w dowolnym z nich zdeterminowane 8g.
miejsce i czas pewnego zdarzenia. Autorka przyjmuje réwnieZ, Ze w;
pozytywnych zdaniach empirycznych nie wystepula state logiczne, f
szozegélnosci pozytywne zdania empiryczne nie sg negacaami zadnych
zdafis Pozytywnymi zdaniami empiryozaymi sq na przykiad zdania° :

21 grudnia 1878 roku we Lwowie urodzik sig Jan LukasiewipzA.

" kwietnia 1968 roku w Warszawie bedzie widoczne zadmienie
skonca“

Pojecie zbioru wszystkich pozytywnyoh zdan empirycznych zalicza
U, wybraniec~Skardowska do pojeé pilerwotnych skonstruowanej przez
siebie teorii. Pojecie to oznacza symbolem Emp+' 14 postuluje ng~-
stepujace jego wkasnodci: '

m, nxg Em’,
T + + o
A12°, X C Emp U NEmp /\~\/x,nxex=z>x€NsP.
Aksjomat A11 orzeka, Ze %adne pozytywne zdanie empiryoznc

nie jest negacja jakiegokolwiek zdaniae Sens intuicvjny A12 zo»f
stanle omdwlony nieco pézniej.‘ '
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W praocy '[18] ;)xzyjéte 88 hastqpuja,oe‘ definicje:

216, Emp = Emp® U NEmp',

D17To Xe Emp*@-cbx < Bump A~ \/x,nxe X,
‘ X

7piér Emp nazywamw‘zbiorem wazystkich zdad empirycznych, zbibr
Eap® nazywamy rodzing baz empirycznyche. Zbiér wszystkich zdad em=~
piryoznych sktada sig wige ze wszystkich pozytymnyoh zdafi empi-
rycznych oraz wazystkich negacji tych zdefle Bazg empiryczng Jjest
dowolny podzbiér zbioru zdad e;npirycznych nie  zawlerajacy zda
‘gprzeocznyche

Akgjomat A12T mo%emy napisaé w postacis

M2, Emp” ¢ Nspe

‘g sadnego wigc zbloru zdaf empirycznych nie zaﬁierajacego jedno=
ozédnie zdania i jego negacjl nie wynika Zadna para zdad eprezecz-
nyche '

Nastepujace twierdzenie ustala najwazniejsze wtasnodoi zdad em~
pizycznych 1 ﬁskazuje na ich "dedukcyjna sahodé" (zob. [18]):

1 1

‘ T13T. Emp*c: Nsp" N Nzl Nzl .

~Dowolny zbidr zdad empirycznych nie zawierajgcy pary zdad sprzecze
nych ma wiec te wtasnos$d, %e na podstawie zdard tego zbioru nie mo#
na odrzucié zadnej pary takich zdad; 2adne tez zdanie nalezpce do
%ego zbioru rile daje sig udowonié ani odrzucié na podstawie pozo-
" statych elementéw zblioxu. ' ‘
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, W pracy [18]'.ddowodnione zostaly miedzy innymi nastepujace
wtasnodol zdad empirycznych: :

14%a. X€ Buf = Cn XN Bup = On X 0 Emp'= X,

w1

b, X€ Emp" ==>Cn XN Cn NX =@,

r15%a,  Emp’ N NEmp =&,
‘v Emp', NEmp' € Emp*.

1168, Empnicn & U NCnd) =§.

_'.I.‘17Ta. x € NEuwp <x==4>v L Xm Ny,
' . yE Emp’

b X C NBmpta= )/ o, X =T,
: Y C Emp

o X#§ =—>~@xc Em'p*v)_.‘::_"

Przedstawie W nlnieaszeg pracy system aksjomatyczny (nazywaé
go bede systomem P ), ktdry oprdez podanych poprzednio aksjomatéw
(bez aksjomatu A2 Ty 4 qefinicjl zawiera nowe aksjomaty oraz nowy .
: termin piorwotny 0 oznaczaaqcy relacaq podobiedstwa niedzy zda=
'niami. :
Relacj@ podobieﬂstwa rozpatruje tylko v zbiorze zdad empirycznyche:
Przyjmijey e zdanlami podobnymi sg.zdania réznigce sig coO najwy=:

zej parametrami ozasowo~przesﬁrzennymi. Zdaniami yodobnymi sg na’
przyktad zdaniat Co ‘

M6 grudnia 1966 roku w Opolu odbyo sig seminarium 2 1ogiki"

A "5 stycznia 1967 roku we Wrockawiu odbyko sie seminarlum %z 10—
giki" :
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sdaniami podobnymi sg takze zdanias .
"Nieprawda, 56 dzisiaj w Warczawle pada fnieg",
“Nieprawda, e wezoraj w Poznaniu padat $nieg".

Przyjmuje, %e zdanla podobne sg jednoczednie badi pozytywnymi
zdaniamd empirycznymi, bads ich negacjamis Relacja podobiefiatwa nle
moze wiec zachodzié'pomiedzyvdwéma’zdaniami, z ktérych Jjedno jest
pewnym pozytywnym zdaniem empirycznym;drugie zad jest negacja pew=
nego pozytywnego zdania'empiiycznego. Zaktadam, %e negacje  dwdch
zdafi podobnych, z ktérych jedno jest pozytywnym zdaniem empirycz-
hym, sg zdaniami podobnymi. Relacja podobienstwa posiada ponadto
te wkasnoéd, %8 zachodzi pomiedzy dwoma zdaniami, o ile zachodzika
pondedzy negacjami tych zdatie Wydaje gie réwniez naturalne zatoze-
nie. ze relacja podobieﬁstwa pdmigdzy zdaniami jest relacjs zwrote
vng, gsymetryczng i przechodnia. Zakozenie takie  pozwala dzielid
zbiér wezystkich zdad empirycznyob na klasy abstrakejis 2 podzia-
tem zbioru zdad empirycznych na klasy zwigzana Jest dintuicja, ze
wezystkie zdania méwi&ce o zdarzeniach, réiniascych sie¢ tylko miej=
scem 1 ozasem, w ktdrych zachodzg, opisujs pewne zjawisko.

Oméwione wyzej wkasnodci relacji podoblerdstwa wyznaczajs naste=
pujace aksjomaty:

AMls xOy =={>x,y'€ Emp"kv X,y € NEmp+,

A2, RO YAXE Emp+==¢>nx © ny,

A3, nx»o ny ==>%x O ¥,

M., %,y,2 € Bmp==x0X /\(xoz/\ydz::—-»y o %)

. Z aksjomatu A4 wynika, ze relacja © Jjest relacjs typu rdwno=’
Waznodei, Klasq abstrakeji wyznaozons przez zdanie x 1 relacjeo
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4
L

nazywaé bedziemy w dalszym cisgu klasg zdari podobnych - wyznaczong
przez zdanie x i bed21emy 34 oznhaczald symbolem [x] '

przypomm.;jmy,ze zbiér Cn X interpretowalismy jako zbiér - wszyst=
kich zdafl posiadajacych dowdd na gruncie zdad nalesacych do X %
regut logiki klasycznej. Weimy pod uwage dowolng Xlasg zdah podob.
nych oraz dowolne zdanie nie daja,ce sie udowodnié na podstawie .
zdafh nalezgoych do tej klasy i jednoczednie posiadajace: . te wlas»-’_.
nosé, ze na jego podstawie mozna udowonié kazde zdanie rozpatrywa-f
nej klasy. Zdanie "na;jslabsze dedukeyinie® .sposrod razwazanychﬁ
zdaf nazywaé bedzlemy genera]ﬁzac‘ja dane] klasy.
Przyjmujemy wigc nastepujaca definiéje: -

Die x€ GnX<‘=‘~4>\/ X = [y] /\Cnxg Cn{x}/\ :

A /\(XC Ca{g=t>x € Cn {z}).

Wyrazenie x € 0n X czytamy: zdanle ' x jest generahzacaa, zdar
zbioru X lub kréoeg: zdanie x generalizuje zbidr. X. .
Generalizacje klasy zdai podobnych wyznaczoneg na przykkad przez.
zdanie

. "Dzisiaj w Warszawie pada deszcz"
mozna interpretowal Jako zdanie:
"W dowolnej chwili w dowolnym miejscu pada deszoz'e

W dalszym ciagu zatozymy, e dowolna klasa zdanh podobnych Jjest
generalizowana przez pewne zdanie. Postulujemy rdwniez, 1% na pod=
stawie zdania generalizujscego pequ klase zdad podobnych mozna u=
dowodnié jedynie te zdania empiryczne, Aktére nalezg do danej kla=
SYe Wlaanéci te ujmijg nasbtepujace ak{siljomaty: '

A5, xG,Emp=a'>\/y€ Gn[X]oo
J
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A6 X €Gn X == Cn{x} N Emp CX,

v‘?réy'jmujemy nastepujacs definicje:

D2, cemepxemx vy  xemt
- Tcomx

biéI‘ ) 4 gest wige zhiorem wszystkich tych zdad, ktére bgdsz dajs
e udowodnié na podstawie zdan zbioru X, bads tes sg generaliza~
am1 podzbiorow zbloru Cn X Zauwase, e funkcaa D nie jest

onsekwenc g
gstatni aksaomat rozwazanego systemu ma postaé

47, X € Emp =DDX € Nsp.

Jedli wiec X Jest bazg empirycznay to DX jest zbiorem nie=-
sprzecznym,

"W paragrafie 1 wykazemy, ‘#¢ podany poprzednio aksjonat A12 da-
gie udowodnidé na gruncie przy;}etea aksjomatyki. Tym samym wszy=
‘,kié twierdzenia podane w pracy [18] i dotyczace zdad  emplyycz-
nych 88 twn.erdzeniami system 'I.‘G.

Badania przeprowadzone w tej pracy dotycza przede wezystkim
wkasnosci generahzacai klas zdad podobnyche W celu scharakteryzo=
ania stosunkéw logleznych zachodzaeych pomiedzy  generalizacjami
rowadzem pojecie zbioru wszystklch generalizacji  oraz poje'_cie
éneralizacji przeciwnych. Oznaczajac zbidr wszystldch generaliza-
ji symbolem Gn prayjmije nastepujace definicje:

D3, x € Gne=l> \/,x € Gn‘X.
X

zbioru Gn nalesg wiec te i tylko te zdania, ktére sg genera«
acjami pewnych klas zdar podobnychs

Pl‘acy wykazemy, ze Zadna generalizacaa jak réwniez negacja 2Zad-
J generalizacii nle sa) ani zdaniami empirycznymi, ani tezami lo=-
9Zn}1mi. ani negacjami tez logioznych.
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Relacje przeciwierdstwa pomiedzy sdapiaml definiujemy  nastepyy
. Jaco: :

D4, x*y@\/(xe Gn XA y€ Gn NX V xeGn NX A y € Cn X)s

Wyrazenle X ¥ Y czytamgz generalizacje x 1 y 85 -‘przeciwné
Dwie generalizacae sg wiec przeciwne, gdy jedna z nich generaliziy
je pewien zbidér X, druga zad generalizuje negacje tego Zbiori,

Generalizacjami przeciwnymi. sg na prayktad zdanias ;

"W dowolnej chwill w dowolnym miejscu pada deszc
"W dowolnej chwill w dowolnym miejscu nie pada deszoz e

Relacja przeciwieﬁstwa, jak udowodnimy pézniej, aest relacjig prze~
'ciwzwrotna, gymetryczng i nieprzechodnis. ,:

Dowolny podzbidr zbioru wezystkich generalizacji nie zaw1era33p
cy generalizacji przeciwnych ani tez generalizacii réwnowaznych na
zywaé bedziemy baza generalizacji. Rodzing wezystkich baz genera=
1izacji oznaczymy symbolem Gr¥, Definicja pojecia bazy generalis
zacji ma wigc postad: :

D5, Xe(}n@XCGn/\'v\/ (x*yVv&E~H e
X,y € X ’

W pracy dowodzie miedzy innymi, Ze:
Na podstawiﬂ zdart nalezacych do dowolnej bazy generalizacjl ni¢
mozna udowqdnic ani odrzucié #adne] pary zdad sprzecznychs
Zadna generalizacja nalezaca do bazy generalizacji nie moze byé
udowodniona ani tez odrazucona na podstawie pozostatych element v
tej bazye
Twierdzenia te sg analogiczne do twierdzed o bazach empirycznyche
- Do najwazniejszych pojed, ktére wprowadzimy w dalszych czgé
ciach pracy nalezy pojecie wnlesku indukeyjinege otrzymanego na po
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staww zdan dowolnego zbioru.z poaeciem tym zwigzane sg pewne funk=
:Z?icge konsekwancji, ktérych wkasnosci zbadane sg w paragrafie 4.

§ 1. Podstawowe wk‘asno_éci zdaf _podobnyc,h i generalizacji,

‘, Wykaéem}'; na wstepie, Ze aksjomat a12° aest tw;erdzeniem teo=
Crid 1%, Na podstawie definicji D2 otrzymujemy:

s CnXc DX. =

7 aksjomatu A7,' 1, 425, 117 1 DIT" wynika

7. X C BEmp /\'V\/ x,nx € X=2> X € Nsp.
Skoro wigc aksjomat 1\1.52T jest. twierdzeniem teorii »TG, zatem -
" gwierdzeniami tej' teorii sg wszystkie twierdzenia podane w pracy
- [18] 4 dotyezace zdad empirycznyohs '
Myierdzenia op:.suaa,ce wlasnoso:. zdani podobnych poprzedzimy naste=

puja,oym lematem:
I2a, x€ Emp+=={>[x]o c Emp’,
+ : +
be x€& NEmp =1 [x]o C NEmp ,
Ce DX O Dy =D nx;hy € NEmp+w
. 1 T
. lemat %ten wynika z A1, T157a 1 A1,
Na podstawie I2a,b 1 D167 otrzymujemny
* -
T2, x6 Eimp = [x], < Enp"V [x]o C NEmp

f‘,ﬁf’Klasa zdar podobnych wyznaczona przez dowolne zdanie empiryozne
jest wige badd ‘podzbiorem zbioru wszystkich pozytywnych zdai empis~
5.5 rycznych badfd tez podzbiorem negacjl tego zbiorus
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7 twierdzed T2 1 TI5'b wynika, e
73, x€ Bmp ={>[x] ¢ Eng*s

Dowolna klasa zdan podobnych jest wiec baza empiryczne‘. 'Dym samym ’
klasy zdai podobnych posmadaja. wlasnosci sfom&owane w twierdzes~
niach T12 - T14 N

T4, x€ Empf'==1> wx], = [ox]g e

Negacaa klasy zdai podobnych wyznaczone] przez dowolne ~ pozytywne
zdanie empiryczne jesd identyczna z klasg zdad podobnyoh WYZnacz o
ng przez negacje danego zdania. °

Dow 6 de ‘Niech x € Emp i za?cé:‘am:} ala dowodu, ze ye€ N[xl e
Stad wobec I2a i T7 a y € NEmp o 2 ostatniego wzoru 1 T~17'.Pa
wynika istnienie takiego . z, =4 Emp y 2@ Y= D4y skqd na mocy
TGT 1Y = 5y Poniewas wobec zatozenia dodatkowego 1 })1'57r
ay € [x],s zatem 210 X e Ste,d ha mocy A2 nz 0 nx 1 tym samym
ye [ax]ge Wykazalidmy wiee, 2e¢ N [x], C [nxl g
7axésmy teraz dodatkowo, ze y € [nx],. Stad wobec Al i A1t
y € NEmp » Na mocy T17 a istnieje wige takie %y € Emp , LB y=
= NZ, skqd wobea zalozenia dodatkowego 1 A3 z,0x i tym samynm
wobec T6Ta i DSt yeEN [x] o Wykazalismy wige, Ze [nx] oW x],
co korczy dowdde

Na podstawie D1, A1, D16 s T2 1 T3 obrzyma]eny

T5a, %€ Gn X=(>XCEmp \/.XCNEmp ’

b, x€CnX=DX#JAXEEmp'.

7biér X generalizowany przez pewne zdanie x jest wigc niepu~-
atg bazg empiryczng.
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' paania bedace generalizacjami klas zdaf podobnych posiadaja na-

fi;g“puj goe wlasnoéci.

~T630- x €. an==(>0n{x}nEmp = X,

R X6 nxn of ¥ => X.= Y.

L w'myél ‘P6a na podstawie zdania generalizujgcego pewns xlase
zdaft podobnych mozna udowodnié te i tylko te zdania empiryczne Jkté-
ro nalezg do tej klasy.

pwierdzente T6a wynika Zatwo'z AG, 15a, D1, 2" 1 DIET, tmiex-
ggenie T6b jest natychmiastowym wnioskiem z T6a.

. 78, x € Gn X=D (y ¢ Gn X<==> {xd % {3}),
be  xe GnX—t (y € 6n x=> & & T
Jedli wiec zdanie =x Jest generalizacja pewnego zbioru, %o zbidr

. ten generalizujg te 1 tylko te zdania, ktdre sg rdéwnowazne zdaniu
~x (réwnowazne ze wzgledu na odrzucanie zdaniu x)4

Dowé d T7a. Zaxézmy najplerw, ze X,y € GnXe Na mooy Dt 1
f_AZT otrzymujemy whtedys

X c Cnﬁc} n cnfyl, /\ (x < onfy} == x € Cniu}),
o .
/é (X c onf{v} => y€ Cnl} )

* Ze wzordw tych wynika, ze x € Cn{y} 1 y € Cn{3j, skad wobec A6T
! 576 {x} ~ {3},

4) %d}ania{ y;c 1 y nazywamy réwnowaznymi wtedy i tylko wtedy, gdy
£ Xr N . .
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Proyjmijmy 2 kolei, 26 x € Gn X i {x} ~ {y}+ Na mocy D1 marmy
wtedy: '

tnX g Cnix}, “ : ' (1).2;_
/\(X cCn{u} => % € Cn{u}); : (2)
u ‘
X Ld : . (3)
\ x -0, -

Unagledniajas zakozenie, wzdr (1) 1 DST otr'z.ymjemy
tnX G Cn {3} : (3)

2.8t &amy doda’ckowo, se X c Cn{u}. Whtedy wobec (2) x € Cn {u},skad
na mocy A3 ' A4T Cn{x} < Cn{u} . Poniewaz Jjednak on{xy = cniy},
zatem Cn{y} < On {u}, skad na podstawie a2t y€ Cn{wy. Wykaza-
1idmy wiec, 2ze '

/\ (X ¢ onfu) =yE Qn{tx}). ' (5)

u

Ze wazordw (3) = (5) 4 D1 wynika, ze y € Gn X, co koticzy dowbd.
Twierdzenie ITb wynika z T7a 1 ’339 2.

W dowodach dalsmych twierdzed korzystaé bedzieny 2 nas‘cepujacych
lematdws l

13, x€&X =% CnX .

T T

Temat ten wynika Zatwo 2z D1 4 A3, A4,
l4a. x € Gn X=bnx ¢ Cn DX,

b. %€ GnX==>nx¢ Cn X
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: rwiazgkl vllogic‘zne

jowéd ILia, Niech x€onX 4 zakéimy niewprost, 20
nxé cp DX, % zatozenia i I5b wynika, ze X € Emp¥, skad na mocy

senia 1 Ive wynika réwnies wadbr

pX € Nsp. 2 zaio0 :
"y tn X

ska,d wobeo D.2, i AZT x¢ Cn DX. Tym samym na mocy z&=

; E, gn Y
T, DX¢ Nsp, Otrzymalidmy wige dwa wyrae

' Wykazemy, Ze
T8 x € Gn X =D Cn'1{x,nx} NCnXu@e

adne wiegc sdanie wynikajace 2z pewnej klasy zdaf podobnych nle mo=
klasy 1 Jjej nega=

byé odrzucone na podstawle generalizacji tej

Niech x€CGnX 1 zatdsmy niewprost, Ze Cn"1 {x,nx}

“Dowdds
ncn X# & . Istnieje wigc takle X, se ¥, € 0nX 1 %68 on
{x,nx}. T ostatniego wzorl, pala 4 D7° wynika, ze x € CnixgV
ynx € Cn {x1} , skad woheo wzoru X, € Cn X i -ABT, AA,T
e CnXV nx€ CnZX Ostatni wzér jest sprzeczny 26 wzOren
14b,

x¢ On X Anx ¢ On X, otrzymanym na podstavie zatosenia i I3,

co kofiezy dowdd.

Na podstawie 13 4 14b  obrzymijemy nastepujacy wniosek:

. XE€E Gn X_:--{i- {zonxy N Cn X =G

anie generalizujace pewng klase zdai podob=

‘:f’ff'W:Ldzimy wiec, ze ani zd
nié na podstawie. zdad tej

\i?‘;{kﬁ.nych ani jego negacja nie daja sig udowod
~ Klasy. |

Tlustracjea T8 L Wi jest nastepujacy przykead:
_ zdaf podobnych wyznaczonej przez zdanie

na podstawie klasy

"Dzisiaj w Warszawie pada deszca"
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. nie mozna udéwodnié‘ zadnego z nastgpujacych zdan:
"W dowolnej chwild w ‘dowolnym'miejscu pada deszoz®,
g pewne chwili w pewnym miejscu nie pada deszcz'e

Wykazemy, ze %Zadna genez'alizacja nie jest anl zdaniem empiryoz~
nym, ani. tezq 1ogiczn9., ani jej negac;}q.

e x€ Gn ==t>x ¢ Emp.

Dowéde Niech x€ Gn 1 znaxdzmy niewprost, Ze X & Bups W
takim razie wobec D3 1 A6 istnleje takd zbidr X1, fes

x € Gn Xy (1) -
Cn{x}.n Empcx,'.‘ A A S ()

Poniewaz x € Emp, zatem wobec AZT x € Cn{x} 0 Bmp, skad na mocy
(2) x€X, czyli wobeo A2° xécn x1 Ostatni wabr, jest
sprzeczny ze wzorem x ¢ Cn X, .otrzymanym na pcdstawie (1) 4 m. '
co kadczy dowdde '

L6a:. xe Gn=>x ¢ Ond,
be x€ Gn=bnx¢ Cnd,
¢ce XEGn=>x¢ Nong,
de X € On==pnx § Ndné.

Lemat L6a wynika z D3, I3 1 AB . lemat L6b wynika =z D3,
L4b i A3 , lemat Ibc wynika z D15 ’ T9 c i 16b, lemat 164
;jest natychmiastowym wnioskiem z I6a 1 7 b4
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j:{f'»:;Z“apov.vci.edz:tame wyzej twierdzenlie moZemy napisaé w postaci:
. r9, Gnn (EmpUCn@ UNCad) =G,

T\qierdzenie to wynika z 15, L63 1 Ibo.

Zauuazmy tutaj, %o Zadne dwa Spoerdd zbioréw Emp, Cnd, NCn § nie
posn,adaaa wspolnych elomontdw. Wynika to ze wzoru § € Emp® oraz z
mzm. 1% 1 M6,

mo.' X € Bup = Cn[x]oﬂ Gn =@,

i gadnej generalizacji nie mo#ng wis;‘c udowodnié na podstawie jakiej=
kolwiek klasy zdad podobnychs

Dowédse Niech x G:Emp' 1 zatbimy niewprést, fe istnieje ta=
kie 11, 20 v

x, € cnlx,» | | (1)

X1 € Gne (a)

u tai::lm ‘razie na mocy D3 distnieje taki zbiér’ 11, Ze

€ enX. - (3)
Stad £ 150, T14°a otrzymijemy

Cn X, N Bup = X, (4)

Kérzystajac z zstozenia, T3 1 'I!14Ta otrzymujemy ponadto

Cntx]oﬂ Enp = [x]o. (5)
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Poniewas ze wazoru (3) i definicji D1 wynika, ze Cn X1 c Cn{x# .
zatem wobec (1), Mo At cn X, © Cn[:c]o , skgd On X, N Empc
confx], N Bop 1 tym samym wobec (4) 1 (5) X, © [x],» Zbidr X,
jest jednak pewnym abstraktem velacji 0 , zatem X = [x]pe 2 o=
statniego wzoru i (3) wynika, %Ze %, € Gn[x]o. skad hna mocy 13

¢ Cn[x:]o. Wzér ten jest sprzeczny ze wzorem (1), co kodczy do=

wéd niewprost.

7118, X € Gn X => /\ x €& n {3},
vyeE X ‘

b, xECGnX=x¢ Cn‘“(Emp \ X

Dowolna generalizacja pewnej klasy zdat podobnych X Jest odrzu=
cona na podstawie kazdego zdania te) klasy, natomiast nie jest od-
rzucona na pods‘oawié zdad empirycznych nie nalezacych do tej kla=
Sy. Zauwazmy, Ze jeéii w zbiorze X distnieje co najmnied jedno
zdanie fakszywe, wéwczas generalizacja tego zbloru jest réunies
zdaniem £alszywyme ' ,

Twierdzenie T11a wynika z D1, AZr_‘D i D‘?T,ﬂ;wierdzeni_a 741 wynika
7z D1 1 A6

12, x€ GnX=pNOn X g on™ (o

Negacja dowolnego zdania wynikaja,cego z pewnej klasy zdan podo’b-
nych jest wige odrzucona na podstawie negacji zd ania generalizu;q-
cego te klasge

Dowé de DZakéimy, 2¢ XE€ gnX 1 y e NCn Xo Wtedy na mocy
p15T 4 D1 yeln{g. Uwzgledniajs,c poT o 57 4 7578 otray=
mujemy nx € Cn{y}, ska,d wobeo D7 "y e Cn- {nx} Wykazalismy g
wiee, 2e NCn X don {nx}. 2 zatozenia i 13 wymka. %e x¢Cn X, -
‘skad wobes T'{ b nx ¢ NCn X. Poniewas Jednak nx € Cn {m@, zaten .
NCn X & cn” {px} , co koriczy dowdde



zwlazll logiczne pomiedzy zdaniami nauk empj_.rycznych 177

T13.‘ "X € Gn ==>{x}€ Nsp.

podstame Zadne} generalizac;}i nie mozna udowodnid Jakiejkol=

ok pary zdah sprze czm]ch. :
gierdzenie T13  jest szczegélnym przypadkiem twierdzenia 124,

'odmego w paragrafle 3+ Podajemy jednak prosty jego dowdéd, gdyz
na gwierdzenie to bedziemy SiQ powo}:ywac dowodza‘c kilku péiniej=
szych twierdzed,

Dow 6 ds Zakdéimy, Ze x € Gne W takim razie wobec D3 1 T5b
isthieje taki zbidr X, ze X, € EmpT, skad xa mocy A7 DXENsp.
Poniewaz x € Gn X1. za’cem wobec A2 i D2 x € DX1 i tym samym
na 1mocy 1 b {x}ENsp, cO konczy dowéd. ,

T4e X € == % & c::"’nc:n{x}.‘

. Jadna generalizacja nie moze byé odrzucona na podstawie negacji ja-

f;_jgiegokolwiek zdania wynikajacego z tej generalizacjie

Dowé d, Niech =x € Gn i zaxdZmy niewprost,%e X€ Cn”jNCn{x},

Z matoZenia 1 T13 wynika, 2e {x}€ Nsp, Na podstawle zatoZenia
_ndewprost i ?17¢  obrzymujemy x & NCn{x}, skad wobeo p15° 4
TQTG nx € Cn{x}. Poniewas na mooy a2t % € Cn{x), zalenm

\;,y, Ty € Cn{x}, gkad wobeo T?Ta {x}¢ Hsp. Otrzymalidmy w ten
;fg-isp*‘oséb dwa wyrasenla sprzeczne, co kodczy dowdd.
M5, XE€ Emp* => DX N Emp =

’,‘;?:;Jes'li wigc X jest dowolng bazg empiryczng, wéwozas do zbioru DK
» falezs te 1 tylko te zdania empiryozne, ktére naleza do danej bazys
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—

Dow.bde Zakdzmy, Ze XE€ Emp*, Weedy wobeo pirt 2 cEmp.f
zad wobeo AZT 4 11 X<¢DX 4 tym samym X € DX Y Eugpe W cely,
wykazania inkluzjl odwrotne] zaxdimy dodafkowo, ze x€ DXN Emp.}
Proypudény na chwile, ze istnieje taki zbiér Y., ze ¥, C CnX i
x € Gn ‘11. Wtedy na moey D3 i zakoZenia dodatkowego %€ Gn N Emp,
Wzér ten jednak jest sprzeczny ze wzorem Gn N Emp = §, wynikajge

cym z 79, Wykazalidmy wiec, %Ze N\/‘ x&Gn ¥, skgd wobec:
YctnX ‘
wzoru X € DX 1 D2 x€ CnX itymsamym x€ CnX N Empe Ko=

rzystajac z zaxoienia 1 tI.‘14Ta otrzymujemy wiee x € Xo W ten
sposdéb wykazalismy, ze DX N Emp C X, co koficzy dowdd
W dalszych ozefciach pracy skorzystamy 2 nastepujacych lematows

17. x € Gn NX =2 NK C NEmp .
Lemat. ten dowodzi sie w oparciu o Thayb, D‘l‘jT i T?'{Tc.
18 GnXNcniNX=0,.

Lemab ten wynika Zatwo z T6b, T5b, IT, T957a 1 7 8,
. ' + ’
19as X € Gn XA X C Emp =;>\/ye Gn NX,
y .

be x€ GnNX ==:>\/y_e Gn X
y

'

lemat I8a otrzymujemy na podstawie D1, D4, TT b, D16 i A5,
lemat L9b wynika z L7, D1, T17 gy A5,y ‘1‘7 a 1 T4
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§ 2. Generalizacje przeciwne.

W myS$l definicji D4 pomiedzy dwoma zdaniami zachodzi relacja
',przeciwienstwa wtedy i tylko wtedy, gdy jedno z tych zdaf genera=-
‘1jzuje pewien zbidr X, drugie zad generalizuje negacje tego
7b%.0Te
pwierdzenle charakteryzuga‘ce wtasnodel generalizacji przeciwnych
poprzedzimy nastepujacym lematem:

L10a. x# YA {y} ~ {2} =D x% .2,

be x4k yAxsz=0{3 & {2

Lemat 110a wynika 2 D4 i1 T7a, lemat: wa tatwo dowodzi sie w
oparciu o D4, T6b, T7 a, 17, I5b, Tl'( ¢ 1 T7a.
2 powyiszego lematu i twierdzenia T9 a wynika

T16a. X * y==:->(xi z<=>{y) & {2} )y
be x*y=>(x%xza=>(} w "1{7.}).

Jesli wiec y Jjest generalizacjg przeciwng do X, to przeciwne do

generalizacji x sa te 1 tylko te zdania, ktére 88 . réwnowaine
(réwnowazne ze wzgledu na odrzucanie) generalizacji y.
Na podstawie D4, 18 1 T16a otrzymujemy

T17a. ’V(X"}C)g
be xX#% y=>Yy * X,

Cs X% YAy X Z=p~{(x%2)

Relacja przeciwierstwa jest wiec relacja przeciwzwrotna,symetrycze
© na 1 nieprzechodnia. ‘ '
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T8, X € Gn==x>'\/x # Yo

Dla dowolne] generalizacji istnieje wlec -geheralizacja prz_eciwha.%
Pwierdzenie T18 wynika zatwo z D3, T5a, 19a, D4, T17Tb i L19b,ji§:

M9s. xw y = nx € onfi,

be X% y={x3} ¢ Nsp..

W my$l T1%a negacja generalizacji X wynika z.dowolne;} generas=
1izacji przeciwnej z X%, ¥ my$). zaé T19 na porfétawia dwéch. ge=
neralizacii przeciwnych daje sieg udowodnié dowolne zdanies :

Dowé de Zakbimy, fe x#ye Woedy wobec D4 istnieje taki
zbiér X, fe X € Gn X,A y€0n NX,V X € On NX, A yetn X,v Dowédﬁ:
ogreniczymy 40 przypadku, gdy X € Gn X1 1 y &€Gn NX1. W proy-
padku drugim twierdzenie dowodzi sig analogilcznie.

Uwzgledaiajas D1 ot rgymujemy:

tn X, C cnf} 1 CnMX, C cn{y} (’_1)'

Wobes TSb 4 wzoru x € Gn X, istnieje takie 7,y 2e 2y € X,
gkad na mocy 'I‘7Ta nz,‘e NX,o Tym samym wobec 228 4 wzoru (1)

7, € cn{x} (2)
nz, € Cn{y}e (3)
!
Na podstawie (2) 4 Tsra, b obrzymujemy
nx € Cofnz,} o (4)

ge waordw (3), (4) 1 A°, AT wynika, e yx € Cn{y}, c0 korieny
dowdd tbwiexrdzenia T19a.
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(2).’ (3} i A3 otraymujeny o0z, € Cnix,3},
_¢_Nsp, co kofezy dowdéd twierdzenia T19b.
wynika nastepujacy wnlosek:

a podsta_wie wz ordw
kad Wobeo s (3
. twierdzenia T19a 1 definicii 7

W, x®2y=0Dye€ o (.

igﬁowolna Z dwu'generalizacji przeciwnych jest wigo odrzucona na

fi‘p“gdstawie negacji drugieje

720, XE€E NSp==>N\/. X % Yo
x,y € X

zny nie zawiera generalizacji przeciw-

Juden wiec zbidér niesprzec
TMob L T b

nyche PowyZsze twierdzenie wynika z
“p2l, X WY = Cn{ix} N Cn {3} = tnd .

. Tloczyn konsekwencjdl zdat sprzecznych 2 generalizacjami przeciwny-

mi réwny jest zbiorowi tez logicaznyche Pak wiec zdaniami wynikaja=

ymi jednoczednie z kazdej 2 negac
Qtwch sa te 1 tylko tev gzdania, ktore sa tezami logicznymie

Dowd de 2akdézmy, 2e X * e Wwyedy wobec T19a ny € Cn{x}
cn{ny} < Cn {x} 1 tym samym Ca{ny}nCn{nx}c
» ABT 1 T9Tb otrzymujemy

ji dwéeh generalizacji przeciv-

; skad na mocy ABT, MT
e oni{g 0 Cn{nd. Uwzgledniajac
tn{nx} n Cn [y} € ¢nf . Inkluzja o
ezy dowdde

dwrotha jest oczywista, co koti=

T22, x% y=> Cnm1 {xn Cnm1 {s} = Nend .

rdzenia wynika wigc, se zdanianmi dajacyml sig od=

7 powyzszego twie
izacji prze-

rzucié jednoczeénie na pods‘cawie kazdej z dwéch general
wnych sq te i tylko te zdania, ktére sa sprzeczne z tezami 10~

#loznymi,
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D owé de Zakbimy, Ze X ¥ Y S e,.cn"".{x} n Cnﬂ{y}. W
dy wobec D'IT %,y € Cn{z}, skad na mocy '.I.‘STa, T N
nz € Cnfix} N Cn {13} 2 ostatniego wxoru, z zarozenia 1 721
nika, #e nz € Cng, skad wobeo noc 4 DI5T zeNCng. Udow
i1iény wige inkluzje On (% 0 o' {s} cNon@. Inkluzja odwre
na wynika 2 TBTb, co koticzy dowdd. g

Ostatnie twievdzenie podane w tym paragrafie poprzedzimy naste

pujaoymi lematami,

111, x € Gn==pnx ¢ Emps

D ow éd. Niech X € Gn 1 zatdimy niewprost, s nx € Empe
moocy zakozenia i 148 istnieje takie Yy» Ze

x % }’1:

Stad i twierdzehia 719a wynika, Ze
nx € Cn{y;] .
Na mocy definicjli D4 1 wazory (1) istnieje taki zbidr X1, %e
x € Gn_x1 A Yy € Gn NX1V x € Gn NX, A ¥4 € Gn X1.

Rezwazmy nhajpierw przypadek, gdy

x € Gn X:1 A y1 € Gn NX10 (1.1 ,
7 twierdzenia T6a wynika whedy, e Cn{_yl} A Emp = NX1, poniewaéf}
jednak nx € Cn{y1} 0 Emp, zatem nx € NX1. Stgad na mocy IT°b i

AZT otrzymujemy x € Cn Xge Ostatni wzér jest spraeczny 2€ wzc-'
rem x¢ Cn X, otrzymanym na podstawie (1.1) i 13. :
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a———————

:_’_Rozwaémy = kolei przypadek, gdy

x € Gn NX, A ymé Gn X, (241)

gtgd wobec T6a, zakoZenia niewprost i wzoru (2) nx € X,. Ze wzo-
T

™" a

1)} 14 17 wynika _jodnak: Ze NX1 C NEmp+, gkad wobec

i tym samym Nnx € Emp®. Ostatni waér jest sprzeczny 2
h przypadkdw otrzy-

cyu (24
o +
%y C Emp
| aksjomatem A1 1T, Pontewaz w kazdym z rozwazanyc
* pujemy gprzecznosé, zatem wobec wzoru (3) dowdd niewprost jest za-

;s'kmiczony.
12, xeGnX={>ux§ CnlK

Nisch X € Gn X 4 zakéZmy niewprost, %e nx€ Gn NX.

1 T5b istnieje takie Iy ) ¥4 € X, skad wo=
wynika jednak,

Dowd d

¥a mocy zatozenia
pso 17" ny, € N, 7 satosenia niewprost i D1

s On DX C Cn{nc}, zatem ny, € Cn{mg, skad x € Cn{ye 2 o=
 sainiego waor, 13 4 wzom yy € X wynika, e x €-Cn Xo Wzt
. 4en jest sprzeczny ze wzorem X ¢ On X, otrzymanym na pad stawie

osonia 1 I3, co korezy dowdd niewprost.

ga

I3, . X € Gnaab-nx¢Gn.

Dowd de Prayjmijmy, ze X € Gn 4 zatbimy  niewprost, ze

fx € Gn, 7 zatosenia niewprost i D3 wynika istnienie takiego
‘zbioru x1. 76 nx € Gn X1~, skgd wobec 'Toas.
Cn{nx} N Eup = xi‘. (1)
Na mocy zakozenia i T18 istnieje takie .o %o

X ¥ Yy (2)
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7 powysszego wzoru i fwierdzenia T19a wynika, ze nx€ Cn{y} '
skad On{nx} € Cnfy,} 1 tym samym '

Cn{nx} N Emp C Cn{y,;', N Emp. o (3)

76 wzoru (2) 1 definicji D4 wynika istnienie takiego zbioru Y1 ,

ze

.x€GnY1/\y1€GnNY1VxeGnNY1Ay1Ede1', W)
Ograniozzy"my sie do rozwaZenia przypadku. gdy
X € 6n Y, A Y, € Gn NY1'. o ‘ - (a)

W przypadku drugim dowdéd jest analogicznye .
7e wzoru (1¢1) 1 Téa wynika, Ze Cn {y1} N Emp = NY1, zaten Wo=
vee (1) 1 (3) X, € NY,. Poniewas zbiory X, 1 N, sa pewnymi:
kla sami zdari podobnych, zatem X1 = NY1. Stad 1 ze wzoru nx € Gn }si1
otrzymujemy nx € Gn NY1. Wzér tven jest aprzeczny ze  wzorem;
nx ¢ Gn NY1 otrzymanym na podstawle {1, 1) i L12, co kolczy dowod»
niewprost.

. Bezpofrednim wnioskiem z lematéw 113, 111, Léb, 4 Jest twier-

dzenie:
r23., x € Gn==t>nx¢ Gn U Bmp UCng U NCng.

Widzimy wlec, %e negacja zadnej generalizacji nie jest ani ge'ne.i-a-;
lizacja, ani zdaniem empiryocznym, ani tezg logiczng, ani Jjej ne-
gacja,.
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§ 3. Bazy generalizacji.

Baza,"genéra_lizacji nazwaligmy dowolny podzbiér zbloru  wezyst=-
jich generalizécj_i nie zawierajacy generalizacji przeciwnych ani
o generaiizacji réwnowaznyche

Przed podaniem twierdzen opisujacych wtasnodci baz generaliza-
3i wpi'owadzimy nowe definicje oraz udowodnimy kilka lematdwe

D6. X € PX<}=-"(>\/ X% Y
‘ vy€ X
biér X nazywamy ghiarem wszystkich generalizacji przeciwnyoh do
enez‘alizacai naleze,cych do zbioru X. Zauwazmy, ze Jesli Xn‘G}‘m@,
1bwozas zbiér PX jest zbiorem pustyme

. ) y€X .

pidr KX nazywamy zbiorem wezystkich zdant rdwnowasnych ze zdania-
i zbioru ,X. '

D8. YEAbsX<}-=4>\/ x € Gn Y.
x€X
fyrazenie Y € Abs X ozytamy; zbidr Y nalezy do rodziny Kklas
sdail podobnych gensralizowanych przez zdania zbioxu Xo Zauwazuy,
e jesli XNGn= §, wéwozas rodzina Abs X Jest zbiorem pusiym.

114, N\/ X y=> U Y€ Emp’-'. ‘
: X,y € X Y € Abs X

Dowd de Niech N\/ x%y 3 zaéamy niewprost, %o
x,¥y€X

Q Y ¢ Emp*s Poniewaz na mocy D8, T5a i D1 6T U Y C Emp,
€ Avs X : ) YEAbs X
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&
~

zatem zgodnie z zaozeniem niewprost i D17T istnieje takie z1.ze

7,907, € U Yo (1)
Ye Abs X ' ¥

Istnieja wige takie zbiory Y., Y, Ze

Y., ¥

1 € Abs X,

2
2,€ Y, 1 nz, €Y, ' (3):

Na mocy D8 4 wzoru (2) istnieje takle x, 1 takie ¥,y %0
x19 y" € Xv’ ‘ : ) . (4)

x,€6nY, 1 y, €Y (5)

1 1 2°

7e wzoru (5) i° D1 wynika, Ze zbiory 1(1 i Y, s klasami zdad
podobnych, zatem wobeo wzoru (3)

Y, =[5l 1 %= [nz,], - | (6)

Ponlewas nz, & NEmp' , zatem‘z1 € Emp’, skad na mocy T4 N[ZJO =

= [nzl] .
0
Stad zaé 1 ze wzoru (6) wynika, Ze

Y, = NL,. m

Na podstawie wzoréw (5) 1 (7) otrzymujemy x,€GnY, 1y,€Gn N,

skad wobec D4 1 wzoru (4) \/ % % y. Ostatnl wzér jest
. x,y €X '
 sprzeczny %z zatozeniem, co kalczy dowdd niewprost.
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L15, N\/ X % y =D U X € Nsp.
zZ,y € X Y€ Abs X

Lemat ten wynika z 114 1 A7,

16, xcem=bm UG |J ¥ co J ¢ .
’ Y € Abs X YE Abs X

Dowéd Niech XCOn 4 zakéimy, % x € RXUCn JY
| Y€ Abs X

stad x € RXV x € Cn UY o W przypadku,gdy xeCnU X
Y€ Abs X : Y& Abs X
lemat wynlka z Li.
Rozwazmy, wiec przypadek, gdy
x € RX, (1)
Na pecdstawie D7 istnieje whedy takie Y0 ge
31 € x! ‘ . (2)
o) o) o (3)

_ Poniewa# na mocy zatozenla i wzoru (2) ¥y € Gn, zatem wobeo D3
~ istnieje taki zbidr Z,, Ze

Yy € G0 Ty (4)
Ze wzordw (2), (4) i definicji D8 wynika, ze 2, € Abs X 1 tym

1
samym 2, c U Y -, skad na mocy a2t
Y € Abs X

Z, € Cn U Y . (5)
Y€ Abs X
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Na podstawie wzordw (3), (4) i twierdzenia T7a othymujemy po~
nadto, X € Gn Z, 1 tym samm wobec (5)

Vizcen lJ ¥ Axecenz) - (6)
z Y€ Abs X

S5tad né mocy D2 otrzymujemy wzér x€ D LJ Y -, co kdiczy dowm

‘ Y€ pbs X
wode

m. |J v comx
Y€ Avs X

Lemat ten wynika z D8, D1, A2* 1 A3%,

I18a., X C RX,

be X & Ry
: T T, T
Iemst ten otrzymujemy na podstawie D7, D5~ 1 A2 =A4,

me. xwmmxul) v
Y€ avs X

Powyzszy lemat wynika z DST, 17, L18a, b i AZT-A4T.

Mozemy teraz sfommizowaé jedno z wazniejszych twierdzed niniejsze}

pracy:

T24. XCGn/\N\/ X % y=>>% € Nsp.
Xyy € X

Kazdy wiec podzbidr zbioru generalizacji nie zawierajacy generali-
zacji przeciwnych ma te wtasno$é, ze nie wynikaja z niego zadne

.

dwa zdania sprzeczne.
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S
Dowé ds). Zakbzmy, %e
XCen, (1)
VAV (2)
X4y € X

7 zatozenia (1), lematu 116 1 A3 wynika wzér

ceatreufn ) ycem @ |J ¥ ) (3)
' € Abs X Y € Abs X

Stad 1 = 04T otrzymijemy

Cn(-quU Y J)Cceni(D U'Y Yo (4)
Y € Avs X T € avs X -

Poniewa? z zaktozenia (2), 115 1 D1T wynika, ze Cn(DU Y )#S,

o A
zatem wobec (4) Y& Abs X

Cn(RXUU Y ) F S - (5)
Y & Abs X

Stad, » 119 i’DSTi wynika, ze Cn X ¥ S¢ Na podstawie ostatnlego
wzoru i definicii D1T wnioskujemy, %e X € Nsp, oo kotezy dowdde
7 powysszego twierdzenia i definicji D5 wynika w szozegdlnoded,
48

_ »

TZSO tn & Nspe

Dowolna baza generalizacji jest wigc zbiorem niesprzecznym.

o

))W plerwszej redakeji pracy dowéd twierdzenia P24 byt dodé skome
plikowany. Podany tutaj dowdd pochodzi od Doce dr W.A, Pogorzel-
skiago.
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i

W dalszym ciagu korzystaé bedziemy z nastepujacych wl’asnoéc;{
zbioru PX. : .

120, PX CGn.

Lemat ten jest wnioskiem z definicji D3, D4 i Db,

T26a. X € Nsp ==>>PX € Nsp,

be X C 0On A PX€ Nsp==>X€ Nap,

7 povyzszego twierdzenia wynika, ze dowolny  podzbidr X zbiox_vuig
wazystkich generalizacji jest zblorem niesprzecznym wtedy 1 tylko
whedy, gdy niesprzecazny jest z2bidr wszystkich generalizacji prze=
ciwnych do generalizacji nalezagcych do X,

Dowéd T26a. Niech X € Nsp i zakéimy niewprost, e
PX ¢ Nsp. W takim razie wobsc T24 1 I20 istniejs takie 2, i
Zys Ze ‘ '

Zy0%, € X, (1)

Z, % Zoe (2)

Na podsbawie definicji D6 1 wzoru (1) istnieja takie x, 1 Yy

ze
%177 € X4 (3)
7y % Ky (4)
Zo¥ Yy (5)
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e wzordw (2), (4) i twierdzenia T16a wynika, Zze {x1} R G
skad wobec (5) 1 T16a Xy % Yye Na podstawie ostatniego wzoru 1

(3) otrzymujemy \/ %% ¥y, skad na mocy %20 X ¢ Nsp, O-
xyy € X
statni wzér jest sprzeczny z zakozeniem, ©O korczy dowsd niewprost.

Twierdzenie T26b wynika z 724, D6 i 120, Dowéd twierdzenia jest
analogiczny do dowodu T26a,

121, PPXC Cn X,

Lemat ten wynika z D6, T16a, T5ic, A6" 1 A3,

P27a, XC Gn==> NXC Cn PX,

bo_ NPXC Cn Xo

W m&él T27a na podstawie zbioru generalizacji przeciwnych do ge~
neralizacji nalezacych do zbioru X mozna udowodnié negacjg kaz-
dego zdania zbioru X; w my$l T27H negacja dowolnej generalizq»
cji przeciwne] do generalizacjl nalezgce] do zbioru X . daje sig
udowodnid na podstawie zbioru X. :

Dowdd T27a. Niech XC Gn i za¥ézmy dla dowodu, Ze
x € NX. Whtedy na mocy zatozenia i definicji D15T ix € Gn, skad
wobec T18 istnieje takie yq9 2 '

X H Yoo | (1)

7 powyZszego wzoru i twierdzerr T19a, T9Tb, '1‘5Ta,b wynika, %e
' 7

x € Cn{yg}e (2)

Ze wzoru (1), definicji D6 i zekozenia wynika jednak, se y, € P
skad wobec ABT 1 (2) x e Cn PX, co koficzy dowdd.
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Twierdzenie T27b wynika z 120, T27a, I21 4 ABT. A4T.

728, Jezeli X C Gn A N\/ %%y, to
: Xy € X C

a» Cn XN NCn X =8,

TA Non X € Nep™y

r o
b, (On X) € Zpk
6. Cn PX N NCn PX =§,

‘4, NCn X N Cn VPX = &,

Pwierdzenia T28a,b s bezpodrednimi wnioskami z T24 1 T11?a,‘
b; twierdzenia T28c,d wynikajg = T24, T26a, T27b i T11?b.
Zauwazmy, e wrasnodei a=-d podane w twierdzeniu 728 posiada do=

wolna baza generalizacji.
129, X € GRPAYC X=%>X\ Y UPY € Nop,
Po odjeciu od bazy gensralizacji dowolnego jej podzbioru 1 doda=

niu zbioru wszystkich generalizacji przeciwnych do  generalizacji

nalezgeych do tego podzbioru otrzymuje sig zbldr niesprzeoczny.

Dowéds Niech X€ Cn° 4 Y C X, Zatézmy niewprost, Ze
X\ YU PY € Nsp. (1)
Na mocy zatozenia, 125 i T1Pb otrzymujemy

Y, ¥ \'Y & Nspa * : (2)

7 makozenia i definicji D5 wynilkajs ponadto wazory:

X \YC Gn, ' (3)
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~\ s G @)
XY € X

kzgledniaja,c 120 1 wzdr (3) many X\ Yu PYCGn 1 tym samym
pec (1) 1 T24 istniejy takie X, 1 J,, e '

.

X, y, € X\ YU PL (6)
shec wzoru (6) nalezy rozwazyd cztery przypadki:

(a) X, 0¥y € XV Y,
{p) K99y € PYy

(c) =x,€ XNYAY, € PY,

(&) =x € PYAy,xG.X\Y;

owdd twierdzenia bedzie zakoviczony, jesdli w kazdym 2 wymienionych
riypadkéw otrzymamy dwa wyraZenia sprzeczne.

akkadajae wzér (a) 1 uwzgledniajac (5) otraymjemy \/ X% Ve
: : X,y € XNNY
t4d na mocy T20 X\ Y ¢ Nsp, co jest sprzeczne ze wzorem (2).

odobnie, na mocy 720 i T26a otrzymujemy sprzecznosé w przypadku
)+ Zakdzmy z kolei wzér (c)., Wtedy na podstawie D6 istnieje
e z,€ Yy 2o Y, % Ty skad wobec (5) 1 T16a {x1} & {z1} i

ym samym {x} ~ {2z} . Ostatni wzdr jest sprazeczny ze wzo=
: ‘X927 € X
em (4)+ W podobny sposéh uzyskojemy sprzeczno$é réwnies w praypad

;ﬂ.(d). co koriczy dowdd niewprost.
'Bezpos’.rednfun wnioskiem z twierdzenia T29 jest

I3Cas X & o =§> /\ (XN {x} U P{x} € Nsp),
' x €X '
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bse XE an* ——-—D/\ 164 {x,y}- u P{x,y} € Nsple
€ X

7 powyZsnego tuierdzenia horzystaé bedzmemy W dowodz:Le dwéch na=-

stepnych twierdzeds Przedtem jednak podddem,} nastgpujgce 1ematy.

122, %,y € Gn == {nx,n} © On P{x,5}.

Temat ten otrzymujemy na podstawie T27a, AET i TTT‘b,c.

L23a; . V€ P{ <=y % Xy
b ye PG <oRE) = P {x},}.
cs JE P{x}<3=(>{y} n P{x}.
Zatwy dowdd tego 1emafu porijany.
124, x € 0n=D{x} U P{3 & Nsp. |

Dowé de Niech x €& Gneo W takin razie wobec T18 istnieje-
pakie Yy Ze X ¥ Yy skad na mocy I23a, ¢ {y} P{x}.. 7 o=
statniego wzoru, 247 2 D5° wym.ka, e {y1,x} ~ {:n} U p{d. U~
vzgledniajac walr x % y, 1 T19b otrzymu]emy jednek, ze
{y1,x}¢ Nsp i tym samym wobec r4lc {x}u P{x3¢ Nsp,co koficy dowdd,

Wykazemy teraz, ze kazdy podzbiox‘ zbioru generalizacji nie za~
wierajacy generalizacji przecmwnych ani tes generalizacji réwno~
waznych ma. tg wkasnoéé, Ze na pod gtawie tego podz’mom nie mozna
odrzucié zadnej pary zdat sprﬁecznych:

031, on*c Nep™l.

Dowd de Niech X € G 1 zaxbzmy niewprosﬁ', s X ¢ Nspﬂ..

Wtedy wobee D12°  istnieje takie xi, ze. Xye DX 6 On 1}(, ‘skad
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na mocy .D'(T istnieja Yakle y, i ya',. 2o

Ypedp € X0 - (1)
v, € Cnfx,} 7 Cn{nx1} . (2)

~@gled,niaja=° zakozenie, D5 1 wzdr (1) otrzymujemy Jy» ¥, € Gny
kad na mocy 122 :

{ny1.ﬁy2} C Cn P{y,s9p}e (3)

He WZOYU (2) i T5Ta, b wynika, Ze X, € Cn{nya} i nx1e Cn{_ny1}.
‘skad wobeo (3) 1 AJT, A4T:

X, 98X, € Cn 1"-{5&l .y2} . (4)
a podstawie ostatniego wzoru i At otrzymujemy

V T ’ . R " . B

- skad wobec T17a X\ {y‘,yz} u P{y1,y2} ¢ Nsp. Wadr ten  jednak

jest sprzeczny ze wzorem X\ {y1,y2} U P{y1.y2} € Nsp, otrzymanym
a podstawie zatozenia, (1) i T30b, co koriezy dowdd,

732a. Gn'C Nzl,

be Gn‘C NZl-1 .

. owolny podzbidr zbioru generalizacji nle zawlerajacy = generaliza-
31 przeciwnych ani tez generalizacji réwnowaénych'ma wiec te wias-
088, ze 2adna generalizacja nalezgea do tego podzbioru nie  daje
ie udowodnié ani odrzucié na podstawle pozostatych jego elementdw.
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Dowéd T32a. Niech X€ Gn* i zaézmy niewprost,ze X¢ Nzl
W takim razie na mocy D3T istnieje takie Xy Ze

x16 X, (1)_

x, € enlX\ {x} ). (2)

1

zZe wzoru (2) 1 ‘AZT, ar otrzymijemy
{x,} U P{x} © cnlX\ {x} U P{x}). ' (3)
Poniewaz na mocy zaXozenia, (1) i D5 e € Gn, zatem wobec 124
{x# u Pﬁx& ¢ Nsp,. (4)
e R . .
Ze wzordw (3), (4), definicji D1° 4 A2 -A4" wynika, Ze
X\{x# U P{x& ¢ Nsp. (5)

Oétatni wzdr jeSt sprzecany ze wzorem X\ {xﬁrLJ P{x# € Nsp o=
trzymanym na podstawie zatoZenia, wzoru (1) 1 twierdzenia T30a, co
koriczy dowdd.

Twierdzenie . T32b wynika 2 1324 1 T10Tc;

Bazy generalizacji posiadaja poradto nastepujace wiasnoéoi:

133, XK€ oPAYLZC XA (YnZVYa T2)=>Y =2,

Réwnowazne lub réwnowazne ze wzgledu na odrzucanie podzbiory  do=

wolnej bazy generalizacji sa idenbyczne.

Twierdzenie T33 wynika z T32a,b TBTa i TTdTa.

734, X€ on*AX=X=Dx¢ AksU Axs™t,
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w¢dzimy wigc, Ze przeliczalne bazy generalizacji nie sg ani zbio=-
5ami aksaomatyzowalnymm ani tez zbiorami aksjomatyZOWalnymi ze

ﬁzgledu na odrzucanie.
5wierdzenie powyisze wynika z T32a,b T3 i T1o b

fr35. X€GMAYG x==>Y¢Zpa:.
%wlerdzenle to otrzymujemy na podstawie T25, 33 1 T2Tb.
@ twierdzed T35 i TZTa wynika, %e kazdy podzbidr wkadciwy do=-
i«olne; bazy generalizacjli ma t¢ wtasnoéé, iz pewne zdania oraz ich
iﬂegacae nie dajg sie udowodnié na podstawie zdar nalezgcych do to=

‘go podzbioru.

136, Gn'nsyst =@,

;adha wige baza generéiizacji nie jest systemem,

&mierdzenie powyzsze winika z T32a 1 TBTo.

§ 4, O wnioskowaniu indukeyjaym.

Nieeh k bedzie dowolng lecz ustalona liczba naturalna «wrdzng

0d zeras Przyimwjemy nastepujacs definicje:

%
‘D9, x€IndX<7~‘=>\/(X€ GnYAXNY 2Kk,
: Y

bidr Ind X nazywamy zbiorem wizystkich wnioskéw indukcyjhxch Om
rzymanych na podstaW1e zdad zbioru X.

~ Sens intuicyjny definizdl D9 wymaga au: ’egékowych wyjadnier.
iech vy Ybedzie dowolnym zdaniem empirycznym nalezgeyn do zbloru
s Jedli w tym zblorze istnieje co najmiej k zdad podobnvch do
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zdania ¥, %0 elementem zbioru Ind X jJest zdanie generalizujace;
" khx@[y]o.Odwrotnie' jebli x€ Ind X,to istnieje taki zbibr Y,ze
zdanie x generalizuje ten gbidr i zbiory X i ¥ posiadajg co
najmnie wspélnych elementéw. Méwige wiec swobodnie zdanie X
jest wnioskiem “indukeydnym uzyskanym na podstawie k zdai podob-
nych nalezgcych do zbioru p.
Warto zaznaczyé, Ze zasadnicze wkasnodoi zbioru Ind X nie nale-
55 od tego, jak wielka jest liczba ke
D10, Cn'% = XU Ind X
Elementami zbioru CniX sg wiec wszystkie zdania zbioru ‘X oxaz
wszysticie wnioski indukeyjne otrzymane na podstawie zdan zbioru X.
W dalszych rozwazaniach poskuzymy sie pojeciem konsekwencji
{zobe nps [2, 13, 16, 17]).
Konsekwencjs finltystyczng nazywamy dowolng funkcgq f okre$lom=

ng i przyjmujace wartosci w zblorze 2" (S ‘gest tak jak poprzed
nio zbiocrem wszystkich zdad dowolnego lecg ubtalonego jgzyka) 1
spetniajacs wyrazenia, ktdre otrzymujenmy z akisjom t 6w AZT--A5T O
g6lnej teorii systemow dedukoyanych Parckiego przez zastaplenie
gymbolu Cn symbolem £ (pore B6. 17]).

Wykaszemy przede weszystkim, ze funkecja CnI jest  konsekwencja

finitystyozna. Do tego celu potrgebne beda nastgpuiace lematy:
125, Ind X € Ghe :
Temat ten jest bezpodrednim wnioskiem z definicji D9 i D3,

126, Ind CnIX C Ind X

Dow 6 d. Nlech x € Ind CnIX. W takim rasie wobec IS iste
nieje taki zhidw Y1, )



7wiazki logiczne pomiedzy =zdaniami natk empirycznych 199

X€0n Y, (1)
B ]
()nI};:r\’)C1 2 ke (2)

7e wzoru (1), T5a i D16T wynika, Ze Y1C BEmp, skad na mocy
125 i P9 otrzymujemy

IndXﬂ'11=§. (3)

Poniewaz z definicji D10 i ze wzoru (2) wynika, Ze

(X0 y)vimixn z,) Z Xk, | : (4)

zatem wobec (3),

g 2 ke (5)
Na podstawie wzordw (1), (5) i definicii D9 otrzymujemy x€Ind x,
¢o koticzy dowdde

127a, X, IndXC CnIX c 3,

be GnICnIX < CnX‘X.

‘Lemat I27a jest bezpodrednim wnioskiem z D10 i D9, lemat 127
wynika z D10 1 126,

o

128, X C Y= Cn'X ¢ ca’Y.
Lemat-ten dowodzi sie Xatwo w oparcin ¢ D9 i D10.

129, x € CnIX'--——"’:-\/ (T< XoA x € oady).

Ycx
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e

Dowéd, Niech x € Cn'X. W takim vazie wobec D10 X€X lub

% € Ind X, Lemat Jest oczywisty w przypadku, gdy h'd e'X. :

Zaxbzmy wiec, 2%e

x € Ind X O

Weedy wobec D9 istnieje takie Y,, Ze '

(2) .

x € Gn Y1.
XnY, >k (3)
Wobec wzoru (3) istnieje wiec taki zbidr Z1, te
2,C X 14§1<X;, , ' ' (4)
2,0 Y, > ke (5)
Uwzgledniajac wzory (2), (5) i definicje D9 otrzymujemy
x € Ind Z1, skad na mocy D10 ’

1

W rozwazanym przypadku teza lematu wynika ze wzordw (4) 1 (6), co
kodezy dowdd. '

Na podstawie lematow I27a, by, 128 1 129 otrzymujemy nastepu-
jace metatwierdzehie:.

TI. PFunkcja Cn; Jjest konsekwencja definitystyczng. .

Na konsekwencjach mozna wykonywaé dziatania, ktdére nazywaé be=
dziemy dodawaniem i mnoZeniem i odpowiednio oznaczadé symbolami &

i@®.

PO SEE A A AR
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Oznaczmy symbolem &% =zbidr wszysthkich konsekwencji finitystycznych
w Zbiorze S i Zakémy’ i’ve f,g'heﬂo )

Cprazyinujemy nastepujace definicje indukcyings
pia. P°< f,8> (X) = £lg(x)),

o P ey (0 =90 <> (P <Eig> (X))

Dziatania dodawania i mozenia konsekmencji definiujemy W nastepu~

1acy sposdh:
J& ,

DITe h=f® g<}=(>/x\ [h(x) = -Q, @ <f,8> (x)]. "
DIII. h =1 @ g¢==',>4\ '[h(x) = £(X) N g(X)].‘

6)

Mozna udowodnié, ze zbidr &2 posiada nastepujace wiasnofci i

a. jest nanknigty wogledem dziatar ® 10,
be jest strukturg z zerem 1 jednodeia,
Ce nie jest strukturg modularna.e

Dla dziatad (® 1 (O zachodza wiec prawa przemienno$ci, tacznosci,
idempotentnosei i pochXaniania.

Zerem 1 jednofcis struktury 52 sq odpowiednio funkeje e, i e,
zdefiniowane w nastepujacy sposdbs

bxvé. £ = e o> 4\ [2(x) = x].

6)

Wkasnodci te podane zostaky W niaopﬁblikowanej pracy J. Stupae-
kiego i G. Brylla "Nota o wtasnodciach pewnych dziatad na lkon-
sekwencjach®e ‘
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be £ = e, /\[f(x) = s}y -
X
Wprowadzajac w zbiorze @ relacjq porzagdku X nastepujace defini.
cjas g
W f€g=f®e=8

mozna wykazaé, Ze
ML, £ g@/\(i‘(X) C g(x))a
Latwo wykazadé rdwniez, e

rrma. [\ [h(x) ¢ 2(x) A nx) cgx)] > n<20 &
X
be A [£(z) ¢ n(x) A gl0) C h(x)]<:-=-c- F®g < he
X ' :

TIV. FHE@e)X) = glE@ ) X)) = (£@)(X).

Oméwiny tutaj dokadniej wrasnodei fwikeji Cn@®Cn® & ca()cal,
gdzie Cn jJest funkcjg wyprowadz_alnoéci scharaicteryzowang przéz
akejomaty A2 -ABT, za§ Onl - funkojs okredlons definicja D10.
7 wiasnodci funkeji Cn 1 en’  oras wiasnodci zbiom &2 wynika,
ze rozwazane funkcje sa konsekwencjami finitystycanymi.

Na podstawie DIII, D10 1 A2Tv otraymujemy:
137, (Cn®on’)(X) = XU tn XN Ind X,
Do zbioru (Cn@CnEE)(XK) nalezg wige wszystkie zdania zbloru 3

* oraz w kazdy wnlosek indukcyjiny otrzymany na podstawie zdaf zbiloru
X i posiadajacy dowdd na gruncie zdai tego zbioru.
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W dalszym ciggu skorzystamy z ‘nastepujacych lematéw:

130, X CGar==>Ind X =P,

Dowéde Niech X CGn i zaéfmy niewprost, ze Tnd X #&.
Istnieje wiegc takle Xy ze x4 € Ind X« Stad na mocy D9 istnie-
jo takie Y, e

x, € Gn ¥ ()

1’

N

1 ?’ k' (2)

(2]
]

ze wzoru (1), T5a i D16 wynika, ze Y C Emp, skad wobec zaXo= v
senia 1 T9 Y, N X = §. Ostatni wzér jest sprzeczny ze wzarem (2),

co kaiczy dowdd niewproste
131,  x € Bup ==>Cnlx]p 0 Ind]x], =8.

Lemat ten wynika z T10 i I&25.

138a, X = [x]o V' ECE=PCnXNIndX =g,

be X =[x], V X cn=>(Ca@on")X) =X

Widzimy wiec, e zbidr zdari, ktdére mofna udowodnié i jednoczes’nie
otrzymaé jako wnioski indukeyjne na podstawie dowolnej klasy zdan
podobnych lub na podstawie dowolnego podzbioru zbioru generaliza=
¢ji, jest zbiorem pustyme Jesdli wiec zbidr X jest pewns klasg
zdani podobnych lub podzbiorem zbiomi generalizacji, wéwezas  pray
pomocy konsekwencji Cn@()nI nie mozemy wyprowadzié zadnego zda-
nia, ktére nie nalegy do zbioru X
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Twierdzenie T38a wynika z 130, I31 1 Atl, twierdzenie TI38b o~
trzymujemy na podstawie T38a i T37.

WeZmy pod uwage dowolng konsekwenc,]e f:mitystyczna f speknia=-
;}aca, warunek'

/\ (£(X) con XA £(X) € cnlx),
) _

Na podstawie TIIIa stwierdzamy wiedy, Ze £ £ on@® CnI‘ Punkcja’
Cn@ CnI jest wiec "najsilniejsza” (makaymalna) konsekwencja épo-
$réq wszystkich konsekwencji finitystycznych ¥ speiniajacych wa=
‘runek (o). | o
WeZmy z kolei pod uwage funkcaq Cn(:)Cn . W mysl definicji DIII

otrzymugemy.

o0

@@ = U o' < oot > @),
1=0 :

Do zbiorz (Cn(® cnT)(X) nalesy wieo dowolne zdanie, ktére mozna
otrzymaé w skorficzonej ilodci krokéw na podstaw:.e zdat zbioru X
przez stosowanie na przemian funkcji Cn 4 Cn (ta. przez stoso=
wanie na przemian wnloskowania dedukcyjnego i wnloskowama Anduke-
cyjnego). Rozwazany zbiér jest domknigty (gest systemem) ze wzgle-
du na dowolns z funkeji Cn, Cn® i Cn(@®Cn’s Tak wigo sdantan,
kt6re mozna otrzymaé na podstawie zbioru (Cn (® Cn )(X) droga -
wnioskowania dedukoyjnego lub wnioskowania indukcy,,nego Y71 'te i
tylko te zdania, ktdére nalezg do tego zbioru.

WeZmy dowolns konsekwencje fmmtystyczna f spetniajgeq waru~
nek:

R /X\(Cn X C£(X) A Cax c£(X)).
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o

a podstawie twierdzenia TIIIb stwierdzamy wtedy, ze Cn® ont € £,
wnke ja Cn(:)CnI jest wiec "najskabsza" (minimalng) sposdréd
iszystkich konsekwencji finitystyecznych £ spetniajacych waru~
ek (B)o

§ 5, Dowéd niesprzecznosci teorii 7%,

W dowodzie niesprzecznoSci teorii TG postuszymy sig interpre=~
tacja arytmetyczng, modyfikujac'w‘gewién spogéh matryce Wajsberga
wdekwatna dla systemu 55 Iewisa7 °

Przed podaniemvslownika interpretacyjnego wprowadzimy kilké do=

:“inicji_pomocniczych8 .

()Podajemy tutaj taka interpretacje, w ktdérej oprécz aksjomatdw
teorii % speknione jest wyrazenie:

————1

Ewp’ = Kp o . €

Jezeli pominiemy warunek (1), wéwczas dowdd niesprzecznosci sy-
stemu T¢ daje sie w sposéb istotny tprodcié. Wystarczy w tym ce=
Tu interpretowaé Cn jako standardows funkcje wyprowadzalnos$ci,
zbiér Emp® jako zbidr pusty, zas relacje o jako dowolng rela-
cje sprzeczng. Wynik ten zakomunikowaZ mi Doc. dr W.A. Pogorzel=
ski. ’

Wyrazenia (1) nie dotaczylidmy do aksjomatdw konstruowanej teo=
rii, gdyz nie korzysta sie z niego w dowedach twierdzed, ktére
odgrywajg istotng role w teorii, jest ono jednak catkowicie inw
tuicyjne. Zauwazmy, Ze w teorii PG  daje -sie udowodnié  twier=
dzenie:

Emp+:,(~ é ==zl Emp+‘-_- KO’

E)Wszystkie definicje i twierdzenia podane w tym paragrafie zaopa=
trujemy synbolem#* o
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s° :jest-Zbiofem wszystkich takich ciggdéw okresowych zey

ot -
i jedynelki, w ktdrych wyraz trzeci jest poczgtkiem okresu,

Dowolne elementy zbioru S” oznaczamy 061; oo 063. ;.. 'Przyjmu..

Jjemy tez, 7%e

= (311{. ai. 'go)o.
Odpowiedmkami negacji 1 :melika(}jl W matrycy Wagsberga s funkc;je
zdeflniowane w nastepujqcy sposob°

o o
n i c

* = n° J_ iz g
D2 a. o_cl n ock@./j\(al = 0<=pay A 0,
b, ocm 7B Xy ; (am 0<S=>ay 1A ay 0).

godnie z powyzsza definicja mamy na 'przykladz'

n°(00 101 101 «u2) = (11 0107010 ...),

¢®(11 001 001 ¢+2)}(01 10 10 +00) = (01 111110 111110 .0 ),
Wsrdd pédzbioréw zbioru s° wyréznimy zbiory A, B i C prazyjmujac
nastepujaca definicjig:

* 1 2 3 4,
. %€ = = =0 A afe
D3 a i A<2==f>ak oA ay 1A((ak Gl\de\

2 jest dts okxdvy  ( A -1 . %
1>1 2<jg2 74

1
11 1 242 _ 4 A2t jest  dzugodela
2 +1<ZJ <2 +1

okresu)).
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- . o .
e (xke B<=>n “k € A,

_ J L I
—1/\/\ akr-O)V(ak—‘l/\ 3 0)

e &€ o=t (a2
j#2 i>1

k

. * )
Na podstawie powyzszej definicji i D2 a mamy:

A = {(01 01 01 ,..), (01 1001 1001 4..), (01 11100001 11100001.4.),
(01 1111111000000001 1111111000000001 «ee)y +oo¥s

B = {(10 10 10 +..), (10 0110 0110 ,..), (10 00011110 C0011110..4),
(10 0000000111111110 0000000111111110 vau)y weo}s

¢ = {0100....), (1000 ...},

0
Niech zmienne Xo, YO, Zo, «+s przebiegaja zbidr 2S +« Na ro-

dzinie podzbiordéw zbioru s° okreslamy funkcje Cnov przyjmuijac
nastepujaca definicje: ’

*

D4 o ocke cn°x°¢=c-\/ (=Y°<}{ A /\(aj =1V M ad = 0)).
_ o 0 0 j k

o x ey’ !
Przejdémy teraz do interpretacji terminéw wystepujgcych w aksjo-
matach teorii TG.
Zbiér S definiujemy w nastepujgcy sposédb:

5", <d, %> € se(i=1 Ad € s\ (AUB))V

v\/ ((i=2nAp €AV (i=2n1 A o, €B)),
n>0 . J J

Dowolne elementy zbioru S oznaczamy

o, ‘gdzie  deJ = 1y 2, ens
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Przyjmujemy tez, 2Ze

aij=<1, w'_j).

Eatwo zauwazyé, 2e (zob, A‘iT):

FPunktory n 1 ¢ definiujemy nastepujaco:

<1, n°063>, gdy 1i=1,
D6*a. not . =
13

<441, nOOCj>, , 8dy 1 >1,
S [¢] o] Q
f<1e o7& 000> edy c ocjocles \(AUB),

be c o, k6B O = J<4. coo(,‘.OC1> .gdy OOGC o6 GA,
1] J

k1 371

) )
<5, ¢ OCj oc1> 24y ¢ ocjocleB.

Na podstawie definicji DS* i D6*a,'b otrzymujemy {zob, A9T,
A107):

. o, o €s=tna,

€
23 T cal o . €3,

i’ ij Tkl

. = => 0] = O
bs NG = R0, 55 = T

Niech zmienne X, Y, Z, .es Drzebiegajg zbidry 28.. Pomigdzy elew
- o .

mentami zbiordw ZS i ZS ustalamy nastepujgce przyporzadkowar

nie. ‘

17 OCJ.GX°<}--==.'>\/<1,OCJ.>€X.
v <
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pankeje Cn definiujemy nastepujgco:
X , . 0,0 0\ L
D8 e OlijECnX@ 1=1Aocje en’x°n(s® N (aum)v

vV (= 20 A, € 0n®K°0 )V (1m204t A 66, €0n%K°0 3)) ]
n>0 S J

5 definicji D8 4 D4 wynika, Ze
*
1. cnd={<1, (11 110>} .

Zauwazmy Juz teraz, ze prawdziwe jest twierdzenie (zob; A2T -
q . .
- A8 ):

3%, XCctnXcCs,
be X CY=>CnXcClny,
¢e OnCnXCcCniZ,

de m.GCnX=€>\/ (F< A, €ECn ),

€ a_ € ‘
€. cozijozkl Cn X<=b L Cn(XU{ocij}),

- f. On ~{oti:)’, N Cn{n mij} - Cnd,
e Cn{_Obij, naij} = _S. »
Dowéd powyzszego twierdzenia nie néstreoza wiekszych truanoéci,

wymaga jednak dXuzszych i mazo interesujacych przeksztatced rachurr
kOWyCho . v . ' .
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Przyj-mujem:}' nastepujace definicje termindw i N:

no

1;1"‘  gdy i=1 1ub 1= 2,

* i .
D9 . 1mid = | . . | ‘
<i"1g n d-i>' gdy i>30

* .
o, €
Do, 13 6NX<:-"—‘->'|0115_ X |

‘Na podstawie definicji Dg* i D6fa otrzymujemy (zob, D1 47);
* V ' .
o« O 210 aun _ -
e et Ty ét (0 # 00L, A Gy = 00%y) V Oy = oy

S ’
Zbioryl Emp 1 Emp definiujemy nastepujscos

* ; : : )
D1 a. aijGEmp+4mc> 1=2A0 €4,

be Emp = Emp' U NEmp"

. s * :
Bezposrednim wnioskiem z definicji D11 a 1. D6‘a jest twierdze~
nie (zob. AHT):

¥ . 4
5 n“ij¢ Emp «

fatwo sprawdzié réwniez, ze

12”, aijemp+¢—b1=3AocdeB.~'

Relacje o definiujemy na stqbujaco:

o ' ' 2 | +
o T 2
D127, o, : kl’q:o.aijj'_akl €Emp va € NEmp

1§ 13* %
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Na podstawie D12 . D11 a,b, 2% 4 DE'a otrzymujemy (zob°A1-A4)

Tﬁ*a. o Oa ==—b i

19 ‘o, o € Eap V“i;}' € NEmp®,

o .

be aijoakl Aq’i;} € Emp ==> n 0ty 0 DOy
| | o ot

Ce namo notk1=>°‘i3 kl.

de Of CEmn € Emp =={>

150 M1t

=t o A ool =0 OO0 )
%5 © o":l;i'\(m P Px1” Tmn Xl 1;1)

% twierdzenia T6"a wynika, Ze w zbiorze Emp relacja O jest rela=
cja typu réwnowaénoéci; mozna wigc tworzyé klasy abstrakcji wyzna-
czone przez te relacje.

gbiory Gn X 4 G definiujemy w nastepujacy sposéb {zob. D1
i D3):

*
D13 a. O EGn ;¢=¢>\/ (X = [am]c,) A Cn X G Cnfa s} A

amn
A (xc en{on} =>a,, ECn{ml}).
k1
be € Gn < o €6n X,
0%4 n<&=¢>\£ 13 n

Zauwazmy tutaj, Ze zbidér Gn posiada nastepujaca wtasnodd:

* .
13, % . €Gna=>'i=1A0 €C,
i3 3
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Na podstawie Di3%a, DIt*a,b, I2* i D8* otrzymjemy (zob. 451
A6): “

r7%a. o, € Bip —o> \/ x . Gn[ 3]0 ,

be € tn X==> Cnfor }nEmpCX.

%3

Przyjmujemy w koricu nastepujace definicje (zobe D‘lT, D2, D17T):

D14 . XENsp<}=(>CnX#= Se

D157, O € DX<=DO €CnXV\/ o,. €6nY,
13 i3 ycenx 9

p16%., XE€ Emp*@x C Emp /\~\/ “ij’ ncui:j € X,
oL
1j

Mozna wtedy udowodnid, ze (zob. AT7):

re*, X € Emp® = DX € Nsp.
Dowéd tego twierdzenia réwnies nie nastrecza wigkszych trudnogcia
Zauwazmy tylko, Ze w ‘dowodzie wykorzystuje sig w sposéb istotny
wtasnos$é finitystycznoéci funkeji Cn (zob. T3 *a).

W ten sposéb skonstruowalismy model dla teorii TG i tym samym
wykazalismy jej niesprzeoznos’é.' *
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LOGICAL RELATIONS
BETWEEN SENTENCES OF EMPIRICAL SCIENCES

Summary

This paper is an attempt of formalizétion of these problems of
metodology of the empirical sciences which concern to such conw
cepts as: empirical sentence, similar sentences, genevalisation,
inductive conclusion etc.

The axiomatic system which is given in this paper is an exten-
sion of U. Wybraniec-Skardowska’s theory of rejected sentences. It
is obtained by enriching the language and set of axioms of that -
theory. ‘ .

Some fundamental properties of similar sentences, generalisations,
opositte generalisations and the bases of generalisations have .
been investigated.
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The concept of inductive conclusion from a set of sentences has
been introducet in the section which deals with inductive inferen-
: ceS. Soxﬁe properties of consequence-functions which are connected
- with that concept has been discussed.

In the concluding section of this paper a proof of consistency
of ‘consider theory is given.
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JCOr WMECKUE OTHOUEHUHA
VMEXLY NPERIOKEHUAMK SMIMPHYECKMX HAYE

PezwuMme

B pafoTe genaercs HDOODHTEA fopManKa3UpPOBaATE noupocg METONOMO~
THA eMOUDAYECKNX HAYK CBASAHHHE C TAKMMM NOHATHAMH, KAK 8MIK-
pMuecroe NpemIoxeH:e, NOXOGHHe npepIoXeHud, reHepannlalud, HHe
TYRTHBHOS BaKIvYeHNe UTX,

lipuBejeHHad B padoTe AKCUOMATHYECHAH CKCTeMa-HBHﬂeTCH pacli k.
peBuem nocrpoennoft ¥, Bubpaneu-Crapxosckoft Teopun OT8pacCHBAHNA
ODpemnoxenuft ¥ CTaHOBUT O6OTameHHe CHUCTEMH AKCHOM M HIHKA ot
TeOPUN, ‘ , ,

Mexny NpoYuM DOXBEDPIHYNUCH MCCHELOBAHUAM OCHOBHHE caoifcrsa
DOROGHEX NpennoxeHu#t, reHepanusanmuti, MpOTURHHX redepanusanuit a
Takxe 6a3UCOB TeHepasusanuit,

B naparpaje OOCBAM@HHOK UHIYKTHBHHM YMOBAKADYEHUAM BBOIUTCH
NOHATHE HHAYKTUBHOTO 3ARNDYEHKA M3 HEKOTOPOrO MHOReCTRA Ipe Iio-
xeHu#l a raxme dopumyrupyercs cpolicrsa HeKOTODHYX CBABAHHHX C ITHM
noRATHe M QyHRUuK KOHCexBeuuuit, ”

B nocaenneft wacru paGoru npomoxurcsa HOKa3aTeN bCTBO HEODOTH-
EOpeqnaocrm paccuaTpusaenolt Teopmu,
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